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  2 و1رياضي
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  2ها در  معادله منحني
f  : مقاطع مخروطي  -1 (x, y) ax bxy cy dx ey f= + + + + + =2 2  

bمبين اين معادله به صورت       acΔ = −2 Δاگر  ,  است 4 Δاگـر   ,  منحني بيضي است   > Δ منحنـي سـهمي اسـت و اگـر           =  منحنـي   <
  :معادلات منحني به صورت زير خلاصه مي شود. هذلولي است

)O(دايره است؛ , حالت خاص بيضي: دايره) 1,1 , )α β مركز دايره و Rشعاع (  
(x ) (y ) R

a b a bx y ax by c R c , O ,

−α + −β =

⎛ ⎞+ + + + = ⇒ = + − − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 2 2

2 22 2
4 4 2 2

 

  . باشدa2نقطه ثابت به نام كانون برابر مقدار ثابت مكان هندسي نقاطي كه مجموع فواصل آنها از دو : بيضي) 1,2

c a b , b BB , a AA′ ′= − = =2 2 1 1
2 2  

 
 
 

abπ =مساحت و فاصله كانوني :FF c′ = 2  
(x ) (y )

a b

−α −β
+ =

2 2
2 2   . استoxمعادله بيضي كه قطر بزرگ آن موازي محور : 1

معادلـه سـهمي بـه كـانون     . ن از نقطه ثابتي به نام كانون و خط ثابتي به نام خط هادي برابر باشد نقاطي كه فاصله آ   مكان هندسي    :سهمي) 1,3
pF ,⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ px و خط هادي 2⎠ −

= y  : به صورت روبرو به دست مي آيد2 px=2 2.  

p(در حالت كلي 
)S,  فاصله كانون تا خط هادي2 , )α βراس سهمي افقي :(  (y ) p(x )−β = − α2 2  

معادلـه هـذلولي بـه    .  باشـد a2مكان هندسي نقاطي از صفحه كه تفاضل فواصل آنها از دو نقطه ثابت به نام كانون مقدار ثابـت              : هذلولي) 1,4
Oمركز  ( , )′ α β و فاصله كانوني ff c′ =   : باشد به صورت زير استox كه محور كانوني موازي محور 2

cكه در آن  a b= +2 2 2  (x ) (y )

a b

−α −β
− =

2 2
2 2 1  

  :اين هذلولي داراي دو مجانب مايل به معادله هاي زير است
y x

b a
−β −α

= ±  

 

ce  :خروج از مركز هذلولي: كتهن  
a

=  

  ها  معادلات پارامتري منحني-2
,M(xاگر مختصات نقطه  y)هر يك تابع يك يا چند پارامتر باشد معادله را پارامتري گوئيم .  

x  : براي حالت يك پارامتري داريم  X(t) , y Y(t) , t= = ∈  



 
 

 2

  2 و1رياضي

H

( )M t
A

  
  :ب زاويه خط مماس بر منحني و تقعر منحني ضري:نكته  

dy
dy y (t) d y z (t)dt z(t)dxdx x (t) x (t)dx

dt

′ ′
= = = ⇒ =

′ ′

2
2  

  :معادله پارامتري دايره
x R cos

;
y R sin
= α + θ⎧

≤ θ ≤ π⎨ = β + θ⎩
2 π− يا  ≤ θ ≤ π  

  :معادله پارامتري بيضي
x a cos

;
y bsin
= α + θ⎧

≤ θ ≤ π⎨ = β + θ⎩
2 π− يا   ≤ θ ≤ π  

  3معادله منحني ها در 
x  : خواهد بود به صورت روبه رو3معادله يك منحني در   X(t) ; y Y(t) ; z Z(t)= = =  

  .اين منحني مي تواند از برخورد سطوح مختلف در فضا ايجاد شود
  

  منحني روبرو چيست؟: مثال  
C : x cos t ; y sin t ; z= + = − + =2 1 5  

x) :حل ) (y ) sin t cos t ; z− + + = + = =2 2 2 22 1 1 5  

  .و شعاع يك) 2 و -1 و 5( به دست مي آيد كه دايره اي است با مركز oz و صفحه عمود بر oz از برخورد استوانه موازي محور cمنحني 

  R3 در معادله خط مستقيم
D :معادله پارامتري خط : x pt x , y qt y , z rt z= + = + = +  

x)كه در آن  , y ,z L يك نقطه از خط و ( (p,q, r)= بردار هادي خط( بردار موازي خط است(  

pqr: شرط x ؛ ≠ x y y z zD :
p q r
− − −

=    معادله كانونيك خط   :=

M(t) نمايش داده و داريم M(t) را با   Mنقطه متغير    (pt x ,qt y , rt z )= + + A(x، اگر نقطـه  + , y ,z )1 1  يـا روي آن  D خـارج خـط   1
  :كنيم  به ترتيب زير عمل ميD تا خط A و يا فاصله D نسبت به خط Aباشد براي تعيين تصوير 

AM(t): دهيم  را تشكيل ميAM(t)ابتدا ) 1 (pt x x ,qt y y , rt z z )= + − + − + −1 1 1  
2 (AM(t) L⊥يعني (هيم د  قرار ميL.AM(t)   .آيد  به دست ميtHبا توجه به شكل ). =

HH M(t )=  
 

r در معادله خط، اگر :نكته   z عمود است و داريم OZ باشد خط بر محور = z=؛ به همين ترتيب براي ساير پارامترها.  
  
  

  :كنيم  از روابط زير استفاده ميH پس از محاسبه نقطه D نسبت به خط A محاسبة مختصات نقطه قرينه نقطه براي: نكته  
A H A A H A A H Ax x x , y y y , z z z′ ′ ′= − = − = −2 2 2  
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  2 و1رياضي

   در فضاCمعادله خط مماس بر منحني 
x) به معادله پارامتري     Cاگر منحني    X(t) ; y Y(t) ; z Z(t))= = مـاس بـر منحنـي فـوق بـه صـورت             در فضا باشد، امتداد خـط م       =

dx dy dzV , ,
dt dt dt

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  .آيد در نتيجه معادله خط مماس در هر نقطه به دست مي. باشد  مي

  

tمعادله خط مماس بر منحني روبرو در  : مثال   π
= C   كدام است؟  2 : x cos t ; y t ; z sin t= = − + =3 1 2  

V :حل ( sin t , , cos t) ( , , ) D : x t ; y t ; zπ
= − − = − ⇒ = = − + − =1 3 3 1 2 3 1 3 1 22  

   قوس منحني در فضاطول
ds  :جزء طول قوس منحني عبارتست از (dx) (dy) (dz)= + +2 2 2  

ds  : شود  محاسبه ميdt بر حسب ds داده شود t به صورت پارامتري از z و y و xاگر  x (t) y (t) z (t)dt′ ′ ′= + +  

t  از Cطول قوس منحنني  t= t تا 1 t=   : آيد  از رابطه روبروست مي2
t

t
S ds= ∫

2

1

  

  :  توانيم از رابطة روبرو استفاده كنيم  بخواهيم ميx2 تا x1 را از y= f(x) طول قوس منحني  اگر: نكته  
x

x
S y dx′= +∫

2

1

21  

  
C  : ه معادله روبرو را تعيين كنيد بCطول قوس منحني  : مثال   : x y Lny ; z vy= − =2  

حل : dx dzds (dx) (dy) (dz) dy ( y ) y
dy dy y y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + + = + + = − + + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 2
2 2 2 21 11 2 1 7 2  

e
es ( y )dy y ln y e

y
⇒ = + = + =∫ 2 21

1

12  

  انحنا و شعاع انحناي منحني
  :پردازيم جهت محاسبة انحنا و تاب منحني ابتدا به تعريف چند متغير مي

ˆ به معادله    Cاي روي منحني      هرگاه ذره  ˆ ˆr(t) r (t)i r (t) j r (t)k= + +1 2 اي   ، بردارهـاي سـرعت و شـتاب لحظـه         t حركت كند در هـر زمـان         3
ˆ :عبارتند از ˆ ˆ ˆ ˆ ˆv(t) r (t)i r (t) j r (t)k , a(t) r (t)i r (t) j r (t)k′ ′ ′ ′′ ′′ ′′= + + = + +1 2 3 2 3 

  .آيد مقدار سرعت و شتاب نيز از طول بردارهاي آنان به دست مي

r  :شود  به صورت روبرو تعريف ميp در نقطة C بردار يكاني مماس بر منحني - (t)T(t)
r (t)
′

=
′

  

T  :كنيم   بردار يكاني عمودي اصلي يا قائم يكاني اول را به صورت روبرو تعريف مي- (t)N(t)
T (t)
′

=
′

  

B  : آيد  بردار قائم يكاني دوم نيز به صورت روبرو به دست مي- T N= ×  

y براي منحني - f (x)= آيد است، انحنا از رابطه روبرو به دست مي كه در صفحه تعريف شده :  | y |k(x)

( y )

′′
=

′+
3

2 21
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  2 و1رياضي

x براي منحني - x(t)
y y(t)
=⎧

⎨ =⎩
  .شود  كه در صفحه تعريف شده است، انحناء به صورت روبرو محاسبه مي

( )
x y x y

k(t)

x y

′ ′′ ′′ ′−
=

′ ′+
3

2 2 2

  

r  :شود  شده انحناء هر نقطه از رابطه روبرو محاسبه مي كه در فضا تعريفr(t) براي منحني - (t) r (t)
k(t)

r (t)

′ ′′×
=

′ 3  

  . عكس انحنا در هر نقطه را شعاع انحنا يا اصطلاحاً شعاع دايره بوسان گويند-

  3هاي خاص در فضاي  رويه
  معادله صفحه) 1

P  : گويند اگر داشته باشيم) عمود بر آن (Pل صفحه  را نرماNبردار  : a(x x ) b(y y ) c(z z )− + − + − =  
(x , y ,z N  يك نقطه روي صفحه و ( (a,b,c)=  

  :كنيم براي تعيين وضعيت دو صفحه نسبت به هم از رابطه روبرو استفاده مي
θ دو صفحه و  زاويه بينN.N | N || N | cos′ ′⇒ = θ نرمال       p : N′ p و نرمال ′ : N  

كنيم كه زاويـه بـه دسـت     اده مياستف) بردار هادي خط (Lو ) بردار نرمال صفحه (Nبراي تعيين وضعيت خط و صفحه نيز از ضرب داخلي    
  .آمده مكمل زاويه خط و صفحه است

  
A(x اگر نقطه    :نكته   , y ,z )1 2 ,p(x به معادله    p خارج يا روي صفحه      1 y,z) ax by cz d= + + +  باشد، براي تعيـين تـصوير       =

  :يعني. كنيم  را تعيين ميpقطه تلاقي خط فوق با صفحه گذرانيم و سپس ن  ميA از نقطه p، ابتدا خطي عمود بر صفحه p روي صفحه Aنقطه 

H

H H H

D : x at x , y bt y , z ct z
ax by cz d p(A)a(at x ) b(bt y ) c(ct z ) d t

a b c N
H (at x ,bt y ,ct z )

= + = + = +

+ + + −
⇒ + + + + + + = ⇒ = − =

+ +
⇒ = + + +

1 1 1
1 1 11 1 1 2 2 2 2

1 1 1

 

  . نيز پيدا كردp را نسبت به صفحه Aتوان تصوير   ميHاز روي 

| نيز برابر p از صفحه Aفاصله نقطه  AH ax  : است و داريم| by cz d
AH

a b c

+ + +
=

+ +

1 1 1
2 2 2

  

pاگر   :معادله دسته صفحه   p و   1=  خواهـد  حه متقاطع به صورت زيـر هاي دسته صف  دو صفحه متقاطع باشند آنگاه معادله هم صفحه  2=
P  :بود : p pα +β =1 2  

αگردند به ازاي      امعلومي هستند كه با شرايط مساله تعيين مي        پارامترهاي ن  β و   αكه در آن     β و به ازاي     p2 صفحه   =  را  p1 صفحه   =
  .خواهيم داشت

  
x با خط به معادله  بوده وDاي را بنويسيد كه شامل خط  معادله صفحه: مثال   y z= =   . نيز موازي باشد2

D : x t ; y t ; z t= − = − = +2 1 2  

p

D : x y ; z y D : x y ; y z

P : (x y ) (y z ) P : x ( )y z ; L ( , , )

N .L ( ) p : x z

= − − = − + ⇒ + + = + − =

′α + + +β + − = ⇒ α + α +β +β + α − β = =

′⇒ = ⇒ α + α +β +β = ⇒ β = − α ⇒ − + =

2 1 2 2 1 2
2 1 2 2 2 2 2 1

2 2 2 2 2 5
:حل    

  

بـر  (آوريـم    را به دست مي′D و موازي D ابتدا صفحه شامل خط ′D و D محاسبة طول عمود مشترك دو خط متنافر     براي: نكته  
  ) از صفحه فوق مقدار ثابتي است′Dفاصله هر نقطه . (كنيم  را از صفحه فوق تعيين مي′Dسپس فاصلة ) β و αحسب 
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x

z

y

  
  

نويـسيم و      مـي  ′t را بر حسب     ′D و   t را بر حسب متغير      D، ابتدا   ′D و   Dدله عمود مشترك دو خط متنافر        محاسبه معا  براي: نكته  
M و M(t)نقاط  (t )′ ′L.MMكنيم سپس از روابط   را روي آنها تعيين مي′ L و = .MM′ ′ = ،t و t′ و MM′يابيم  را مي.  

  بيضيگون) 2
)Oيك بيضگون استاندارد به مركز   , , )α β γباشد اي به صورت روبرو مي  داراي معادله :  (x ) (y ) (z )

a b c

−α −β − γ
+ + =

2 2 2
2 2 2 1  

zبه طور مثـال، صـفحه       . هاي موازي صفحه مختصات، يك بيضي است        منحني حاصل از تلاقي بيضيگون با صفحه       = γ نحنـي تلاقـي يـك       م

x)  . خواهد بودبيضي به معادله روبه رو ) (y B) , z
a b

−α −
+ = = γ

2 2
2 2 1  

aحالت خاص بيضيگون، كره است و حالتي است كه  b c R= =   . باشد=

  سهميگون) 3
 و رأس ozمعادله يك سهميگون استاندارد كه محور كانوني آن موازي محور        . سهميگون يك سطح از يك طرف بسته و از يك طرف باز است            

)Sآن  , , )α β γباشد به صورت روبروست :  (x ) (y )z
a b

−α −β
− γ = +

2 2
2 2  

z مقادير   zدامنة تغييرات    ≥ γ      است و هر صفحه z z= > γ        اگـر   . كنـد    نيز سهميگون را در يك بيضي قطع ميa b=      باشـد سـهميگون را 
  .دوار گويند

  هذلوليگون) 4
 باشد بـه صـورت      oz كانوني آن موازي محور      معادله يك هذلوليگون استاندارد به طوري كه محور       . هذلوليگون يك منحني از دو سو باز است       

x)  :زير است ) (y ) (z )

a b c

−α −β − γ
+ − =

2 2 2
2 2 2 1  

)Oكه در آن     , , )α β γ   بديهي است صفحه موازي محور      .  مركز هذلوليگون استoz         كنـد و همچنـين        هذلوليگون را در يك هذلولي قطـع مـي
  .كنند  مي نيز هذلولي را در يك بيضي قطعozهاي عمود بر  صفحه

  مخروط بيضوي) 5
)Sمخروط بيضوي به راس  , , )α β γباشد  به معادله زير مي .  

  . باشدozبه طوري كه محور تقارن آن موازي محور 
(x ) (y ) (z )

a b c

−α −β − γ
+ − =

2 2 2
2 2 2  

  

z و يا    xoyهاي موازي     صفحه z=       گر ا. كنند   مخروط را در يك بيضي قطع ميa b=   صـفحات  .  باشـد مخـروط را دوار گوينـدy y= و 
x x=كنند  مخروط را در يك هذلولي قطع مي.  

  خط قائم بر يك رويه و صفحه مماس بر رويه
  :شود  است كه به صورت زير تعريف مي3 برداري در f يك تابع اسكالر باشد گراديان تابع f(x,y,z)اگر 

f f ff , ,
x y z

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
∇ = ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 

بنابراين بردار نرمال صفحه مماس در هر نقطـه قابـل           . بردار گراديان يك تابع اسكالر بر رويه مربوط به آن تابع در نقطه مورد نظر، عمود است                
  )قطه مورد نظريا بردار هادي هر خط عمود در ن(محاسبه است 
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  مشتق سويي يك تابع
wبه فرض تابع اسكالر      f (x, y,z)=    و يا w f (x, y)=     تعريف شده باشند، مـشتق سـويي يـا جهتـي تـابع               2 و   3 به ترتيب در f  در 

M(x در نقطه bامتداد بردار  , y ,z b : به صورت زير خواهد بود(
f bf . f .e
s b
∂

= ∇ =∇
∂

 

fمقدار  
s
∂
∂

ديـان،   در هـر نقطـه در جهـت گرا   fبـديهي اسـت مـشتق جهتـي     .  استb و در جهت  M در نقطه    f در واقع آهنگ تغييرات تابع       
  .ماكزيمم مقدار خود را دارد و در جهت عكس گراديان مينيمم مقدار دارد

  حد و پيوستگي توابع چند متغيره و اسكالر
Wتابع  f (x, y,z)= و يا w f (x, y)= را در نقطه Mداراي حد گوئيم هرگاه   

| r r | | f l |∀ε > ∃δ > < − < δ ⇒ − < ε  

| r r |< − < δ   درون كره به مركز      3 در M    و شعاع δ     است كه خود M  ويژگي را اي است كه اين   نيز دايره2در .  را شامل نيست
  .دارد

 و متغيـر     ديگـر ثابـت نگـه داشـتن دو پـارامتر           روش. اي و كروي است     براي بررسي وجود يا عدم حد بهترين راه استفاده از مختصات استوانه           
  .دانستن يك پارامتر است

  

حد تابع : مثال  
xy ye ef (x, y,z)
zx z

−
=

−
  كدام است؟) 1و -2و2( در نقطه 

x (x )

(x,y,z) ( , , ) x

e e elimf lim lim
x xe e

− − − −

→ − →

− − −
= = =

− −

2 2 2 1
2 21 2 2 1
1 1 1

2 2 12
 

  بهينه سازي توابع اسكالر چند متغيره 
nfفرض كنيم تابع اسكالر  : y با ضابطه → f (x)=گراديان .  داده شده باشدfكنيم  را به صورت زير تعريف مي:  

n

n

f f f ff , ,...,
x x x x

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
∇ = = ∈⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠1 2

 

∗nxنقطه  fي تابع گوئيم هرگاه  را نقطه بحران∋

x∗
∂

=
∂

  )با شرط وجود مشتقات جزئي. ( باشد

  
fنقاط بحراني تابع : مثال   (x, y) x xy y= − +3 23   . را تعيين كنيد6

حل : f ( x y , xy ) ( , ) x y , xy∇ = − − + = ⇒ = = ⇒2 2 2 23 3 6 6 1 ) نقاط بحراني  , ) , ( , )− −1 1 11  

  ماتريس هسين
nfاگر   : y با ضابطه    → f (x)=    هاي    پذير از مرتبه دوم نسبت به همه مولفه          يك تابع اسكالر مشتقx       باشد، ماتريس هسين به صـورت 

 :شود  زير تعريف مي
i j n n

fH(f )
x x

×

⎡ ⎤∂
= ⎢ ⎥

∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

2
 

  قضيه اكسترممهاي نسبي تابع چند متغيره
nfاگر   : y با ضابطه    → f (x)=        هاي     داراي مشتقات دوم جزئي پيوسته نسبت به مؤلفهx   ونقطه *x        يـك نقطـه بحرانـي f     باشـد بـه 

x*: طوري كه داشته باشيم x
f
x =
∂

=
∂

  :شدهاي زير با  ممكن است يكي از حالتx* در نتيجه نقطه 
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  2 و1رياضي
  . استy= f(x) ماكزيمم نسبي براي *x منفي معين باشد نقطه *x=x به ازاي H(f)اگر ماتريس هسين : ماكزيمم نسبي) 1
  . استy= f(x) مينيمم نسبي براي *x مثبت معين باشد نقطه *x=x به ازاي H(f)اگر ماتريس هسين : مينيمم نسبي) 2
  . استy= f(x) نامعين باشد نقطه زين اسبي براي *x=xزاي  به اH(f)اگر ماتريس هسين : نقطه زين اسبي) 3
  

x مثبت معين است هرگاه      A ماتريس   :نكته   Ax′ هاي ماتريس معين، مثبت بودن همه مقادير ويژه آن و   از ويژگي ). xبراي هر    (≤
مثبت يا منفي بودن ماتريس هسين را از مقادير ويژه آن           . كس دارد ماتريس منفي معين هم حالت بالع     . باشد  هاي آن مي    مثبت بودن مجموع درايه   

  .يابيم در مي
  

f  :ي تابع روبرو را تعيين كنيد هاي نسب  اكسترمم: مثال   (x, y) x y xy x y= + − + −2 24 2 4  

f* :حل ( x y , y x ) (x, y) ,⎛ ⎞∇ = − + − − ⇒ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

12 2 1 8 2 4 2  

H(f )
−⎡ ⎤

⇒ = ⇒⎢ ⎥−⎣ ⎦

2 2
2 8 ⇒ مثبت معين  ⎛,  نسبيمينيمم  ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

1
2  

  :نمونه سوالات
 در نقطـه  Cكوتاهترين فاصله مبداء مختـصات از خـط ممـاس بـر منحنـي      .  مفروض استx=cost و y= sint و z=t به معادله C منحني -1

( , , )− π1كدام است؟   

1 (+ π21  2 (+ π22  3 (+ π22 2  4 (π
+

2
1 2  

yz معادله صفحه مماس بر رويه -2 x y xy
x

= + −
+

2
  كدام است؟) 1 و 2 و 3( در نقطه 1

1 (x y z+ − =13 3 2 13  2 (x y z− − =13 3 2 1  3 (x y z− + =13 3 2 13  4 (x y z+ + =13 3 2 25  
t به معادله زير در C شعاع انحناي منحني پارامتري -3    كدام است؟=

x t ; y sin t ; z cos t= = = 22  

1 (5
2  2 (5

2  3 (5  4 (5 5  

 محيط منحني بسته -4
x y z

x y z

+ + =⎧⎪
⎨

+ + =⎪⎩
2 2 2

3
4

   كدام است؟

1 (π  2 (π2  3 (π3
4  4 (π2

3  
≥t به معادله پارامتري زير وقتي C طول قوس منحني -5    كدام است؟1≥

eC : x cos t ; y sin t ; log cos tπ π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

24 4 4  

1 (lnπ 24  2 (lnπ 22  3 (( )ln +1 2  4 (( )lnπ
+1 24  

f اگر -6 (x, y) x y y x xy= − − +2 2 ) باشد نقطه 3 ,   ي است؟ا  چه نقطهf براي (
  نقطه غير بحراني) 4  نقطه زيني) 3  ماكزيمم نسبي) 2  مينيمم نسبي) 1
x صفحه مماس بر رويه -7 y z z+ + − =2 4 22 )p در نقطه 4 , ,   سازد؟ اي مي  چه زاويهoy با محور 111(,

1 (Arcsin 1
3  2 (Arccos 13  3 (Arcsin 2

3   4 (Arcsin 3
4  
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  2 و1رياضي

z اگر -8 zf (x, y,z) xye
x y

−= +
+

i در جهت بردار f باشد، مشتق جهتي  j k+ +2 )P و در نقطه 2 , , )−1 2    كدام است؟1

1 (1
3  2 (5

3   3( −1
3  4(−5

3  

 تابع -9
x y x y

f (x, y) x y

xy x y

⎧ −
> −⎪⎪= +⎨

⎪
+ ≤ −⎪⎩

2 2
2

21
  مقدار حد مقابل كدام است؟.  مفروض است

(x,y) ( , )
lim f (x, y)
→ −11

 

  -1) 4  1) 3  صفر ) 2  موجود نيست ) 1
  ام است؟ با معادله داده شده زير كدC مختصات مركز انحناي منحني -10

x cos t ; y sin t cos t= + =21  

1 (( , )1  2 (,−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

3
2  3 (( , )11 2  4 (,⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

3
2  

  :حل نمونه سوالات
  . صحيح است4 گزينه -1

( )drV sin t,cos t, , t
dt

= = − = π1  

D : x ; y t ; z t oM t (t ) oH π
= − = − = + π ⇒ = + + + π ⇒ = +

22 21 1 1 2  

  . صحيح است1 گزينه -2
yf (x, y,z) x y xy z

x

yf xy y ,x x , f ( , , ) , , N ( , , )
x(x )

P : (x ) (y ) (x ) P x y z

= + − − =
+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∇ = ⎜ + + + − − ⎟ ⇒ ∇ = − ⇒ = −⎜ ⎟⎜ ⎟+ ⎝ ⎠+⎝ ⎠
⇒ − + − − − = ⇒ = + − =

2

2
2

1
1 13 32 1 1 2 3 1 13 3 21 2 21

13 1 3 2 2 3 13 3 2 13

 

  . صحيح است2 گزينه -3

( )

r (t,sin t,cos t) ; t

dr dvV ( , cos t, sin t) ( , , ) a , sin t, cos t ( , , )
dt dt

vR
k | v a | | ( , , ) |

= =

= = − = ⇒ = = − − = −

= = = = =
× −

2

3

2

1 2 2 2 1 2 4 2 2 2 2

1 5 5 5 5 5
4 2 220

 

  . صحيح است2 گزينه -4

Rاي است به شعاع       منحني فوق از تقاطع يك صفحه باكره پديد آمده است كه دايره            OH−2  فاصلة مركز كره از صفحه اسـت و         OH كه   2

Rداريم. باشد ع كره مي شعا:  | |OH , R r I−
= = = ⇒ = − = ⇒ = π

3 3 2 4 3 1 2
3

  

  . صحيح است3 گزينه -5

e
drr cos t , sin t , log cos t V sin t, cos t, tg t
dt

π π π −π π π π −π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⇒ = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠4 4 4 4 4 4 4 4 4  



 
 

 9

  2 و1رياضي

| V | tg t sec t L sec tdt ln sec t tg L ln( )π π π π π π π π⎛ ⎞⇒ = + = ⇒ = = + ⇒ = +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫

1
2 11 2 14 4 4 4 4 4 4 4  

  . صحيح است3 گزينه -6
y x x

f ( xy x y, x y x) , (x, y) ( , ) H(f )
x
− +⎡ ⎤ ⎡ ⎤

∇ = − + − + = ⇒ = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦
2 2 2 6 2 1 12 3 2 2 1 2 1 2  

| H(f ) I | ( )( )⇒ −λ = −λ − − λ − = ⇒ λ + λ − =22 1 2 1  نامعين 
  . صحيح است3 گزينه -7

( )
f (x, y,z) x y z z f ( x, y , z ) f ( , , ) ( , , ) N

N. j sin

= + + − ⇒ ∇ = − ⇒ ∇ = − =
π

θ = − ⇒ θ = =
+ +

2 4 2 3

2 2 2

2 4 4 4 2 4 111 4 4 2
4 2

2 34 4 2
 

  . صحيح است4 گزينه -8

( ) ( ) ( )

z z z

b

z zf ye , xe , xye
x y(x y) (x y)

ff ( , , ) ( e ,e , e ) f .e e e e
b

− − −

− − − − − −

⎛ ⎞
∇ = ⎜ − − − + ⎟

⎜ ⎟++ +⎝ ⎠
∂ −

∇ − = − − − − ⇒ =∇ = − − + − + − =
∂

2 2

1 1 1 1 1 1

1

2 2 1 51 2 1 2 1 1 2 1 2 1 1 2 13 3 3 3

 

  . صحيح است1 گزينه -9

(x,y) ( , ) r

x y r cos cos sinx r cos , y r sin
x y r sin sin cos

r cos cos sinlim lim , cos sin
r sin sin cos→ − →

− θ− θ − θ
= − + θ = + θ ⇒ =

+ θ + θ + θ

θ − θ − θ
⇒ = θ > − θ

θ + θ + θ

2 2
2 2

2
211

21 1
2

2 2
2

 

cos sin
sin cos

− θ − θ
⇒ = ⇒

θ+ θ
2
2  حد ندارد 

  . صحيح است4 گزينه -10

x cos t ; y sin t x y O ,⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + = ⇒ − + = ⇒⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 21 1 1 3 1 31 2 22 2 2 2 4 2  

  


