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 تاریخچه و مفهوم احتمال: 1صل ف
Section 1.1 

 
 :اریخچه و مفهوم احتمالت

 .ای به درازای تمدن بشریت دارددر واقع شانس و عدم قطعیت تاریخچه
و تاسی شبیه تاس کنونی در مصر ...) در مصر و (دست آمده  سال قبل از میلاد به3500شود که شواهدی از قماربازی در گفته می

 .متأسفانه قماربازی و تاس نقش مهمی در توسعۀ تئوری احتمال داشته است.  به دست آمده است) بل از میلاد سال ق2000(
 

دست آوردن احتمال دقیق در برخی  آغاز شد که سعی در حل و به17در قرن ) و فرما(تئوری احتمال به طور ریاضی توسط پاسکال 
 )به طور عددی(به حل چنین مسائلی ) 16قرن (ل از آنها نیز کاردان و گالیله البته قب.  به طور ریاضی داشتند قماربازی مسائل

 .اندپرداخته
 

های مهندسی امروزه احتمال در اغلب زمینه.  کار گرفته شدهای مختلف بهاز قرن هفدهم مرتباً تئوری احتمال توسعه یافت و در رشته
 !مطرح است... ر پزشکی، رفتارشناسی، حقوق و و علوم مدیریت ابزار مهمی است و حتی استفاده از آن د
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 ولی امروزه باید به عنوان مهمترین دانش ،العاده است که این علم در آغاز برای بررسی بازیهای شانس ابداع شده بودفوق: پاسکال
 .بشری درآید

 
ای برای  تعریف علمی یگانه،کنیمستفاده میبا وجود کاربرد وسیع احتمال و علیرغم اینکه چنین مفاهیمی را دائماً در زندگی روزمره ا

احتمال وجود ندارد و در طول تاریخ رشد تئوری احتمال تعاریف مختلفی از احتمال شده است که هر یک بعداً مورد انتقاد دیگران قرار 
 .گرفته است
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 )17توسط پاسکال در قرن ( تعریف کلاسیک احتمال. 1
 : عبارت است ازA احتمال واقعۀ ، باشدN تعداد کل نتایج ممکنه ،)کنیمتعریف میبعد دقیق (اگر در یک آزمایش تصادفی 

ANP(A)
N

= =  

 
 )تعریف آماری(نسبی ) فرکانس(تعریف فراوانی . 2

 . برای اصلاح تعریف کلاسیک معرفی شدVon Misesتوسط ) 1957(اولین بار در قرن جاری این تعریف 

AnP(A):  بزرگ داریمnبرای بار انجام دهیم،  nاگر آزمایش تصادفی را 
n

A: ، یا به تعبیر بهتر
n

nP(A) lim
n→+∞

=. 

 
 )Subjective(تعریف ذهنی . 3

 . استاحتمال به عنوان معیاری از میزان اعتقاد به یک امرنگرش به 
.  باشدمیاحتمال بیانگر میزان اعتقاد ما به حقیقت یک امر  در اینجا ،مجرم است% 70گوییم فلان متهم به احتمال وقتی میمثلاً 

و ممکن است با همان دلایل و مدارک شخص دیگری بگوید به )  استSubjective(قضاوت کننده بستگی دارد  بسیار به البته این
 .مجرم است% 90احتمال 

 
 .توان استفاده کردی نمیتعاریف گذشته اشکالاتی دارند که از آنها به عنوان مبنای یک تئوری ریاض

تعداد نتایج مطلوب
مکنه متایجن تعدادکل
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 )Axiomatic Definition(تعریف اصولی . 4
در اینجا احتمال بر ).  البته سالها طول کشید تا مورد توجه قرار گیرد(ارائه شد  1933  سال درکولموگروف توسط این تعریف

گانه صدق شود و باید در اصول موضوعۀ سهکه احتمال آن واقعه نامیده می(شود و به هر واقعه عددی مبنای تئوری اندازه ارائه می
دلخواه است و ) با فرض ارضاء شرایط اصول موضوعه(اینکه چه عددی به هر واقعه نسبت داده شود .  شودنسبت داده می) کند

ئوری  با استفاده از ت،هااما با فرض صحت این احتمالات مفروض برای واقعه.  ممکن است تطابق کامل با واقعیت نداشته باشد
 .دست آوریمتوانیم احتمال وقایع دیگر مورد نظرمان را بهاحتمال می

 
 :وجود دارد) در مدلسازی احتمالاتی(یعنی سه مرحله 

مثل شیر یا خط آمدن  (خواهیم مدل کنیم وقوع وقایع را به صورت احتمالی می،ای مواجهیم که به دلیل پیچیدگیبا پروسه .1
 یا اینکه ذاتاً ) و تابع قوانین فیزیکی(Deterministic)دترمینیستیکهای پروسهبینی وضع هوا، در واقع  پیشو یاسکه 

iP(A  احتمالات،iA هایلذا برای واقعه).  مثل مکانیک کوانتومی(احتمالاتی است   .گیریمرا در نظر می (

iP(Aبا فرض اینکه  .2 iP(Bرا  iB با استفاده از منطق و استدلال احتمال وقایع ،ها اصول موضوعۀ معینی را ارضاء کنند( ) 
 .محاسبه می کنیم

iP(Bبه احتمال  iBکنیم که در عمل وقایع بینی میپیش .3  .ق بیفتنداتفا (
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 که از جهان مدل احتمالاتی در حالی که مرحلۀ دوم کاملاً مفهومی است و ما در آن با ،دن با جهان خارج سر و کار دار3 و 1مراحل 
 کامل و دقیق منطقی تهمه چیز بر مبنای استدلالا.  در مرحلۀ دوم هیچ شک و شبهه و گمانی نیست.  سر و کار داریم ایمخارج ساخته

 .یعنی به این ترتیب احتمال نیز علمی کاملاً دقیق و استدلالی خواهد بود.  است
 

 ، که نسبت دادن احتمالات به جهان خارج است3 و 1البته در مراحل .  کنیمدر این درس ما از تعریف اصولی احتمال استفاده می
.  یده که نتایج لزوماً با نتایج واقعی تطابق نخواهد داشتممکن است گفته شود چه فا.  شوداستفاده از سایر تعاریف احتمال مفید واقع می

 .طور استولی در هر علم دیگری نیز همین
 

کنیم و نتیجۀ آنالیز را با تقریب برای آنچه در  آنالیز می و فرض کرده رادجهان خارج هستنتر از ما مدلهایی را که اغلب خیلی ساده
: مثلاً در تئوری مدار داریم.  مکنیبینی میافتد پیشجهان خارج اتفاق می

I
VR آل خود مدل مقاومت واقعی با آنچه ما در آنالیز ایده.  =

ولی به .  کنددهد مطابقت نمیایم متفاوت است و لذا پاسخ مداری که در جهان خارج داریم کاملاً با پاسخی که تئوری مدار میکرده
 .ده استعنوان تقریبی از آن قابل استفا

 
ها و قوانین حاکم بر آنها است و نکتۀ دیگر اینکه ممکن است تصور شود استفاده از احتمالات همواره ناشی از جهل ما نسبت به پدیده

، کنیماستفاده میولی در واقع باید دانست که در بسیاری از موارد وقتی از آنالیز دترمینیستیک .  گیریملذا آنالیز احتمالاتی را پیش می
 .ایم که به مراتب میزان جهل و کنار گذاشتن اطلاعات در آن بیشتر استساده کرده قدرمسأله را آن
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کنیم اگر فقط  را سری می2Ω وقتی دو مقاومت.  دارد 2Ω بلکه توزیعی حول و حوش ،ست نی2Ωدقیقاً  2Ω مثلاً مقدار مقاومت
 . دارد خاصیدر حالی که آن هم یک رنج مقادیر و توزیع.   است4Ω گوییم مقاومت حاصله می،کار بریمبه متوسطها را

 
 در حالی ،شودبینی می در آنالیز سادۀ دترمینیستیک یک نقطه برای محل برخورد آن با زمین پیش،شودیا گلولۀ توپ وقتی پرتاب می

 .آیددست میکه در آنالیز احتمالاتی یک محوطه با تعیین میزان چگالی احتمال نقاط مختلف به
 



 مفاهیم اساسی احتمال :2صل ف
Chapter 2, Section 1.2 

 هایادآوری تئوری مجموعه  .1
 فضای احتمال و تعریف اصولی احتمال  .2

 ها و تعاریف دیگر احتمالتعیین احتمال واقعه  .3

 مروری بر آنالیز ترکیبی  .4

 ها در آزمایشهای با نتایج هم احتمالمثالهایی از تعیین احتمال واقعه  .5

 احتمال شرطی  .6

 قضیۀ احتمال کل  .7

 قضیۀ بیز  .8

 وقایع مستقل  .9
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 )فراوان(ها سر و کار ولی اول آشنا شویم که چرا در احتمال با تئوری مجموعه.  ها را بررسی کنیمخواهیم تئوری مجموعهابتدا می
 .اصولاً در احتمال با مشاهدات یا آزمایشهای تصادفی سر و کار داریم.  یابیممی
 

 . آزمایشی است که نتیجۀ آن از پیش معلوم نیست، مثلاً انداختن تاس یا سکه(Random Experiment)آزمایش تصادفی 
 

 ممکنه برای یک آزمایش (Outcome) عبارت است از مجموعۀ کلیۀ نتایج (Sample Space)ها فضای نمونهطبق تعریف 
 کنید که ممکن است آزمایشی فقط یک بار انجام شود، ولی در عین حالتوجه (دهیم نمایش می) Sیا ( Ωتصادفی که آن را با 
 .شود تعریف میΩای از و احتمال برای هر زیر مجموعه) آزمایش تصادفی باشد

 
 

 . عضو دارد2که  =Ω{H,T}: در آزمایش انداختن سکه داریممثلاً 
1: داریمدر آزمایش انداختن تاس یا  2 3 4 5 6{ , , , , , }Ω= f f f f f f عضو دارد6 که . 

iω1ω:نقاط نمونه 2ω

Nω

Ω

"
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 .شود تعریف میهااحتمال برای واقعه.  نامندمی (Event) واقعههر زیر مجموعه از فضای نمونه را 
 

 :مثلاً واقعۀ زوج آمدن عدد تاس عبارت است از
i 2 4 6A { : } { , , }= =f f f f  

 
 .ها نیازمندیمی مجموعهبه همین لحاظ به تئور

iزوج باشد 
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 :هایادآوری تئوری مجموعه
,a,b,2}:   مانند.ای از اشیاء را مجموعه گویند دسته:(Set)مجموعه  }. 

 
تناظر یک به (تواند محدود، نامحدود قابل شمارش تعداد اعضای مجموعه می.   گویند(Element)عنصر هر عضو مجموعه را یک 

 .ها مهم نیستترتیب در اعضای مجموعه.  یا غیرقابل شمارش باشد) د طبیعییک با اعدا
 

A : گویندB مجموعۀ زیرمجموعۀ را Aمجموعۀ  B⊂ اگر و تنها اگر هر عضو ،A متعلق به Bنیز باشد . 
 

A  گویند، اگر و تنها اگرB مجموعۀ مساوی را Aمجموعۀ  B⊂ و B A⊂. 
 

 . گویندΩ مجموعۀ مرجعمورد نظر را ) المانهای(مجموعۀ شامل تمام عناصر 
 

} : گویندتهیمجموعۀ فاقد عضو را   .∅ یا {

توپ
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 :)nionU() اتحاد(اجتماع 
Aمجموعۀ  B∪)  یاA B+( ، مجموعۀ عناصری است که درA در  یاB باشند ) یا درA یا در Bیا در هر دو .( 

 
 :)ntersectionI(اشتراک 
Aمجموعۀ  B∩)  یاAB( ، مجموعۀ عناصری است هم درA و هم در Bباشند . 

 
A  اگر و تنها اگر، گویند(Disjoint)جداازهم دو مجموعه را  B=∅∩ ،یعنی عضو مشترکی نداشته باشند. 

 
 :)omplementC(مکمل یک مجموعه 

 .دهیم نمایش میA یا cA نباشند و آن را با Aای است شامل تمام اعضای مجموعۀ مرجع که در ، مجموعهAمکمل مجموعۀ 
 

 : برابر است باB و A تفاضل دو مجموعۀ طبق تعریف
A B A B− = ∩  
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 :)Venn Diagram(دیاگرام وِن 
 

 
 

Ω
A

B
A B−

B A⊂

Ω
A

A B∪

B
Ω

A

A B∩

B

Ω
A

A
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 :توان نتیجه گرفتمی) به سادگی(از تعاریف فوق 
1) A Ω=Ω∪      2) A AΩ=∩      3) A A∅=∪      4) A ∅=∅∩  
5) B A A B A⊂ ⇒ =∪             6) B A A B B⊂ ⇒ =∩  
7) A B ,B C A C⊂ ⊂ ⇒ ⊂ : ی تعدّقانون       8) A B B A ,A B B A= =∪ ∪ ∩ ∩ : قانون جابجایی   

9) 
(A B) C A (B C)
(A B) C A (B C)

=
 =

∪ ∪ ∪ ∪
∩ ∩ ∩ ∩

) : یعنی پرانتز لزومی ندارد(پذیری قانون شرکت  

10) 
(A B) C (A C) (B C)
(A B) C (A C) (B C)

=
 =

∪ ∩ ∩ ∪ ∩
∩ ∪ ∪ ∩ ∪

: پذیری قانون توزیع  

11) 
(A B) A B

(A B) A B

 =


=

∪ ∩

∩ ∪
: قوانین دمورگان   
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 :افراز
1های غیرتهی اگر مجموعه 2 mA ,A , ,A…چنان باشند که آن: 

m

i j i
i 1

i j:A A , A
=

∀ ≠ =∅ =Ω∩ ∪  

 . هستندΩافرازی از ها iAگوییم 
 

 :حاصلضرب دکارتی
های به صورت مجموعۀ تمام زوج مرتبعبارت است از ) jβبا عناصر  (Bدر مجموعۀ ) iαبا عناصر  (Aمجموعۀ حاصلضرب دکارتی 

i j( , )α β و به صورت C A B=  .شود نشان داده می×
A عضو داشته باشد، B ،n عضو و A ،mاگر  B× ،mn که ترتیب در زوج مرتب مهم استدانیدمی( عضو خواهد داشت .( 

 
Aحاصلضرب دکارتی مجموعۀ  :مثال {H,T}=در خودش برابر است با : 

C A A {(H,H),(H,T),(T,H),(T,T)}= × =  
 

 .توانیم تعریف اصولی احتمال را مطرح کنیمحال می

Ω

1A
2A

3A
mA"
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 :فضای احتمال
 :شودل میتشکییک آزمایش از عوامل زیر مدل احتمالاتی فضای احتمال یا 

  برای آزمایشiωممکنۀ شامل کلیۀ نتایج  Ωمجموعۀ  .1
 .شوند که واقعه نامیده میΩهای زیرمجموعه .2
 .شوده مینسبت داد) طبق اصول موضوعه(ها که به هر یک از واقعه P(A)عدد  .3

 
Ω (Sample Space)ها فضای نمونه  مجموعۀ کلیۀ نتایج ممکنه برای یک آزمایش تصادفی : =

 
 :در آزمایش انداختن سکه

{H,T}Ω= :  عضو 2دارای   
 :در آزمایش انداختن دو سکه

{(H,H),(H,T),(T,H),(T,T)}Ω= :  عضو 4دارای   
 :ایش انداختن دو تاسدر آزم

i j{( , ) : i, j 1,2, ,6}Ω= = …f f :  عضو 36دارای   
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 :)1 یا ON/OFF) 0 در مداری با چهار سوئیچِ
{0000,0001, ,1110,1111}Ω= … ) : اعداد چهار بیتی باینری تصادفی(عضو  24=16 دارای  

 :طول عمر یک المان الکتریکی در مدار
{T:0 T }Ω= ≤ <+∞  

 : روی یک مقاومتولتاژ نویز
{V: V }Ω= −∞< <+∞  

 
 .قعه گویندها را واهر زیرمجموعۀ فضای نمونه :(Event)واقعه 

 
 :در آزمایش انداختن تاس

i 1 2 3 4A { :i 4} { , , , }= ≤ =f f f f f  
 :در آزمایش انداختن دو سکه

A { } {(H,H),(H,T),(T,H)}= =  
 :در مورد طول عمر یک المان الکترونیکی

A { } {T:0 T 5h}= = ≤ ≤  

ها شیر باشدیکی از سکهحداقل 

 ساعت نباشد5عمر المان بیش از 
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 . باشدAنتیجۀ آزمایش یکی از اعضای  اتفاق افتاده است، هر گاه Aگوییم واقعۀ 
، )Ωاز اعضای  یکی(شود حاصل می (Outcome)) پیشامد(نتیجه  یک، (Trial)انجام آزمایش تصادفی  بار یکدر توجه کنید که 

 .انداتفاق افتادهی های مختلفواقعهولی همزمان 
 
 . هستند∅ و Ω، خود )هاواقعه (Ωهای  زیرمجموعهجملۀاز 
 
Ω واقعۀ حتمی  را(Sure Event)  عضو مسلماً نتیجۀ آزمایش گویند، زیراΩپس .   استΩافتد اتفاق می. 
 
عضوی از تواند نتیجۀ آزمایش نمیافتد، زیرا هرگز اتفاق نمیگویند که  می(Null Event)واقعۀ خنثی  یا واقعۀ ناممکن را ∅

 !باشد ∅اعضای 
 

 :جداازهم باشند، یعنی B و Aهای مجموعههر گاه گویند،  )غیرمتلاقی یا  الجمعمانعه(ناسازگار را  B و Aعۀ دو واق
A B=∅∩  

 



 11

 : بیاید2 آزمایش انداختن تاس عدد مثلاً واقعۀ اینکه در.  گویند واقعۀ سادهای را که تنها یک عضو داشته باشد، واقعه

2A { }= f  
}2 با 2f (Outcome)توجه کنید که  }f (Event)فرق دارد . 

 .)، پیشامد ترجمه شده استEventدر بعضی کتابها، (
 

 .و مشخصات مورد توجه ما بستگی داردالبته نحوۀ تعریف واقعه و نتیجه به نظر 
1: مثلاً ممکن است بگوییم 2 3 4 5 6{ , , , , , }Ω= f f f f f f عنصری است3یک واقعۀ  } زوج { که در این صورت . 

 .یک واقعۀ ساده خواهد بود } زوج {که در این صورت  =Ω} زوج, فرد {: یا ممکن است بگوییم
}2دیگر  باشد که در این صورت از طرف دیگر ممکن است محل قرار گرفتن تاس روی میز هم مورد نظر ما }f  نیز یک واقعۀ مرکب

 .نهایت عنصر خواهد بودبیمتشکل از 
 

 .ها استمعلوم شد، قسمت سوم مدل، نسبت دادن احتمال به واقعهفضای نمونه و واقعه حال که 
 



 12

 :Axiomaticتعریف 
 ):اصول کولموگروف(به طوری که  شودنسبت داده می P(A) عدد Aبه هر واقعۀ 

P(A) : )1(اصل   ؛≤0
)P : )2(اصل  ) 1Ω  ؛=
A)ناسازگار باشند  B و Aهای واقعهاگر  : )3(اصل  B P(A: ، آنگاه∩∅=( B) P(A) P(B)= +∪. 

 
اگر عناصر فضای نمونه نامحدود .  تعداد نامحدودهر تعداد محدودی از وقایع قابل بیان است، ولی نه برای  ی با تکرار آن برا 3اصل 
 .تری را جایگزین کردقوی، اصل 3باید به جای اصل باشند، 
 :آنگاه، دو به دو ناسازگار باشند...  و 1A ،2Aاگر  :)3’(اصل 

1 2 1 2P(A A ) P(A ) P(A )= + +∪ ∪" " 
 ). است3’ حالت خاصی از اصل 3اصل (گویند ) قابل شمارش(پذیری نامحدود این را اصل جمع

 
یک سری مجموعۀ ...  و 1B ،2Bاگر .  ، اصل دیگری را اضافه کنیم که پیوستگی احتمال است3توانیم در کنار اصل یا معادلاً می [

 :باشند، آنگاه) صعودی یا نزولی(همگرا 
n n

n n
P( lim B ) lim P(B )

→+∞ →+∞
=  

 ]). 48کتاب راس، صفحۀ (توان پیوستگی را ثابت کرد  می3’به راحتی با مفروض گرفتن اصل 
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 .های داده شده به دست آوریمعهاحتمال واقمختلف را از روی های احتمال واقعهتوانیم میحال با استفاده از همین اصول 
 

P(A) :1قضیۀ  1 P(A)=  ؛−
 :زیرا

A A
P( ) P(A A)

1 P(A) P(A) P(A) 1 P(A)

Ω=

Ω =

↓ ↓

= + ⇒ = −

∪
∪  

 
)P :2قضیۀ  ) 0∅  ؛=

 :زیرا

P( ) P( ) 1 P( ) 1 1 0
∅=Ω

∅ = Ω = − Ω = − =
 

 
 و به همین ترتیب!  گوییم ناممکن نمیاحتمال واقعۀ ناممکن صفر است، اما هر چه احتمالش صفر باشد راخواهیم دید که اگر چه 

)P)احتمال واقعۀ حتمی یک است اگر چه  ) 0 )Ω  !ولی هر چه احتمالش یک باشد، حتمی نیست، =

 2اصل 1اصل
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P(A) :3قضیۀ   ؛≥1
 : داریم1 طبق قضیۀ زیرا

P(A) 1 P(A) P(A) 0 P(A) 1= − → ≥ ⇒ ≤  
0پس ( P(A) 1≤  .)است ≥
 

B اگر :4قضیۀ  A⊂باشد، آنگاه  :P(B) P(A)≤؛ 
 :زیرا

N
A B

A B (A B)
−

= ∪ ∩  

A و Bچون  B∩ ،داریم 3طبق اصل  جداازهم هستند: 
P(A) P(B) P(A B) P(A B) 0 P(B) P(A)= + → ≥ ⇒ ≤∩ ∩  

 

 

Ω
A

B
A B−

B A⊂
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B اگر :5قضیۀ  A⊂باشد، آنگاه  :P(A B) P(A) P(B)− =  ؛−
 :زیرا

A B (A B)= −∪  
A و Bچون  B− داریم3 جداازهم هستند، طبق اصل : 

P(A) P(B) P(A B) P(A B) P(B) P(A)= + − ⇒ − = −  
 

 
 

Ω
A

B
A B−

B A⊂
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 :داریم) نه لزوماً ناسازگار( B و A مجموعۀ برای هر دو :6قضیۀ 
P(A B) P(A) P(B) P(A B)= + −∪ ∩  

 :اثبات
P(A B) P(A (A B)) P(A) P(A B)

P(A B) P(A) P(B) P(A B)
B (A B) (A B) P(B) P(A B) P(A B)

 = = + ⇒ = + − 
= ⇒ = +  

∪ ∪ ∩ ∩
∪ ∩

∩ ∪ ∩ ∩ ∩
 

 
 

 :یا به روش دیگر
A B (B (A B)) (A B) (A (A B))= − −∪ ∩ ∪ ∩ ∪ ∩ : این سه مجموعه جداازهم هستند    
P(A B) P(B (A B)) P(A B) P(A (A B))

P(B) P(A B) P(A B) P(A) P(A B)
P(B) P(A) P(A B)

= − + + −
= − + + −
= + −

∪ ∩ ∩ ∩
∩ ∩ ∩

∩
 

Ω
A

A B∩
B

A (A B)− ∩ B (A B)− ∩
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 :هاتعیین احتمال واقعه
 زیرمجموعه N2 عضوی، Nیک مجموعۀ (ها را تعیین کنیم احتمال کلیۀ واقعهیک آزمایش تصادفی باید گفتیم که برای مدل کردن 

 را معلوم کنیم، P(A)مثلاً اگر .  نیازی نیست که به هر واقعه احتمالی نسبت دهیم) و قضایا(ولی با توجه به اصول موضوعه ).  دارد
P(A) 1 P(A)= ها معلوم احتمال همۀ واقعه، یک تعداد حداقل واقعهلذا با مشخص کردن احتمال .  معلوم خواهد بودخود  خودبه−

1 نقطۀ نمونۀ N متشکل از Ωمثلاً اگر .  خواهد بود 2 N, , ,ω ω ω…  1احتمال وقایع سادۀ باشد، کافی است 2 N{ },{ }, ,{ }ω ω ω… 
1 شامل Aدر این صورت اگر مجموعۀ .  را بدانیم 2 rk k k, , ,ω ω ω…   خواهیم داشت3باشد، طبق اصل : 

1 2 rk k kP(A) P{ } P{ } P{ }= ω + ω + + ω"  
 

}iPاگر  }ω را iP  ،باید 1طبق اصل بنامیم iP  باید 2 بوده و طبق اصل ≤0
N

i
i 1

P 1
=

از هر حیث دیگر اختیاری ها iPولی .   باشد∑=

 ).در تعریف اصولی(هستند 
 

iد، باز هم بحث فوق صادق است و با تعیین شمارش باشقابل نامحدود، ولی  Ωتعداد عناصر حال اگر  iP P{ }= ω ها کهiP  و ≤0

i
i 1

P 1
+∞

=

1مثلاً (شود ، فضای احتمال مشخص می∑=
1 2P = ،1

2 4P = ،1
3 8P  ...).و  =
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یا زمان خراب شدن یک (، مثلاً فضای نمونۀ زمان شروع یک مکالمۀ تلفنی باشدغیرقابل شمارش   نامحدودΩولی اگر تعداد عناصر 
1در اینجا هر فاصلۀ ، )المان الکترونیکی 2{t t t }≤ 0} یک واقعه است و ≥ t }Ω= ≤ ≤+∞. 

iP{tاحتمال واقعۀ سادۀ اغلب در چنین مواردی  t  .های ساده استاجتماع این واقعه Ωاگر چه  برابر صفر است، ={
 .)این اصول برای حالت غیرقابل شمارش نبودندندارد، زیرا  3’ یا اصل 3تناقضی با اصل این مسئله (
 .)شوداما هر چه احتمالش صفر باشد ناممکن تلقی نمیاقعۀ ناممکن صفر است، احتمال واگر چه (
 

برای این .  ها را معین کردبازهدر عوض باید احتمال .  های ساده مشخص کردواقعهبا احتمال توان فضای احتمال را نمیاینجا در 
 :کنیمچگالی احتمال است معرفی میتابعی را که بیانگر منظور 

1 1 1P{t t t dt} (t )dt≤ ≤ + =α  
 :یا

2

1

t
1 2 t

P{t t t } (t)dt≤ ≤ = α∫  

 
(t): منفی شود، پستواند ای نمیچون احتمال هیچ فاصله 0α  :یک است، باید داشته باشیم Ω و چون احتمال ≤

(t)dt 1
Ω
α =∫  
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0}در مثال بالا که  t }≤  :خواهیم داشتبود،  ∞+≥

0
(t)dt 1

+∞
α =∫  

 
 
 

1فواصل اجتماع و اشتراک به صورت  Ωهای چون کلیۀ واقعه 2[t , t  هااحتمال کلیۀ واقعهبه این ترتیب  قابل بیان هستند، [
 .تعیین شده است

 
 :دوبعُدی نیز داریمبه همین ترتیب در فضای 

D
P{(x,y) D} (x,y)dxdy∈ = α∫∫  

 : یک رویه است و باید داشته باشیمα(x,y)که 
(x,y) 0 , (x,y)dxdy 1

Ω
α ≥ α =∫∫  

 .مثلاً موقعیت یک شیء

( )tα

t

y

x

Ω

D
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در مراحل به عنوان تعریف بلکه نه با توجه به اشکالاتشان کنیم، ولی از تعاریف دیگر ریزی میما احتمال را بر مبنای تعریف اصولی پی
 .نماییماستفاده میارتباط مدل با جهان خارج سازی برای ایجاد  مدل3 و 1

 
 اعتقاد به یک امرمعیاری از میزان به عنوان احتمال  :)Subjective() شخصی(تعریف ذهنی 

بدان ای که در چنین جملههایی احتمال.  باردران میفردا با% 80گوییم به احتمال میبینیم، مثلاً با قرائن و شواهدی که در آسمان می
 مستحکم  وریاضیمبنای یک تئوری تواند نمیفرد، به وابستهروشن است که این تعریف.  ، اندازۀ اعتقاد فرد گوینده استشوداشاره می
iP(Aمعقول از آن برای نسبت دادن توانیم در مواردی اما می  .قرار گیرد به نظر منطقی .   استفاده کنیمAxiomaticدر تعریف ها (

مطمئن هستیم که کتاب % 70گوید مثلاً اگر کسی می.  اصول احتمال را رعایت کندنیز باید اندازۀ اعتقاد احتمال به عنوان رسد که می
بگوییم به شته است، پس منطقی است که نو ابوریحانآن را مطمئن هستیم که % 20باشد و  میخواجۀ طوسینوشتۀ  تجرید الاعتقاد

 .خواهیم برداحتمال سود در بحث تخمین از این تعبیر .  یکی از این دو نفر این کتاب را نوشته است% 90اعتقاد ما به احتمال 
 

 ):تعریف آماری یا تجربی(نسبی ) فرکانس(تعریف فراوانی 
 بزرگ، nبرای «الاصول علی اتفاق افتد، A بار واقعۀ An بار، n در این انجام دهیم و)  بارn(اگر یک آزمایش تصادفی را به کرّات 

P(A)  عددی نزدیک بهAn
n یعنی،»خواهد بود : AnP(A) n�  . این دیگرSubjectivنیست و قابل بررسی تجربی است . 
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Aاگر .   است=Ω{H,T} :پرتاب سکهمثلاً در آزمایش  {H}=،محاسبۀ برای  باشد P(A)کنیمپرتاب میای را به کرّات ، سکه: 
 :Pearsonآزمایش 

An 12012 0.5005n 24000
= = =  

 
Aاگر .   است=Ω{m,f}: یا در هر تولد {m}= باشد، برای محاسبۀ P(A)داریم ،: 

 : در آمریکا1960ذکور در سال تعداد متولدین 
An 2179708 0.5121n 4257850
= =  

 .) است5/0در واقع این عدد بیشتر از نشان داده که فراوان مطالعات (
 

 ...و » عددی نزدیک به«، » بزرگnبرای «: ت شهودی و غیرریاضی اسولی این تعریف خیلی
نسبت در مدل با  P(A) برای ایجاد ارتباط بین 3 و 1ولی در مراحل .  تعریف احتمال قابل استفاده نیستپس این هم به عنوان 

Anتجربی 
n  رای اصول موضوعه و قضایای احتمال، تعبیر فرکانسی بتوانیم حتی می.   مفید استمدل به جهان خارجو ربط دادن

 .بودن آنها را نشان دهدبیاوریم تا محسوس 

 هاتعداد شیرهای حاصله در پرتاب
 هاتعداد پرتاب
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n بار تکرار آزمایش، nافتد، پس در ای اتفاق میهر واقعه در Ωمثلاً  nΩ )nP: ، یعنی= ) 1n
ΩΩ =�. 

پس در ).  افتنداتفاق نمی توأماً B و Aعنصر مشترکی ندارند، پس  B و Aهای مجموعه(ناسازگار باشند  B و Aهای واقعهیا مثلاً اگر 
n اگر واقعۀ تکرار آزمایش،  بارA ،An بار و واقعۀ B ،Bn آنگاهاتفاق بیفتد، بار : 

A B A B

A B A B

n n n
n n nP(A B) P(A) P(B)n n n

= +

= + +

∪

∪∪ � �
 

 .یعنی با این تعریف دیگر نیازی به اصول موضوعه نیست و آنها قابل اثبات هستند
 

 :تعریف بهتر
A

n

nP(A) lim n→+∞
=  

 )شود؟و به چه دلیل اگر تکرار شود، دوباره همان حد می( که حد فوق وجود دارد؟  چه دلیل ریاضی داریدولی 
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به این وسیله نیز پس .  توانند نامحدود باشندنمیآیند، هرگز به دست میاعدادی هستند که از آزمایش  An و nچون لاوه به ع
Anو ) تعریف اصولی(را یک مفهوم تئوریک بدانیم  P(A)مگر اینکه .  حل نشده استمشکل این تعریف 

n ت فقط برای تخمین صح
 های تصادفی، امکان تکرار یابه علاوه در برخی آزمایش).  در فصل تخمین در این باره دقیقاً صحبت خواهیم کرد(آن استفاده شود 

 .وجود نداردتکرار زیاد آزمایش 
ولی ما با .  ضی پیچیده و دور از ذهن استاین فراین حد یک فرض یا اصل است، ولی گویند که وجود طرفداران این نظریه می(

Anاین موضوع را که توانیم تری هستند، میکه اصول سادهاستفاده از اصول کولموگروف 
n  به سمتP(A) کند، ثابت کنیم میل می

 .)که این اثبات را بعداً در قانون اعداد بزرگ خواهیم دید
 

 :تعریف کلاسیک
تعداد اعضای (مطلوب باشند تا از آنها  ANوجود داشته باشد و  (N outcomes) نتیجۀ ممکنه Nاگر در یک آزمایش تصادفی، 

 :، آنگاه) باشدA ،ANواقعۀ 
ANP(A) N=  

 
2 باشد، 3عدد حاصل کوچکتر از  احتمال اینکه انداختن تاس،آزمایش در مثلاً 

 : است، زیرا6
{1,2,3,4,5,6} , A {1,2}Ω= = ) ایمبودن نتایج را فرض کردهاز تقارن تاس، متساوی الاحتمال (  
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ها که آزمایش تعدادی از این Anهای انجام شده و آزمایش تعداد n.  دقت شود An و AN و نیز تفاوت n و Nالبته باید به تفاوت 
 . باشندAعضو  تعدادی از این نتایج که ANنتایج ممکنه در یک آزمایش است و  تعداد Nدر حالی که .  اتفاق افتاده بود Aواقعۀ 

 
، Aناسازگار باشند و واقعۀ  B و Aمثلاً اگر .  قابل اثبات هستندبه اصول موضوعه نخواهد بود و همۀ آنها ف دیگر نیازی با این تعری

AN عضو و واقعۀ B ،BN ،عضو داشته باشد A B∪  دارایA BN N+ لذا.  عضو خواهد بود: 
A B A BN N NP(A B) P(A) P(B)N N N= = + = +∪∪  

 
 .دیگر درست نخواهد بود نباشند، (Equally Likely) تصادفی متساوی الاحتمالنتایج آزمایش اما تعریف کلاسیک، اگر 

A است، وقایع =Ω{m,f}مثلاً در آزمایش تصادفی تولد یک کودک که  {m}= و B {f}=  ومتساوی الاحتمال نیستند 
1لذا 

2P{m}= نیستصحیح . 
}گیری دوحزبی که یا در آزمایش تصادفی رأی , }Ω= α β است، وقایع A { }= α و B { }= β ال نیستند ومتساوی الاحتم 

1لذا 
2P{ }α  . صحیح نیست=

 
 .نباشندمتساوی الاحتمال که لزوماً های مختلف تعبیر شود به گونهآزمایش ممکن است به علاوه نتایج 
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 . باشد7که مجموع اعداد دو تاس مساوی خواهیم احتمال این واقعه را می.  اندازیمدو تاس را می :مثال
 :پس.  12، ...، 3، 2مختلف ممکنه بیان کنیم، یعنی اعداد های به صورت جمعتوانیم ممکنه را مینتایج  )الف

{2,3, ,12} , A {7}Ω= =…  
1پس احتمال 

 ! است11
 
 :پس).  بدون تمایز بین تاس اول و تاس دوم( نتیجه داریم 21ممکن است بگوییم  )ب

{1 1,1 2,1 3, ,5 6,6 6} , A {1 6,2 5,3 4}Ω= − − − − − = − − −…  
3پس احتمال 

 ! است21
 
 :پس).  تمایز بین تاس اول و تاس دوم( نتیجۀ ممکنه داریم 36ممکن است بگوییم  )ج

{(i, j) : i, j 1,2, ,6} , A {(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1)}Ω= = =…  
6پس احتمال  1

36  . است=6
 

 .درست استجواب متساوی الاحتمال هستند، که نتایج که فقط در حالت آخر 
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درست کنیم که در مورد سکه یا تاس صرفاً از روی نبودن دلیلی برای ترجیح بیان میمتساوی الاحتمال بودن را به علاوه معمولاً 
 .آیددیدیم که در مورد تولد بچه درست درنمیآید، ولی درمی

اوی الاحتمال بودن معقول باشد، برای انتخاب تعریف، بلکه در مواردی که متسما از تعریف کلاسیک نه به عنوان به این ترتیب 
iP(A  .کنیماز آن استفاده میها (
 

1 نتیجۀ ممکنۀ Nدارای یک آزمایش تصادفی اگر  :اصل ناکافی بودن دلیل 2 N, , ,ω ω ω… نحوۀ اطلاعی در مورد  باشد و ما هیچ
 : آنها را مساوی فرض کنیم، یعنیاحتمالنداشته باشیم، باید وقوع آنها 

1 2 N
1P{ } P{ } P{ } Nω = ω = = ω ="  

 
ولی اینجا .  هستندکه نتایج متساوی الاحتمال  دانیممی :گوییممیدر تعریف کلاسیک تعریف کلاسیک این است که تفاوت این اصل با 

 آنها را متساوی الاحتمالنداریم،  دیگری و محتمل بودن یکی بر و هیچ دلیلی بر برتری دانیمنمیها را چون احتمال: گوییممی
 .کنیمفرض می
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1در آزمایش با نتایج هم احتمال  2 N
1P{ } P{ } P{ } Nω = ω = = ω  :از تعریف اصولی هم داریم.  باشدمی "=

AN
A

i 1

1 NP(A)
N N=

= =∑  

1اازهم با احتمال مجموعۀ جدتا AN اجتماع A است، زیرا 3تعمیم اصل این در واقع 
Nاست . 

 
 

لازم است و خاصیت معینی دارند که  Ωمحاسبۀ تعداد نقاطی از کسب مهارت ها، احتمال واقعهچنین مواردی برای معین کردن در 
 .گیرد صورت می(Combinational Analysis)آنالیز ترکیبی این کار به وسیلۀ 

 

Ω

""
A



 28

 :مروری بر آنالیز ترکیبی
 شیءNشیء از mتعداد نحوۀ مرتب کردن  :)Permutation() جایگشت(ترتیب 

m)تا mخواهیم داریم و می) متمایز(شیء Nفرض کنید  N)≤  ترتیب مهم است(و در یک خط بچینیم انتخاب کرده از آنها را  .(
 :داد حالات ممکن برابر است باتع

1 2 m

N (N 1) (N m 1)
−−−−−− −−−−−− −−−−−−

× − × × − +

"
"
"

 

 
N
m

N!P N (N 1) (N m 1) : 0 m N
(N m)!

= × − × × − + = ≤ ≤
−

"  

 
 :نتیجه

1) N N
m m 1P (N m 1)P −= − +  

 
 ):شیءNنحوۀ مرتب کردن کلیۀ (شیء Nترتیب  )2

N
NP N (N 1) 1 N!= × − × × ="  (0! 1= : طبق تعریف (  
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 دیگر همان شیء گذاشتیم، 1شیئی را در جایگاه وقتی کنیم تکرار مجاز نیست، یعنی فرض می )ionPermutat(در ترتیب 
 شود؟اگر تکرار مجاز باشد، تعداد حالات چقدر میولی .  دیگری هم باشددر جایگاه تواند نمی

 . استmNپاسخ 
 

 ن ساخت؟تواسه رقمی می چند عدد 9 تا 1مثلاً با اعداد 

39 9 9 9 729

−−− −−− −−−

× × → =
 

 
 :در حالی که

9
3P 9 8 7 504= × × =  

 .این تعداد اعداد سه رقمی است که رقم تکراری نداشته باشند
 

 تعداد حالات ممکنه چندتا است؟.  کنیمسه تاس را پرتاب می :مثال

1 1 1 1 1 2 6 6 6{( , , ),( , , ), ,( , , )}Ω= …f f f f f f f f f  
36یعنی   .حالت خواهیم داشت =216
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 .حالت خواهیم داشت mNبار انجام دهیم، m نتیجۀ ممکنه را Nپس اگر آزمایشی با 
 

1ممکنۀ هر یک نتایج  آزمایش که تعداد mتر اگر در حالت کلی 2 mN ,N , ,N…  ،تعداد نتایج ممکنۀ کلباشد، انجام شوند 
m 1 آزمایش برابر 2 mN N N"1تعداد عناصر حاصلضرب دکارتی (باشد  می 2 mΩ ×Ω × ×Ω") (اصل شمارش(. 
 

 :)Combination(ترکیب 
 :، داریم)ترتیب دیگر مهم نیست(تایی از میان آنها انتخاب کنیم mداشته باشیم و بخواهیم یک گروه ) متمایز( شیء Nاگر 

Nm0
mNm

N
m
P

m
N

C
N
mN

m ≤≤
−

==







= :

)!(!
!

!
 

N: با توجه به رابطه روشن است که
mN

N
m CC Nکنیم، تا انتخاب میN شیء را از m، زیرا هر زمان که =− m−گذاریمتا را باقی می. 

 
 

  متصور است؟چند گروه نماینده.  شوند نفر برای صحبت با رئیس دانشگاه انتخاب می3.   نفر دانشجو دارد20 کلاسی :مثال

1140 تعداد حالات
3

181920
3

20
=××=








=

!
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 توان این توپها را در ده جعبه قرار داد؟به چند طریق می.   توپ قرمز داریم3 توپ سفید و 7 :مثال

 
در واقع .  ها از هم متمایزند جعبهدرست است که توپهای سفید از هم متمایز نیستند و توپهای قرمز نیز از هم متمایز نیستند، ولی

تا را برای قرار گرفتن توپهای سفید انتخاب 7یا معادلاً (تا را برای قرار گرفتن توپهای قرمز انتخاب کنیم 3توانیم از میان ده جعبه، می
 .های انتخابی مهم نیستندو ترتیب جعبه) کنیم

120 تعداد حالات
3

8910
3

10
=××=








=

!
 

 
 

N تایی و گروه دیگرm شیء تشکیل دو گروه بدهند، یک گروه Nکلاً اگر  m− تایی، قرار دادن اینها درN یا به خط کردن ( جعبه

به ) آنها







m
Nطریق ممکن است . 

1 10 
. . . . . . . 

. . . .. . .  
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N و 1 رقم mبیتی که N تعداد اعداد باینری :مثال m− ته باشند؟ داش0 رقم 
 :مانند مثال قبلی داریم

 تعداد حالات







=

m
N  

 
Nدانستیم، تعداد حالات به جای  دیدیم که اگر تکرار را مجاز میPermutationدر 

mPشود می :mN  .؟هولی در ترکیب چ 
 

 : جعبه قرار دهیمNهیم آنها را در خوا توپ غیرمتمایز داریم که میmمثلاً 
 
 اگر در هر جعبه فقط یک توپ بتوان قرار داد؛ -

Nm تعداد حالات
m
N

≤







= :  
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 در اینجا لازم نیست (بتوان قرار داد، تعداد حالات چقدر خواهد بود؟ )  توپ راmحتی کلیۀ (ولی اگر در هر جعبه به تعداد دلخواه  -
Nm: داشته باشیم   ≤( 

 
 

 که  هستندها دیواره2 و گروه تا استm هستند که تعداد آنها  توپها1گروه .  های میانی را هم به عنوان شیء در نظر بگیریددیواره
Nتعداد آنها  Nخواهیم این می.   استتا−1 m 1+ N شیء را در − m 1+  . مکان قرار دهیم−
 :خواهیم آنها را در چهار مکان قرار دهیم داریم و میb و دو تا w باشد، گویی دو تا  = 2m و  = 3Nمثلاً اگر 

 
 :گفتیم، داریم) در مورد دو گروه(لذا با توجه به آنچه قبلاً 

 تعداد حالات






 −+
=

m
1mN

 

bwbw 
wbwb 
bwwb 
bbww 
wbbw 
wwbb 

 . . . . . . . . 
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 :پس در مثال فوق داریم

6 تعداد حالات
2
4

2
123

=







=






 −+
=  

 

گیریم به تعداد ضمناً نتیجه می






 −+
m

1mN بردار N عنصری ),,( N1 kk   با شرطik با عناصر صحیح نامنفی …

mkkk N21 =+++  .د دارد وجو"
 

)( اگر الزام بداریم که هیچ یک از ظرفها نباید خالی بماند :سؤال Nm  ، چند حالت خواهیم داشت؟≤
 

m.   توپ داریمmاکنون  N را باید از میان wتا −1  wتا فاصلۀ بین توپها انتخاب کرد تا بین هر دو −1

m: شود باپس تعداد حالات برابر می.  باشدbحداقل یک  1
N 1
− 

 − 
. 

 

m-1جای خالی  

N-1 تاw 

b b b b

ww w
↑ ↑ ↑ ↑


������
, , ,",

"
"��	�
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 :این معادل است با

mبه تعداد  1
N 1
− 

 − 
) عنصری N بردار  , , , )1 2 Nk k k… صحیح مثبت با عناصر ki) i = 1, 2, …, N و ki > 0 (که 

mkkk N21 =+++ " ( )m N≥وجود دارد . 
 

 :ایقضیۀ دوجمله

∑
=

−







=+

N

0k

kNkN yx
k
N

yx )(  

دلیل وجود ضریب 







k
N 

 ) رقمیNین مثال عدد باینری ع(
 

nk1: یا اثبات با استقراء و با استفاده از
k

1n
1k
1n

k
n

≤≤






 −
+







−
−

=






  )9 و 8کتاب راس، ص  (:

 
xاگر : حالت خاص y 1=  :، داریم باشد=

N
N

k 0

N
2

k
=

 
=  

 ∑



 36

 ، داشته باشند1 رقم m بیتی که N دیدیم که تعداد اعداد باینری :مثال







m
Nاست . 

 :بیتی برابر است باNپس تعداد کل اعداد باینری 

N
N

0m
2

m
N

=






∑
=

 

)N2یدتوانید به دست آور را از راه دیگری هم می(. 
 

 : عضویNهای یک مجموعۀ  تعداد زیرمجموعه:مثال

N
N

0k
2

k
N

N
N

2
N

1
N

0
N

=







=







++








+







+






 ∑
=

"  

 
1N2) هایی که نتیجۀ خاصی را شامل باشندتعداد واقعه( را شامل باشند Ωهایی که عنصر خاصی از تعداد زیرمجموعه یعنی .   است−

1N2افتد، ولی در یک آزمایش یک نتیجه اتفاق می 1N2افتند و  واقعه اتفاق می−  .افتند واقعه اتفاق نمی−
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 :یافتهترکیب تعمیم
N و  تاییm شیء را به دو گروه Nدر واقع .  کردیمتا را انتخاب میm شیء Nدر ترکیب از  m−کردیم و تایی تقسیم می

)!(!
!

mNm
NCN

m −
 شیء داشته باشیم و بخواهیم آنها Nحال اگر .  بندی به دو گروه عبارت بود از تعداد حالات ممکنه برای تقسیم=

)( عضو داشته باشند rmو ... ، 1m که به ترتیب rAو ... ، 1A گروه rرا به  Nmm r1  تقسیم کنیم، تعداد حالات "++=
 :ممکنه برابر است با

!!!
!

,,, ,,,
r21

N
mmm

r21 mmm
NC

mmm
N

r21 …… … ==






  

 
 :ایدۀ اثبات در کتاب

!!!
!

r21r

1r21

2

1

1 mmm
N

m
mmmN

m
mN

m
N

…
"

" =






 −−−−







 −







 −  

 
طور همان.   استاثبات دیگر با نگاه به صورت و مخرج کسر مشخص.   همان فرمول ترکیب قبلی را خواهیم داشت = 2rدر واقع برای 

 گروه باشند r شیء ما Nخواهیم بچینیم استفاده کنیم، در اینجا نیز وقتی توانستیم برای وقتی که اشیاء دو گروه را میکه ترکیب را می
 .قابل استفاده است
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 ؟) جعبه قرار داد10ا در ی(توان آنها را در یک خط چید به چند طریق می.  تا سیاه5تا سفید و 3تا قرمز، 2.   توپ داریم10 :مثال

!!!
!

,, 532
10

532
10

=






  

 



 39

 :ایقضیۀ چندجمله

∑
=+++
=









=+++

N

Nkkk
0kkk

k
r

k
2

k
1

r21

N
r21

r21
r21

r21 xxx
kkk

N
xxx

"
…

"
…

"
,,, ,,,

)(  

 
 نفر برای همکاری با 10و ( نفر برای همکاری با امور دانشجویی 7 نفر برای روابط عمومی، 3باید .   نفر دانشجو دارد20 کلاسی :مثال

 :نه برابر است باتعداد حالات ممک.  انتخاب شوند) امور آموزشی

!!!
!

,, 3710
20

1073
20

=






  

 
 ).احتمالآزمایشهای با نتایج هم(کنیم حال در مثالهایی احتمال را حساب می.  تا اینجا دیدیم که چگونه تعداد نقاط را حساب کنیم
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 احتمالها در آزمایشهای با نتایج هممثالهایی از تعیین احتمال واقعه
  بار شیر بیاید چقدر است؟3ار پرتاب کنیم، احتمال اینکه حداکثر  ب10 اگر یک سکه را :1مثال 

 . باشدT یا Hتواند های مرتب میتایی10های مرتبی است که هر عضو این تایی10، مجموعۀ Ωمجموعۀ 
},,{ TTTTHHHH "…"=Ω  

Ω د و پرتابها مستقل باشندسکه سالم باش( عضو متساوی الاحتمال باشند 210کنیم این فرض می.   عضو است210 دارای.( 
 کل حالات ممکنه = 210

 . بار شیر بیاید3حداکثر : Aواقعۀ 
 :این واقعه اجتماع چهار واقعۀ غیرمتلاقی است

 .اصلاً شیر نیاید: A0واقعۀ  . بار شیر بیاید1دقیقاً : 1Aواقعۀ  . بار شیر بیاید2دقیقاً : 2Aواقعۀ   . بار شیر بیاید3دقیقاً : 3Aواقعۀ 

3A = اد عناصر تعد







3

 :آید نیز به دست میA0 و 2A ،1A و به همین ترتیب تعداد عناصر 10

17190
2
176

2
3

10
2
10

1
10

0
10

APAPAPAPAP 10103210 .)()()()()( ==








+







+







+








=+++=  
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) دهیم جعبه قرار میn توپ را در m به طور کاملاً تصادفی :2مثال  )n m≥)  .ای هاحتمال قرار گرفتن هر یک از توپها در جعبه
 .)گیردها قرار میمختلف مساوی است و حتماً هم در یکی از جعبه

 قرار بگیرند چیست؟) یکی در هر جعبه( جعبۀ مورد نظر m توپ در mاحتمال اینکه این 
 اگر هر جعبه گنجایش فقط یک توپ را داشته باشد؛ )الف

 )کند؟چه فرقی میفلسفتاً (کند چه توپها را متمایز بگیریم و چه غیرمتمایز فرقی نمی   

n:  جعبهn توپ در mکل حالات ممکنۀ قرار گرفتن   :توپها غیرمتمایز .1
m
 
 
 

  متساوی الاحتمال

 1:  جعبۀ خاصm توپ در mحالت مورد نظر          
!( )!

!
1 m n mP
n n
m

−
= =
 
 
 

 

n: حالات ممکنه   :توپها متمایز .2
mPحالات ممکن برای اینکه از : ترتیب(اوی الاحتمال  متسn شیء متمایز m تا را 

 )انتخاب کنیم با مهم بودن ترتیب        
 !m: حالات مورد نظر         

! !( )!
!n

m

m m n mP
nP
−

= =  
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 ؛)در هر جعبه هر تعداد توپ ممکن است قرار گیرد(اگر گنجایش جعبه محدود نباشد   )ب
 .گیریدکند توپها را متمایز بگیریم یا غیرمتمایز؛  ولی دقت کنید که چه چیزی را متساوی الاحتمال مینمیباز هم فرقی    
 
 ) حالت داریمnبرای هر توپ ( متساوی الاحتمال mn: حالات ممکنه    :توپها متمایز. 1    
 !m: حالات مورد نظر             

!
m

mP
n

=  

n): ترتیب مهم نیست، تکرار مجاز است(حالات ممکنه   :توپها غیرمتمایز. 2     m 1
m

+ − 
 
 

 

 1: حالات مورد نظر             
1P n m 1
m

=
+ − 

 
 

 



 43

nغلط است، زیرا ) های مختلف مساوی استکه احتمال قرار گرفتن هر توپ در جعبه(این جواب با مفروضات مسأله  m 1
m

+ − 
 
 

 

 ؛ ولی این سه حالت20 و 02 و 11: ، گر چه سه حالت داریم = 2m و  = 2nمثلاً اگر .  حالت متساوی الاحتمال نیستند

2، 11متساوی الاحتمال نیستند و احتمال وقوع 
4

1 است و نه 
3

. 

 .گر اینکه صورت مسأله طوری باشد که این حالات متساوی الاحتمال فرض شده باشندم
 .)کنیدپس از متمایز گرفتن هیچ وقت ضرر نمی(
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بدون (کنیم  توپ از این جعبه به طور کاملاً تصادفی انتخاب می20.   توپ سیاه است40 توپ قرمز و 60ای شامل  جعبه:3مثال 
 تا سیاه باشند چیست؟5تا از این توپها قرمز و 15 احتمال اینکه).  جایگزینی

 
  توپ20کلیۀ روشهای ممکن در انتخاب : نتایج آزمایش تصادفی

 

Ω :(100تعداد نقاط (عداد حالات ممکنه ت
20

 
 
 

  متساوی الاحتمال

60: تعداد حالات مطلوب 40
15 5
  
  
  

 

.

60 40
15 5P 0 065100

20

  
  
  = =
 
 
 

 

 . را طوری تعریف کنید که نقاط متساوی الاحتمال باشندΩ.  کندمتمایز یا غیرمتمایز گرفتن توپها فرقی ایجاد نمی
 
 .) حالت متساوی الاحتمال نیستند21ولی این .   حالت1:  حالت، تعداد حالات مطلوب21: تعداد حالات ممکنه: راه غلط(
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 :را متمایز بگیریم، خواهیم داشتتوپها اگر 

!: تعداد حالات ممکنه    
!

100
20

100P
80

= 

!: تعداد حالات مطلوب     ! !!
! ! ! !

40 60
5 15

60 40 20 20 40 6020 P P
15 5 5 15 5 35 45
    

= =    
    

 

 .که حاصل تقسیم همان عدد قبلی خواهد بود
 

 : استفاده کنید(Stirling’s Formula)توانید از فرمول استرلینگ های بزرگ میبرای محاسبۀ تقریبی فاکتوریل
!:  بزرگ nبرای  n nn n e 2 n− π� 

 )است% 1 خطا کمتر از  = 10nبرای (
 

 .آوریم با نقاط غیرقابل شمارش میΩسرانجام مثالی از حالت 
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 Buffon (1777)مسألۀ سوزن : 4مثال 
 احتمال اینکه سوزن خطی را.  اندازیم است میd > Lکشی شده که فاصلۀ خطوط آن  را روی کاغذی خطLسوزنی به طول 

 .قطع کند چیست؟  با فرض اینکه کلیۀ مکانهای مرکز سوزن و کلیۀ جهتهای قرار گرفتن سوزن متساوی الاحتمال باشند
 . زاویه با این خط باشدφ باشد و xفرض کنید که فاصلۀ مرکز سوزن از نزدیکترین خط 

sinLx: در صورت تقاطع خواهیم داشت
2

< ϕ؛ 

 

d0: عبارت است از xبرای ) و متساوی الاحتمال(که مقادیر ممکنه  x
2

<  ؛>

 

dxبرای (
2

0: عبارت است از φو مقادیر ممکنه برای ) شود خط دیگر نزدیکتر خواهد بود و مسأله عیناً تکرار می< < ϕ < π. 

 :حساب کنیمیعنی احتمال را باید روی این سطح 
 

sinL
2 ϕ

x 

d L 

φ 

sinL
2x ϕ=

x 

φ 

d
2

π 

Ω 

D 
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( , )

( , )

sin

D

d
2

d d
2 2D 0

P x dxd

1x

1 1 1 L 2LP dxd d
2 d

π

= α ϕ ϕ

α ϕ =
π

⇒ = ϕ = ϕ ϕ =
π π π

∫∫

∫∫ ∫

 

 
 )روش مونت کارلو! ( را تخمین زدπتوان به روش آماری  مشخص به این ترتیب میd و Lجالب است که برای 

 

 وبتعداد نقاط مطل(                      = )
 کل نقاطتعداد
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 :احتمال شرطی
) باشد که Ωای در  واقعهMاگر  )P M  :، داریم≠0

( )( | )
( )

P A MP A M
P M
∩�  

 :بار انجام شود، داریمnاگر آزمایش تصادفی ): فراوانی نسبی(تعبیر تجربی 
( )

( )

A M

M

n
A Mn

n
Mn

nP A M
P M n

= =
∩

∩∩  

یعنی اگر کلیۀ .   چقدر استAوقوع ) میزان تکرار نسبی( اتفاق افتاده، فراوانی نسبی Mباری که واقعۀ nMبه این معنی که در 
 . اینقدر بوده استAنی نسبی  در آنها اتفاق نیفتاده را دور بریزیم، فراواMآزمایشهایی که 

P(A|M)اگر چه از نظر تعبیر (اما از کجا معلوم که این هم یک احتمال باشد؟ .   را به صورت نسبت دو احتمال تعریف کردیم
 گانهبرای این منظور باید نشان دهیم که در اصول سه) فرکانس نسبی احتمال است، اما باید توسط اصولمان این امر را نشان دهیم

 .کنددق میص



 49

1( 
( )( | )

( )
P A MP A M 0

P M
= ≥

∩  

2( 
( ) ( )( | )

( ) ( )
P M P MP M 1

P M P M
Ω

Ω = = =
∩  

Aاگر ) 3 B  :، داریم∩∅=
[( ) ] [( ) ( )] ( ) ( )( | )

( ) ( ) ( ) ( )
( | ) ( | )

P A B M P A M B M P A M P B MP A B M
P M P M P M P M

P A M P B M

= = = +

= +

∪ ∩ ∩ ∪ ∩ ∩ ∩∪
 

 
 .کنندباشند و در تمام قضایایی که اثبات شد صدق میلذا احتمالهای شرطی همۀ خصوصیات یک احتمال معمولی را دارا می

): لاً داریممث | ) ( | )cP A M 1 P A M= − 
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)اگر  )P A  : باشد، از تعریف احتمال شرطی داریم≠0
( ) ( ) ( | )P AB P A P B A=  

 
)حال با تعمیم آن، به شرط اینکه  )P AB  : باشد، داریم≠0

( ) ( ) ( | ) ( | )P ABC P A P B A P C AB=  
 

 :داشتبه همین ترتیب خواهیم 
) اگر :قاعدۀ زنجیری )1 2 n 1P A A A 0−  : باشد، آنگاه"≠

( ) ( ) ( | ) ( | ) ( | )1 2 n 1 2 1 3 1 2 n 1 2 n 1P A A A P A P A A P A A A P A A A A −=" " "  
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  باشد چیست؟4 در آزمایش انداختن تاس اگر بدانیم که تاس زوج آمده است، احتمال اینکه کوچکتر از :1مثال 
A = {  4کوچکتر از  } = {1, 2, 3} 
B = { زوج } = {6 ,4 ,2} 

A B⇒ =∩  {2} 

( )( | )
( )

1
6
3
6

P A B 1P A B
P B 3

⇒ = = = →
∩  فضای نمونه کاهش یافته 

)در حالی که  ) 3 1P A
6 2

=  ). داردA اطلاعات منفی در مورد وقوع Bواقعۀ ( است P(A) کمتر از P(A|B)، یعنی =
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 خراب شود چه خواهد t2 و t1احتمال اینکه بین لحظات .   است2te−α اتفاق بیفتد t احتمال اینکه خرابی دیود پس از لحظۀ :2مثال 
 کرده است؟ درست کار میT < t1 < t2 که Tبود اگر بدانیم که تا لحظۀ 

 خراب شدن دیود: آزمایش تصادفی
{ : }

({ })
{ } { } { }
{ }

( ) ( )( | )
( ) ( )

2

2 2
1 2

2

1 2 1 2

t t

T

t 0 t

P t e
A t t t t t t t
M T t

P A M P A e eP A M
P M P M e

−ατ

−α −α

−α

Ω = ≤ < ∞ →

τ ≤ < ∞ =
= < < = < < ∞ − ≤ < ∞
= ≤ < ∞

−
= = =

∩

 

 ). داردA وقوع واقعۀ  اطلاعات مثبت در موردMواقعۀ ( است P(A) بزرگتر از P(A|M)یعنی 

 t: زمان خرابی 
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 دومفرزند فرزند اول

.  کند یک مهمانی شام برای کارمندانی که حداقل یک پسر داشته باشند ترتیب داده است کار میxای که در آن آقای  مؤسسه:3مثال 
  دو فرزند دارد و به مهمانی دعوت شده است، احتمال اینکه هر دو فرزند او پسر باشند چقدر است؟xاگر بدانیم که آقای 

{( , ),( , ),( , ),( , )}b b b g g b g gΩ =  
 
 
E : هر دو فرزند پسر 
F : حداقل یک فرزند پسر 

( ) {( , )}( | )
( ) {( , ),( , ),( , )}

1
4
3
4

P EF P b b 1P E F
P F P b b b g g b 3

= = = =  

1نه 
2

 (g,b) , (b,g) , (b,b): شانس داریمدر حالی که سه پیشامد هم).  فرزند دیگر یا پسر است یا دختر (
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 اگر انتخاب هر یک از توپها.  کنیمانتخاب می) بدون جایگذاری(دو توپ .   سفید است توپ4 توپ قرمز و 8 ظرفی دارای :4مثال 
 شانس باشد احتمال اینکه هر دو توپ انتخابی قرمز باشند چیست؟هم

): قبلاً به دست آورده بودیم )
( )

8
2

12
2

 یا 
8 8
2 2

12
2

P P
P
 ؛+

 .ریمگی را توپهای داخل ظرف میΩنقاط 

R1 : قرمز بودن توپ اول   ( )1
8P R

12
⇒ =  

R2 : قرمز بودن توپ دوم   ( | )2 1
7P R R
11

⇒ =  

( ) .1 2
8 7P R R 0 424

12 11
⇒ = × =  

 
 .توان استفاده کرداحتمال شرطی را به عنوان ابزاری برای محاسبۀ احتمال پیشامدها می
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 :)heoremTotal Probability T(قضیۀ احتمال کل 
 : داریمΩ از A باشند، برای هر واقعۀ دلخواه Ωها افرازی از Bi و i = 1, 2, …, mاگر 

( ) ( | ) ( )
m

i i
i 1

P A P A B P B
=

=∑  

 :اثبات

( ) ( ) ( ( )) [ ( )] ( )

( | ) ( )

m m m

i i i
i 1i 1 i 1

m

i i
i 1

P A P A P A B P A B P A B

P A B P B

== =

=

= Ω = = =

=

∑

∑

∩ ∩ ∩ ∩∪ ∪
 

 
 .کنیم داده شده استفاده می( P(A|Bi) )های مشروط آن  که احتمال( P(A) )از این قضیه برای محاسبۀ احتمال یک واقعه 

 . استP(Bi)ها است که مقدار وزن P(A|Bi)شدهای از داده متوسط وزنP(A)یعنی 
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تا سالم 6تا ترانزیستور خراب و 9جعبۀ دوم شامل .   استسالمتا 8تا ترانزیستور خراب و 2جعبۀ اول شامل .   دو جعبه داریم:مثال
احتمال .  داریمجعبۀ انتخاب شده به طور تصادفی یک ترانزیستور برمیکنیم و از ها را انتخاب میبه طور تصادفی یکی از جعبه.  است

 اینکه ترانزیستور انتخاب شده خراب باشد چقدر است؟
  عبارت است از ترانزیستورهای موجود در دو جعبهΩنقاط 
  ترانزیستور جعبۀ دوم15 عبارت است از B2واقعۀ       ترانزیستور جعبۀ اول10 عبارت است از B1واقعۀ 

  ترانزیستور سالم است14واقعۀ سالم شامل      ترانزیستور خراب11 عبارت است از (D)واقعۀ خراب 
 :طبق مفروضات مسأله داریم

( ) ( )

( | ) , ( | )

1 2

1 2

1P B P B
2

2 9P D B P D B
10 15

= =

= =
 

 : را به دست آوریمP(D)باید 

( ) ( ) ( | ) ( ) ( | ) .1 1 2 2
1 2 1 9P D P B P D B P B P D B 0 4
2 10 2 15

= + = × + × =  
B1 B2 

8g 

D 

2d 9d 
6g 

Ω 
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 .گیریم کمک میقضیۀ بِیزدر این صورت از .  یمها هستP(Bi|A)ها داده شده و ما طالب P(A|Bi)در برخی موارد 
 

 :)Bayes Theorem(قضیۀ بیز 
 : داریمΩ از A باشند، برای هر واقعۀ دلخواه Ωها افرازی از Bi و i = 1, 2, …, mاگر 

( | ) ( ) ( | ) ( )( | )
( )

( | ) ( )

k k k k
k m

i i
i 1

P A B P B P A B P BP B A
P A

P A B P B
=

= =

∑
 

 :اثبات
( ) ( | ) ( ) ( | ) ( )( | )

( ) ( )
( | ) ( )

k k k k k
k m

i i
i 1

P B A P A B P B P A B P BP B A
P A P A

P A B P B
=

= = =

∑
∩  

 
های انجام شده از آن استفاده ن و آشکارسازی دارد و در تحلیل نحوه یا علت وقوع واقعهقضیۀ بیز کاربرد بسیار زیادی در آمار، تخمی

 .شودمی
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  در مثال پیش اگر ترانزیستور انتخاب شده خراب باشد احتمال اینکه متعلق به جعبۀ دوم باشد چقدر است؟:1مثال 
P(D)پس داریم.   را قبلاً حساب کردیم: 

( | ) ( )( | )
( ) .

9 1
15 22 2

2
P D B P B 3P B D

P D 0 4 4
×

= = =  

 
 ):دیاگرام درختی(درخت احتمال 

( | ) ( )( | )
( )

9 1
15 22 2

2 9 1 2 1
15 2 10 2

P D B P B 3P B D
P D 4

×
= = =

× + ×
 

 
 
 
 

  راP(B2|D)  جعبۀ دوم و(A Priory Probability) را احتمال پیشین P(B2)اصطلاحاً 
 . آن گویند(A Posteriory Probability) احتمال پسین

 B1جعبۀ اول 

 B2 دومجعبۀ 

D 

D 

G 

G 

1
2

1
2

2
10

8
10
9
15

6
15
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): ضمناً توجه کنید که | )1
1P B D
4

31یعنی  (=
4

−.( 

):  باشند، داریمΩها افرازی از Bi و i = 1, 2, …, mاصولاً اگر  | )
m

i
i 1

P B A 1
=

=∑. 

 
 .توجه کنید که اگر جای شرط و مشروط را عوض کنید این رابطه دیگر صادق نیست

 
 . باشند نیز قضایا صادق خواهند بودAل واقعۀ  یا واقعۀ شامAها افرازی از واقعۀ Biچه در قضیۀ احتمال کل و چه در قضیۀ بیز اگر 
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 کانال مخابراتی دیجیتال: 2مثال

 
 ). استp-1و احتمال ارسال یک  (pشود و احتمال ارسال صفر پیغام به صورت باینری کد شده و ارسال می

 .شوند تبدیل می0ها به 1 و بعضی 1ها به 0ولی به دلیل وجود نویز بعضی 
 . استp2و احتمال خطای نوع دوم  p1احتمال خطای نوع اول 

 
 : (Transition Probability Diagram)دیاگرام احتمال گذر 

 
 

 :دیاگرام درختی
 
 
 

 :احتمال نیستندولی این نقاط هم.   است( (T,R) )نقاط فضای نمونه ترکیب ارسال و دریافتهای مختلف 
{( , ),( , ),( , ),( , )}0 0 0 1 1 0 1 1Ω =  

کانال فرستنده گیرنده

0

1

1-p1 

1-p2 

p1 

p2 

0

1

0

1

0

1
0

1

p p1 

1-p1 

p2 

1-p2

1-p
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 ؛P(T0) = p و T0 = {(0,0),(0,1)}:  باشد، داریم0، واقعۀ ارسال T0اگر واقعۀ 
 ؛P(T1) = 1-p و T1 = {(1,0),(1,1)}:  باشد، داریم1، واقعۀ ارسال T1اگر واقعۀ 
 ؛R0 = {(0,0),(1,0)}:  باشد، داریم0، واقعۀ دریافت R0اگر واقعۀ 
  ؛R1 = {(0,1),(1,1)}: باشد، داریم 1، واقعۀ دریافت R1اگر واقعۀ 

 :دانیم کهمی و
1 0 1 0 1 2P(R |T ) p , P(R |T ) p= =  

 
  چقدر است؟P(E)احتمال خطا، یعنی  .1
  چیست؟P(T0|R0)اگر صفر دریافت شده باشد احتمال اینکه واقعاً صفر ارسال شده باشد، یعنی  .2
  چیست؟P(T1|R1)اگر یک دریافت شده باشد احتمال اینکه واقعاً یک ارسال شده باشد، یعنی  .3

 
( ) ( | ) ( ) ( | ) ( )
( | ) ( ) ( | ) ( ) ( )

error 0 0 1 1

1 0 0 0 1 1 1 2

P P E P E T P T P E T P T
P R T P T P R T P T p p 1 p p

= = +

= + = × + − ×
 

 
( ) ( | ) ( )( | )

( ) ( | ) ( ) ( | ) ( ) ( )
0 0 0 1

0 0
0 0 0 1 0 1 1 2

P T P R T p 1 pP T R
P T P R T P T P R T p 1 p 1 p p

× −
= =

+ × − + − ×
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( ) ( | ) ( ) ( )( | )
( ) ( | ) ( ) ( | ) ( ) ( )

1 1 1 2
1 1

1 1 1 0 1 0 2 1

P T P R T 1 p 1 pP T R
P T P R T P T P R T 1 p 1 p p p

− × −
= =

+ − × − + ×
 

 
1. مثلاً اگر 2 ep p p 0 05= = p.  و= 0  :، خواهیم داشت باشد=9

( ) .
. .( | ) .

. . . .

error e e e

1 1

P p p 1 p p p 0 05
0 1 0 95P T R 0 68

0 1 0 95 0 9 0 05

= × + − × = =

×
= =

× + ×

 

 
p.اگر ولی  0  : باشد، آنگاه خواهیم داشت=6

. .( | ) .
. . . .1 1

0 4 0 95P T R 0 926
0 4 0 95 0 6 0 05

×
= =

× + ×
 

 
 .باشد −610باید حدود  ep در یک کانال خوب

 
 P(T0|R0) به P(T0)، 0 با دریافت اصولاً اثر مخابره آن است که احتمال پیشین پیغام را به احتمال پسین آن تغییر دهد، مثلاً

 .یابدتغییر می
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 یک طرفش شیر و طرف دیگرش خط C3 هر دو طرفش خط و سکۀ C2 هر دو طرفش شیر، سکۀ C1سکۀ .   سه سکه داریم:3مثال 
نکه طرف دیگرش اگر طرف هویدای این سکه شیر باشد، احتمال ای.  کنیمیکی از این سه را به تصادف انتخاب کرده و پرتاب می.  است

 خط باشد چیست؟
( | ) ( )( | )

( | ) ( ) ( | ) ( ) ( | ) ( )
3 3

3
1 1 2 2 3 3

1 1
2 3

1 1 1 1
3 3 2 3

P H C P CP C H
P H C P C P H C P C P H C P C

1
1 0 3

=
+ +

×
= =

× + × + ×
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 :)Independent Events(وقایع مستقل 
 : را مستقل گویند، هرگاهB و Aدو واقعۀ 

( ) ( ) ( )P A B P A P B=∩  
 

): داریم)  صفر نباشندP(B) و P(A)اگر (از طرفی  ) ( ) ( | ) ( ) ( | )P A B P A P B A P B P A B=  مستقل B و Aپس اگر .  ∩=
 :، داریمباشند

( | ) ( ) , ( | ) ( )P A B P A P B A P B= =  
 

): تعبیر تجربی ) ( | )A BA

B

nnP A P A B
n n

= ∩�   آزمایش با فرکانس نسبی آن درn در کل A؛ یعنی فرکانس نسبی وقوع �

nB آزمایش که B موافق با شهود ما از مفهوم استقلال( در آنها رخ داده یکسان است.( 
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 . نیز مستقلندB و A مستقل باشند، B و A اگر :قضیه
 . کتاب55صفحۀ : اثبات

 
 :از اعمال مجدد همین قضیه داریم

 . نیز مستقلندB و A مستقل باشند، B و A اگر :قضیه
 

لذا تعریف ).  82راس، صفحۀ ( مستقل نخواهد بود C و B یا ترکیبهای دیگر BC از A مستقل باشد، C از A و B از Aاما اگر 
 .استقلال سه واقعه باید فراتر از استقلال دو به دوی آنها باشد

 
 : را مستقل گویند، هرگاهC و B و Aسه واقعۀ 

( ) ( ) ( )P AB P A P B=   ( ) ( ) ( )P AC P A P C=   ( ) ( ) ( )P BC P B P C=   ( ) ( ) ( ) ( )P ABC P A P B P C=  
 

 .یعنی اگر سه واقعه مستقل باشند، دو به دو نیز مستقلند؛ ولی عکس آن لزوماً صحیح نیست
 .مستقل است) و اصولاً از هر ترکیب آنها (B+C و BC از A مستقل باشند، C و B و Aدر تمرین نشان خواهید داد که اگر 
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 :شود از سه رابطۀ دیگر نتیجه نمین چهار رابطهاصولاً هیچ یک از ای

 
n واقعۀ A1 ،A2 ، ... وAn را مستقل گویند، هرگاه برای هر دسته اعداد صحیح , ,...,1 2 rk k k)  کهr n≤ (داشته باشیم: 

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 r 1 2 rk k k k k kP A A A P A P A P A=" "  

 
)یعنی  )n2 n 1−  . رابطه باید صادق باشند+

1
4

1
4

1
4

1
4

0

0

0
A

C

B

0

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

A

C

B

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1
4 2 2
1 1 1
4 2 2
1 1 1
4 2 2
1 1 1 1
8 2 2 2

P A P B
P A P C
P B P C

P A P B P C

= × =

= × =

= × =

= × × =

1
80

0
1
4

1
4

A

C

B1
8

1
8

1
8 1

8

 مستقلC و A، مستقلB و A مستقل دو به دو مستقل

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1
4 2 2
1 1 1
4 2 2
1 1 1
4 2 2

1 1 1
2 2 2

P A P B
P A P C
P B P C

0 P A P B P C

= × =

= × =

= × =

≠ × × =

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1
4 2 2
1 1 1
4 2 2
1 1 1
8 2 2
1 1 1 1
8 2 2 2

P A P B
P A P C
P B P C

P A P B P C

= × =

= × =

≠ × =

= × × =
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 Bشود که  وقتی استفاده میDاز (کند  استفاده میE و D و C و B و Aهای  از ایستگاه2 و 1 یک لینک مخابراتی بین نقاط :مثال
 Tن آنها در طی زمان های آماری نشان داده است که احتمال سالم بودهای رله مثل همند و بررسیتمام ایستگاه).   از کار بیفتدCیا 

 ؟)هابا فرض استقلال خرابی رله( در این زمان برقرار باشد چقدر است 2 و 1احتمال اینکه لینک بین .   استpبرابر با 

 
 ):بنا بر استقلال خرابی دو ایستگاه( است p2احتمال اینکه خط بالایی مسیر موازی کار کند 

( ) ( ) ( ) 2P B C P B P C p= =∩  
Bاگر چه این نتیجه صحیح است، ولی مفهوم آن بر مبنای اصول احتمال چیست؟  اصلاً  C∩یعنی چه؟  

 .اگر آزمایشهای تصادفی خراب شدن ایستگاههای مختلف را جدا در نظر بگیریم اشتراک بین آنها مفهوم ندارد
 ):غیرمتساوی الاحتمال( نقطه دارد 25نۀ آزمایشهای تصادفی خراب شدن ایستگاهها است و  حاصلضرب دکارتی فضای نموΩدر اینجا 

{( , , , , ),( , , , , ), , ( , , , , )}F F F F F F F F F T T T T T T

A B C D E

Ω =

↑ ↑ ↑ ↑ ↑

…
 

 . باشدFهای مرتب که عنصر اول آنها تایی5 عبارت است از کلیۀ Aخراب بودن 

1 2 A 

B C 

D 

E 
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) احتمال برقرار بودن لینک ( ) )P A BC D E= +  

           

( ) ( ) ( )
( )[ ( ) ( ) ( )] ( )
( )[ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )] ( )

( ) ( )2 3 3 2

P A P BC D P E
P A P BC P D P BCD P E
P A P B P C P D P B P C P D P E

p p p p p p 1 p p

= +
= + −
= + −

= + − = + −

 

 
p. مثلاً اگر 0 0.  احتمال فوق، باشد=9  . خواهد بود795

 



 

 

 

 تکراریآزمایشهای : 3فصل 
Chapter 3 

 تعبیر مفهومی آزمایشهای تکراری .1

 آزمایش برنولی .2

 لاپلاس-قضیۀ دموآور .3

 قضیۀ پواسن .4

 نقاط پواسن .5
 



 

 1

 .کنیم، دو تعبیر موجود استوقتی یک آزمایش تصادفی را تحت شرایط یکسانی تکرار می

An حدود Ωدر فضای  Aیکی تعبیر تجربی که در آن احتمال واقعۀ 
n

 . است

nΩ:  داریم کهΩn قبلی یک فضای جدید Ωدر واقع با تکرار آزمایش به جای فضای .  دیگری تعبیر مفهومی است =Ω× ×Ω"��	�
.  

 . قبلی استΩهای مرتبی هستند که هر عنصر آن عضوی از تاییnنقاط این فضای نمونۀ جدید 
 

 :در این سکه داریم.  کنیمای را پرتاب میپنج بار سکه :مثال
{ }
{ }

P H p
P T q 1 p

=

= = −
 

 چیست؟) و بقیه خط( که در آن فقط دو بار اول شیر بیاید Bاحتمال واقعۀ  )الف  
 چیست؟) آمدن دو شیر و سه خطبا هر ترتیبی برای (دو بار شیر بیاید  که در آن Dاحتمال واقعۀ  ) ب  
 
Ω های مرتب تاییهای مرتبی است که هر عضو این پنجییتامجموعۀ کلیۀ پنجH یا Tاست : 

{( ), ,( )}HHHHH TTTTTΩ = …  
1 لزوماً pچون (عنصر دارد که لزوماً متساوی الاحتمال نیستند  25یعنی 

 ). نیست2
{ }B HHTTT=  

nبار  



 

 2

{B = { بیایدبار اول شیر {∩ { شیر بیایددومبار  {∩ { بیایدسوم خطبار  {∩ بیایدچهارم خط بار  } {∩  { بیایدپنجم خطبار 
 

 :داریم) کند وقایع در یک آزمایش در اثر نتیجۀ آزمایش دیگر تغییر نمییعنی احتمال(با توجه به فرض استقلال آزمایشها 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 3

1 2 3 4 5P B P H P H P T P T P T p q= =  
ای است که نتیجۀ آن در ارتباط با  واقعهAiمستقل باشند که ...  و Anو ... ، A1 ،A2های  آزمایش را مستقل گویند اگر واقعهnاصولاً 
 .شودام حاصل میiآزمایش 

 
 .چون اشتراکی ندارند.  معنی استاحتمال این وقایع را در هم ضرب کنیم، بی Ωه به تعریف ن توجدواگر ب

1ضمناً اگر 
2p q= 5 بود، همان =

1
2

با تقسیم تعداد نقاط نمونۀ مطلوب بر کل تعداد نقاط (آوردیم شد که قبل از این به دست می می
 ).نمونه

 
 :ا استفاده از درخت احتمال نیز داریمب

 

p 

q 

H 

T 

p 

q 

H 

T 

p 

q 

H 

T 
p 

q 

H 

T 
p 

q 

H 

T 2 3p q→

  استHهای مرتبی که عنصر اول آنها تاییکلیۀ پنج
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 : داریمDحال برای واقعۀ 
{D = )و سه خط(دو تا شیر بیاید  } 

2احتمال هستند دارای ) با ترتیب مشخص (T و سه تا Hدارای دو تا  که Bکلیۀ وقایع ساده مانند  3p q باشند و این وقایع از هم می
 .پس کافی است تعداد این وقایع را به دست آوریم.   در واقع اجتماع چنین وقایعی استDجدا هستند و 

 

5 جایگاه قرار داد؟ 5 را در T و سه تا Hتوان دو تا به چند طریق می
2
 
 
 
 ؛

 :پس داریم

( ) 2 35
P B p q

2
 

=  
 

 

1که برای 
2p ) همان = )

5

5
2

2
 .دوش می

 
 . گویندآزمایش برنولیحالت کلی این مثال را 
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 :)Bernoulli Trials(آزمایش برنولی 
)اگر .   را در نظر بگیریدΩ در فضای Aواقعۀ  )P A p= و ( )P A 1 p q= −  A یا A باشد، در هر بار انجام آزمایش یا =
 .باشندافتد و آزمایشها در شرایط یکسان تکرار شده و از هم مستقل میاتفاق می

nΩدر فضای  Bحال اگر واقعۀ  =Ω× ×Ω" این باشد که واقعۀ A ،k افتد، مثلاً در با ترتیب خاصی اتفاق بارk بار اولA اتفاق 
 :خواهیم داشت) Aبار بعدی n-kو در (بیفتد 

{( ),( ), ,( )}n 00 00 00 01 11 11Ω = " " … "  
{( )}B 11 100 0= … …�	
�	
  

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 k k 1 n 1 2 k k 1 n

k n k

P B P A A A A A P A P A P A P A P A pp pqq q

p q

+ +

−

= = =

=

" " " " " "�	
�	

 

 

kبار  n-kبار 
Ai : مجموعۀ کلیۀnمرتبی که عنصر های تاییi آنها یک استام 

 بارn-k  بارk استقلال آزمایشها
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)اتفاق افتد، ) با هر ترتیبی(بار A ،kاین باشد که واقعۀ  Ωn در Dحال اگر واقعۀ  ) ( )nP D P k=چقدر است؟  

nافتد اتفاق میبار A ،kای که در آن تعداد وقایع ساده
k
 
 
 

k است و همگی احتمال  n kp q  :داریم) 3طبق اصل (پس .   دارند−

( ) k n k
n

n
P k p q

k
− 

=  
 

 

 :روشن است که

( )
n

n
k 0

P k 1
=

=∑  
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 :یافتهآزمایش برنولی تعمیم
افراز کنند  را Ωها مجموعۀ Ai و i = 1, 2, …, rدر حالت کلی اگر .  A یا وقوع Aوقوع : در آزمایش برنولی فقط دو حالت داشتیم

 B، احتمال واقعۀ )ط یکسان تکرار شده و از هم مستقل باشندو آزمایشها در شرای( باشد pi (i = 1, 2, …, r)آنها هر یک از و احتمال 
)بار kiهر یک ها Ai آزمایش، nکه در ) Ωnدر ( )1 2 rk k k n+ + +  :مشخصی اتفاق افتند برابر است بابه ترتیب  "=

1 2 rk k k
1 2 rp p p"  

 
 :ق افتند برابر است بااتفا) با هر ترتیبی(بار kiهر یک ها Aiکه ) Ωnدر  (Dاحتمال واقعۀ 

, , ,
1 2 r

1 2 r
k k kn

k k k 1 2 rC P P P… "  
 :یعنی

!( , , , )
! ! !

1 2 rk k k
n 1 2 r 1 2 r

1 2 r

nP k k k p p p
k k k

=… "
"

)ایتوزیع چند جمله(  
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)تا از آنها M ترانزیستور است که Nای شامل جعبه :مثال )M N≤به طور تصادفی ترانزیستوری را از جعبه برداشته و .   خرابند
 تا از اینkاحتمال اینکه )  انتخاب با جایگزینیn(بار انجام دهیم nاگر این کار را .  گردانیمدوباره به جعبه برمیکنیم و آزمایش می

n خراب بوده باشند چیست؟ ترانزیستور 
 

 . و لذا یک آزمایش برنولی استکندگردانیم، شرایط آزمایش تغییری نمیپس از تست به جعبه برمیچون ترانزیستور را 
 :داریمواقعۀ خراب بودن ترانزیستور است که ) تک آزمایش( اصلی Ω مورد نظر در Aواقعۀ 

:Mp
N

=  احتمال خراب بودن

برابر )  عنصر آنها یک استkمرتبی که زوجهای مجموعۀ کلیۀ (خراب باشند ترانزیستور  nتا از kکه  Ωnلذا احتمال این واقعۀ در 
 :است با

( ) ( )k n k
1

n M Mp 1
k N N

− 
= − 
 
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: قبلاً داشتیم) 15، ص 2، فصل 3مثال (انتخاب بدون جایگزینی بود، این مثال را اگر 

60 40
15 5

100
20

  
  
  
 
 
 

. 

 :پس داریم

2

M N M
k n kp N

n

−  
  −  =

 
 
 

 

 توپهای سیاه توپهای قرمز
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)حال اگر بخواهیم مشابه  )nP k اینها را نیز بر حسب pبیان کنیم، داریم : Mp
N

 : و لذا=

( ) :2

pN N pN
k n kp k N

n

−  
  −  =

 
 
 

(Hypergeometric) ری فوق هندسی س  

 :در حالی که

( ) ( ) :k n k
1

n
p k p 1 p

k
− 

= − 
 

)ایدوجمله(  

kاگر  M� و n N1:  باشد، داریم� 2p p�. 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 100

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35
N 100
M 20
n 10

=
=
=

( )
( )

1

2

p k
p k

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

0.18

0.2
N 100
M 20
n 50

=
=
=

( )
( )

1

2

p k
p k
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از مقاومتهای موجود در بازار در بازۀ مورد نظر ما   = p%1تنها .   دقیق داریمΩ 10برای یک آزمایش احتیاج به مقاومت  :مثال
 .نظر ما خواهد بودمطمئن باشیم که لااقل یکی در بازۀ مورد   = P%95چند تا مقاومت بخریم تا به احتمال .  هستند

 
 میان مقاومتهای موجود در بازار از Ω 10 انتخاب یک مقاومت: آزمایش تصادفی

Ω:   کلیۀ مقادیر ممکنه برای مقدار یک مقاومتΩ 10)  بودن و نبودن در بازۀ مورد نظر: دو نقطه بگیریمیا اینکه( 
A:   1(مقاومت مورد نظر در بازۀ مطلوب باشد%p = ( 
Ωn:  کلیۀ مقادیر ممکنه برایn یا اگر ( مقاومتΩ دو نقطه در نظر بگیریم،  راΩn ،n2نقطه خواهد داشت ( 
C:   واقعۀ مورد نظر درΩn ؛ درn آزمایش لااقل یک بار Aاتفاق افتد  

): خواهیم داشته باشیمحال می )P C P=؛ 

( ) ( ) ( ) ( )

log( )( ) ( )
log( )

.

.

n n
k n k n n

n n
k 1 k 1

n n

n
P C P k p q 1 P 0 1 q 1 1 p

k
1 P1 1 p P 1 P 1 p n
1 p

P 0 95
n 296

p 0 01

−

= =

 
= = = − = − = − − 

 
−

⇒ − − = ⇒ − = − ⇒ =
−

=
⇒ = =

∑ ∑
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تا یا 93تا از این دیودها، 100ر میان اینکه داحتمال .   است15/0 ساعت کار خراب شود 1000قبل از احتمال اینکه نوعی دیود  :مثال
 چیست؟) تا خراب شوند7حداکثر ( ساعت سالم باشند 1000بیشتر قبل از 

 
Ω:  زمان خراب شدن یک دیود 
Ωn:  زمانهای خراب شدنnدیود  
A:   واقعۀ مورد نظر درΩ 15/0 با احتمال (1000 ,0)؛ خرابی در فاصلۀp =  
B:   واقعۀ مورد نظر درΩn) 100n = ( دیود خراب شوند 7؛ حداکثر ) آزمایش، در هفت آزمایش یا کمتر واقعۀ 100در A 
 )اتفاق بیفتد   

( ) ( . ) ( . ) .
7

k 100 k

k 0

100
P B 0 15 0 85 0 012165

k
−

=

 
= = 

 
∑  

 
آزمایشها چون .  شود دیگر محاسبۀ فوق معتبر نخواهد بوددیود دیگر ) یا افزایش احتمال خرابی(اگر خرابی یک دیود سبب خرابی 

 .کندتمال واقعۀ مورد نظر در یک آزمایش با نتیجۀ آزمایش قبلی تغییر میوابسته هستند و مقدار اح
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 در حروف u وجود داشته باشد در حالی که بدانیم کلاً احتمال وقوع uتا متن انگلیسی دو حرف یک 9مثلاً احتمال اینکه در میان 

2 است، pانگلیسی  79
p q

2
 
 
 

 باشد احتمال وقوع qاگر .  کند فرق میuکه حرف قبلی چه باشد احتمال بسته به اینچون .   نخواهد بود

u ًاز سوی دیگر اگر حرف قبلی .  یک خواهد بود تقریباi باشد احتمال وقوع uیا به همین ترتیب احتمال .   بسیار کم خواهد بودs به 
 ).د به درس رمزنگاریرجوع شو( خیلی کم است f یا j زیاد است، ولی احتمال آن پس از w یا tدنبال 
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

( )P kn.
n 30
p 0 4
=
=

)های بزرگ محاسبۀ nبرای  )nP kبا تعداد زیاد روی چنین ∑شود و بدتر از آن وقتی است که  مشکل می ( )nP kهایی 
 .داشته باشیم

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 .افتد و توضیح دقیق آن در کتاب آمده است اتفاق میnpکه مقدار ماکزیمم آن در حدود 

) صحیح نباشد، p(n+1)اگر ( )mk n 1 p=  +  و اگر (n+1)p ،صحیح باشد ( )
( )

1

2

k n 1 p 1
k n 1 p

= + −
 = +

( 
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nPتقریب  (k) برای nهای بزرگ: 
)زدن برای تقریب )nP k برای nشیفت یافته و (توان از منحنی نرمال استفاده کرد یهای بزرگ مscaleشده .( 

 
 ):گوسی(منحنی نرمال 

2

2

x
2

x
2

1 e
2

1 e 1
2

−

+∞ +∞
−

−∞ −∞

=
π

=

= =
π∫ ∫

g(x)

g(x) g(-x)

g(x)dx dx

 

 
 
 
 
 

 . هستند1- و 1 بسیار کوچک است و نقاط عطف آن (3 ,3-)خارج بازۀ  برای g(x)مقدار 

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5

g(x)
.1 0 4

2π
�

3− 3+
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 :g(x)انتگرال 
2x x u

2

1
2

1 e
2

0
1

1

−

−∞ −∞

=
π

∞ =
∞ =

=

= −

∫ ∫G(x)= g(u)du du

G(- )
G(+ )
G(0)
G(-x) G(x)

 

 
 
 
 
 

G(x) 3رای در جداول ب x 3− ≤  . قید شده است≥
xبرای  3> ،G(x)  نزدیک است و داریم1خیلی به : 

:11 x 3
x

− >G(x) g(x)�  

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

.0 5

G(x)1
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 :) Laplace Theorem-De Moivre (لاپلاس -قضیۀ دموآور
 :های بزرگ داریمnبرای 

( )n
1P k k -g( )� η
σ σ

 

: که در آن
np

npq

=


=

η

σ
 . است

 :یعنی
( )2k np

2npqk n kn 1p q e
k 2 npq

−
−

− 
  π 

�  

npq: به شرط اینکه 0 و �1 np 3 npq k np 3 npq n< − < < + <. 
)... یعنی کل گسترش ( )nP k و 0 باید در محدودۀ n باشد و نیز k 3خارج ناحیۀ  مورد نظرσتابع ناچیز شده و ، چون مقدار نباشد 

 .)شودخطای نسبی تقریب زیاد می
 

 ).35، ص Beckmannاثبات در کتاب (پذیریم این قضیه را بدون اثبات می
 .شودتوان نشان داد که حد نسبت اینها یک میاصولاً می
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برای  بزرگتری nشود و ی به صفر یا یک نزدیک شود، تقریب خرابتر مpبهتر است و هر چه  0.5 های نزدیک بهpاین تقریب برای 
بعداً تقریب پواسون را (رود، در حالی که منحنی نرمال متقارن است  از بین میایمنحنی دوجملهتقارن چون .  خوبی تقریب لازم است

 ).خواهیم دید
 

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 500

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

0.18

0.2

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

.
n 50
p 0 1
=
=

 ایدوجمله
 نرمال

.
n 50
p 0 6
=
=

ایدوجمله
 نرمال
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 :لاپلاس-قضیۀ انتگرال دموآور
2

1

k
k n k

k k

n
p q

k
−

=

 
 
 

∑ 2 1k - np k - npG( ) -G( )
npq npq

�  

): به شرط اینکه )npq 2k( و �1 np 3 npq n< + ) یا > 10 np 3 npq k< − <. 
لذا .  نظر استها قابل صرفدر مقابل سایر جمله 3σهای متناظر با خارج محدودۀ  خارج از محدوده باشد، جملهk2 یا k1  یکی ازاگر(

 .)باز تقریب قابل استفاده است
 

 کم k2 و k1که خصوصاً وقتی تفاوت  k2 + 0.5 و k1 - 0.5نی با در نظر گرفتن ، یع)74ص (تقریب بهتری هم در کتاب آمده است 
 .باشد، بهتر است

 
np: چون از شرط دوم داریم k1 = 0برای  3 npq> جملۀ دوم ،G  تقریباً صفر استشود و لذا  می3-عددی کوچکتر از. 
 :یعنی

2k
k n k

k 0

n
p q

k
−

=

 
 
 

∑ 2k - npG( )
npq

�  

npq: به شرط اینکه 20 و �1 np 3 npq k np 3 npq n< − < < + <. 
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 :، خواهیم داشت)خرابی دیودها( داشتیم 12ر صفحۀ  مثالی که دبرای :مثال
.

( ) ?

( . ) .
. .

( . ) .

. :
. . :

( . ) ( . ) .

7

n
k 0

2

7
k 100 k

k 0

p 0 15
n 100 P k
k 7
np 15

np 3 npq 15 3 3 57 4 3
npq 12 75 npq 3 57

np 3 npq 15 3 3 57 25 7

12 75 1
0 4 3 7 25 7 100

100
0 15 0 85 0 0

7

=

−

=

=
 = → =
 =

=


 − = − = = ⇒ = ⇒  + = + =
→
→ < < < <

 
⇒ = = 

 

∑

∑ 7 -15G( ) G(-2.24)
3.57

�

� 125

 

 ). بود0.0122جواب دقیق (
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 :لاپلاس-تعمیم قضیۀ دموآور

( , , , ) :
, , ,

( )

r 2
i i

i 1
1 2 r

1 q x
2

k k k i i
n 1 2 r 1 2 r ir 1

1 2 r i ir 12
1 2 r

n e k npP k k k p p p x
k k k np q

2 p p p n

=
−

−
−

∑
  −

= = 
  π

… " �
…

"
 

 
 را که قانون اعداد بزرگتوانیم حالت خاصی از می) که حالت خاصی از قضیۀ حد مرکزی است(لاپلاس -دموآورتفاده از قضیۀ با اس

 .بعداً خواهیم دید اثبات کنیم
 

 :)The Law of Large Numbers(قانون اعداد بزرگ 
 :اریمبار اتفاق افتد، دk مرتبه تکرار آزمایشی n در Aواقعۀ به وسیلۀ قضیۀ لاپلاس دیدیم که اگر 

{ }1 2P k k k≤ ≤ −2 1k - np k - npG( ) G( )
npq npq

�  

kهای بزرگ، nدهیم که برای به این وسیله نشان می
n

این همان چیزی است که در تعبیر تجربی احتمال .   خواهد بودp نزدیک به 
 .کنیمداشتیم و حالا مفهوم دقیق ریاضی برای آن بیان می
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0nبزرگ انتخاب شود، برای هر  به قدر کافی 0nاگر  :قضیه n>داریم : 

{| | }kP p 1
n
− ≤ ε ≥ − δ  

0εبه عبارت دیگر برای هر   : داده شده داریم<

{| | } nkP p 1
n

→∞− ≤ ε →  

 :اثبات

{| | } {( ) ( ) }k kP p P p n p n
n n

2 1

− ≤ ε = − ε ≤ ≤ + ε = −

= − = −

(p+ ε)n - np (p - ε)n - npG( ) G( )
npq npq

n n nG(ε ) G(-ε ) G(ε )
pq pq pq

 

0εپس برای هر  ∞→n→∞:  داده شده داریم<
nε
pq

→nnG(ε∞→1:  و لذا خواهیم داشت )
pq

 ؛

 :در نتیجه داریم

{| | } nkP p 1
n

→∞− ≤ ε →  



 

 22

k، %9/99یک سکۀ سالم را چند بار بیندازیم تا به احتمال  :مثال
n

 . باشد(0.51 ,0.49) در بازۀ 

{| | }

{| | . } . .

. .

kP p 2 1
n
k 1P 0 01 2 1 0 999 0 9995
n 2

0 02 n 3 291 n 27077

− ≤ ε = −

− ≤ = − = ⇒ =

⇒ = ⇒ =

nG(ε )
pq

G(0.02 n ) G(0.02 n)  
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 :وقایع نادر
p نادر الوقوع باشد، یعنی Aدر آزمایش برنولی اگر واقعۀ  npقدر بزرگ باشد که  آنn باشد، در صورتی که �1 توان از ، می�1

 . باشد، شرط صحت قضیۀ لاپلاس دیگر برقرار نخواهد بود1حدود  در npولی اگر .  قضیۀ لاپلاس استفاده کرد
 

 :)Poisson Theorem(ن قضیۀ پواسُ

( )
!

k

nP k e
k

−η η�  

 :یعنی
( )

!

k
npk n kn npp q e

k k
−− 

 
 

�  

p: در صورتی که n و �1  ). باشد10 تا 1 در حدود  عددی مثلاnpًو (باشد  np در حدود k و �1
 )78اثبات در کتاب، ص (
 

lim :که) 39، ص Beckmannدر کتاب (توان نشان داد در واقع می ( )
!

k

n
n
p 0
np

P k e
k

−

→∞
→
→

= η

η

η
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ایدوجمله
 پواسون



 

 25

 : خواهد بود و داریم = 3np باشد،  = 03/0pحال اگر .   بود = 100n، )خرابی دیودها(در مثالی که قبلاً داشتیم  :1مثال 

( . ) ( . ) ( ) .
! ! ! ! ! ! !

7 7 k 2 3 4 5 6 7
k 100 k 3 3

k 0 k 0

100 3 3 3 3 3 3 30 03 0 97 e e 1 3 0 988
k k 2 3 4 5 6 7

− − −

= =

 
= + + + + + + + = 

 
∑ ∑�  

 .باشد می0.989جواب دقیق 
 

 :تعمیم قضیۀ پواسن
!( , , , ) :

! ! ! !

i
1 2 r i

r 1 k
k k k i

n 1 2 r 1 2 r i i
1 2 r ii 1

nP k k k p p p e np
k k k k

−
−

=

= =∏ η η η… " �
"

 

,  هربا فرض اینکه برای , ,i 1 2 r 1= ip: داشته باشیم …− 1�. 
 

خیلی کوچک در عددی خیلی بزرگ حاصلضرب عددی  ke−ηηزیرا  (کند بزرگ استفاده از تقریب پواسن مشکل پیدا میk و ηبرای 
با فرض (گردیم یعنی دوباره به استفاده از قضیۀ لاپلاس برمی.  توان با نرمال تقریب زدتوان نشان داد که پواسن را میو می) شودمی

 ).برقراری شرایط قضیۀ لاپلاس
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 :نقاط پواسن
تلفنی در یک مرکز تعداد مکالمات مثلاً .  استفادۀ زیادی دارد پواسنبا نقاط تصادفی در زمان یا مکان سر و کار داریم توزیع وقتی 
وقوع زلزله یا جنگ در مغناطیسی یا پارچه، تعداد در مدت مشخصی از زمان، تعداد نقاط خرابی روی طول مشخصی از یک نوار سوئیچ 

از تعداد ذرات اتمی منتشر شده ال، بیمۀ عمر در یک سشدگان تعداد فوتتعداد اشتباهات چاپی روی یک صفحه، مدت زمانی معین، 
در طی زمان مشخصی برخورد کنند و یا تعداد الکترونهای منتشر شده از یک مادۀ فوتوالکتریک که به هدف خاصی یک مادۀ رادیواکتیو 

 .در اثر تابش نور در طی مدت زمانی مشخص
n: در این آزمایشها p و ∞→  .np→λ: ، ولی→0

 
 . است(T ,0) نقطه در n محدود آزمایش تصادفی تکراری ما انتخاب nبرای 
 .دانیمبود، اما کجای آن را نمی خواهند (T ,0) فاصلۀ نقطه در nهمۀ یعنی 

 
یعنی واقعۀ .  است، قرار گیرند t2 - t1 = τکه  (t1, t2) نقطه در فاصلۀ nتا از این kخواهیم که احتمال این را می

{ ( , )}1 2A t t t=  .بار اتفاق افتدkبار تکرار آزمایش n در ∋

{P τ {k نقطه در فاصلۀ زمانی :k n kn
p q p

k T
− 

= = 
 

τ  

τ0

τ

0 T1t 2t
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p خیلی بزرگ  و nاگر 
T

=
τب پواسن داریم خیلی کوچک باشد، با استفاده از تقری: 

{P τ k نقطه در فاصلۀ زمانی ( ) ( )} :
! !

n k kn
TT ne e
k k T

− −= = =
τ τ

λτ λτ λ�  تعداد نقاط در واحد زمان 

 
Tاگر  pیعنی معادلاً  (∞→ nو ) →0  : دقیق شده و داریمثابت نگه داریم، تقریب فوق را λ، ولی ∞→

{P τ k نقطه در فاصلۀ زمانی ( )}
!

k
e

k
−= λτ λτ  

{P {k نقطه در واحد زمان
!

k
e

k
−= λ λ  
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طول بازه ک باشد، متناسب با در صورتی که بازه کوچاحتمال وقوع یک نقطه در هر بازه از جمله خواص نقاط پواسن این است که 
 :است، زیرا

 
{P τ {یک نقطه در فاصلۀ زمانی e−= λτλτ λτ�  

 :به عبارت دیگر
{ }lim lim

0 0

P e−

→ →
= =λτ

τ τ
λ λ

τ
 

 .یشه یکسان استها هماست و نرخ متوسط وقوع پدیده ایستان فرایندیعنی .  نیست λ(t) عدد ثابتی است و λتوجه کنید که 
 

 :توان نشان داد کههمچنین می
{ }lim

0

P 0
→

=
τ τ

 

: چون احتمال موجود در صورت کسر عبارت است از(
!

2 2
e

2
−λτ λ τ( 

 

τکوچک  

 τ یک نقطه در فاصلۀ زمانی

 τ ک نقطه در فاصلۀ زمانیبیش از ی



 

 29

 ). کتاب80 ص اثبات در(در نظر بگیریم، احتمالها مستقل خواهند بود دو بازۀ غیرمتلاقی را ویژگی دیگر نقاط پواسن این است که اگر 

 
1دو بازۀ غیرمتلاقی باشند و  (t3, t4) و (t1, t2)یعنی اگر  2 1t t= −τ 2 و 4 3t t= −τباشد، داریم : 

{P τ1 درنقطه  k1 و τ2 درنقطه  k2} {P= τ1 درطهنق  k1} {P τ2 درنقطه  k2} 

1τ

0 1t 2t T

2τ

3t 4t
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که اگر بخواهیم تعداد نشان داد ) 166 راس، ص -ای  یا با استفاده از توزیع دوجملهبا استفاده از معادلات دیفرانسیل(توان اصولاً می
 : کند، توزیع پواسن خواهیم داشتای در طی مدت مشخصی از زمان در شرایط زیر صدقوقوع پدیده

 :متناسب با طول فاصله باشد) فاصلۀ زمانی بسیار کوتاه(احتمال وقوع پدیده در هر فاصلۀ زمانی در حد . 1  
 

{P τ ={یک نقطه در فاصلۀ زمانی +O( )λτ τ  

    O( )τی آن  تابعی است که براlim
0

0
→

=
O( )

τ

τ
τ

  وقتی ατ مانند ،به سمت صفر رود τ سریعتر از τ باشد، یعنی با کاهش 
1αکه       . باشد<
 
 : صفر باشد)فاصلۀ زمانی کوتاه(پدیده در یک فاصلۀ زمانی بیش از یک بار اتفاق افتد در حد احتمال اینکه . 2  

{P τ )O={بیش از یک نقطه در فاصلۀ زمانی )τ  
 
 .غیرمتلاقی مستقل باشدتعداد وقوع پدیده در دو بازۀ زمانی . 3  
 

 .رسیمتوان نشان داد که به توزیع پواسن میبا صرف این سه شرط می
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وابستگی ضعیف البته اگر .  آزمایشها بودپواسن، استقلال ای و تقریبهای آن از جمله جملهدوشرط صحت به کار بردن توجه کنید که 
 .باشد نیز تقریب مناسب خواهد بود

 
 :ام در پاکت خود باشد، داریمi، قرار گرفتن نامۀ Aiألۀ تطابق، اگر واقعۀ مثلاً در مس

( ) , ( )
( )i i j

1 1P A P A A
n n n 1

= =
−

 

 . بزرگ خیلی کم استهایnبرای تگی آنها ولی بس.  ها مستقل نیستندAiیعنی 

nnpبا پارامتر به طور تقریبی دارای توزیع پواسن است که تعداد موفقیتها  منطقی لذا 1
n

=  .باشد =

1های بزرگ، احتمال هیچ موفقیت برابر با n برای یعنی
e

 موفقیت برابر با k و احتمال 
!

1e
k

−

 . است

 



  RV(Random Variable( تصادفی متغیر: 4فصل 
Chapter 4 
Chapter 5: Section 5.2 

 

 تابع یک متغیر تصادفی .6    تعریف متغیر تصادفی .1

 میانگین و واریانس یک متغیر تصادفی .pmf           7تابع  .2

 های خاصمیانگین و واریانس برخی توزیع .CDF           8تابع  .3

 گشتاورهای یک متغیر تصادفی .pdf            9تابع  .4

 های خاصبرخی توزیع .5



 1

 .دهدکه به هر یک از نقاط فضای نمونه عددی را نسبت می x(ω) دفی تابعی است از نقاط فضای نمونه مثلمتغیر تصا
 

 .ای از اعداد حقیقی است آن مجموعه(Range) است و برد Ω این تابع مجموعۀ (Domain) دامنۀ
 
 
یقی که مورد بحث ما است، متغیر تصادفی حق(

متغیر تصادفی .  دهدعددی حقیقی را نسبت می
 .)دهدنسبت می مختلط، عددی مختلط را

 
 
 

مثلاً در پرتاب دو تاس مقدار حاصلجمع اعداد دو تاس یا .  چون خیلی اوقات به جای نتایج آزمایش، تابعی از نتایج مورد توجه ما است
 .رهای ظاهر شده ممکن است مد نظر باشد تعداد شی، مجموعهادر پرتاب سکه

 

Ω 1ω
2ω

Nω

محور اعداد حقیقی
( )1 1x = ωx ( )2 2x = ωx( )N Nx = ωx
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 :در آزمایش پرتاب سه سکۀ سالم داریم :مثال
N{ , , }

81

HHH TTT
ωω

Ω = …�	
  

 :مثلاً تعداد شیرها یک متغیر تصادفی است
 = ω x(ω)تعداد شیرها در واقعۀ 

ω HHH HHT HTH HTT THH THT TTH TTT 
x(ω) 3 2 2 1 2 1 1 0 

 
) اینکه حال در مثال فوق احتمال ) 1ω ≤xاحتمال .  شودها تعریف می باشد چیست؟  احتمال روی واقعه( ) 1ω ≤x یعنی احتمال 

)هایی که برای آنها ωمجموعۀ آن  ) 1ω ≤xباشد : 

{ } { : ( ) } { , , , } 4P 1 P 1 P HTT THT TTH TTT
8

≤ = ω ω ≤ = =x x  

}: نویسیمبه طور خلاصه می }x≤xای از اعداد نیست بلکه یعنی، ولی این مجموعه :{ : ( ) }xω ω ≤x. 
 

)احتمال اینکه  ) 2ω =xباشد چیست؟  

{ } { : ( ) } { , , } ( ) ( )2 3 233 1 1P 2 P 2 P HHT HTH THH
28 2 2

− 
= = ω ω = = = =  

 
x x  
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 :یعنی
 
 
 

{ }
{ }
{ }

0

1 2

A x
B x
C x x

= ≤
= =

= < ≤

x
x

x
 

 
 
 
 

}حال مثلاً اگر احتمال  }x≤x را برای هر xهای مورد نظر را خواهیم داشت و لزومی به دانستن فضای  بدانیم، احتمال همۀ واقعه
 . نیستΩاحتمال 

 
دهیم که یعنی اجازه می).   صفر باشدωمگر آنکه احتمال آن ( شود ∞+ یا ∞−نباید  x(ω) اعداد حقیقی نیستند، لذا ∞+ یا ∞−
x(ω)  برای برخیω شود مشروط بر آنکه احتمال آن ∞+ یا ∞−ها ωها صفر باشد: 

{ } { }P P 0= +∞ = = −∞ =x x  

A B C 

x x0 x1 x2 
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، مجموعۀ x هر عدد حقیقیبرای به طوری که  ω∈Ω حقیقی از نقاط فضای نمونۀ تابعی است x(ω)متغیر تصادفی حقیقی : تعریف(
{ ( ) }xω ≤x  یک واقعه باشد و{ } { }P P 0= +∞ = = −∞ =x x( 

 
 .رش باشدقابل شما) برد تابع(تواند اختیار کند می x(ω)متغیر تصادفی را گسسته گویند هرگاه مقادیری که 

 
های ها، مشخص کردن احتمال واقعهراه برای مشخص کردن احتمال واقعهترین در حالت گسسته مثل مثالی که داشتیم ساده

{ }ix=x برای xi احتمال نسبت به مشخص کردن (های ممکنه است{ }x≤x برای هر x.( 
 

 : یا تابع احتمال یا تابع فراوانیbility Mass FunctionProba( pmf(تابع جرمی احتمال 
اختیار کند، تابع احتمال متغیر ...  و p1 ،p2 ،p3را با احتمالهای ) قابل شمارش... ( و x1 ،x2 ،x3 فقط مقادیر ممکن xاگر : تعریف
 :شودبه صورت زیر تعریف می xتصادفی 

( ) Prob{ } i ip x x
P x x

0 otherwise↓

↑ =
= = = 


x x  

  )P(xi): توان حذف کرد را میx یک متغیر تصادفی سروکار داشته باشیم اندیس اگر فقط با(

 آرگومان تابع

بیانگر نوع تابعیت
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 : داریمi = 0, 1, 2, 3در مثالی که داشتیم، برای 

( ) Prob{ } ( ) ( )

1
8
3

i 3 i 8
3
8
1
8

i 03
i 13 i1 1P i i
i 2i 2 2 8
i 3

−

= 
  =   = = = = =   =  
 =

x x  

 .Px(x) = 0: ها داریمxو برای سایر 
 
 

  مقدارقابل شمارش است که فقط در یک سری نقاط محدود یا حداکثر Px(x)تابع 
 .یرصفر داردغ

x 

( )P xx

0 1 2 3 

1
8

1
8

3
8

3
8
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}های چون احتمال واقعه(ها اعدادی بین صفر و یک هستند P(xi)به طور کلی روشن است که  }ix=xو داریم) اند: 

( )i
i 1

P x 1
∞

=

=∑  

 :مثلاً در مثال فوق داریم.  ها قابل محاسبه استP(xi) با داشتن ،اگر احتمال هر واقعه را بخواهیم

{ . } { } { } 1 3 4P 1 1 P 0 P 1
8 8 8

≤ = = + = = + =x x x  

 : داریمAهر زیرمجموعه از اعداد حقیقی مثل و به طور کلی برای 
Prob{ } ( )

i

i
x A

A P x
∈

∈ = ∑x  

 
 .شودتابع احتمال برای متغیر تصادفی گسسته تعریف می

 
} احتمال تواند اختیار کند غیرقابل شمارش باشد، تعیینوقتی متغیر تصادفی پیوسته باشد یعنی مقادیری که می( }ix=xها 

 .)توانیم تابع توزیع انباشته را مطرح کنیمدر اینجا می.  اغلب همه صفرند.  کندکفایت نمی
 .در مهندسی برق خیلی اوقات با متغیرهای تصادفی پیوسته مثل ولتاژ، توان و امثالهم سروکار داریم
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 :ion FunctionCumulative Distribut( CDF(تابع توزیع انباشته 
 :طبق تعریف داریم

( ) Prob{ }F x x
↓

↑
= ≤x x  

 .)کند کفایت میF(x)اگر فقط با توزیع یک متغیر تصادفی سروکار داشته باشیم، (
 

}های متغیر تصادفی پیوسته و چه گسسته اگر احتمال واقعهچه برای  }x≤x را برای هر xها همۀ واقعه بدانیم، احتمال 
 .تواند متغیر تصادفی را توصیف کندبه طور کامل می F(x)پس .  مشخص خواهد شد

 

 آرگومان تابع

بیانگر نوع تابعیت
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 :در مثالی که داشتیم :1مثال 
( . ) { . }
( ) { }

( . ) { . }

( . ) { . }

( ) { }

( . ) { . }
( ) { }

1
8

1
8
1
8

4
8

4
8

F 0 001 P 0 001 0
F 0 P 0

F 0 001 P 0 001

F 0 999 P 0 999

F 1 P 1

F 1 0001 P 1 0001
F 10 P 10 1

− = ≤ − =

= ≤ =

= ≤ =

= ≤ =

= ≤ =

= ≤ =

= ≤ =

x

x

x

x

x

x

x

x
x

x

x
x

x
x

 

 
 . به صورت پلکانی استFx(x)در حالت گسسته 

x 
0 1 2 3 

1
8

7
8

4
8

1
( )F xx
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}:  گسستهRVدانیم که در مورد می } ( )
i

i
x A

P A P x
∈

∈ = ∑x؛ لذا داریم: 

( ) { } ( ) ( ) ( )
i

i i i
x x i

F x P x P x P x u x x
≤

= ≤ = = −∑ ∑x  

 :که

( )
1 x 0

u x
0 x 0

≥
=  <

 

 :و همچنین
( )k kP x x= ) مقدار پرش F(x) در  ) ( )k kF x F x−= −  

 .)به طور ریاضی نیز این را نشان خواهیم داد(
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]در زمانی کاملاً تصادفی بین  یک مکالمۀ تلفنی :2مثال  , ]0 T شودواقع می. 
{ : }t 0 t TΩ = ≤ ≤  

1به طوری که برای هر  20 t t T≤ ≤ ≤: 

{ } 2 1
1 2

t tP t t t
T
−

≤ ≤ =  

 : خود زمان وقوع مکالمۀ تلفنی باشد، داریم،اگر متغیر تصادفی ما
 

( ) :
( )

( ) { ( ) } { }

( )

t t 0 t T
P 1 x T

xF x P t x P 0 t x 0 x T
T

P 0 x 0

= ≤ ≤

Ω = >
= ≤ = ≤ ≤ = ≤ ≤


∅ = <

x

x

x
 

 
 .شود یکنواخت حاصل می برای توزیعRampتابع توزیع انباشتۀ 

 
 های منفی متناظر باxمثلاً (ها تعریف شده است x برای همۀ F(x) بودند، ولی T تا 0 اعداد بین Ωتوجه کنید که عناصر 

 ).شوند و احتمال صفر دارندمی ∅مجموعۀ 

0 T 

1

( )F x

x 
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 :(CDF)خواص تابع توزیع انباشته 
1) ( )F 0−∞ =  

 :زیرا

( ) { }F P 0−∞ = = −∞ =x  
 

2) ( )F 1+∞ =  
 :زیرا

( ) { }F P 1+∞ = ≤ +∞ =x  
 
3) ( ) ( ) :1 2 1 2x x F x F x< ⇒ ≤  F(x) تابعی غیرنزولی است 

 :زیرا
{ : ( ) } { : ( ) } { } { } ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2x x x x P x P x F x F x< ⇒ ω ω ≤ ⊂ ω ω ≤ ⇒ ≤ ≤ ≤ ⇒ ≤x x x x  

): شود کهاز اینجا نتیجه می )0 F x 1≤  .، یک است∞+، صفر و در ∞−، زیرا دیدیم که در ≥
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4) { } ( )P x 1 F x> = −x  
 :زیرا

{ : ( ) } { : ( ) } { } { } ( ) ( )c cx x P x 1 P x 1 F x F xω ω > = ω ω ≤ ⇒ > = − ≤ = − =x x x x  

 
}اغلب در مخابرات با  }P x>x که مکمل ) بزرگتر شدن از یک سطح آستانه( سروکار داریمF(x)شود می. 

 
5) { } ( ) ( )1 2 2 1P x x F x F x< ≤ = −x  

 :زیرا

( ) ( )

{ } { } { }

{ } { } { }

{ } ( ) ( )
2 1

2 1 1 2

2 1 1 2
F x F x

1 2 2 1

x x x x

P x P x P x x

P x x F x F x

↓ ↓
≤ = ≤ < ≤

⇒ ≤ = ≤ + < ≤

⇒ < ≤ = −

x x x

x x x

x

∪

��	�
 ��	�

 

 
2xاز همین جا به ازای  x= 1 وx x= − ε و میل دادن εشود که به سمت صفر نتیجه می: 

{ } ( ) ( )P x F x F x−= = −x  

دو مجموعۀ جدا از هم
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) با F(x) داشته باشیم، F(x)اگر پرش در  )F x− به اندازۀ ( ) { }P x P x= =x  متفاوت خواهد بود، ولیF(x) به هر حال از راست 
 :پیوسته است، یعنی

( ) ( ) { }

( ) { }

( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0

0 0

0 0 0 0 0

F x F x P x

F x P x

p F x F x F x F x

+

−

+ − −

= = ≤

= <

= − = −

x

x  

 
}ضمناً با توجه به ( } ( ) ( )P x F x F x−= = −xداریم : 

{ } ( ) ( )1 2 2 1P x x F x F x−≤ ≤ = −x( 
 
 
 
 
 

6) ( ) ( )F x F x+=  
 )110، ص DeGroot اثبات به طور دقیق ریاضی، کتاب قابل(
 

x 
0 x0 

1
( )F x

p0 
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 :توانیم گسسته یا پیوسته بودن متغیر تصادفی را طور دیگری نیز تعریف کنیم را فهمیدیم میF(x)حال که 
 . به صورت پلکانی باشد، مانند مثالی که برای سه سکه داشتیمF(x) گویند اگر (Discrete)متغیر تصادفی را گسسته 

 :الت همان طور که قبلاً دیدیمدر این ح
{ } ( ) ( ) ( )i i i i iP x F x F x p P x−= = − = =x  

 . هستند معادل استقابل شمارش xتعریف فوق با  این تعریف که مقادیر ممکنه برای 
 

 پیوسته نیز Ωای روی آن گسسته خواهد بود، ولی روی فضای x باشد، هر قابل شمارش (Ω)توجه کنید که گر چه اگر فضای نمونه 
 .سسته تعریف کرد گxتوان می
 

 : باشد و تعریف کنیمΩای در فضای نمونۀ غیرقابل شمارش  واقعهAمثلاً اگر 

)A متناظر با واقعۀ (Zero-One RV)صفر -متغیر تصادفی یک ) :
1 A
0 A

ω∈
ω =  ω∈/

x 
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)در این صورت اگر  )P A p= و ( )P A 1 p q= −  : باشد، داریم=

 
 

 . پیوسته باشدx برای هر F(x) گویند اگر (Continuous) متغیر تصادفی را پیوسته
 

 ):تلفن(مانند مثالی که داشتیم 

x 
0 

1
( )F x

p 

1 

q 

0 T 

1

( )F x

x 
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}:  داریمxگیریم که برای هر  برای متغیر تصادفی پیوسته، نتیجه می5با توجه به ویژگی  }P x 0= =x. 
 

 . دارای ناپیوستگی باشد، ولی پلکانی نباشدF(x)گویند اگر  (Mixed)ی را از نوع مخلوط متغیر تصادف
 xگرفت، چون در هر دو تعداد مقادیر ممکنه برای تعریفی که قبلاً برای متغیر تصادفی پیوسته کردیم دو نوع اخیر را با هم در برمی(

 .)شمارش استغیرقابل

 
x 

0 

1
( )F x
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 است، ولی 10کننده بهرۀ تقویت.  است) احتمال یکنواخت (1 و 0ای، ولتاژی کاملاً تصادفی بین کنندهولتاژ ورودی تقویت :لمثا
 .شود اشباع میV 4 است و برای بیشتر از آن روی V 4حداکثر ولتاژ خروجی 

 
{ }4=x دارد و سایر 6/0 احتمالی برابر با { }x=xها احتمالشان صفر است. 

 

0 1 

1

( )F xx

x 
0 10 

1

( )F yy

y 

اگر اشباع نبود

4 

0.4 

0 4 

1

( )F yy

y 

با توجه به اشباع

0.4 
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 :)Percentiles() نقاط درصد(ها صدک
)گوییم وقتی می )F x u=x  یعنی به احتمالu متغیر تصادفی x از مقدار xکوچکتر یا مساوی (شود  بزرگتر نمیxخیلی ).   است

 ؟ استx کوچکتر یا مساوی کدام 95/0 به احتمال xخواهیم ببینیم متغیر تصادفی مثلاً می.  ماوقات با عکس مسأله مواجهی
( ) { }F x P x u= ≤ =x  

0 u 1≤ ∞−x داده شده و ≥ ≤ ≤  : مطلوب است∞+
)uتابعی از  ) :1

ux F u−= 
ux را صدک u-100 ام متغیر تصادفیx0.مثلاً .   گویند 95xصدک نود و پنجم است ،. 

 

x 
0 

1
( )F x

.0 5

m 
u 

.0 5

m 

0 1

( )1x F u−=



 19

x 
0 

1
G(x)

.0 5 m 0=

 .گویند...  اول، صدک بیستم را دهک دوم و (Decile)صدک دهم را دهک 
 .لا گویندام را چارک سوم یا با75اول یا پایین و صدک  (Quartile)ام را چارک 25صدک 

 
 . گویند(Median)مهمتر از همه اینکه صدک پنجاهم را چارک دوم یا میانه 

 :مقداری است که به ازای آن داریم x متغیر تصادفی (m)پس میانۀ 
( ) .F m 0 5=x  

 
 

) :مثال )F x =x G(x)؛ 
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x 
0 1 2 3 

.0 3

1

( )F xx

.0 6 m 1=

x 
0 

1
( )F x

.0 5

)ای قطه پرش داشته باشد و لذا در هیچ نFولی ممکن است  ) .F x 0 5=xنشود : 
 

 
 
 
 
 
 

 :یا ممکن است یک بازه میانه باشد
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 : مقداری است که برای آن داشته باشیمm، میانۀ xبرای متغیر تصادفی  :تعریف میانه

{ } , { }1 1P m P m
2 2

≥ ≥ ≤ ≥x x  

 
 :x(F(به دست آوردن تجربی 

  را مرتب(xi : i = 1, 2, …, n)بار nدر این  xادیر حاصله برای متغیر تصادفی کنیم و مقبار تکرار میnآزمایش تصادفی را 
 .کنیممی

 
 : تقریبی آن را به دست آوریمF(x)توانیم دانیم میمثلاً با قرائت مکرر ولتاژ نویزی که توزیع آن را نمی

nx تعداد xi هایی است که برای آنهاix x≤است ( ) ( ) :x
n

nF x F x
n

=� 

 .کند بزرگ منحنی تجربی به واقعی میل میnبرای 

x 
0 

1

xmin xmax 

F(x)واقعی  

Fn(x)تجربی 

1
n
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1، پله به جای )در مورد متغیر تصادفی گسسته معمولاً این طور است(اگر یک مقدار بیش از یک بار حاصل شود 
n

 ،k
n

 .  خواهد بود
 : بار تکرار آزمایش، این نتایج حاصل شده باشند، داریم10در سکه که داشتیم اگر سه در مثال مثلاً 

 3 2 1 صفر تعداد شیرها
 یک بار سه بار چهار بار دو بار تعداد وقوع

 

 
 :مقادیر واقعی

( ) 1
8F 0 =   ( ) 4

8F 1 =   ( ) 7
8F 2 =   ( )F 3 1=  

 
 .)به صورت مشابهی منحنی صدک نیز به طور تجربی قابل تخمین است(

x 
0 1 2 3 

.0 2

.0 9

.0 6

1
( )nF x
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0 T 

1

( )F x

x 
0 T 

1
T

( )f x

x 

 : Probability Density Function(pdf(تابع چگالی احتمال 
کنند آن است که تعریف می را xدفی هایی که متغیر تصابرای متغیر تصادفی پیوسته راه دیگر برای مشخص کردن احتمال واقعه

 .تابعی که بیانگر چگالی احتمال است را داشته باشیم)  کردیمα(x)با تعریف  Ωهای مشابه آنچه مستقیماً برای احتمال خود واقعه(
 .)کنیمنسبت به میزان محتمل بودن مقادیر مختلف پیدا می) CDFدر مقایسه با (دید بیشتری  pdfبه وسیلۀ (

pdf کنیمبه صورت زیر تعریف می را: 
( )( ) dF xf x

dx
= x

x  

 . آن با تابع احتمال یکی است(Notation) نتاسیون در کتاب
 .یند گوxمتغیر تصادفی ) pdfبیشتر (یا توزیع ) CDFبیشتر ( را تابع توزیع pdf و گاهی CDFگاهی 

 
] در مثال مکالمۀ تلفنی کاملاً تصادفی بین :مثال , ]0 Tدیدیم که : 
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 :(pdf)خواص تابع چگالی احتمال 
 

1) { } ( )dx2

1

x
1 2 x

P x x f x≤ ≤ = ∫ xx  

 
 
 )یعنی واقعاً تابع چگالی احتمال است(
 

 
 :دانیم کهمی: اثبات

{ } ( ) ( )1 2 2 1P x x F x F x≤ ≤ = −x  
 : داریمpdfو از تعریف 

( ) ( ) ( )dx2

1

x
2 1 x

F x F x f x− = ∫  

 ). که متغیر تصادفی را پیوسته فرض کردیمتوجه کنید(پس حکم ثابت است 
1xضمناً اگر در رابطۀ فوق  =  : قرار دهیم، داریم∞−

( ) ( )du
x

F x f u
−∞

= ∫  

( )f x

1x 2x
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xهمچنین از خاصیت فوق وقتی  0∆  : داریم→
}) مفهوم چگالی( } ( )P x x x f x x≤ ≤ + ∆ = ∆x 

 :یا
{ }( ) lim

x 0

P x x xf x
x∆ →

≤ ≤ + ∆
=

∆
x  

 
)این در واقع ( )f x+ است، چون CDF یک متغیر تصادفی پیوسته اگر چه 

ممکن است مشتق راست و چپ برابر .  پذیر نیستپیوسته است، ولی لزوماً مشتق
در .   خواهیم داشت، مانند مثال بالاf(x)نباشند، در این صورت ناپیوستگی در 

 نسبت دهید، f(x)توانید به وجود ندارد هر مقداری را می مشتقچنین نقاطی که 
 .)مثلاً مشتق راست را

 
2) ( )f x 0≥  

 . غیرنزولی استF(x)چون 
)f چگالی احتمال مانند P تابع احتمال نامنفی است، ولی fتواند به سمت تواند بزرگتر از یک هم بشود و حتی می چگالی احتمال می

)نهایت برود، مثلاً بی ) ( )
1
32f x x u x

3
−

=( 

( )f x

x x+ ∆x
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3) ( )dxf x 1
+∞

−∞
=∫  

)چون  )F 1+∞ )مشابه خاصیت ( است = )i
i 1

P x 1
∞

=

 ). برای تابع احتمال∑=
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 :ته با تابع چگالی زیر استقبل از خرابی یک متغیر تصادفی پیوس) روزبر حسب (مدت زمان کارکرد یک کامپیوتر  :مثال
  کار کند چقدر است؟روز 150 تا 50ین باحتمال اینکه کامپیوتر  )الف
  کار کند چقدر است؟روز 100احتمال اینکه کمتر از   )ب
 
 

 )الف

( )dx dx ( )

{ } dx .

x x
100 100

0

x x 1 3150 150100 100 2 2
5050

1f x 1 e 1 100 e 100 1
0 100

1P 50 150 e e e e 0 384
100

+∞ +∞ − −

−∞

− − − −

+∞
= ⇒ λ = ⇒ −λ = λ = ⇒ λ =

< < = = − = − =

∫ ∫

∫x

 

 
 )ب

{ } dx .
x x100 100 1100 100

00

1P 100 e e 1 e 0 632
100

− − −< = = − = − =∫x  

 .افتدکار کند از کار می روز 100اوقات کامپیوتر قبل از اینکه % 63یعنی در 

( )f x

x

( )
x

100e x 0f x
0 x 0

−λ ≥= 
 <
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 :x(f(به دست آوردن تجربی 
 ∆ها را به فواصلی به طول xمحور .  کنیم حاصله از هر آزمایش را ثبت میxکنیم و مقدار متغیر تصادفی بار تکرار میnآزمایش را 
]ام، یعنی kهایی که در فاصلۀ xiاگر تعداد .  کنیمتقسیم می , )k kc c +  : نشان دهیم، داریمnk دارند را با قرار ∆

( ) ( )nf x f x� k: هیستوگرام 
k k

n c x c
n

= ≤ < + ∆
∆

 

 :به این ترتیب

( ) { } ( )k
k k k n

nf c P c c f x
n

∆ ≤ < + ∆ = ∆x� �  

 

 
x 

kc kc +∆
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pdfبرای متغیرهای تصادفی غیر پیوسته : 
). نهایت می شودبی(مفهوم خواهد بود  دارای ناپیوستگی است، مشتق بی CDFدر مورد متغیر تصادفی غیرپیوسته یا مخلوط چون

 .توانیم آن را بیان کنیم میδ)  یافتۀتابع تعمیم(ولی با استفاده از تابع 
 

 :مثلاً برای متغیر تصادفی گسسته در مثال پرتاب سه سکه داریم
( ) ( )i i

i
f x P x x= δ −∑  

 :همان طور که داشتیم
( ) ( )i i

i
F x P u x x= −∑  

 x )ها تبدیل شدیعنی نقاط تابع احتمال به دلتاهایی با آن وزنه(

( )f x

0 1 2 3 

1
8

1
8

3
8

3
8
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 :ای که اشباع می شود نیز دیدیمکنندهدر مثال تقویت
 
 
 
 
 
 :لذا
 
 
 
 
 
 

 : حاوی دلتا باشد، خواهیم داشتf(x)وقتی اجازه دهیم که 
 

0 4 

1

( )F yy

y 
0.4 

0 4 

( )f yy

y 
0.1 

0.6 

{ } ( )dx

{ } ( )dx

2

1

2

1

x
1 2 x

x
1 2 x

P x x f x

P x x f x

+

−

+

+

≤ ≤ =

< ≤ =

∫

∫

x

x
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 :برخی توزیع های خاص
نهایت صفر باشد، نهایت، یک و در منهای بیکه در بی) و از راست پیوسته( هر تابع غیرنزولی توان نشان داد که برایبه سادگی می
 .ولی برخی توزیعها کاربرد بیشتری دارند).  قضیۀ وجود(ای وجود دارد که این تابع، تابع توزیع انباشتۀ آن باشد متغیر تصادفی

 
 :)Uniform(توزیع یکنواخت 

) است؛ b و aت بین  دارای توزیع یکنواخxگوییم  , )u a bx  :، اگر∽

 
 

مواقعی که هیچ اطلاع پیشینی در مورد نحوۀ توزیع نداریم نیز .  شود فرض می2π و 0مثلاً اغلب فاز سیگنال دریافتی، یکنواخت بین 
 .شوده میبا توجه به اصل ناکافی بودن دلیل از توزیع یکنواخت استفاد

 

0 b 

1

( )F xx

x 
0 b 

1
b a−

( )f xx

x 
a a 
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 :)Gaussian( یا گوسی )Normal(توزیع نرمال 
مثلاً در یک جامعۀ . کند متغیر تصادفی مورد نظر عمل میpdfکاربرد بسیار زیادی دارد و در بسیاری موارد عملی تقریب خوبی برای 

  حد مرکزیقضیۀطبق .  نرمال استتوزیع مشخصات قطعات تولیدی یک کارخانه معمولاً .  همگن، توزیع قد و وزن افراد نرمال است
از .  گوسی هستند... نشان داده شده که نویز حرارتی، ؟؟؟ نویز و .  کندمجموع متغیرهای تصادفی، ولو نرمال نباشند، به نرمال میل می

 .نظر ریاضی نیز کار با آن ساده است
 

)نرمال استاندارد؛  , )N 0 1x  :عرفی کردیمای که مg(x)، یعنی همان ∽

( )

( ) du

2

2

x
2

ux
2

1f x e
2

1F x e
2

−

−

−∞

= =
π

= =
π ∫

g(x)

G(x)

 

 
 .شود نشان داده میzمتغیر تصادفی نرمال استاندارد خیلی اوقات با 
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( )f x

η−η σ +η σ

1
2πσ
.0 6

2πσ

x

)، اگر )σ<0برای (در حالت کلی  , )Nx η σ∼داریم ،: 
( )

( )

( )

( ) du

2

2

2

2

x
2

u
x

2

1 1 xf x e
2

1 xF x e
2

−
−

−
−

−∞

−
= =

π

−
= =

π ∫

x

x

g( )

G( )

η
σ

η
σ

η
σ σσ

η
σσ

 
( )f x

η
x

σبزرگ  

σکوچک  



 34

 

)اصولاً اگر  , )Nx η σ∼ ،باشد ( , )a b N a b a+ +x η σ∼ خواهد بود و لذا ( , )N 0 1−x η
σ

 .شود می∽

( )

[ ( )]

( ) { } { } { } du

dt ( )dt

2

2

2

2 2

xy b
a 2

t a b
y y

2a

a b

y b 1F y P y P a b y P e
a 2

1 e f t
2 a

−− −

−∞

− +
−

−∞ −∞

= +

−
= ≤ = + ≤ = ≤ =

π

= =
π

∫

∫ ∫

y

y

y x

y x x
η
σ

η
σ

σ

σ

 

 

N
{ } { } ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 1 2 1

1 2
x x x x x xP x x P F F− − − − − − −

≤ ≤ = ≤ ≤ = − = −z z

z

xx G Gη η η η η η η
σ σ σ σ σ σ σ

 

 
{ } .
{ } .
{ } .

P 0 683
P 2 2 0 954
P 3 3 0 997

− ≤ ≤ +
− ≤ ≤ +
− ≤ ≤ +

x
x
x

η σ η σ
η σ η σ
η σ η σ

�
�
�
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 :شود نشان داده میΦ(x)با  G(x)خوب است به خاطر داشته باشید که در توزیع نرمال، در خیلی از کتابها 
Kreyszig, Tables A8 and A9. 

 
)در کاربردهای مهندسی برق خیلی اوقات  ) { }cF x P x= >xنرمال را لازم داریم : 

du
2ux

211 e
2

−

−∞
= − =

π∫Q(x) G(x)  

 :کنندبیان می) تابع خطا (Error Functionبعضاً نیز بر حسب تابع معروف 

du
2x u

0

2 e

1 1 x
2 2 2

−=
π

+

∫erf(x)

G(x)= erf( )
 



 36

0. و η=0ولتاژ نویزی دارای توزیع نرمال با : مثال 75=σاگر .   استxنشان دهندۀ ولتاژ نویز باشد؛  
1.احتمال اینکه  )الف   5Volts≤xباشد چقدر است؟  
 کند؟ز نمیموارد تجاو% 99 از چه سطح ولتاژی در xولتاژ نویز  ) ب  
 کند؟موارد تجاوز نمی% 99 از چه سطح ولتاژی در x )ج  
 

 )الف
. . .{ . } { . . } .
. . .

1 5 0 1 5 0 1 5P 1 5 P 1 5 1 5 2 1 0 954
0 75 0 75 0 75
− − −

≤ = − ≤ ≤ = − = − =x x G( ) G( ) G( )  

η±2چون این همان محدودۀ  σمی شود% 95دانستیم  است، از قبل هم می. 
 
 )ب

}ام هستیم 99یعنی دنبال صدک  } .P x 0 99≤ = →x 

.
.

x 0 0 99
0 75
−

=G( ) 

 : را حساب کنیم1G-توانیم  میA9از جدول 

. . . :
.

x 0 0 99 2 326 x 1 745
0 75
−

= = ⇒ =-1G ( )  صدک نود و نهم
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 )ج
{ } .

. . .
. .

P x 0 99
x 0 x2 1 0 99 0 995 x 1 932
0 75 0 75

≤ =

−
− = ⇒ = ⇒ =

x

-1G( ) G ( )
 

 : را داریم1D- مستقیماً A9یا از جدول 

. .
.

x 0 2 576 x 1 932
0 75

= −
−

= ⇒ =

D(z) G(z) G(-z)
 

 



 38

 :)Exponential (توزیع نمایی
( ) :xf x e x 0−λ= λ ≥x  

 :نویسیمیا می
( ) ( ) ( ) ( ) ( )x xf x e u x F x 1 e u x−λ −λ= λ ⇒ = −x x  

 
 .مثلاً فاصلۀ بین دو نقطۀ تصادفی دارای توزیع نمایی است. این توزیع کاربرد بسیار زیادی دارد

 
 :مکالمات تلفنی

 .وزیع پواسن است، اما فاصلۀ بین آنها توزیع نمایی داردتعداد این نقاط در یک بازۀ زمانی مشخص دارای ت
tنهایت را اختیار کندتواند مقادیر بین صفر تا بی می. 

( ) { }f d P dτ τ = τ < ≤ τ + τt t  
t وقتی بین τ و τ+dτ خواهد بود که تا قبل از τای اتفاق نیفتاده باشد و بین  مکالمهτ و τ+dτیک مکالمه اتفاق افتد . 

{P τ نقطه در  ( )}
!

k
k e

k
−λτ λτ

=  
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( ) {f d Pτ τ = τt {عدم وقوع در فاصلۀ {P dτیک بار وقوع در ( ) ( )}
! !

0 1
d de e

0 1
−λτ −λ τλτ λ τ

=  
( )( )

( ) :

df d e d

d 0 f e 0

−λ τ+ τ

−λτ

τ τ = λ τ

τ→ ⇒ τ = λ τ ≥
t

t

 

 
 :یا به عبارت بهتر

( ) { } {F P t Pτ = ≤ τ = τt ) فاصلۀلااقل یک نقطه در )} { } { } :
!

0
P k 1 1 P k 0 1 e 1 e 0

0
−λτ −λτλτ

= ≥ = − = = − = − τ ≥  

 
با فرض استقلال از هم و متساوی الاحتمال ... (فاصلۀ بین دو بار خراب شدن یک دستگاه و  لرزۀ متوالی و مستقل،فاصلۀ بین دو زمین
 .توزیع نمایی دارند) بودن در تمام زمانها

 .فاده نیستلذا این توزیع برای تصادف اتومبیل و طوفانهای خورشیدی قابل است
 

 .دیده شد که طول مکالمۀ تلفنی هم توزیع نمایی دارد
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 :از خواص جالب توزیع نمایی این است که بدون حافظه است، یعنی
{ | } { }P t s t P s> + > = >x x x  

 
 :زیرا

( )( ){ | } ( ) { }
( )

t s
s

t
1 F t s eP t s t e 1 F s P s

1 F t e

−λ +
−λ

−λ
− +

> + > = = = = − = >
−

x
x

x
x x x  

 
 .باشد تابع نمایی استی این خاصیت میتوان نشان داد که تنها تابع توزیعی که دارا می

0 t t s+

s
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 :)Laplace(توزیع لاپلاس 

( ) xf x e
2

−λλ
=  

 
 
 

 .این توزیع در مورد نویزهای اسپایکی مدل خوبی است

( )f x

x

2
λ
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 :)Gamma(توزیع گاما 
( ) ( ) : ,r 1 xf x A x e u x r 0 0− −λ= > λ >  

 .شوداز این توزیع نیز درکاربردهای مختلفی استفاده می
 

 :ا باید طوری به دست آوریم که رAضریب ثابت 

( )dx dx

dy

r 1 x
0

yr 1
r 0

f x Ax e 1

Ay x y e 1

+∞ +∞ − −λ

−∞

+∞ −−

= =

= λ ⇒ =
λ

∫ ∫
∫

 

 
 : برابر است باتابع گامادانیم که از طرفی می

( ) dyyr 1
0

r y e
+∞ −−Γ = ∫  

)در واقع  )Γ iچون .  ، فاکتوریل تعمیم یافته است( ) ( ) ( )r r 1 r 1Γ = − Γ ):  صحیح و مثبت داریمr، برای − ) ( )!r r 1Γ = −. 
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( )
( )

( )( ) ( )
( )

r

r

r 1 x

A r 1 A
r

x ef x u x
r

− −λ

λ
Γ = ⇒ =

Γλ

λ λ
=

Γx

 

)نویسیم برای نشان دادن این توزیع می , )Gamma r λx  . است∽
 

1λ برای Helstrom کتاب 85شکل صفحۀ   .های مختلفr و =
 

r اگر :حالت خاص  : باشد، داریم=1
( ) ( ) :xf x e u x−λ= λ  توزیع نمایی

 

1 اگر :حالت خاص
2

λ nr و =
2

 : عددی صحیح است، داریمn که =

( )
( ) ( )

( )

n x1
2 2

n
2

1f x x e u x
n2
2

− −
=

Γ
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r اگر :حالت خاص n= که nعددی صحیح است، داریم : 

( ) ( )
( )!

n
n 1 xf x x e u x

n 1
− −λλ

=
−

 

 است که)  نمایی مستقل از همnحاصل جمع ( واقعۀ کاملاً تصادفی nاین توزیع مدت زمان لازم برای وقوع 
 .شوداستفاده می... ، تشعشع رادیواکتیو و )مکالمات تلفنی( نام دارد و در تئوری صف و ترافیک (Erlang)توزیع ارلانگ 

 



 45

  :(n degrees of freedom) درجه آزادی n با χ2  (Chi-Square)توزیع 
2اگر  2 2

1 2 n= + + +y x x x" که xiها ( , )N 0 )  دارای توزیعy بوده و مستقل باشند، 1 )2 nχ این توزیع در مهندسی .  خواهد بود
 .برق و آمار استفادۀ زیادی دارد
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 :)Beta(توزیع بتا 

( )
( , )( )

a 1 b 11 x 1 x 0 x 1
a bf x

0 otherwise

− − − ≤ ≤β= 


 

 
aاگر  b 1= ] باشد، همان توزیع یکنواخت روی = , ]0  . خواهد بود1

 
aبرای  b 3=  :، نمودار توزیع به این صورت خواهد بود=

 

( )f x

x
0 .0 5 1

.1 875
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 :تابع بتا برابر است با :یادآوری
( ) ( )( , ) ( )
( )

1 a 1 b 1
0

a ba b x 1 x dx
a b

− − Γ Γ
β = − =

Γ +∫  

 :پس
 

( ) ( ) ( )
( )( )

a 1 b 1a b x 1 x 0 x 1
a bf x

0 otherwise

− −Γ Γ − ≤ ≤ Γ += 

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 :)Rayleigh(توزیع رایلی 

( ) ( )
2

2
x

2
2

xf x e u xσ

σ

−
=  

 
 

2اگر فرض کنیم  2
1 2= +y x x باشد و x1 و x2  مستقل و دارای توزیع نرمال( , )N 0 σ ،باشند yزیع رایلی خواهد بود دارای تو  .

=jمثلاً اگر  +z x y ،باشد zدارای توزیع رایلی خواهد بود . 
 .این توزیع نیز کاربرد بسیار زیادی در مهندسی برق دارد، مانند پوش نویز گوسی

( )f x

0 σ

1
eσ

x
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 :)Cauchy(توزیع کوشی 

( ) 2 2

a

f x
x a

π=
+

 

 
 

]دارای توزیع یکنواخت  θاگر  , ]
2 2
π π

 .خواهد بودتوزیع این دارای  atgθ باشد، −

( )f x

0 σ

1
aπ

x

1
2aπ
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 :ایتوزیع دوجمله
) برابر Aاگر در یک آزمایش تصادفی احتمال وقوع واقعۀ .  این یک توزیع گسسته است )P A p= باشد و برای آزمایش حاصل از 

n بار تکرار این آزمایش، متغیر تصادفیxرا به این صورت تعریف کنیم که  := x  تعداد وقوع واقعۀA در n ،آزمایش x دارای توزیع 
 :ای خواهد بوددوجمله

( , )

( ) { } : , , , ,k n k

Binomial n p
n

P k P k p q k 0 1 2 n
k

− 
= = = = 

 

x

x

∼

…
 

):  داریمxو برای سایر مقادیر  )P x 0=. 
 
K دیود قرار دارند که Nای در جعبه :لمثا N≤تا از آنها خرابند  .Nاگر متغیر تصادفی .  شود نمونه با جایگزینی برداشته میx به 

 . را به دست آوریدP(x) تعداد خرابها، تعریف شود، x =: صورت

( ) ( ) , , , ,
( )

x n xn K K1 x 0 1 2 n
P x x N N

0 otherwise

− 
− = =  




…  
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nاگر  :حالت خاص صفر با (تواند صفر یا یک باشد  فقط میxپس .  دهیم باشد، یعنی آزمایش تصادفی را فقط یک بار انجام می=1
 :، پس داریم)p و یک با احتمال qاحتمال 

( ) : ,k 1 kP k p q k 0 1−= =  
)یعنی  )P 0 q= و ( )P 1 p=باشد می. 

 . گویندتوزیع برنولیخاص را این حالت 
 

 :نرمال تقریب زد) پیوستۀ(توان با توزیع ای را میدوجمله) گسستۀ( بزرگ توزیع nبا توجه به قضیۀ لاپلاس، برای 
( )

( ) ( , )

( ) ( )

2k np
2npqk n kn 1P x p q e N np npq

k 2 npq
x npF x G

npq

−
−

− 
= =  π 

−

�

�

 

 
 :توان توسط توزیع پواسون تقریب زد کوچک میp بزرگ و nو با توجه به قضیۀ پواسون، برای 

( ) ( )
!

k
npk n kn npp q e Poisson np

k k
−− 

= 
 

�  
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 :)Hypergeometric(هندسی توزیع فوق
 :در مثال قبل اگر انتخاب بدون جایگزینی باشد، داریم

max( , ) min( , )
( )

K N K
k n k 0 n N K k n K

NP x
n

0 otherwise

−  
  −   − + ≤ ≤= =  

   


 

max( , )0 n N K−  است، N-Kها که تواند از تعداد کل سالم بوده و نمیn-kشده انتخابهای  بدین خاطر است که تعداد سالم+
n: بیشتر شود، پس k N K− ≤  ؛−
min( , )n K تواند از تعداد کل خرابها بیشتر شودشده نمیکه تعداد خرابهای انتخاب نیز بدین خاطر است. 

 

Kp: یا اگر بگیریم
N

 :، خواهیم داشت=

( )

Np N Np
k n kP k

N
n

−  
  −  =

 
 
 

 

 تعداد انتخابهای مورد نظر
 کل انتخابهاتعداد 
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 ):پاسکال(ای منفی هتوزیع دوجمل
 بنامیم، احتمال yتعداد کل پرتابها را اگر .  بار شیر بیایدrکنیم که ای را آنقدر پرتاب میسکه.  با مسئلۀ زیر مواجهیمفرض کنید 

n=y را به دست آورید ( , , )n r r 1= + …. 
 

) که Aقدر تکرار کنیم تا واقعۀ یک آزمایش برنولی را آندر حالت کلی اگر  )P A p= ،r اتفاق افتد و متغیر تصادفی بارy به صورت :
= y  تعداد کل آزمایشهای انجام شده تاr بار وقوعAتعریف شود، داریم : 

 
( ) ( ){ } r 1 n 1 r 1n 1

P n p p q
k 1

− − − −− 
= =  − �����	����


y  

 
 :یعنی

{ } : , , ,r n rn 1
P n p q n r r 1 r 2

r 1
−− 

= = = + + − 
…y  

 .گویندای منفی میزیع دوجملهدر بعضی کتابها این را تو

امین آزمایش باشدnامین موفقیت که حتماً باید درrاحتمال

 ) آزمایشn-1( موفقیت در میان بقیۀ آزمایشهاr-1احتمال
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=r:فرض کنیماما اگر  +y x که ،x  تعداد شکستها وy تعداد کل آزمایشها است، واقعۀ k=x با واقعۀ k r= +y معادل بوده و 
 :احتمال یکسانی دارد، یعنی

{ } : , , ,
n k r

r n r r k r kn 1 r k 1 r k 1
P k p q p q p q k 0 1 2

r 1 r 1 k

= +
−− + − + −     

= = = = =     − −     
…x  

 
 :ها داشتیم کهدر تمرین

( )kr k 1 r
1

k k
+ − −   

= −   
   

 

 :لذا

{ } ( ) ( ) : , , ,r kr
P k P k p q k 0 1 2

k
− 

= = = − = 
 

xx … 

 . گویندای منفیتوزیع دوجملهاین را 
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 :)Geometric(توزیع هندسی 
rای منفی است که در آن حالت خاص توزیع دوجمله  : باشد، یعنی=1

{ } ( ) : , , ,kP k P k pq k 0 1 2= = = =xx … 
 .، تعداد شکستها در تکرار آزمایش تا حصول اولین موفقیت استxدر اینجا، 

 
 :این توزیع در واقع یک دنبالۀ هندسی است و داریم

k

k 0

ppq 1
1 q

+∞

=

= =
−∑  

 
rحالت در بعضی کتابها  rبرای .   نشان دادیم را توزیع هندسی گویندP(y)ما با  از آنچه =1  : داریم=1

{ } : , , ,n 1P n pq n 1 2 3−= = = …y  
 .، تعداد کل آزمایشها تا حصول اولین موفقیت استyدر اینجا، 
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 :تابع یک متغیر تصادفی
شود، میدر بسیاری موارد با فرض دانستن تابع توزیع یک متغیر تصادفی، با توجه به اینکه در سیستم مورد نظر عملیاتی روی آن انجام 

یا مثلاً مایلیم بدانیم که توزیع توان .  مانند آشکارساز دیودی.  مندیم که توزیع تابعی از یک متغیر تصادفی را به دست آوریمعلاقه
)cosیا اگر فاز سیگنال تصادفی باشد و .  مصرفی مقاومتی که ولتاژ دو سر آن تصادفی است، چیست )A t= ω +y ϕ توزیع ،y 

 ... و امثالهمچیست
 

)توانیم به هر  یک تابع حقیقی باشد، میg(x)اگر  )i ix = ωx ،( )i iy g x=را نسبت دهیم : 

 
 :دهدپس با ترکیب دو تابع مواجهیم که یک متغیر تصادفی جدید به ما می

( ) ( ( ))gω = ωy x  
 . گوییمx را تابعی از متغیر تصادفی yغیر تصادفی مت
 

 . را به دست آوریمyتوانیم توزیع  چگونه میxحال ببینیم با دانستن توزیع 

iω
ix نقطۀ فضای نمونه iy

( )iωx

( )iωy

( )ig x

 عدد عدد
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 :در حالت گسسته مسئله بسیار ساده است

: ( )

: ( )

( ) { } { ( ) } ( )

( ) { } { ( ) } ( )
i

i

i
i g x y

i
i g x y

P y P y P g y P x

F y P y P g y P x
=

≤

= = = = =

= ≤ = ≤ =

∑

∑

y

y

y x

y x
 

 
 :مقادیر زیر را اختیار کند xمثلاً اگر متغیر تصادفی 

xi 0 1 -1 

Pi 
1
3

 1
3

 1
3

 

y=2برای  xداریم : 

( ) { } 1 1 2P 1 P 1
3 3 3

= = = + =y y  

 .توانیم بقیۀ احتمالها را نیز حساب کنیمو به سادگی می
 

 .تر استدازیم که سادهپر میCDFاما برای حالتهای غیرگسسته ابتدا به محاسبۀ تابع 
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) :1مثال  )g x ax b= +: 
 

{ } ( )
( ) { } { }

{ } ( )

a b
y b y bP F a 0

a aF y P y P a b y
y b y bP 1 F a 0

a a

= +

− − ≤ = >= ≤ = + ≤ =  − − ≥ = − <

x

y

x

y x

x
y x

x

 

 
 :از اینجا داریم

( )
( ) ( )

( )

y b1 f a 0 y b1a af y f
y b a a1 f a 0

a a

− > −= = −− <


x

y x

x

 

scaleیعنی شیفت و

x

y

y

y-b
a
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) ):یکسوساز تمام موج( 2مثال  )g x x=: 
 

( ) { } { }
{ } ( ) ( )

0 y 0
F y P y P y

P y y F y F y y 0

=

<
= ≤ = ≤ =  − ≤ ≤ = − − ≥

y
x x

y x

y x
x

 

 
 

 :گیری داریمبا مشتق
( ) ( )

( )
f y f y y 0

f y
0 y 0

+ − ≥
=  <

x x
y  

x

y

y

-y y
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)مثلاً اگر  , )N 0 1∼xباشد، خواهیم داشت : 

 
 

 

1
2π

x y

( ) ( )f x g x=x ( )f yy
2
2π

1

x

.0 5

1

y

( ) ( )F x G x=x ( ) ( )F y D y=y
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) :3مثال  )
x c x c

g x 0 c x c
x c x c

+ < −
= − ≤ ≤
 − >

: 

 
 
 

( )
{ } ( )

( ) { }
{ } ( )

g
P c y y 0 F y c y 0

F y P y
P c y y 0 F y c y 0

=

+ ≤ < − < 
= ≤ = = − ≤ ≥ + ≥ 

x
y

x

y x
x

y
x

 

 
{ } ( ) ( )P 0 F c F c= = − −x xy  

x

( )g x
x c−

x c+

c−
c

1
( )F xx

1
( )F yy

cc− x

x
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( )

( ) ( ) ( )

( )

c

c

f y c y 0

f y y f u du y 0

f y c y 0

+

−

− <
= δ =


+ >

∫
x

y x

x

 
( )f xx

cc− x

( )f yy

y
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) :4مثال  )
x c x 0

g x
x c x 0
+ ≥

=  − <
: 

 
 
 
 

 
{ } ( )

( ) { } { } ( )
{ } ( )

P c y y c F y c y c
F y P y P 0 c y c F 0 c y c

P c y y c F y c y c

+ ≤ ≥ − ≥ 
 = ≤ = ≤ − < < = − < < 
 − ≤ < − + < − 

x

y x

x

x
y x

x
 

 
 

1

x

( )F xx
1

y

( )F yy

c− c

x

( )g x

x c−

x c+

c−

c
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( )
( )

( )

f y c y c
f y 0 c y c

f y c y c

− ≥
= − < <
 + < −

x

y

x

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  موجبg(x)شود و به عکس پرش در  میFy در یک محدوده سبب پرش در g(x)تغییر ماندن به یاد داشته باشید که بی
 .شود در یک محدوده میFyتغییر ماندن بی

( )f xx

cc−

x

( )f yy

y
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 . به دست آوریمfx را از روی fyتوانیم مستقیماً می
 

) داده شده، اگر معادلۀ y برای :قضیه )g x y=های  دارای ریشهx1 ،x2 باشد، یعنی...  و :( ) ( )1 2y g x g x= =  :، داریم"=
( )( )
( )

i

ii

f xf y
g x

=
′∑ x

y  

 :که

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

i

i

i x x y

i
x x y

f x f x

dg x g x
dx

=

=

=

′ =

x x

 

 .)پذیر باشد مشتقxi در نقاط F(x) قابل شمارش باشد و xi داده شده، تعداد نقاط yر اینکه برای مشروط ب(
 

 .کنیم که به حالت کلی نیز قابل تعمیم استما در اینجا قضیه را برای وقتی که دو ریشه موجود باشد، اثبات می
gدر مثال خواهیم دید که در محلهایی که ( 0′  .)رود، ولی جای نگرانی نیستنهایت می به سمت بیfyشود،  می=
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1 2 1 2

1 2

1 1 1 2 2 2 1 1 2 2

1 2
1 2

x x ,x x x ,x

1 2

1 2

dx 0 , dx 0
f (y)dy P{y y dy} P{x x dx } P{x dx x } f (x )dx f (x ) dx

dy dyf (y)dy f (x ) f (x )
g (x ) g (x )

y g(x) dy g (x)dx

f (x ) f (x )f (y)
g (x ) g (x )

= =

→ > <

= < < + = < < + + + < < = +

⇒ = +
′ ′

′= ⇒ =

⇒ = +
′ ′

y x x

y x x

x x
y

y x x

 

( )y x

0 x
1x 2x

2 2x dx+1 1x dx+

y
y dy+

 :زیرا
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 :و در حالت کلی
i

ii

f (x (y))f (y)
g (x (y))

=
′∑ x

y  

 
 :روش دیگر

1 1 2 2

1 2
1 2

f (y)dy f (x (y))dx (y) f (x (y)) dx (y)

dx (y) dx (y)f (y) f (x (y)) f (x (y))
dy dy

= +

⇒ = +

y x x

y x x

 

 
 :و در حالت کلی

i
i

i

dx (y)f (y) f (x (y))
dy

= ∑y x  

 
g(x) داده شده، yای ضمناً اگر بر y=ای نداشته باشد، داریم ریشه :f (y) 0=y. 
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2a :مثال , a 0= >y x 2؛ یعنیg(x) ax=)  آشکارساز مربعی یا توان مقاومت
2VP

R
=.( 

 
yبرای  2y داده شده، معادلۀ <0 ax=دو ریشه دارد : 

1 2

1

2

1 2

1 2

y yx , x
a a

yg (x (y)) 2a 2 ay
d ag (x) g(x) 2ax

dx yg'(x (y)) 2a 2 ay
a

y yf ( ) f ( )f (x ) f (x ) a af (y)
g (x ) g (x ) 2 ay 2 ay

= = −


′ = =′ = = ⇒ 

 = − = −

−
= + = +

′ ′

x x
x x

y
 

 
yاگر  f باشد، آنگاه >0 (y) 0=y. 
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 :یا از روش دیگر داریم

1 2
1 2

1 1 2 2

dx (y) dx (y)f (y) f (x (y)) f (x (y))
dy dy

y yd 1 d 1x (y) x (y) , x (y) x (y)
a dy a dy2 ay 2 ay

y yf ( ) f ( )
a af (y) : y 0

2 ay 2 ay

= +

= ⇒ = = − ⇒ = −

−
= + >

y x x

x x

y

 

 
 : نیز داریمCDFیا از راه 

y y y yF (y) P{ y} P{ } F ( ) F ( ) : y 0
a a a a

y yf ( ) f ( )
a af (y) : y 0

2 ay 2 ay

= ≤ = − ≤ ≤ = − − >

−
⇒ = + >

y x x

x x

y

y x
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fاگر  (x)xزوج باشد، خواهیم داشت : 
 
 

N(0,1)xاگر مثلاً  2a:  باشد و فرض کنیم∽ , a 0= >y xداریم ،: 

y
2a

yf ( ) 1af (y) e u(y)
ay 2 ay

−
= =

π

x

y  

aکه برای   . با یک درجه آزادی است2χ، همان توزیع =1
 

 

1
2π

x y

( ) ( )f x g x=x ( )f yy

yf ( )
af (y) : y 0

ay
= >

x

y
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y y yF (y) 2F ( ) 1 2G( ) 1 D( )
a a a

= − = − =y x   

 

 
 
 

yتوجه کنید اگر چه در  0= ،f (y)yرود، اما در هر محدودۀ نهایت می به سمت بیdy ،f (y)dyy محدود و( احتمال است 
 ).کمتر از یک

1

x

.0 5

1

y

( ) ( )F x G x=x ( )F yy



 

 72

2a اگر :مثال , a 0= >y x و 
1 1 1 1 1(x ) x

f (x) 2 2 4 2 2
0 otherwise

 + δ − − < <= 


xداریم ،: 

y 1 ay 0 , 0 y
a 2 4
1

1 a a2f (y) (y ) : 0 y
2 16 4ay

↓

> < ⇒ < <

= + δ − < <y
��	�


 

 
 

x 1 احتمال به
2

1 برابر 
4

  است،

1 به احتمال yپس 
2

a برابر 
16

 .است 

( )f yy

0 a
4

a
16

1
2

y

( )f xx

0 1
2

1
4

1
2

1
2−

x

1
2
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( )F xx

0 1
2

1
4

1
4

1
2−

x

3
8

7
8

1

( )F yy

0 a
4

a
16

1
4

y

3
4

1
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 :میانگین و واریانس یک متغیر تصادفی
دو پارامتر مهم توصیف کنندۀ یک متغیر تصادفی .   آن بودCDF یا pdfکرد، آنچه متغیر تصادفی را به طور کامل مشخص می

 . آن هستندواریانس و میانگین
 

 :)Expectation( یا امید ریاضی )Mean(میانگین 

 :دگوین x یا امید ریاضی x یا میانگین xکمیت زیر را طبق تعریف، میانگین توزیع 

E( ) xf(x)dx
+∞

−∞
= = ∫xη  

xشود که در تعریف امید ریاضی فرض می( f(x)پذیر باشد، مثلاً وقتی که  انتگرالx از دو 
 .)طرف محدود باشد

 
 :برای حالت گسسته داریم

Px(x)همان تابع احتمال است i i
i

E( ) x P (x )= →∑ xx 

 
 .دهیمنیز نمایش می) xµ یا µیا  (xη یا ηامید ریاضی را با 
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)، ω اگر برای هر :1مثال  ) cω =xباشد، داریم : 
E( ) cP{ c} c= = =x x  

 
i(f  در پرتاب تاس اگر:2ال مث ) i=xتعریف شود، داریم : 

1E( ) (1 2 3 4 5 6) 3.5
6

= + + + + + =x  

 
 

( )P xx

1
x

2 3 4 5 6
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 : داریمfx برای این :3مثال 

 
 

1
2

1
2

1 1 1 1 1E( ) xdx 0
2 2 4 8 8

+

−
= + × = + =∫x  

 

( )f xx

0 1
2

1
4

1
2

1
2−

x

1
2
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 :تعبیر تجربی امید ریاضی
ixی با مقادیر ممکنه  متغیر تصادفxاگر  : i 1,2, ,k= مرتبه مشاهده شود، ix ،inبار آزمایش را انجام دهیم و هر n باشد و …
 :داریم

 متوسط حسابی نتایج حاصله

N

= =

=

+ + +
= = =∑ ∑

∑
" �

k k
1 1 2 2 k k i

i i ik
i 1 i 1

i
i 1

n

n x n x n x n: x x p x E( )
n

n
x  
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 :خواص امید ریاضی
 :امید توزیع متقارن )1
 :یعنی.  a=η:  باشد، آنگاهη دارای میانگین x متقارن باشد و متغیر تصادفی a حول نقطۀ x متغیر تصادفی pdfر اگ

x : f (a x) f (a x) E( ) a∀ + = − ⇒ =x x x ) در صورت وجود امید ریاضی(  
 

 :برای اثبات ریاضی داریم.   استدرک شهودی این ویژگی با تعبیر مرکز ثقل کاملاً روشن
a

a

0 0
f(a z)

E( ) xf(x)dx a (x a)f(x)dx a (x a)f(x)dx (x a)f(x)dx

y x a , z a x E( ) a zf(a z)dz yf(a y)dy a

+∞ +∞ +∞

−∞ −∞ −∞
+∞ +∞

+

= = + − = + − + −

→ = − = − ⇒ = − − + + =

∫ ∫ ∫ ∫
∫ ∫

x

x �	

 

 
 :حالت خاص

f(x) f( x) E( ) 0= − ⇒ =x  
 
 .) گویند(Skewed)چاوُله ای را pdfچنین .  ای متقارن نباشد حول هیچ نقطهpdfممکن است (
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 :قضیۀ اساسی امید ریاضی )2
)gاگر  )=y x باشد، داریم: 

E( ) yf (y)dy g(x)f (x)dx
+∞ +∞

−∞ −∞
= =∫ ∫y xy  

g(x)با فرض اینکه ( f (x)xپذیر باشد انتگرال(. 
)E را حساب کنید تا بتوانیدfyیعنی لازم نیست که حتماً ابتدا  )yرا به دست آورید . 

 .124اثبات در کتاب، ص
 

 :آیدبه صورت زیر در میدر حالت گسسته قضیه فوق 
i i

i
E( ) g(x )P (x )= ∑ xy  
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 :خطی بودن امید ریاضی: نتیجه
n n n n

i i i i i i i i
i 1 i 1 i 1 i 1

E a g (x) ( a g (x))f (x)dx a ( g (x)f (x)dx) a E(g ( ))
+∞ +∞

−∞ −∞
= = = =

 
= = = 

 
∑ ∑ ∑ ∑∫ ∫x x x  

 
 :از جمله اینکه داریم

E(a b) aE( ) b+ = +x x  
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2a :مثال , a 0= >y x و نمودار fxبه صورت مقابل است   .E( )yا حساب کنید ر. 
 : داریمfyبا استفاده از 

 

a
4

0

1 1 a af (y) (y ) : 0 y
2 16 42 ay

dy 1 a a a 7aE( ) y
2 16 24 32 962 ay

= + δ − < <

= + × = + =∫

y

y
 

 
 

)Eتوانیم  نیز میfyبدون داشتن  )yرا محاسبه کنیم : 
1
2

1
2

2 21 1 1 a a 7aE(Y) ax ( )dx a( ) ( )
2 4 2 24 32 96

+

−
= + = + =∫  

 

( )f xx

0 1
2

1
4

1
2

1
2−

x

1
2

( )f yy

0 a
4

a
16

1
2

y
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}P: که وجود داشته باشد، به طوریaاگر ثابت   )3 a} 1≥ =xآنگاه ، :E( ) a≥x و حالت تساوی (E( ) a )=xوقتی برقرار  
}P: خواهد بود که   a} 1= =x) x = aبا احتمال یک ، x = aتقریباً مطمئن .( 
}Pکه  وجود داشته باشد، به طوریbاگر ثابت     b} 1≤ =xآنگاه ، :E( ) b≤x و حالت تساوی (E( ) b)=xوقتی برقرار  
}P: خواهد بود که   b} 1= =x. 

 .188، ص DeGrootاثبات در کتاب 
 

+∞ +∞ +∞

−∞
= = ≥ = ≥ =∫ ∫ ∫a a

E( ) xf(x)dx xf(x)dx af(x)dx aP{ a} ax x  
 
 :(Markoff’s Inequality)نامساوی مارکف ) 4

f: یعنی( یک متغیر تصادفی مثبت باشد xاگر  (x) 0 :x 0= <x یا P{ 0} 0< =x ( 0وα  : یک ثابت دلخواه باشد، داریم<
E( )P{ }≥ α ≤

α
xx  

 
)E مثلاً اگر ) 1=x باشد، توزیع xهر چه باشد، حتماً داریم  :P{ 100} 0.01≥ ≤x. 
)Eسبت به نکه  هاییα مارکف معمولاً برای نامساوی )xشود بزرگ باشند، استفاده می. 

 .)توان حالت خاصی از این نامساوی دانستخاصیت قبل را می(
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 :اثبات

0
E( ) xf (x)dx xf (x)dx f (x)dx P{ }

+∞ +∞ +∞

α α
= ≥ ≥ α = α ≥ α∫ ∫ ∫x x xx x  

 .)تواند دارای احتمال باشد میx = 0 تنها α نشود و زیر α بزرگتر از xتساوی وقتی برقرار خواهد بود که (
 

 :Bienaymeنامساوی : نتیجه

0ε و برای هر aبرای هر عدد حقیقی  n و <  : داریم<0
n

n
E( a )P{ a } −

− ≥ ε ≤
ε

xx  

 
 :زیرا

n
n n

n
E( a )P{ a } P{ a } −

− ≥ ε = − ≥ ε ≤
ε

xx x  

)طبق قضیه مارکف( 
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 :واریانس
 حول xکمیت دیگری لازم داریم که میزان پراکندگی مقادیر .  ول و حوش چه مقداری هستند حxداد که مقادیر میانگین نشان می

 .است) میانگین( احتمال حول مقدار متوسط پراکندگیواریانس بیانگر میزان .  مقدار میانگین را به ما نشان دهد
 

 :ها متفاوتها یکسان، ولی پراکندگیمیانگین

 
)E: اوت متغیر تصادفی با میانگین برابر است باتف )−x x. 
 

 : به صورت زیر استx یا واریانس متغیر تصادفی xطبق تعریف، واریانس توزیع 
2var( ) E(( E( ) )= −x x x ) با فرض وجود این امید ریاضی(  

)Eتر از زیرا کار با آن ساده( E( ) )−x xت اس(. 

0 1
2

1
2

1
2−

x

1
2

( )P x

0 100

1
2

100−
x

1
2

( )P x

0
x

( )f x
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2لذا متداول است که آن را با .  واریانس کمیتی نامنفی است، چون امید ریاضی یک متغیر تصادفی همواره نامنفی است
xσ 2 یاσ 

 :دهندنشان می
2 2E(( ) )= −xσ η  

 
σ را انحراف معیار (Standard Deviation)گویند . 

 . از جنس خود متغیر تصادفی استσ.   دیمانسیون مربع متغیر تصادفی استدارای var(x)توجه دارید که 
 

 :شود کهاز تعریف امید ریاضی برای حالت گسسته نتیجه می
2 2

i i
i

(x ) P(x )= −∑σ  η  
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 :خواص واریانس
1( 2 2 2E( ) E ( )= −x xσ؛ 

2E( )x را Mean Square2:  گویند و داریمrms (root mean square) E( )= x. 
 

 :اثبات
2 2 2 2 2 2 2 2E(( ) ) E( 2 ) E( ) 2 E( ) E( )= − = − + = − + = −x x x x x xσ η η η η η η  

 
 :دیگر نتیجۀ

2 2 2

2 2

E( )

E( ) E ( )

= +

⇒ ≥

x

x x

σ η  
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2E(a برای توزیع زیر قبلاً :مثال )x 7 را برابر باa
96

 :پس داریم.   به دست آورده بودیم

2

2

1 7E( ) , E( )
8 96

7 1 11 0.239
96 64 192

= =

⇒ = − = ⇒ =

x x

σ σ
 

 
 

 
aاگر  )2 b= +y xباشد، داریم : 

2 2 2a=y xσ σ  
 :اثبات

2 2 2 2 2 2 2E(( ) ) E((a b a b) ) E(a ( ) ) a= − = + − − = − =y y x x xy x xσ η η η σ  
 
3( var( ) 0=x اگر و تنها اگر عددی مانند η وجود داشته باشد که P{ } 1= =x η باشد )η همان E(x)خواهد بود .( 

 .195، ص DeGrootاثبات در کتاب 

( )f xx

0 1
2

1
4

1
2

1
2−

x

1
2
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 :(Tchebycheff’s Inequality)نامساوی چبیشف  )4
2

P{ } 1 2− ε < < + ε ≥ −
ε

x ση η  

 :یا
 

εσبرای (  .)رسیم به خاصیت قبل می�
 

 : داریمBienaymeاز نامساوی : اثبات
n

n
E( a )P{ a } −

− ≥ ε ≤
ε

xx  

a: ر بگیریماگ =η و n kε و =2 = σشود، نتیجه می: 
2 1P{ k } P{ k k } 1

k2 2− ≥ ≤ ⇒ − < < + ≥ −
ε

x xση σ η σ η σ  

 ).توان نشان داد که حد بهتری که برای هر توزیع صادق باشد، وجود نداردو می( صادق است xکه برای هر توزیع 
 

1P{ k k } 1
k2− < < + ≥ −xη σ η σ
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 :x(g(E(( محاسبۀ تقریبی
2

2

g ( )g(x) g( ) g ( )(x ) (x )
2

E(g( )) g( ) g ( )
2

′′
′+ − + −

′′⇒ +

x
x x x x

x
x xx

ηη η η η

ση η

�

�
 

)E(g: تقریب بیشتر.   به صورت درجۀ دو استg(x)تقریب بالا، تقریب ( )) g( )xx η� که تقریب g(x)به صورت خطی است (. 
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 : در مثالی که داشتیم:مثال
2

2

g(x) ax g (x) 2a
1 11,
8 192

a 2a 11 a 11 14a 7aE(g( )) a
64 2 192 64 192 192 96

′′= ⇒ =

= =

⇒ + × = + = =

x x

x

η σ

�

 

 
 

 ).شد از درجۀ بالاتر بود، اختلاف ظاهر میg(x)اگر تابع (حساب کردیم که دقیقاً برابر مقدار واقعی است که قبلاً 

( )f xx

0 1
2

1
4

1
2

1
2−

x

1
2
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 :های خاصمیانگین و واریانس برخی توزیع
 :توزیع یکنواخت )1

 
 

b

a

1 a bE( ) xf (x)dx x dx
b a 2

+∞

−∞

+
= = =

−∫ ∫xx  

aچون این توزیع حول  b
2
 .ستیم این را بگوییمتوان متقارن است از قبل نیز می+

2b2 2
a

a b 1 (b a)var( ) (x ) f (x)dx (x ) dx
2 b a 12

+∞

−∞

+ −
= − = − =

−∫ ∫x xx η  

 

( )f xx

ba
x

1
b a−
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 :توزیع نرمال )2

 
 :گیریمابتدا نرمال استاندارد را در نظر می

2z
21N(0,1) f (z) e

2
−

→ =
πzz ∼  

f: و داریم) حول صفر متقارن است(این توزیع زوج است  (z) f ( z)= −z zپس ،: 

2z
2 2 2 2

E( ) 0

1var( ) E(( 0) ) E( ) z e dz 1
2

+∞ −

−∞

= =

= − = = =
π ∫

z z

z z z

η

 

 

( )f xx

x
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aاگر .  گیریمحال توزیع نرمال را در حالت کلی در نظر می b= +x z،باشد  
 :دانیم کهمی

1 x bf (x) f ( )
a a

−
=x z  

 
 
 

aبا فرض   : خواهیم داشت<0
2

2
(x b)

2a1f (x) e
a 2

−
−

=
πx  

 
 :دانیم کهولی می

a b b
a a

= + =
 = =

x z

x z

η η
σ σ

 

N(b,a)x: یعنی )N؛ به همین خاطر بود که از ابتدا نتاسیون ∽ , )η σبردیم را به کار می. 
 

( )f x

η−η σ +η σ

1
2πσ
.0 6

2πσ

x
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 . نویز حرارتی دارای توزیع گوسی است:مثال

2
2 2 2

N(0, )
E( ) 0

E(( ) ) E( ) x f (x)dx
1

+∞

−∞

= =

= − = = =
Ω ∫

x

x x x

x
x

xx

σ
η

σ η

∼
 

 .)تواند داشته باشدمیهای بزرگتری هر چه قدرت نویز بیشتر باشد، دامنه(
 

 :برقراری نامساوی چبیشف
1P{ k } 1 P{ 2 2 } 0.954 0.75

k2− < ≥ − → − < < = >x xη σ σ σ  

 قدرت نویز
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 :توزیع نمایی )3
 

x

x
0

2 2 x
2 2 20

f (x) e u(x)
1E( ) x e dx

2 2 1 1E( ) x e dx var( )

1

−λ

+∞ −λ

+∞ −λ

= λ

= λ =
λ

= λ = ⇒ = − =
λλ λ λ

⇒ = =
λ

∫

∫

x

x

x x

η σ

 

 
0αبرای : برقراری نامساوی مارکوف  : داریم<

P{ } 1 F ( ) e
E( ) 1P{ } e

−λα

−λα

≥ α = − α =

≥ α ≤ ⇔ ≤
α λα

xx
xx

 

2: مثلاً داریم 1e
2

− <. 

( )f xx

λ

1
λ

x
.0 37λ
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 :توزیع رایلی )4
2

2
x

2xf (x) e : x 0
−

α= ≥
αx  

 
 
 
 

 :که) دهیددر تمرین نشان می(توان نشان داد می

2

2 2

E( )
var( ) (2 )2

2
E( ) 2

π
= α π ⇒ = − α

= α 

x
x

x
 

 

( )f x

0 α

1
eα

x
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 :توزیع بتا )5

( )
( , )( )

a 1 b 11 x 1 x 0 x 1
a bf x

0 otherwise

− − − ≤ ≤β= 


 

 
 :توان نشان داد کهمی

2
2

a ab,
a b (a b) (a b 1)

= =
+ + + +

η σ  

 
 :توزیع کوشی )6

( ) 2 2

a

f x
x a

π=
+

 
 

 .برای این توزیع، امید ریاضی و واریانس وجود ندارد

( )f x

x
0 .0 5 1

.1 875 a b 3= =

( )f x

0 σ

1
aπ

x

1
2aπ
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 :توزیع گاما )7
( ) ( ) : ,r 1 xf x A x e u x r 0 0− −λ= > λ >  

 
 :توان نشان داد کهمی

2
2

r rE( ) ,= =
λ λxx σ  

 

( )f x

0
x

r 1=

r 2=

r 3=
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 :توزیع پواسن )8

a

k
a

k k 1
a a

k 0 k 0 k 1

e

aP{ k} e : k 0,1,2,
k!

a aE( ) k P{ k} k e e a a
k! (k 1)!

−

+∞ +∞ +∞ −
− −

= = =

= = =

= = = = =
−∑ ∑ ∑

x

x x

…

��	�


 

 
 :گوییمپس وقتی می.   بودیمردهرا به کار ب ηنام   ،aبه همین خاطر بود که از پیش به جای 

k( )P{ } e
k!

−λτ λτ
=  

= λτη میانگین تعداد نقاط در فاصلۀ زمانی ،τ بوده و λ تعداد نقاط در واحد زمان است) امید ریاضی(، میانگین. 

k نقطه در فاصلۀ τ
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a

k k k k
2 2 a a 2 a

k 0 k 0 k 0 k 0
k 2

a a 2 2

k 2

e

a a a aE( ) k e e k e k k(k 1)
k! k! k! k!

ae (ae a ) a a
(k 2)!

+∞ +∞ +∞ +∞
− − −

= = = =

+∞ −
−

=

 
= = = + − 

 

= + = +
−

∑ ∑ ∑ ∑

∑

x

��	�


 

2 2 2 2 2E( ) E ( ) a a a a⇒ = − = + − =x xσ  
2 a→ = =η σ ) پارامتر توزیع پواسن (  

 
)Eروش دیگر برای محاسبۀ  )x 2 وE( )x: 

k k 1 k
a a a

k 0 k 0 k 0

a a ae k e k ae E( ) a
k! k! k!

+∞ +∞ +∞−

= = =

= → = → = ⇒ =∑ ∑ ∑ x  

k 1 k 2 k
a a 2 a

k 0 k 0 k 0
k

2 2 a a 2 2

k 0

a a ak e k(k 1) e k(k 1) a e
k! k! k!

ak a e ae E( ) a a
k!

+∞ +∞ +∞− −

= = =
+∞

=

= → − = → − =

⇒ = + ⇒ = +

∑ ∑ ∑

∑ x
 

 aضرب در aق نسبت بهمشت

 a2 ضرب در aمشتق نسبت به 
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 :توزیع برنولی )9
k 1 k

2 2 2

2 2 2

P (k) P{ k} p q : k 0,1

E( ) 0 P{ 0} 1 P{ 1} p

E( ) 0 P{ 0} 1 P{ 1} p

var( ) E( ) E ( ) p p pq

−= = = =

= × = + × = =

= × = + × = =

= − = − =

x x

x x x

x x x

x x x
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 :ایتوزیع دوجمله )10
k n kn

P (k) P{ k} p q : k 0,1, ,n
k

− 
= = = = 

 
x x …  

 :توان نشان داد کهمی

2

E( ) np

var( ) npq

= =

= =

x

x

η

σ
 

 
توان می.  شوند این چنین می2σ و ηتا متغیر تصادفی برنولی دانست و لذا nتوان مجموع ای را میدر واقع متغیر تصادفی دوجمله(

nیک راه دیگر استفاده از رابطۀ .  یز نشان دادها را مستقیماً ناین تساوی n 1
i n

i i 1
−   

=   −   
).  153 و 152در کتاب راس، ص ( است 

 .)راه دیگر با استفاده از تابع مشخصه را بعداً خواهیم دید
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 :هندسیتوزیع فوق )11
Np N Np
k n k KP (k) P{ k} : max(0,n N K) k min(n,K) , pN N

n

−  
  −  = = = − + ≤ ≤ =

 
 
 

x x  

 :توان نشان داد کهمی

2

npq

KE( ) n np
N
nK(N K) N nvar( )

N 1N

= =

− −
= ×

−

x

x
��	�
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 :ای منفیتوزیع دوجمله) 12
r kr k 1

P (k) P{ k} p q : k 0,1,2,
k

+ − 
= = = = 

 
x x … 

 :توان نشان داد کهمی

2

rqE( )
p

rqvar( )
p

=

=

x

x
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 :)Moments of a RV(گشتاورهای یک متغیر تصادفی 
 اورتر گشتدر حالت کلی.  دادندمیانگین و واریانس اعدادی بودند که تا حدودی توصیفی از متغیر تصادفی را به دست می

 :شود به صورت زیر تعریف میxام متغیر تصادفی nمرتبۀ ) (Initial)گشتاور ابتدایی (
n n

nm E( ) x f(x)dx
+∞

−∞
= = ∫x  

 
 :شود به صورت زیر تعریف میxام متغیر تصادفی nو گشتاور مرکزی مرتبۀ 

n n
n E(( ) ) (x ) f(x)dx

+∞

−∞
= − = −∫xµ η η  

 
 :روشن است که

2
1 2 1 0 0m , , 0 , m 1= = = = =η σ µ µ µ  

 
)nEهمچنین  )x  را گشتاور مطلق مرتبۀn ام وE( a)−x را گشتاور x حول نقطۀ a) اگر .  گویند) یافتهگشتاور تعمیمf(x) زوج 

n:  و لذاη=0باشد،  nm = µ2:  و همچنین داریمn 1 0+ =µ  . اصولاً اگرf(x)2: ای متقارن باشد، داریم حول نقطهn 1 0+ =µ. 

Section 5.2 
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 :ام توزیع گاماnگشتاور مرتبۀ  :مثال
r r 1 x

r n r 1 x r r
n n r 1 x

n n r n0 0

2 2
2 2

x ef(x) u(x)
(r)

x e (n r) (n r)m E( ) dx x e dx
(r) (r) (r) (r)

rE( )

r(r 1) rE( )

− −λ

+ − −λ+∞ +∞ + − −λ
+

λ
=

Γ

λ λ λ Γ + Γ +
= = = = =

Γ Γ Γ λ Γ λ

⇒ = =
λ
+

⇒ = ⇒ =
λ λ

∫ ∫x

x

x

η

σ
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 :تابع مولد گشتاور و تابع مشخصه
 .کندکمک می) یا تابع مشخصه(ور در کاربردهای مختلفی از جمله محاسبۀ گشتاورهای یک متغیر تصادفی، تابع مولد گشتا

 : عبارت است ازx متغیر تصادفی (Moment Generating Function)طبق تعریف، تابع مولد گشتاور 
s sx(s) E(e ) e f (x)dx

+∞

−∞
Φ = = ∫x

x x  
 .)هایی که این انتگرال وجود داشته باشدsالبته برای (
 

 ).s- به s تبدیل با(یعنی تابع مولد گشتاور، همان تبدیل لاپلاس تابع چگالی است 
 

 :شوددر حالت گسسته، تابع مولد گشتاور به مجموع زیر تبدیل می
is sx

i
i

(s) E(e ) e P (x )Φ = = ∑x
x x  
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 :خواص تابع مولد گشتاور
 :گویند، این است که اصولاً علت اینکه به این تابع، مولد گشتاور می:قضیۀ گشتاور )1

n)n
nm E( ) (0)(= = Φx  

 .دهدام را میnدر نقطۀ صفر، گشتاور ام تابع nیعنی مشتق 
 

 :اثبات
n

n sx
n

n
n

nn
s 0

d (s) x e f (x)dx
ds
d (s) x f (x)dx m

ds

+∞

−∞

+∞

−∞
=

Φ
=

Φ
⇒ = =

∫

∫

x

x

 

 
nبرای  (0)0: شود که نتیجه می=0 m 1Φ =  :، زیرا=

(0) f (x)dx 1
+∞

−∞
Φ = =∫ x  
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aاگر  )2 b= +y xباشد، داریم : 
bs(s) e (as)Φ = Φy x  

 :زیرا
(a b)s bs as bs(s) E(e ) e E(e ) e (as)+Φ = = = Φx x

y x  
 
)gاگر  )3 )=y x بدون نیاز به محاسبۀ ،fyتوان  می(s)Φy را محاسبه کرد: 

sy sg(x)s(s) E(e ) e f (y)dy e f (x)dx
+∞ +∞

−∞ −∞
Φ = = =∫ ∫y

y y x  
 

 ضیطبق قضیۀ اساسی امید ریا
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 :توزیع نمایی :مثال
x

( s)xsx x
0 0

f(x) e u(x)

(s) e e dx e dx : Re(s)
s

−λ

+∞ +∞ − λ−−λ

= λ
λ

Φ = λ = λ = < λ
λ −∫ ∫

 

 
 :از جداول تبدیل لاپلاس داریم

Laplacet 1e u(t) : Re(s)
s

−λ ←→ > −λ
+ λ

 

 : خواهیم داشتs- به sپس با تبدیل 
Re( s) Re(s)

(s) : Re(s)
s

− > −λ ⇒ < λ
λ

⇒ Φ = < λ
λ −

 

 
 .تر استدر خیلی از موارد محاسبۀ گشتاور از این راه ساده
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 :ای توزیع دوجمله:مثال
k n kn

P(k) p q : k 0,1, ,n
k

− 
= = 

 
…  

 .نسبتاً مشکل است 2σ و η  مستقیممحاسبۀ

i
n n

sx sk k n k s k n k s n
i

i k 0 k 0

s n 1 s n 1
s 0s 0

2
2 2 2

2
s 0

2

n n
(s) e P(x ) e p q (pe ) q (pe q)

k k

d (s) n(pe q) pe n(p q) p np
ds

d (s)E( ) npq n p
ds

npq

− −

= =

− −

=
=

=

   
Φ = = = = +   

   
Φ

= = + = + =

Φ
= = +

⇒ =

∑ ∑ ∑

x

η

σ
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 :تابع مشخصه
 :عبارت است از xطبق تعریف، تابع مشخصۀ متغیر تصادفی 

j j x( j ) E(e ) e f (x)dx
+∞ω ω

−∞
Φ ω = = ∫x

x x  
 . قرار گرفته استs ،jωکه به جای  Φx(s)یعنی همان 

) را دارد و گاهی اوقات نیز آن را با Φ(s)ن خواص پس هما )Φ ωدهیم نشان می. 
 

 ).ω- به ωبا تبدیل ( است pdfتابع مشخصه در واقع تبدیل فوریۀ 
 :با توجه به رابطۀ عکس تبدیل فوریه داریم

j x1f (x) e ( j )d
2

+∞ − ω

−∞
= Φ ω ω

π ∫x x  

تابع مشخصه یگانه است و با داشتن آن، متغیر تصادفی به طور کامل ( به دست آورد f را از روی Φ و Φز روی  را اfتوان پس می
 ).مشخص شده است
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 :شود کهبه راحتی ملاحظه می
n n

n n n n
j 0 0

d ( j ) d ( j )1m
d(j ) j d

ω= ω=

Φ ω Φ ω
= =

ω ω
 

)، Φرن لوپس با بسط مک.   را در نقطۀ صفر داریمΦاگر تمام گشتاورها را داشته باشیم، تمام مشتقات ( )Φ ω را برای هر ω داریم و 
 .) نیز معلوم استf معلوم باشد، Φاگر 
 

 :Φلورن بسط مک
i n

1 i n
n 0

( j ) ( j )( ) 1 j m m m
i! n!

+∞

=

ω ω
Φ ω = + ω + + + = ∑" "  

 
 : داریمλبرای توزیع نمایی با پارامتر  :مثال

t 1( ) (e u(t) : Re( ) 0 )
j j

ℑ−λλ
Φ ω = ←→ λ >

λ − ω λ + ωx  
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)Nبرای  :مثال , )x η σ∼ ،Φx پیدا کنید را. 

N(0,1)−
=

xz η
σ

∼  
2

22 2

z 2
j z 22

(z j )
2 2 2

1 z 1( j ) e e dz j z (z j )
2 2 22

1e e dz e
2

2+∞ −ω

−∞

− ωω ω+∞− − −

−∞

ω
Φ ω = → ω − = − − ω −

π

= =
π

∫

∫

z

 

 
 :اصولاً به یاد داشته باشید که

2 2x
2 21 e e

2

ω
− −ℑ←→

π
 

 
=پس اکنون برای  +x zσ ηداریم : 

2
jj 2( j ) e ( j ) e

2ω
ω −ωΦ ω = Φ ω =x z

σηη σ  
 .خاطر بسپارید بهتر است که این رابطه را به 
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)Nبرای  :مثال , )x η σ∼ ،nµها را پیدا کنید. 

N( , ) N(0,1)−
⇒ =

xx z ηη σ
σ

∼ ∼  

2 2

n n n n
n n

n n

n n
n n2 2

n n n n

0 0

( ) E(( ) ) E(( ) ) m ( )

1( ) ( j)
j

1 d dm ( ) (e ) j ( 1) (e )
j d d

ω ω
− −

ω= ω=

−
= − = =

= −

= = −
ω ω

xx x z

z

ηµ η σ σ
σ

 

 
 :ای هرمیتچندجمله

2 2x xn
n 2 2

n n

2 3 4 2
0 1 2 3 4

dH (x) ( 1) e (e )
dx

H (x) 1 , H (x) x , H (x) x 1 , H (x) x 3x , H (x) x 6x 3 ,

−
= −

= = = − = − = − + …
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 :های زیر استژگیای هرمیت دارای ویچندجمله

k 1 k k 1

n n 2 n 4
n

H (x) xH (x) kH (x)
n n

H (x) x x 1 3 x
2 4

+ −

− −

= −

   
= − + ×   

   
∓"

 

 
 :پس

n
n nm ( ) j H (0)=z  

 :از طرفی داریم
n
2

n
( 1) 1 3 (n 1)H (0)
0

 − × × × × −= 


"  nزوج 
nفرد 
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 :پس

n
1 3 (n 1)

m ( )
0

× × × −
= 


z

"  

 :و لذا
n

n
1 3 (n 1)

( )
0

 × × × − ×
= 


x σ

µ
"  

 
4: مثلاً داریم

4 4=µ σ. 
 

 ).151راه مستقیم در کتاب، ص (شود تر میتر نبود، ولی در خیلی موارد سادهدهدر اینجا حساب کردن گشتاور از این راه چندان سا

nزوج 
nفرد 

nزوج 
nفرد 
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)asin اگر :مثال t )Ω + θx u(0,2 و ∽ )θ π∼ ،( j )Φ ωxرا حساب کنید . 
 : داریم3با توجه به خاصیت 

P
1

22 j a sin( t )
0

t 2 j a sin u
0t

( j ) e f ( )d u t

1 e du J ( a)
2

π
π ω Ω +θ

Ω + π ω

Ω

Φ ω = θ θ → = Ω + θ

= = ω
π

∫
∫

x θ  

 
 

 
 :nع اول مرتبۀ تابع بسل نو

c 2 jnu jxsin u
n c

1J (x) e du
2

+ π − +=
π ∫  

 

:تابع بسل نوع اول مرتبۀ صفر

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1

0

( )0J ω

ω
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 1

 :فیدو متغیر تصاد
 :دادنسبت می را هاiω ،ix تابعی بود که به نقاط xمتغیر تصادفی 

1 1 2 2 N Nx ( ),x ( ), ,x ( )= ω = ω = ω…x x x  
را  )هاiy ( اعداد دیگری،iω به نقاط ، را روی همین فضای نمونه در نظر بگیریمy ی مانندبه همین ترتیب اگر متغیر تصادفی دیگر

 :دهدنسبت می
1 1 2 2 N Ny y( ),y ( ), ,y ( )= ω = ω = ω…y y  

}1 هایی مثل به دنبال احتمال واقعهxدر رابطه با  x }=x 0 یا{ x }≤x و امثالهم بودیم و در مورد yنیز به همین ترتیب . 
 

iهای وان با در نظر گرفتن زوج مرتبتحال می i(x ,y 1هایی مثل  احتمال واقعه،( 1{ x , y }= =x y یا 
0 0{ x , y }≤ ≤x yطور کلی ه ب  و{( , )} D∈x y )یعنی { ( ( ), ( ))} Dω: ω ω ∈x y(را مطرح کرد . 

 
 
 
 

 مستقل باشند y و xمگر آنکه (شود مشخص نمی) دو بعدی(ها  احتمال این واقعه،y و توزیع xاشتن توزیع در حالت کلی با صرف د
 .ها به ابزارهای جدیدی نیاز داریمو برای مشخص کردن احتمال این واقعه)  خواهیم دیداًه بعدک

x

y

D



 2

 :) or Joint pmfunctionFrobability PJoint (تابع احتمال مشترک 
 :، آنگاههای تصادفی گسسته باشندغیر متy و xاگر 

 
P (x,y) P{ x, y}= = =xy x y  

 
 :، داریمدنباش...  و y ،1y ،2y ،3yو برای ...   وx، 1x، 2x، 3xاگر مقادیر ممکنه برای 

ij i ip x x , y y
P (x,y)

0 otherwise
= =

= 


xy  

 
 :پس خواهیم داشت

i j ij
i j i j

P (x ,y ) p 1= =∑∑ ∑∑xy  

 



 3

 :دانیم کهمی  چوناز طرف دیگر

j
j

{ x } { x , y }= = = =i ix x y∪  

  :پس
j

j
P{ x } P{ x , y }= = = =∑i ix x y  

 
 :داریمر را زی (Marginal pmf) ایتوابع احتمال حاشیه در نتیجه

i i j
j

j i j
i

P (x ) P (x ,y )

P (y ) P (x ,y )

 =



=


∑

∑

x xy

y xy

 

 
 : داریم\2 از D یر مجموعۀبرای هر زو 

i j

i j
(x ,y ) D

P{( ) D} P(x ,y )
∈

∈ = ∑x, y  

 

pmfای حاشیهx: 

pmfای حاشیهy: 



 4

 :کنیمبه صورت زیر تعریف می را y و xو متغیرهای تصادفی اندازیم تاسی را می :مثال

i
0 i 4

(f )
1 i 4

<
=  ≥

x i    و    
i

(f )
0


= 


y  

x داشته باشد را1 و 0  مقداردوتواند می   .y پس. را اختیار کند6 و 4، 2، 0 چهار مقدارتواند نیز می  : 
1 (0,0) 4 (1,4)
2 (0,2) 5 (1,0)
3 (0,0) 6 (1,6)

→ →
→ →
→ →

 

 ).هستندتا غیر صفر ijp ،5ا ت8از (
 
 

 :هستند به صورت زیر y و x احتمالتوابع 

 1

3
6

0
x

3
6

( )P xx

2

1
6

0
y

3
6

1
6

1
6

4 6

( )P yy

iزوج 
iفرد 

( , )P x y

y

x
1

0 2 4 6

2
6

1
6

1
6 1

61
6



 5

i، در حالت پیوسته jP{ x , y }= =x yها نیست احتمال واقعهۀکنند مشخص، صفر است و لذا تابع احتمال. 
 .کنیمشترک را معرفی می مpdf مشترک و CDF لذا
 

 :)Joint CDF ( مشترکتابع توزیع انباشتۀ
 :طبق تعریف

F (x,y) P{ x, y}= ≤ ≤xy x y  
 : استمقابلمطابق شکل  D حیۀیعنی نا

 
 

 :در حالت گسسته

i j

i j
x x y y

F (x,y) P (x ,y )
≤ ≤

= ∑ ∑xy xy  

 
 :مری دامثلاً در مثال قبل

2 1 3F (0.2,2) P(0,0) P(0,2)
6 6 6

= + = + =xy  

x

y



 6

 : مشترکCDFبرخی خواص 
1) F ( , ) 0 , F ( ,y) 0 , F (x, ) 0 , F ( , ) 1−∞ −∞ = −∞ = −∞ = +∞ +∞ =xy xy xy xy  
 

2) 
F (x, ) P{ x} F (x)
F ( ,y) P{ y} F (y)

+∞ = ≤ =  
 +∞ = ≤ =  

xy x

xy y

x
y

 

 
1پس برای  2y y<داریم : 

1 2 2 1

2 1 1 2

P{ x,y y } F (x,y ) F (x,y )
F (x,y ) F (x,y ) 0 : x,y y
≤ < ≤ = −

⇒ − ≥ ∀ <
xy xy

xy xy

x y
 

1 و برای 2x x<  داریمنیز: 
1 2 2 1

2 1 1 2

P{x x , y} F (x ,y) F (x ,y)
F (x ,y) F (x ,y) 0 : y,x x
< ≤ ≤ = −

⇒ − ≥ ∀ <
xy xy

xy xy

x y
 

 :(Marginal CDF)ای حاشیهCDFتوابع
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 :و سرانجام خواهیم داشت
1 2 1 2

1 2 2 1 2 1

2 2 1 2 2 1 1 1

2 2 1 2 2 1 1 1

P{x x ,y y }
P{x x , y } P{x x , y }
(P{ x , y } P{ x , y }) (P{ x , y } P{ x , y })
F (x ,y ) F (x ,y ) F (x ,y ) F (x ,y )

< ≤ < ≤
= < ≤ ≤ − < ≤ ≤
= ≤ ≤ − ≤ ≤ − ≤ ≤ − ≤ ≤
= − − +xy xy xy xy

x y
x y x y

x y x y x y x y  

 
 

2 که 2y و 1x ،2x ،1yع فوق برای هر وجمم این است که Fپس از جمله خواص تابع  1x x> 2 و 1y y>،نامنفی است . 
1یعنی اگر  2x x< 1 و 2y y<داریم ،: 

2 2 1 2 2 1 1 1F (x ,y ) F (x ,y ) F (x ,y ) F (x ,y ) 0− − + ≥xy xy xy xy  
 

}P :، آنگاه پیوسته باشندy و x که اگر توجه کنید x, y} 0= = =x y  .داریم همچنین.   احتمالی نداردیعنی یک نقطۀ تنها :
P{ x} 0= =x  .ناحیۀ یک خط هم احتمالی ندارد و حتماً بایدیعنی  Dغیرصفر باشدی سطح . 

 

1x

2y

1y

2x
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 :)Joint pdf (تابع چگالی احتمال مشترک
 :یفطبق تعر

2F (x,y)
f (x,y)

x y
∂

=
∂ ∂
xy

xy  

 
 : کهتوان نشان داداز تعریف می

f (x,y)dxdy P{x x dx,y y dy}= < ≤ + < ≤ +xy x y  
 :لذا

D

P{( , ) D} f (x,y)dxdy∈ = ∫∫ xyx y  

fیعنی حجم زیر تابع  (x,y)xyبیانگر احتمال آن ناحیه است، در هر ناحیه . 
 

 : داریمCDFبگیریم و با توجه به تعریف در نظر  y0≤y  و0x≤x ۀ را ناحیDاگر 
x y

F (x,y) f(u,v)dudv P{ x, y}
−∞ −∞

= = ≤ ≤∫ ∫xy x y  
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 :به عنوان حالت خاص نیز خواهیم داشت

f(x,y)dxdy F( , ) 1
+∞ +∞

−∞ −∞
= +∞ +∞ =∫ ∫  

 

F: دانیم کهمی (x) F (x, )= +∞x xy؛ لذا :
xdf (x) f (u,v)dudv

dx
+∞

−∞ −∞
= ∫ ∫x xyدر نتیجه و : 

f (x) f (x,y)dy
+∞

−∞
= ∫x xy : x ایتابع چگالی حاشیه  

 :داریممشابهاً و 

f (y) f (x,y)dx
+∞

−∞
= ∫y xy : y ایتابع چگالی حاشیه  

 

 

x x dx+
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 اگر :مثال
2 2 2 2

2 2

c (1 x y ) 0 x y 1
f (x,y)

0 x y 1

 − − < + <= 
+ >

xy باشد، مقدار c تابع ،f (x)x 2 و مقدار 2 1P{x y }
2

+  را >

 .محاسبه نمایید
 

 
 
 
 
 
 

 

2 12 2 2
0 0

f(x,y)dxdy 1

2c(1 x y )dxdy 1 c (1 r )rdrd 1 c

+∞ +∞

−∞ −∞

π

=

⇒ − − = ⇒ − θ = ⇒ =
π

∫ ∫
∫∫ ∫ ∫

 

روی دایرۀ واحد
x

21 x+ −

21 x− −
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2

2

31 x
2 2 2 2

1 x

2 8(1 x y )dy (1 x ) 1 x 1
f (x) f (x,y)dy 3

0 x 1

+ −

+∞

− −−∞


 − − = − − < <= = π π


>

∫∫x xy  

 
2 22 2 2 2 22

0 0

1 2 2 3P{x y } (1 x y )dxdy (1 r )rdrd
2 4

π
+ < = − − = − θ =

π π∫∫ ∫ ∫  
 روی دایره به

2   شعاع
2
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 .)ایجرم نقطه (و نقاط تنها احتمال دارند) عدیدوبُی δ( خواهد بود δ یک سری pdf ، هر دو گسسته باشندy و xاگر 
 

 :داریم
(x a,y b) (x a) (y b)δ − − = δ − δ −  

 
 
 
 
 

 
(a,b)اگر  D∈ باشد، داریم: 

D

g(x,y) (x a,y b)dxdy g(a,b)δ − − =∫∫  

g(x,y)از جمله اگر   ).یک است δ حجم زیرزیرا ( شود مییک انتگرال فوق برابر  باشد،=1
 

y

x

a
0

z

b

( , )x a y bδ − −
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 :یم دار)ایجرم نقطه( گسسته y و xبرای 
ij i j

i j
f (x,y) p (x x ,y y )= δ − −∑∑xy : تابع چگالی   

 
 :داشتیمقبلاً در مثال تاس که مثلاً 

 
 

 ).جرم خطی( احتمال فقط در یک سری صفحات خواهیم داشت ، گسسته باشددیگرییکی پیوسته و از دو متغیر تصادفی، اگر 
 

( , )f x yxy

y

x
1

0 2 4 6

2
6

1
6

1
6 1

61
6
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 :بوده و دارای توزیع زیر باشداز نوع گسسته  x  اگر متغیر تصادفیمثلاً
1P{ 0} P{ 1}
2

= = = =x x  

 :و دارای توزیع نرمال زیر باشدپیوسته از نوع  y متغیر تصادفیولی 
2y

21f (y) e
2

−
=

πy  

 :تابع چگالی مشترک آنها برابر خواهد بود با
2y1

2

i 0

1 1f (x,y) (x i) e
2 2

−

=

= δ −
π∑xy  

 

-2
-1

0
1

2
3

-3
-2

-1
0

1
2

3

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

x
y

z
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 .ولی جرم خطی داشته باشیم ، هر دو پیوسته باشندy و xممکن است 
 

)gاگر  )=y xنقاط به غیر از  باشد، کلیۀ (x,g(x))احتمال صفر دارند، یعنی : 
f (x,y) f (x) (y g(x))= δ −xy x  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 .یدآ این حالت پیش می،باشندشته قرار دا xyهای ممکنه روی یک منحنی در صفحۀ (x,y)کلاً اگر زوج 

-3-2-10123

-2
-1

0
1

2

0.05
0.1
0.15
0.2
0.25
0.3
0.35
0.4

x

y

z
( )f x =x g(x) sin( )y x=
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 :متغیرهای تصادفی مستقل
}های  واقعه،y و x هرگاه برای هر ، را مستقل گویندy و xدو متغیر تصادفی  x}≤x و { y}≤yمستقل باشند، یعنی : 

P{ x, y} P{ x}P{ y}≤ ≤ = ≤ ≤x y x y  
 :ا به عبارت دیگری

F (x,y) F (x)F (y)=xy x y  
 

از دو طرف اگر (یا معادلاً 
2

x y
∂
∂ ∂

 :) بگیریم

f (x,y) f (x)f (y)=xy x y  
 

 : نیز داریمدر حالت گسسته
i j i j

ii j j

P{ x , y } P{ x }P{ y }

P (x )P (x ,y ) P (y )
↓↓ ↓

= = = = =

xxy y

x y x y��	�
���	��
 ��	�

 

 
} های، واقعهاگر هر یک از شروط فوق برقرار باشد( D}∈x و { D }′∈y برای هر D و D′مستقل خواهند بود (. 
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: ، یعنیدر مثالی که داشتیم :مثال
2 2 2 2

2 2

2 (1 x y ) 0 x y 1
f (x,y)

0 x y 1

 − − < + <π= 
 + >

xy تابع ،f (x,y)xy قابل نوشتن 

 . مستقل نیستندy و x در نتیجه .  نیستy ضربدر تابعی از xبه صورت تابعی از 
 
 : کهاً دیدیمضمن(

3
2 28f (x) (1 x ) : 1 x 1

3
= − − < <

πx  

 .)شود نمیfxy  دو نیز به همین شکل است و حاصلضرب اینfyو 
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 :مثال
2 2

2
x y

2
2

1f (x,y) e
2

+
−

=
πxy

σ

σ
 ؛

σ σ

σ σ

22

2 2
yx

2 21 1f (x,y) e e f (x)f (y)
2 2

− −  
  = =
  π π

  
xy x y  

,σN(0هر دو  بوده  و  مستقلy و xپس   . هستند(
 

f هرگاه ، است(Circular Symmetry) یو دارای تقارن دایرfxyگوییم  :تعریف (x,y)xyۀ صرفاً تابعی از فاصل (x,y)از مبدأ  
 :  یعنی.باشد

2 2f (x,y) g(r) : r x y= = +xy  
 .ی بود دارای تقارن دایروfxy ،در هر دو مثال گذشته

 
 y و x تقارن دایروی داشته باشد و در عین حال fxy اگر بخواهیم  .دهد بسیار جالبی داریم که اهمیت توزیع نرمال را نشان میقضیۀ

,σN(0  هر دو بایدy و x ،مستقل باشند  .باشند (
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 ، یعنی هر دو نرمال با میانگین صفر و واریانس یکسانy و x ، دارای تقارن دایروی باشدfxy و وده مستقل بy و x گرا :قضیه
σN(0,  .)143 ص،اثبات در کتاب( خواهند بود (
 

)g آنگاه ، مستقل باشندy و xاگر  :قضیه )=z x و h( )=w yنیز مستقل خواهند بود . 
 ):143 ص،اثبات کلی در کتاب(صعودی باشند  h  وgاثبات در حالت خاصی که 

1 1

1 1

P{g( ) z,h( ) w} P{ g (z), h (w)}

P{ g (z)}P{ h (w)}
P{g( ) z}P{h( ) w}

− −

− −

≤ ≤ = ≤ ≤

= ≤ ≤
= ≤ ≤

x y x y

x y
x y

 

 

)y و xبه دلیل استقلال(
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 :امید ریاضی و همبستگی
)g: ، یعنیباشد y و x  از تابعیz اگر , )=z x y ،برابر است بایاضی آن امید ر: 

E( ) zf (z)dz
+∞

−∞
= ∫ zz  

 
 . به دست آوردfxy را از روی E(z)توان  میfz ، در اینجا نیز بدون محاسبۀ گفتیم تصادفیطور که در مورد تابع یک متغیر ولی همان

 :ریمدا اساسی امید ریاضی پس با تعمیم قضیۀ
 

 :قضیه
E(g( , )) g(x,y)f (x,y)dxdy

+∞ +∞

−∞ −∞
= ∫ ∫ xyx y  

 )144اثبات در کتاب، صفحۀ (
 .)گرددبه همان بر می ، باشدxتابعی از مثلاً صرفاً  gسازگار است و اگر ریاضی عدی امید بُتعریف با تعریف یکاین توجه کنید که (
 

 برایمثلاً , گذارند زیرنویس میبرای آن  ،ست آمدهچگالی به دکدام گیری روی  با انتگرال ریاضیگاهی برای بیان اینکه امید
E: نویسند میبالاامید ریاضی  (g( , ))xy x y. 
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 :)عدیدر حالت دو بُ(ریاضی خطی بودن امید : نتیجه 
n n

i i i i
i 1 i 1

n

i i
i 1
n

i i
i 1

E a g ( , ) a g (x,y) f (x,y)dxdy

a g (x,y)f (x,y)dxdy

a E(g ( , ))

+∞ +∞

−∞ −∞
= =

+∞ +∞

−∞ −∞
=

=

   
=   

   

 =  
 

=

∑ ∑∫ ∫

∑ ∫ ∫

∑

xy

xy

x y

x y

 

 .توان عوض کرد را می ریاضییعنی جای مجموع و امید
 

 :به عنوان حالت خاص داریم
E(a b ) aE( ) bE( )+ = +x y x y  
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 :توجه کنید کهحال 

η

σ η η η2 2 2 2

E( ) x f (x,y)dxdy xf (x)dx

E(( ) ) (x ) f (x,y)dxdy (x ) f (x)dx

+∞ +∞ +∞

−∞ −∞ −∞
+∞ +∞ +∞

−∞ −∞ −∞

= = =

= − = − = −

∫ ∫ ∫
∫ ∫ ∫

x xy x

x x x xy x x

x

x
 

σ و ηy نیز مقادیر y به همین ترتیب برایو  yشوند به همین صورت محاسبه می. 
η نقطۀ η( , )x y، مرکز ثقل fxy است و σ x،حول خط  تابع توزیع را پراکندگی نقاط ηx = xدهد را نشان می.  σ yپراکندگی  نیز 

ηyنقاط حول خط  = yدهد را نشان می. 

 
 

y

yη

x
xη

f های ثابتمنحنی =xy
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 .دهد را به هم نشان میy و x  پارامتری است که میزان بستگی،متر پنجمپارا
 

 :برابر است با y و xواریانس  کُ،طبق تعریف

µ η η η ηcov( , ) E ( )( ) (x )(y )f (x,y)dxdy
+∞ +∞

−∞ −∞
 = = − − = − −  ∫ ∫xy x y x y xyx y x y  

 .تواند مثبت یا منفی باشد کواریانس می،نامنفی بودکمیتی بر خلاف واریانس که که توجه کنید 
σبعضی کتابها کواریانس را با ( xyدهند نشان می(. 
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 :کواریانسخواص 
1( 

η η η η η ηcov( , ) E ( )( ) E( ) E( ) E( )

cov( , ) E( ) E( )E( )

 = − − = − − + 
⇒ = −

x y x y x yx y x y xy y x

x y xy x y
 

 
2( 

η 2cov( , ) E(( ) )
cov( , ) var( )

= −
⇒ =

xx x x
x x x

 

 
=اگر  )3 +z x y  ،کهدانیم میباشد :η η η= +z x yاز طرف دیگر داریم؛ : 

η η η η η η η
22 2 2var( ) E(( ) ) E( ( ) ( ) ) E(( ) ) E(( ) ) 2E(( )( )) = − = − + − = − + − + − − z x y x y x yz z x y x y x y  

 :پس
var( ) var( ) var( ) 2 cov( , )+ = + +x y x y x y  

 :یا
σ σ σ µ2 2 2 2+ = + +x y x y xy  



 25

aتر اگر در حالت کلی b c= + +z x y،داریم باشد : 
2 2var( ) a var( ) b var( ) 2abcov( , )= + +z x y x y  

 
 :شود به صورت زیر تعریف میy و x (Correlation Coefficient)ضریب همبستگی  :تعریف

µ
σ σ

cov( , )r
var( )var( )

= = xy
xy

x y

x y
x y

 

 
 :توان نشان داد کهمی

ηη
σ σ

r cov( , )
−−

= yx
xy

x y

yx  

1 :ثابت خواهیم کرد کهبعداً .  کواریانس نرمالیزه است rxyیعنی  r 1− ≤ ≤xy. 
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r: در این صورت.   هم بالاتر از متوسطش خواهد شدy بالاتر از متوسطش برود، معمولاً xگاهی اگر   ؛<0
r: در این صورت.  تر از متوسطش خواهد شد پایینy بالاتر از متوسطش برود، xگاهی نیز به عکس اگر   ؛>0

r: در این صورت.   تأثیری روی هم ندارندy و xگاهی هم  0=. 
 

 ،یابدحرارت، میزان خوردن نوشابه نیز افزایش میدرجه الاصول با افزایش  درجه حرارت؛ علیخوردن نوشابه و میزانمیزان  )الف :مثال
r: یعنی       ؛<0
r: یابد، یعنیالاصول با افزایش حرارت، رطوبت کاهش میمیزان خوردن نوشابه و میزان رطوبت هوا؛ علی )ب     ؛>0
r: الاصول ربطی به هم ندارند، یعنیمیزان خوردن نوشابه و میزان کتابهای فروخته شده؛ علی )ج    0=. 
 

 
rاگر  ر تقارنی نداشته باشیم، ولی توجه کنید که ممکن است اصولاً محو( باشد، محور تقارن موازی یکی از محورها خواهد بود =0

 ).محور ثقل در حالت کلی داریم

y

yη

x
xη

r 0=

y

yη

x
xη

r 0<

y

yη

x
xη

r 0>
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r هرگاه ، گویند)Uncorrelated(ناهمبسته را  y و x متغیرهای تصادفی :تعریف 0=xy ،یعنیباشد : 
cov( , ) 0=x y  

 :ا معادلاًی
R E( ) E( )E( )= =xy xy x y  

R :داشتیمی در حالت کلدر حالی که ( E( ) E( )E( ) cov( , )= = +xy xy x y x y( 
 

 : هرگاه، گویند)Orthogonal(متعامد  را y و x متغیرهای تصادفی :تعریف
R E( ) 0= =xy xy  

 
 :، داریم ناهمبسته باشندy و xاگر  :قضیه

σ σ σ2 2 2
+ = +x y x y  

 .)نویز + سیگنال: رپوزیشن قدرتسوپاصل ( ست اهاواریانس مجموع برابر مجموع واریانسیعنی 
 

 :، داریم متعامد باشندy و xاگر  :قضیه
2 2 2E(( ) ) E( ) E( )+ = +x y x y  
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−η ، ناهمبسته باشندy و xاگر  :قضیه xx و η− yy متعامدند و برعکس، زیرا: 
η η µE(( )( )) 0− − = =x y xyx y  

 
 :، زیرا)ولی عکس آن لزوماً درست نیست ( ناهمبسته خواهند بود،ستقل باشندم y و xاگر  :قضیه

E( ) xyf (x,y)dxdy

xyf (x)f (y)dxdy

xf (x)dx yf (y)dy

E( )E( )

+∞ +∞

−∞ −∞
+∞ +∞

−∞ −∞

+∞ +∞

−∞ −∞

=

=

  =   
  

= ⇒

∫ ∫
∫ ∫
∫ ∫

xy

x y

x y

xy

x y

 

 
xو yاند ناهمبسته
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 :مثال نقض برای عکس مسأله

2
1 1 x 1

f (x) ,2
0 otherwise

 − < <= =


x y x  

 : و داریم مستقل نیستندy و xدر اینجا 

12 2
1

3

E( ) 0
1 1E( ) E( ) x dx
2 3

E( ) E( ) 0
cov( , ) E( ) E( )E( ) 0 0 0

−

=

= = =

= =
= − = − =

∫

x

y x

xy x
x y xy x y

 

 .مستقل نیستند در حالی که ، ناهمبسته هستندy و xیعنی 
 

cos=xاگر  :مثال دیگر ϕ، sin=y ϕ و u(0,2 )π∼ϕ  ،21 در نتیجهباشد= −y x بوده و x و yخواهند بود، مستقل ن 
 : داریمولی

cov( , ) (cos sin ) (cos ) (sin ) (sin )
0 0

1E E E E 2 0
2

= − = =x y ��	�
��	�
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ  
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  ولی استقلال باید در هر نقطه،کندها کار می ناهمبستگی فقط روی متوسط . استتر از ناهمبستگییدر واقع استقلال بسیار قو
 نیز h(y) و g(x) زیرا ( نیز ناهمبسته خواهند بودh(y) و g(x)،  مستقل باشندy و x ضمناً توجه کنید که اگر  .برقرار باشد

 .توانیم بزنیم نمیگیی که این حرف را برای ناهمبستدر حال.  )مستقلند
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 :نامساوی شوارتز
2 2 2E ( ) E( )E( )≤xy x y  

 :داریم αبرای هر مقدار ثابت : اثبات
2 2 2 2E( ) 0 E( ) 2 E( ) E( ) 0α − ≥ ⇒α − α + ≥x y x xy y  

2 :بگیریماکنون اگر 
E( )
E( )

α =
xy
x

 : داریمα  برای این مقدار،

 
 

c=y :اریم که د وقتیتساوی را در نامساوی شوارتز xبه ازای  باشد، زیرا c=y xداریم : 
22 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

E ( ) E(c ) c E ( )
E ( ) E( )E( )

E( )E( ) E( )E(c ) c E ( )

 = =   ⇒ =
= = 

xy x x
xy x y

x y x x x
 

2ضمناً 
E( )c
E( )

= = α
xy
x

 . خواهد بود

 :داریمبه عکس در صورت تساوی 

 in Probability , 2 2 2 2
2 2

E( ) E( )E ( ) E( )E( ) E(( ) ) 0 c c
E( ) E( )

= ⇒ − = ⇒ = =
xy xyxy x y x y y x
x x

 

2 2 2
2 2 2 2 2

2 2 2
E ( ) 2E ( ) E ( )E( ) 0 E( ) E ( ) E( )E( )
E( ) E( ) E( )

− + ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≤
xy xy xyy y xy x y
x x x
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−، xاگر در نامساوی شوارتز به جای  xx η و به جای y، η− yyخواهیم داشت ، قرار دهیم: 

[ ]2cov( , ) var( )var( )≤x y x y  
)varییرات آن از دو سو حدی برابر با  اما تغ،تواند مثبت و منفی شودچه می یعنی کواریانس گر )var( )x yدارد . 

 

)covپس در مورد  , )r
var( )var( )

=xy
x y

x y
2r:  داریم 1≤xy ،1: یعنی r 1− ≤ ≤xy. 

 
)c :تساوی وقتی برقرار خواهد بود که )− = −y xy xη ηداریمدر این صورت.   باشد : [ ]2cov( , ) var( )var( )=x y x y، 

2r :یعنی 1=xy.   اگرcمثبت باشد ، r 1=xyو اگر  cمنفی باشد ، r 1= −xyزیراد خواهد بو ،: 
µ σ σ σ

σσ σ2 2

r
c = = = ±xy x y y

xx x
 

 

y

yη

x
xη

r 1=

:جرم خطی
y

yη

x
xη

r 1=−
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دربارۀ رگرسیون خطی، (را ملاحظه نمایید  150 و 149فحات  ص،کتاب.  است رگرسیون خطی ،از جمله کاربردهای ضریب همبستگی
 ).کتاب به طور کامل آمده است 11 این مبحث در فصل.  واهیم کرد صحبت خ 6بعداً در فصل 

 
 

 :گشتاور مشترک
 : برابر است باy و xطبق تعریف، گشتاور مشترک متغیرهای تصادفی 

k r k r
krm E( ) x y f (x,y)dxdy

+∞ +∞

−∞ −∞
= = ∫ ∫ xyx y  

 
 :گشتاور مرکزی مشترک

 : برابر است باy و xطبق تعریف، گشتاور مرکزی مشترک متغیرهای تصادفی 

µ η η η ηk r k rE ( ) ( ) (x ) (y ) f (x,y)dxdy
+∞ +∞

−∞ −∞
 = − − = − −  ∫ ∫xy x y x y xyx y  

kکه  r+و داریم گشتاور گویند را مرتبۀ : 
µ µ µ σ 2

11 11 20m R , cov( , ) , ,= = = =xy xy xx y … 
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 :تابع مولد گشتاور مشترک
1 21 2

1 2

s x s ys s
1 2

k r
1 2

krk r
1 2 s ,s 0

(s ,s ) E(e ) e f (x,y)dxdy

(s ,s ) m
s s

+∞ +∞ ++

−∞ −∞

=

Φ = =

∂ ∂ Φ
=

∂ ∂

∫ ∫x y
xy xy

 

 
 : مشترکتابع مشخصۀ

1 2 1 2

1 2

j( ) j( x y)
1 2

j( x y)
1 2 12

( j , j ) E(e ) e f (x,y)dxdy

1f (x,y) e ( j , j )d d
(2 )

+∞ +∞ω +ω ω +ω

−∞ −∞

+∞ +∞ − ω +ω
2−∞ −∞

Φ ω ω = =

= Φ ω ω ω ω
π

∫ ∫
∫ ∫

x y
xy xy

xy xy
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 )تابع مشخصه یکی هستند و تابع مولد گشتاور که خواص شته باشیدتوجه دا (: تابع مشخصۀ مشترکخواص
1( 

1 2

k r
1 2

krk r k r
1 2 , 0

( j , j )1 m
j +

ω ω =

∂ ∂ Φ ω ω
=

∂ω ∂ω
xy  

 
 :ایتوابع مشخصۀ حاشیه )2

( j ) ( j ,0)
( j ) (0, j )

Φ ω =Φ ω

Φ ω =Φ ω
x xy

y xy
 

 
a اگر )3 b= +z x yباشد، آنگاه : 

j j(a b )( j ) E(e ) E(e ) ( j ) (a ,b )ω ω + ωΦ ω = = ⇒ Φ ω =Φ ω ωz x y
z z xy  

 
aاگر  b c= + +z x y ،باشد (a ,b )Φ ω ωxy در j ce ωشود می ضرب نیز: 

j c( j ) e (a ,b )ωΦ ω = Φ ω ωz xy  
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 : اگر و تنها اگرمستقلند، y و x متغیرهای تصادفی )4
1 2 1 2( j , j ) ( j ) ( j )Φ ω ω =Φ ω Φ ωxy x y  

 
je ، مستقل باشندy و x اگر زیرا ωx و je ωyخواهیم داشت پس . نیز خواهند بودهمبسته و لذا ناهقل بود نیز مست : 

1 2 1 2 1 2j( ) j j j j
1 2 1 2( j , j ) E(e ) E(e e ) E(e )E(e ) ( j ) ( j )ω +ω ω ω ω ωΦ ω ω = = = = Φ ω Φ ωx y x y x y

xy x y  
 

1از طرف دیگر اگر تساوی  2 1 2( j , j ) ( j ) ( j )Φ ω ω =Φ ω Φ ωxy x yبرقرار باشد، داریم : 
( )( , ) ( , )

( )

( ) ( )

( ) ( )

1 2

1 2

j x y
1 2 1 22

j x j y
1 1 2 2

1f x y j j e d d
2
1 1j e d j e d

2 2
f x f y

+∞ +∞ − ω +ω

−∞ −∞

+∞ +∞− ω − ω

−∞ −∞

= Φ ω ω ω ω
π

  = Φ ω ω Φ ω ω  π π  
=

∫ ∫

∫ ∫

xy xy

x y

x y

 

 
= مستقل باشند و y و xاگر  )5 +z x y ،آنگاه: 

( ) ( , ) ( ) ( )j j j j jΦ ω =Φ ω ω =Φ ω Φ ωz xy x y  
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) اگر :1مثال  , )N x xx η σ∼ و ( , )N y yy η σ∼ بوده و x و y مستقل باشند و = +z x yداریم ،: 
( )

( )
( ) ( ) ( )

2 2 2 2 22 2
j j j

2 2 2j j j e e e
ω + ωω

ω − ω − ω + −
Φ ω =Φ ω Φ ω = =

y x yx
x y x y

z x y

σ σ σση η η η  
 : هم نرمال است و داریمzیعنی 

2 2 2

= +

= +

z x y

z x y

η η η

σ σ σ
 

 مستقل نباشند، این y و xالبته اگر .  گوید امکان ندارد مجموع دو متغیر تصادفی مستقل غیرنرمال، نرمال شودای هست که مییهقض
 ).Papoulis  فرآیند کتاب،7 فصل  درمثال(امکان وجود دارد 

 
x+ مستقل باشند و y و x اگر :قضیه y ،نرمال باشد x و yواهند بود نرمال خ. 

 )Lukacsاثبات در کتاب (
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) اگر :2مثال  , )Binomial n px∼ و ( , )Binomial m py∼ بوده و x و y مستقل باشند و = +z x y توزیع ،zرا بیابید . 
( ) ( ) , ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ( )

j jn m

j n m

j pe q j pe q q 1 p

j j j pe q

ω ω

ω +

Φ ω = + Φ ω = + = −

Φ ω =Φ ω Φ ω = +

x y

z x y

 

 :یعنی
( , )Binomial n m p+z∼  

 
 .ر که کانولوشن یک توزیع در خودش، توزیعی از نوع خودش شود، در معدود توابعی صادق استالبته این ام
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 :توابعی از دو متغیر تصادفی
 :اگر تابعی از دو متغیر تصادفی داشته باشیم، یعنی

( , )g=z x y  
z خود یک متغیر تصادفی است که برای هر نقطه از فضای نمونه مثل ωداریم : 

( ) ( ( ), ( ))gω = ω ωz x y  
 

 :نویسیم، میzبرای به دست آوردن توزیع 
( ) { } { ( , ) }F z P z P g z= ≤ = ≤z z x y  

) را که برای آن x-yای در صفحۀ اگر ناحیه , )g x y z≤شود،  میD(z)بنامیم، خواهیم داشت : 

( )

( ) {( , ) ( )} ( , )
D z

F z P D z f x y dxdy= ∈ = ∫∫z xyx y  
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2 اگر :1مثال  2= +z x y و ( , )

2 2

2
x y
2

2
1f x y e

2

+
−

=
πxy

σ

σ
) هر یک y و xیعنی  ( , )σN  :باشند، داریم)  و مستقل از هم0

zبرای  0<: 
( ) { }F z P z 0= ≤ =z z  

zبرای  0>: 

( ) ( )

( ) { } ( , ) σ

σ σ

σ

σ

2 2

2

2

2 2

x y
2 2 2

2
D z D z

r z
2 z

2 2
2 0 0

1F z P z f x y dxdy e dxdy
2

1 e rdrd 1 e
2

+
−

− −π

= + ≤ = =
π

= θ= −
π

∫∫ ∫∫

∫ ∫

z xyx y
 

 
 :پس

( ) ( ) ( )σ 2
z

2F z 1 e u z
−

= −z  

( )( ) ( )σ

σ
2

z
2

2
dF z 1f z e u z

dz 2

−
= =z

z : توزیع نمایی    

σبرای ( 1= ،2χ 2اگر .   درجه آزادی است2 با 2 2
1 2 n= + + +z x x x" ،2 بودχ با nشد درجه آزادی می(. 

z( )D z
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= :2مثال  +z x y که x و yداریم.   متغیرهای تصادفی دلخواه هستند: 

( ) { } ( , ) ( , )

( )( ) ( , )

z y

x y z

F z P z f x y dxdy f x y dxdy

dF zf z f z y y dy
dz

+∞ −

−∞ −∞
+ ≤

+∞

−∞

= + ≤ = =

= = −

∫∫ ∫ ∫

∫

z xy xy

z
z xy

x y
 

 
 

 
 .شویم هستند روبرو میz، با مشتق گرفتن از انتگرالهایی که حدود آن توابعی از f(z)برای یافتن 

 
 :یادآوری از حساب دیفرانسیل و انتگرال

 :قاعدۀ لایبنیتز
( ) ( )

( ) ( )
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

b z b z

a z a z

db dag x z dx g b z g a z g x z dx
z dz dz z
∂ ∂

= − +
∂ ∂∫ ∫  

 

y

xz y−

y
y dy+

x y z+ =
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= مستقل باشند و y و xحال اگر  +z x yباشد، داریم : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )f z f z y f y dy f z x f x dx
+∞ +∞

−∞ −∞
= − = −∫ ∫z x y y x  

= مستقل باشند و y و xقبلاً هم دیده بودیم که اگر .  fy و fxیعنی کانولوشن  +z x y باشد، داریم: 
( ) ( ) ( )j j j f f fΦ ω =Φ ω Φ ω → = ∗z x y z x y  

 
 

) اگر :مثال , )1 u 900 1100R ) و ∽ , )2 u 900 1100R 1 مستقل باشند، تابع چگالی 2R و 1R و مقادیر ∽ 2= +R R R را 
 .بیابید

 

1
fR

1
200

900 1100

1
200

900 1100

2
fR

1
200

1800 2000

fR

2200

)Simpsonنسیمسو(توزیع مثلثی
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 : را به دست آوریمfzتوانیم مستقیماً به روش دیگری نیز می
( , )

( ) { } { ( , ) }
g

f z dz P z z dz P z g z dz
=

= ≤ ≤ + = ≤ ≤ +z

z x y
z x y

 

) را که در آن x-yاگر ناحیۀ دیفرانسیلی از صفحۀ  , )z g x y z dz≤ ≤ ) است، + )D z∆بنامیم، داریم : 

( )

( ) {( , ) ( )} ( , )
D z

f z dz P D z f x y dxdy
∆

= ∈∆ = ∫∫z xyx y  
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2 اگر :مثال 2= +z x y و ( , )σN 0x∼ و ( , )σN 0y∼ و x و yمستقل از هم باشند، داریم : 
zبرای  0<: 

( ) { }f z dz P z z dz 0= ≤ ≤ + =z z  
zبرای  0>: 

( )

( ) { } σ

σ σ

σ

σ

σ σ

σ

2 2

2

2 2

2 2

2

2

x y
2 2 2

2
D z

r r
2 z dz 2 z dz

2 2
2 20 z 0 z

z
2

2

1f z dz P z z dz e dxdy
2

1 1 1e rdrd d re dr
22

z e dz

+
−

∆

− −π + π +

−

= ≤ + ≤ + =
π

 
  = θ= θ  ππ  

 

=

∫∫

∫ ∫ ∫ ∫

z x y

����	���


 

 
 :یعنی

( ) ( )σ

σ

2

2
z

2
2

zf z e u z
−

=z : توزیع رایلی   

): ، زیراz ضربدر مقدار تابع در نقطۀ dzاین عبارت برابر است با  ) ( )
z dz

z
g x dx g z dz

+
=∫

( )D z
z z dz+

( )D z∆
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 : داشته باشیم، یعنیy و xحال اگر دو تابع از 
( , )
( , )

g
h

=
 =

z x y
w x y

 

  چه خواهد بود؟fzwاما .   به دست آوریمfxyهر یک را با داشتن ) یا چگالی(قبلاً فهمیدیم که چگونه تابع توزیع 
 :توان نشان داد کهای که در حالت تک متغیر تصادفی داشتیم، میبا تعمیم قضیه
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) اگر دستگاه معادلات :قضیه , )
( , )

z g x y
w h x y
=

 =
)های  دارای ریشه , )1 1x y ،( , )2 2x y باشد، آنگاه...  و: 

( , )
( , )

( , )
i i

i ii

f x y
f z w

J x y
=∑ xy

zw  

 :که
( , ) ( , )

( , ) det
( , ) ( , )

g x y g x y
x y

J x y
h x y h x y

x y

∂ ∂ 
 ∂ ∂
 =
∂ ∂ 
 ∂ ∂ 

 

 . کتاب157اثبات در صفحۀ 
 

 :توان نوشتیا معادلاً می

( , ) ( ( , ), ( , ))|det |

i i

i i
i ii

x x
z wf z w f x z w y z w
y y
z w

∂ ∂ 
 ∂ ∂=  
∂ ∂ 
  ∂ ∂

∑zw xy  

 ).به جای روشهای گذشته( را به دست آورد fw یا fz و از آنجا fzwتوان روشن است که از این روش می
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2 :1مثال  2= +z x y و =
xw
y

 ؛

ابتدا دستگاه 
2 2 = +




=


z x y
xw
y

zبرای .  کنیم را حل می  :، این دستگاه دو ریشه دارد<0

,
1 22 2

1 22 2

zw zwx x
1 w 1 w

z zy y
1 w 1 w

− = =  + +
  − = =
 + + 

 

 

( , ) det det
( ) ( )

( , ) ( , )

2 2 2 2
2

2 2 2 2 2

2 2

2

2

1 1 2 2

x y x y yx x 1x y x y x y yJ x y x x 1 x x yy y y y
x y

1 wJ x y J x y
z

 ∂ + ∂ +    + ∂ ∂  + +  = = =−
   −∂ ∂ +  
  ∂ ∂ 

+
⇒ = =−

 



 48

( , ) ( , )
( , ) :

( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( )

1 1 2 2

1 1 2 2

2 2 2 2 2

f x y f x y
f z w z 0

J x y J x y

z zw z zw zf f u z
1 w 1 w 1 w 1 w 1 w

= + >

 − −
= + + + + + + 

xy xy
zw

xy xy

 

 

)مثلاً اگر  , ) σ

σ

2 2

2
x y
2

2
1f x y e

2

+
−

=
πxy)  یعنیx و y هر دو ( , )σN  :، داریم) و مستقل از هم باشند0

( , ) ( )σ

σ

2

2
z

2
2 2

2z 1f z w e u z
1 w 2

−
=

+ πzw  

 :یعنی

( ) ( )σ

σ

2

2
z

2
2

zf z e u z
−

=z : توزیع رایلی  )    و     ) 2

1

f w
1 w
π=
+w : توزیع کوشی   

,بنابراین اگر ( مستقل هستند w و zپس  ( , )σN 0x y∼ ،2 و مستقل باشند 2+x y و x
y

 ). نیز مستقلند
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 :یا از روش معادل داریم

( , ) ( , )|det |

i i

i i
i ii

x x
z wf z w f x y
y y
z w

∂ ∂ 
 ∂ ∂=  
∂ ∂ 
  ∂ ∂

∑zw xy  

 
 :در اینجا

( )
det det det

( )

321 1 2 2
2 2

2
1 1 2 2

32
2 2

w z
x x x x1 w 1 w zz w z w
y y y y1 zw 1 w
z w z w1 w 1 w

 
∂ ∂ ∂ ∂    +    + −∂ ∂ ∂ ∂= = =    
∂ ∂ ∂ ∂− +    
       ∂ ∂ ∂ ∂+ +  

 

 
 :لذا

( , ) ( , ) ( , ) ( )2 2 2 2 2

z zw z zw zf z w f f u z
1 w 1 w 1 w 1 w 1 w

 − −
= + + + + + + 

zw xy xy  
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11 تبدیل خطی :2مثال  12

21 22

a a
a a

= +
 = +

z x y
w x y

A یا    
=   

   

xz
yw

11 که  12

21 22

a a
A

a a
 

= 
 

 ؛

xzابتدا دستگاه 
A

yw
  

=   
   

)detبا فرض .  کنیم را حل می )A  :، این دستگاه یک ریشه دارد≠0

,1 22
11

11 22 12 21

x z aB B A b
y w a a a a

−   
= → = → =    −  

" 

 :یعنی
11 12

21 22

x b z b w
y b z b w
= +

 = +
 

 

( , ) det det( )
det( )

( , )
( , )

det( )

11 12
11 22 12 21

21 22

11 12 21 22

a a 1J x y A a a a a
a a B

f b z b w b z b w
f z w

A

 
= = = − = 

 

+ +
= xy

zw

 

)detدر روش معادل هم ( )Bشود ضرب می(. 
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=مثلاً اگر  +
 = −

z x y
w x y

 :، داریم

1

1

z wx
2

z wy
2

+ =
 − =

: یک ریشه  )det    و     ) det
1 1

A 2
1 1
 

= =− − 
 

( , ) ( , )1 z w z wf z w f
2 2 2

+ −
⇒ =zw xy  

 
,برای مثال اگر  ( , )σN 0x y∼و مستقل از هم باشند، خواهیم داشت : 

 
 
 
 

) هر یک w و zیعنی  , )σN 0  مستقل بوده چگالی احتمال y و xر یعنی برای توزیع نرمال، اگ.   بوده و مستقل از هم هستند2
)یکسان  , )σN x+ داشته باشند، 0 y و −x yنیز مستقل و نرمال هستند . 

 .آوریمای را نیز به دست توانیم توابع چگالی حاشیه میfzwکلاً با به دست آوردن 

( ) ( )
( ) ( )

( , )

( , )

σ

σ σσ σ

σ

σ σ σ σ

2 2

2

2 22 2 2 2
2 22 2

x y
2

2

z wz w z w z w
2 2 2 28 4

2 2

1f x y e
2

1 1 1 1 1f z w e e e e
2 2 4 2 2 2 2

+
−

+ + − + − −− −

=
π

  
  = × = =  π π π π  
  

xy

zw
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)گاهی وقتی که فقط با یک تابع  , )g=z x y مواجهیم و بخواهیم از روی fxy ،fz ًرا به دست آوریم، به جای دو روشی که قبلا 
 . را از این طریق به دست آوریمfz که تواند کمک کند و استفاده از قضیۀ فوق میwگفتیم، به کار بردن متغیر کمکی 

 
 . استاستفاده از متغیر تصادفی کمکیپس روش دیگر برای به دست آوردن توزیع یک تابع از دو متغیر تصادفی، 

 
z= :مثال xy؛ 

 :روش اول

( )

( ) ( , )
D z

F z f x y dxdy= ∫∫z xy  

 :روش دوم

( )

( ) ( , )
D z

f z dz f x y dxdy
∆

= ∫∫z xy  



 53

w=استفاده از متغیر تصادفی کمکی : روش سوم x؛ 

zحل دستگاه  xy
w x
=


=

 :دهد نتیجه می

1

1

x w
zy
w

=



=

 

( , ) ( , )1 1
y x

J x y x J x y w
1 0

= =− ⇒ =−  

( , ) ( , )

( ) ( , ) ( , )

1 zf z w f w
w w

1 zf z f z w dw f w dw
w w

+∞ +∞

−∞ −∞

⇒ =

⇒ = =∫ ∫

zw xy

z zw xy
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 :متغیرهای تصادفی مشترکاً نرمال
a مشترکاً نرمال هستند، اگر y و x :تعریف b= +z x y برای هر a و bنرمال باشد . 

 
 . هر کدام نرمال هستندy و x مشترکاً نرمال باشند، y و x اگر :نتیجه

 
ام نرمال  هر کدy و xمثلاً ممکن است ).  Papoulis  فرآیند کتاب6مثال نقض در فصل (ولی عکس این مطلب لزوماً صحیح نیست 

x+باشند، ولی  y فرآیند  کتاب7 فصل  درمثال( نرمال نباشد Papoulis  .( توجه کنید که ممکن استx و y و +x y هر سه 
 ).Papoulis  فرآیند کتاب7فصل در مثال ( باز هم مشترکاً نرمال نباشند y و x نرمال باشند، ولی

 
 یعنی عکس نتیجۀ فوق در حالت استقلال( هر کدام نرمال بوده و مستقل از هم باشند، مشترکاً نرمال خواهند بود y و x اگر :هقضی

x و yتوان از طریق به دست آوردن تابع مشخصۀ برای اثبات این قضیه، به سادگی می).   صادق استa b= +z x y نشان داد که z 
= برای همین فصل 37، صفحۀ 1مانند کاری که در مثال .   نرمال خواهد بودb و aبرای هر  +z x yکردیم : 

( )
( )

( ) ( ) ( )
σ σ

η η
2 2 2 2 2a b

j a b
2j aj bj e

+ ω
ω + −

Φ ω =Φ ω Φ ω =
x y

x y
z x y  
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 : مشترکاً نرمال هستند، اگر و تنها اگرy و x :قضیه

( )( ) ( )( )( , ) exp
( )

η η ηη
σ σσ σσ σ

22

2 2 22

x y yx1 1f x y 2r
2 1 r2 1 r

  − − −− = − − +  
−  π −    

x y yx
xy

x yx yx y

 

 :یا معادلاً

( )( )( , )
σ σ σ ση η

2 2 2 2
1 1 2 21 2

1 2rj 2
1 2j j e e

− ω + ω ω + ωω +ωΦ ω ω =
x x y yx y

xy  

 . کتاب163 و 162 صفحات اثبات در
 

σ پارامتر 5یعنی برای توزیع نرمال،  x ،σ y ،ηx ،ηy و r توزیع مشترک به طور کامل x و yاکنون اثبات(کنند  را مشخص می 
f نرمال و مستقل باشند، مشترکاً نرمال خواهند بود، این است که y و xر تر برای اینکه اگراحت f f=xy x y فرم ،fxyگوسی را دارد .( 
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) به صورت fxy مشترکاً نرمال هستند، هرگاه y و x :تعریف معادل , )Q x yAe−شد که  با( , )Q x y فرم درجۀ دوم معین مثبت 
 :است، یعنی

( , ) 2 2Q x y ax bxy cy dx ey f= + + + + +  
):  داشته باشیمy و xبه طوری که برای هر  , )Q x y 0≥. 

 . است163اثبات معادل بودن این تعریف با تعریف قبلی در کتاب، صفحۀ 
 

)ل بوده و ناهمبسته نیز باشند  مشترکاً نرماy و x اگر :قضیه )r  .، آنگاه مستقل خواهند بود=0
 :اثبات

( )( )

( , ) ( ) ( )

ηη
σ σ

σ σ

22

2 2
yx1

21r 0 f x y e f x f y
2

 −− − +
  = ⇒ = =

π

yx

x y
xy x y

x y
 

 
  استقلال؛/⇐ناهمبستگی :  ناهمبستگی، اما⇐استقلال : دانیم که در حالت کلیمی

 . ناهمبستگی⇔استقلال : یرهای تصادفی مشترکاً نرمال داریمولی در مورد متغ
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11 مشترکاً نرمال بوده و y و x اگر :قضیه 12

21 22

a a
a a

= +
 = +

z x y
w x y

 . نیز مشترکاً نرمال خواهند بودw و z، آنگاه 

 گوییم هر ترکیب خطی از اثبات کرد یا میΦzwتوان از طریق دراتیک بودن یا می و کواfzwاز طریق  (163اثبات در کتاب، صفحۀ 
z و w یک ترکیب خطی از ،x و yخواهد بود، پس نرمال است .( 

 



 های شرطیتوزیع: 6صل ف
Chapter 6 

 

1. pmf ،CDF و pdfامید ریاضی شرطی. 6             شرطی 

 امید ریاضی شرطی تابعی از دو متغیر تصادفی. 7           یۀ احتمال کل و قضیۀ بیزقض .2

 lsتخمین . 8  ای در ارتباط با همان متغیر تصادفیشرط واقعه .3

 llsخمین ت. 9                   قابلیت اعتماد .4

 ای در ارتباط با متغیر تصادفی دیگرشرط واقعه .5



 1

P(M)دانیم که با فرض می  :، داریم≠0
P(A M)P(A|M)

P(M)
=

∩  

 
 ): شرطیpmf(تابع احتمال شرطی 

xi (i یک متغیر تصادفی گسسته باشد که مقادیر xاگر  0,1,2, )= ، M به شرط واقعۀ xد، تابع احتمال شرطی کنرا اختیار می …
 :طبق تعریف برابر است با

i i
i i

P{ x ,M} P{ : ( ) x , M}P (x |M) P{ x |M}
P(M) P(M)
= ω ω = ω∈

= = = =x
x xx  

 
Pلذا .  ثابت کرده بودیم که احتمال شرطی تمام خواص احتمال را دارد (x|M)x ،نیز تمام خواص تابع احتمال غیرشرطی را دارد 

 :از جمله اینکه داریم
1) i

i
P (x |M) 1=∑ x  

2) 
i

i
x D

D : P{ D|M} P (x |M)
∈

∀ ⊂ ∈ = ∑ xx\  



 2

 ): شرطیCDF(تابع توزیع انباشتۀ شرطی 
 : برابر است باM به شرط واقعۀ xطبق تعریف، تابع توزیع انباشتۀ شرطی 

F (x|M) P{ x|M}= ≤x x  
 

 : غیرشرطی را دارد، از جمله داریمCDFاین تابع نیز تمام خواص 
1) F( |M) 0−∞ =  
2) F( |M) 1+∞ =  
3) 1 2 2 1P(x x |M) F(x |M) F(x |M)≤ ≤ = −x  



 3

 ): شرطیpdf(تابع چگالی شرطی 
 : برابر است باM به شرط واقعۀ x شرطی چگالیطبق تعریف، تابع 

dF (x|M)f (x|M)
dx

= x
x  

 
 : غیرشرطی را دارد، از جمله داریمpdfاین تابع نیز تمام خواص 

1) f (x|M)dx P{x x dx|M}= ≤ ≤ +x x  

2) f (x|M)dx F( |M) F( |M) 1
+∞

−∞
= +∞ − −∞ =∫ x  



 4

i)ها Ai اگر :یادآوری 0,1,2, ,m)=  : باشند، قضایای زیر را داشتیمΩ افرازی از …
 :قضیۀ احتمال کل. 1  

m

i i
i 1

P(B) P(B|A )P(A )
=

=∑  

 :قضیۀ بِیز. 2  
k k k k

k m

i i
i 1

P(B|A )P(A ) P(B|A )P(A )P(A |B)
P(B) P(B|A )P(A )

=

= =

∑
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 : شرطی آن داریمpmfمتغیر تصادفی گسسته باشد، در رابطه با  یک xحال اگر 
m

i i
i 1

P{ x} P{ x|A }P(A )
=

= = =∑x x  

 :یعنی
 :قضیۀ احتمال کل. 1  

m

i i
i 1

P (x) P (x|A )P(A )
=

=∑x x  

 
 :همچنین داریم

k
k

k

P{ x |A}P(A)P{A| x }
P{ x }
=

= =
=

xx
x

 

 :یعنی

 :قضیۀ بِیز. 2  
k

k
k

P (x |A)P(A)P(A|x )
P (x )

= x

x
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}i و نیز اگر x }=x در نظر بگیریم، خواهیم داشتوقایع افرازکننده به عنوان را ها: 
 :قضیۀ احتمال کل. 1  

i i i i
i i

P(A) P(A| x )P{ x } P(A|x )P (x )= = = =∑ ∑ xx x  

 
 :همچنین داریم

k k
k

P(A| x )P{ x }P{ x |A}
P(A)
= =

= =
x xx  

 :پس
 :قضیۀ بِیز. 2  

k k k k
k

i i
i

P(A|x )P (x ) P(A|x )P (x )P (x |A)
P(A) P(A|x )P (x )

= =
∑

x x
x

x
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 : شرطی نیز داریمCDFدر رابطه با 
 :ۀ احتمال کلقضی. 1  

m

i i
i 1

F (x) F (x|A )P(A )
=

=∑x x  

 :قضیۀ بیز. 2  
F (x|A)P(A)P(A| x)

F (x)
≤ = x

x
x  

 
 : شرطی خواهیم داشتpdfدر نهایت، در رابطه با 

 :قضیۀ احتمال کل. 1  
m

i i
i 1

f (x) f (x|A )P(A )
=

=∑x x  

 :قضیۀ بیز. 2  

N x 0

f (x|A)P(A) x f (x|A)P(A)P(A| x) lim P(A|x x x)
f (x) x f (x)∆ →

↓

∆
= = ≤ ≤ + ∆ = =

∆
x x

x x
x x  

 احتمالش صفر است
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}و اگر  x}=xها را وقایع افرازکننده در نظر بگیریم، داریم: 
 :قضیۀ احتمال کل. 1  

P(A) P(A|x)f (x)dx
+∞

−∞
= ∫ x  

 :قضیۀ بیز .2  
P(A|x)f (x) P(A|x)f (x)f (x|A)

P(A) P(A|x)f (x)dx
+∞

−∞

= =

∫
x x

x

x

 

 .) انتگرال گرفت∞+ تا ∞−استفاده کرد و از طرفین، از ) بیز(توان از رابطۀ پایینی برای اثبات رابطۀ بالایی می(
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 : مخابرات دیجیتالی ازمثال
 .کندرا دریافت نمی 1s و 0sبریم، ولی به دلیل وجود نویز در کانال، گیرنده خود  را به کار می1s و 0s، ولتاژهای 1 و 0برای ارسال 

 
 

 
 
 
 

,N(0فرض کنید نویز دارای توزیع گوسی  )σ های نویزی بتواند به طور توان نشان داد برای اینکه گیرنده از روی این دادهمی.  است
اگر از این .  ای مقایسه کندرسال شده بوده، باید ولتاژ دریافتی را با سطح آستانه ا1 یا 0تصمیم بگیرد که ) کمترین احتمال خطا(بهینه 

0مقدار سطح آستانه در صورتی که .  شود فرض می0 و اگر کوچکتر بود، 1سطح آستانه بزرگتر بود،  1
1P(T ) P(T )
2

=  باشد، برابر =

0 1s s
2
+

γ σ :در حالت کلی داریم( است = 2
0 1 1

0 1 0

s s P(T )ln
2 s s P(T )
+

γ = +
−

.( 

 ، چقدر است؟errorPدر هر بیت، احتمال خطا، یعنی 

T (1 0 یا) R (1 0 یا) گیرنده ندهفرست 

n

+
s = s0 یا s1 y = s + n 

1

0
1s

0s
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( )

error 1 1 0 0

0 1 1 1 0 0

1 1 0 0

1 1 0 0

1 1 0 0

P P(E|T )P(T ) P(E|T )P(T )
P(R |T )P(T ) P(R |T )P(T )
P{ |T )P(T ) P{ |T )P(T )

F ( |T )P(T ) 1 F ( |T ) P(T )

P(T ) f (y|T )dy P(T ) f (y|T )dy
γ +∞

−∞ γ

= +
= +
= < γ + > γ

= γ + − γ

= +∫ ∫
y y

y y

y y  

 

 
s0 s1γ

fy(y|T0) fy(y|T1) 
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=1s: یعنی 1Tدر واقع، به شرط  +y n)  2مثل= +y x(پس ،: 
1 1f (y|T ) f (y s )= −y n  

 :و به همین ترتیب خواهیم داشت
0 0f (y|T ) f (y s )= −y n  

 
 :در نتیجه

σ σ

σ σ

σ σ

2 2
1 0
2 2

(y s ) (y s )
2 2

error

1 0

1 1 1 1P e dy e dy
2 22 2
1 s 1 sG( ) 1 G( )
2 2

− −
− −γ +∞

−∞ γ
= +

π π

γ − γ − = + −  

∫ ∫
 

 

0ولی  1s s
2
+

γ  :، پس=

σ σ σ σ

σ σ

0 1 1 0 1 0 1 0
error

1 0 1 0

1 s s 1 s s 1 s s 1 s sP G( ) 1 G( ) 1 G( ) 1 G( )
2 2 2 2 2 2 2 2

s s s s1 G( ) Q( )
2 2

− − − −     = + − = − + −          
− −

= − =
 



 12

هر چه 
σ

1 0s s− 1مثلاً اگر .  ، خطا کوچکتر خواهد بود)عنی نسبت سیگنال به نویز بیشتر باشدی( بزرگتر باشدs 2V= و 

0s 2V= σ و − 1V=باشد، داریم : 

errorP Q(2) 0.0227= =  
 .احتمال خطا وجود دارد% 2یعنی 
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 :همان متغیر تصادفیای در ارتباط با شرط واقعه
 

 : اگرمثلاً.  ای در ارتباط با همان متغیر تصادفی باشدممکن است واقعۀ مشروط کننده، واقعه
M {b a}= < ≤x  

 :آنگاه داریم
1 x a

P{ x|b a}F (x|b a) 0 x b
P{b a}

P{b x} F (x) F (b) b x a
P{b a} F (a) F (b)

≥

≤ < ≤ < ≤ = = << ≤  < ≤ − = ≤ <

< ≤ −

x

x x

x x

x xx
x

x
x
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 :گیری خواهیم داشتبا مشتق

a

b

0 x a

f (x|b a) 0 x b
f (x) f (x) b x a

F (a) F (b) f (x)dx


≥




< ≤ = <

 = ≤ <

−
 ∫

x

x x

x x x

x  

 

 

( )f x

b a x

( | )f x b a< ≤x
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 قابلیت اعتماد: مثالی از کاربرد توزیع مشروط
t زمان خراب شدن سیستمی باشد که از xفرض کنید متغیر تصادفی   را عمر سیستم xمتغیر تصادفی ( شروع به کار کرده است =0

(Time to Failure)1اصطلاحاً ).  گویند می F(x)−گویندیت اعتماد سیستم می را قابل: 
R(x) 1 F(x) P{ x}= − = >x  

 . کار کندxیعنی احتمال اینکه سیستم لااقل تا زمان 
R(0): پس 1= ،R( ) 0+∞  . همواره نزولی استR(x) و =

 
 
 
 
 
 

 ): سیستمعمر متوسط(گویند  Mean Time to Failure (MTTF) را xامید ریاضی 

0 0
E( ) xf(x)dx R(x)dx

+∞ +∞
= =∫ ∫x  

: چون(
0

0
xf(x)dx F(x)dx (1 F(x))dx

+∞ +∞

−∞ −∞
= + −∫ ∫ ∫( 

0

1
( )R x

x
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|F(xخواهیم میحال  t)≥x و f(x| t)≥x را حساب کنیم. 
 

F(x| t)≥x یعنی احتمال اینکه سیستمی که تا لحظۀ tکرده است قبل از لحظۀ  کار میx خراب شود: 
0 x t

P{ x, t}F(x| t) F(x) F(t) x tP{ t} 1 F(t)

<
≤ ≥ ≥ = = − ≥≥  −

x xx
x

 

 
|f(xگیری، با مشتق t)≥xتابع فوق در .  آید به دست میx t= پیوسته است، پس f شامل δنخواهد شد : 

0 x t
f(x| t) f(x) x t

1 F(t)

<
≥ =  ≥ −

x  

f(x| t)dx≥x تا لحظۀ  یعنی احتمال اینکه سیستمی کهtکرده است بین لحظات  کار میx و x dx+خراب شود . 
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xf(x) اگر :مثال e u(x)−λ= λباشد، داریم : 
x xF(x) (1 e )u(x) R(x) e : x 0−λ −λ= − ⇒ = ≥  

 
1E( ) =
λ

x  

 
 
 
 

x
(x t)

t
f(x) ef(x| t) e f(x t) : x t

1 F(t) e

−λ
−λ −

−λ
λ

≥ = = = λ = − ≥
−

x  

 .دهدمایی را نشان میحافظه بودن توزیع نکه همان خاصیت بی
 

 . نمایی باشد، نرخ خرابی شرطی ثابت استf(x)در واقع وقتی 

0

1

.0 37

1
λ

x

( )R x
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 :نرخ خرابی شرطی
 : برابر است باxطبق تعریف، نرخ خرابی شرطی متغیر تصادفی 

β (t) f(t| t)≥x�  
β (t)dt بیانگر احتمال این است که سیستمی که تا لحظۀ tوده، در لحظۀ  سالم بt)  یعنی بینt و t dt+ (خراب شود. 

β f(t) F (t) R (t)(t)
1 F(t) 1 F(t) R(t)

′ ′−
= = =

− −
 

 
R(0): اگر از طرفین انتگرال بگیریم و با توجه به اینکه  :، داریم=1

β

β

β

β

β

x
0

x
0

x
0

x

0

(t)dt

(t)dt

(t)dt

(t)dt ln R(x)

R(x) e : x 0

F(x) 1 e : x 0

f(x) (x)e : x 0

−

−

−

∫

∫

∫

− =

⇒ = ≥

⇒ = − ≥

⇒ = ≥

∫
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 :t(β(خواص 

1) β βf(t)(t) (t) 0
1 F(t)

= ⇒ ≥
−

 

2) β
0

F( ) 1 (t)dt
+∞

+∞ = ⇒ →+∞∫  

 
βمثلاً اگر  (t) = λیعنی مقدار ثابت باشد، داریم ،: 

xf(x) e u(x)−λ= λ  
 

βاگر  r 1(t) t −= λباشد، در بسیاری موارد تابع مناسبی است و داریم : 
rx

r 1 rf(x) x e u(x)
−λ−= λ  

rگویند که برای می )Weibull( توزیع ویبولاین توزیع را  r همان توزیع نمایی و برای =1  .شود همان توزیع رایلی می=2
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rبرای  1= ،β (t) ثابت است و برای rکندی بزرگتر، فرسودگی را مدل میها: 
 
 
 
 
 
 
 

1
rr r 1MTTF E( ) ( ) ( )

r
+

= = Γ
λ

x  

 
βولی خیلی اوقات  (t)به این شکل است : 

پیری 

 طفولیتمرگ و میر 

0
x

( )β t

=r 1

=r 2=r 3

10
x

( )f x

=r 1 =r 3
=r 2
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 :ای در ارتباط با متغیر تصادفی دیگرشرط واقعه
 .یک متغیر تصادفی دیگر استای در ارتباط با گاهی واقعۀ مشروط کننده، واقعه

 
1 به شرط y گسسته باشند، تابع احتمال y و xاگر  2x x< ≤xبرابر است با : 

1 i 2

1 i 2

i j
j 1 2 x x x

j 1 2
1 2 i

x x x

P (x ,y )
P{ y ,x x }

P (y |x x )
P{x x } P (x )

< ≤

< ≤

= < ≤
< ≤ = =

< ≤

∑
∑

xy

y
x

y x
x

x
 

 
 :نیز برابر است با ix=x به شرط yو تابع احتمال 

j i i j
j i j i

i i

P{ y , x } P (x ,y )
P (y | x ) P (y |x )

P{ x } P (x )
= =

= = = =
=

xy
y y

x

y x
x

x
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 :داریم نیز pdfدر مورد 
2

1
2

1

x

x
1 2 x

x

f (x,y)dx
f (y|x x )

f (x)dx
< ≤ =

∫
∫

xy

y

x

x  

 :و همچنین
f (x,y)

f (y|x)
f (x)

= xy
y

x
 

 
f:  داریمy و x برای هر  مستقل باشند، آنگاهy و xدر حالت خاص اگر  (x,y) f (x)f (y)=xy x yلذا ،: 

f (y|x) f (y)=y y  
 :و نیز

f (x|y) f (x)=x x  
 

 :دانیم کهمی

f (y) f (x,y)dx
+∞

−∞
= ∫y xy  
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 :ولی داریم
f (x,y) f (y|x)f (x)=xy y x  

 :پس

f (y) f (y|x)f (x)dx
+∞

−∞
= ∫y y x  

 . قضیۀ احتمال کل استهمانکه 
 

 : داریمy و xحال با تعویض نقش 
f (x,y)

f (x|y)
f (y)

f (y|x)f (x) f (y|x)f (x)
f (x|y)

f (y) f (y|x)f (x)dx
+∞

−∞

=

⇒ = =

∫

xy
x

y

y x y x
x

y y x

 

 . قضیۀ بیز استهمانکه 
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,Binomial(n :1 مثال )x p∼ دانیم و نمی، ولی احتمال موفقیت راpخود یک متغیر تصادفی است  :u(0,1)p  لاً؛ مث∽
 .دانیمای که احتمال شیر آمدنش را نمیسکه

k n kn
P (k| p) P{ k| p} p (1 p) : k 0,1, ,n

k
1 0 p 1

f (p)
0 otherwise

− 
= = = = = − = 

 
≤ <

= 


x

p

p x p …
 

Pتوابع  (k) P{ k}= =x x و f (p| k)=p xرا بیابید . 
 

1 1k n k a 1 b 1
0 0

P (k) P (k| p)f (p)dp : k 0,1, ,n

n (a) (b)p (1 p) dp (a,b) x (1 x) dx
k (a b)

n n! k!(n k)!(k 1,n k 1)
k k!(n k)! (n 1)!
1 : k 0,1, ,n

n 1

+∞

−∞

− − −

= = =

  Γ Γ
= − →β = − =  Γ + 
  −

= β + − + = ⋅  − + 

= =
+

∫

∫ ∫

x x pp …

…
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

0.1

0.15
0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.05

.=p 0 1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

.=p 0 25

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

.=p 0 75

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 100

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25
0.3

0.35

0.4

.=p 0 90 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

.=p 0 5

( | )P k p=x p

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 100
0.01
0.02
0.03
0.04
0.05
0.06
0.07
0.08
0.09

0.1

( ):P kx
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k n k

k n k

n
p (1 p)P{ k| p}f (p) P (k|p)f (p) k

f (p| k) : 0 p 11P{ k} P (k)
n 1

(n 1)! p (1 p) : 0 p 1
k!(n k)!

( | k) Beta(k 1,n k 1)

−

−

 
− = =  = = = = ≤ <

=
+

+
= − ≤ <

−

⇒ = + − +

p x p
p

x

x p
x

x

p x ∼

 

 
 :ا توزیع بت:یادآوری

a 1 b 1(a b)f(x) x (1 x) : 0 x 1
(a) (b)

− −Γ +
= − < <
Γ Γ
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 .کندتوزیع بتا پیدا می) بار پرتاب سکهnمثلاً تعداد شیرهای آمده در  (x که توزیع یکنواخت داشت، با مشاهدۀ مقدار pیعنی 

aماکزیمم توزیع بتا در  1
a b 2

−
+ −

k یعنی 
n

 .شودرگتر باشد، نمودار تیزتز می بزnهر چه .  افتد اتفاق می

 
 

 . در مورد تخمین بیز نیز بحث کرده است که ما بعداً مفصل دربارۀ آن صحبت خواهیم کرد(Section 6.1) 6کتاب در فصل 
 

0
p

( )f pp

10
p

( | )=f p kp x

1k
n

1

( , )= =k 3 n 10



 28

 
 

 0
p

( | )=f p kp x

1.0 7

( , )= =k 7 n 10

0
p

( | )=f p kp x

1.0 67

( , )= =k 20 n 30
� 5

� 3
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}Pمقادیر  :2مثال  1| y}> =x y ،E( | y)=x y و var( | y)=x yرا برای توزیع زیر پیدا کنید : 
x
y ye e x 0,y 0f (x,y) y

0 otherwise

−
−


 > >= 



xy  

fابتدا باید : حل (x|y)xرا به دست آوریم : 
x
y y

x
y

x
y

0 y

0

e e
f (x,y) f (x,y) y ef (x|y) : x 0,y 0

f (y) yf (x,y)dx ee dx
y

1( |y) exp( )
y

−
−

−

+∞
−

+∞−

= = = = > >

⇒

∫
∫

xy xy
x

y xy

x ∼

 

:  بزرگتر yبیشتر برای 
x x 1
y y y

11 1

1P{ 1|y} f (x|y)dx e dx e e
y

+∞− − −+∞ +∞
> = = = − =∫ ∫xx 

2

E( |y) y

var( |y) y

=

=

x

x
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 . را بیابیدxfy|.   متغیرهای تصادفی مشترکاً نرمال هستندy و x :3 مثال
22

2 2 22

2

2

2

2 22

(x )(y ) (y )1 1 (x )exp 2r
2(1 r )f (x,y) 2 1 r

f (y|x)
f (x) 1 (x )exp

22

y r (x )
1 exp

2 (1 r )2 1 r

  − − −− − − +  −π −     = =
 −
− 

π  
  
 − − − 
  = − 

−π −  
 
 

x y yx

x yx yxy x y
y

x x

xx

y
y x

x

yy

η η ηη
σ σσ σσ σ

η
σσ

σ
η η

σ
σσ

 

σیعنی 
η η σ

σ
2( |x) N( r (x ), 1 r )+ − −y

y x y
x

y  : و داریم∽

σ µ
η η η η η

σ σ

µ
σ σ σ

σ

|x 2

2
2 2 2 2
|x 2

r (x ) (x )

(1 r )

= + − = + −

= − = −

y xy
y y x y x

x x

xy
y y y

x

 

 )اهمیت زیادی در بحث تخمین دارد(
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 :رد توزیع شرطیمثال دیگری از کارب
)gروش دیگری برای تعیین توزیع  , )=z x yبه صورت زیر است  با استفاده از چگالی شرطی : 

f (z) f (z|x)f (x)dx
+∞

−∞
= ∫z z x  

 
,g(x ، داده شدهx=xبرای  )=z y تابعی از  yاست و لذا به راحتی، اگر ریشۀ   z g(x,y)=0 ۀ نقطyباشد، داریم : 

0

0

f (y |x)
f (z|x)

g(x,y )
y

=
∂

∂

y
z  

 .) را مشروط گرفتy=yتوان یا می(
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z=اگر  :مثال xy ،برای  باشدx=xداده شده  ، z ضریبی از yو داریم است : 
1 zf (z|x) f ( |x)
x x

1 z 1 zf (z) f ( |x)f (x)dx f (x, )dx
x x x x

+∞ +∞

−∞ −∞

=

= =∫ ∫

z y

z y x xy

 

 .به دست آورده بودیماین را  هم که قبلاً
 

 :، داریم باشندr نرمال با متوسطهای صفر و واریانسهای یک و ضریب همبستگی  مشترکاyً و x اگر مثلاً

2
2

22 2 2
2 2

2

2 2
2

2 2
22

zr z x1 z z xx 2r x( ) ( ) 1 rx x2(1 r ) 2(1 r )
2 2 0

zr z r zu
u1 r 1 r

2(1 r )
02 20

1 1f (x,y) exp (x 2r x y y )
2(1 r )2 1 r

1 1 e 1f (z) e dx e dx
x x2 1 r 1 r

ze 1 ee du K (
2u 11 r 1 r

+  − − + −   −+∞ +∞ − −  
−∞

+
−− −+∞ −

 
= − − + −π −  

= =
π − π −

= =
−π − π −

∫ ∫

∫

xy

z

2 )
r

 

 )تابع بسل اصلاح شده نوع دوم مرتبه صفر(
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 :امید ریاضی شرطی
 .گیریممیابتدا یک متغیر تصادفی را در نظر 

 : کهدانیممی

E( ) x f (x)dx

E(g( )) g(x)f (x)dx

+∞

−∞
+∞

−∞

=

=

∫
∫

x

x

x

x
 

 
 : یعنی،شود چگالی شرطی جایگزین می، تابعدر حالت شرطی

E( |M) xf (x|M)dx

E(g( )|M) g(x)f (x|M)dx

+∞

−∞
+∞

−∞

=

=

∫
∫

x

x

x

x
 

 
i)ها iAدانیم که اگر  میاحتمال کلاز قضیۀ  1,2, ,m)=  : باشند، داریمΩ  افرازی از …

m

i i
i 1

f (x) f (x|A )P(A )
=

=∑x x  
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 :لذا خواهیم داشت
m

i i
i 1

E( ) E( |A )P(A )
=

=∑x x  

 
 .  باشدxای در ارتباط با متغیر تصادفی  واقعه، خود،M ۀممکن است واقع
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,N(0اگر  :مثال )x σ∼،مقدار  باشد  var( | 0)>x xرا حساب کنید . 
2

2

2

2

2

2

x
2

x
2

0

x2
2 22

0

2

1f (x) e
2

f (x) 2f (x) x 0
1 F(0)f (x| 0)
0 x 0

2x 2E( | 0) xf (x| 0)dx e dx
2

2xE( | 0) e dx
2

2var( | 0) (1 )

−

−+∞ +∞

−∞

−+∞

=
π

 = > −> = 
 <

> = > = =
ππ

> = =
π

> = −
π

∫ ∫

∫

x

x
x

x

x

x

x x x

x x

x x

σ

σ

σ

σ

σ
σ

σ
σ

σ  
 )موج در تمرین سری چهارم  یکسوساز تماممانند مسألۀ(
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 : کهدانیم می.  مشروط کننده در ارتباط با متغیر تصادفی دیگر باشدممکن است واقعۀ

E( |M) y f (y|M)dy
+∞

−∞
= ∫ yy  

 
Mاگر  { x}= =xباشد ، f (y| x)=y xا باید در انتگرال فوق قرار دهیم ر: 

)E) :  استxفقط تابع که ( | x) E( |x) yf (y|x)dy
+∞

−∞
= = = ∫ yy x y 

 
 : خواهیم داشتبه همین ترتیب

)E(g) :  استxکه فقط تابع ( )|x)) g(y)f (y|x)dy
+∞

−∞
= ∫ yy 



 37

)E، ثالی که داشتیمدر م |x)y و ( )2E E( |x) |x − y yرا دیدیم .  E( |x)yخطی ازی در آن مثال تابع  xبود : 
σ µ

η η η η η
σ σ

µ
σ σ σ

σ

|x 2

2
2 2 2 2
|x 2

r (x ) (x )

(1 r )

= + − = + −

= − = −

y xy
y y x y x

x x

xy
y y y

x

 

 
E( )yبه همین ترتیب .  یک عدد است E( | x)=y x  بلکه برای هر ،متغیر تصادفی نیستیک دیگر xیک عدد است  . 

 : استxیعنی تابعی از 
(x) E( |x)Φ = y  

 
)توانیم میحال  )xΦ یک متغیر تصادفی استخود  را در نظر بگیریم که: 

( ) E( | )=x y xΦ  
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 :)به شرط متغیر تصادفی دیگر(خواص متوسط مشروط یک متغیر تصادفی 
1( 

E(E( | )) E( )=y x y  
 

 :اثبات

( ) (x)

E(E( | )) E( |x)f (x)dx y f (y|x)dy f (x)dx

y f (x,y)dxdy E( )

+∞ +∞ +∞

−∞ −∞ −∞
Φ

+∞ +∞

−∞ −∞

 = =  
 

= =

∫ ∫ ∫

∫ ∫

x y x
x

xy

y x y

y

��	�
 ��	�

Φ  

 
)E: ، آنگاه مستقل باشندy و xاگر ) 2 | ) E( )=y x y. 

 
 :داریم مستقل باشند، آنگاه y و x اگر :اثبات

x : E( |x) y f (y|x)dy yf (y)dy

x : (x) c ( ) c
E( | )

+∞ +∞

−∞ −∞
∀ = = =

⇒∀ Φ = ⇒ =
⇒ =

∫ ∫y y y

y

y

x
y x

η

η
Φ  
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 :دیدیم که 29، صفحۀ 2در مثال  :1مثال 
E( |y) y=x  

 :پس

[ ]
E( | )

E E( | ) E( )
=

⇒ =

x y y
x y y

 

 
 : دیدیم که30، صفحۀ 3در مثال  :2مثال 

E( |x) r (x )= + −y
y x

x
y

σ
η η

σ
 

 :پس

[ ]

E( | ) r ( )

E E( | )

= + −

⇒ =

y
y x

x

y

y x x

y x

σ
η η

σ
η

 

 
rدر همین مثال اگر   :، خواهیم داشت) مستقل باشندy و xیعنی ( باشد =0

x : E( |x)∀ = yy η  
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شکستها تا حصول اولین  تعداد Nاگر .  شوند به طور متوالی انجام میpآزمایشهای ساده و مستقل برنولی با احتمال موفقیت  :3مثال 
)Eموفقیت باشد،  )N و var( )Nرا پیدا کنید . 

 :فرض کنید: حل
1
0




z =  

 
[ ]E( ) E E( | )

E( | 1) 0
E( | 0) E(1 )

=

= =
= = +

N N z
N z
N z N

 

 
E( ) E( | 1)P( 1) E( | 0)P( 0) 0 qE(1 )

qE( ) q qE( ) E( )
p

= = = + = = = + +

⇒ = + ⇒ =

N N z z N z z N

N N N  

 

 اگر آزمایش اول موفق باشد
ش اول موفق نباشداگر آزمای
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 :همچنین
2 2

2

2 2

E( ) E E( | )

E( | 1) 0

E( | 0) E (1 )

 =  
= =

 = = + 

N N z

N z

N z N

 

 

( )

2 2 2 2

2
2

2

22
2

E( ) E( | 1)P( 1) E( | 0)P( 0) 0 qE (1 )

pq 2qE( )
p

qvar( ) E( ) E( )
p

 = = = + = = = + + 
+

⇒ =

⇒ = − =

N N z z N z z N

N

N N N

 

)rqE: ای منفی داشتیمدر توزیع دو جمله( )
p

=x 2 و
rqvar( )
p

=x( 
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 :وط تابعی از دو متغیر تصادفیامید ریاضی مشر
E(g( , )|M) g(x,y)f (x,y|M)dxdy

+∞ +∞

−∞ −∞
= ∫ ∫ xyx y  

M توان واقعۀاز جمله می { x}= =xرا در نظر گرفت . 
 

 :1ویژگی 
E(g( , )| x) E(g(x, )| x) g(x,y)f (y| x)dy

+∞

−∞
= = = = =∫ yx y x y x x  

 .)80، صفحۀ 2، فصل Papoulisکتاب فرآیند اثبات در (واضح است 
 

 :حالت خاص
1 2g( , ) g ( )g ( )=x y x y  

 :در این حالت داریم
1 2 1 2 1 2E(g ( )g ( )| x) E(g (x)g ( )| x) g (x)E(g ( )| x)= = = = =x y x y x y x  

 : پس، برقرار استxچون تساوی فوق برای هر 

1 2 1 2E(g ( )g ( )| ) g ( )E(g ( )| )=x y x x y x  

)E(gبنا به تعریف )|x)y
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 :2ویژگی 
[ ]E E(g( , )| ) E(g( , ))=x y x x y  

 
)E(gچون : اثبات , )| x)=x y x تابعی از xاگر آن را ، است (x)θمتغیر تصادفی ، بنامیم ( )xθقابل تعریف است . 

( ) (x)

E E(g( , )| ) E(g(x, )| x) f (x)dx
+∞

−∞
θ

 
  = =
 
 

∫ x
x

x y x y x���	��
 ���	��

θ

 

 : خواهیم داشت1 ویژگیحال بنا بر 

[ ]E E(g( , )| ) g(x,y)f (y|x)dy f (x)dx

g(x,y)f (x,y)dxdy E(g( , ))

+∞ +∞

−∞ −∞

+∞ +∞

−∞ −∞

 =  
 

= =

∫ ∫

∫ ∫

y x

xy

x y x

x y
 

 
 :حالت خاص

1 2g( , ) g ( )g ( )=x y x y  
 :در این حالت داریم

[ ] [ ]1 2 1 2 1 2E(g ( )g ( )) E E(g ( )g ( )| ) E g ( )E(g ( )| )= =x y x y x x y x  

1 ویژگیبنا بر حالت خاص در
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 : تخمین یک متغیر تصادفی:مشروط  از کاربرد متوسطیمثال
 

 : بدون مشاهده
 :، داریم)تخمین بزنیم( بینی کنیم را با عددی پیشy  بخواهیم اگر . را در نظر بگیریدyمتغیر تصادفی 

ŷ c=  
 : برابر خواهد بود باخطای تخمینو 

ŷ c− = −y y  
 

 :است mae (Mean Absolute Error) برای این منظور، معیار  یک معیارمثلاً.  نیمم شودخواهیم به نحوی خطا میمی
mae E( c )= −y  

 
 : داشته باشیم باید،نیمم شود میmaeتوان نشان داد برای اینکه می

c median( )= y  
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 : استmse (Mean Square Error)  معیار،ترمعیار متداول
2mse E ( c) = − y  

 
 :کهدر یکی از مسائل نشان دادید .  نیمم شود میmseیابیم که ب را آنچنان c حال باید

2 2 2E ( c) ( c) − = − +  y yy η σ  
 :شود کهنیمم می وقتی میmseپس 

c = yη  
 

 .نامندمی LMS (Least Mean Square)  یاls (Least Square)  تخمین،کندنیمم می را میmse که  راتخمینی
 : همان میانگین آن است،)بدون هیچ مشاهده (y در اینجا دیدیم که تخمین حداقل مربعات

lsŷ = yη ) بدون مشاهده(  
 

 : برابر خواهد بود باmmse (Minimum Mean Square Error)در این صورت حداقل خطای تخمین 
2mmse= yσ ) بدون مشاهده(  
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 :با مشاهده
 به نحوی y و xبا توجه به اینکه ( را تخمین بزنیم x، y از مقدار متغیر تصادفی دیگری مثل خواهیم بر مبنای اطلاعاتمانمیال ح

 .) و مستقل نباشنددارندارتباط 
 

 mseطوری که  به ( را تخمین بزنیم y مقدار متغیر تصادفی Φ(x)تابع خواهیم به وسیله میو یت شده  رؤx=xمقدار مثلاً 
 :)نیمم شودمی

lsŷ (x)= Φ : منحنی رگرسیون   

lsˆ ( )=y xΦ  
 

y−ˆ:  است باخطای تخمین برابر y؛ 
 :را چنان تعیین کنیم که Φتابع باید  ،lsŷبرای به دست آوردن 

2ˆmse E ( ) = − y y  
 : یعنی،نیمم شودمی

lsˆ ˆminimize mse ↔ =y y  
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 :قضیه
lsˆ E( | )=y y x  

 
 :اثبات

( )

2 2 2

2

ˆ ˆmse E ( ) E ( ( )) (y y) f (x,y)dxdy

ˆ ˆE E ( ) | f (x) (y y)f (y|x)dy dx

+∞ +∞

−∞ −∞

+∞ +∞

−∞ −∞

   = − = − = −   

  = − = −    

∫ ∫
∫ ∫

xy

x y

y y y x

y y x

Φ
 

 :کنیمنیمم می میx  عبارت داخل انتگرال را برای هر،نیمم شود میmseبرای اینکه 

( )22 2 2

ls

ˆ ˆ ˆA (y y) f (y|x)dy y (x) f (y|x)dy E( |x) 2 yE( |x) y

A ˆ0 y E( |x) : x
ŷ

+∞ +∞

−∞ −∞
= − = −Φ = − +

∂
= ⇒ = ∀

∂

∫ ∫y y y y

y
 

 :پس

lsˆ E( | )=y y x  
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 :اصل تعامد
 :، یعنی بر هر تابعی از داده عمود استlsخطا در تخمین 

[ ] ( )lsˆE ( )g( ) E E( | ) g( ) 0 − = − = y y x y y x x  
 . زیادی دارداین قضیه استفادۀ

 
 :و متغیر تصادفی داریم تابعی از دمشروط دوم امید ویژگیطبق حالت خاص در : اثبات

( ) ( )E g( )h( ) E g( )E h( )| =  x y x y x  
)h به ازای ) =y yداریم : 

( ) ( )E g( ) =E[g( )E( | )] E g( ) E( | ) 0 ⇒ − = y x x y x x y y x  
 

 : هرگاه،گویند) نااریب ((Unbiased) بدون بایاس تخمین را :تعریف
ˆE( ) E( )=y y  

 . صفر باشدE(error)یعنی 
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 .تنااریب اس ls  تخمین:ضیهق
 :زیرا

 
 : عبارت است از،شود حاصل میls تخمین  که به وسیلۀmseمقدار حداقل  :قضیه

2 2 2 2 2

lsˆls lsˆ ˆmmse E( ) E( ) E( ) E( )= − = − = −y yy y y y y σ σ  

 :اثبات
2

ls ls ls lsˆ ˆ ˆ ˆmmse E ( ) E ( ) E ( )     = − = − − −    y y y y y y y y  
 : داریم اصل تعامدبنا برولی 

2 2
ls ls

ls ls

ˆ ˆE ( ) 0

ˆ ˆmmse E( ) E( ) E( )

 − = 
⇒ = − = −

y y y

y y y y y y
 

2با توجه به اصل تعامد ولی 
ls lsˆ ˆE( ) E( )=y y yپس ،: 

2 2
lsˆmmse E( ) E( )= −y y  

)lsˆE : کهمی دانیم ) E( )=y y،پس : 

( ) ( )222 2 2 2

lsˆls lsˆ ˆmmse E( ) E( ) E( ) E( )= − − + = −y yy y y y σ σ  

[ ]lsˆE( ) E E( | ) E( )= =y y x y
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 : کمتر شده است، را تخمین زده بودیمx ،y  نسبت به حالتی که بدون مشاهدۀmmse :1 نتیجۀ
2 2 2

lsˆ− <y yyσ σ σ  

 
2 :) بِلَکولِ-وقضیۀ رائ (2 نتیجۀ 2

lsˆ ≤ yyσ σ، زیرا mmse 0≥. 

 
 : عبارت است ازx  بر اساس مشاهدۀy  تخمین بهینۀ، گوسی باشند مشترکاyً و x اگر :مثال

2lsˆ E( | ) r ( ) ( )= = + − = + −y xy
y x y x

x x
y y x x x

σ µ
η η η η

σ σ
 

 
(x)ولی در حالت کلی تابع .  شود که در اینجا تابع تخمین خطی استمشاهده می E( |x)Φ = y تابعی خطی نیست و ممکن است 
)E ، نرمال باشند مشترکاyً و xاگر (ای باشد تابع پیچیده |x)yمثال در کتاب .   ولی عکس این مطلب صحیح نیست، خطی است

 .)19، صفحۀ 7فصل ، Papoulisفرآیند 
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 :)lls(تخمین خطی حداقل مربعات 
(x) :، یعنی خطی باشدΦ(x)لزام داریم که تابع تخمین اگر ا a bxΦ =   را چنانb و a، آنگاه باید ) رگرسیون خطی( +
 mse  غیر خطی وجود داشته باشد کهی ممکن است تابععتاًی طب،بهترین تابع خطی را می یابیم(نیمم شود  میmseکنیم که تعیین 

)E تابع  . کمتر از این کندرا  |x)y کمترین  mseپس داریم  .)داد را در میان تمام توابع می: 

( )2 2 2 2 2

2

mse E (a b ) E( ) a b E( ) 2aE( ) 2bE( ) 2abE( )

mse a r0 2a 2E( ) 2bE( ) 0
a

mse 0 2bE( ) 2E( ) 2aE( ) 0 b rb

 = − + = + + − − + 
∂  = += ⇒ − + =  ∂ ⇒ ∂  = ⇒ − + = = ∂  

y
y x

x

y

x

y x y x y xy x

y x

x xy x

σ
η η

σ
σ
σ

 

llsˆ r ( )⇒ = + −y
y x

x
y x

σ
η η

σ
 

) یعنی خطی که از نقطۀ , )x yη ηگذرد و شیب آن  میr y

x

σ
σ

 .است 
y

yη

x
xη

r y

x

σ
σ
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 یند نرمال باشدآ یعنی اگر فر .یند نرمال یافتیمآدر مورد فر) بدون الزام به خطی بودن (lsهمان چیزی است که برای تخمین این 
)x و yمشترکاً نرمال باشند (، تخمین lls بهینه است )همان تخمین lsاست (. 

 
 :، یعنی خطا بر داده عمود استlls در تخمین :قضیه

llsˆE ( ) 0 − = y y x  
 

 :اثبات

( )
2

2 2 2
lls

lls

ˆE( ) E r ( ) r E( ) r

E( ) E( )E( ) E( )

ˆE ( ) 0

 
= + − = + − = + 

 

= + − =

 ⇒ − = 

xyx

y y
y x y x x x y x x y

x x

y x

y x x x x x

xy x y xy

y y x

σ σ
η η η η η σ η η σ σ

σ σ
µσ

η η

�	
��	�


 

 . عمود استx ولی در اینجا فقط بر خود ،ها عمود بود خطا بر هر تابعی از دادهlsتوجه کنید که در تخمین 
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 . نااریب استlls تخمین :قضیه
 :زیرا

x
llsˆE( ) r E( ) E( )= + − =y

y xy x y
σ

η η
σ

 

 
 : داریمlls در تخمین :قضیه

2 2mse (1 r )= −yσ  
 :اثبات

2
2

2
2 2 2

2

2 2 2 2 2 2 2 2

llsˆE ( ) E r ( )

E ( ) r E ( ) 2r E ( )( )

r 2r r r (1 r )

  
   − = − − −      

     = − + − − − −    

= + − ⋅ = − = −

y
y x

x

y y
y x x y

xx

y
y y x y y y y

x

y y y x

y x x y

σ
η η

σ

σ σ
η η η η

σσ
σ

σ σ σ σ σ σ σ
σ

 

2 (  نسبت به خطای تخمین بدون مشاهدهmseکنید که در اینجا هم ملاحظه می(
yσ(کمتر است .( 



 دنبالۀ متغیرهای تصادفی: 7فصل 
Chapter 7 

 

 کواریانس، تابع مولد گشتاور، مشترک، استقلال، امید ریاضی، pdf و pmf ،CDF( مفاهیم کلی .1

 )های شرطی متغیر تصادفی، متغیرهای تصادفی مشترکاً نرمال، توزیعnتوابعی از       

 )تبه، مجموع متغیرهای تصادفی مشترکاً نرمالهای ربرداری، آمارهنمونههای تصادفی، مجموع( کاربردها .2

 قضیۀ حد مرکزی .3

 همگرایی دنبالۀ متغیرهای تصادفی .4

 قانون اعداد بزرگ .5

 توابع توزیع متداول در آمار .6



 1

به طریق مشابه، وقتی چندتا متغیر تصادفی .  داشتیم به دو متغیر تصادفی توسعه دهیمکه را  دیدیم که چگونه مفاهیمی 5در فصل 
 .را مطرح کنیم...)  مشترک، مشروط و pdf مشترک، CDFتابع (توانیم مفاهیم گذشته شیم، میداشته با

 
 :کنیم را به صورت زیر تعریف میxدر ابتدا بردار 

1
2

n

 
 =  
  

x
xx
x
#  

 
pmfمشترک : 

1 2 n 1 2 n 1 1 2 2 n nP (x) P (x ,x , ,x ) P{ x , x , , x }= = = = =x x x x x x x" … …  
 : داریمکه

1
2

n

x
xx
x

 
 =  
  
#  



 2

CDFمشترک : 
1 2 n 1 2 n 1 1 2 2 n nF (x) F (x ,x , ,x ) P{ x , x , , x }= = ≤ ≤ ≤x x x x x x x" … …  

 
)در نقطۀ .  ها صعودی استبه ازای تمام آرگومان.  مقدار این تابع همواره بین صفر و یک است , , , )−∞ −∞  برابر صفر بوده و "∞−

)در نقطۀ  , , , )+∞ +∞  مشترک سایر متغیرهای CDFنهایت بگذاریم، بیها اناگر به جای برخی از آرگوم.  شود برابر یک می"∞+
 :مثلاً داریم.  شودتصادفی حاصل می

1 2 3 2 32 3 2 3F ( ,x ,x ) F (x ,x )+∞ =x x x x x  
 



 3

pdfمشترک : 

1 2 n 1 2 n

n n

1 2 n 1 2 n
1 2 n 1 2 n

f (x) f (x ,x , ,x ) F (x) F (x ,x , ,x )
x x x x x x

∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂x x x x x x x x" "… …
" "

 

 
 :به این ترتیب روابط زیر برقرار خواهند بود

1 2 n 1 1 1 1 2 2 2 2 n n n nf (x)dx dx dx P{x x dx ,x x dx , ,x x dx }= ≤ ≤ + ≤ ≤ + ≤ ≤ +x x x x" …  
1 2 n

1 2 n 1 2 n

x x x
1 2 n 1 2 n n 2 1F (x ,x , ,x ) f (u ,u , ,u )du du du

−∞ −∞ −∞
= ∫ ∫ ∫x x x x x x" "… " … "  

 
 :همچنین داریم.  شود یک می∞+ تا ∞−گانۀ آن از nانتگرال .   همواره مثبت استpdf تابع مقدار

1 2 n
n

1 2 n 1 2 n 1 n
DD

D : P{( , , , ) D} f (x ,x , ,x )dx dx f (x)dx∀ ⊂ ∈ = =∫ ∫ ∫x x x xx x x "\ … " … "  

 
 :مثلاً داریم.  شود مشترک سایر متغیرهای تصادفی حاصل میpdfال بگیریم، ها انتگرروی برخی از آرگومان ∞+ تا ∞−اگر از 

2 3 1 2 32 3 1 2 3 1f (x ,x ) f (x ,x ,x )dx
+∞

−∞
= ∫x x x x x  
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 :استقلال
1های  را مستقل گویند، هرگاه واقعهxnو ... ، x1 ،x2متغیرهای تصادفی  1{ x }≤x ،2 2{ x }≤x ، ... وn n{ x }≤x برای هر x1، 

 . مستقل باشندxnو هر ... ، x2هر 
 

 : داشته باشیمxnو هر ... ، x2، هر x1ها را مستقل گویند، هرگاه برای هر xiمعادلاً 

1 2 n 1 2 n i

n

1 2 n 1 2 n i
i 1

F (x ,x , ,x ) F (x )F (x ) F (x ) F (x )
=

= =∏x x x x x x x" … "  

 :یا معادلاً

1 2 n 1 2 n i

n

1 2 n 1 2 n i
i 1

f (x ,x , ,x ) f (x )f (x ) f (x ) f (x )
=

= =∏x x x x x x x" … "  

 .) خواهد بودها نیز برقراردر این صورت در مورد هر زیرمجموعه از اندیس(
 

iها مستقل باشند، xiتوان ثابت کرد که اگر مشابه حالت دو بعدی می ig ( )x هم مستقل خواهند بودها. 
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 :همچنین داریم

1 2 m m 1 n, , , , , ,+x x x x x

������ 
����

… …  
 : مستقل است، اگرB از گروه Aگروه 

1 2 n 1 2 m m 1 n1 2 n 1 2 m m 1 nf (x ,x , ,x ) f (x ,x , ,x )f (x , ,x )
+ +=x x x x x x x x" " "… … …  

 

Aگروه   Bگروه 
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 :امید ریاضی
)gاگر  )=z x ،داریم باشد: 

E( ) z f (z)dz
+∞

−∞
= ∫ zz  

 
)Eتوان نیز می fzولی بدون محاسبۀ  )zرا حساب کرد : 

])  بعُدی استnاین انتگرال ( ]E( ) E g( ) g(x)f (x)dx
+∞ +∞

−∞ −∞
= = ∫ ∫ xz x " 

 
 :خطی بودن امید ریاضی را ثابت کردتوان ابه حالت دوبعُدی، از اینجا میو مش

[ ]
n n

i i i i
i 1 i 1

E a g ( ) a E g ( )
= =

 
= 

 
∑ ∑x x ) توان عوض کردیعنی جای امید و مجموع را می(  

 
 :از جمله داریم

n n

i i i i
i 1 i 1

E a a E( )
= =

 
= 

 
∑ ∑x x  
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σ و xi ،iηبرای درک نحوۀ توزیع هر  i داریم.  ای کلی از نحوۀ توزیع آن به دست آوریمیدهکنند که ابه ما کمک می: 
η
η

η

η

1 11

2 22

n nn

E( )
E( )E( )

E( )

    
    

= → = = =    
    

    

x

x x
x xx x

x x
# ## ) بردار میانگین(  

 
 تا متغیر nی این دو بهحال با کواریانس دو .  دادو نیز دیده بودیم که کواریانس دو متغیر تصادفی، نحوۀ بستگی آنها را به هم نشان می

 :تصادفی رو به رو هستیم
σ µ η η

σ σ

i ji j i j i i j j

2
i i i i i i

cov( , ) E ( )( ) : i, j : 1,2, ,n

cov( , ) var( )

 = = − − 

= = =

x x x x x x

x x x

� …
 

 
 :برابر است باطبق تعریف  x (Covariance Matrix)ماتریس کواریانس 

[ ]
η σ σ σ
η σ σ σ

η η η η η

η σ σ σ

1 1 11 12 1n
T 2 2 21 22 2n

1 1 2 2 n n

n n n1 n2 nn

C E ( ) ( ) E

−    
    − = − ⋅ − = ⋅ − − − =           −    

x x x

x
xx x x x x

x

"
""# # # % #
"

 

 ).نامند هم میAuto Covariance نیز نشان داده و آن را Cxxگاهی آن را با (
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 :خواص ماتریس کواریانس
TC: قارن است، یعنیمت .1 C=زیرا ، :σ σi j j i=. 
 
 : داریمaبرای هر بردار دلخواه : ، یعنی است(Nonnegative Definite) معینّ نامنفی .2

Ta Ca 0≥  
 .)تها خواسته شده اساثبات این قضیه در تمرین(
 

 :، پس داریمکه دترمینان آنها نامنفی استهای معین نامنفی این است از جمله خواص ماتریس
det(C) 0≥  

 
 : برابر است باطبق تعریف x (Correlation Matrix)ماتریس همبستگی 

TR E( )= ⋅x x x  
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 :شوداریانس و همبستگی نتیجه میکوهای از تعریف ماتریس
η ηTC R= − ⋅x x x x  

)شبیه به رابطۀ ( )σ 22 2E( ) E( )= −x x( 
 

 :های زیر را تعریف کنیمتوانیم ماتریستر، میدر حالت کلی

η η TC cov( , ) E ( )( ) = = − − xy x yx y x y  : Cross Covariance 

TR E( )= ⋅xy x y               : Cross Correlation 
 

اگر 
n

i i
i 1

a
=

=∑z xباشد، خواهیم داشت : 

η
n n

i i i i
i 1 i 1

E( ) a E( ) a
= =

= =∑ ∑z x  

η η η η σ
2n n n n n

2
i i i i j i i j j i j i j

i 1 i 1 j 1 i 1 j 1
var( ) E ( ) E a ( ) E a a ( )( ) a a

= = = = =

    
    = − = − = − − =           
∑ ∑∑ ∑∑zz z x x x  
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Ta=zیعنی اگر  x باشد، داریم: 
η η

σ

T

2 T

a

a C a

=

=

z x

z x
 

 :زیرا
σ η η η η η2 2 T TT T TE ( ) E a ( ) ( ) a a E ( ) ( ) a a C a     = − = − ⋅ − = − ⋅ − =     z z x x x x xz x x x x  

 
xi اگر برای هر گوییم، ناهمبستهها را i j≠داشته باشیم  :σ i j  . قطری باشدCx؛ یعنی =0

 :در این صورت خواهیم داشت

σ σ
n

2 2 2
i i

i 1
a

=

=∑z ) اصل سوپر پوزیشن قدرت(  

 
xi گوییم، اگر برای هر  متعامدها راi j≠داشته باشیم  :i jE( ) 0=x x ؛ یعنیRxقطری باشد . 
 

 :توان نشان داد کهمشابه حالت دوبعُدی به سادگی می
iهمچنین .  خواهند بودهم ها مستقل باشند، ناهمبسته xiاگر  ig ( )x نیز ناهمبسته خواهند بودها. 
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 :ابع مولد گشتاور و تابع مشخصهت
n

i i
1 1 2 2 n n i 1

n
i i

1 1 2 2 n n i 1

ss s s
1 2 n

jj j j
1 2 n

(s ,s , ,s ) E(e ) E(e )

( j , j , , j ) E(e ) E(e )

=

=

∑

∑

+ + +

ωω + ω + + ω

Φ = =

Φ ω ω ω = =

xx x x
x

xx x x
x

"

"

…

…

 

 
 :به این ترتیب خواهیم داشت

1 2 n
1 2 n

1 2 n 2 n

k k k
k k k

1 2 n n1 2k k k 01 2 n

1 ( j , j , , j ) E( )
j 1+ + + ω =ω = =ω =

∂ ∂ ∂
Φ ω ω ω =

∂ω ∂ω ∂ω x x x x" "
" … "
"

 

 

اگر 
n

i
i 1=

=∑z xباشد، داریم : 

n

i
i 1

j
j( j ) E(e ) E(e ) ( j , j , , j )=

ω
ωΦ ω = = = Φ ω ω ω

∑ x
z

z x …  
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 :ها مستقلند، اگر و فقط اگر داشته باشیمxiهمچنین 

1 2 n i

n
1 2 n 1 2 n i

i 1
( j , j , , j ) ( j ) ( j ) ( j ) ( j )

=
Φ ω ω ω = Φ ω Φ ω Φ ω = Φ ω∏x x x x x… "  
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 : متغیر تصادفیnتوابعی از 
توان از چهار روشی که قبلاً در حالت دو متغیر تصادفی گفته بودیم، در اینجا نیز می متغیر تصادفی داشته باشیم، nاگر یک تابع از 

 .استفاده کردبرای به دست آوردن توزیع آن 
 

2 اگر.   هستندN(0,1)مستقل بوده و همگی  3x و 1x ،2xمتغیرهای تصادفی  :مثال 2 2
1 2 3= + +v x x x  ،داریمباشد: 

2 2 2
1 2 3F (v) P{ v} P{ v}= ≤ = + + ≤v v x x x  

vبرای  0<: 
F (v) 0=v  

vبرای  0>: 

1 2 3 1 2 3 1 2 3F (v) f (x ,x ,x )dx dx dx= ∫∫∫v x x x  
 

 :هستند، پس N(0,1) مستقل بوده و همگی 3x و 1x ،2xچون 
2 2 2
1 2 3

1 2 3

x x x
21 2 3 3

2

1f (x ,x ,x ) e
(2 )

+ +
−

=
π

x x x  

 

2ناحیۀ  2 2
1 2 3x x x v+ + ≤ 
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  بودن رانرمالاستقلال و تقارن کروی، .  هستند، متقارن کروی گویند) فاصله از مبدأ (rبع هایی را که فقط تاچنین توزیع(
 .)دهندنتیجه می

 
 :پس

2 2 2
1 2 3x x x

2 1 2 33
2

1F (v) e dx dx dx
(2 )

+ +
−

=
π
∫∫∫v  

 
 :با تبدیل به مختصات کروی خواهیم داشت

1

2

3

x rsin cos
x rsin sin
x r cos

= ϕ θ
 = ϕ θ
 = ϕ

 

 

 ایداخل کره
 vبه شعاع 
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 :پس در نهایت داریم
2 2

2

r r
2 v 2 v2 22 2

3 30 0 0 0 0 02 2

r
v 2 2

3 02

1 1F (v) e r sin drd d d sin d r e dr
(2 ) (2 )

(2 )(2) r e dr
(2 )

− −π π π π

−

= ϕ ϕ θ = θ ϕ ϕ
π π

π
=

π

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫

v

 

v 1 v
2 2 2d 2 1 1f (v) F (v) ve v e : v 0

dv 2 2 v 2
− −= = ⋅ = >

π πv v  

 . با سه درجه آزادی است2χکه توزیع 
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 : متغیر تصادفی داشته باشیم، یعنیn تابع از nاگر 
 
 
 
 

yدستگاه ابتدا  g(x)=اگر ریشۀ آن برابر با .  کنیم را حل می
11
22

n n

h (y)x
h (y)xx h(y)

x h (y)

  
  
 = = = 
  
    

# #
 :ت باشد، خواهیم داش

( )
( )

1 2 n

1 2 n

f h(y)f (x ,x , ,x )
f (y)

J(x ,x , ,x ) J h(y)
= =

xx
y

…
…

 

 :که
1 1

1 n
1 2 n

n n

1 n

g g
x x

J(x ,x , ,x ) det
g g
x x

∂ ∂ 
 ∂ ∂
 =  
∂ ∂ 
 ∂ ∂ 

"

… # % #

"

 

1 1 1 2 n

2 2 1 2 n

n n 1 2 n

g ( , , , )
g ( , , , )

g( )

g ( , , , )

=
 = → =

 =

y x x x
y x x x

y x

y x x x

…
…

#
…
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 :یا معادلاً

( )
1 1

1 n

n n

1 n

h h
y y

f (y) f h(y) |det |
h h
y y

∂ ∂ 
 ∂ ∂
 

=  
∂ ∂ 
 ∂ ∂ 

y x

"

# % #

"

 

 
 .)کنیمها حساب کرده و جمع میداشته باشد، عبارت فوق را در تمام ریشهوجود اگر چند ریشه (
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A=y اگر :مثال xباشد، یعنی  :
n

i i j j
j 1

a : i 1,2, ,n
=

= =∑y x  . را پیدا کنیدCy و fy ،ηy؛ …

 

η η

η η η η η η

1

1

T T T T T

y Ax x A y

J det(A)

f (A y)
f (y)

det(A)

E( ) E(A ) A

C E ( ) ( ) E (A A ) (A A ) E A( ) ( ) A AC A

−

−

= ⇒ =

=

=

= = =

     = − ⋅ − = − ⋅ − = − ⋅ − =    

x
y

y x

y y y x x x x x

y x

y y x x x x  
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 :برای مثال داریم

1 1

2 1 2

n 1 2 n

1 0 0 0
1 1 0 0
1 1 1A det(A) 1

0
1 1 1 1

 =
  = +  ⇒ = ⇒ =     = + + +    

y x
y x x

y x x x

"
"
% #

# # # # %
" "

 

 
1 1

2 2 1

3 3 2

n n n 1

x y
x y y

y Ax x y y

x y y −

=
 = −= ⇒ = −



= −

#
 

 
1 2 1 3 2 n n 1f (y) f (y ,y y ,y y , ,y y )−= − − −y x …  

 
ها مستقل باشند، xiر حال اگ

1 2 n1 2 nf (x) f (x )f (x ) f (x )=x x x x"و لذا : 

1 2 3 n1 2 1 3 2 n n 1f (y) f (y )f (y y )f (y y ) f (y y )−= − − −y x x x x"  
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 :متغیرهای تصادفی مشترکاً نرمال

مشترکاً نرمال گویند، هرگاه  را xnو ... ، x1 ،x2متغیرهای تصادفی  :تعریف
n

i i
i 1

a
=

=∑z x برای هر iaشد نرمال با. 

 
 :برای متغیرهای تصادفی مشترکاً نرمال به صورت تابعی نمایی از یک فرم درجۀ دوم هستند Φx و fxتوابع 

η ηT 1
n
2

1 1f (x) exp ( ) C ( )
2(2 ) det(C )

− = − − −  π
x x x x

x

x x  

 به صورت fxیعنی 
η η

n n
ij i i j j

i 1 j 1

1 (x )(x )
2

e = =
− γ − −

α
∑∑

−1Cهای ها همان درایهijγاست که  
xهستند . 

ηT T1
2j C( j ) e eω − ω ωΦ ω = x x

x  

به صورت  Φxیعنی 
ση

n nn
ij i ji i

i 1 j 1i 1

1
j 2

e e = ==

− ω ωω ∑∑∑
 .باشد می

 .)شوندل می داشتیم تبدی5هایی که در فصل ها در حالت دوبعُدی به همان فرمولاین فرمول(
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  راxnو ... ، x1 ،x2کلیۀ خواص آماری ، بردار میانگین و ماتریس کواریانس در حالت مشترکاً نرمالشود که ملاحظه می
 .کنندمشخص می

 
 .آنگاه مشترکاً نرمال خواهند بود نرمال بوده و مستقل نیز باشند، xnو ... ، x1 ،x2 هر یک از متغیرهای تصادفی اگر :قضیه

زیرا (
i

n

i 1
f

=
∏ xهمان شکل فوق را خواهد داشت .( 

 
 . خواهند بودستقل نیز باشند، آنگاه مناهمبستهنرمال بوده و مشترکاً  xnو ... ، x1 ،x2اگر متغیرهای تصادفی  :قضیه
 :اثبات

 
 
 
 
 

: توان نشان داد کهیا می(
i

n

i
i 1

( j ) ( j )
=

Φ ω = Φ ω∏x x( 

σ
σσ

σ

η
σ

σ
i

2
1

2
2i j

2
n

nn 2
i i

i2nn ii 1 i 122 i
i 1

0 0
00 : i j C

0
0 0

1 1 (x )f (x) exp f (x )
2

(2 ) = =

=

 
 
 = ≠ ⇒ =
 
 
 

 − ⇒ = − = 
  π

∑ ∏
∏

x

x x

"
% #

# % %
"
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A=y مشترکاً نرمال بوده و xnو ... ، x1 ،x2ی  اگر متغیرهای تصادف:قضیه xباشد، یعنی  :
n

i i j j
j 1

a : i 1,2, ,m
=

= =∑y x … ،

yi مشترکاً نرمال خواهند بودها هم. 
 :اثبات

j

m m n n m n

i i i ij j i ij j j j
i 1 i 1 j 1 j 1 i 1 j 1

c c a c a b

b
= = = = = =

 
 = = = = →
 
 

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑z y x x x

��	�


 بنا به فرض دارای توزیع نرمال است 

 :توانیم به صورت برداری نیز نشان دهیمیا می
T T T TC C (A ) (C A) b= = = = →z y x x x  بنا به فرض دارای توزیع نرمال است 

 
 :کاربرد

 نویز گوسی نویز گوسیمدار خطی 
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 :های شرطیتوزیع
 :مشابه حالت دوبعُدی در اینجا نیز داریم

1 2 n
1 2 k

k 1 n

1 2 n
1 2 k k 1 k 1 n n

k 1 n

f (x ,x , ,x )
f (x ,x , ,x | x , , x ) ( )

f (x , ,x )
+

+ +
+

= = = ∗x x x
x x x

x x
x x "

"
"

…
… …

…
 

 
 :مثلاً داریم

1 2 3 4
1 2

3 4

1 2 3 4
1 2 3 4

3 4

f (x ,x ,x ,x )
f (x ,x |x ,x )

f (x ,x )
= x x x x

x x
x x

 

 
 :نشان داد کهتوان  می(∗)با استفاده از رابطۀ 
 :قاعدۀ زنجیری

1 2 n 1 2 3 n1 2 n 1 2 1 3 2 1 n 1 2 n 1f (x ,x , ,x ) f (x )f (x |x )f (x |x ,x ) f (x |x ,x , ,x )−=x x x x x x x" … " …  
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 :حذف متغیر سمت چپ در چگالی شرطی
دانیم که اگر می

1 2 1 2f (x ,x )x x را داشته باشیم و بخواهیم 
1

fx را به دست آوریم، کافی است روی 
1 2

fx x  نسبت به  ∞+ تا ∞−از
2x بخواهیم از یعنی مثلاً اگر .  کنیمدر چگالی شرطی نیز به همین ترتیب عمل می.  انتگرال بگیریم

1 2 1 2 3f (x ,x |x )x x  مقدار
1 1 3f (x |x )x  ه کنید که عین خواص توج(را به دست آوریمpdf خواهیم داشت)معمولی برقرار است ،: 

1 1 21 3 1 2 3 2f (x |x ) f (x ,x |x )dx
+∞

−∞
= ∫x x x  

 .)ای استفاده کنیدحاشیهبرای اثبات از تعریف چگالی شرطی و رابطۀ چگالی مشترک (
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 : در چگالی شرطیراستحذف متغیر سمت 
اگر بخواهیم از 

1 1 2 3f (x |x ,x )x به 
1 1 3f (x |x )xبرسیم، داریم : 

1 1 21 3 1 2 3 2 3 2f (x |x ) f (x |x ,x )f (x |x )dx
+∞

−∞
= ∫x x x  

 :زیرا

1 2 1 21 2 3 2 3 1 2 3f (x |x ,x )f (x |x ) f (x ,x |x )=x x x x  
 
 :لذا

1 1 21 3 1 2 3 2 3 2f (x |x ) f (x |x ,x )f (x |x )dx
+∞

−∞
= ∫x x x )  کولموگروف-معادلۀ چاپمن(  

 
 :مثلاً.  چگالی مشروط بعضی از آنها بر بعضی دیگر با چگالی غیرمشروط یکسان استها مستقل باشند، xiاگر 

1 2 1 21 2 3 4 1 2f (x ,x |x ,x ) f (x ,x )=x x x x  
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 :متوسط مشروط

1 1 2 2 n n 1 2 n 1 2 nE( | x , x , , x ) E( |x ,x , ,x ) y f (y|x ,x , ,x )dy
+∞

−∞
= = = = = ∫ yy x x x y… … …  

 .)yاست، نه  xnو ... ، x1 ،x2که تابعی از (
 

1 2 n 1 2 nE(g( )|x ,x , ,x ) g(y)f (y|x ,x , ,x )dy
+∞

−∞
= ∫ yy … …  

 .)y است، نه xnو ... ، x1 ،x2که تابعی از (
 

 :اگر فرض کنیمحال 
E( |x) (x)=Φy  

)ر تصادفی توانیم متغی با این تابع میمتناظر )xΦ را تعریف کنیم: 
E( | ) ( )=y x xΦ  
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 :توان نشان داد کهمشابه قبل به سادگی می
[ ]E E( | ) E( )=y x y  

 
 : مستقل باشند، خواهیم داشتy و xو اگر 

E( | ) E( )=y x y  
 

E( | )y x به مفهوم (ین بهینه در واقع تخمmse ( برایy بر مبنای مشاهدۀ xاست . 
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 :برخی کاربردهای توزیع شرطی و دنبالۀ متغیرهای تصادفی
 
 :)Random Sums(های تصادفی مجموع .1

iکنید فرض 
i 1=

=∑
N

y x ،باشد که در آن xi نیز داریممستقل بوده و متغیرهای تصادفی ها: 

η σ 2
i ii :E( ) , var( )∀ = =x xx x  

σ و واریانس ηN نیز یک متغیر تصادفی با میانگین Nاز طرف دیگر، خود  2
N باشد و xi ها ازN نیز مستقل باشند. 

 
 .کنند، باشدمراجعه میهایی که در روز تعداد مشتری Nحاصل از هر مشتری و  سود xiتواند سود روزانۀ یک مغازه،  میyمثلاً 

 ).دارای توزیع پواسون N(منتشر شده از یک مادۀ رادیواکتیو های  یا انرژی کل الکترونMultipath Fadingیا در مسألۀ 
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 :به دست آوریم را yخواهیم میانگین و واریانس میحال 
[ ]E( ) E E( | )=y y N  

 
n n n

i i i
i 1 i 1 i 1

E( | n) E ( |n) E( |n) E( )
= = =

 
 = = = =
 
 
∑ ∑ ∑y N x x x  

 
 :داشتیمولی 

ηii :E( )∀ = xx  
 

 :پس داریم

[ ]

η

η

η η η η

E( |n) n

E( | )

E( ) E E( | ) E( ) E( )

=

⇒ =

⇒ = = = =

x

x

x x x N

y

y N N

y y N N N
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2
n n n n n

2
i i j i j

i 1 i 1 j 1 i 1 j 1
E( |n) E E E( )

= = = = =

    
    = = =    
     
∑ ∑∑ ∑∑y x x x x x  

iبرای ها، xiبه دلیل استقلال  j≠داریم : 
i j i jE( ) E( )E( )=x x x x  

 :در نتیجه
n n n

2 2
i i j

i 1 i 1 j 1
j i

E( |n) E( ) E( )E( )
= = =

≠

= +∑ ∑∑y x x x  

 :یمتشداولی 
σ 2

ii : var( )∀ = xx  
 :پس خواهیم داشت

 

( )

σ η η σ η

σ η

σ η σ η η σ η

σ σ η η σ η η η η σ η η σ

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

E( |n) n( ) (n n) n n

E( | )

E( ) E E( | ) E( ) E( ) ( )

E( ) E( )

= + + − = +

⇒ = +

 = = + = + + 

⇒ = − = + + − = +

x x x x x

x x

x x x N x N N

y x N x N x N x N x N x N

y

y N N N

y y N N N

y y
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 :بردارینمونه .2
 و fxکه دارای چگالی ) بنابر استدلالات یا مشاهدۀ طولانی( و فرض کنیم در نظر گرفته طول قد مردان ایرانی  راxمتغیر تصادفی 

انتخاب کنیم و از شما سؤال کنیم احتمال ) به طور کاملاً تصادفی(  حال مردی را به عنوان نمونه ).N(170,10) مثلاً( باشد Fxتوزیع 
  باشد، چقدر است؟xقد این مرد کوچکتر از اینکه 

 
 :خواهید گفت

1P{ x} F (x)≤ = xx  
 

 :ها نیز داریمبه همین ترتیب برای سایر نمونه

i i
F (x) F (x) , f (x) f (x)= =x x x x  

 
برداری با نسبت به تعداد افراد جامعه کم باشد یا نمونهها باید تعداد نمونه(ها مستقلند xiاستقلال آزمایشها، از سوی دیگر، با فرض 

 ).جایگزینی باشد
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 باشد، این مدلی است که طبق fxهای تولیدی یک کارخانه باشد و فرض کنیم دارای چگالی ، قطر پیچxیا مثلاً اگر متغیر تصادفی 
 :ام باشد، داریم i قطر پیچ نمونۀ xiاگر پس .  ها صادق استxکلیۀ فرض برای 

i
f (x) f (x)=x x  

 .مستقلند) با فرض استقلال آزمایشها(ها xiو 
 

 i.i.d. (Independent Identically Distributed)، که مستقل و دارای توزیع یکسان باشند متغیرهای تصادفی ،به طور کلی
 .شوندنامیده می

 

اگر 
1

n

 
 =  
  

x
x

x
 : باشند، داریم.i.i.dها xi و #

1 n1 n 1 nf (x) f (x ) f (x ) f (x ) f (x )= =x x x x x" "  
 
 
 .i.i.d متغیر تصادفی n، )ها در مثال بالاجامعۀ پیچمثلاً  ((Population)از یک متغیر تصادفی در یک جامعه برداری مکرر نمونهبا 

 .گویند می)Sample Size(اندازۀ نمونه  را n.  دنآیبه دست می

استقلال  یکسان بودن توزیع
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 :مستقلند، پسها xiچون 

i
f (x) f (x)=x x  
 

ηiE( ) E( )⇒ = =x x :میانگین جامعه       
 

σ 2
ivar( ) var( )⇒ = =x x :واریانس جامعه    

 
 . آمار داردبرداری نقش اساسی دربحث نمونه
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 :)Sample Mean(میانگین نمونه 
 :طبق تعریف، برابر است با

n

i
i 1

1
n =

= ∑x x  

 
 :داریم

η η

σσ σ σ
i

n

i
i 1
n 2

2 2 2
2 2

i 1

1 1E( ) E( ) n
n n

1 1 n
nn n

=

=

= = ⋅ =

= = ⋅ =

∑

∑x x

x x

 

 
 میانگین جامعه η میانگین نمونه است، در حالی که x.   واقعی نزدیکتر خواهد بودη به x زیادتر شود، مقدار nپس هر چقدر 

 ).پارامتر مدل مفروض(باشد می
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 :داریم قضیۀ چبیشفبا توجه به 
ση

2

2P{ } 1− < ε ≥ −
ε

xx  

 :یعنی
ση

2

2P{ } 1
n

− < ε ≥ −
ε

x  

 .ودش به یک نزدیک میnپس این احتمال با افزایش 
 

 .توان در مورد واریانس نمونه بحث کرد که بعداً آن را خواهیم دیدبه همین ترتیب می
 

 در این ixو مقادیر ) طبق تعریفی که داشتیم تعریف شده باشندها ix(انجام دهیم  بار nآزمایش تصادفی را که یک حال فرض کنید 
i)شها ظاهر شوند آزمای 1,2, ,n)=  :کنیممیاین اعداد را به ترتیب صعودی مرتب .  …

1 2 nr r rx x x≤ ≤ ≤"  
: نامیم، یعنیمی iyاکنون نام مرتب شدۀ آنها را 

ii ry x=  .پس خواهیم داشت: 

1 2 ny y y≤ ≤ ≤"  
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 :به ترتیب زیر به دست آمده باشند، داریم ixمثلاً اگر اعداد 

1

2

3

4

5

1 r 21

2 r 42

3 3 r 5

4 4 r 1

5 5 r 3

y x x 7x 12
y x x 8x 7

x 13 y x x 9
x 8 y x x 12
x 9 y x x 13

 = = ==  = = == = ⇒ = = = 
 = = = = 

=  = = =

 

 
سیاری در آشکارسازی و تخمین های رتبه کاربرد بآماره(نامند میها ix) آمارگان رتبۀ(رتبۀ های آماره را iyمتغیرهای تصادفی 

 ).گیرندمورد استفاده قرار میپارامتری دارند و در رادار و جنگ الکترونیک 
 

 :)Statistic( آماره
برداری، در بحث نمونه.  نامعلومی بستگی نداشته باشند، آماره گویندبه پارامتر متغیر تصادفی را که یا چند طبق تعریف، تابعی از یک 

 بردار متغیرهای تصادفی نمونۀ تابعی از صرفاً
1

n

 
 =  
  

x
x

x
 ).باشد میxزیرا تابعی از (یک نوع آماره است مثلاً آمارۀ رتبه .  را آماره گویند #
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 : داریمny و 1yبه عنوان حالت خاص برای 
1 min 1 2 n

n max 1 2 n

min( , , , )
max( , , , )

= =
= =

y x x x x
y x x x x

…
…

 

 
 :پس

[ ]

1 1 min min 1 2 n

1 2 n
n

F (y) P{ y} P{ y} 1 P{ y} 1 P{ y, y, , y}

1 P{ y}P{ y} P{ y}

1 1 F (y)

= ≤ = ≤ = − > = − > > >

= − > > >

= − −

y

x

y x x x x x
x x x

…

"  

[ ]1

n 1f (y) n 1 F (y) f (y)−⇒ = −y x x  
 

[ ]

n n max 1 2 n

1 2 n
n

F (y) P{ y} P{ y} P{ y, y, , y}

P{ y}P{ y} P{ y}

F (y)

= ≤ = ≤ = ≤ ≤ ≤

= ≤ ≤ ≤

=

y

x

y x x x x
x x x

…

"  

[ ]n

n 1f (y) n F (y) f (y)−⇒ =y x x  
 .)توان روابط بالا را به دست آورد نیز میpdfبه کمک (
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 :در حالت کلی داریم

k kf (y)dy P{y y dy}= < ≤ +y y  
ix ،k تا nاز عه را خواهیم داشت که در صورتی این واق y ،nکوچکتر از تا −1 k− تا بزرگتر ازy dy+  و یکی بینy و y dy+ 

 .باشد
 

 بار3A ،3kبار و واقعۀ 2A ،2kبار، واقعۀ 1A ،1k بار آزمایش، واقعۀ n در احتمال اینکه :اییادآوری توزیع چندجمله
1(اتفاق افتد  2 3k k k n+ + i و = iP(A ) p=( برابر است با: 

31 2 kk k
1 2 3

1 2 3

n!p p p p
k !k !k !

=  

 
 :در نتیجه داریم

[ ] [ ]

[ ] [ ]

k

k

k 1 n k

k 1 n k

n!f (y)dy F (y) 1 F (y dy) f (y)dy
(k 1)!(n k)!1!

n!dy 0 f (y) F (y) 1 F (y) f (y)
(k 1)!(n k)!

− −

− −

= − +
− −

→ ⇒ = −
− −

y x x x

y x x x
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kبرای  k و برای minx، توزیع =1 n= توزیع ،maxx آیدبه دست می: 

[ ] [ ]
[ ] [ ]

min min

max max

n n

n 1 n

f (y) n 1 F (y) f (y) , 1 F (y) 1 F (y)

f (y) n F (y) f (y) , F (y) F (y)−

= − − = −

= =

x x x x x

x x x x x
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 :مجموع متغیرهای تصادفی مستقل
1دانیم که اگر می 2= +z x x 1 بوده وx2  وxمستقل باشند، آنگاه داریم : 

1 2 1 2
, f f fΦ =Φ Φ = ∗z x x z x x  

 

 اگر همچنین دیدیم که
n

i
i 1=

=∑z xباشد، آنگاه : 

( j ) ( j , , j )Φ ω =Φ ω ωz x …  
 :ها مستقل باشند، خواهیم داشتixو اگر 

1 2 n

1 2 n

( j ) ( j ) ( j ) ( j )
f f f f
Φ ω =Φ ω Φ ω Φ ω

= ∗ ∗ ∗
z x x x

z x x x

"

"
 

 .)پذیری استبا توجه به اینکه عمل کانولوشن دارای خاصیت جابجایی و شرکت(
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 : باشند، داریمiλها مستقل بوده و هر یک دارای توزیع پواسن با پارامتر ix اگر :مثال
j j

i
i

n n
(e 1) (e 1)

i 1 i 1
( j ) ( j ) e e

ω ωλ − λ −

= =
Φ ω = Φ ω = =∏ ∏z x  

: که
n

i
i 1=

λ = λ∑)  یعنی مجموعشان هم دارای توزیع پواسن است، اما با پارامتر
n

i
i 1=

λ∑(. 
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:  باشند، یعنی.i.i.dها ixاگر
1 2 n

x : f (x) f (x) f (x) f (x)∀ = = = =x x x x"در این صورت خواهیم داشت ،: 

σ σ

n

2 2

f f f f

( ) ( )
E( ) n E( )

n

= ∗ ∗ ∗

Φ ω =Φ ω
=

=

z x x x

z x

z x

z x

"

 

 

: ها مستقل بوده و همگی دارای توزیع نمایی باشند، یعنیix اگر :مثال
i

xf (x) e u(x)−λ= λx) عنی یi.i.d.و)  باشند
n

i
i 1=

=∑z x 

ها از هم مستقل  استفاده کند و خرابی این المانStandby المان به صورت n چه خواهد بود؟  مثلاً اگر سیستمی از fzباشد، آنگاه 
xf: باشد و برای همگی داشته باشیم (x) e u(x)−λ= λxگالی عمر سیستم چه خواهد بود؟، تابع چ 

n( j ) ( j ) ( )
j j

λ λ
Φ ω = ⇒ Φ ω =

λ − ω λ − ωx z  

 
 :با استفاده از جداول تبدیل فوریه داریم

n 1
x

n
x 1e u(x)

(n 1)! ( j )

−
ℑ−λ ←→

− λ + ω
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 :لذا
n 1

n zzf (z) e u(z)
(n 1)!

−
−λ= λ

−z  

 ).یی نماn واقعۀ کاملاً تصادفی یا به عبارتی مجموع nتوزیع زمان لازم برای وقوع (که همان توزیع ارلانگ است 
 

)rEبرای توزیع گاما  ) =
λ

zاست، در نتیجه داریم : 
nE( ) =
λ

z  

)E: پس همان طور که انتظار داشتیم ) n E( )=z x ؛ یعنیMTTF ،nبرابر شده است . 
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 :د، خواهیم داشتها از نظر نقش در خرابی یا صحت سیستم به صورت موازی بودناگر این المان
1 n

n

n 1

max( , , )

F (z) F (z)

f (z) n F (z)f (z)−

=

=

=

z x

z x x

z x x…

 

 
xfبرای  (x) e u(x)−λ= λxتوانید نشان دهید که می: 

1 1 1 1E( ) (1 )
2 3 n

= + + + +
λ

z "  

nمثلاً برای   .شود برابر میMTTF ،2.1، مقدار =4
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 :شند، خواهیم داشتها سری بادر صورتی که این المان
1 n

n z n

n z

min( ,..., )

F (z) 1 (1 F (z)) 1 (e )

f (z) n e u(z)

−λ

− λ

=

= − − = −

= λ

z x

z

z x x

 

 .)، خود نیز نمایی است.i.i.dنیمم تعدادی از متغیرهای تصادفی نمایی و توجه کنید که مقدار می(
 

 :پس
1E( )

n
=

λ
z  

MTTF ،1یعنی 
n

 .  برابر شده است
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 :رت زیر تعریف شود به صوx اگر متغیر تصادفی :مثال
1 A

( ) , P(A) p
0 otherwise

ω∈
ω = =


x  

nای با دو جمله( دارای توزیع برنولی x واقعۀ آمدن شیر در پرتاب سکه باشد، Aمثلاً   : پس. است) =1
σ 2E( ) p , pq= =xx  

 
 .شوند حاصل می.i.i.dهای ix ها، بودن آزمایشو با فرض مستقل) xبرداری از نمونه( بار تکرار این آزمایش nحال با 

 
 :پس اگر تعریف کنیم

1 2 n= + + +z x x x"  
z تعداد شیرهای به دست آمده در nیعنی.   بار پرتاب سکه خواهد بود: 

Binomial(n,p)z ∼  
 : و خواهیم داشت

σ σ2 2

E( ) n E( ) np

n npq

= =

= =z x

z x
 

 .)تر از روش تابع مشخصه استتر از روش مستقیم و حتی خیلی سادهبینیم که این روش خیلی سادهمی(
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 دارای توزیع هندسی است xدانیم که می.  کنیم تعریف میها تا حصول اولین موفقیتتعداد شکست را برابر x متغیر تصادفی :مثال
rای منفی با توزیع دو جمله(  :که) از راه تابع مشخصه( نشان دادید 5در تمرین سری ). =1

σ 2
2 j

q q pE( ) , , ( j )
p p 1 qe ω= = Φ ω =

−
x xx  

 
 :حال اگر تعریف کنیم

1 2 r= + + +z x x x"  
 :یعنی.   امین موفقیت خواهد بودrها تا حصول  تعداد شکستzها دارای توزیع هندسی بوده و مستقلند، آنگاه ixکه همۀ 

Negative Binomial(r,p)z ∼  
 :پس

σ 2
2

rq rqE( ) ,
p p

= =zz  

 .در حالی که محاسبۀ این دو از راه مستقیم یا تابع مشخصه خیلی مشکلتر است
 

)همچنین در مورد  j )Φ ωzداریم : 
 .در حالی که به دست آوردن مستقیم تابع مشخصه مشکلتر است

r
j

p( j ) ( )
1 qe ωΦ ω =
−

z



 48

 :)Central Limit Theorem (زیقضیۀ حد مرک

ها مستقل بوده و ixطبق قضیۀ حد مرکزی، اگر 
n

i
i 1=

=∑y x باشد، وقتی n با (کند  به توزیع نرمال میل میy، توزیع ∞+→

 این در واقع بیانگر خاصیتی از کانولوشن است که کانولوشن تعداد زیادی توابع مثبت به گوسی.  ها نرمال نباشندix، ولو )شرایط سهلی
اصولاً هرگاه . ها در جهان خارج توزیع تقریباً نرمال دارندشود که چرا بسیاری از پدیده معلوم میCLTبا توجه به .  کندمیل می

 .تقریباً نرمال خواهد بود...) گیری، ولتاز نویز حرارتی و قد یک فرد، خطا در اندازه(عوامل متعدد تصادفی باشد ای تحت تأثیر پدیده
 

 :لیاپانوف قضیۀ حد مرکزی

اگر 
n

i
i 1=

=∑y x بوده و ix ها مستقل باشند وη 3
i iE( )− < +∞x)  3یا

iE( ) < +∞x(  و σ
n

2
i n

i 1
→+∞

=

→+∞∑آنگاه ، 

ηرای ب
σ
−

= y

y

y
zداریم : 

n
F (z) G(z)

→+∞
→z  

 
که صرفاً برای  صورت دیگری از قضیۀ حد مرکزی داریم ).   نیستند.i.i.dلزوماً (ها یکسان نیست ixدر قضیۀ لیاپانوف لزوماً توزیع 

ix هایi.i.d.است . 
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 : لوی-قضیۀ حد مرکزی لیندبرگ

اگر 
n

i
i 1=

=∑y x بوده و ixهاi.i.d.  با واریانس محدود σ 2 < η باشند، آنگاه برای ∞+
σ
−

= y

y

y
zیم دار: 

n
F (z) G(z)

→+∞
→z  

 
ηچون در اینجا دیگر شرط .  باشد از قضیۀ لیاپانوف نمیی لوی حالت خاص-قضیۀ لیندبرگ 3

i iE ( ) − < +∞ x لازم نیست و 

σشرط ضعیفتر  2 < σشرط دیگر قضیۀ لیاپانوف، یعنی ( جایگزین آن شده است ∞+
n

2
i n

i 1
→+∞

=

→+∞∑ًمسلما ، 

 ).شودارضاء می
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شرط لازم و کافی گوسی بودن توزیع حدی را ) .i.i.dهای نه لزوماً ix( فلر را داریم که برای حالت کلی - قضیۀ لیندبرگهمچنین

 این است که با تسامحشکند که تعبیر ارائه می
σ

σ

2
j

nn 2
i

i 1

j : lim 0
→+∞

=

∀ =

∑
ها، ای غالب نباشد و در مورد همۀ جملهچ جملهیعنی هی.  

 فلر را -برقراری شرایط قضیۀ لیندبرگلیاپانوف، قضیۀ توجه کنید که برقراری شرایط .  قابل واریانس کل ناچیز باشدواریانس آن در م
 .دهدنتیجه می

 
 هموار باشد، حتی برای xاگر توزیع .  کار ببریمتوانیم نرمال را به عنوان تقریب به نهایت نبوده ولی بزرگ باشد هم می بیnوقتی 
n nدر اغلب کاربردها .  ، بسیار به توزیع نرمال نزدیک خواهیم بود=5 nدر کتاب، ( کاملاً کافی است =30  را برای توزیع =3

 ).ل مقایسه کرده استیکنواخت به کار برده و با نرما
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1k مقاومت 100 جعبه ای شامل :مثال 5%Ω کنیم، احتمال  ها را یکنواخت فرضاگر توزیع مقدار مقاومت.   در اختیار داریم±
100kها در محدودۀ اینکه مجموع مقدار این مقاومت 0.5%Ω   باشد، چیست؟±

σ

100

i
i 1

2 2
2 (b a) (100)

12 12

=

=

−
= = < +∞

∑

x

y x
 

 ).دانستیم هم کافی بوددانستیم و فقط همین واریانس را میاگر توزیع را نمی( برقرار است لوی -لیندبرگپس شرط قضیۀ 
 

σ σ
2 6

2 2

6 6

E( ) 1000 E( ) 100000

(100) 10n 100
12 12

100500 100000 99500 100000P{99500 100500} G( ) G( ) 2G(1.732) 1 0.917
10 10
12 12

= ⇒ =

= = =

− −
< < = − = − =

y x

x y

y
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 چگالی چون در حالت گسسته، تابع.   استفاده شد تا برای حالت گسسته هم صادق باشد انباشته از تابع توزیعی فوقهادر بیان قضیه
 .زند را تقریب میهاδ، پوش مقدار وزنۀ این چه نرمال گرا(بزند را تقریب  آنتواند نمی  است، پیوسته که است و نرمالδیک سری 

 
 . استCLT لاپلاس حالت خاصی از -به عنوان مثال قضیۀ دموار

 
 :رنولی هستند، یعنی و دارای توزیع ب .i.i.dها متغیرهای تصادفیix :مثال

i iP{ 1} p , P{ 0} q 1 p= = = = = −x x  
 

 :حال اگر تعریف کنیم
n

i
i 1=

=∑y x  

yای است، یعنی دارای توزیع دوجمله: 
k n kn

P{ k} p q
k

− 
= =  

 
y  

σ هستند و  .i.i.dهاixچون  2 pq= < +∞x تابع توزیع لوی -لیندبرگ، پس طبق قضیۀ y برای ( توسط نرمال قابل تقریب است
n  . دانستCLTتوان حالت خاصی از  لاپلاس را می-یعنی قضیۀ دموار).  کند به نرمال میل می∞→
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 :هاها و محدود بودن تمامی گشتاورix بودن .i.i.dدر حالت  اثبات قضیۀ حد مرکزی

η η σ σ

η
η η

σ σσ

n
2 2

i
i 1

n

i n
ii 1

i 1
i

n , n

( )
1 ( )

n n

=

=

=

= ⇒ = =

−
− −

= = =

∑

∑
∑

y y

y

y

y x

v
x

y xz

u


����

�	


 

 
j

j n j( j ) E(e ) E(e ) ( )
n

ω
ω ω

Φ ω = = = Φ
vz

z v  

 

ηاگر فرض کنیم 
σ

i
i

−xu ، چون �
n

i
i 1=

=∑v uو iu هاi.i.d.هستند، پس : 

n n j( j ) ( j ) ( j ) ( )
n
ω

Φ ω =Φ ω ⇒ Φ ω =Φv u z u  
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 :یم داشتاما اگر تابع مشخصه را بسط تیلور دهیم، خواه
2 3( j ) ( j )( j ) 1 j (0) (0) (0)

2 3!
ω ω′ ′′ ′′′Φ ω = + ωΦ + Φ + Φ +" 

(n): که
n(0) mΦ =. 

 
 : داریمuپس در مورد 

ηη σ
σ

3
2 i

3(0) 0 , (0) 1 , (0) m ( ) E
 − ′ ′′ ′′′Φ = = Φ = = Φ = =   
   

u u
xu  

 
 :در نتیجه

n
2 3 2 3

3
2

( j ) ( j ) ( j ) ( j )( j ) 1 (0) ( j ) 1 (0)
2 3! 2n 3!n

 
ω ω ω ω ′′′ ′′′Φ ω = + + Φ + ⇒ Φ ω = + + Φ +

 
  

u z" "  
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nnدانیم که اگر می
lim a b
→+∞

 :، آنگاه=
n

bn
n

alim 1 e
n→+∞

 + = 
 

 

یا با توجه به (
2 3x xln(1 x) x

2 3
+ = − + ∓"( 

 
 :پس

n
2 3

3
2

( j ) ( j )( j ) 1 (0)
2n 3!n

 
ω ω ′′′Φ ω = + + Φ +

 
  

z "  

2
2 3

2n 1 n2

( j ) ( j )a 1 (0) lim (j ) e
2 3!n

ω
−

→+∞

ω ω ′′′→ = + + Φ + ⇒ Φ ω =z"  

nای داریم که اگر قضیه( که تابع مشخصۀ نرمال استاندارد است
∗Φ →Φ آنگاه ،nF F∗→.( 
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 : متغیرهای تصادفیهمگرایی دنبالۀ
1 :دانیم کهمی 2 nx ,x , ,x ,… 0ε هر  یعنی برای،a و همگرایی این دنباله به عدد از اعداد است دنباله یک … >، 0nوجود ای 

 :که داشته باشد

n 0x a : n n− < ε >  
 :نویسیمدر این صورت می

nn
lim x a
→+∞

=  
 وم همگرایی به چه صورت خواهد بود؟ل در مورد متغیرهای تصادفی مفهحا
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 : ) or Stochastic ProcessrocessPRandom (ی تصادفیند  فرآتعریف
1 نامحدود دنبالۀ 2 n, , , ,x x x…  .ی گویندتصادفیند آاز متغیرهای تصادفی را فر …

 
 : به صورت زیر داریم عددی یک دنبالۀiω  نقطۀیعنی برای هر، تابعی از نقاط فضای نمونه است ixتوجه دارید که هر 

1 i 2 i n i( ), ( ), , ( ),ω ω ωx x x… … 
 

 
 

 :توجه داشته باشید که
)n  :یتصادفیند آفر   )ωx 
n   :  عددیدنبالۀ   i( )ωx 
   :متغیر تصادفی  

0n ( )ωx 
    : یک عدد  

0n i( )ωx 
 
 

1ω

2ω

Nω

iii

i i i

i i i

i i i

n :1دنبالۀ نمونۀ  1( )ωx 

N: nدنبالۀ نمونۀ  N( )ωx

متغیر تصادفی
0n ( )ωx 
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t  تصادفی پیوستۀیندآ فرتوانیم می مشابهبه طور.  ) در زمانسیگنال گسسته( گسسته بود آیند تصادفیآنچه گفتیم فر ( )ωx را 
 .تعریف کنیم

 
 

1به احتمال   فرستیم، یعنی میمربعیسیگنال سینوسی و اگر خط آمد سیگنال  ، اگر شیر آمد .اندزیم شیر یا خط می:مثال
2 

1به احتمال  سینوسی و
 . مربعی2

 
 ،مدت زمانییک ولی شکل موج روی آن در   . متغیر تصادفی است، نویز در یک لحظهژ مقدار ولتا،نویز روی مقاومتبرای  :مثال

 .یند تصادفی استآفر

1ω

2ω

Nω

iii

i i i

i i i

i i i

  :1مونۀتابع ن

  :Nتابع نمونۀ
متغیر تصادفی

1t ( )ωx 
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)n متغیرهای تصادفی ممکن است در مورد همگرایی دنبالۀ )ωx برای بعضی ωیک تعریف  .  نباشد دیگرها همگرا باشد و برای بعضی
)n یعنی ،های نمونهدنبالهکلیۀ تواند این باشد که  متغیر تصادفی میۀبرای همگرایی دنبال )ωx برای هر ω همگرا باشد 
(everywhere) .داشته باشیمیتر ولی در بسیاری موارد ممکن است این طور نباشد و همگرایی ضعیف . 

 
 :)Almost Everywhere( جا همههمگرایی تقریباً. 1

 .شودگفته می Almost Sureهمگرایی به احتمال یک و نیز همگرایی ، .a.eبه این نوع همگرایی، همگرایی 
n( )ωx ممکن است برای بعضی ωاگر مجموعۀ . حد نداشته باشد دیگر برای بعضیها حد داشته و  ωکه برای آنها هاییn( )ωx 

 : یعنی،حد ندارد احتمالش صفر باشد
n nP{ ( ) } 1

→+∞
ω: ω → =x x  

 ).بلکه متغیر تصادفی باشد، بتی نباشدعدد ثایعنی ( باشد ωتواند تابع  میx در حالت کلی  . است.a.e دارای همگرایی nxگوییم 
 :نویسیممیدر این صورت 

a.e.

n n→+∞
→x x  
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 :همگرایی در احتمال. 2
0εبرای هر یعنی   : داشته باشیم<

n nP{ } 0
→+∞

− ≥ ε →x x  
در این صورت . شودمیمتمرکزتر  c حول n با افزایش nxمعناست که توزیع  این به آن ، ثابت باشدی عدد، یعنیc=xاگر 

 :نویسیممی
P

n n→+∞
→x x  

 :یا
n

n
P lim
→+∞

=x x  

 .دهد را نتیجه میهمگرایی در احتمال،  همگرایی به احتمال یک روشن است که
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 :)همگرایی در گشتاور دوم( )s.m )quareSean M.همگرایی به مفهوم . 3
n ،nبرای هر  −x x 2 یک متغیر تصادفی است و گشتاور دوم آن

nE ( ) − x x 2 پس .باشدمی
nE ( ) − x xیک دنبالۀ  

 .عددی است

 :نویسیمکند و می میل می.m.s به مفهوم x به nxگوییم می
m.s.

n n→+∞
→x x،هرگاه : 

2
n n

E ( ) 0
→+∞

 − → x x  
 

 .دهد را نتیجه میمگرایی در احتمال، ه.m.sهمگرایی به مفهوم 
aبه ازای  (Bienaymeزیرا با توجه به نامساوی   :داریم )=2

2
n

n 2

E ( )
P{ }

 − − > ε ≤
ε

x x
x x  

2پس وقتی 
nE ( ) − x xکند این احتمال هم به صفر میل می،کند به سمت صفر میل می. 

 
 . قویتر از همگرایی در احتمالند(.a.e) و همگرایی به احتمال یک .m.sپس همگرایی 
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 :همگرایی در تابع توزیع. 4
nx به همگرا  راxیند، هرگاه برای هر  در تابع توزیع گوx)  هرx ای کهF (x)xداشته باشیم)  پیوسته باشد: 

n n
F (x) F (x)

→+∞
→x x  

 
 .ای از همگرایی در تابع توزیع بود نمونهCLT.  ترین نوع همگرایی استاین ضعیف

 
 :قانون اعداد بزرگ

P(A)در یک آزمایش تصادفی  دیدیم که اگر 3در فصل  p= باشد و در n ،بار تکرار آزمایش k واقعۀ  بارA اتفاق افتد، احتمال 

kاینکه 
n

p بین  − ε و p + ε ،وقتی  باشدn  :رود، یعنی به سمت یک می∞+→

0εبرای هر  |}kP:  داده شده < p| } 1
n
− ≤ε → 

 
 :تر داریمحال در حالت کلی
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 :)Weak Law of Large Numbers(قانون ضعیف اعداد بزرگ 

 باشند و .i.i.d و ηای با میانگین های تصادفی از جامعهنمونهها ixاگر 
n

n i
i 1

1
n =

= ∑x xمیانگین نمونه باشد، داریم ،: 

ηn
n
P lim
→+∞

=x η   یا   
P

n n→+∞
→x  

 :یعنی
ηn n

P{ } 0
→+∞

− > ε →x  
 

 :دانیم کهمی: اثبات
ση σ

2
2E( ) ,

n
= =xx  

 :لذا با توجه به قضیۀ چبیشف خواهیم داشت
ση

2

2 n
P{ } 0

n →+∞
− > ε < →

ε
x  



 64

 :توانیم بگوییم کهیا می
ση σ

n

2
2 2

n n
E ( ) 0

n →+∞
 − = = →  xx  

 :پس

η
m.s.

n n→+∞
→x  

 :در نتیجه

η
P

n n→+∞
→x  

 
 

 :) Law of Large NumbersStrong(قانون قوی اعداد بزرگ 

 باشند و .i.i.dها متغیرهای تصادفی ixاگر 
n

n i
i 1

1
n =

= ∑x x ،باشد nx  با احتمال یک بهηکند میل می. 

η
a.e.

n n→+∞
→x  
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 :توابع توزیع متداول در آمار
 : برابر است بارجه آزادی دmبا  2χتوزیع ،  بنا بر تعریف. این توزیع کاربرد زیادی در آمار دارد :2χتوزیع 

 
2 m 1(m) Gamma(r , )

2 2
χ = = λ =x ∼  

xm 12 2m
2

1f (x) x e u(x)
m2 ( )2

− −
=

Γ
x  

 
 

mبه ازای   .شود، این توزیع همان توزیع نمایی می=2
 

 :داریم

)1چون ( )2Γ = π (
(k 1)! m 2k

m( ) 31 12 (k )(k ) m 2k 12 2 2

− =Γ =  − − π = + "
 

 

( )f x

0 x

m 2=
m 3=

m 1=

.0 5

m 4=



 66

 :اما را به دست آورده بودیمام توزیع گnقبلاً گشتاور مرتبۀ 

n n
(n r)m
(r)

Γ +
=
Γ λ

 

 
 : داریم2χپس برای توزیع 

n
n1

m(n )2E( ) m( ) ( )2 2

Γ +
=
Γ

x  

 
 :پس خواهیم داشت

2E( ) m , E( ) m(m 2) var( ) 2m= = + ⇒ =x x x  
 

nرابطۀ  n1

m(n )2m m( ) ( )2 2

Γ +
=
Γ

mnمشروط بر اینکه ( منفی صادق است n حتی برای  02+  :مثلاً داریم).   باشد<

m( 1)1 1 12E( ) : m 2m m2 ( ) 2( 1) m 22 2

Γ −
= = = >

Γ − −x
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 ):5در تمرین سری (تابع مشخصۀ توزیع گاما را نیز قبلاً به دست آورده بودیم 
r

( j )
j

 λ
Φ ω =  λ − ω 

 

 : داریم2χپس برای توزیع 
m
2

m
2

1 12( j ) 1 j (1 2 j )2

 
 Φ ω = =
 − ω − ω 

x  

 

2مستقل باشند و  xnو ... ، x1 ،x2 اگر متغیرهای تصادفی :هقضی
i i(k )χx بوده و  ∽

n

i
i 1=

=∑z x ،در این صورت داریم باشد: 

n
2

i
i 1

( k )
=

χ ∑z ∼  

نیز که حالت خاصی از توزیع گاما است نیز صادق  2χپس برای توزیع .  در تمرین سری هشتم این قضیه را برای توزیع گاما دیدیم

)1باشد می )
2

λ =. 
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مستقل و نرمال استاندارد باشند و  xnو ... ، x1 ،x2اگر متغیرهای تصادفی  :2χقضیۀ خاصیت اساسی توزیع 
n

2
i

i 1=
=∑Q x ،باشد 

 :رت داریمدر این صو
2(n)χQ ∼  

 
 :اثبات

i

y2
2i i 2 i

i

1f (y) e : y 0 (1)
yN(0,1)

− = ⇒ = > ⇒ χ


y
y x y
x

∼
∼

 

 :پس طبق قضیۀ قبل چون
n n

2
i i

i 1 i 1= =

= =∑ ∑Q x yداریم ،: 

2(n)χQ ∼  
 .)251، صفحۀ Papoulisاثبات در کتاب فرآیند .  توان نشان داد، ولی قدری مشکل استبه طور مستقیم هم می(



 69

 مستقل و نرمال استاندارد باشند، فرم درجۀ دوم xnو ... ، x1 ،x2 اگر متغیرهای تصادفی :قضیه
n n

T
ij i j

i 1 j 1
A a

= =

= =∑∑Q x x x x 

n یک ماتریس متقارن Aکه در آن ( n×2دارای توزیع )  است(r)χ  خواهد بود، اگر و تنها اگرrۀ ماتریس  مقدار ویژA و یک برابر 
nسایر  r− باشندصفرآن برابر ر ویژۀ ادمق . 

 
 :توان به صورت زیر نوشت را میAدانیم که ماتریس از جبر خطی می: اثبات

1 TA U U U U−= Λ = Λ  
 :که در آن

2
1 2 n

n

0 0
0

U u u u ,
0

0 0

1λ 
 λ = Λ =    
 λ 

"
% #

"
# % %
"

 

 
 :داریمیژه زیرا از تعریف بردار ویژه و مقدار و

ii iAu u= λ  
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1 2 n1 2 n 1 2 n

2
1 2 n 1 2 n

n
1

Au Au Au u u u

0 0
0

A u u u u u u
0

0 0

AU U A U U

1

−

⇒ = λ λ λ      

λ 
 λ ⇒ =        
 λ 

⇒ = Λ ⇒ = Λ

" "

"
% #

" "
# % %
"

 

1:  خواهد بود، یعنیUnitary ماتریس U متقارن باشد، Aالبته اگر  TU U−  :زیرا.  =
T

i j
1 i j

u u
0 i j

=
⋅ =  ≠

 

 
 :به عبارت دیگر

TU AUΛ =  
 

 :اگر تعریف کنیم
TU U= ⇒ =z x x z  
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T

T T T

E( ) U E( ) 0

C U C U U IU U U I

= =

= = = =z x

z x
 

 .ها نرمال استاندارد و مستقل هستندizیعنی 
n

T 2T T T
i i

i 1
A U AU

=

= = = Λ = λ∑Q x x z z z z z  

) تعداد مقادیر ویژۀ غیرصفر r(ک باشند صفر یا یصرفاً ها iλخواهد داشت، اگر و تنها اگر  χ(r)2توزیع  Qپس  1)λ  ). است=
 

3: داشته باشیم 3Q و 1Q ،2Qاگر برای سه فرم درجه دوم  :قضیه 2 1= −Q Q Q2:  که
1 (r)χQ ∼ ،2

2 (n)χQ  و ∽
3 0≥Q 1 باشند، آنگاهQ 3 وQ 2 مستقلند و

3 (n r)χ −Q  . است∽
 

 . توزیع نرمال استدر بررسی واریانس نمونه از 2χاز کاربردهای مهم توزیع 
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 :واریانس نمونه
 :قبلاً دیدیم که میانگین نمونه برابر است با

ση σ
n 2

2
i

i 1

1 E( ) ,
n n=

= → = =∑ xx x x  

 
 :طبق تعریف، واریانس نمونه برابر است با

n
2 2

i
i 1

1 ( )
n =

= −∑ x xs  

 
 :نشان دادید که) سری هشتم(در تمرین 

σ2 2
i

n 1E ( )
n
− − = x x  

 :پس

σ σ2 2 21 n 1 n 1E( ) n( )
n n n

− −
= ⋅ =s  
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σتخمینی نااریب از  2sیعنی  σدانستیم، تخمینی نااریب از می را ηاگر البته .   نیست2  :شد، زیرا می2

η σ σ
n

2 2 2 2 2
i

i 1

1 1( ) E( ) n
n n=

= − → = ⋅ =∑ xs s  

 
σ و ηولی وقتی  اگر چه بعداً خواهیم دید که (شود که نااریب است هیچکدام معلوم نیستند، معمولاً از تخمین زیر استفاده می 2

 ):واریانس این تخمین قدری بیشتر است
n

2 2
i

i 1

1 ( )
n 1 =

= −
− ∑s x x : واریانس نمونه   

2بعضاً این تعریف را با (
n 1−s 2 و تعریف اولی را با

ns برای .  دهندنشان میnبرای .  شوند بزرگ، این دو تعریف یکسان میn کوچک 
 .)شود استفاده میدومیمعمولاً از تعریف 

 
 :با این تعریف خواهیم داشت

σ σ2 2 21 n 1E( ) n
n 1 n

−
= ⋅ ⋅ =

−
s  
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 : واریانس نمونۀ یک متغیر تصادفی نرمال، مستقل از هم هستند و داریممیانگین نمونه و :قضیه

σ σ

2 2
2

2 2
(n 1) n (n 1)−

= χ −
s ∼s  

 
 :اثبات

σ
η η

σ σσ

2
n 2 n 22

2 2i i
2 12

i 1 i 1

2 1

n

(n 1) (n) , (1)
= =

 − − − −     = = − → χ χ          
∑ ∑s x x x x Q Q

Q Q

∼ ∼

���	��
 ��	�


 

3پس با توجه به قضیۀ قبلی،  2 1= −Q Q Q  2دارای توزیع(n 1)χ  :است، یعنی −

σ

2
2

2
(n 1) (n 1)−

χ −
s ∼  

 .مستقلند) 2s یا 2s( و واریانس نمونه )x (میانگین نمونهدر نتیجه .  مستقلند 3Q و 1Qو نیز 
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حال که فهمیدیم 
σ σ

2 2
2

2 2
(n 1) n (n 1)−

= χ −
s ∼s2دانیم که واریانس متغیر تصادفی  است و می(m)χ ،2m است، داریم: 

σ σ

σ σ

22 4
2

22
2 4

2

2var( ) 2(n 1)
n 1 n 1

2(n 1)var( ) 2(n 1)
n n

 
= ⋅ − =  − − 

  −
= ⋅ − =  
 

s

s

 

nکه وقتی کنید همچنین ملاحظه می.  ب است، ولی واریانس بیشتری دارد اگر چه نااری2sیعنی ( ، واریانس به سمت صفر ∞+→
 .)رودمی
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 :(Noncentral χ2 Distribution) غیر مرکزی χ2توزیع 

)ηiN  باشند،N(0,1)  اینکهبه جایها ix اگر بوده و مستقل نیز باشند،  (1,
n

2
i

i 1=
=∑Q x  2دیگر توزیعχ توزیع آن  ندارد، بلکه

2χغیرمرکزی است : 
n :  درجۀ آزادی  /e :  خروج از مرکز(Eccentricity)2(n,e)χ →Q ∼ 

η
n

2
i

i 1
e , E( ) n e

=

= = +∑ Q  

 
ηiهمچنین اگر  iN( ,1)x ∼، TA=Q x x و ماتریس A دارای r مقدار ویژۀ یک و n r− مقدار ویژۀ صفر باشد، آنگاه 

2(r,e)χQ  : خواهد بود که∽
η ηTe A= x x  

 .228 و 227اثبات در کتاب، صفحات 
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  :t (Student t)توزیع 
Gossetتحت نام مستعار 1908ال  در س Studentاین توزیع را معرفی کرد : 

m : درجۀ آزادیt(m) →x ∼ 

m 12
2

m 1( )1 2f (x) mx m ( )(1 ) 2m

+

+
Γ

= γ → γ =
π Γ+

x  

mبرای این توزیع  n همان توزیع کوشی است و برای =1  mیعنی هر چه .  شودیتوان نشان داد که توزیع نرمال م می∞+→
 . درازتر استpdfکوچکتر باشد، دُم 

 
 

( )f x

0
x

( )t 1
( )t 2
( )t 10
( , )N 0 1
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k برای t(n) ،kmبرای توزیع  n≥ وجود ندارد، چون kE( )xمثلاً دیده بودیم که در توزیع کوشی.  شود نامحدود می ،E( )x 
 :پس داریم.  نداریم

2

E( ) 0 : m 1
mE( ) var( ) : m 2

m 2

= >

= = >
−

x

x x
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N(0,1)zاگر  :tقضیۀ خاصیت اساسی توزیع  χw(m)2 و ∽  مستقل باشند، در این صورت w و zبوده و  ∽
m

=
zx w 

 :ود، یعنی خواهد بt(m)دارای توزیع 
t(m)x ∼  

 

( را به دست آوریم fzw ،fxاز روی توانیم برای اثبات، مثلاً به روش متغیر کمکی می
m

=
zx w و =y w.( 

 .233اثبات در کتاب، صفحۀ 
 

N(e,1)z اگر ضمناً t(m,e)x باشد، ∽  m با (Noncentral t Distribution) غیرمرکزی t یعنی توزیع ،خواهد بود ∽
 . خواهد داشتeو خروج از مرکز درجه آزادی 
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 : داریمt توزیع برایقضیۀ فوق با توجه به 
2 2 1 1 mE( ) m E( )E( ) m 1

m 2 m 2
= ⋅ = ⋅ ⋅ =

− −
x z

w
 

 
 :مهمچنین داری

m
t(m) N(0,1)

→+∞
→  

 

زیرا اگر 
m

=
zx w  باشد کهN(0,1)z χw(m)2 و ∽  است، χ(m)2 که دارای توزیع wمتغیر تصادفی هستند، در مورد  ∽

 :خواهیم داشت

E( ) 1E( ) m m
2var( ) 2m var( )

m m

 == ⇒ =  =


w
w

ww
 

 :پس
m.s.

m
1

m →+∞
→

wیعنی ،: →x z. 
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m)های کمتر mبرای   : داریم<(20
m

m 2−
x z�  

2: زیرا mE( )
m 2

=
−

x2: ، ولیE( ) 1=z. 

 
 

ηنرمال از متغیرهای تصادفی میانگین و واریانس نمونه  2s و xاگر  :tکاربرد توزیع  σN( ,  :باشند و داشته باشیم (
η

n

−
=

xT s  

 :در این صورت داریم
t(n 1)−T ∼  

ηدانیم در حالی که می(
σ
n

−x دارای توزیع نرمال استاندارد است(. 
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ηای که داشتیم،  با توجه به قضیه:اثبات
σ
n

−
=

xz و 
σ

2

2(n 1)= −
sw  مستقلند وN(0,1)z n)2 و ∽ 1)χ −w .   هستند∽

 : طبق قضیۀ بالا خواهیم داشتسپ
η

σ
η

σ
2
2

n t(n 1)
(n 1)n n 1

n 1

−

−
= = = −

− −

−

x

x zT s ws
∼  

σربطی به و توزیع آن  T که مقدار توجه کنید  .گیری نداردپروسۀ نرمال مورد نمونه 2
 

nنکتۀ دیگر اینکه برای  کند، توزیع متغیر تصادفی فوق به نرمال استاندارد میل میشود، بهتر و بهتر می σ از sکه تخمین  ∞+→
 :عنیی

n
t(n) N(0,1)

→+∞
→  
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 ):توزیع فیشر (Fتوزیع 
 .شودفرضیه در آمار ظاهر میاین توزیع در مسائل مختلف تست 

F(k,m)x:  استm و kهای آزادی  با درجهF دارای توزیع xگوییم   :، هرگاه∽
kk 12 2

k m
2

k m( )x k2f (x) : x 0 k m mkx ( ) ( )(1 )m 2 2

−

+

+
Γ

 = γ > → γ =  
 Γ Γ+

x  

 .) مهم استm و kترتیب (

 
 

( )f x

0 x

( , )F 10 5
( , )F 5 10
( , )F 10 10
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χz(k)2اگر  :Fقضیۀ خاصیت اساسی توزیع  χw(r)2 و ∽  : بوده و مستقل باشند و داشته باشیم∽

k
r

=
z

x w  

 :آنگاه
F(k,r)x ∼  

 .الذکر را داردبه دست آورد و نشان داد که فرم فوق را fxتوان ی می، مثلاً با روش متغیر تصادفی کمکtمشابه توزیع 
 .225 و 224اثبات در کتاب، صفحات 

χz(k,e)2ضمناً اگر  χw(r)2 و ∽ F(k,r,e)x:  باشند، در این صورت∽ های  غیرمرکزی با درجهF، یعنی دارای توزیع ∽
 . خواهد بودe و خروج از مرکز r و kآزادی 

 
 : داریمFبه توجه به قضیۀ فوق برای توزیع 

r 1 r 1 rE( ) E( )E( ) k : r 2
k k r 2 r 2

= = ⋅ ⋅ = >
− −

x z
w
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 :1نتیجۀ 
1F(k,r) F(r,k)⇒x
x

∼ ∼  

 
 :2نتیجۀ 

2t(m) F(1,m)⇒x x∼ ∼  
 :زیرا

2
2

2

2 2

2 2

mm
F(1,m)

N(0,1) (1)
(m) (m)





 ⇒ ⇒ 
  χ 
 χ χ 

z zx x ww

x
z z
w w

∼ ∼

∼
∼ ∼
∼ ∼
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 :3نتیجۀ 
2

r
F(k,r) k (k)

→+∞
⇒ χx x∼ ∼  

 :زیرا

r2

2
r

k
r

k
(k)

(r) 1
r

→+∞

→+∞

 =



⇒ →
χ


 χ ⇒ →


zx w

x z
z

ww

∼

∼

 



 آمار: بخش دوم
 

احتمال (مدل مفروض یک ریاضی از دیدیم که تئوری احتمال یک تئوری کاملاً ریاضی بود که بر اساس یک اصول اولیه و استنتاجات 
با واقعیت تطابق داشته باشند یا نه، اند و کاری به اینکه فرض شدهمدلها .  آوردیم، احتمال وقایع دیگری را به دست می)یک سری وقایع

 نتایج مشاهدات واقعی که به وسیلۀ کند کند و کمک میدر مسائل واقعی بحث میآمار در مورد کاربرد تئوری احتمال .  داریمن
این آمار استنتاجی است که البته .  انجام دهیم) که به احتمال نزدیک یک درست هستند(استنتاجاتی بتوانیم ) هایی از جامعهنمونه(

کند بحث میو ارائۀ اطلاعات آماری بندی نحوۀ دستهدیگر آمار، آمار توصیفی است که در مورد شاخۀ .   بودبحث ما در مورد آن خواهد
 ).849 تا 838، صفحات Kreyszigکنید به کتاب رجوع (

 
ت و هدایسیستم مانند .  کاربرد زیادی در مهندسی برق دارنداستنتاجی، تخمین و آزمون فرضیه است که هر دو مبحث عمدۀ آمار 

 ...آشکارسازی هدف در رادار، تعقیب اهداف راداری و کنترل موشک، 
 

 آمار


 
توصیفی

 استنتاجی


تخمین
آزمون فرضیه



 1

 :8فصل 
 سازی کامپیوتریتولید اعداد تصادفی و شبیه

 

 تعریف دنبالۀ اعداد تصادفی .1

 تولید دنبالۀ اعداد تصادفی با توزیع یکنواخت .2

 لخواهتولید دنبالۀ اعداد تصادفی با توزیع د .3

 کارلوسازی مونتشبیه .4



 2

 :تعریف دنبالۀ اعداد تصادفی
مختلف را پارامترهای های تصادفی یا رفتار تصادفی است عیناً مشاهده کنیم و اثرات ورودیه جای اینکه سیستم فیزیکی را که دارای ب

 سازی کامپیوتریتوانیم از شبیه، می!)کندو بعد بفهمیم آن طور که مطلوب است کار نمی( یا با تحمل هزینۀ فراوان بسازیم ببینیم
های مختلف مهندسی سازی در سراسر دنیا و در رشتهامروزه شبیه...).  آشکارساز رادار و مانند مراحل گیرندۀ مخابراتی، (استفاده کنیم 

 ... .سازی امواج و  سیار با شبیهمخابراتقراردادن دکلهای مثلاً طرح اتومبیل ابتدا در کامپیوتر، تعیین محل .  کاربرد فراوان دارد
مؤیدی برای یا به عنوان در مسأله دخیل هستند مشکل است یا پارامترهای متعددی خصوصاً در مواردی که محاسبۀ مستقیم 

 .محاسبات
 تصادفی استفاده از اعداد از یک جامعه تصادفیبرداری همچنین برای نمونه.  احتیاج به مولد اعداد تصادفی داریمسازی به منظور شبیه

کاربرد تولید اعداد تصادفی .  شوداستفاده می) کارلوسازی مونتشبیه(برای حل مسائل عددی مشکل از اعداد تصادفی بعضاً .  شودمی
 .دارد) رمزنگاری(در ایمن ساختن مخابرات بسیار مهمی 

 
 :دنبالۀ اعداد تصادفی

1: را دنبالۀ اعداد تصادفی گویند .i.i.dهای متغیرهای تصادفی  ای از نمونهدنباله 2 3 nx ,x ,x , ,x ,… هر دنبالۀ نمونۀ فرآیند  (…
n( )ωx مشروط بر i.i.d. بودن ixها.( 
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توان تولید کرد، امپیوتر میآنچه به وسیلۀ ک.  پذیر استطبیعتاً تولید اعداد تصادفی فقط توسط یک پدیدۀ فیزیکی تصادفی امکان
شوند، ولی  تولید میDeterministicاست، یعنی توسط الگوریتمی به طور  (Pseudo Random)اعداد شبه تصادفی دنبالۀ 

 آزمونهایی وجود دارد که تصادفی بودن دنباله را بررسی.  رسنداعداد تصادفی را دارا هستند و لذا تصادفی به نظر میخواص دنبالۀ 
 .اند کتاب آمده8نند و در فصل کمی
 

تولید دنبالۀ  داده شده را تولید کنیم، ابتدا fxبا توزیع ) گوییم تصادفیاز این به بعد تسامحاً می(برای اینکه دنبالۀ اعداد شبه تصادفی 
 .کنیمبررسی میاعداد تصادفی با توزیع یکنواخت را 
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 :صادفی با توزیع یکنواختتولید دنبالۀ اعداد ت
 یک روش که در عین.  با توزیع یکنواخت روشهای گوناگونی دارد و در این زمینه بسیار کار شده استتولید دنبالۀ اعداد تصادفی 

 .باشد میLehmerآن از نظر تصادفی بودن خیلی مطلوب است، الگوریتم دنبالۀ حاصل از ساده بودن، 
 

a، هرگاه n است در هنگ b (Conquence)  همنهشتaگوییم  :یادآوری b kn−  :نویسیمدر این صورت می.   باشد=

a b n= mod  
 : داریممثلاً

mod
mod

17 1 4
19 3 16

=
=
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 :Lehmerلگوریتم ا
n n 1z az m−= mod  

 :یعنی
n

n 0z a z m= mod  
aعدد .   باشدm عددی دلخواه و کوچکتر از 0z عدد اول بسیار بزرگ بوده و  یکmکنیم میفرض  m<شود  طوری انتخاب می

modnn :که m 1 : a 1 m∀ < − m :در این صورت( ≠ 1a 1 m− = modه ماکزیمم به این ترتیب پریود تکرار دنبال).  واهد بود خ
m)شود می m تا 1و کلیۀ اعداد ( −(1  ).شوندیک و فقط یک بار ظاهر می −1

31mتوان مثلاً می 2 1= 7a و − 2 1=  . را در نظر گرفت−
 

i: اگر بگیریم
i

zu
m

توان فرض یعنی می.  رسد به نظر میu(0,1)ای پیوسته با توزیع یکنواخت دنباله m ،iuتوجه به بزرگی ، با =
u(0,1)u: کزد که ∼. 

 
 .کند دنبالۀ تصادفی یکنواخت برای شما تولید میMATLABافزار نرم



 6

 :داد تصادفی با توزیع دلخواهدنبالۀ اعتولید 
 روش تبدیل معکوس. 1
 روش رد کردن. 2
 های خاصروش. 3
 

 :)Inverse Transform Method(روش تبدیل معکوس . 1
)F باشد، در این صورت Fتوزیع انباشتۀ دارای  x  متغیر تصادفی و تمرینهای آن دیدیم که اگر4در فصل  )=u x دارای توزیع 
u(0,1)u خواهد بود و به عکس اگر u(0,1)یکنواخت  1F باشد، در این صورت ∽ ( )−=x u دارای تابع توزیع انباشتۀ F خواهد 

 .بود
 : را بسازیم، کافی است بگیریمGشدۀ با تابع توزیع داده  yاز روی آن متغیر تصادفی  باشد و بخواهیم F دارای توزیع xو نیز اگر 

 
P

1G (F( ))−=y x��	�
  

 

 یکنواخت

 Gدارای توزیع انباشتۀ 
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 ):از روی یکنواخت(تولید متغیر تصادفی نمایی  :1 مثال
xF(x) 1 e−λ= −  

 
1F ( )

1F( ) 1 e ln(1 ) ln(1 )

u(0,1) 1 u(0,1)

−

−λ

=

= = − ⇒ −λ = − ⇒ = − −
λ

⇒ −

x

x u

u x x u x u

u u∼ ∼

 

 :پس

i i
1x ln u= −
λ
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 :تولید متغیر تصادفی رایلی :2مثال 

σ σ
σ

2 2

2 2
y y

2 2
2

yf(y) e , F(y) 1 e
− −

= = −  

 

σ σ

2

2 2 22F( ) 1 e 2 ln(1 )
−

= = − ⇒ = − −
y

u y y u  
 :پس

σ 2
i iy 2 ln u= −  

 

i باشد، λ نمایی با پارامتر  دارای توزیعixضمناً اگر  iy x= توزیع رایلی با پارامتر  دارایσ 2 1
2

=
λ

 . خواهد بود
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 :)Rejection Method(د کردن روش ر. 2
 .را تولید کنیم) Gتوزیع انباشتۀ  (g با تابع چگالی iyخواهیم دنبالۀ تصادفی اکنون می

 :قابل تولید است و ) Fتوزیع انباشتۀ  (f با تابع چگالی ixدنبالۀ : فرض
g(x)x : , f(x) 0 g(x) 0
f(x)

∀ ≤ α = ⇒ =  

f(x) در منطقۀ xچون (  .) نیز در آن منطقه ظاهر نخواهد شدyشود،  ظاهر نمی=0
 

i: ابتدا داریم: روش j 1=  ؛=
  1. ix با توزیع ( راf (کنیمتولید می: 

f (x) f(x)=x  
  2. iu  را با توزیع یکنواخت)u(0,1) ( کنیم تولید می)u مستقل از xاست :( 

1 0 u 1
f (u)

0 otherwise
< <

= 


u  

iاگر  .3  
i

i

g(x )u
f(x )

≤
α

j باشد،  iy x=دهیم  قرار می)i i 1= j و + j 1=  ixدر غیر این صورت این ).  ، بازگشت به قدم اول+

i(کنیم را رد می    i 1=  ).، بازگشت به قدم اول+
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 :اثبات
? ?

F (y) G(y) f (y) g(y)= ⇔ =y y؛ 
 :داریم

g(x)
f(x)y

0

g( )P{ y, }
g( ) f( )F (y) P{ y} P{ y| } g( )f( ) P{ }

f( )
f(x) 0 u 1

f (x,u) f (x)f (u)
0 otherwise

g( )P{ y, } f (x,u)dudx
f( )

α

−∞

≤ ≤
α

= ≤ = ≤ ≤ =
α ≤

α

< <
→ = = 



⇒ ≤ ≤ =
α ∫ ∫

y

xu x u

xu

xx u
x xy x u xx u

x

xx u
x ��	�


 

g(x)با توجه به اینکه  1
f(x)

≤
α

 : است

y g(x) G(y)f(x) dx
f(x)−∞

= =
α α∫  

 :لذا
 

f(x)0 برای u 1< <

G(y)
g( ) g( ) G( ) 1P{ } P{ , } F (y) G(y)1f( ) f( )

+∞ α≤ = ≤ +∞ ≤ = = ⇒ = =
α α α α α

y
x xu x u
x x
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1pتوزیع هندسی با پارامتر  jyتعداد تکرار حلقه برای یک بار تولید اعداد تصادفی  = αاست، لذا : 
11q 11p

− α= = α − =
α

)برای یک بار پیروزی(متوسط تعداد شکستها   

⇒α = )برای یک بار پیروزی(متوسط تعداد کل   
 

 :به روش رد کردن و مخلوط کردن) از روی نمایی(تولید دنبالۀ تصادفی نرمال  :مثال
2x

x 21f(x) e : x 0 h(x) e
2

−−= > → =
π

 

 :ولی
f(x) 0 h(x) 0= ⇒ =/  

 :کنیمرا تولید می) نرمال یکطرفه (gپس ابتدا دنباله با توزیع 
2x

22g(x) e : x 0
2

−
= >

π
 



 12

2

2 2 2
x
2 x 2x 1 x 2x 1 (x 1)

2 2 2 2
x

2 eg(x) 2 2 2e2 e e e e
f(x) 2e

g(x) 2e 41.32
f(x) 3

−
− − + −

− − −

−
π= = = =

π ππ

⇒ ≤ = α =
π

�

 

 . بار موفقیت3 بار، 4یعنی تقریباً در هر 
 

 ):که چگونگی آن را قبلاً دیدیم(کنیم تولید می نمایی ixپس ابتدا 
exp(1)x ∼  

 ): استxمستقل از  u(کنیم لید میتو یکنواخت iuسپس 
u(0,1)u ∼  

اگر 
2

i(x 1)
2iu e
−

−
j باشد، ≥ iy x=در غیر این صورت .  دهیم قرار میix کنیمرد می را. 
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 :کنیم کهبسازیم، توجه می) استاندارد(نرمال  zدفی که نرمال یکطرفه است، متغیر تصا yحال برای اینکه از روی 
1 1h(z) g(z) g( z)
2 2

= + −  

 
 ): استu و x مستقل از v(کنیم  یکنواخت تولید میivپس 

u(0,1)v ∼  

iاگر 
10 v
2

< i بود، > iz y=ه و اگر  قرار دادi
1 v 1
2
< i بود، > iz y=  .دهیم قرار می−

k: با توجه به اینکه( k
k

f(x) f(x|A )P(A )=∑( 

 
 .تواند دنبالۀ تصادفی نرمال نیز تولید کندمی MATLABافزار نرم
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 :های خاصروش. 3
 .توان تولید کردبه روشهایی خاص میهر یک به خواص ویژۀ با توجه متغیرهای تصادفی مختلف را 

 
 :پس. شودیکنواخت، نرمال میتعداد زیادی متغیر تصادفی با توجه به قضیۀ حد مرکزی، مجموع : تولید دنبالۀ نرمال :1مثال 

1 1 n 2 n 1 2nz u u , z u u ,+= + + = + +" " " 
 :یعنی

n

i (n 1)i j
j 1

z u − +
=

=∑  

 . کافی استn برای 15 تا 10مقدار 
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 :روش دیگری برای تولید دنبالۀ نرمال؛ تولید دو دنبالۀ نرمال استاندارد و مستقل از هم :2مثال 
 :مستقل باشند، داریم y و x اگر متغیرهای تصادفی :یادآوری

2 2

1

Rayleigh(1)N(0,1)
N(0,1) tan u(0,2 )−

 = + ⇔ 
 = π



R x yx
yy
x

∼∼
∼ ∼Φ

 

 
iمستقل باشند، آنگاه های تصادفی یکنواخت و دنباله iv و iuاگر  ir 2 ln u= i2 دارای توزیع رایلی و − vπ  دارای توزیع

0,2)یکنواخت  )π های زیرپس دنباله.  است: 

i i i

i i i

x 2 ln u cos(2 v )

y 2ln u sin(2 v )

= − π

= − π
 

 .نرمال و مستقل هستند
 

 .قابل تولید استمستقیماً  MATLABافزار این هم توسط نرم



 16

 :تولید دنبالۀ تصادفی ارلانگ :3مثال 
با  نمایی ixپس .   استλ و n دارای توزیع ارلانگ با پارامتر λمتغیر تصادفی نمایی مستقل با پارامتر  تا nدانیم که مجموع می

 :دهیمکنیم و سپس قرار می تولید میλپارامتر 
n

i (n 1)i j
j 1

y x

exp( ) Erlang(n, )

− +
=

=

λ ⇒ λ

∑
x y∼ ∼

 

 



 17

 :)Monte Carlo Simulation(کارلو سازی مونتشبیه
 .کارلو گویندسازی مونتشبیهرا ) با تولید دنبالۀ تصادفی(به دست آوردن یک کمیت غیرتصادفی توسط روش آماری 

 
 :خواهیم انتگرال زیر را حساب کنیمفرض کنید می :1مثال 

1

0
I g(u)du= ∫  

 .)به این محدوده ببریمتوانیم با تغییر متغیر میل در محدودۀ دیگری را بخواهیم اگر انتگرا(
 

u(0,1)u: را در نظر بگیریم که uاگر متغیر تصادفی  )g: و فرض کنیم ∽ )=x uباشد، آنگاه : 

η
1

0
E(g( )) g(u)f(u)du g(u)du I

+∞

−∞
= = = =∫ ∫x u  

 
iتولید کرده و سپس  را iuالۀ تصادفی یکنواخت کارلو، دنبسازی مونتدر شبیه ix g(u به آنگاه با توجه .  کنیم را تولید می=(

η: اینکه
n

i
i 1

1 x
n =
∑x  :، داریم�

 
n

i
i 1

1I g(u )
n =
∑�



 18

F(y)خواهیم می :2مثال  P{ y}= ≤y) مثلاً.  را تخمین بزنیم) کمیتی غیرتصادفی: 
 

 
 

 .تواند دشوار یا بعضاً بدون جواب بسته باشداصولاً روش تحلیلی می
 

 بنامیم و تعداد yn هستند را y کوچکتر از هایی کهiyاگر تعداد ).   و طی مراحل سیستمixبا تولید (کنیم تولید می را iyدنبالۀ 
 : باشد، داریمnهای تولید شده برابر iyکل 

yn
F(y)

n
�  

x توزیع ؟ نویز گوسی  لگاریتمیکنندۀتقویت یکسوساز تمام موج y



 )برآورد ( تخمین:9فصل 
 Section 9.6، به غیر از Chapter 9با متناظر 

 

 MLروش 

 ایتخمین نقطه

 تخمین پارامتر

 تخمین ایتخمین فاصله

 تخمین بیز )پیشگویی(تخمین متغیر تصادفی

 روش گشتاور



 1

مثلاً از روی سیگنالهایی که به .  است (Estimation)از مباحث مهم آمار که کاربرد زیادی هم در مهندسی برق دارد، تخمین یکی 
 .(Direction Finding) سیگنال را تخمین بزنیم  ارسال منبع یا منابعزاویۀ ورودخواهیم آرایه رسیده است میهای آنتن

 

 :تخمین پارامتر
;f(x: دارد، یعنی) اسکالر یا بردار (θبستگی به پارامتر نامعلوم دارای نوع مشخصی است، ولی  xفرض کنید توزیع متغیر تصادفی  )θ  .

با هدف ما در اینجا این است که ).   برداریθ(یا با میانگین و واریانس نامعلوم )  اسکالرθ(نس نامعلوم صفر و واریانرمال با میانگین مثلاً 
 ).تخمین پارامتر( را تخمین بزنیم θهای این متغیر تصادفی رؤیت نمونه
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 :)Point Estimation(ای تخمین نقطه

 : n با اندازۀ xنمونۀ 
1

n

ˆ g( ) ,
 
 = =  
  

x
x x

x
#θ 

 : مشاهدات
1

n

x
ˆ g(x) , x

x

 
 θ = =  
  

# 

g( )x  باشدو لذا خود یک متغیر تصادفی می(تابعی از متغیرهای تصادفی است.( 
 
نداشته را که به پارامتر نامعلومی بستگی ) ها نمونه.i.i.dدر اینجا بردار متغیرهای تصادفی (یک یا چند متغیر تصادفی اصولاً تابعی از (
 .) گویند)Statistic(آماره شد، با

 
 :خواهد بود، اگر) نااریب(تخمین ما بدون بایاس 

ˆE( ) = θθ  
)ˆE( )− θθ نامندبایاس تخمین می را(. 
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 :)Method of Moments(گشتاور روش 
 :برابر است با xام متغیر تصادفی kگشتاور دانیم می

k
km E( )= x  

 :گیریمدر روش گشتاور می
n

k
k i

i 1

1m̂ x
n =

= ∑  

 .آوریمبه دست می) هاθیا  (θتخمینی برای و از اینجا 
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 : باشدλ دارای توزیع نمایی با پارامتر xفرض کنید متغیر تصادفی  :1 مثال
xf (x; ) e : x 0−λλ = λ >x  

 
 :دانیم کهمی

1
1m E( )= =
λ

x  

 :یا

1

1
m

λ =  

 
 :ها داریمixپس با رؤیت مقادیر 

n
1

i
i 1

1 1ˆ
m̂ 1 x

n =

λ = =

∑
 



 5

,σN(0نویز گوسی  ثابت آغشته به dcهایی از یک سطح نمونهدانیم که سیگنال دریافتی ما فرض کنید می :2 مثال  :است (

i i= θ+x n  
 

 : را تخمین بزنیم، داریمθبرای اینکه مقدار 

n

1 i
i 1

E( ) E( )

1ˆ m̂ x
n =

= θ + = θ

⇒ θ = = ∑

x n

 

 



 6

های آن، میانگین و با رؤیت مقادیر نمونهخواهیم می.  میانگین و واریانس نامعلوم استگوسی با دارای توزیع  xمتغیر تصادفی  :3مثال 
 :دانیم که  می.واریانس را تخمین بزنیم

η σ 2 2
1 2 1m , m m= = −  

 
 :پس

η

σ η

n

i
i 1

2
n n n

2 2 2
i i i

i 1 i 1 i 1

1ˆ x
n

1 1 1 ˆˆ x x (x )
n n n

=

= = =

=

 
 = − = −
 
 

∑

∑ ∑ ∑
 

 .) که داشتیم2sیعنی همان (
 

)qˆ باشد، θتخمینی از  θ̂در این روش توجه کنید که اگر  )θ نیز تخمینی از q( )θهد بود خوا. 
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 :)Method of Maximum Likelihood(روش ماکزیمم بخت 
اگر چه محاسبۀ آن قدری .  شود، بیش از روش گشتاور متداول استنمایی نیز گفته میاین روش که به آن روش ماکزیمم درست

 .روی خواص ریاضی آن نیز خیلی زیاد کار شده است.  مشکلتر است
 

;f(xمنحنی  )θ  بر حسبθ را تابع بخت (Likelihood Function))  برایθ (گویندمی. 
;f(x بیشترین بخت برای وقوع را دارد، یعنی xکه کدام پرسیدند  معلوم بود و از ما میθاگر  )dxθ  برای کدامx ،ماکزیمم است 

;f(xمحل پیک منحنی  )θ یعنی( ما بود )پیشگویی( جواب :ML modx̂ x= در معیار ولی؛ mse میانگین و در معیار ،maeمیانه ، 
 رؤیت شده، محل ماکزیمم xبا توجه به این  θترین محتمل.   خاصی رؤیت شده استx نامعلوم است و مقدار θحال به عکس ).  شدمی

 :تابع بخت است

ML ML
ˆ ˆ: f(x; ) f(x; )θ = θ ⇔∀θ θ ≥ θ  

 
 :این منظور باید داشته باشیمبرای 

ML
f(x; ) ˆ0∂ θ

= → θ
∂θ

 

;f(xتابع محل ماکزیمم  MLθ̂یعنی  )θ)  برایx داده شده ( بر حسبθباشد  می)محل ماکزیمم تابع بخت.( 
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 :توان نشان داد کهبه سادگی می

[ ] MLML
ˆg( ) g( )

∧
θ = θ  

)f(x;gˆبودن ماکزیمم ی یعن( ))θ بر حسب θ معادل است با ماکزیمم شدن f(x;g( ))θ به ازای ˆg g( )= θ  برایgیکنوا (. 
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bدارای تابع چگالی ویبول با طول عمر نوعی لامپ  :مثال  :است =2
2xc

2f (x;c) cxe
−

=x  
 
 
 
 

  چقدر است؟MLĉ رؤیت شده باشد، x=xاگر 
 

2x3 c
2 ML 2

f (x;c) x 2ˆ(x c )e 0 c
c 2 x

−∂
= − = ⇒ =

∂
x  

 
 

 :، داشتیم(Prediction)  را به دست آوریمMLx̂خواستند تا  معلوم بود و از ما میcدر حالی که اگر 

ML
f (x;c) 1ˆ0 x

x c
∂

= ⇒ =
∂

x  

( )f x

0
x

1
c

( )f x

0
c

2
2
x

 :تابع بخت 



 10

 : داریم.i.i.dمشاهدات معمولاً فقط یک مشاهده نداریم، بلکه  :توجه
1 1

n n

x
x

x

   
   = → =   
      

x
x

x
# # : مقادیر مشاهده شده   

fپس باید محل ماکزیمم شدن  (x; )θx بر حسب θبا توجه به .   را یافتi.i.d. بودن ixا داریمه: 
n

i
i 1

n

i ML
i 1

f (x; ) f(x ; )

ˆf(x ; ) 0

=

=

θ = θ

∂
θ = → θ

∂θ

∏

∏

x

 

 
 :محل ماکزیمم لگاریتم تابع بخت را یافتتوان  میlnیا با توجه به یکنوا بودن 

n

i
i 1

in

ML
ii 1

ln f (x; ) ln f(x ; )

f(x ; )
ˆln f (x; ) 0

f(x ; )

=

=

θ = θ

∂ θ
∂ ∂θθ = = → θ
∂θ θ

∑

∑

x

x
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 :در مثال قبل داریم
n

2
i

i 1

c xn 2n
i

i 1
n n

2
i i

i 1 i 1

f (x; ) c ( x )e

cln f (x; ) n ln c ln x x
2

=
−

=

= =

θ =

⇒ θ = + −

∑
∏

∑ ∑

x

x

 

 
 :پس خواهیم داشت

n
2
i ML n

2i 1
i

i 1

ln f (x; ) n 1 2nˆx 0 c
c c 2

x=

=

∂ θ
= − = ⇒ =

∂ ∑
∑

x  
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 : بار مشاهدۀ مقدار متغیر تصادفیnرای میانگین و واریانس توزیع نرمال براساس ب MLمحاسبۀ تخمین  :مثال
η
ση σ η σ

σ

ηη σ σ
σ

η η
ση

η
σ σ σ

2
i

2
(x )n n

2 2 2i 2
i 1 i 1

n 2
2 2 i

2
i 1

n 2
i

ML2
i 1
n 2

i
2 2 2 2

i 1

1f (x; , ) f(x ; , ) e
2

1 (x )ln f (x; , ) ln(2 )
2 2

ˆ(x ) 1ln f ˆ00 nˆ

ln f ˆ1 1 (x )0 0
2 ˆ ˆ2( )

−
−

= =

=

=

=

= =
π

 −
⇒ = − π −  

 

 −∂ − = == ∂ → ⇒ ⇒ ∂  − = − + =    ∂  

∏ ∏

∑

∑

∑

x

x

x

x
σ η

n

i
i 1

n
2 2 2
ML i ML

i 1

x

1 ˆˆ (x )
n

=

=





 = − =


∑

∑ s  

  
σکه البته در مورد  nالبته برای .  دار است، تخمین بایاس2 ین نتایج در روش گشتاور نیز به هم(رود  بایاس از بین می∞+→

 ).رسیده بودیم
 

n برای MLاصولاً در تخمین   .کنندبه سمت صفر میل می، بایاس تخمین و واریانس تخمین ∞+→

σ σ2 2 2 4
2

n 1 2(n 1)E( ) , var( )
n n
− −

= =s s
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 :)Interval Estimation( ایتخمین فاصله
 به θکنیم که  بدهیم، یک فاصله را ارائه میθ را به عنوان تخمین g(x) رؤیت شده، یک نقطۀ xدر اینجا به جای اینکه برای 

 را معرفیای تخمین در نظر بگیریم، فاصلهبه عنوان  را xیک نقطۀ  به جای اینکه ηبرای مثلاً .  احتمال زیاد در آن فاصله قرار دارد
1یعنی دو مقدار .  ن است به احتمال زیاد داخل آηکنیم که می 1g (x)θ 2 و = 2g (x)θ .   بین آنها باشدθکنیم که  را پیدا می=

 :به صورت زیر قابل بیان هستند 2θ و 1θ آمارۀ وپس د.   متفاوت خواهند بود2θ و 1θمشاهدات چه باشند، بسته به اینکه 
1 1

2 2

g ( )
g ( )

=
 =

x
x

θ
θ

 

 . به احتمال زیادی داخل این فاصلۀ تصادفی استθکه عدد )  چه باشدxبسته به اینکه (ای تصادفی است و لذا فاصله نیز فاصله
 

1اگر  2P{ } 1< θ < = −αθ θ1، فاصلۀ  باشد 2( , )θ θ 1فاصلۀ اطمینانِ  را−α (Confidence Interval) و αرا  
 .شوداختیار می% 1/0یا % 1یا % 5 معمولاً برابر α.   گویند(Confidence Level)سطح اطمینان 
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)qضمناً اگر  )τ = θ  1تابعی یکنوا باشد، واقعۀ 2{ }θ < θ < θ  1با 2{ }τ < τ < τ 1 که 1q( )τ = θ 2 و 2q( )τ = θ معادل 
 :خواهد بود و لذا

1 2 1 2P{ } P{ } 1< τ < = < θ < = −ατ τ θ θ  
θ ،1برای پس اگر فاصلۀ اطمینان  2( , )θ θد، برای  باشq( )θ ،1 2(q( ),q( ))θ θخواهد بود . 

 
1: را چنان بیابیم که 2θ و 1θای آن است که توابع هدف در تخمین فاصله 2P{ } 1θ < θ < θ = −α  2شده و مقدار 1θ − θ 

 .کنیم ساده نیست و ما در موارد خاص مهمی آن را حل میحل این مسئلهدر حالت کلی .  حداقل باشد
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 :برای میانگین در صورت معلوم بودن واریانسفاصلۀ اطمینان 
σو واریانس  ηدارای میانگین نامعلوم  xمتغیر تصادفی اگر  i.i.d.ِ ix (iهای  باشد و نمونه2 1,2, ,n)= متغیر تصادفی از این  …

 :ای زیر را دیدیمبرداشته باشیم، تخمین نقطه
n

i
i 1

1
n =

= ∑x x : میانگین نمونه     ση σ
2

2E( ) ,
n

→ = =xx  

n

i
i 1

1x x
n =

= ∑ :میانگین نمونۀ مشاهده شده   

 
)یک فاصلۀ اهیم خوحال می a, a)− +x x  1ارائه دهیم که به احتمال−α ،η باشدهداخل این فاصل . 
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ση: نرمال است، یعنیتقریباً  x بزرگ، nبرای قضیۀ حد مرکزی  نرمال نباشد، با توجه به xحتی اگر 
2

N( , )
n

x  پس اگر.  ∽

η: تعریف کنیم
σ
n

−
=

xz ،z  و لذا) تقریباً(نرمال استاندارد خواهد بود: 

1 2
P{ z z} 1 z z α−− < < = −α ⇒ =z  

 
 
 
 

0.05αمثلاً برای   : جدول داریمبا توجه به، =
1 1G (0.975) D (0.95) 1.960− −= =  

 :یعنی

0.975z 1.960=  
 

( )f zz

z
1 2

z α−1 2
z α−

−

1 − α 2
α

2
α
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 :پس در نهایت خواهیم داشت
η

σ1 12 2
P{ z z } 1

n
α α− −

−
− < < = −α

x  

σ ση1 12 2
P{ z z } 1n nα α− −− < < + = −αx x : تخمین پارامتر   

 
 :همچنین داریم

σ ση η1 12 2
P{ z z } 1n nα α− −− < < + = −αx : بینی پیش  

 
 :در حالت واریانس معلوم عبارت است از ηبرای  α−1فاصلۀ اطمینانِ پس 

σ ση1 12 2
x z x zn nα α− −− < < +  

 
σطول یک محصول دارای توزیع نرمال با انحراف معیار  :مثال 4mm=را برای میانگین به دست آورید % 95 اطمینانفاصلۀ .   است

 . باشد101mm تایی، میانگین نمونه 30در یک نمونۀ اگر 

η η4 4101 1.96 101 1.96 99.57 102.43
30 30

− < < + ⇒ < <  
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به در این صورت .  از مقدار خاصی کمتر است یا نه ηاز مقدار خاصی بیشتر است یا نه یا به عکس  ηاهی برای ما مهم این است که گ
 :فاصلۀ یکطرفه احتیاج داریم

1P{ z} 1 z z −α< = −α ⇒ =z  
η

σ 1P{ z } 1
n

−α
−

⇒ < = −α
x  

 
 :عبارت است از سمت راست α−1پس فاصلۀ اطمینان 

ση 1P{ z } 1n −α> − = −αx  
 : سمت چپ عبارت است ازα−1به طور مشابه، فاصلۀ اطمینان 

ση 1P{ z } 1n −α< + = −αx  
از قضایای توان  آوردن فاصلۀ اطمینان میبه دست تقریباً نرمال نخواهد بود و برای x هم بزرگ نباشد، دیگر n نرمال نباشد و xاگر (

 .)وف استفاده کردینچبیشف یا چر
 

 .سمت راست را بیابید α−1 فاصلۀ اطمینان ،در مثال قبل :مثال

η η40101 1.645 99.80
30

> − ⇒ >  

( )f zz

z
1z −α

1 − α
α
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 :برای میانگین بدون معلوم بودن واریانس) فاصلۀ اطمینان(ای محاسبۀ تخمین فاصله
 :این است که خود واریانس را هم تخمین زده و در رابطۀ فاصلۀ اطمینان فوق قرار دهیمرسد یکی از راههایی که به نظر می

η
n

2 2
i1 12 2 i 1

1s sx z x z s (x x)n n n 1
α α− −

=

− < < + → = −
− ∑  

 
n) خیلی بزرگ nبرای   های کوچکتر nاست و برای  α−1و احتمال تقریباً همان این فاصله، فاصلۀ اطمینان خوبی است  <(30

 .واقعی قدری بیش از این است α−1به عبارت دیگر فاصلۀ اطمینان .   استα−1داخل این محدوده باشد، کمتر از  ηاحتمال اینکه 
 

 :داریم σکنیم که مستقل از مقدار توجه می
η t(n 1)

n

−
= −

xT s ∼  

 :پس
1 2

P{ t t} 1 t t (n 1)α−− < < = −α ⇒ = −T  

1 2
t α−1 2

t α−
−

1 − α1 − α 2
α

2
α
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 :لذا
η1 12 2

P{ t (n 1) t (n 1)} 1n nα α− −− − < < + − = −αs sx x  

 
 :جامعه در حالت واریانس نامعلوم عبارت است از برای میانگین α−1پس فاصلۀ اطمینان 

η1 12 2
s sx t (n 1) x t (n 1)n nα α− −− − < < + −  

 
 اطمینانفاصلۀ  به دست آمده باشد، 3.91mmمعلوم بوده و انحراف معیار نمونه برابر معیار جامعه نااگر در مثال قبل، انحراف  :مثال

 .برای میانگین جامعه را به دست آورید% 95
 

 :با توجه به جدول داریم
0.975t)  است1.96 بزرگتر از 2.05بینیم که می( (29) 2.05= 

η η3.91 3.91101 2.05 101 2.05 99.54 102.46
30 30

− < < + ⇒ < <  

 .)است، فاصلۀ اطمینان بزرگتر شدشده  کوچکتر σ نسبت به sبا وجود اینکه (
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 :فاصلۀ اطمینان برای احتمال یک واقعه
P(A):  را در نظر بگیرید کهAواقعۀ  p=  . آزمایش تصادفی راnکنیم و  بار تکرار میk بار واقعۀ Aای تخمین نقطه.  افتد اتفاق می
kp̂ در اینجا n=  است که با توجه به قانون اعداد بزرگ برایn خواهیم فاصلۀ اطمینان را برای حال می.  کند میل میpبه  ∞+→

pبه دست آوریم . 
 

 : تعریف کنیم، داریمA صفر متناظر با واقعۀ -را متغیر تصادفی یک xاگر 
η σ

η σ

2

2

p , pq
pq kp , , xn n

= =

= = =

x x

x x
 

 
 ): نسبتاً بزرگnبا فرض (تخمین میانگین داشتیم پس طبق آنچه در مورد 

1 12 2

pq pqP{ z p z } 1n nα α− −− < < + = −αx x  

 

p(1اریانس، یعنی ولی و p)
n
 :برای حل این مشکل چند روش داریم.  مرتبط است) مورد تخمین(میانگین به مقدار ، خود −
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 :کارانهفاصلۀ اطمینان محافظه
pq  1حداکثر برابر است با

 :پس خواهیم داشت.  4

1 12 2
k k1 1z p zn n2 n 2 n

α α− −− < < +  

 .) واقعی کمتر از این استα−1فاصلۀ اطمینان (
 

 :فاصلۀ اطمینان تقریبی
1خیلی کوچکتر از  ممکن است pqدر روش قبل چون .  کنیم از تخمین آن استفاده میpدر این روش به جای 

 pوقتی ( باشد 4
1نزدیک 

kp̂ بزرگ، n، تقریب بهتر این است که بگوییم برای ) نباشد2 x n=  p̂ از pبه جای   در فرمولپس.  نزدیک است p به =
 :کنیماستفاده می

1 12 2

k k k k(1 ) (1 )n n n nk kz p zn nn n
α α− −

− −
− < < +  

 .)فاصلۀ اطمینان واقعی قدری بیش از این است(
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 :فاصلۀ اطمینان دقیق

1 12 2

pq pqP{ z p z } 1n nα α− −− < < + = −αx x  

 :یعنی
2
12 2

z
P{(p ) p(1 p)} 1

n

α−
− < − = −αx  

 
 :کنیمدرجه دوم زیر را حل میمعادلۀ 

2
12 2

1 2

zk(p ) p(1 p) p ,p
n n

α−
− < − →  

 :فاصلۀ اطمینان عبارت است از

1 2p p p< <  
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را % 95فاصلۀ اطمینان .  کنندزیر خط فقر زندگی می%) 30( خانوار 150ملاحظه شده است که در تهران  خانوار 500با بررسی  :مثال
 .ریدکنند، به دست آوزیر خط فقر زندگی میهایی که برای درصد خانواده

k 150 , n 500 , 0.05= = α =  
 

 :کارانهفاصلۀ اطمینان محافظه
150 1.96 0.3 0.044 %30 %4.4
500 2 500

± → ± → ±  

 .کنند درصد مردم زیر خط فقر زندگی می4/34 درصد و 6/25یعنی بین 
 

 :فاصلۀ اطمینان تقریبی
150 0.3 0.71.96 0.3 0.040 %30 %4.0
500 500

×
± → ± → ±  

 .کنند درصد مردم زیر خط فقر زندگی می34 درصد و 26یعنی بین 
 

 :فاصلۀ اطمینان دقیق
2

2
1 2

1.96(p 0.3) p(1 p) p 0.261,p 0.342 0.261 p 0.342
500

− = − ⇒ = = ⇒ < <  
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 :تابع توزیع یک متغیر تصادفیفاصلۀ اطمینان برای 
F(x) P{ x}= ≤x  

xnF̂(x): ای توزیع انباشته به صورتدانیم تخمین نقطهمی
n

 در تخمین احتمال داشتیم،طبق آنچه در اینجا نیز .   است=
 :تقریبی داریمبا استفاده از فاصلۀ اطمینان .  کنیمعمل می

x x x x
x x

1 12 2

n n n n
(1 ) (1 )n nn n n nz F(x) zn nn n

α α− −
− −

− < < +  

F(x)  1واقعی به احتمال−α  فوق قرار دارد) تصادفی(در فاصلۀ. 
 . بستگی داردxبه فاصلۀ اطمینان البته این 

 
 :برای تابع توزیعفاصلۀ اطمینان دیگری 

ˆP{max F(x) F(x) c} 1
x

− ≤ = −α  

 ):100مثلاً لااقل ( بزرگ nبرای تخمین کولموگروف 
1c ln

2n 2
α

−�  
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 :فاصلۀ اطمینان برای تفاوت میانگین دو جامعه
σعلوم های نامو واریانس ηy و ηxهای نامعلوم با میانگین y و xدو متغیر تصادفی  2

x و σ 2
y ها، تفاوت میانگینخواهیم می.  داریم

ηیعنی  η−x y در افراد باسواد و و قشر تحصیل نکرده یا تفاوت میزان جنایت مثلاً تفاوت درآمد قشر تحصیل کرده ( را تخمین بزنیم
 :اگر تعریف کنیم).   ببینیمηروی خواهیم اثر آن را ایم و میتغییری در سیستمی دادهسواد؛ یا مثلاً بی

= −w x y  
 . را تخمین بزنیمηwخواهیم می
 

 :واهیم داشت نرمال بوده و خwها زیاد باشد، تعداد نمونهنرمال باشند یا  y و xاگر 
η

σ1 12 2
P{ z z } 1α α− −

−
− < < = −αw

w

w  

σ η σ1 12 2
w z w zα α− −− < < +w w w  

 :که
w x y= −  
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 :، داریم)ام به دست آمده باشندiگیری  در نمونهiy و ixیعنی (برداری جفتی باشد اگر نمونه) الف
σ

σ σ σ σ µ2 2 2, 2n= = + −w
w w x y xy  

η برای α−1یعنی فاصلۀ اطمینان  η−x yعبارت است از : 

σ σ µσ 2 2

1 12 2

2
x y z x y z

nn
α α− −

+ −
− ± = − ± x y xyw  

 
 : نامعلوم باشد، خواهیم داشتσwاگر 

η t(n 1)
n

−
= −w

w
wT s ∼  

 : عبارت است ازطمینانفاصلۀ ا

1 2

sx y t
n

α−− ± w  
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 yهای  و نمونهxهای به دست آیند، نمونههای مختلف گیریدر نمونه)  تاm (yهای و نمونه)  تاn (xهای با فرض اینکه نمونه) ب
 :مستقلند و داریم

σσσ σ σ
22

2 2 2
n m

= + = + yx
w x y  

η برای α−1پس فاصلۀ اطمینان  η−x yعبارت است از : 

σσ 22

1 2
x y z

n m
α−− ± + yx  

 
 کنیم که البته σy و σx را جایگزین sy و sx، ) بزرگm و nبرای (توانیم ها نامعلوم باشند، میمستقل بوده و واریانس y و xاگر 

 .واقعی قدری بیشتر استفاصلۀ اطمینان 
 



 29

 .توان به دست آوردها نامعلوم ولی برابر باشند، فاصلۀ اطمینان دقیق را میاگر واریانس
σ از lsتخمین (که ) 7.30مسألۀ (در تمرین نشان دادید  η با فرض 2 σN( , )xx η و ∽ σN( , )yy  ؛)∽

σتخمین تلفیقی از  2: 

σ

σ

η
σ

2 2 n n
2 2 2 2
p i i

i 1 i 1

2 2
2 2

p

(n 1) (m 1) 1s ( ) ( )
n m 2 n m 2

(n 1) (m 1) 1 1 1 1( ) s ( )
n m 2 n m n m

t(n m 2)
ˆ

∧

= =

∧

 − + −
 = = = − + −

+ − + −  
 

− + −
= + = +

+ −
−

= + −

∑ ∑x y

x y
w

w

w

s s
x x y y

s s

wT ∼

 

 .)متغیر تصادفی فوق مستقل از پارامترهای نامعلوم است(

σ η σ

1 12 2

1 12 2

P{ t t } 1

ˆ ˆP{ t t } 1

α α− −

α α− −

− < < = −α

− < < + = −αw w w

T

w w
 

η برای α−1 اطمینانفاصلۀ  η−x yعبارت است از : 

p1 2

1 1x y t s
n m

α−− ± +  
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 :اطمینان برای واریانس جامعۀ نرمالفاصلۀ 

η: ای واریانس به صورت معلوم باشد، تخمین نقطهηاگر 
n

2
i

i 1

1 ( )
n =

= −∑v x که بدون بایاس نیز خواهد بود( است.( 

 :خواهیم فاصلۀ اطمینان را به دست آوریمحال در اینجا می
η

σσ

σ

n 2
2i

2
i 1

2 2
122 2

n (n)

nP{ (n) (n)} 1

=

α α−

− = χ 
 

χ < < χ = −α

∑v x

v

∼
 

σ برای α−1پس فاصلۀ اطمینان   : عبارت است از2

σ 2
2 2
1 2 2

n nP{ } 1
(n) (n)α α−

< < = −α
χ χ

v v  

 .)شودولی برای راحتی استفاده می.  چون متقارن نیستاین فاصله مینیمم نیست، البته (
 

2
1 2

(n)α−χ2
2

(n)αχ

1 − α 2
α2

α



 31

را برای قدرت % 95فاصلۀ اطمینان .  اندایم و اعداد زیر حاصل شده نمونه از دامنۀ نویز برداشته10ویز گیری قدرت نبرای اندازه :مثال
η(نویز به دست آورید  σای را برای  است؛ تخمین فاصله=0  ).خواهیم می2

0.020  -0.099  -0.178  0.059   0.071   -0.111  -0.026  0.053   -0.096  0.067 
 

10
2
i

i 1

1v x 0.0066
10 =

= =∑  

 :با توجه به جدول داریم

σ σ0.975

0.025

2
2 2

2

(10) 20.48 10 0.0066 10 0.0066 0.0032 0.0204
20.48 3.25(10) 3.25

χ = × × ⇒ < < ⇒ < <
χ =
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σای معلوم نباشد، تخمین نقطه ηاگر   : برابر خواهد بود با2
n

2 2
i

i 1

1 ( )
n 1 =

= −
− ∑s x x  

 
 :دانیم کهمی

σ

2
2

2
(n 1) (n 1)−

χ −
s ∼  

 :پس داریم

σ

2
2 2

122 2

(n 1)P{ (n 1) (n 1)} 1α α−
−

χ − < < χ − = −α
s  

 
σ برای α−1فاصلۀ اطمینان پس   : عبارت است از2

σ
2 2

2
2 2
1 2 2

(n 1)s (n 1)s
(n 1) (n 1)α α−

− −
< <

χ − χ −
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 :فاصلۀ اطمینان برای ضریب همبستگی
µ
σ σ

r = xy

x y
 

 :ایتخمین نقطه

i i i i
2 22 2 i ii i

1 (x x)(y y)s (x x)(y y)n 1r̂
s s 1 1 (x x) (y y)(x x) (y y)

n 1 n 1

− − − −−= = =
   − ⋅ −   − ⋅ −       − −

∑ ∑
∑ ∑∑ ∑

xy

x y
 

 
 :را چنان بیابیم که 2r و 1rهای آمارهباید ، )حاصل یک آزمایش هستند iy و ixیعنی در اینجا (حقیقی برداری با فرض نمونه

1 2P{r r r } 1< < = −α  
 

 :نشان داد که)  بزرگnبرای (توان می
 

 . کتاب296صفحۀ : اشاره به اثبات

11 2
1

11 2
2

z
ˆr tanh tanh (r)

n 3

z
ˆr tanh tanh (r)

n 3

α−−

α−−

  
  = −

−    


 
 = +

−   
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 :)Bayesian Estimation( تخمین بیز
در .  تخمین بزنیمرا ) θعددی مثل (یک متغیر تصادفی، پارامتری نامعلوم مشاهداتمان از خواستیم بر مبنای پارامتر میتخمین در 
متغیر متغیر تصادفی، خواهیم بر مبنای مشاهداتمان از یک در تخمین بیزی می.   اصولاً تصادفی نبودθمفهوم نداشت، چون  fθآنجا 

ˆیعنی .  کنیمدر تخمین بیز، تابع ریسک را مینیمم میبرای این منظور .  تصادفی دیگری را تخمین بزنیم g( )= xθ پیدا آنچنان 
 :هشود کمی

ˆR E L( ) = − θ θ  
 ).نامند می(Loss Function) را تابع زیان Lریسک و تابع  را R(مینیمم گردد 

 
 :ترین نوع تابع زیان، نوع مربعی استمتداول

2 2ˆ ˆL(e) e L( ) ( )= → − = −θ θ θ θ  
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mseˆ2در این صورت باید  E ( ) = − θ θ  را مینیمم کنیم که همان تخمینlsکه قبلاً به عنوان کاربردی از متوسط د بود  خواه

 که xدر اینجا بردار ( باشد xاگر مشاهداتمان مشروط دیدیم و ملاحظه کردیم که 
1

n

 
 =  
  

x
x

x
 :، داریم)#

ls

ls

ˆ E( | )

ˆ E( |x) f ( |x)d
+∞

−∞

=

θ = = θ θ θ∫

x

θ

θ θ

θ
 

f ( )θθ را تابع چگالی پیشین و f ( |x)θθ پسین گویند را تابع چگالی. 
 

fهای مسئله شامل ولی معمولاً داده ( |x)θθ نیست، بلکه f ( )θθ و f (x| )θx را داریم )f (x| )θxخت را تابع ب 
(Likelihood Function)نامند می.( 
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 :با توجه به قضیۀ بیز داریم

N

f (x| )f ( )
f ( |x) f (x| )f ( )

f (x)
θ θ

θ = = γ θ θx
x

x

θ
θ θ  

 ).شودشین و تابع بخت، چگالی پسین میی، حاصلضرب چگالی پθپس از نظر نوع تابعیت از (
 

ls
1ˆ f ( |x)d f (x| )f ( )d

f (x)
+∞ +∞

−∞ −∞
θ = θ θ θ = θ θ θ θ∫ ∫ x

x
θ θ  

 
 :تابع زیان دیگر

2ˆ ˆL(e) |e| L( ) |= → − = −θ θ θ θ |  
maeˆ2 یعنی باید E(| )= −θ θ  :شود به مینیمم شود که منجر می|

( )abs
ˆ median f ( |x)θ = θθ  

 :یعنی
abs

abs

ˆ

ˆf ( |x)d f ( |x)d
θ +∞

−∞ θ
θ θ = θ θ∫ ∫θ θ  

 θمستقل از 
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 :تابع زیان دیگر

ˆ0 |e| 0 |ˆL(e) L( )
1 otherwise 1 otherwise

< ε − < ε= → − = 
 

θ θ |
θ θ  

fای است که θاین .  MAP (Maximum Apestriori Probability)تخمین شود به که منجر می ( |x)θθ  را ماکزیمم
 :کند، یعنیمی

MAP MAP
ˆ ˆ: f ( |x) f ( |x)θ = θ ⇔∀θ θ ≥ θθ θ  

 :یا

MAP MAP MAP
ˆ ˆ ˆ: f (x| )f ( ) f (x| )f ( )θ = θ ⇔∀θ θ θ ≥ θ θx xθ θ  

|f(xای است که MLθ̂ ،θپس ( )θ کند، چون در آنجا را ماکزیمم میf ( )θθولی .   نداشتیمMAPθ̂ ،θ ای است که
f( |x) f(x| )f( )θ = γ θ θ ماکزیمم کند را(. 

 
fپسین تابع چگالی ) نِمای( میانگین، دیگری میانه و سومی مدُ ییک، )MAP و ls ،abs (پس این سه نوع تخمین ( |x)θθ را به 

 .کنندانتخاب میعنوان تخمین 
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با افزایش یعنی .  شود نزدیکتر میlikelihood  تابعبهو تابع چگالی پسین تیزتر شده  likelihood منحنی nبا افزایش 
 .دهندارزش خود را از دست میمشاهدات، اطلاعات پیشین 

 
 

ML

 تابع بخت
 توزیع پسین

 توزیع پیشین

مدُ میانگین
میانه

θ



 39

,Binomial(nاگر .   این مثال را داشتیم6 در فصل :1مثال  )x p∼ بوده و خود pمتغیر تصادفی با توزیع  یک u(0,1) ،باشد 
 . بزنیمls را تخمین p مقدار k=xخواهیم بر مبنای مشاهدۀ می

lsp̂ ?=  
 : کهمیدیدر آنجا د

P

1

0

k n k

1 k n k
0

P{ k| p} f (p) P{ k| p} f (p)
f (p| k)

P{ k} P{ k| p} f (p)dp

n
p (1 p) f (p)

k
n

p (1 p) f (p)dp
k

−

−

= = = =
= = =

= = =

 
− 

 =
 

− 
 

∫

∫

p p
p

p

p

p

x p x p
x

x x p


������

����

 

fبرای  (p)p یکنواخت  :
k n k

k n k

n
p (1 p)

k (n 1)! p (1 p) :0 p 11 k!(n k)!
n 1

−

−

 
−  + = = − ≤ ≤

−
+

 

Beta(kکه توزیع بتای  1,n k 1)+ − k بزرگتر باشد، در حوالی n هر چقدر  بوده و+
n

 . تیزتر است

 پسین پیشین تابع بخت
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1 k 1 n k
1 0

ls 10 k n k
0

p (1 p) f (p)dp
p̂ E( | k) pf (p| k)dp

p (1 p) f (p)dp

+ −

−

−
= = = = =

−

∫
∫

∫
p

p
p

p x x  

fبرای  (p)p یکنواخت  :(n 1)! (k 1)!(n k)! k 1
k!(n k)! (n 2)! n 2

+ + − +
= ⋅ =

− + +
 

fp( ،1p̂بر مبنای اطلاعات پیشین ( بدون مشاهده در حالی که
2

k بود، اکنون برابر = 1
n 2
+
+

k بزرگ تقریباً برابر n است که برای 
n

 
 .شودمی

kبرابر ) MLو نیز تخمین ( MAP تخمیناما 
n

 . هستند

p
0 1

1

p
0 1

.0 08

k
n

p
0 1

8

 توزیع پیشین توزیع پسین تابع بخت

( , )k 60 n 100= =

k
n
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اگر  :2مثال 
1

n

 
 =  
  

x
x

x
# .i.i.d مشاهدات  )σN  با توزیعاز یک متغیر تصادفی  , )η η باشند و فرض کنیم که  خود یک متغیر  

واریانس نرمال با میانگین صفر و تصادفی  σ 2
η :  باشد، یعنی σ 2N(0, )∼ ηη  ،ηlsˆ . را به دست آورید  

η
ση

σ

2

22
2

1f ( ) e
2

−

=
π

η
η

η

 

η
η
σ ση

σ σ

n
2

i2
i 1i

2 2

(x )
(x )n

2 2
n2 2 2i 1

1 1f (x| ) e e
2 (2 )

=
−

−
− −

=

= =
π π

∑

∏x  

 
η η η η

η
η η η

f (x| )f ( ) f (x| )f ( )
f ( |x)

f (x) f (x| )f ( )d
+∞

−∞

= =

∫
x x

x x

η η
η

η
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 :شود کهپس از قدری محاسبات نتیجه میکه 
σ

σ σ
σ

σ
η

σ

ση

2

2 2
2

2
i n

2
n

0

x
f ( |x) N( , )

n

ˆ

⋅
=

+ +
∑

��	�
�	
η

η
η

η
 

 
 :توزیع نرمال، میانگین و مدُ و میانه بر هم منطبق هستند، داریمچون در 

η η η
σ
σ

ls abs MAP 2
2

nˆ ˆ ˆ x
n

= = =
+

η

 

nشود که برای ملاحظه می η̂شود و کمتر و کمتر می، اثر اطلاعات پیشین ∞+→ x=گردد می. 
 

 :داریم) یا تقریباً نرمال بودن آن( xη|، با توجه به نرمال بودن ای را هم بخواهیماگر تخمین فاصله
η

σ
η σ η σ

1 12 20

0 01 12 2

ˆ
P{ z z } 1

ˆ ˆP{ z z } 1

α α− −

α α− −

−
− < < = −α

⇒ − < < + = −α

η

η
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