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 ششم : فصل
 آن كاربرد و همديس نگاشت

 مرزي مقدار مسايل حل در
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 مرزي مقدار مسايل حل در آن كاربرد و همديس نگاشت

 )Cauchy–Riemann   (ريمان – كوشي معادلات

,𝑢𝑢 باشد، داشته وجود نواحي بعضي در 𝑓𝑓′(𝑧𝑧) آنكه براي 𝑣𝑣 نمايند ارضا نظر مورد نقطه در را زير معادلات بايست مي. 

𝑢𝑢𝑥𝑥 = 𝑣𝑣𝑦𝑦  

𝑢𝑢𝑦𝑦 = −𝑣𝑣𝑥𝑥  

 .نيست كافي اما است پذيري مشتق براي لازم شرط ريمان – كوشي معادلات برقراري

,u كه شود مي حاصل هنگامي كافي شرايط v همسايگي در z0، C1 همسايگي در. (باشند z0 توابع u, v كوشي معادلات در آن مشتق چهار و -
 .باشند پيوسته ريمان

𝑓𝑓(𝑧𝑧) تابع آنكه براي = 𝑢𝑢 + 𝑖𝑖𝑣𝑣 در 𝑧𝑧0 باشند پذير مشتق 

 .نمايند ارضا 𝑧𝑧0 در را ريمان- كوشي معادلات است لازم 
,𝑢𝑢 است كافي  𝑣𝑣 هاي همسايگي بعضي در 𝑧𝑧0، 𝐶𝐶1 باشند نيز   . 

 در اينصورت داريم 

𝑓𝑓′(z) = 𝑢𝑢𝑥𝑥 + 𝑖𝑖𝑣𝑣𝑥𝑥 = 𝑣𝑣𝑦𝑦 − 𝑖𝑖𝑢𝑢𝑦𝑦 = 𝑢𝑢𝑥𝑥 − 𝑖𝑖𝑢𝑢𝑦𝑦 = 𝑣𝑣𝑦𝑦 + 𝑖𝑖𝑣𝑣𝑥𝑥  

 در و است regular)/ (analytic/ holomorphic   تحليلي z0 در ميگوييم باشد پذير مشتق آن هاي همسايگي بعضي و z0درf(z) تابع اگر
 .است (singular) منفرد z0 در اينصورت غير

 .نامند (Entire function) تام تابع آنرا باشد، تحليلي مختلط صفحه جاي همه در𝑓𝑓(𝑧𝑧) تابع اگر

 .نامند memorphic  آنرا باشد، تحليلي (isolated singularities) مجزا منفرد نقاط برخي بجز مختلط صفحه جاي همه در𝑓𝑓(𝑧𝑧) تابع اگر

 . نقطه يك فقط نه نمايد ارضا ناحيه يك در را ريمان- كوشي معادلات بايست مي f(z)  :نكته♦

f(z)    مثال بعنوان = |z|در فقط z =  مختلط صفحه جاي هيچ در f(z) لذا. ديگر جاي نه و نمايد مي ارضا را ريمان- كوشي معادلات 0
 .نيست تحليلي

 همديس نگاشت

 اندازه نظر از هم  و جهت نظر از هم دار جهت هاي منحني بين زاويه آن در كه است) angle-preserving (زاويه حافظ يا همديس نگاشت
 .شود حفظ
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نگاشت همديس روشي متعارف براي حل مسائل مقدار مرزي در نظريه پتانسيل مي باشد . با اين روش يك ناحيه پيچيده مفروض به ناحيه اي 
 ساده تر تبديل مي شود. 

 

 

 

 

 

𝑓𝑓′(𝑧𝑧)  نقاط در بجز شود مي تعريف 𝑓𝑓(𝑧𝑧) تحليلي تابع با كه نگاشتي  :همديس نگاشت قضيه =  .است همديس0

𝑤𝑤 اگر = 𝑓𝑓(𝑧𝑧) = 𝑢𝑢 + 𝑖𝑖𝑣𝑣  باشد مقداره تك تحليلي تابع يك ، 𝑢𝑢 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐  و 𝑣𝑣 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 يعني ؛ هستند متعامد مسيرهاي 
𝑢𝑢 هاي منحني دسته = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐  و 𝑣𝑣 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 صفحه در 𝑤𝑤 بحراني نقاط تصوير در جز به 𝑓𝑓(𝑧𝑧)  عمودند هم بر .  

   . f’(z)=0 را نقطه بحراني مي ناميم هرگاه  zR0R تحليلي باشد ،  zR0R در f(z)اگر  

  تبديلات انواع

𝒘𝒘 خطي تبديل = 𝒂𝒂𝒂𝒂 + 𝒃𝒃  (𝒂𝒂 ≠  انبساط و دوران انتقال، از تركيبي      (𝟎𝟎

𝑧𝑧 = 𝑟𝑟𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖   ,𝑐𝑐 = |𝑐𝑐|𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖  , 𝑏𝑏 = 𝑏𝑏1 + 𝑖𝑖𝑏𝑏2   

 اين تبديل سه عمل زير را همزمان انجام مي دهد :

  برابر مي كند . aفاصله هر نقطه تا مبدأ را  -1
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  كل شكل را حول مبدأ دوران مي دهد . αبه اندازه ي  -2

   به سمت بالا يا پايين انتقال مي دهد .bR2Rشكل را به سمت راست يا چپ و به اندازه ي bR1 Rبه اندازه ي  -3

𝒘𝒘تبديل انعكاس  = 𝟏𝟏
𝒂𝒂

  

  در ساير نقاط تحليلي است و همچنين به جز در اين نقطه در ساير نقاط همديس مي باشد . z=0اين نگاشت به جز در 

 اين تبديل سه عمل زير را همزمان انجام مي دهد :

 فاصله هر نقطه تا مبدأ از شكل تا مبدأ را معكوس مي كند .  -1

 زاويه ي حامل شعاع هر نقطه را منفي مي كند .  -2

 

 

 

 

  

        

 

  تبديل مي شود. wدايره غير گذرنده از مبدأ در صفحه  به zتحت اين تبديل دايره غير گذرنده از مبدأ در صفحه  
 خط گذرنده از مبدأ به خط گذرنده از مبدأ تيديل مي شود .  
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 خط غير گذرنده از مبدأ به دايره گذرنده از مبدأ تيديل مي شود .  
 دايره گذرنده از مبدأ به خط غير گذرنده از مبدأ تيديل مي شود .  

 

 

𝒘𝒘  موبيس خطي دو تبديل = 𝒂𝒂𝒂𝒂+𝒃𝒃
𝒄𝒄𝒂𝒂+𝒅𝒅

  𝒂𝒂𝒅𝒅 ≠ 𝒃𝒃𝒄𝒄  انعكاس و انبساط دوران، انتقال، از تركيبي 

 ).است نهايت بي شعاع با اي دايره خط. (است دايره يك تبديل اين تحت دايره يك تبديل

اين تبديل مي تواند ضمن حفظ تقارن ، يك دايره را به دايره ديگر تبديل كند و مي تواند براي تبديل دو دايره غير هم مركز به دو دايره هم مركز 
 به كار رود . 

 داريم w صفحه از نقطه سه به  z صفحه از نقطه سه انتقال براي

 

 سؤال :
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𝒘𝒘تبديل   = 𝒂𝒂𝟐𝟐 
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𝒘𝒘تبديل   = 𝒂𝒂𝟏𝟏/𝟐𝟐 

 

 

 

 

𝒘𝒘   تبديل = 𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒂𝒂  &  𝒘𝒘 = 𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔−𝟏𝟏𝒂𝒂 

 

 

 

 

𝒘𝒘تبديل   = 𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒂𝒂 &  𝑤𝑤 = 𝑙𝑙𝑐𝑐𝑙𝑙𝑧𝑧 
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   مركز هم به مركز هم غير دواير تبديل

 

 
Joukowski  𝒘𝒘  تبديل = 𝒂𝒂 + 𝟏𝟏

𝒂𝒂
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 چند تبديل  مهم

 

 

 

 

 

 )چرخشي غير و لزج غير تراكم، قابل غير (ال ايده سيالات جريان

 انواع جريان هاي پايه
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 همديس نگاشت از استفاده با مرزي مقدار مسايل حل

𝑓𝑓′(𝑧𝑧) و تحليلي 𝑓𝑓(𝑧𝑧) تابع اگر :قضيه ≠  داريم باشد 0

𝜕𝜕2𝜑𝜑
𝜕𝜕𝑥𝑥2 +

𝜕𝜕2𝜑𝜑
𝜕𝜕𝑦𝑦2 =  |𝑓𝑓′(𝑧𝑧)|2 �

𝜕𝜕2𝜑𝜑
𝜕𝜕𝑢𝑢2 +

𝜕𝜕2𝜑𝜑
𝜕𝜕𝑣𝑣2� 

𝑓𝑓′(𝑧𝑧) و 𝑓𝑓(𝑧𝑧) تحليلي تابع تبديل تحت 𝜑𝜑(𝑥𝑥,𝑦𝑦) همساز يا هارمونيك تابع :نتيجه ≠   رياضي بيان به. ماند مي   باقي همساز 0

𝜕𝜕2𝜑𝜑
𝜕𝜕𝑥𝑥2 +

𝜕𝜕2𝜑𝜑
𝜕𝜕𝑦𝑦2 = 0              →                    

𝜕𝜕2𝜑𝜑
𝜕𝜕𝑢𝑢2 +

𝜕𝜕2𝜑𝜑
𝜕𝜕𝑣𝑣2 = 0 

𝑓𝑓′(𝑧𝑧) و تحليلي 𝑓𝑓(𝑧𝑧) تابع همديس نگاشت :قضيه ≠ 𝜑𝜑(𝑥𝑥,𝑦𝑦) مرزي شرايط 0 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑒𝑒 و 𝜕𝜕𝜑𝜑
𝜕𝜕𝑐𝑐

=  .دارد مي نگه تغيير بدون را 0

 .هستند هارمونيك تحليلي تابع يك موهومي و حقيقي هاي قسمت :يادآوري

 تابع پتانسيل 

𝑓𝑓(𝑧𝑧) تابع تحليلي = 𝜑𝜑 + 𝑖𝑖𝑖𝑖  جريان ناميده مي شود . تابع مختلط 

ψ = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑒𝑒  ) خطوط جريان :  Stream lines(  

φ = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑒𝑒 خطوط هم پتانسيل :   

𝐹𝐹′(𝑧𝑧) = 𝜑𝜑𝑥𝑥 + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥 = 𝜑𝜑𝑥𝑥 − 𝑖𝑖𝜑𝜑𝑦𝑦  
𝑢𝑢 = 𝜑𝜑𝑥𝑥 + 𝑖𝑖𝜑𝜑𝑦𝑦      , 𝑉𝑉 = 𝐹𝐹′(𝑧𝑧)�������   , |𝑉𝑉| = |𝐹𝐹′(𝑧𝑧)| 
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  جريان در يك گوشه سؤال :

   

𝐹𝐹(𝑤𝑤) = 𝑉𝑉0𝑤𝑤 
𝐹𝐹(𝑧𝑧) = 𝑉𝑉0𝑧𝑧2 = 𝑉𝑉0(𝑥𝑥2 − 𝑦𝑦2 + 2𝑥𝑥𝑦𝑦𝑖𝑖) 

خطوط جريان = 2𝑉𝑉0𝑥𝑥𝑦𝑦  →  𝑉𝑉 = 𝐹𝐹′(𝑧𝑧)������� = 2𝑉𝑉0(𝑥𝑥 − 𝑖𝑖𝑦𝑦) 

                                            |𝑉𝑉| = 2𝑉𝑉0�𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2               

  جريان حول يك استوانه سؤال :

𝑤𝑤 = 𝑧𝑧 +
𝑐𝑐2

𝑧𝑧  

𝐹𝐹(𝑤𝑤) = 𝑉𝑉0𝑤𝑤    ,𝐹𝐹(𝑧𝑧) = 𝑉𝑉0 �𝑧𝑧 +
𝑐𝑐2

𝑧𝑧 �
 

𝐹𝐹(𝑧𝑧) = 𝑉𝑉0 �𝑟𝑟𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 +
𝑐𝑐2

𝑟𝑟𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖
 � = 𝑉𝑉0 �𝑟𝑟 +

𝑐𝑐2

𝑟𝑟 �
cos𝑖𝑖 + 𝑖𝑖𝑉𝑉0 �𝑟𝑟 −

𝑐𝑐2

𝑟𝑟 �
sin𝑖𝑖 

𝜑𝜑 = 𝑉𝑉0 �𝑟𝑟 +
𝑐𝑐2

𝑟𝑟 �
cos𝑖𝑖   , 𝑖𝑖 = 𝑉𝑉0 �𝑟𝑟 −

𝑐𝑐2

𝑟𝑟 �
sin𝑖𝑖 

𝑉𝑉0 �𝑟𝑟 −
𝑐𝑐2

𝑟𝑟 �
sin𝑖𝑖 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑒𝑒 → 𝑟𝑟 = 𝑐𝑐 ,𝑖𝑖 = 0,𝜋𝜋 → 𝑖𝑖 = 0 

𝐹𝐹′(𝑧𝑧) = 𝑉𝑉0 �1 −
𝑐𝑐2

𝑧𝑧2� = 𝑉𝑉0 � 1 −
𝑐𝑐2

𝑟𝑟2𝑒𝑒𝑖𝑖2𝑖𝑖
� 

= 𝑉𝑉0 �1 −
𝑐𝑐2

𝑟𝑟2 cos 2𝑖𝑖� + 𝑖𝑖𝑉𝑉0
𝑐𝑐2

𝑟𝑟2 sin 2𝑖𝑖 

|𝑉𝑉| = |𝐹𝐹′(𝑧𝑧)| =  𝑉𝑉0�1 −
2𝑐𝑐2 cos 2𝑖𝑖

𝑟𝑟2 +
𝑐𝑐4

𝑟𝑟4  

𝐹𝐹′(𝑧𝑧) = 0  →  𝑉𝑉0 �1 −
𝑐𝑐2

𝑧𝑧2� = 0 → 𝑧𝑧 = ∓𝑐𝑐     نقاط سكون 
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 مسايل دريشله براي نيم صفحه 

 

 

 

 

 

𝑢𝑢(𝑥𝑥,𝑦𝑦) =
𝑦𝑦
𝜋𝜋�

𝑓𝑓(𝜉𝜉)
(𝑥𝑥 − 𝜉𝜉)2 + 𝑦𝑦2

∞

−∞
𝑑𝑑𝜉𝜉 

 حالت خاص

 

 

 

 

 

𝑇𝑇(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = 𝑇𝑇𝑐𝑐 +
1
𝜋𝜋

[(𝑇𝑇𝑐𝑐−1 − 𝑇𝑇𝑐𝑐)𝑖𝑖𝑐𝑐 + ⋯+ (𝑇𝑇0 − 𝑇𝑇1)𝑖𝑖1] 

  دايروي قرص براي دريشله مسايل

 

𝑢𝑢(𝑅𝑅, 𝑖𝑖) = 𝑓𝑓(𝑖𝑖) 

 

 

 

𝑖𝑖𝑐𝑐  

𝑇𝑇𝑐𝑐  𝑇𝑇1 𝑇𝑇𝑐𝑐−1 𝑇𝑇0 

𝑖𝑖1 𝑖𝑖2 
𝑖𝑖𝑐𝑐−1 

𝑥𝑥 

𝑦𝑦 

𝑧𝑧 

 𝑢𝑢(𝑥𝑥, 0) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 

 

∇2𝑢𝑢 = 0 

𝛻𝛻2𝑢𝑢 = 0 
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𝑢𝑢(𝑟𝑟, 𝑖𝑖) =
1
𝜋𝜋� �

1
2

+ ��
𝑟𝑟
𝑅𝑅�

𝑐𝑐
cos𝑐𝑐(𝜉𝜉 − 𝑖𝑖)

∞

𝑐𝑐=1

�
𝜋𝜋

−𝜋𝜋
𝑓𝑓(𝜉𝜉)𝑑𝑑𝜉𝜉

=
1

2𝜋𝜋�
𝑅𝑅2 − 𝑟𝑟2

𝑅𝑅2 − 2𝑅𝑅𝑟𝑟 cos𝑐𝑐(𝜉𝜉 − 𝑖𝑖) + 𝑟𝑟2

𝜋𝜋

−𝜋𝜋
𝑓𝑓(𝜉𝜉)𝑑𝑑𝜉𝜉 

 .آوريد بدست زير شكل در شده داده نشان ناحيه در را لاپلاس معادله حل همديس نگاشت از استفاده با سؤال :

 

𝑇𝑇 =
1
𝜋𝜋

 
  

                                                                            

 .آوريد بدست زير شكل در شده داده نشان ناحيه در را لاپلاس معادله حل همديس نگاشت از استفاده با سؤال :

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1 

𝑇𝑇 = 100 

𝑇𝑇 = 0 

𝑇𝑇 = 0 𝑇𝑇 = 100 1 
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𝑇𝑇(𝑥𝑥,𝑦𝑦) =
100
𝜋𝜋

[𝐴𝐴𝑟𝑟𝑙𝑙(𝑧𝑧2 − 1)− 𝐴𝐴𝑟𝑟𝑙𝑙(𝑧𝑧2 + 1)] 

 

 

 

𝑇𝑇 = 0 +
1
𝜋𝜋

{(1 − 0)𝑖𝑖1 + (0 − 1)𝑖𝑖2}  

𝑇𝑇 =
1
𝜋𝜋

(𝑖𝑖1 − 𝑖𝑖2) =
1
𝜋𝜋
�tan−1 𝑦𝑦

𝑥𝑥 − 1
− tan−1 𝑦𝑦

𝑥𝑥 + 1
� =

1
𝜋𝜋

tan−1 2𝑦𝑦
𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 − 1

 

 

 .آوريد بدست زير شكل در شده داده نشان ناحيه در را لاپلاس معادله حل همديس نگاشت از استفاده با سؤال :

 

 

𝑇𝑇 = 0 𝑇𝑇 = 0 𝑇𝑇 = 100 
1 −1 

T = 0 T = 0 T = 1 

θ1 θ2 
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 حل 

 

 

 

 

 

 

 .آوريد بدست زير شكل در شده داده نشان ناحيه در را لاپلاس معادله حل همديس نگاشت از استفاده با سؤال :

 

 حل 
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 .آوريد بدست زير شكل در شده داده نشان ناحيه در را لاپلاس معادله حل همديس نگاشت از استفاده با سؤال :

 

 

 

 

 

 

 ( )
x
yarctgTTzvzirLnivuvTT
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00

0 argarg
θθ

π
θ
π

π
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 .آوريد بدست زير شكل در شده داده نشان ناحيه در را لاپلاس معادله حل همديس نگاشت از استفاده با سؤال :
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0θ
π
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، )branch points(، نقاط شاخه )Principal branch(، شاخه اصلي )branch(، شاخه )Multivalued functions(توابع چند مقداره 
 )branch cut(برش شاخه 

 

 
 كه w صفحه در برش . شود مي ناميده اصلي شاخه n=0 با متناظر شاخه و شود مي ناميده اي ريشه n تابع از شاخه يك متفاوت nهر جواب با 

𝑧𝑧 اي ريشه n تابع اصلي شاخه بنابراين .شود مي ناميده شاخه برش ، كند مي جدا ديگري از را شاخه يك = 𝑤𝑤
1
𝑐𝑐 از عبارتست:  

 

 

1 T2 

45o 

x 

y 

T1 

1 

T2 

u2 

v2 

T1 

1 T2 u1 

v1 

T1 

1 

T2 

u2 

v2 

T1 

2
1 zw =

The z-plane  The w1-plane  The w2-plane  

The w2-plane  

1
1

2 sin2 ww −=
π
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 داخل در در را تابع تا شود اصلاح بايد شاخه برش يك اعمال با  16.1 كانتور ، باشد) branch points (شاخه نقطه يك شامل لاپلاس تبديل اگر

   . آورد در مقداره تك تابع يك صورت به كانتور
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