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  تئوري كلاسيك ضربه

شود بر اسـاس قـانون        ناميده مي  ) Stereomechanics(      تئوري كلاسيك ضربه كه به استريو مكانيك        

براي اجسام صلب بـوده و فرمولـه كـردن آن از نظـر               ) impulse-momentum( ضربه و اندازه حركت     

هاي ابتدايي و نهايي اجـسام         سرعت توان  با استفاده از اين تئوري مي     . رياضي شامل دشواريهاي كمتري است    

،  )transient( هـاي گـذرا      توان تـنش    اي اعمالي را مورد بررسي قرار داد، ليكن نمي          و ضربه خطي يا زاويه    

هاي مكاني در  همچنين در تئوري كلاسيك تغيير شكل. هاي ايجاد شده را توصيف نمود نيروها يا تغيير شكل  

شود كه كسر نـاچيزي از انـرژي جنبـشي سيـستم صـرف بـه        رض مي نقطه تماس بحساب نيامده و بعلاوه ف      

البته اين فرض در مورد برخورد دو كره و يا برخورد يـك             . گردد  ارتعاش در آوردن اجسام برخورد كننده مي      

باشـند    ، تير و يا ورق نازك مـي        كره با يك جرم صلب بزرگ صادق است اما در برخوردهايي كه شامل ميله             

دانيد در برخورد كاملاً الاستيك دو جسم قانون اصل بقـاي انـرژي مكـانيكي        طور كه مي  همان. كند  صدق نمي 

هاي نهايي اجسام برخـورد كننـده         اي جهت تعيين سرعت     همراه با اصل بقاي اندازه حركت خطي و يا زاويه         

           eشود و در صورتيكه برخـورد ايجـاد تغييـر شـكل دايمـي نمايـد رابطـه ضـريب بازگـشت            بكار گرفته مي  

 )restitution (           هـاي سـرعت    كه توصيف كننده درجه پلاستيكي برخورد بوده و عبارتست از نسبت مولفه

نسبي نهايي به سرعت نسبي ابتدايي دو جسم برخورد كننده در امتداد عمود بر سطوح تماس بجـاي قـانون                    

آلي بـر    به ترتيب بر مفاهيم ايده e=0 و e=1، مقادير  ودش  اصل بقاي انرژي مكانيكي مورد استفاده واقع مي       

خصوصيات اصطكاكي سـطوح تمـاس در تئـوري         . هاي كاملاً الاستيك و كاملاً پلاستيك دلالت دارند         خورد

 ـ منظور مـي  fكلاسيك ضربه بوسيله ضريب اصطكاك ديناميكي      اي دو سـطح كـاملاً    تمـاس ضـربه  .  دگردن

هاي مماس سرعت اجسام را تغيير دهد درحاليكه برخورد دو جسم كاملاً زبر               تواند مولفه   نمي f=0صيقلي

قوانين ضربه و اندازه حركـت    .  نهايت به حذف سرعت نسبي مماسي پاياني نياز دارد          با ضريب اصطكاك بي   

  : معادلات برداري اي بوسيله خطي و زاويه
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0

uvmdtFL
t rrrr
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  و

 )     2                                                         ( hHdtFrLrA
t rrrrrrr

−=×=×= ∫0   

u جرم ،  mشوند كه در آنها     داده مي 
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r   ، سرعت خطي F
r
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r

h و 
r

rاي ،  اندازه حركت زاويه  
r بازوي 

L  زمان و  t ، گشتاور
r

اي بـشكل   همچنين اصل بقاي اندازه حركـت خطـي و زاويـه        .  باشند   ضربه خطي مي   

  : جسم بصورت iبرداري براي
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i
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i
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 ) 1( ها كوچك است جهت برقـراري معادلـه            در غالب برخورد   τاز آنجائيكه زمان تماس   .  شوند  نوشته مي 

ثـل نيـروي وزن معمـولاً صـرف نظـر      بايستي بزرگ باشند درنتيجه از نيروهاي اسـتاتيكي مـازاد م        نيروها مي 

همچنين اصل بقاي اندازه حركت خطي مستلزم اين است كه نيروهاي ايجاد شده بوسيله برخـورد                . گردد  مي

از اينرو تغيير اندازه    .  اجسام براي كل سيستم داخلي باشند تا روي حركت مركز ثقل كل سيستم اثر نگذارند              

ا بواسطه آنكه انتقال انرژي مابين اجسام برخورد كننده ممكـن           دهد ام   حركت فقط ميان اجزاء سيستم رخ مي      

. است تلفاتي ايجاد كند كه صرف تغيير شكل پلاستيكي شوند ممكن است انرژي بطور محسوسي هـدر رود           

               تــوان بــصورت دو مرحلــه تقــرب  تغييــرات تغييــر شــكل برحــسب زمــان ، در مــدت زمــان تمــاس را مــي

 )approach (  زگشت  و با )restitution (   مرحله تقرب از لحظه زمان تماس تـا لحظـه          .  در نظر گرفت

گردد كه تا لحظـه جـدا شـدن دو     وقوع ماكزيمم تغيير شكل ادامه يافته و بدنبال آن مرحله بازگشت آغاز مي           

حنـي   نـشان داده شـده اسـت ، من       1در برخورد كاملاً الاستيك همانطور كه در شكل         .  يابد  جسم استمرار مي  

تغييرات تغيير شكل برحسب زمان نسبت به زمان وقوع ماكزيمم تورفتگي متقارن است درحاليكه براي يـك                 

در برخورد كاملاً پلاستيك مرحله بازگشت موجود نبوده .  برخورد نه كاملاً الاستيك منحني غير متقارن است

  . شوند و دو جسم بعد از برخورد از يكديگر جدا نمي

  

  

  

  

  

  

  

  

  

   تغييرات فرضي تغيير شكل برحسب زمان در ضربه استريو مكانيكي – 1        شكل      
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  برخورد دو جسم صلب با حركت سه بعدي مركب از انتقال و دوران 

 ـ      را در فـضا درنظـر مـي        2 مطابق شـكل     2G و 1G     برخورد دو جسم صلب با مراكز ثقل       رض گيـريم و ف

* وixكنيم مي

ix و2 و 1 بترتيب مختصات مراكز ثقل اجسام pنقطه برخورد دو جسم باشد .  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

   2                                                شكل        

Lا را ب1چنانچه بردار ضربه خطي براي جسم 
r

 نمايش دهـيم طبـق اصـل ضـربه و انـدازه حركـت خطـي         

  :   توانيم بنويسيم  مي

 )     1                                                                              ( )( uvmL
rrr
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  و يا 

 )     2                                     (                                        iii Luvm =− )(   

بطريـق مـشابه از   .  باشـد   بعد از برخـورد مـي  1هاي بردار سرعت انتقالي مركز ثقل جسم          مؤلفه ivكه در آن  

 1اي جـسم   مساوي و مختلف العلامـه بـا بـردار ضـربه خطـي بـر      2آنجائيكه بردار ضربه خطي براي جسم      

* را بعد از برخورد بـا        2هاي بردار سرعت انتقالي مركز ثقل جسم          ، چنانچه مؤلفه   باشد  مي

iv     نمـايش دهـيم 

  :داريم 

 )     3                                                                  ( iiii LLuvm −==− **** )(  

A  را با1اي حول مركز ثقل جسم  به زاويهحال در صورتيكه بردار ضر
r

  :توانيم بنويسيم   نمايش دهيم مي
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Hهاي  كه در آن بردار   
r

h و 
r

 باشـند   بعد و قبل از برخورد مي1اي جسم  هاي اندازه حركت زاويه  بترتيب بردار 

  :را با استفاده از علايم انديسي بنويسيم داريم  ) 4( چنانچه رابطه . 

 )     5                                                                ( iikjijki hHLxA −=−= ε  

}جائيكهحال از آن } [ ]{ }ωIh   :باشد كه در آن   مي=
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  :توانيم بنويسيم  است مي

 )     7                                                                       ( jijiji Ih ωδ )12( −=  

  :بصورت  ) 5( در نتيجه رابطه 

 )     8                                                     ( kjijkjjijij LxI εωδ −=−Ω− )()12(   

بطريـق  .  باشـند   بعـد از برخـورد مـي   1اي جسم  هاي بردار سرعت زاويه    مؤلفه jΩكه در آن  . شود  نوشته مي 

  : داريم 2ي جسم مشابه برا

 )     9                                                    ( ***** )()12( kjijkjjijij LxI εωδ −=−Ω−  

* و kLبـراي  ) 9( و   ) 8( چنانچه در روابط    

kL       تـوانيم    جانـشين كنـيم مـي      ) 3( و   ) 2(  بترتيـب از روابـط

  :بنويسيم 

 )     10                                     ( 0)()()12( =−+−Ω− kkjijkjjijij uvxmI εωδ  

 )     11                                    ( 0)()()12( ******* =−+−Ω− kkjijkjjijij uvxmI εωδ  

  :داريم  ) 3( و  ) 2( همچنين از جمع روابط 

 )     12                                                         ( 0)()( *** =−+− iiii uvmuvm  

و در مجمـوع دوازده معادلـه        ) i=3,2,1(هريك سه معادلـه بـراي        ) 11( و   ) 10( و   ) 3( و   ) 2( روابط  

حـال  . دهنـد  براي تحليل برخورد دو جسم صلب با حركت سه بعدي مركب انتقالي و دوراني را بدست مـي       

Re)( دو جسم را در نقطه تماس بترتيـب بـا          هاي سرعت نسبي قبل و بعد از برخورد         چنانچه بردار  lu و )(Re lv 

  :توانيم بنويسيم  نمايش دهيم مي

 )     13                                                     ( ***)(Re ruruu l rrrrrrr
×−−×+= ωω  

  و

 )     14                                          (           rvrvv l rrrrrrr
×Ω−−×Ω+= ***)(Re  

iiexrبا منظور نمودن ) 14( و  ) 13( شكل انديسي معادلات  ˆ−=
rو ii exr ˆ** −=

r بصورت :  
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 )     15                                               ( ***)(Re

kjijkkjijkii
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i xxuuu ωεωε +−−=  

  و

 )     16                     (                           kjijkkjijkii

l

i xxvvv Ω+Ω−−= εε ***)(Re  

  :توانيم بنويسيم  چنانچه دو جسم برخورد كننده صيقلي نباشند مي. شود نوشته مي

 )     17                                                                          ( )(Re)(Re l
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i uev =  
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  اي برخورد دو جسم در حركت صفحه

اي بعنوان مثال برخـورد       براي تحليل حركت صفحه    ) 12( و   ) 11( ،   ) 10(      جهت استفاده از معادلات     

 را درنظر بگيريـد و فـرض كنيـد مختـصات مراكـز دو جـسم                3اي مطابق شكل      دو جسم در حركت صفحه    

1),(بصورت baGو ),( **

2 baG   . باشند−

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  3                                                            شكل 

  :هاي انتقالي و دوراني دو جسم قبل از برخورد بصورت  در اين صورت بردارهاي سرعت

                                                           33êωω =
r              2211و

ˆˆ eueuu +=
r

 

                                                          3

*

3

* êωω =
r    2        و

*

21

*

1

* ˆˆ eueuu +=
r  

تند، لـذا   فاقـد مؤلفـه هـس   3xاز آنجائيكه بردارهاي سرعت انتقالي دو جسم در امتداد محور         . شوند  نوشته مي 

       نتيجتـاً چنانچـه معادلـه      . دهـد    را بخود اختـصاص مـي      2 و   1مقادير   ) 11( و   ) 10(  در معادلات    kانديس

  :توانيم بنويسيم  را درنظر بگيريم مي ) 10( 

                           0)()()()12( 222111 =−+−+−Ω− uvxmuvxmI jijjijjjijij εεωδ  
rو در نظر گرفتن اين نكته كه بردارهاي وضعيت j مقادير انديسبا باز كردن معادله فوق براي جميع

rو *r
r 

  : فاقد مؤلفه هستند داريم 3xدر امتداد محور

                          0)()()()12( 22112112213333 =−+−+−Ω− uvxmuvxmI iiii εεωδ  
  :بنابر اين 

     ) 18                                  ( 0)()()( 2211123333 =−+−−−Ω uvmxuvmxI ω  

6



  :بصورت  ) 11( بطريق مشابه معادله 
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  :داريم  ) 14( و  ) 13( ر معادلات  بترتيب د2G و1Gبا جانشين كردن مختصات. شود نوشته مي
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را باز كنـيم   ) 15( باشند حال چنانچه رابطه   مي2 و 1هاي ژيراسيون اجسام    بترتيب شعاع  k* و kكه در آنها  

  :داريم 

                                                           **

11

*

11

)(Re

1 kjjkkjjk

l xxuuu ωεωε +−−=  

                                                           *

2

*

313223132

*

11

)(Re

1 xxuuu l ωεωε +−−=  
 )     20 (                                                        2

*

323

*

11

)(Re

1 xxuuu l ωω −+−=  

                                                          **

22

*

22

)(Re

2 kjjkkjjk

l xxuuu ωεωε +−−=  

                                                           *

1

*

323113231

*

22

)(Re

2 xxuuu l ωεωε +−−=  
 )     21 (                                                        *

1

*

313

*

22

)(Re
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  :بطريق مشابه 
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  :مثال 

 بـا يـك صـفحه صـلب مطـابق شـكل زيـر ،                Rي به شعاع  براي برخورد كاملاً پلاستيك يك كره غير صيقل       

  . اي كره را بعد از برخورد تعيين كنيد بردارهاي سرعت خطي و زاويه

  

  

  

  

  

  

  :حل 

  :توانيم بنويسيم  مي ) 10( با استفاده از رابطه 

        0)()()()()( 332223331322121111 =−+−−−Ω−−Ω−−Ω uvmxuvmxIII ωωω  

        0)()()()()( 331113332322221121 =−−−+−Ω−−Ω−−Ω uvmxuvmxIII ωωω  

        0)()()()()( 221112333322321131 =−+−−−Ω−−Ω−−Ω uvmxuvmxIII ωωω  
  :هاي اينرسي برابر صفر بوده و همچنين  اما از آنجائيكه در اين مورد مثال همه حاصل ضرب

        032 == ωω    و      θSinvu 03 02      و     =− =u     و     θCosvu 01 −=    

  :ريم باشد دا مي
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  :توانيم بنويسيم  مي ) 16 (حال با استفاده از رابطه 
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                                                                                  21

)(Re

1 Ω+−= Rvv l  

8



                                                                                   12

)(Re

2 Ω−−= Rvv l  

                                                                                            3

)(Re

3 vv l −=  
  :همچنين از آنجائيكه برخورد كاملاً پلاستيك است داريم 

                                                                                      0321 === eee  
   ) :17( پس با استفاده از رابطه 

                                                                           0)(Re

3

)(Re

2

)(Re

1 === lll vvv  
  :در نتيجه 

 )     II                                                                             ( 








=

=Ω−

=Ω−

0

0

0

3

12

21

v

Rv

Rv

  

  :داريم  ) II( و  ) I( از حل دسته معادلات 

                          03 =Ω           و    θCos
R

v0
2

7

5
=Ω         11        و

7

2
ω=Ω  

                          03 =v           12         و
7

2
ωRv θCosvv         و   =− 01

7

5
=  

  :پس 

                                                                     )ˆ5ˆ2(
7

1
2

0
11 eCos

R

v
e θω +=Ω

r
  

                                                                     )ˆ2ˆ5(
7

1
2110 eReCosvv ωθ −=

r  
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  :مثال 

ضـرايب   با يك صفحه صـلب غيـر صـيقلي مطـابق شـكل زيـر چنانچـه                   Rبراي برخورد يك كره به شعاع     

  .هاي انتقالي و دوراني بعد از برخورد را تعيين كنيد  فرض شوند، سرعت2e و1eبرگشت

  

  

  

  

  

  

  :حل 

  :داريم 

                             30 êφω &r
2êR−=r        و       =

r       2211        و
ˆˆ eueuu −=

r  

                            33êΩ=Ω
r

2211        و   
ˆˆ evevv +=

r       2211     و
ˆˆ eLeLL +=

r
  

  :توانيم بنويسيم  اي مي طبق اصل ضربه و اندازه حركت زاويه

                                                                                   hHLrA
rrrrr

−=×=  
  :پس 

                                                  hHeRLeLeLA
rrr

−==+×−= 3122112
ˆ)ˆˆ()êR(  

  :اما 

                                                                                           { } [ ]{ }ωIh =  
021هاي اينرسي در اين مورد مثال صفر بوده و همچنين ائيكه همه حاصل ضرباز آنج ==ωωلذا .  است:  

                                                                                           3333 êIh ω=
r

  
  :و بطريق مشابه 

                                                                                          3333 êIH Ω=
r

  
  :در نتيجه 

                                                                       3333331
ˆ)(ˆ eIeRLA ω−Ω==

r
  

  :پس 

                                                                                 )( 33331 ω−Ω= IRL  

10



  :اما طبق اصل ضربه و اندازه حركت خطي 

                                                   222111
ˆ)(ˆ)()( euvmeuvmuvmL ++−=−=

rrr
  

  :بنابر اين 

 )     I                                                              ( )()( 033311 φ&−Ω=− IuvRm  

Re)(حال چنانچه سرعت نسبي خطي قبل از برخورد در نقطه تماس را با lu
rتوانيم بنويسيم   نمايش دهيم مي:  

                                         )êR()ˆ(ˆˆ)( 2302211

)(Re −×+−=×+= eeueuruu l φω &rrrr  

                                           22101102211

)(Re ˆˆ)(êRˆˆ eueRueueuu l −+=+−= φφ &&r  
  :بطريق مشابه بردار سرعت نسبي خطي بعد از برخورد در نقطه تماس بصورت 

                                    [ ])êR()ˆ(ˆˆ)( 2332211

)(Re −×Ω++−=×Ω+−= eevevrvv l rrrr  

                                                                     22131

)(Re ˆˆ)( eveRvv l −Ω+−=
r  

  :پس .  شود نوشته مي

 )     II     (                                      )()( 01131)(Re

)(Re

φ&RueRv
u

v
e

l

i

l

i
i +=Ω+−⇒=  

 )     III                                                  ( 222 uev −=−  

  :داريم  ) II( و  ) I( بنابر اين از حل معادلات 

                                                           
33

2

1101

2

33
3

)1()(

ImR

emRuemRI

+

+−−
=Ω

φ&  

                            222 uev         و        =
33

2

10331331

2

1

)1()(

ImR

eRIuIemR
v

+

+−−
=

φ&  
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  :مثال 

 زيـر،    مطـابق شـكل    2m با يك ميله درحال سكون به جرم         1mبراي برخورد كاملاً الاستيك يك كره با جرم       

  . هاي انتقالي و دوراني بعد از برخورد را تعيين كنيد سرعت

  

  

  

  

  

  

  

  :حل 

  :داريم 

       1

* êlr =
r     0     و* =ω

r     0     و* =u
r                0=ω

r     20     و êvu =
r   

      22 êLL =
r

3     و  

*

3

* êΩ=Ω
r

2   و  

*

2

* êvv =
r               0=Ω

r
22êvv     و      =

r  

  :طبق اصل بقاي اندازه حركت خطي 

                                                           0)()( **

21

* =−+−=+ uvmuvmLL
rrrrrr

  
  :پس 

 )     I                                                                   ( 0)( *

22021 =+− vmvvm  

  :توانيم بنويسيم  اي براي ميله مي با استفاده از اصل ضربه و اندازه حركت زاويه

                                                                            ***** hHLrA
rrrrr

−=×=  
  :اما 

                                          2

*

22

* êvmL =
r

3     و    

*

3

*

33

* êIH Ω=
r

*0     و     =h
r

  

  :پس 

                                                                  3

*

3

*

332

*

221

* ˆ)ˆ()ˆ( eIevmelA Ω=×=
r

  
  :و يا 

 )     II                                                                             ( *

3

*

33

*

22 Ω= Ivlm  

  :همچنين 

12



                                                         20

***)(Re êvruruu l =×−−×+=
rrrrrrr

ωω  

                              2213

*

32

*

2

***)(Re ˆ)ˆˆ(ˆ eveelevrvrvv l −×Ω+=×Ω−−×Ω+=
rrrrrrr  

                                                                          22

*

3

*

2

)(Re ˆ)( evlvv l −Ω+=
r  

  :اما 

                                                                  
0

2

*

3

*

2

)(Re

)(Re

1
v

vlv

u

v
e

l

i

l

i
i

−Ω+
=⇒=  

  :پس 

 )     III               (                                                          2

*

3

*

20 vlvv −Ω+=  

   )III( و  ) II( و  ) I( بنابر اين از حل معادلات 

                                                                      
2

21

*

3321

*

3301*

2
)(

2

lmmImm

Ivm
v

++
=  

                                                                     
2

21

*

3321

021*

3
)(

2

lmmImm

vmlm

++
=Ω  

                                                                      
2

21

*

3321

2

21

*

3321
2

)(

)(

lmmImm

lmmImm
v

++

+−
=   

.  
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  قيود ناگهاني بر جسم متحرك

جـسم  .  نمايـد  ر داده و ايجـاد ضـربه مـي        اعمال قيود ناگهاني روي يك جسم شرايط حركتي آنرا را تغيي     

اي  هاي خطي و زاويه  درنظر بگيريد و فرض كنيد سرعت4را مطابق شكل  ) 1x و2x(متحركي را در صفحه 

  . باشند0ω و0vاوليه جسم بترتيب

  

  

  

  

  

  

  

   4                                               شكل         

 o از جسم را از حركت بازداريم حركت نهـايي جـسم يـك چـرخش حـول                 o چنانچه بطور ناگهاني نقطه   

اسـتفاده از اصـل ضـربه و انـدازه حركـت       با oاي نهايي جسم حول جهت تعيين سرعت زاويه   .  خواهد بود 

  :توانيم بنويسيم  اي مي زاويه

                                             )ˆˆ()ˆˆ( 221121 eLeLebeahHLrA +×+−=−=×=
rrrrr

  

                                                           30333312
ˆ)(ˆ)( eIebLaLA ω−Ω=+−=

r
  

  :پس 

 )     I                          (                                       210333 )( aLbLI −=−Ω ω  

  :همچنين با استفاده از اصل ضربه و اندازه حركت خطي داريم 

                                                                   [ ]urmuvmL
rrrrrr

−−×Ω=−= )()(  

                                                               [ ]102133
ˆ)ˆˆ()ˆ( evebeaemL −+×Ω=

r
  

                                                                     [ ]101323
ˆˆˆ evebeamL −Ω−Ω=

r
  

  :بنابر اين 

 )     II                                             ( amL 32 Ω=    و     )( 031 vbmL +Ω−=  

  : بصورت oاي نهايي جسم حول ، سرعت زاويه  )I(  در رابطه 2L و1Lبراي ) II( با جانشين كردن روابط 

                                                                                  
222

0

2

0
3

bak

bvk

++

−
=Ω

ω  
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  .باشد  ميG شعاع ژيراسيون جسم حولkشود كه در آن داده مي

 از جسم را مطابق شكل بطـور ناگهـاني از حركـت بـاز داريـم سـرعت        AA  خط o     چنانچه بجاي نقطه  

  .رابر صفر خواهد بوداي نهايي جسم ب زاويه

  

  

  

  

  

  

  

  5                                                       شكل 

نتيجتاً بردار ضـربه خطـي   . گردد معمولاً يك راهنماي خطي صيقلي است        مكانيزمي كه سبب اين نوع قيد مي      

 فـرض   G ، xار ضربه خطي را از محور مار بر         درصورتيكه فاصله امتداد برد   .  باشد   عمود مي  AA بر امتداد 

  :توانيم بنويسيم  اي مي كنيم با استفاده از اصل ضربه و اندازه حركت زاويه

                                                       )ˆ()ˆˆ( 2221 eLebexhHLrA ×−=−=×=
rrrrr

  

                                                                            303332
ˆ0ˆ eIexLA ω−==

r
  

  :پس 

                                                                                         0332 ωIxL −=  
  :همچنين با استفاده از اصل ضربه و اندازه حركت خطي داريم 

                                      [ ] 22201011
ˆˆˆˆ)( eLeSinveCosvevmuvmL =−−=−= θθ

rrr
  

  :بنابر اين 

                                          θSinmvL 02 )(0     و     =− 011 =−= θCosvvmL  

  :درنتيجه 

                                                            
θ

ω
Sinmv

I
x

0

θCosvv     و     =033 01 =  
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  اي معادلات لاگرانژ براي حركت ضربه

  :دانيد بصورت       معادلات لاكرانژي حركت همانطور كه مي

 )     1                                   ( ni ,,2,1 L=           i

iii

Q
q

V

q

T

q

T

dt

d
=

∂
∂

+
∂
∂

−








∂
∂
&

  

 نيـروي خـارجي عـام    iQ مختصات عـام و iq انرژي پتانسيل،V انرژي جنبشي،Tنشوند كه در آ   نوشته مي 

 ) 1( با انتگرال گيري از معادلـه        مدت زمان ضربه فرض شود       τچنانچه. باشد   مي iqمتناطر با مختصات عام   

  .  داريمτ+t تاtدر فاصله زماني

                                                 ∫∫∫∫
++++

=
∂
∂

+
∂
∂

−








∂
∂ ττττ t

t

i

t

t i

t

t i

t

t i

dtQdt
q

V
dt

q

T
dt

q

T

dt

d

&
  

  :توانيم بنويسيم  جمله اول در اين معادله بطور مستقيم قابل انتگرال گيري بوده و مي

                                                 








∂
∂

∆=








∂
∂

−








∂
∂

=








∂
∂

+

+

∫
ititi

t

t i q

T

q

T

q

T
dt

q

T

dt

d

&&&&
τ

τ

  

تـوان از تغييـرات جمـلات    باشد مـي   مدت زمان ضربه كوتاه ميτهمچنين از آنجائيكه  
iq

T

∂
 و∂

iq

V

∂
 در ايـن  ∂

  :م لذا داري. فاصله كوتاه صرفنظر كرد

 )     2                                                     ( ∫
+

=
∂
∂

+
∂
∂

−








∂
∂

∆
τ

ττ
t

t

i

iii

dtQ
q

V

q

T

q

T

&
  

 بوده كـه  iqنمايشگر ضربه عام متناظر با مختصات عام    ) 2( بنابر اين از آنجائيكه جمله طرف راست معادله         

imp)(آنرا با 

iG  جملات دوم و سوم در طرف چپ معادلـه بعلـت كوچـك بـودن              دهيم و      نمايش ميτ   نـاچيز 

  :توانيم بنويسيم  باشند مي مي

 )     3                                                                           ( )(imp

i

i

G
q

T
=









∂
∂

∆
&
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  :مثال 

، برخورد غير الاسـتيك و فاقـد اصـطكاك يـك ميلـه صـلب          در تحليل ضربه   ) 3( جهت استفاده از معادله     

  . را مطابق شكل زير با يك صفحه صلب افقي درنظر بگيريدm و جرمlبطول

  

  

  

  

  

  

  : داريم ض شوند فرθ و2xچنانچه مختصات عام براي ميله

                                                                           22 xq   θ=1q      و     =

  :بصورت  ) 3( در نتيجه معادلات 

                                                     )(

2

2

impG
x

T
=









∂
∂

∆
&

)(     و     

1

impG
T

=







∂

∂
∆

θ&
  

 θ است ضربه عام متناظر با مختصات عـام        3x زاويه چرخش حول محور    θاما از آنجائيكه  .  شوند  نوشته مي 

 مؤلفـه ضـربه خطـي در        2x عام متناظر با مختـصات عـام       و ضربه    3x اي در امتداد محور     مؤلفه ضربه زاويه  

  :بنابر اين داريم .  باشد  مي2x امتداد محور

                                       2

)(

2

2

LG
x

T imp ==








∂
∂

∆
&

3     و     

)(

1 AG
T imp ==








∂

∂
∆

θ&
  

  : بصورت θ و2xصات عامهمچنين انرژي جنبشي برحسب مخت

                                                                                2

33

2

2
2

1

2

1
θ&& IxmT +=  

  :درنتيجه .  شود نوشته مي

 )     4                            ( [ ] 303333333 )()( AIII
T

if
=+Ω=−=∆=








∂

∂
∆ θθθθ

θ
&&&&

&
  

  و

 )     5                             ( [ ] 202222

2

)()( Lvvmxxmxm
x

T
if

=+=−=∆=








∂
∂

∆ &&&
&

  

  :اما 

                                322221
ˆ

2
)ˆ()ˆˆ(

2
eSinL

l
eLeCoseSin

l
LrA θθθ −=×+−=×=
rrr
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  :پس 

                                                                                     θSinL
l

A 23
2

−=  

  :مي توانيم بنويسيم  ) 5( و  ) 4( ز معادلات حال با استفاده ا

                                     )(
12

1
)(

2
)( 03

2

020333 θθθ && +Ω=+−=+Ω mlSinvv
ml

I  

  :پس 

 )     6                                                         ( )()(6 0302 θθ &+Ω−=+ lSinvv  

 علاوه بر معادله فوق نياز بـه معادلـه ديگـري            2v و 3Ωكنيد جهت تعيين مجهولات     همانطور كه ملاحظه مي   

Lv)(چنانچه بردار سرعت خطي نقطه تماس را بلافاصله بعد از برخورد با.  است
r نمايش دهيم داريم :  

                                       13232

)( ˆ
2

ˆ)
2

( eCos
l

eSin
l

vrvv L θθ Ω+Ω−=×Ω+=
rrrr  

توانيم فرض كنيم ميله بلافاصله بعد از برخـورد نقطـه تمـاس               باشد مي   ائيكه برخورد غير الاستيك مي    از آنح 

بايست نقطه تماس ميلـه بـا         شود بعبارت ديگر مي     خود را با صفحه صلب افقي حفظ كرده و از آن جدا نمي            

زم است مؤلفه بـردار سـرعت خطـي نقطـه            چنين فرضي لا   اءجهت ارض .   جابجا نشود  2x صفحه در امتداد  

  :توانيم بنويسيم  بنابر اين مي.   برابر صفر باشد2xتماس در امتداد محور

 )     7                                                                       ( 0
2

32 =Ω− θSin
l

v  

  :داريم  ) 7( و  ) 6( از حل معادلات 

                                                                              
θ

θθ

2

0
0

3
31

6

Sin

Sin
l

v

+

+
−=Ω

&

  

                                                                   
θ

θθθ

2

0
0

2
31

)
2

13
(

Sin

Sin
l

v
lSin

v
+

+
−=

&

  

  :توانيم بنويسيم  مي ) 5( همچنين با استفاده از معادله 

                                                                         
θ

θθ

2

00

2
31

)
2

1
(

Sin

Sinlvm

L
+

−
−=

&
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  دو جسم كروي در تماس فشار مابين

دو جسم در تماس مطابق شكل را در نظر بگيريد و فرض كنيـد ايـن اجـسام داراي سـطوح كـروي بـا                          

21شعاعهاي  ,RR در نقطه تماس باشند .  

  
MNچنانجه مختصات نقاطي مثل      ),( از دو جسم را كه در صفحه         , zy        قـرار دارنـد بـا r     نمـايش دهـيم 

,21جهت تعيين مختصات     zz                   اين نقاط معادلات دواير نشان دهنده مقـاطع دو كـره در تمـاس ، در صـفحه 

),( zy      در صـفحه    1مقطـع كـره      دايـره    معادله. ربوط به هريك مي نويسيم       را در دستگاه مختصات محلي م 

),( zyدر دستگاه مختصات محلي ),( *

1

*

1 zy بصورت :  

                                                                                          2

1

2*

1

2*

1 Rzy =+  
*مي باشد در نتيجه مختص 

1z  نقطه اي مثلM از اين دايره كه داراي مختص ry   : است بصورت 1*=

                                                                 2
1

2

1

2

12

1

2

1

*

1 )1(1
R

r
R

R

r
Rz −=−=   

2حال چنانچه بسط تيلور . مي باشد 
1

2

1

2

)1(
R

r
  :اريم  را بنويسيم د−

                                                                        L+−=−
2

1

2

2
1

2

1

2

2

1
1)1(

R

r

R

r   

*در نتيجه 

1z با تقريب كافي مي تواند بصورت :  

                                                                                        
1

2

1

*

1
2

1

R

r
Rz −=   
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  :نوشته شود پس 

                                                                                 
1

2
*

111
2

1

R

r
zRz =−=   

  :بطريق مشابه مي توان نشان داد 
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 بـا قـرار دادن      2Rبـشعاع   با استفاده از اين رابطه بعنوان مثال در تماس يك سطح تخت و يك سطح كروي                 

∞=1R فاصله ما بين نقاط MN   : بصورت ,
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ر گرفته همچنين در تماس يك سطح كروي كه در داخل سطح كروي ديگري مطابق شكل قرا. داده مي شود 
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 دو كره در يكديگر فـرو .  بيكديگر فشرده شوند z در امتداد محور     Fحال اگر دو چسم تحت تاثير نيروي        

12با فرض بزرگ بودن شعاعهاي انحنـاي  . رفته و تشكيل يك سطح تماس دايره اي شكل خواهند داد      ,RR 

در مقايسه با شعاع دايره مرزي سطح تماس مي توان از جابجايي بواسطه تغيير شكل نقاطي از دو كره كه در                  

در نتيجـه چنانچـه فـرض كنـيم     .  مي باشند صرفنظر نمود oفاصله دور از  قرار داشته و در   zامتداد محور   

بيكديگر مي ناميم    ) approach( كه آنرا تقرب     α قرار دارند باندازه     oور از   دو كره كه در فاصله      دمراكز  

 α قرار دارند علاوه بـر آنكـه در امتـداد قـائم بـه انـدازه                  oكه در نزديكي  نزديك شوند ، نقاطي از دو كره        

بيكديگر نزديك مي شوند ، تحت تاثير جابجايي در امتداد قائم بواسطه تغيير شكل محلي نيز قرار مي گيرند                   

20



 از يكديگر ، كه در نزديكي نقطه تماس قرار دارنـد            d بفاصله   ,mnبنابر اين مي توان تصور كرد دو نقطه         . 

هر يك باندازه    
2

α         حال همانطور كه در دياگرام نشان داده شده است      بطرف يكديگر حركت كرده و در عين

  .ديگر دور مي شوند كبواسطه تغيير شكل محلي از ي

  
12 را به ترتيب ,mnجه چنانچه جابجايي بواسطه تغيير شكل براي نقاط در نتي ,ωω فرض كنيم داريم :  
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 نمايش دهيم ، با استفاده از تئوري الاستيـسيته          qا   ازسطح تماس را ب    dAر وارد بر المان     اچنانچه شدت فش  
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),(در نتيجه نمايش توزيع فشار در صفحه . نوشته مي شود  1 zyاهد بود  مطابق شكل خو.  

  
  :با استفاده از اين دياگرام 

                                                               ψ
ψ

2220*

1

Sinra
a

q
qq

rSiny
−==

=
   

bbل چنانچه وتر    اح  1oyر موازي بوده و توسـط محـو   1ox را درنظر بگيريم از آنجائيكه اين وتر با محور          ′

  نصف مي شود لذا 

                                                                      ψ222 Sinrabobo −=′=′′  
bbبنابر اين نمايش تغييرات فشار در امتداد    .واهد بود خ مي باشد مطابق شكل s كه همان امتداد ′

  
  :در نتيجه 

                                 )(
22

2220222*
2

1

ψ
π

ψ
π

Sinra
a

q
SinraqqdsArea

s

s

−=−== ∫
−

   

  :بصورت )  3 (پس رابطه 

                                             













−

+
=− ∫ ψψ

δδπ
βα

π

dSinra
a

q
r

2

0

2220212 )(2
2

)(     

  :بنابر اين . نوشته مي شود 

23



     ) 4     (                                  aqda
a

q
0

2

21

2

0

2021

2
)(

)( π
δδψ

δδπ
α

π

+=
+

= ∫  

  و

     ) 5 (                                   
a

q
dSin

a

q

4
)(

)( 0

2

21

2

0

2021 π
δδψψ

δδπ
β

π

+=
+

= ∫  

 را 3 ربع بيضي نشان داده شـده در شـكل          مي بايستي حجم حاصل از دوران      Fجهت تعيين نيروي فشاري     
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  تئوري برخورد دو جسم در حالت كلي

انحنـاء در نقطـه   جهت بررسي تئوري برخورد دو جسم در حالت كلي فرض مي كنيم شعاعهاي اصـلي                     

22،   2 و براي جسم     ′RR,11،   1تماس براي جسم     ,RR′ بديهي است كه شعاعهاي اصلي مربـوط بـه     . د  ن باش

  . در دو صفحه عمود برهم قرار دارند 1بق شكل سم مطاهر يك از دو ج

  
  2                                                      شكل 1                          شكل 

 در نظـر مـي   2ق شـكل   قرار دارد مطاب′2R را كه روي شعاع اصلي انحناي  1 از جسم    mحال نقطه اي مثل     

  : باشد در اين صورت مي توانيم بنويسيم 1z برابر 1x مي كنيم كه فاصله قائم آن از محور گيريم و فرض
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 قرار داشته و فاصله قـائمش       1R كه روي شعاع اصلي انحناي       1 از جسم    n اي مثل    بطريق مشابه براي نقطه   
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    مابين نقاط واقع برروي سطوح دو جـسم در نزديكـي نقطـه تمـاس           zبنابر اين براي فاصله     . داده مي شود    
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),(حال از آنجائيكه محورهاي مختصات       22 yx       از دوران دستگاه مختـصات ),( 11 yx      حـول محـور z   بـه 
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),(در صفحه محورهاي    )  9 (معادله  . است   11 yx       است كه مركز آن    )  3 ( نمايشگر يك بيضي مطابق شكل

11بوده و محورهاي اطول و اقصرش در راستاهاي  منطبق oبر  , xy نيستند .  

 
 3شكل 

 نمايش دهيم و ,xyراستاي محور اطول و راستاي محور اقصر اين بيضي را به ترتيب با محورهاي نانچه چ

),(فرض كنيم زاويه گردشي كه محورهاي 11 yxورهاي  را بر مح),( yx منطبق مي كند برابر λ باشد داريم 
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 را به ترتيبي تعيين نمـود كـه جملـه           λمي توان زاويه    )  9 (در معادله   )  12 (رابطه تبديل   با جانشين كردن    
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  :كه در آن 
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  : مي توانيم بنويسيم ( a )طبق معادله حال همانطور كه قبلاً ديديم براي نقاط روي سطح تماس 

     ) 19 (                                                      zzzd =+==+− 2121 )( ωωα  
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  . فاصله المان از نقطه مورد بررسي است sسطح تماس و  از dA فشار وارد بر المان qكه در آن 
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  4                                                            شكل 

 y منطبق بوده و فاصله اش از محور x بر محور 4د بررسي در صفحه تماس مطابق شكل چنانچه نقطه مور

  :داريم )  20 ( فرض شود با استفاده از رابطه x*برابر 
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 فشار در مركز سطح تماس فرض شود ، مـي تـوانيم توزيـع فـشار روي سـطح تمـاس را                       0qحال چنانچه   
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 ـ  ( در نظر بگيريم كه در واقع نمايش تغييرات آن در محدوده سطح تماس                و  a2ا قطـر اطـول      يعني بيضي ب
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bbدر امتداد وتر    ه اين انتگرال برابر با سطح زير منحني تغييرات توزيع فشار            از آنجائيك بگيريم    مـي باشـد     ′

bbمي بايستي مساحت يك نيم بيضي با قطر اطول    :لذا داريم .  را تعيين كنيم 2q* و قطر اقصر ′
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abkروش محاسبه مقادير  qqq    براي تماس دو كره,,

12دو كره در تماس به شعاعهاي             ,RR                 را درنظر گرفته و فرض كنيد كـه بخـواهيم تحـت تـاثير نيـروي 
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abkر شويم كه همچنين مي توان مقادير  ست در اين مقطع متذك     ا لازم qqq  را با در دست داشتن نست ,,
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abk روش محاسبه مقادير qqq    براي تماس دو جسم اختياري,,

11دو جسم در تماس با شعاعهاي اصلي انحناء               ,RR′   22  و  براي جسم يك ,RR′      براي جسم دو را درنظر 

در ايـن  .  باشـد  βگرفته و فرض مي كنيم زاويه مابين صفحات شامل شعاع اصلي كوچكتر دو جسم برابـر    
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  روش تهيه جداول يا نمودارها

1001 در فاصــله kر مختلــف يواهيم بــراي مقــاد     فــرض كنيــد بعنــوان مثــال بخــ ≤≤ k مقــادير 
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  :مثال 

 و نسبت ,ABمطلوبست تعيين ضرايب 
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A براي برخوردهاي ذيل :  
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  تئوري برحورد هرتز

  :در تئوري برخورد دو جسم الاستيك ديديم كه رابطه مابين نيرو و تقرب بصورت      
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BA

q
k k

++
=

)(3

4

21

2
δδ

  

*است حال فرض كنيد دو جسم الاستيك با سرعت هـاي اوليـه              

1

*

2 ,vv          بيكـديگر نزديـك شـده و درنتيجـه 

 شروع به عمل كرده و سبب       Fدر اين صورت به محض تماس دو جسم نيروهاي فشاري           . برخورد نمايند   

  :لذا طبق قانون دوم نيوتن مي توانيم بنويسيم . تغيير سرعت هر يك از دو جسم مي گردند 

     ( b )                                                F
dt

dv
m −=2

F      و     2
dt

dv
m −=1

1  

12كه در آنها     ,mm        همچنين از آنجائيكه    .  نمايشگر اجرام دو جسم مي باشدα       مسافت نزديكـي دو جـسم 

  : سرعت نسبي لحظه اي حركت دو جسم بوده و داريم  ،است سرعت تقرب در هر لحظه

                                                                                            21 vv +=α&  
  : مي توانيم بنويسيم ( b )بنابر اين با استفاده از رابطه 

     ( c )                                                         2

3

21121 αα kkFkvv −=−=+= &&&&  
  :كه در آن 

                                                                                         
21

21
1

mm

mm
k

+
=  

  :اما از آنجائيكه . است 

                                                                                           αααα dd &&&& =  
  : بصورت ( c )لذا رابطه . است 

     ( d )                                                                    2

3

21 α
α
α

αα kk
d

d
−==

&
&&&  

  : داريم ( d )با انتگرال گيري از طرفين رابطه . نوشته مي شود 

                                                                             ∫ ∫−=
α α

αααα
0

2

3

21

v o

dkkd &&  

  :ويا 

     ( e )                                                                    2

5

21

2

0

2

5

4
αα kkv −=−&  
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يا بعبارت ديگر در شروع برخورد مـي  و  t=0 سرعت نسبي اوليه برخورد دو جسم در لحظه  0vكه در آن    

 ( e )لـذا بـا اسـتفاده از رابطـه     .  برابر صفر است &αبهنگاميكه تقرب ماكزيمم است ، سرعت نسبي . باشد 

  :داريم 

                                                                                     5

2

21

2

0
max )

4

5
(

kk

v
=α  

   :( a )با استفاده از رابطه  همچنين

                                                                    6.0

21

2

0
2

2

3

max2max )
4

5
(

kk

v
kkF == α  

  : داريم ( e )جهت تعيين رابطه مابين تقرب و زمان با استفاده از رابطه 

                                                 2

5

max

0
2

5

21

2

0 )(1
5

4

α
α

α
α

α −=−== vkkv
dt

d
&  

  :پس 

      ( f )                                                                   ∫
−

=
α

α
α

α

0
2

5

max

0

)(1

1 d

v
t  

  :در نتيجه مدت زمان تماس بصورت 

     ( g )                            

0

max

0

max

0

max

1

0 0

max2

1

5

3

0

max

1

0
2

5
0

max

0
2

5

max

0

94.2

)
10

9
(

)
5

2
(

5

4

)
10

9
(

)
5

2
()

2

1
(

5

4

)
2

1
,

5

2
(

5

4
)1(

5

4

1

2

)(1

2 max

vvv

v
dxxx

v

z

dz

v

d

v
d

αα
π

α

αα

α

α
α

αα

=
Γ

Γ
=

Γ

ΓΓ
=

Β=−=

−

=

−

=

∫

∫∫

−−
  

  . به ترتيب توابع بتا و گاما مي باشند ,ΒΓداده مي شود كه در آن 
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  وروابط تقريبي تقرب و نير

  : بصورت Hunterيك رابطه تقريبي معقول مابين تقرب و زمان توسط شخصي بنام      

     ( h )                                                                    
max

0

max

068.1

α
αα

tv
Sin=  

 ( c )تـه و در رابطـه   تق گرفان مـش  دو بار نسبت به زم( h )در نتيجه چنانچه از رابطه . پيشنهاد شده است 

  : جانشين كنيم داريم &&αبراي 

     ( i )                                                        
max

0

max1

2

0

1

068.114.1

αα
α tv

Sin
k

v

k
F =−=

&&  

  : را بصورت ( h )حال اگر آرگومانت تابع سينوسي در رابطه 

                                            
d

ttvtvtv π
α

π
αα

==
×

=
max

0

max

0

max

0

9432.29432.2

9432.2068.1068.1  

  :بنويسيم ، مي توانيم نتيجه گيري كنيم 

     ( j )                                                                             
d

t
Sin

π
αα max=  

  و

     ( k )                                      

d

t
SinF

d

t
Sin

kk

v
k

d

t
Sin

kk

v
k

d

t
Sin

k

v

d

t
Sin

dk
F

ππ

ππ

π
α

ππ
α

π

max

6.0

21

2

0

2

4.0

2

2
6.0

21

2

0

2

max

2

1

2

0

2

max2

1

2

)
4

5
(

)
5

4
(

94.2
)(

)94.2(

==

=

==

  

  .وبي بصورت پالس نصف سينوسي ارايه نمود ي توان تقرب و نيرو را با تقريب خپس م
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 و t=0 در لحظـه  α=0 بصورت عددي مي توانيم بـا اسـتفاده از شـرط اوليـه     ( c )   جهت حل معادله

 فلوچارت ذيل مقادير تقرب و نيروي متناظر با آن  همراه با فرمول تيلور طبق( e ) و ( c )بكارگيري روابط 

tntرا در هر لحظه    . تعيين كرده و نتيجه نهايي را با تقريب پالس نصف سينوسي مقايسه كنيم =∆

  

  ورودي 

012 ,, vkk  
0=α 0 و=n 

nnتخمين  αα &&& ,  

2

5

21

2

0
5

4
nn kkv αα −=&  

2

3

21 nn kk αα −=&& 

111محاسبه  ,, +++ nnn Ft α  

nnnn

t
t αααα &&&

2

2

1

∆
+∆+=+

2

3

121 ++ = nn kF α  
tntn ∆+=+ )1(1 

  ثبت مقادير

111 ,, +++ nnn Ft α 

1+= nn 

tnt ∆= 
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  :مثال 

  :براي حالات ديل مطلوبست تعيين مقادير پارامترهاي ضربه 

( a 1بشعاع  برخورد كرهR 2 با يك كره بشعاعR .  

( b 1 برخورد كره بشعاعR با يك صفحه مسطح وزين .  

( c 1 برخورد كره بشعاعR با يك صفحه مسطح كاملاً صلب و وزين .  

  :حل 

  : داريم 2Rكره بشعاع   با يك1Rعاع ديديم براي برخورد كره بشفبلاً 

                                                            1=
B

Aو          )
11

(
2

1

21 RR
BA +==  

abkهمچنين در روش محاسبه مقادير       qqq =1دو كره ديديم از آنجائيكه  براي تماس   ,,
B

A  مي باشد مقـدار 

b

a
k   : نيز برابر واحد است و نتيجه گرفتيم =

                                               
π
1

=kq     3     و π== ba qq     و     ba =  

  : با يك صفحه مسطح نيز ديديم 1Rدر برخورد كره بشعاع 

                                                                      1=
B

A     و     
12

1

R
BA ==  

=1در نتيجه براي اين حالت نيز از آنجائيكه 
B

A مي باشد مي توانيم بنويسيم :  

                            
π
1

=kq          3   و π== ba qq     و     ba
b

a
k =⇒== 1  

  . داريم ( a )حال جهت تعيين پارامترهاي ضربه براي حالت 

              
21

21

2121

2 )
1

(
3

4

)(3

4

RR

RR
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q
k k
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=
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=

δδπδδ
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                                            3
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2121
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)(4
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RR

RRF
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qba a +

+
=

+

+
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δδπδδ  

                            
a

F

a

F

RR

RRa

k
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3)(

4

3)(
)( 21

3
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21

2

3

2

2

δδπ
φ

δδ
α

+
=

+
=

+
==  

                                    5

1

21
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5

2

21

2121

2
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2

21

2

0

max )(
)(16

)(15
)
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5
(
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RR

mm

mmv
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v +
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+
==

δδπ
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                                   5

1

210
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5

2
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0

max )()(
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53.494.2
RRv
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mm
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v
d

+








+

+
== δδ

α  
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3

21
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1

4

2121
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21
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5

1
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2121

21

2
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21

2110

1

21
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max2
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+
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+
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δδδδ
π

π

δδπ
δδππ

α
δδππ

α
π

α
α

παππ

  

   :( b )بطريق مشابه براي حالت 

                 3
121 )(

4

3
RFba δδ

π
     و     ==+

21

1

2
3

4

δδπ +
=

R
k     و     

1

1

1

m
k =  

                        
5

2

1

211

2

0
max

16

)(15











 +
=

R

mv δδπ
α      و     

a

F

R

a )(

4

3 21

1

2 δδπ
α

+
==   

                                
5

1

3

1

4

21

1

2

0

max
)(










+
=

R

mv
q

δδ
     و     

5

2

10

211 )(
53.4











 +
=

Rv

m
d

δδ  

( cنيز مي باشد لذا داريم حه علاوه بر وزين بودن كاملاً صلب از آنجائيكه در اين حالت صف :  

                                                                         0
1

2

2

2
22 =

−
=⇒∞=

E
E

π
υ

δ  

  :پس .  را برابر صفر قرار دهيم 2δ ، ( b )براي حالت بنابر اين كافي است كه در روابط بدست آمده 

  
a

F

R

a 1

1

2

4

3 δπ
α 3     و     ==

11
4

3
RFba δ

π
     و    ==

1

1

2
3

4

δπ

R
k      و     =

m
k

1
1 =  

         
5

1

3

1

4

1

1

2

0

max 







=

R
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δ
     و     

5

2
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1153.4











=
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m
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δ     و     
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2

1
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0
max
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=

R

mv δπ
α   
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   )Andrewsتئوري ( تئوري برخورد الاستيك پلاستيك 

2بواسطه محدوديت كاربرد معادله          

3

2αkF  در تحليل برخوردهاي شامل تغييـر شـكلهاي الاسـتيك و            =

       را مـورد بررسـي قـرار        0v و سـرعت نـسبي برخـورد         Rبرخورد دو كره نرم و يكسان با شـعاع          پلاستيك  

 ، فرض مي شود كه هر يك از دو كره به تنهايي با سـرعت          Andrewsبر اساس تئوري برخورد     . مي دهيم   

02نصف سرعت نسبي برخورد يعني      

1
v         2=∞(  با صفحه كـاملاً صـلب و وزينـيm 2=∞ وE (   مطـابق

  . برخورد نمايند aشكل 

  
  a                   شكل                                        

 در اين صورت همانطور كه در تعيين مقادير پارامترهاي ضربه براي برخورد الاستيك كره با صفحه مـسطح                  

  :كاملاً صلب و وزين ديديم داريم 

                  R
E

k
22

13

4

υ−
   و       =

m
k

1
1 02     و     = =δ     و     

Eπ
υ

δ
2

1

1−
=   

                                                             
R

a 2

=α.          3و

2

4

)1(3

E

F
ba

υ−
==  

  .د كه مدت زمان تماس شامل سه مرحله باشد همچنين بر اساس اين تئوري فرض مي شو

كه از قانون هرتـز تبعيـت مـي كنـد بعبـارت ديگـر در ايـن مرحلـه رابطـه            فشردگي الاستيك اوليه     -1

2

3

2αkF *اين مرحله تا ايجاد يك تنش يا فشار بحراني مفروض مثل            .  صادق است    =
0q    در مركـز

  ..ي يابد سطح تماس ادامه م

فشردگي كه از پايان مرحله اول آغاز مي شود و در خلال آن يك منطقـه پلاسـتيك محاصـره شـده           -2

*بوسيله يك حلقه الاستيك از مركز سطح تماس بطرف بيرون آن تحت فشار ثابت               
0q    رشد مي يابد 

. 
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گردد و در خـلال آن دايـره      بازگشت كه با به صفر رسيدن سرعت نسبي برخورد دو جسم آغاز مي               -3

پلاستيك ايجاد شده در پايان مرحله دوم كه بوسيله حلقه الاستيك محاصـره شـده اسـت بـصورت                   

الاستيكي تحت فشار ثابت الاستيكي پاياني مرحله دوم به ترتيبي بازگشت مي نمايد كه شعاع دهانه                

 ايجاد شده در پايان مرحلـه دوم        حله برابر با شعاع دايره پلاستيك     دائمي تغيير شكل در پايان اين مر      

 .باشد 

  :توزيع فشار الاستيكي بوسيله رابطه  aحال همانطور كه قبلاً ديديم براي يك سطح تماس دايره اي به شعاع

                                                                                    2220 yxa
a

q
q −−=  

),(چنانچه فاصله نقطه به مختصات      . داده مي شود     yx              واقع در داخـل محـدوده سـطح تمـاس را از مركـز 

  : نمايش دهيم مي توانيم بنويسيم rسطح تماس با 

     ( a )                                                                               220 ra
a

q
q −=  

  :اما 

     ( b )                                                3

2

4

)1(3

E

RF
a

υ−
     و     =

20
2

3

a

F
q

π
=  

 و ( a )با استفاده از روابـط   a از مركز يك سطح تماس دايره اي به شعاع rپس فشار الاستيكي در فاصله 

( b ) براي برخورد الاستيك يك كره با صفحه مسطح كاملاً صلب و وزين بصورت :  

     ( c )                                                                               
R

raE
q

)1(

2
2

22

υπ −

−
=  

 خلال مدت زمان دوام مرحله اول قـانون هرتـز صـادق اسـت و ايـن مرحلـه       از آنجائيكه در  . داده مي شود    

*بهنگامي خاتمه مي يابد كه فشار در مركز سطح تماس برابر فشار بحراني              
0q       شود ، لذا چنانچه شعاع سطح 

  : مي توانيم بنويسيم ( c )رابطه  نمايش دهيم با استفاده از 1aتماس در پايان مرحله اول را با 

     ( d )                                                                             
E

Rq
a

2

)1( 2*
0

1

υπ −
=  

  :همچنين از آنجائيكه 

                                                                                                       
R

a 2

=α  

  : نمايش دهيم داريم 1αلذا چنانچه فاصله تقرب در لحظه پاياني مرحله اول را با . است 

     ( e )                                                               
2

222*
0

22
1

1
4

)1(

E

q
R

R

a υπ
α

−
==  

  : توانيم بنويسيم جهت تعيين سرعت تقرب مي
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                                                                             αααααα dkkdd 2

3

21−== &&&&  
  :پس 

                                                                                  ∫∫ −=
αα

αααα
0

2

3

21

2

1
0

dkkd

v

&

&&  

  :در نتيجه 

                                                                                 2

5

2
0

210

5

16
1

2
αα

v

kkv
−=&  

  :و يا 

     ( f )                                                                              2

5
0 )(1
2 ϕ

α
α −=

v
&  

  :كه در آن 

                                                                                              5

2

21

2
0 )

16

5
(

kk

v
=ϕ  

نمـايش دهـيم بـا     &1αبنابر اين چنانچه سرعت تقرب در لحظه پايـاني مرحلـه اول را بـا        . اختيار شده است    

  : داريم ( f )استفاده از رابطه 

     ( g )                                                                            2

5
0

1 )(1
2 ϕ

α
α −=

v
&  

  : داريم ( f )همچنين جهت تخمين مدت زمان دوام مرحله اول با استفاده از رابطه 

                                                                                   ∫∫
−

=
11

0
2

5
00

)(1

2
α

ϕ
α

αd
v

dt

t

  

كه با جانشين كردن 
ϕ
α

=z بصورت :  

     ( h )                                                                             ∫
−

=
ϕ
α

ϕ
1

0
2

5
0

1

1

2

z

dz

v
t  

  .داده مي شود 

 نمايش دهيم اين سطح تماس همانطور    aحال چنانچه شعاع لحظه اي سطح تماس در مرحله دوم را با                  

  .شده است داراي دو منطقه پلاستيك و الاستيك خواهد بود  نشان داده bكه در شكل 
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  b                                                       شكل     

 فـرض كنـيم از      1rع منطقـه پلاسـتيك را        است شعا  aبرابر  چنانچه بهنگاميكه شعاع لحظه اي سطح تماس        

*آنجائيكه منطقه پلاستيك تحت تاثير فشار ثابت 
0qدر منطقه پلاستيك بصورت ولذا نير  مي باشد :  

     ( i )                                                                                       *
0

2
1 qrFP π=  

1raجهت تعيين نيرو در حلقه الاستيك به ضخامت . نوشته مي شود    : داريم ( c ) با استفاده از رابطه −
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1rrمچنين از آنجائيكه در ه = ، q مي بايستي برابر *
0q باشد با استفاده از رابطه ( c ) مي توانيم بنويسيم :  

     ( k )                                                              2*
02

2222
2
1

2

4

)1(
q

E

R
ra

υπ −
=−  

  : بصورت 1α برحسب ( e )كه با استفاده از رابطه 

     ( l )                                                                                   1
2
1

2 αRra =− 
 از ( i )در معادلـه   1rبنابر اين نيرو در هر لحظه در منطقه پلاستيك با جانشين كردن براي . نوشته مي شود 

  : بوسيله رابطه ( l )معادله 

     ( m )                                                                         *
01

2 )( qRaFP απ −=  
 ( j ) در معادلـه  ( k )همچنين نيرو در هر لحظه در منطقه الاستيك با جانشين كردن رابطـه  . داده مي شود 

  :بصورت 
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     ( n )                                                                   3*
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223 )1(
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1
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υπ −
=  

  : ارايه كنيم داريم 1α بر حسب ( e ) را با استفاده از رابطه ( n )چنانچه معادله . نوشته مي شود 

                                                                                            3*
013

2
qRFE απ=  

  :بنابر اين كل نيرو در هر لحظه در مرحله دوم بصورت 

                                                                      *
01

2 )
3

1
( qRaFFF EP απ −=+=  

αRaاما از آنجائيكه در هر لحظه . داده مي شود    : است مي توانيم بنويسيم 2=

     ( o )                                                                           *
01)3

1
( qRF ααπ −=  

  :در نتيجه معادله حركت در مرحله دوم بوسيله رابطه 

                                                                            *
01)3

1
( qRmF ααπα −=−= &&  

  :ويا 

     ( p )                                                                             αηαηα 2
1

2

3

1
−=&&  

*داده مي شود كه در آن 
0

2 q
m

Rπ
η   : بصورت ( p )جواب معادله ديفرانسيل .  است =

                                                                                    21 )( ctSinc ++= ϕηα  
  : داريم ( p )با جانشين كردن اين جواب در معادله ديفرانسيل . نوشته مي شود 

                                                                                                     12 3

1
α=c  

  :پس 

                                                                                 11 3

1
)( αϕηα ++= tSinc  

  :همچنين 

     ( q )                                                                           )(1 ϕηηα += tCosc&  
از آنجائيكه شرايط انتهايي مرحله اول بعنوان شرايط ابتدايي مرحله دوم بكارگرفته مي شوند ، لذا مي بايستي 

t ( 1αα=0( در شروع مرحله دوم  1αα و = &&   :بنابر اين . شد  با=
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1
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  :پس 
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  :بنابر اين 
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همچنين در پايان مرحله دوم مي بايستي سرعت نسبي برخورد دو جسم برابر صفر باشد در نتيجه با جانشين 

  : مدت زمان دوام مرحله دوم بصورت ( q ) در رابطه &α=0كردن 

     ( s )                                                                                  
η

ϕ
π 1

)
2

(2 −=t  

 نمايش دهيم با استفاده از معادله       2αرا با   همچنين چنانچه تقرب در لحظه پاياني مرحله دوم         . داده مي شود    

( r ) داريم :  

     ( t )                                                                  1
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  :در نتيجه شعاع سطح تماس در پايان مرحله دوم بوسيله رابطه 
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 مـي تـوانيم   ( l ) با استفاده از رابطـه  جهت تعيين شعاع منطقه پلاستيك در پايان مرحله دوم .اده مي شود د

  :بنويسيم 
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 مراحل مختلف برخـورد الاسـتيك پلاسـتيك را مجـدداً            cحال قبل از بررسي مرحله سوم با توجه به شكل           

در پايان مرحلـه فـشردگي الاسـتيك اوليـه مقـدار            . ود  همانطور كه در شكل ملاحظه مي ش       .مرور مي كنيم    

    است در پايان فشردگي بعدي كـه از پايـان مرحلـه اول آغـاز       1a و شعاع سطح تماس برابر       1αتقرب برابر   

در روي اين سـطح تمـاس منطقـه اي          .  است   2a و شعاع سطح تماس برابر       2αمي شود مقدار تقرب برابر      

*بشعاع 
1r بصورت پلاستيك و حلقه اي به ضخامت *

12 ra   . بصورت الاستيك مي باشد −
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 c                                                         شكل 

ست كه اين منطقه حاوي دايره پلاسـتيك و حلقـه الاسـتيك دور آن بـصورت            در مرحله آخر فرض بر اين ا      

AAالاستيكي به موقعيت      باز مي گردد كه در اين موقعيت شعاع سطح تماس برابر شعاع منطقه پلاستيك               −

*در پايان مرحله دوم يعني      
1r         شكل دائمي ايجاد شده برابر       مي باشد در نتيجه شعاع دهانه تغيير*

1r   خواهـد 

 را a نمايش تغييرات فشار الاستيكي در روي سطح تماس بـه شـعاع   ( c )چنانچه با استفاده از رابطه . بود 

BB هاي موقعيتكه مابين  AA و −    )dشكل (  رسم كنيم  واقع شده است−

  
  dشكل                                                     eشكل                           

  
  f شكل                                                        

CCملاحظه خواهيم كرد كه جهت عودت موقعيـت          DD بـه    −  مـي بايـستي از روي حلقـه الاسـتيك           −

 و از روي دايره پلاستيك نيـروي ناشـي از توزيـع فـشار مطـابق      eز توزيع فشار مطابق شكل نيرويي ناشي ا 

  ) c(بنابر اين در مرحله بازگشت نيرو بواسطه حلقه الاستيك بـا اسـتفاده از رابطـه    .  را مرتفع نمود fشكل 

  :بصورت 
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  :همچنين نيرو بواسطه دايره پلاستيك بصورت . داده مي شود 
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  :در نتيجه كل نيرو در هر لحظه در مرحله سوم بوسيله رابطه . ارايه مي گردد 
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  :جهت تعيين معادله حركت در اين مرحله مي توانيم بنويسيم . داده مي شود 

                                        







−+−

−
=−=

2*
1

22*
1

2

3
2*

1
2

2
)(

3

2

)1(

2
rarra

R

E
mF

υ
α&&  

αRaاما از آنجائيكه در هر لحظه    : است داريم 2=
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*2و يا با فرض 
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  :حال از آنجائيكه 
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  :است داريم 
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  )t=0( اما شرايط اوليه در مرحله سوم همان شرايط پاياني در مرحله دوم است لذا در شروع مرحله سوم                   

2αα 02 و = == αα   :بنابر اين .  است &&
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120 ααααααα RRRRRaRrRv =+−=+−=−=  

&&αو از آنجائيكه  Rv   : است داريم =

                                                                                               020 == α&& Rv  
  :پس 
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  :كه در آن 
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 3aكه در پايان مرحله سوم شـعاع سـطح تمـاس كـه آنـرا            ت باشيم    در نظر داش   در اينجا مي بايست   . است  

*فرض مي كنيم برابر با شعاع منطقه پلاستيك در پايان مرحله دوم يعنـي               
1r    در نتيجـه چنانچـه   .  مـي باشـد

αRaبا استفاده از رابطه  فرض كنيم 3αمسافت تقرب در پايان مرحله سوم را    : داريم 2=

                                                                                            2*
13

2
3 rRa == α  

   :( v )اما با استفاده از رابطه 

                                                                         )( 121
2
2

2*
1 ααα −=−= RRar  

  :پس 

                                                                                               123 ααα −=  
  همچنين از آنجائيكه براي انتگرال گيري 

                                                                                               2*
1rRv −= α  
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  : نمايش دهيم داريم fv در پايان مرحله سوم را با vاختيار شده است لذا چنانچه مقدار 

                                                                       0
2*

1

2*
1

2*
13 =−=−= rrrRv f α  

حال چنانچه 
0v

v
z   : اختيار گردد مي توانيم بنويسيم =
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 در &v در پايان مرحله سوم مـي تـوانيم مقـدار    v با جانشين كردن مقدار ( w )همچنين با استفاده از رابطه 

  :بنابر اين  نمايش مي دهيم محاسبه كنيم &fvپايان اين مرحله كه آنرا با 
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10اما ،  αRv )( و = 12
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1 αα −= Rr در نتيجه :  
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  :كه در آن 
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   پلاستيك-مطالعه تغييرات نيرو برحسب زمان در برخورد الاستيك

     جهت بررسي تغييرات نيرو برحسب زمان در مرحله اول مي بايستي ابتدا مدت زمان دوام مرحله اول را                  

  :با استفاده از رابطه 

                                                                                        ∫
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  : را بصورت zf)(بدين منظور چنانچه تابع . محاسبه كنيم 
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ϕ  

  :اختيار كنيم داريم 

                                                                                               ∫=
ϕ
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1 )( dzzft  

 تا   0پس كافيست كه فاصله     
ϕ
α1    را به n  م كرده با استفاده از قانون ذوذنقه يا سيمپسون سطح         ي قسمت تقس 

 تا   0 را در فاصله     z برحسب   zf)(زير منحني تغييرات    
ϕ
α1    بدين ترتيب مدت زمـان دوام      .  تخمين بزنيم

 قـسمت  1n را بـه  1tدر قدم بعدي چنانچه مدت زمان دوام مرحلـه اول يعنـي      . مرحله اول تعيين مي گردد      

  :تقسيم كنيم داريم 
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n

t
t =∆  

10با آن در هر لحظه از زمان         و نيروي متناظر     &&αدر نتيجه جهت تخمين      t≤≤ τ        با استفاده از بـسط تيلـور 

  :مي توانيم بنويسيم 
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∆

+∆+=
∆−=∆−=∆−=∆= tnttnttnttnt

t
t

)1(

2
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  :كه در آنها 

                                                                   
2

1

2

5

)1(

2

5

0

)1(
1

2








−=

∆−=

−

∆−= tnttnt

v
αϕα&  

  و

59



                                                                             2

3

)1(21)1( tnttnt
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∆−=∆−=
−= αα&&  

بـديهي اسـت    .  مشخص باشد    t=0 در لحظه    αكافيست مقدار    ) n=1( بر اين در لحظه شروع      است بنا 

  نياز به منظور كردن جملات با مشتقات بالاتر از مرتبه دوم در بـسط تيلـور باشـد                   αچنانچه جهت تخمين    

  :بطه مي توانيم با مشتق گيري متوالي از را

                                                                                               2

3

21 αα kk−=&&  
 كوچـك اسـت     ∆tدر برخي موارد از آنجائيكه      . جملات با مشتقات بالاتر را نيز در بسط تيلور منظور كنيم            

مودن فقط سه جمله از بسط تيلور در محاسبات جهت بدست آوردن نتايج قابـل قبـول                ممكن است منظور ن   

  .كفايت كند 

  :در مرحله دوم داريم 
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αα +++= tSin
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  و
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)(2 +−= tt  

211بنابر اين نيرو در اين مرحله در هر لحظه از زمان  ttt +≤≤ τ بصورت تحليلي با استفاده از رابطه :  

                                                                                                      
k

F
α&&

−=  

         اسـت   1t=τ در شـروع مرحلـه دوم مطـابق لحظـه زمـان              t=0از آنجائيكـه لحظـه      . قابل محاسبه اسـت     

  :مي توانيم بنويسيم 

                                                                                                      1tt −= τ  
211 در فاصله τ براي هر لحظه ( a )در نتيجه رابطه  ttt +≤≤ τ مي تواند بصورت :  

                                                         [ ] 11
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  .نوشته شود 

  :ه سوم داريم در مرحل
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  :بنابر اين مي توانيم با تخمين سطح زير منحني تغييرات تابع 
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     عمل كرديم مـدت زمـان دوام مرحلـه سـوم            1tهمانگونه كه براي تخمين      به   1 تا   0 در فاصله    zبرحسب  

 )3t (  همچنين از آنجائيكه . را محاسبه كنيم:  
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  تئوري برخورد براي اجسام ويسكو الاستيك

  :     در تئوري برخورد دو جسم الاستيك ديديم كه بر طبق قانون هرتز رابطه مابين نيرو و تقرب بصورت 
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الاستيك روابط مابين تنش و كـرنش       كوحال جهت بدست آوردن رابطه مابين نيرو و تقرب براي حالت ويس           

      ه سه بعدي مورد بررسـي قـرار داده و بـا روابـط نظيـرش در الاستيـسيته مقايـسه                     را براي ويسكو الاستيسيت   

  .مي كنيم 
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الاستيك را تحت شـرايط بـرش       ي متداول است كه رفتار جسم ويسكو      در تئوري ويسكو الاستيسيته سه بعد     

 خالص و انبساط خالص مورد بررسي قرار مي دهند بدين منظـور تانـسورهاي تـنش و كـرنش را برحـسب                

  :مؤلفه هاي انحرافي هيدرواستايتك بصورت 
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  : داريم ( e ) در رابطه ( b )با جانشين كردن روابط 

                      ijkkijij
kk

ijijkkij
kk

ij kk δεµεδ
ε

εµδεµδ
σ

σ ***** 2)
3

(2)
3

2
(

3
+=++−=+  

  :پس 

     ( f )                                                        kkkk k εσ **      و      =3* 2 ijij µεσ =  

  : تبديل لاپلاس بگيريم داريم ( f )چنانچه از رابطه 

     ( g )                                                                                   ** 2 ijij LL εµσ =  

 ارايـه شـوند   µ و k* نتيجه مي گيريم كه چنانچه روابط الاستيك برحسب ( g ) و ( d )با مقايسه روابط 

]1[ را بـا  µجهت بررسي حالت ويسكوالاستيك كافي است در تبديل لاپلاس معادلات الاسـتيك           ψµ &L− 

  : را بنويسيم داريم ( a )بنابر اين چنانچه تبديل لاپلاس طرفين رابطه . تعويض كنيم 

                                       2

3

1

**

*

)
3

1
(3

1

)
3

1
(4

3

4
α

µµµ

π
L

kk

k

BA

q
LF k

−



















+
+

++
=  

]1[ را با µحال چنانچه  ψµ &L− تعويض كنيم خواهيم داشت :  

    2
3

1

**

*

)1(
3

1
3

1

)1(
3

1
)1(4

3

4
α

ψµψµψµ

π
L

LkLkL

k

BA

q
LF k

−
























 −+
+






 −+−+
=

&&&

  

در مقايـسه بـا جملـه اول قابـل          اما براي غالب اجسام ويسكوالاستيك جمله دوم در طـرف راسـت معادلـه               

µمچنيناغماض است ه
3

1* >>k1( مي توان از  مي باشد و(
3

1
ψµ &L− در مقابل *kپس .  صرفنظر نمود:  

                                                             )(
3

16
2

3

2

3

ψααµ
π

&LLL
BA

q
LF k −

+
=  

  :در نتيجه با پيدا كردن تبديل معكوس داريم 

                                                   







−−

+
= ∫ ηηαηψαµ

π
dt

BA

q
F

t

k )()(
3

16
2

3

0

2

3

&  

  : ارايه شده در قسمت تئوري برخورد هرتز بصورت ( c )همچنين معادله حركت با استفاده از رابطه 

                          







−−

+
−=

+ ∫ ηηαηψαµ
π

α dt
BA

q

mm

mm
t

k )()(
3

16
2

3

0

2

3

21

21
&&&  
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  : است مي توانيم بنويسيم iµ زمان آسودگي متناظر با iτتعريف شود كه در آن 
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  ) برنولي -معادله اويلر( ارتعاش خمشي تيرها 
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با استفاده از اين دو رابطه مي توان بسادگي نتيجه گيري كرد كه بواسطه آنكه .  شوند نوشته مي
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  :ارتعاش مي بايستي داشته باشيم  همچنين جهت نرماليزه كردن مودهاي طبيعي
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  :بصورت  ) 18( ر نتيجه رابطه د
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  :پس . نوشته مي شود 
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  :چنانچه از طرفين اين رابطه تبديل لاپلاس بگيريم داريم 
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  :پس 

 )     21     (                 )0(
1

)0(
)(

)()(
222222

**

n

n

n

nn

nn
ss

s

s

tLP
xYtL η

ω
η

ωω
η &

+
+

+
+

+
=  

  :اما 

                                                                                tLSin
s

n

nn

ω
ωω
11

22
=

+
  

  و

                                                                                   tLCos
s

s
n

n

ω
ω

=
+ 22

  

  بصورت  ) 21( در نتيجه رابطه 
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  :مي توانيم بنويسيم  ) 16( همچنين با استفاده از رابطه 
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  :بصورت  ) 22( بنابر اين رابطه 
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  :داريم  ) 16( درنتيجه با استفاده از رابطه . نوشته مي شود 
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  برخورد عرضي جرم الاستيك روي يك تير 

bxو فرض كنيد اين تير در موقعيت       مطابق شكل را در نظر بگيريد        l     تيري بطول     تحت تاثير ضـربه  =

  . است قرار بگيرد 0v كه در لحظه برخورد داراي سرعت mيك جسم الاستيك به جرم 

  
* در محل تمـاس را       mدر اين صورت چنانچه جابجايي جرم       

2U              و خمـش تيـر را در همـين موقعيـت بـا 
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U

=

*

  : نمايش دهيم مي توانيم بنويسيم 1
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1
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  : داريم mاما طبق قانون دوم نيوتن براي جرم 

                                                                 
m
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  :پس 

                                                                         ∫ ∫∫∫ −=
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  :در نتيجه 

                                                                                   ∫ ∫−=
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m

tvU
0 0
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2

1  

همچنين جابجايي ديناميكي خمش تير براي تيري كه در دو انتها روي تكيه گاههـاي سـاده قـرار گرفتـه در                      

bxxموقعيت  ==   : با جانشين كردن *

                                                                              0)0,()0,( ==
== bxbx

xyxy &  

73



  :بصورت  ) 27(  رابطه در
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   ) :14(  كه در آن با استفاده از رابطه .داده مي شود 
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  :در نتيجه . است 
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  :كه در آن 
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  :پس . اختيار شده است 
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حال چنانچه فرض كنيم ضربه بر وسط تير يعني موقعيت 
2

l
bx   : وارد شود داريم ==
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ππ  

  : داريم nهمانطور كه ملاحظه مي كنيد براي مقدير زوج 

                                                                                                  0
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  :در نتيجه 
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  :بصورت  ) 27(  از طول تير با استفاده از رابطه xهمچنين جابجايي خمشي تير در هر وضعيت 
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جهت تعيين تنش ديناميكي تير در لبه هاي بالايي و پاييني چنانچه ارتفاع سطح مقطع تير را . نوشته مي شود  

h2يسيم  فرض كنيم مي توانيم بنو:  
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  روش محاسبه نيرو در برخورد عرضي جرم الاستيك روي يك تير

  : تقرب بوسيله رابطه l     قبلاً ديديم كه در برخورد عرضي جرم الاستيك روي وسط يك تير بطول 
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  :داده مي شود كه در آن 
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*براي جابجايي 

2U جرم الاستيك همچنين مي توانيم بنويسيم :  

 )     4    (                                                                                 FUm −=*2&&  
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يرو را در هـر  را كسر كوچكي از دوره تناوب فركانس اصلي تير اختيار كرده و ن            ∆tحال چنانچه نمو زماني     

  :بصورت  ) 5(  ثابت فرض كنيم رابطه ∆tفاصله زماني 

 )     a6     (                        

1

2

01

2

0

0

10

*

2

)
2

1
11(

)(
)
2

1
1(

)(

)(
1

F
m

t
tvF

m

t
tv

dFt
m

tvU

t

tt

+−
∆

−∆=−
∆

−∆=

−∆−∆= ∫
∆

∆=
ζζ

  

*جهت تعيين . نوشته مي شود 

2U در لحظه زماني tt ∆=   : با تكرار عمليات مشابه داريم 2
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  :مي توانيم بنويسيم  ) b6( و  ) a6( با بررسي روابط 
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  :مي توانيم بنويسيم  ) 3( همچنين با استفاده از رابطه 
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*جهت تعيين 

1u در لحظه زمان tt ∆=   : با تكرار عمليات مشابه داريم 2
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  :مي توانيم بنويسيم  ) b8( و  ) a8( با بررسي روابط 
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  :حال از آنجائيكه براي برخورد الاستيك طبق تئوري برخورد هرتز رابطه مابين نيرو و تقرب بصورت 
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  :داريم . مي باشد 
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L,3,2,1=k، tktمي توان نيرو را در لحظات زمـاني          ) 11( با استفاده از رابطه       بـا در دسـت داشـتن    =∆

 t=0از آنجائيكه مقدار تقرب در لحظه زمـاني  .  قدم به قدم محاسبه نمود       t=0 در لحظه زمان     مقدار نيرو 

.  برابـر صـفر مـي باشـد     t=0مقـدار نيـرو در لحظـه زمـان      ) 10( برابر صفر است لذا با استفاده از رابطه       

مي توان بعد از تعيين مقدار نيرو در هـر قـدم ، مقـدار تقـرب را نيـز در                   ) 10( ز رابطه   همچنين با استفاده ا   

*جهت تعيين جابجايي جرم الاستيك . همان قدم تعيين نمود     

2U و جابجايي خمشي تير *

1U   مي تـوان بعـد 

بمنظـور تعيـين تـنش در لبـه         . استفاده كرد    ) 9( و   ) 7( بط  از تعيين مقدار نيرو در هر قدم به ترتيب از روا          

  :داريم  ) 28( هاي بالايي و پائيني تير با استفاده از رابطه 
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*در نتيجه با تكرار روش مشابه با انچه كه جهت تعيين 

1U ه داديم مي توانيم بنويسيم ارائ:  
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مي توان بعد از تعيين مقدار نيرو در هر قدم ، مقادير تنش در لبـه هـاي بـالايي و                      ) 12( با استفاده از رابطه     

پائيني تير را در موقعيت 
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l
x   . در همان قدم تعيين نمود =
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  جنبه هاي ارتعاشي ضربه 

       در تئوري كلاسيك ضربه ، اجسام برخورد كننده بصورت اجرام نقطه اي در نظر گرفتـه شـده و فـرض                    

 بطور آني تحت تـاثير  مي شود كه اجزاء متشكله هر جسم بصورت صلب به يكديگر مرتبط بوده و در نتيجه           

 ) disturbance( قت واقعيت اين است كه آشفتگي اما در حقي. تغيير حركت بواسطه ضربه قرار مي گيرند  

ايجاد شده در نقطه تماس از طريق نقطه يا سطح تماس دو جسم برخورد كننده به داخل آنها انتشار يافتـه و                  

بنـابر ايـن همـه مقـاطع هريـك از دو جـسم       . بعد از انعكاس در سطوح مرزي آنها سبب ارتعاش مي گردد     

تاثير نيروي يكسان واقع نمي شوند و همچنين تغيير شكلهاي محلي گـذرا             برخود كننده بطور همزمان تحت      

 )transient (                و تنشهاي ايجاد شده بوسيله اين آشفتگي با استفاده از تئوري كلاسيك ضـربه قابـل تحليـل

پيش بينـي هـاي انجـام       . نيستند و مي بايست با استفاده از پديده هاي انتشار امواج مورد بررسي قرار گيرند                

     صـرف ارتعـاش جـسم   شده بر اساس تئوري كلاسيك ضربه بهنگاميكه درصد قابل تـوجهي از كـل انـرژي         

ايـن خطـا چنانچـه مـدت زمـان تمـاس در مقايـسه بـا پريـود                   . مي گردد داراي خطاي فاحش خواهد بود        

التي در چنين ح ـ  . كوچكترين فركانس طبيعي هر يك از دو جسم برخورد كننده بزرگ باشد كاهش مي يابد                

    بعلت طولاني بودن مدت زمان تماس فرصت كافي براي بوقوع پيوسـتن چنـدين انعكـاس موجـود بـوده و                    

   قـرار  ) quasi-equilibrium( مي توان فرض كرد كه دو جسم برخورد كننده در وضـعيت شـبه تعـادلي             

اجسام صلب تر بوده    بعبارت ديگر هرچه كوچكترين فركانس دو جسم برخورد كننده بالاتر باشد            . مي گيرد   

ايـن صـلب تـر    . در مقايسه با مدت زمان تماس كوچك است   و در نتيجه پريود كوچكترين فركانس طبيعي        

بودن بنوبه خود با اساس فرضيات تئوري كلايسك ضربه هماهنگي بيشتر داشته و سبب كاهش خطاي پيش                 

كترين فركـانس طبيعـي پـيش بينـي بـر      بعنوان مثال در برخورد دو كره بعلت بالا بودن كوچ     . بيني مي گردد    

اساس تئوري كلاسيك ضربه داراي خطاي كم و بالعكس براي ميلـه هـا و تيرهـا كـه كـوچكترين فركـانس            

  .طبيعي آنها پائين است داراي خطاي فوق العاده خواهد بود 
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  انتشار پالس در ميله ها 

 از x و بـه فاصـله   dxيكنواخت ايزوتروپيك الماني بطول      جهت بررسي انتشار پالس در طول يك ميله       

انتهاي سمت چپ ميله را مطابق شكل در نظر مي گيريم و فرض مي كنيم سطح مقطـع و جـرم مخـصوص                   

  . باشند ρ و Aابر ميله بترتيب بر

  
dx و در طرف راست آن برابـر         σدر اين صورت چنانچه تنش در طرف چپ المان برابر           

x∂
∂

+
σ

σ   اختيـار 

  :گردد معادله حركت بصورت 

                                                              dx
t

v
AAdx

x
A

2

2
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∂
∂

=+
∂
∂

+− ρσ
σ

σ  

  :پس . نوشته مي شود 

 )     1      (                                                                        
2

2

t

v

x ∂
∂

=
∂
∂

− ρ
σ  

dxx و   xحال اگر جابجايي در      dx و   v را به ترتيب     +
x

v
v

∂
∂

 dx فرض كنـيم كـرنش در المـان بطـول            +

  :بوسيله رابطه 

                                                                             
x

v

dx

vdx
x

v
v

∂
∂

=
−

∂
∂

+
=ε  

  :در نتيجه از آنجائيكه . داده مي شود 

                                                                                     
x

v
EE
∂
∂

−== εσ  

  :بصورت  ) 1( است معادله 

 )     2      (                                                         
2
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t
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∂
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∂

∂
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∂

∂
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                                                                :  نوشته مي شود كه در آن 
ρ
E

c =  

  .در طول ميله است  ) longitudinal( سرعت امواج طولي 
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  )حل دالامبر ( حل معادله موج 

  : را بصورت vمعادله ديفرانسيل حاكم بر انتشار امواج در طول يك ميله چنانچه      جهت حل 

                                                                                          ),(* ηζfv =  
xctفرض كنيم كه در آن  −=ζ و xct +=η باشد داريم :  

                                                                             η
η

ζ
ζ

d
f

d
f

dv
∂
∂

+
∂
∂

=
**

  

  : مي توانيم بنويسيم dtويا با تقسيم طرفين رابطه بر 
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  : داريم tبا مشتق گيري مجدد نسبت به 
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  :بطريق مشابه 
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  :مي توانيم بنويسيم  ) 2( در معادله  ) 4( و  ) 3( با جانشين كردن روابط 
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  :پس 

 )     5(                                                                                   0
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=
∂∂

∂
ηζ
f  

  : داريم ηنسبت به  ) 5( با انتگرال گيري از رابطه 

                                                                                            )(
*

ζ
ζ

h
f

=
∂
∂  

  :و با انتگرال گيري مجدد 

                                                          )()()()(* ηζηζζ gfgdhf +=+= ∫  

  :و يا 
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                                         )()()()(),(* xctgxctfgffv ++−=+== ηζηζ  
  : مي توان نتيجه گيري كرد كه جواب معادله ديفرانسيل حاكم بر انتشار امواج يك بعدي بصورت بنابر اين

 )     6   (                                                                        )()( ηζ gfv +=  

xct توابع اختياري با آرگومنت هاي       ηg)( و   ζf)(است كه در آن      −=ζ   و xct +=η    اين .  مي باشند

  .جواب بنام حل دالامبر براي امواج يك بعدي ناميده مي شود 

)()(حال تابع    xctff −=ζ        1 را درنظر بگيريد و فرض كنيد نمايش تغييرات ايـن تـابع در لحظـه زمـانt 

  . باشد aمطابق شكل 

  
  a                                       شكل                   

1ttدر اين صورت در لحظه  1xx و در وضعيت =   : داريم =

                                                                             )()( 11 xctffs −== ζ  
2ttهمچنين چنانچه در لحظه  2xx در وضعيت = = ، sf =)(ζ باشد مي توانيم بنويسيم :  

                                                                     )()( 2211 xctfxctfs −=−=  
   :پس

                                                                                   2211 xctxct −=−  
  :و يا 

                                                                                           
12

12

tt

xx
c

−

−
=  

12 يك كميت مثبت مي باشد و        cاز آنجائيكه    tt 12است لذا مي بايست      < xx  باشد و ايـن بـدان معنـي         <

xct با آرگومنت    fاست كه امواج از نوع       بطريـق  . ي كننـد     افزايش مي يابد حركـت م ـ      x در جهتي كه     −

  : مي توانيم بنويسيم gمشابه براي امواج 

                                                                      )()( 2211 xctgxctgs +=+=  
  :پس 
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                                                                                    2211 xctxct +=+  
  :و يا 

                                                                                           
12

21

tt

xx
c

−

−
=  

 بـا  gبنابر اين امـواج از نـوع   .  كوچكتر باشد  1x مي بايستي از     2xاين رابطه نمايشگر اين مطلب است كه        

xctآرگومنت    . كاهش مي يابد حركت مي كنند x در جهتي كه +

جهت تعيين سرعت ، شتاب ، كرنش و تنش بواسطه انتشار پالس در ميله ها با استفاده از حل دالامبر معادله                     

  :كم بر انتشار امواج يك بعدي مي توانيم بنويسيم ديفرانسيل حا

                                                                          )()( xctgxctfv ++−=  

                                                                  )()( xctgcxctfc
t

v
v ++−=

∂
∂

= &&&  
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= &&&&  
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∂
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                                                            )()( xctgExctfEE +′−−′=−= εσ  
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  له وستگي سرعت در برخورد محوري دو مييرو و پيتوصيف ن

  .محوري دو ميله با سطوح تماس مسطح مطابق شكل را در نظر بگيريد      برخورد 

  
                                  )2( 1111 lxtcff )(      و      =−− 100 xtcgg +=  

                                )2( 2211 lxtcGG )(      و      =+− 200 xtcFF −=  

 در امتـداد مثبـت   0F در طول ميله يـك و مـوج   x در امتداد منفي محور     0gبعد از برخورد موج     بلافاصله  

 در امتداد طول ميله يك 1l بعد از طي مسافت 0gموج . انتشار مي كنند  در طول ميله دو شروع به xمحور 

.  به محـل تمـاس بـاز مـي گـردد             1fدر برخورد با انتهاي آزاد ميله منعكس شده و بصورت موج انعكاسي             

 در امتداد طول ميله دو در برخورد با انتهاي آزاد ميله بصورت             2l بعد از طي مسافت      0Fبطريق مشابه موج    

 به ترتيب در لحظات     1G و   1fاز آنجائيكه امواج انعكاسي     .  به محل تماس باز مي گردد        1Gموج انعكاسي   

ماني  ز
1

1

c

l
t  و   =

2

2

c

l
t از انتهاي آزاد ميله ها شروع به انتشار مي يابند لذا آرگومنت هاي امواج انعكاسـي                 =

1f   1 وG      11 بترتيب مي بايستي بصورت 2lxtc 22 و   −− 2lxtc بديهي اسـت بعـد از      . اب گردند   نتخ ا −−

 ميله در تماس با يكديگر مي باشند سرعت دو ميله در محل تماس تـا                وبرخورد در تمامي مدت زماني كه د      

چنانچه جابجايي ناشي از .  مشخص شده است v*اين سرعت در شكل با     . زمان جدايي دو ميله برابر است       

  : نمايش دهيم داريم 2v و 1v را در ميله هاي يك و دو برتيب با 0F و 0gانتشار امواج 

 )     1(                                                                            )( 101 xtcgv +=  

     ) 2(                                                                            )( 202 xtcFv −=  

85



  :درنتيجه جهت ارضاء پيوستگي سرعت در محل تماس دو ميله مي توانيم بنويسيم 

 )     3(                                                                           
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∂
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t

u
vv  

  و

 )     4 (                                                                         
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  :و يا 
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  : كنيم ميله دو ساكن باشد داريم ضچنانچه فر ) 4( و  ) 3( وابط جهت بررسي درستي ر

                                                                              
0

2*

2 0
=∂

∂
=⇒=

x
t

u
vv  

  :و بالعكس درصورتيكه ميله يك ساكن باشد مي توانيم بنويسيم 
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1 0
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∂
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x
t

u
vv  

  : نمايش دهيم داريم P را با x=0همچنين در صورتيكه نيرو در 
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  :و يا 
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∂
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xx
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EA
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u
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  :جانشين كنيم مي توانيم بنويسيم  ) 2( و  ) 1( از روابط  vv,12براي  ) 6( و  ) 5( حال چنانچه در روابط 

 )     7(                                                          )()( 20221011 tcFcvtcgcv ′+=′+  

  و

 )     8(                                                              )()( 20221011 tcFcztcgcz ′−=′  

111كه در آن 

1

11
1 cA

c

AE
z ρ== 222 و

2

22
2 cA

c

AE
z ρ== داريم  ) 8( و  ) 7( از حل روابط .  است:  

               )(
)(

)(
)( 2

212

121
20 tcH

zzc

vvz
tcF

+

−
)(    و        ′=−

)(

)(
)( 1

211

212
10 tcH

zzc

vvz
tcg

+

−
−=′  

)(كه در آن ها      1tcH   و )( 2tcH        تابع پله اي واحد يا تابع  )Heaviside (      بنـابر ايـن   . واحـد مـي باشـند

0gشكل كلي توابع  0F و ′   : مي بايستي بصورت ′
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 )     9(                                                 )(
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−
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  و
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121
20 xtcH

zzc

vvz
xtcF −
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−=−′  

  : بوسيله رابطه v*سرعت  ) 3( همچنين با استفاده از رابطه . باشد 

 )     11(                              )(
)(

)( 1

21

212
11011

* xtcH
zz

vvz
vxtcgcvv +

+

−
+=+′+=  

 از ميله يـك واقـع در فاصـله          xدر وضعيت   اين رابطه نمايشگر اين مطلب است كه هر ذره          . داده مي شود    

0≤≤− xl در لحظه زمان 
1c

x
t   : داراي سرعت =

 )     12(                                                                          
21

2211*

zz

vzvz
v

+

−
=  

 حفـظ خواهـد     xبوده و اين سرعت را تا لحظه زمان رسيدن موج انعكاسي از انتهاي آزاد ميله به موقعيـت                   

  :ه و هم جنس باشند داريم بعنوان مثال چنانچه دو ميله داراي سطوح مقطع يكسان بود. كرد 

 )     13  (                                                            )(
2

1
21

*

21 vvvzz +=⇒=  

  :مي توانيم بنويسيم  ) 9( همچنين از آنجائيكه در اين مورد مثال با استفاده از رابطه 

 )     14  (                                        )()(
2

1
)( 112101

1 xtcHvvxtcgc
t

u
+−=+′=

∂

∂  

)( سرعتي برابر با     0gلذا مي توان نتيجه گيري كرد كه انتشار موج فشاري           
2

1
12 vv روي حركـت منـاطق      −

  :ابطه  در ارتباط با ميله دو مي تواند بوسيله رv*بطريق مشابه سرعت . تنش آزاد ميله اعمال مي كند 

 )     15  (                               )(
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21

211
22022

* xtcH
zz

vvz
vtcFcvv −
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+=′+=  

 از ميلـه دو واقـع در فاصـله       xاين رابطه نمايشگر اين مطلب اسـت كـه هـر ذره در وضـعيت                . ارايه گردد   

lx  در لحظه زمان 0≥≥
2c

x
t   :ت  داراي سرع=

 )     16  (                                                                        
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2211*

zz

vzvz
v
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=  

 حفـظ خواهـد     xاز انتهاي آزاد ميله به موقعيـت        بوده و اين سرعت را تا لحظه زمان رسيدن موج انعكاسي            

  :براي ميله دو نيز درحالتي كه دو ميله داراي سطوح مقطع يكسان بوده و هم جنس باشند داريم . كرد 
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1
)( 221202

2 xtcHvvxtcFc
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u
−−=−′=

∂

∂  
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)(عتي برابـر بـا    سـر 0Fبنابر اين مي توان نتيجه گيري كرد كه انتشار موج فشاري        
2

1
12 vv  روي حركـت  −

 ) 10( و   ) 9( ده از روابـط     افاسـت تنش در ميله هاي يك و دو بـا          . مناطق تنش آزاد اين ميله اعمال مي كند         

  :بوسيله روابط 
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−≥≥0 از ميله يك واقع در فاصـله         xبنابر اين هر ذره در وضعيت       . داده مي شوند     xl      در لحظـه زمـاني 

1c

x
t   : تحت تاثير تنش فشاري =

 )     20(                                                                       
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211
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vvzz
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lx از ميله واقع در فاصله xو هر ذره در وضعيت  در لحظه زمان  0≥≥
2c

x
t   : تحت تاثير تنش فشاري =
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مي توان نتيجه گيري كرد كه چنانچـه سـطح مقطـع دو              ) 21( و   ) 20( با استفاده از روابط     . واقع مي شود    
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  .داده مي شود 

   ،  ) 20(جنس باشند مي توانيم بـا اسـتفاده از روابـط            چنانچه دو ميله داراي سطوح مقطع يكسان بوده و هم           
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 در امتداد طول ميله يـك در برخـورد بـا انتهـاي آزاد ميلـه      1l بعد از طي مسافت    0gحال از آنجائيكه موج     

در  به محل تماس باز مي گردد لذا هـر ذره از ذرات ميلـه واقـع    1fمنعكس شده و بصورت موج انعكاسي         

−≥≥0وضعيت   xl       0 كه قبلاً تحت تاثير موجg       1 قرار گرفته تحت تاثير موجf      بنـابر  .  نيز واقع مي شود

  : فرض شود مي توانيم بنويسيم 1vاين چنانچه جابجايي ناشي از اثر اين دو موج در ميله يك 
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1lxاز آنجائيكه ميله يك در انتهاي         آزاد است لذا كرنش در اين موقعيت مي بايستي برابـر صـفر باشـد                =−

  : داريم پس
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1fپس شكل كلي تابع    : مي بايستي بصورت ′
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زمان  از آنجائيكه در لحظه     . باشد  
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t  مي باشند لذا انتـشار مـوج      v* همه ذرات ميله يك داراي سرعت        =
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  :دهيم داريم  نمايش v چنانچه سرعت جديد اين مناطق را با مي كند درنتيجه
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بعنوان مثال در لحظه     
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  :و يا اگر دو ميله داراي سطوح مقطع يكسان بوده و هم جنس باشند داريم 
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و اين بدان معني است كه در لحظه         
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 بـه منطقـه ،   1f با ورود موج 0gاين رابطه بدان معني است كه مناطق تحت تاثير تنش ناشي از انتشار موج              

 در  چنانچه فرض كنيم طول ميله دوم بزرگتر از طول ميلـه اول باشـد             . تبديل به مناطق تنش آزاد مي گردند        
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  :بصورت  ) 8( كه با استفاده از رابطه 
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  :داريم  ) 35( و  ) 34( از حل معادلات . نوشته مي شود 
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1gپس شكل كلي توابع  1F و ′   : بصورت ′
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 ميله هاي يك و دو در فاصله زماني          v**نوشته مي شود درنتيجه سرعت      
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 مـي تـوانيم   ( a ) در ميله هاي يك و دو بـا اسـتفاده از رابطـه    همچنين جهت تعيين تنش. نوشته مي شود 
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 ) 37( و   ) 36( ابـط   بهنگاميكه دو ميله داراي سطوح مقطع يكسان بوده و همجنس باشند بـا اسـتفاده از رو                
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 با ورود به موقعيت محل تمـاس ديگـر مـنعكس            1f ست كه در اين حالت موج انعكاسي      او اين بدان معني     

سرعت مشترك دو ميله بوسيله      ) 33( همچنين با استفاده از رابطه      . نشده و تماماً به ميله دوم انتقال مي يابد          
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نتهاي آزاد ميله دوم در لحظه زمان         كه از ا   1Gورود موج انعكاس    
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t  شروع به انتـشار مـي يابـد واقـع           =

 قـرار دارد  0Fقسمتي از ميله دوم كه تحت تاثير موج .  شوند 2vفاقد تنش شده و داراي سرعت . نشده اند   

  :داراي سرعت  ) 13( طبق رابطه 
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حال از آنجائيكه در لحظه زمان . مي باشد  
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t  در برخورد بـا انتهـاي آزاد ميلـه دوم بـصورت     0F موج =

  : منعكس مي شود داريم 1Gموج انعكاسي 
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  : بصورت ′1Gدرنتيجه شكل كلي تابع 
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ار آنجائيكه در لحظه زمان      . مي باشد   
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t  قـرار نگرفتـه انـد    1F مناطقي از ميله دوم كه تحت تاثير موج         =

)2( سرعتي برابر با 1G انعكاسي  مي باشند لذا انتشار موجv*داراي سرعت  2212 lxtcGc  روي حركت ′+−

 vبنابر اين چنانچه سـرعت جديـد ايـن منـاطق را بـا           .  هستند اعمال مي كند      v*مناطقي كه داراي سرعت     

  :نمايش دهيم داريم 
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  :چنانچه دو ميله داراي سطوح مقطع يكسان بوده و همجنس باشند مي توانيم بنويسيم 

 )     49(                                                                         121 vvzz =⇒=  

 قرار نگرفتـه انـد بـا    1Fورد مثال مناطقي از ميله دوم كه تحت تاثير موج و اين بدان معني است كه در اين م      

1Fتنش در مناطقي از ميله دوم كه تحت تاثير مـوج            .  مي شود    1v سرعتشان برابر    1Gورود موج انعكاسي     ′ 
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 كه تحت تاثير    0Fاين رابطه بدان معني است كه مناطق تحت تاثير تنش ناشي از انتشار موج               . داده مي شود    

بنـابر  .  به منطقه ، تبديل به مناطق تنش آزاد مـي گردنـد   1Gانعكاسي  قرار نگرفته اند با ورود موج   1Fموج  

1Fاين در لحظه زمان قبل از تلاقي امواج           تنش و قسمتي ديگر داراي تـنش       قسمتي از ميله دوم فاقد       1G و   ′
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2σ    1اخل امواج    است كه با تدF   1 وG           0 منطقه اي از ميله دوم كه قـبلاً تحـت تـاثير امـواجF 1 وF  قـرار  ′

  : نيز واقع شده و داراي تنش 1Gگرفته تحت تاثير موج 
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 قرار گرفته تحت تـاثير مـوج        1G و   0Fهمچنين منطقه اي از ميله دوم كه قبلاً تحت تاثير امواج            . مي گردد   

1F نيز واقع شده و داراي تنش :  

                             [ ])2()2()( 221221202 lxtcFlxtcGxtcFE −−′−−+′+−′−−=σ  
1Fاز آنجائيكه مناطق تحت تاثير امواج       .  گردد   مي  هستند لذا ورود موج انعكاسي v** داراي سرعت 0F و   ′

1G           چنانچه سرعت جديد ايـن منـاطق را بـا           .  به اين مناطق سرعت آنها را تغيير مي دهدv̂     نمـايش دهـيم 
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)2(

)(

)(
)2(

)(

))((

2)(
)2(ˆ

22

21

211
112

21

21122

21

22211
2212

**

lxtcH
zz

vvz
lxtcH

zz

zzvvz

zz

zvzzv
lxtcGcvv

−+
+

−
+−+

+

−−
+

+

+−
=−+′+=

  

 سـرعتي   1F مي باشند بـا ورود مـوج         v كه داراي سرعت     1G و   0Fبطريق مشابه مناطق تحت تاثير امواج       

  :برابر 
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   دو ميله با سطوح مقطع مختلـف و جـنس هـاي متفـاوت             بدين ترتيب براي برخورد عمودي      . پيدا مي كنند    

در لحظه اي كه يكي از      . مي بايست روش تحليل را به همين منوال تا لحظه زمان جدايي دو ميله دنبال كرد                 

 ها فاقد تنش بوده ، و موجي را در محل تماس به ميله ديگر منتقل نكند ، موج برگشتي از طريـق ميلـه                         ميله

ديگر در محل تماس با سطح آزاد مواجه شده و درنتيجه به ميله ديگر منتقل نمي شود و طبق شرايط مـرزي                 

 باشـند مـي تـوانيم       چنانچه دو ميله داراي سطوح مقطع يكسان بوده و همجـنس          . موجود منعكس مي گردد     
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  :مثال 

برخورد محوري دو ميله هم جنس با سطوح مقطع يكسان از طريق ترسيم نمودارهـاي سـرعت و تـنش در                     

 و L,2,1,0=nطول دو ميله برخورد كننده در لحظات زماني         
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  :سرعت مشترك 
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  :مثال 

 كـه داراي سـرعت      l مطابق شكل بوسيله يك ميله كوتاه بطـول          l8يك ميله طويل در حال سكون به طول         

sec
2m      اجرامـي   . جنس هر دو ميله يكسان و داراي سطوح مقطع مساوي هـستند             .  است ضربه مي خورد

يلـه طويـل     از انتهاي محل ضربه بـه م       l4 و   l2جرم ميله كوتاه به صورت صلب در فواصل         معادل دو برابر    

 از محل l6 به منظور ثبت كرنش محوري در موقعيت  )Strain Gage( سنج كرنش يك . متصل شده اند 

 بر حـسب زمـان را در محـل نـصب       شكل نمايش تغييرات كرنش    . ضربه روي ميله طويل نصب شده است      

سـرعت مـوج طـولي را برابـر     .  قبل از ورود هيچ مـوج انعكاسـي در ميلـه طويـل رسـم كنيـد                 سنج كرنش

sec
5000m فرض نمائيد .   
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lct جابجايي در ميله يك براي فواصل         نمايشگر 1uگرام انتشار امواج چنانچه     ابا در نظر گرفتن دي      و 0≥≥

2u نمايشگر جابجايي در ميله دو براي فواصل lct 20   : باشد داريم ≥≥
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                                    ( ) ( ) ( )
lxlxlx

xctcFlxctGcxctFc
2

*

02220 4
===

−
′

=−+′+−′  

  و 
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                        ( ) ( ) ( )
lxlxlx

lxctcflxctcglxctcf
2

**

12

*

32

*

1 262
===

−−
′

=−+
′

+−−
′  

  :و يا 

 )     7      (                                          ( ) ( ) ( )lctFlctGlctF 222 *

020 −
′

=−′+−′  

  و 

 )     8(                                             ( ) ( ) ( )lctflctglctf 444 **

1

*

3

*

1 −
′

=−
′

+−
′  

lxهمچنين چنانچه معادله حركت را در    : بنويسيم داريم =2

                          
( ) ( ) ( )[ ]
( )

lx

lxlxlx

xctFMc

lxctGxctFEAxctEAF

2

*

2

2

22202

*

0 4

=

===

−
″

=

−+′+−′−−−
′

−
  

  و

           
( ) ( ) ( )

( )
lx

lxlxlx

lxctfMc

lxctglxctfEAlxctEAf

2

**

1

2

2

*

32

*

12

**

1

2

622

=

===

−−
″

=





 −+

′
+−−

′
−−−−

′
−

  

  :ويا 

 )     9             (       ( ) ( ) ( ) ( )lctF
EA

Mc
lctGlctFlctF 2222 *

0

2

20

*

0 −
″

=−′−−′+−
′

−  

  و 

 )     10          (     ( ) ( ) ( ) ( )lctf
EA

Mc
lctglctflctf 4444 **

1

2
*

3

*

1

**

1 −
″

=−
′

−−
′

+−
′

−  

  :مي توانيم بنويسيم )  10 (، )  9 (، )  8 (، )  7 (با استفاده از روابط 

                                              ( ) ( ) ( )lctFlctFlctF
EA

Mc
22222 0

*

0

*

0

2

−′=−
′

+−
″  

  و

                                            ( ) ( ) ( )lctflctflctf
EA

Mc
42424 *

1

**

1

**

1

2

−
′

=−
′

+−
″  

در نتيجه با فرض 
2

2

Mc

EA
=λ داريم :  

 )     12(             ′=
′

+
″ *

1

**

1

**

1 fff λλ     0              )11(       و
*

0

*

0 FFF ′=
′

+
″

λλ  

  : ضرب كنيم داريم λζeرا در )  11 (چنانچه طرفين معادله 

                                                              λζλζλζ λλ
ζ

e
c

v
eFeF

d

d

2

0
0

*

0 =′=





 ′  

  :و يا 
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+







=
′ − Be

c

v
eF λζλζ

2

0*

0  

lctكه در آن  2−=ζ و B جهت تعيين ثابت .  مقدار ثابتي استBفرض  با :  

                                                                                     0
02

*

0 =
′

=−= lct

F
ζ

  

  :مي توانيم بنويسيم 

                                                                                            
c

v
B

2

0−=        

  :پس

                                                                    ( ) ( )[ ]lcte
c

v
lctF 20*

0 1
2

2 −−−=−
′ λ  

  :ويا 

      )13(                                                          ( ) ( )[ ]xcte
c

v
xctF −−−=−

′ λ1
2

0*

0  

  :داريم )  12 (با تكرار عمليات مشابه براي معادله 

                                                               ( ) ( )[ ]lcte
c

v
lctf 40**

1 1
2

4 −−−−=−
′ λ  

  :ويا

      )14(                                                       ( ) ( )[ ]xcte
c

v
xctf −−−−=−

′ λ1
2

0**

1  

lxبه طريق مشابه چنانچه پيوستگي سرعت و معادله حركت را در    : بنويسيم داريم =4

                       

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
lx

lxlxlx

lxlxlx

xctFMc

lxctGxctFEAxctEAF

xctcFlxctGcxctcF

4

**

0

2

444

*

04

**

0

4

**

0444

*

0

8

8

=

===

===

−
″
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′
−−−

′
−

−
′

=−+′+−
′

  

  و 

            

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
lx

lxlxlx

lxlxlx

lxctfMc

lxctglxctfEAlxctfEA

lxctfclxctcglxctcf

41

2

4

**

54

**

14

414

**

54

**

1

2

1022ˆ

2102

=

===

===

−−′′=





 −+

′
+−−

′
−−−−′−

−−′=−+
′

+−−
′

)

)

  

  :و يا 

 )     15                                           ( ( ) ( ) ( )lctFlctGlctF 444 **

04

*

0 −
′

=−′+−
′  
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 )     16(               ( ) ( ) ( ) ( )lctFMclctGlctFlctF 4444 **

0

2

4

*

0

**

0 −
″

=−′−−
′

+−
′

−  

      )17(                                             ( ) ( ) ( )lctflctglctf 666 1

**

5

**

1 −′=−
′

+−
′ )

  

 )     18                    ( ( ) ( ) ( ) ( )lctfMclctglctflctf 6666 1

2**

5

**

11 −′′=−
′

−−
′

+−′−
))

  

  :داريم )  16 ( و ) 15 (و همچنين )  14 ( و)  13 (با استفاده از معادلات 

 )     19                                     ( ( ) ( ) ( )lctFlctFlctF 444 *

0

**

0

**

0 −
′

=−
′

+−
″

λλ  

  و

 )     20                                           ( ( ) ( ) ( )lctflctflctf 666 **

111 −
′

=−′+−′′ λλ
))

  

  : ضرب كنيم مي توانيم بنويسيم λζeرا در )  19 (حال چنانچه طرفين معادله 

                               ( ) ( )1
2

1
2

00*

0

**

0 −=−=
′

=





 ′ − λζλζλζλζλζ λλ

λ
ζ

e
c

v
ee

c

v
FeeF

d

d  

  :و يا 

                                                               ( ) λζλζλζ λζ −− +−=
′

Beee
c

v
F

2

0**

0  

lctكه در آن  4−=ζ و B جهت تعيين ثابت . مقدار ثابتي است B با فرض :  

                                                                                     0
04

**

0 =
′

=−= lct

F
ζ

  

  :داريم 

                                                                                             
c

v
B

2

0−=  

  :پس 

                                                                      ( )λζλζ λζ −− −−=
′

ee
c

v
F 1

2

0**

0  

  :و يا 

 )     21          (                        ( ) ( ) ( ) ( )[ ]xctxct excte
c

v
xctF −−−− −−−=−

′ λλ λ1
2

0**

0  

  :سيم مي توانيم بنوي)  20 (با تكرار عمليات مشابه براي معادله 

 )     22       (           ( ) ( ) ( ) ( )[ ]lxctlxct elxcte
c

v
lxctf 220

1 21
2

2 −−−−−− −−−−−=−−′ λλ λ
)

  

lx)  22 (و )  21 (حال چنانچه در معادلات    : اختيار گردد داريم =6
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( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( ) ( )[ ]lctlct

lctlct

elcte
c

v
lctf

elcte
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v
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880

1

660**

0

81
2

8

61
2

6

−−−−

−−−−

−−−−=−′

−−−=−
′

λλ

λλ

λ

λ

)
  

lxدر نتيجه كرنش در موقعيت    :ه صورت  ب=6

                                                       
( ) ( )

( ) ( )λβλβ

λαλα

βλβε

αλαε

−−

−−

−−−=′−=

−−−=
′

−=

ee
c

v
f

ee
c

v
F

1
2

1
2

0

12

0**

01

)
  

lctداده مي شود كه در آنها        6−=α   و lct 8−=β   بنابراين جهت رسم نمايش تغييرات كرنش بر       .  است

  :حسب زمان از آنجائيكه 

ε                                                              
ρρ

ρρ
λ

1

2

222
2

2

2
====

Al

A

Mc

Ac

Mc

EA  

  :است داريم 

2

3105 ε×  t  λβ      
1

3105 ε×  t  λα  

0  c
l8  

0      
0  c

l6  
0  

26.0  c
l9  

1      
26.0−  c

l7  
1  

59.0  c
l10  

2      
59.0−  c

l8  
2  

          
8.0−  c

l9  
3  

          
91.0−  c

l10  
4  
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  برخورد محوري دو ميله با سطوح تماس غير مسطح 

دو ميله يك و دو را مطابق شكل در وضعيت تماس در نظر بگيريد و فرض كنيد ميله يك قبل از      

   . به ميله دو نزديك شود vبرخورد با سرعت 

  
* و1u* در اين صورت چنانچه جابجايي هاي ميله هاي يك و دو به ترتيب با

2u نمايش دهيم مي توانيم 

  :بنويسيم 

 )     1                                                                            (            *

2

*

1 uu −=α  

نسبت به زمان ديفرانسيل )  1 (رابطه از چنانچه . مي باشد )  تقرب ( مسافت نزديكي دو جسم     αكه در آن    

  :بگيريم داريم 

 )     2                                                                (                  *

2

*

1 uu &&& −=α  

  :هم چنين در محل تماس دو ميله مي توانيم بنويسيم 

 )     3     (                                                                       
0

1*

1

=∂

∂
=−

x
t

u
vu&  

 )     4                                        (                                        
0

2*

2

=∂

∂
=

x
t

u
u&  

  :كه در آنها 

                                                   ( )xtcFu −= )و            202 )xtcgu += 101  

  :داريم )  4 (و )  3 (، )  2 (بنابراين با استفاده از روابط . است 

 )     5                    (             ( ) ( )tcFtcgcv
t

u

t

u
v

xx

20101

0

2

0

1 ′−′+=
∂

∂
−

∂

∂
+=

==

α&  

  : نمايش دهيم مي توانيم بنويسيم Pحال چنانچه نيروي فشاري در محل تماس را با 
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0

2
22

0

1
11022011

==
== ∂

∂
−=

∂

∂
−===

xx
xx x

u
EA

x

u
EAAAP σσ  

  :و يا 

 )     6                                          (               ( ) ( )tcFcztcgczP 20221011
′=′−=  

شـكل   ميله با سطوح تماس غيـر مـسطح      چنانچه در قياس با تئوري برخورد هرتز براي برخورد محوري دو          

  :كلي نيروي تماس را به صورت 

 )     7                                      (                                              nKP α=  

  :مي تواند به صورت )  6 (فرض كنيم رابطه 

 )     8                         (                       ( ) ( ) nKtcFcztcgczP α=′=′−= 20221011  

  :پس . نوشته شود 

 )     9                    (               ( ) n

cz

K
tcF α

22

20 )      و      ′= ) n

cz

K
tcg α

11

10 −=′     

0gبا جانشين كردن توابع  0F و ′   :م داري)  5 ( در رابطه ′

 )     10                                                            (      nn

z

K

z

K
v ααα

21

−−=&  

  :و يا 

 )     11                                                       (                       vn =+ λαα&  

  :كه در آن 

 )     12           (                                                              







+=

21

11

zz
Kλ  

امكان مطالعـه برخـورد محـوري دو    )  7 (انتخاب شكل كلي نيرو به صورت ارائه شده بوسيله رابطه     . است  

،  اختيار گـردد     n=1چنانچه    .  سازد    ممكن مي  nميله با سطوح تماس غير مسطح را براي مقادير مختلف           

  :مي توانيم بنويسيم )  7 (با استفاده از رابطه 

 )     13                                          (                                          αKP =  

حالت نيرو از قانون هوك تبعيت مي كند و اين بدان معني است كه فاصله سطوح مسطح دو ميلـه را                     در اين 

 در ايـن  .  مـدول كنـيم      Kاز يكديگر در محل تماس بوسيله يك فنر خطي بدون جرم با ضريب الاسـتيكي                

  :به صورت )  11 (حالت  معادله ديفرانسيل 

 )     14          (                                                                   λα
α

−= v
dt

d   

  :در نتيجه . نوشته مي شود 
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 )     15                            (                                              ∫∫ −
=

α

λα
α

00
v

d
dt

t

  

  :پس 

 )     16               (                                                            )1( te
v λ

λ
α −−=  

  :بنابراين نيروي تماس در اين حالت به صورت 

 )     17        (                                                         )1( te
Kv

KP λ

λ
α −−==  

  : اختيار گردد داريم n=2نوشته مي شود چنانچه 

                                                                                              2αKP =  
  :بنابراين 

                                                                                         2λα
α

−= v
dt

d  

  :و يا 

                                                                                     ∫∫ −
=

α

λα
α

0

2

0
v

d
dt

t

  

  :پس 

 )     18                                                       (              )tanh( tv
v

λ
λ

α =  

  : تماس در اين حالت به صورت در نتيجه نيروي

 )     19                                             (             )(tanh 22 tv
Kv

KP λ
λ

α ==  

چنانچه . داده مي شود 
2

3
=n اختيار گردد ، داريم :  

                                                                                             2

3

αKP =  
  :به صورت )  11 (در اين حالت معادله ديفرانسيل . كه همان نيروي تماس هرتزي مي باشد 

                                                                                     ∫ ∫
−

=
2

3

λα

α

v

d
dt  

32فرض با . نوشته مي شود 

3

βα
λ

=
v

  : مي توانيم بنويسيم 

                                                                      
1

2
3

3

2

2

3 −







−=

−
β

ββ
λ

λα

α dv

v
v

d  

  :و يا 
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  :پس 
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∫∫ βββ
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  و
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S
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  :در نتيجه 

         
( )
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00
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  :بنابراين 

 )     20                 ( 
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−
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6
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3

12
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1

2

1

3

2 1

2

2
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πβ

β

ββ
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Ln
v

v
t  

  :پس 
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 )     21                                                                     ( 32

3

β
λ

α
Kv

KP ==  

ات زماني مختلف را تعيين كرده و سپس با اسـتفاده از       در لحظ  βمي توان مقادير    )  20 (با استفاده از رابطه     

 باشـد ،  β=1هم چنين مي توان به سادگي نتيجه گيري كرد كه چنانچه   . نيرو را محاسبه كرد     )  21 (رابطه  

t به سمت بي نهايت ميل كرده و در اين حالت نيرو 
λ
Kv

PP == max  خواهد بود.  
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  ضربه طولي يك جرم صلب روي يك ميله 

Alm به يك ميلـه بـه جـرم          2mجهت بررسي ضربه فشاري طولي يك جرم ضربه زننده به جرم                  ρ=1 

lx كه در انتهاي     lه طول    به ميله ساكني ب    0v مطابق شكل با سرعت اوليه       2mفرض كنيد جرم      گيـر دار    =

  .است برخورد كند 

  
 در اين صورت يك روش مقدماتي براي تحليل اين مسئله مدل كردن ميله با يك فنر بدون جرم خواهد بود                

 ـ              ه بـه صـورت   كه ثابت آن فنر بر اساس تعيين نيروي لازم براي ايجاد جابجايي واحد در ميل
l

EA
K  داده =

  .مي شود 

  
توانيم بنويسيم  مي   فرض شود با استفاده از اصل بقاي انرژي مكانيكي           mδ چنانچه ماكزيمم جابجايي در فنر    

:  

                                                                     22

020
2

1

2

1
mm

l

EA
VvmT δ===  

  :پس 

                                            
1

2

0

0

1

2
0

2
0

m

m

c

v

Em

m
v

EAl

m
v

l

m

m −=−=−=−=
ρδ

ε  

كه در آن    
ρ
E

c بديهي است كه نقص اين تحليل بواسطه چشم پوشي از اثرات اينرسي ميله است              .  است   20=

ورد بررسـي قـرار دهـيم    در صورتيكه بخواهيم مسئله را بر اساس انتشار موج يك بعدي در طـول ميلـه م ـ      . 

  :همانطور كه قبلا ديديم معادله ديفرانسيل حاكم بر حركت ميله به صورت 

                                                                                         
2

2
2

02

2

x

u
c

t

u

∂
∂

=
∂
∂  
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  :نوشته مي شود كه داراي جواب 

     ( a )                                                              ( ) ( )xtcgxtcfu ++−= 00  
  .است 

 يعنـي   fحال چنانچه دياگرامي مطابق شكل را در نظر بگيريم همانطور كه ملاحظه مي كنيم امواج از نـوع                   

xctامواجي كه آرگومنت آنها شامل       انتـشار مـي يابنـد ، از محـل     xمتداد مثبـت محـور    مي باشد و در ا−

0=x      و در فواصل مساوي lct در نتيجه مي توان آنهـا را بـه         .  قبلي خود شروع مي شوند       f از موج    =2

  :صورت 

                                                                               ( )nlxctff nn 2−−=  
  :به عنوان مثال . ارائه كرد 
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  :بنويسيم 

  u=0                                         در فاصله                                                

 lctl 53 ≤≤                                                                                    0=v   

    lx =                                        ( )
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 )     29(   

از آنچه كه گذشت مي توان نتيجه گيري كرد كه با تكرار قدم به قدم عملياتي مـشابه آنچـه كـه در فواصـل                         

xlctx +≤≤ xlctxl و   2 +≤≤+  انجام گرديد ، مي توان جابجـايي ، سـرعت و كـرنش را در هـر                  42

)فاصله   ) xlnctxnl ++≤≤+ با بررسي روابط به دست آمده بـراي        .  تعيين كرد    K,4,3,2=n براي   122

lx واقـع در فاصـله       xمي توان نتيجه گيري كرد كه بـراي هـر مقـدار              جابجايي ، سرعت و كرنش     <<0 

اما منحني تغييرات سرعت و كـرنش       .  يك منحني پيوسته خواهد بود       ctنمايش تغييرات جابجايي برحسب     

)پيوسته نبوده و در موقعيت هاي        ) xlnct −+= ) و   12 ) xlnct ++=  كه مصادف با ورود مـوج هـاي         12

 بـه علـت ارضـاي       x=0هـم چنـين در مـو قعيـت        . برگشتي از دو انتهاي ميله است غير پيوسته مي باشند           

پايان ضربه به   . به صورت غير پيوسته خواهد بود        ctپيوستگي سرعت فقط منحني تغييزات كرنش برحسب        

نمايـشگر ايـن    )  13 (بررسي روابط   . هنگامي صورت مي پذيرد كه تنش در نقطه تماس به صفر تقليل يابد              

lctو در فاصله     x=0مطلب است كه در موقعيت     20  كرنش و در نتيجه تـنش نمـي توانـد بـه صـفر            ≥≥

 بزرگتر از ، لذا مدت زمان تماس يا ضربه حتماً       تقليل يابد   
c

l2 مـي تـوان   )  24 (با بررسي روابط .  مي باشد

كرنش و در نتيجه تنش در نقطه تماس زمـاني  ترين زمان امكان به صفر تقليل يافتن        نتيجه گيري كرد كه زود    

 واقع در فاصله τمثل 
c

l

c

l 42
<< τ جهت تخمين نسبت جرم .  استM كه به ازاي آن كرنش و در نتيجه 
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تنش در محل تماس در فاصله زماني      
c

l

c

l 42
<< τ     بد ، كافيست در رابطه كـرنش ارائـه          به صفر تقليل مي يا

)  29 (شده بوسله روابط 
c
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  :و يا 

                                                                                 042 2 =−+ − Me M  
  :پس 

                                                                                         5786.0=M  
 داشته و چنانچه بـه عنـوان مثـال ايـن نـسبت      Mبنابراين مدت زمان تماس يا ضربه بستگي به نسبت جرم   

 باشد ضربه در فاصله زماني    5786/0كوچكتر از   
c

l

c

l 42
<< τ مقادير جابجايي و كـرنش  .  خاتمه مي پذيرد

در ميله در پايان مدت زمان ضربه به عنوان شرايط اوليه براي بررسي ارتعاش آزاد ميله به دنبال ضربه به كار                     

  .وند گرفته مي ش
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