
گیری انتگرال

م کنیم.زیرا بررس را ذوذنقه ای و سیمپسن١ روش ما منظور این م پردازیم.برای عددی انتگرال گیری به فصل این در
م گذارند.سایر ما اختیار در گیری انتگرال وریتم های ال رد عمل ونگ چ از خوبی ایده ی نیز و ساده اند روش ها این

م شویم. یادآور را آنها تخمین خطاهای از برخ و م کنیم مطرح فقط را وریتم ها ال

(طیف) منحن ی از گیری انتگرال مسأله: ٠ . ١

شده اندازه گیری زمان از تابع عنوان زمان،به واحد بر ر شمارش ی به شده وارد ذرات dN(t)،تعداد
dt آزمایش، ی در

منحن این اول،(١)N،از ثانیه ی در ر شمارش به شده وارد ذرات تعداد آوردن دست به برای که است این شما است.مسأله ی
کنید: گیری انتگرال

N(١) =
∫ ١

٠

dN(t)

dt
(t)dt. (١)

آنها کردن جم و سازی مدل:چهارضلع ٠ . ٢

تقریباً کامپیوتر کم به کار این کنیم،اما محاسبه را انتگرال ی تحلیل طور به تا باشد لازم خاص زیرک است ن مم
به حدی طور به که هنگام است h عرض با مستطیل هایی مساحت حاصلجم انتگرال ی ریمان است.تعریف سرراست

م کند: میل صفر

∫ b

a
f(x)dx = lim

h→٠
[h

b−a
h∑

i=١
f(xi)] (٢)

است. f(x)،مطرح = dN(t)
dt زمان، از تابع عنوان به f ما نظر مورد خاص مسأله ی در

نمودار منحن زیر که مشخص چهارضلع های تعداد که است این مساحت عددی اندازه گیری برای متداول روش ی
م گویند. نیز عددی سازی ضلع چهار را عددی گیری انتگرال دلیل همین بشماریم.به را م گیرند قرار تابع این

است: زیر صورت به چهارضلع ها روی بستن جم با عددی صورت به و تقریبی طور به f(x) مثل تابع ی انتگرال

∫ b

a
f(x)dx ≈

N∑
i=١

f(xi)wi. (٣)

wi سنجه ی ضریب در هرجمله در fi = f(xi) تابع است،و شده سنجیده [a, b] بازه ی درون نقطه N در f مثال، این در
N.بنابراین −→ ∞ که است صحیح کاملا هنگام (3) عبارت کل طور به شده اند. جم باهم جملات و شده ضرب

است. دقیق پاس این محدود N با توابع از مشخص دسته های برای فقط
کل طور م شوند.به منجر سنجه ضرایب و نقاط انتخاب از مختلف روش های به مختلف گیری انتگرال وریتم های ال

که آنجایی م کند.از محدود را افزایش این گردکردن خطای اینکه تا م یابد افزایش دقت م شود بزرگتر N قدر هرچه

Simpson١

١



٢

تعدادی واق در ندارد. وجود بهینه ای عموم تقریب دارد،هیچ بستگ f(x) تابع بخصوص رفتار به تقریب «بهترین»
طرح بهترین تا م شوند آزمایش ر دی روش به روش ی از کتاب خانه ها زیربرنامه های در خودکار گیری انتگرال طرح

شود. انتخاب
این سپس و م شود زده تقریب f تابع تیلور بسط از جمله چند کم به گیری،انتگرالده انتگرال طرح ساده ترین در
دقیق تر و دقیق باید باشد،جملات داشته معمول غیر رفتار متوال بازه های در انتگرالده م شوند.اگر گیری انتگرال جملات
نشان (۴-١) ل ش در که گونه همان گیری انتگرال بازه ی است مشهور نیوتن‐کوتس٢ روش به که روش این شوند.در
قاعده ی شامل اگوریتم ها م شود.این محاسبه xi نقاط در انتگرالده و م شود تقسیم مساوی زیربازه های به است شده داده
شده داده جدول(۴‐١) در هری با متناظر سنجه ی هستند.ضرایب دوم) سیمپسن(مرتبه قاعده ی و اول) ذوذنقه ای(مرتبه
باشد،این شده جدول بندی نقاط سان ی فاصله های امتداد در انتگرالده چنانچه و است آسان قواعد این ارگیری است.ب

ماست. منطق قواعد،انتخاب
هستند.روش ن مم نیز دقیق تری گیریِ انتگرال یرند،قواعد ب قرار سان ی فاصله ی به که نباشند مقید نقاط اگر
از جمله ای چند ی در تابع ی حاصل ضرب از دقیق گیری انتگرال برای N ارزیابی با فقط گاوس سازی چهارضلع
که است نکته این بیانگر و نیست سخت تر (3) حاصلجم ارزیابی از کار دارد.این خلاقانه ای توانایی ٢N − ١ درجه ی

م کنند. حمل خودشان با را خود گاوس روزمره ی کارهای کار، محاسبات محققان از بعض چرا
هیچ که زمان تا البته است ممتازتر مساوی فاصله گذاری روش به نسبت گاوس روش از حاصل نتایج کل طور به

ی وقوع از است ن مم سیمپسن قاعده ی از استفاده اخیر مورد باشد.در نداشته وجود مشتقش و انتگرالده در تکینگ
طور به را تکینگ بدهید انجام را عددی سازی چهارضلع عمل هرگونه که این از قبل است بهتر اما کند جلوگیری فاجعه

کنید. رف گیری انتگرال از تحلیل
قرار آنها انتهایی نقاط در تکینگ ها که زیربازه هایی به گیری اتگرال بازه ی ست ش با را کار این که است ن مم

مثلا: دهید انجام متغیر تغییر با یا و نم افتد اتفاق هرگز گاوس نقطه ی که جایی یرند،یعن ∫ب ١

−١
|x|f(x)dx =

∫ ٠

−١
f(−x)dx+

∫ ١

٠
f(x)dx, (۴)

∫ ١

٠
x١/٣dx =

∫ ١

٠
٣y٣dy, (y = x١/٣), (۵)

∫ ١

٠

f(x)dx√
١− x٣

= ٢
∫ ١

٠

f(١− y٢)dy√
٢− y٢

, (y٢ = ١− x). (۶)

تغییر وسیله ی به را گیری انتگرال م توانید دارد،شما مناطق بعض در کندی بسیار تغییرات شما انتگرالده ی اگر حال هر به
در زیادی تغییرات انتگرالده اگر دهید.برعکس قرار آنجا نقطه چند و کنید تسریع م کند فشرده را ناحیه آن که متغیری به
شوید مطمئن که م دهد بسط جایی تا را ناحیه آن که بدهید تغییر متغیری به بخواهید شما است ن دارد،مم مناطق بعض

م شوند. حذف نوسانات

ذوذنقه ای قاعده ی روش: ٠ . ٣

استفاده واقعند x محور روی سان ی فاصله ی در که نقاط در را f(x) مقادیر سیمپسن و ذوذنقه ای گیری انتگرال قواعد
واقعند [a, b] گیری انتگرال بازه ی در هم از h فاصله ی به سان ی طور به که i)،را = ١, ..., N), xi نقطه ی N م کنند.آنها

دارند: وجود h طول به فاصله N − ١ تعداد م کنند.یعن استفاده را انتهایی نقاط ونیز

h =
b− a

N − ١
, (٧)

xi = a+ (i− ١)h, i = ١, N. (٨)

Newton-Cotes٢



٣ سیمپسن قاعده ی روش: .۴ . ٠

فردی تعداد سیمپسن روش در اینکه دوم و م کنیم شروع i = ١ از را خود شمارش ما اینکه اول کنید توجه نکته دو به
دارد. لازم N نقطه

عرض به ذوذنقه ای آن در و م گیریم را i گیری انتگرال بازه ی ما ذوذنقه ای قاعده ی در که م بینیم (۴-٢) ل ش در
را fi+fi+١

٢ ارتفاع میانگین مقدار و م زند تقریب i بازه ی در راست خط ی وسیله ی به را f(x) کار م کنیم.این بنا h
با: است برابر ذوذنقه این مساحت م گیرد.بنابراین نظر در بازه همان در f مقدار عنوان ∫به xi+h

xi

f(x)dx ≃ h(fi + fi+١)

٢
=

١
٢
hfi +

١
٢
fi+١. (٩)

م شود. حاصل wi =
١
٢ با نقطه N = ٢ که م بینیم (3) رابطه ی با رابطه این مقایسه ی از که

م کنیم: جم باهم را زیربازه هر سهم ما [a, b] بازه ی تمام به ذوذنقه ای قاعده ی اعمال منظور به

∫ b

a
f(x)dx ≈ ١

٢
f١ + hf٢ + hf٣ + ...+ hfN−١ +

١
٢
fN . (١٠)

فقط انتهایی نقاط که درحال است h آن سنجه ی ضریب م شود،بنابراین شمرده دوبار داخل نقطه ی هر چون که دید خواهید
(۴-٣) استانداردمان گیری انتگرال رابطه ی جملات است.در h

٢ آنها برای سنجه ضریب بنابراین م شوند شمرده ی بار
داریم:

wi = {h
٢
, h, ..., h,

h

٢
}. (١١)

سیمپسن قاعده ی روش: ۴ . ٠

م زنیم: تقریب سهم ی وسیله ی به را f(x) تابع ما سیمپسن قاعده ی در

f(x) ≈ αx٢ + βx+ γ, (١٢)

مساحت با است برابر قسمت هر باشند).مساحت مساوی باهم باشد(زیربازه ها سان ی فاصله ها باید بازه،همچنان هر برای
: یعن سهم ∫این xi+h

xi

(αx٢ + βx+ γ)dx =
αx٣

٣
+

βx٢

٢
+ γx|xi+h

xi
(١٣)

از بازه ی تابع به γ, β, α دادن ارتباط .برای مربع جمله ی تا فقط تیلور سری از گیری انتگرال با است معادل کار این
داریم: پس م گیریم نظر در تا١ ١‐∫ ١

−١
(αx٢ + βx+ γ)dx =

٢α
٣

+ ٢γ. (١۴)

که: م کنیم توجه اما
(١۵)

f(−١) = α−β+γ, f(٠) = γ, f(١) = α+β+γ,=⇒ α =
f(١) + f(−١)

٢
−f(٠), β =

f(١) + f(−١)
٢

, γ = f(٠)

دهیم: توضیح نقطه سه در تابع مقادیر روی سنجه ضرایب حاصلجم عنوان به را انتگرال م توانیم ما روش این ∫در ١

−١
(αx٢ + βx+ γ)dx =

f(−١)
٣

+
۴f(٠)
٣

+
f(١)
٣

. (١۶)



۴

برای مجاور بازه ی دو روی انتگرال محاسبه ی وسیله ی به را نتیجه این است،ما نیاز مورد تابع از مقدار سه که آنجایی از
داریم: نیاز وسط نقطه ی نیز و ابتدایی و انتهایی نقطه ی دو در را تابع مقدار ما بنابراین م دهیم تعمیم خودمان ∫مسئله ی xi+h

xi−h
f(x)dx =

∫ xi+h

xi

f(x)dx+

∫ xi

xi−h
f(x)dx ≃ h

٣
fi−١ +

۴h
٣
fi +

h

٣
fi+١. (١٧)

بازه ها تعداد م کند ایجاب که باشد بازه زوج ی روی اولیه گیری انتگرال است لازم سیمپسن قاعده ی کارگیری به برای
دوبار را انتهایی و ابتدایی نقاط البته کنیم جم باهم زیربازه ها زوج تمام بازه،سهم کل برای که باشد. فرد N یا زوج

∫م شماریم: b

a
f(x)dx ≈ h

٣
f١ +

۴h
٣
f٢ +

٢h
٣
f٣ +

۴h
٣
f۴ + ...+

۴h
٣
fN−١ +

h

٣
fN . (١٨)

: داریم (3) به توجه با که

wi = {h
٣
,
۴h
٣
,
٢h
٣
,
۴h
٣
, ...,

۴h
٣
,
h

٣
}. (١٩)

م کند: تضمین را شما انتگرال آزمودن سنجه ضرایب این کردن جم

N∑
i=١

wi = (N − ١)h. (٢٠)

باشد. فرد باید N که باشید داشته خاطر به

گیری،تحلیل انتگرال خطای ارزیابی: ۵ . ٠

انتگرال نقاط تعداد کمترین از استفاده با که کنید انتخاب را گیری انتگرال قاعده ی ی م خواهید ،شما کل طور به
f(x) تیلور بسط وسیله ی به ϵ نسبی خطای و E وریتم ال خطای یا صریح تقریب خطای بدهد.برای دقیق پاسخ گیری
ضرب N بازه های تعداد در را خطا این م آوریم.سپس دست به احساس ی گیری انتگرال بازه ی میان نقطه ی حول

م شود: حاصل نتایج این سیمپسن و ذوذنقه ای قواعد بزنیم.برای تخمین [a, b] بازه ی تمام برای را خطا تا م کنیم

Et = O(
|b− a|٣

N٢ )f (٢), (٢١)

Es = O(
|b− a|۵

N۴ f (۴), (٢٢)

ϵt,s =
Et,s

f
. (٢٣)

دیفرانسیل در مرکزی اختلاف روش به شبیه م شود(خیل حذف سیمپسن قاعده ی در سوم مشتق جمله ی که م بینیم
م شود خطا به منجر که گیری انتگرال قاعده ی ی تحریف افزایش ونگ چ وسیله ی به (21)و(22) گیری).معادلات
نتیجه،برای است،در متناسب f بالاتر مشتقات با هنوز م یابد،البته کاهش N بالاتر توان های در خطا این که م شوند روشن
را هم ذوذنقه ای قاعده ی از سریع تر بسیار باید سیمپسن قاعده ی ،f(x)خوش رفتار مشتقات با توابع و کوچ بازه های

شود.
است: زیر ل ش به و گردکردن،تصادف نسبی خطای مرحله N از بعد که م کنیم فرض خاص خیل طور به

ϵro =
√
Nϵm (٢۴)



۵ گیری،تحلیل انتگرال خطای ارزیابی: .۵ . ٠

دست به را Nای م خواهیم مضاعف).ما دقت برای ١−١٠۵ ∼ و معمول دقت برای ٧−١٠ ماشین(∽ دقت ϵm آن در که
کنیم: کمینه است گردکردن خطای و تقریب خطای حاصلجم که را کل خطای که آوریم

ϵtot = ϵro + ϵapprox. (٢۵)

: باشند،یعن داشته سان ی بزرگ تقریباً نسبی خطای دو که م افتد اتفاق زمان این و

ϵro = ϵapprox =
Etrap,simp

f
. (٢۶)

م کنیم: بنا زیر فرض با را تابع اندازه ی مقیاس ما عام تابع ی برای N بهینه ی مقدار کردن پیدا منظور به کار ادامه ی برای

f (n)

f
≈ ١, (٢٧)

فرض با را طول مقیاس نیز و

b− a = ١ ⇒ h =
١
N

(٢٨)

م گیریم. نظر در
م آید: دست به زیر نتایج شود اعمال ذوذنقه ای قاعده ی روی که هنگام (26) تخمین

√
Nϵm ≈ fn(b− a)٣

fN٢ =
١
N٢ , (٢٩)

⇒ N ≈ ١
(ϵm)٢/۵

. (٣٠)

قاعده ی برای N مراحل تعداد بهینه ی است،مقدار متفاوت مضاعف و معمول دقت های برای ϵm ماشین دقت که آنجایی از
دارد: را زیر مقادیر ذوذنقه ای

N =
١
h
= {

( ١
٧−١٠ )

٢/۵=۶٣١(forsingleprcision),

( ١
١−١٠۵ )

٢/۵=١٠۶(fordoubleprecision), (٣١)

با: برابرند متناظر خطاهای بنابراین

ϵro ≈
√
Nϵm = {١٠×٣−۶,(forsingleprcision),

١٢−١٠,(fordoubleprecision),
(٣٢)

م شود: حاصل زیر نتیجه ی شود اعمال سیمپسن قاعده ی به (26) تخمین که هنگام و

√
Nϵm =

f (۴)(b− a)۵

fN۴ =
١
N۴ , (٣٣)

⇒ N =
١

(ϵm)٢/٩
. (٣۴)

م شود: زیر رابطه ی به منجر مضاعف و معمول دقت برای که

N =
١
h
= {

( ١
٧−١٠ )

٣=٢/٩۶,(forsingleprcision),

( ١
١−١٠۵ )

٢١=٢/٩۵۴,(fordoubleprecision), (٣۵)

با: برابرند متناظر خطاهای اکنون

ϵro ≈
√
Nϵm = {۶×٧−١٠,(forsingleprcision),

۵×١−١٠۴,(fordoubleprecision),
(٣۶)

م دهند: نشان نتایج این



۶

است. ذوذنقه ای قاعده ی از پیشرفته تر سیمپسن قاعده ی •

گیری انتگرال وریتم های ال سایر با نیز سیمپسن(و روش در ماشین دقت به نزدی خطای ی آوردن دست به •
است. ان پذیر بالاتر)ام مراتب

با اما نم آید دست به N → ∞ دادن قرار وسیله ی به انتگرال ی برای عددی تقریب بهترین آوردن دست به •
م آید. دست به N ≤ ١٠٠٠

گاوس سازی روش:چهارضلع ۶ . ٠

از را w(x) سنجه ی ضریب آن در که است ل ش به (3) گیری انتگرال اساس فرمول بازنویس که است این بر رسم
م کنیم: جدا انتگرالده

∫ β

α
f(x)dx ≡

∫ β

α
W (x)F (x)dx ≈

N∑
i=١

wiF (xi). (٣٧)

از چندجمله ای ی f(x) اگر که شده اند انتخاب طوری wi سنجه ی ضریب N ، گاوس سازی چهارضلع رهیافت در
طوری xi ،نقاط باورنکردن بهینه سازی این آوردن دست به م شود.برای صفر واقعاً تقریب خطای باشد ٢N − ١ درجه ی
فاصله گذاری با جدول واسطه ی به فقط f کنند.(اگر ایجاد [a, b] بازه ی روی بخصوص آرایش ی که م گیرند قرار
استفاده م تواند گیری ای انتگرال وریتم ال هر اگرچه است ساده تر ذوذنقه ای یا سیمپسن روش است، شده داده سان ی

شود).
بیشتری دقت گاوس وریتم های شود،ال هموار w(x) فاکتور وسیله ی به م تواند یا است هموار f(x) اگر کل طور به
که تابع دارند.اگر روشها آن با مشابه دقت کمتری نقاط با معکوس، طور به دارند،یا پائین تر مراتب با روش هایی به نسبت
دقت به است ن مم گاوس سازی چهارضلع همچون بالا مرتبه روش ی از نیست،استفاده هموار م شود گیری انتگرال
در نباشد هموار خاطر این به و باشد داشته متفاوت رفتارهای مختلف نواح در است ن مم تابع شود.گاه منجر کمتری
و کرد گیری انتگرال پائین مرتبه گیری انتگرال روش ی کم به مجزا طور به را قسمت هر است بهتر مواردی چنین
نوع و استفاده مورد بازه های تعداد برای «تیز» گیری انتگرال زیرروال های از بعض واق زد.در جم را پاس ها نهایت در

م گیرند. تصمیم بازه هر در گیری انتگرال قاعده
ببینیم (37)هستند.م توانیم عموم ل ش با گاوس نوع از شده اند داده نمایش (۴-٢) جدول در که قواعدی تمام
پذیر انتگرال تابع ی موارد از بسیاری در ،و گاوس ری دی مورد نمایی،در سنجه) (ضریب وزن تابع موارد از ی در که
بازه ها انتهای در گیری انتگرال نقطه ی داشتیم،هیچ سان ی فاصله ی با نقاط برای که قواعدی خلاف است.بر مخصوص

م کنند. تغییر N تغییر با وزن توابع و نقاط تمام هنوز اما ندارد وجود
از فراتر یرید ب م خواهید که انتگرال م کند.اگر کم گیری انتگرال طرح هر تعریف برای (37) در β, α مقادیر
(α, β) روی زیر در شده گفته روش های از ی کم به را (a, b) باید شما است، متفاوت (α, β) با که باشد (a, b) حد

کنید. پیاده
(گاوس‐ معمول گاوس گیری انتگرال برای که م کنیم توجه اما م دانیم مربوط ر دی مراج به را مفصل بحث اگرچه

باشند: آن مشتقات با مرتبط وزن هایی با لژاندر، چندجمله ای صفر(ریشه)از N باید xi نقاط لژاندر)

PN (xi) = ٠, wi =
٢

(١− x٢i )[P
′
N (xi)]٢

. (٣٨)

گیری انتگرال قواعد با مقیاس بندی ١ . ۶ . ٠

صورت به [a, b] عموم بازه ی هر برای (3) استاندارد ∫قرارداد b

a
f(x)dx ≈

N∑
i=١

f(xi)wi. (٣٩)
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باید پارامترها ،( گاوس روش ثابت(همچون حد با گیری انتگرال برای (yi, w′
i)وزن ها و نقاط که هنگام است.اما

م کنیم: ذکر را مفید نمونه ی چند اینجا کنند.در مقیاس بندی را [a, b] گاوس بازه ی
ما و شده اند آورده [١−,١] بازه ی برای نیز وزنها و هستند گاوس ابتدایی نقاط ,yi)ها w′

i)،زیر مقیاس بندی های در
کنیم. مقیاس x به م خواهیم

[−١, ١] → [A,B], A+B
٢ = میان نقطه ی

xi =
B +A

٢
+

B −A

٢
yi (۴٠)

⇒
∫ B

A
f(x)dx =

B −A

٢

∫ ١

−١
f [x(y)]dy (۴١)

⇒ wi =
B −A

٢
w′
i (۴٢)

[٠ → ∞], A = میان نقطه ی

xi = A
١+ yi
١− yi

, (۴٣)

wi =
٢A

(١− yi)٢
w′
i. (۴۴)

[−∞ → ∞], م شود تنظیم A از استفاده با مقیاس

xi = A
yi

١− y٢i
, (۴۵)

wi =
A(١+ y٢i )

(١− y٢i )
٢ w

′
i. (۴۶)

[B → ∞], A+ ٢B = میان نقطه ی

xi =
A+ ٢B +Ayi

١− yi
, (۴٧)

wi =
٢(B +A)

(١− yi)٢
w′
i. (۴٨)

[٠ → B], AB
B+A = میان نقطه ی

xi =
AB(١+ yi)

B +A− (B −A)yi
, (۴٩)

wi =
٢AB٢

(B +A− (B −A)yi)٢
w′
i, (۵٠)

خواهد وجود محدود نه اما بزرگ باxهای کند،نقاط میل بینهایت سمت به گیری انتگرال حدود اگر که ببینید م توانید
م شود. بیشتر و بیشتر xi بزرگترین م دهید افزایش را N ه شب نقاط تعداد که طور داشت.همان



٨

گیری انتگرال پیاده سازی: ٠ . ٧

بنویسید.برای گاوس سازی چهارضلع و سیمپسن ذوذنقه ای،قاعده ی قاعده ی از استفاده با عددی گیری انتگرال برای برنامه ای
کنید. استفاده معمول دقت از خطا اثرات سریع بسیار نمایش

دارد: وجود زیر ل ش به تحلیل پاس ی بنابراین م کنیم فرض را نمایی نزول مسأله این برای

dN(t)

dt
= e−t (۵١)

N(١) =
∫ ١

٠
e−tdt = ١− e−١. (۵٢)

تجربی خطای تخمین ارزیابی: ٠ . ٨

نسبی خطای

ϵ = |numeric− exact

exact
|, (۵٣)

کنید. مقایسه مربع چهارضلع سازی و ذوذنقه ای،سیمپسن قواعد برای را

بسازید. زیر ل ش به جدول .١
بیازمایید. را ...،٢،١٠،٢٠،۴٠،٨٠،١۶٠ از مقدار N

تعداد عرض ها(قائم) محور که کنید شید.توجه ب log١٠ h برحسب log١٠ ϵ از (۴-٣) ل ش شبیه نموداری .٢
م دهد. نشان را خطا در ده تایی ان های م

ن مم که کنید کنید.(توجه استفاده N نقاط تعداد به خطا تقریبی تابع بستگ کردن مشخص برای نمودارتان از .٣
است). بزرگ تر تقریب خطای زیرا برسید ذوذنقه ای قاعده ی برای گردکردن خطای رژیم به نباشید قادر است

م کند. تغییر ونه چ مضاعف دقت برای شما پاس (اختیاری)ببینید .۴

آزمایش ارزیابی: ٠ . ٩

بیازمایید: را زیر انتگرال دو

F١ =

∫ ٢π

٠
sin (١٠٠x)dx, F٢ =

∫ ٢π

٠
sinx (١٠٠x)dx. (۵۴)

کند. پیدا ل مش انتگرال ها این با است ن مم کامپیوتر چرا که دهید توضیح

رومبرگ برون یابی روش: ٠ . ١٠

کاهش برای h بازه ی اندازه ی به خطا شده ی شناخته تابع های بستگ از عددی،م توانیم گیری دیفرانسیل با مشابه طور به
حال داریم.در را (26) تحلیل تخمین های سیمپسن و ذوذنقه ای شبیه ساده قواعد کنیم.برای استفاده گیری انتگرال در خطا

مقادیر A(h/٢) و A(h) اگر کنیم.مثلا مشخص را وابستگ ی باشیم مجبور است ن مم ر دی روش های برای که
زیر ل ش به را انتگرال ها این م توانیم آمده اند، دست به h/٢ و h بازه ی روی ذوذنقه ای روش به که هستند انتگرال هایی

دهیم: بسط

A(h) ≈
∫ b

٠
f(x)dx+ αh٢ + βh۴ + ..., (۵۵)



٩ رومبرگ برون یابی روش: .٠ . ١٠

A(
h

٢
) ≈

∫ b

٠
f(x)dx+

αh٢

۴
+

βh۴

١۶
+ .... (۵۶)

م کنیم: حذف مقایسه و محاسبه وسیله ی به را h٢ جمله ی ما درنتیجه

۴
٣
A(

h

٢
)− ١

٣
A(h) ≈

∫ b

a
f(x)dx− βh۴

۴
+ .... (۵٧)

و شود چیره خطا بر h٢ جمله ی که است ان پذیر ام صورت در فقط رومبرگ٣) حقه(برون یابی این که پیداست وضوح به
شود. ساخته وریتم ها ال سایر برای م تواند مشابه باشند.برون یابی خوش رفتار تابع مشتقات فقط باید سپس

نیوتن‐کوتس با مشابه ر دی فرمول های ٠ . ١٠ . ١

قاعده ی که گونه داده ایم.همان نشان معادل بازه های قواعد از تعدادی برای را سنجه(وزن ها) ضرایب (۴-١) جدول در
منفرد بازه های قوانین م کند.(این ها استفاده میلنه۴ و مقابل قانون چهار از ٣

٨ قاعده ی م کرد استفاده بازه دو از سیمپسن
بازه ی پایان که نقاط آید.یعن دست به گیری انتگرال محدوده تمام برای قانون تا شوند ترکیب باهم باید و هستند
به را م شوند گیری انتگرال که اولیه ای بازه های تعداد م توانید آسان به م شوند). وزن دوبار ر دی بازه ی آغاز و هستند
برابر حاصلجم نه.این یا نوشته اید درست را وزن ها آیا که ببینید قانون هر برای وزن ها کردن جم وسیله ی به آورید،و دست

م شود): b− a با برابر (که باشد بازه ها تعداد در h حاصل ضرب با ر براب باید و است f(x) = ١ انتگرال با

N∑
i=١

wi = h×Nintervals = b− a. (۵٨)

Romberg٣

Milne۴
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