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 فضاهاي خطي ۱-۱

و ضرب که در اصول  های جمعبه نام تعریف شده بر آن به همراه دو عمل 𝔽𝔽 ی ناتهیمجموعهیک : ١-١ تعریف

 شود.نامیده میکنند یک میدان  زیر صدقموضوع 

 :اصول مربوط به جمع

1.𝐴𝐴 اگر (𝛼𝛼,𝛽𝛽 ∈ 𝔽𝔽 گاه آن𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 ∈ 𝔽𝔽  ؛ یعنی𝔽𝔽 .نسبت به جمع بسته است 

2.𝐴𝐴در  ٠اثر عمل جمع و با نماد به نام عضو بی یکتا ) عنصری𝔽𝔽 هر  ازایبهطوری که وجود دارد، به𝛼𝛼 ∈ 𝔽𝔽 
𝛼𝛼 + 0 = 𝛼𝛼. 

 

3.𝐴𝐴 اگر (𝛼𝛼,𝛽𝛽, 𝛾𝛾 ∈ 𝔽𝔽 گاه ، آن𝛼𝛼 + (𝛽𝛽 + 𝛾𝛾) = (𝛼𝛼 + 𝛽𝛽) + 𝛾𝛾 است پذیر؛ یعنی جمع شرکت. 

4.𝐴𝐴ازای هر ) به𝛼𝛼 ∈ 𝔽𝔽ی ، عنصری یکتا به نام قرینه𝛼𝛼  و با نماد−𝛼𝛼  در𝔽𝔽 به طوری که، وجود دارد 
𝛼𝛼 + (−𝛼𝛼) = 0. 

 

5.𝐴𝐴 اگر (𝛼𝛼,𝛽𝛽 ∈ 𝔽𝔽 گاه ، آن𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 = 𝛽𝛽 + 𝛼𝛼  جابجایی استیعنی جمع دارای خاصیت ؛. 

 :اصول مربوط به ضرب

1.𝑀𝑀 اگر (𝛼𝛼,𝛽𝛽 ∈ 𝔽𝔽 گاه ، آن𝛼𝛼𝛼𝛼 ∈ 𝔽𝔽  ؛ یعنی𝔽𝔽 .نسبت به ضرب بسته است 

2.𝑀𝑀در  ١اثر عمل ضرب و با نماد ) عنصری یکتا به نام عضو بی𝔽𝔽 طوری که برای هر وجود دارد، به𝛼𝛼 ∈ 𝔽𝔽  ،

𝛼𝛼1 = 𝛼𝛼 . 

  ١ 



3.𝑀𝑀 اگر (𝛼𝛼,𝛽𝛽, 𝛾𝛾 ∈ 𝔽𝔽 گاه ، آن𝛼𝛼(𝛽𝛽𝛽𝛽) = (𝛼𝛼𝛼𝛼)𝛾𝛾است پذیر؛ یعنی ضرب شرکت. 

4.𝑀𝑀0ازای هر ) به ≠ 𝛼𝛼 ∈ 𝔽𝔽 عنصری یکتا به نام وارون ضربی ،𝛼𝛼  و با نماد𝛼𝛼−1  در𝔽𝔽  موجود است به طوری

𝛼𝛼𝛼𝛼−1 که = 1. 

5.𝑀𝑀 اگر (𝛼𝛼,𝛽𝛽 ∈ 𝔽𝔽 گاه ، آن𝛼𝛼𝛼𝛼 = 𝛽𝛽𝛽𝛽 دارای خاصیت جابجایی است ضربیعنی ؛. 

 :پذیری (خاصیت پخشی)اصل توزیع

𝐷𝐷 اگر (𝛼𝛼,𝛽𝛽, 𝛾𝛾 ∈ 𝔽𝔽 گاه ، آن𝛼𝛼(𝛽𝛽 + 𝛾𝛾) = 𝛼𝛼𝛼𝛼 + 𝛼𝛼𝛼𝛼پذیر است.؛ یعنی عمل ضرب روی جمع توزیع 

,𝔽𝔽) کنند که) بیان می𝐴𝐴(‑ )4.𝐴𝐴.1(نامند. اصول اعضای یک میدان را اسکالر می چه چنان .یک گروه است (+

)5.𝐴𝐴( گاه نیز برقرار باشد، آن(𝔽𝔽, کنند که بیان می موضوع ضرب نیز اصول. شودخوانده می یک گروه آبلی (+

(𝔽𝔽 −  یک گروه آبلی است. (×,{0}

 ی اعداد حقیقی که با مجموعه :١-١ مثالℝ شود، با جمع و ضرب معمولی یک میدان است.می نشان داده 

ی اعداد مختلط که با مجموعه :٢-١ مثالℂ شود، با جمع و ضرب اعداد مختلط یک میدان است.می نشان داده 

تعریف شده بر آن به همراه با دو عمل ، 𝑉𝑉ای است مانند مجموعه 𝔽𝔽 روی میدان خطییک فضای  :٢-١ تعریف

𝑉𝑉:+( جمعهای نام × 𝑉𝑉 → 𝑉𝑉ضرب اسکالر ( ) و⋅∶ 𝔽𝔽 × 𝑉𝑉 → 𝑉𝑉( کنندمی زیر صدقموضوع اصول در  که: 

1.𝑉𝑉( (𝑉𝑉 ,  یک گروه آبلی است؛ (+

2.𝑉𝑉ای هر ازه) ب𝛼𝛼,𝛽𝛽 ∈ 𝔽𝔽 و هر 𝑣𝑣 ∈ 𝑉𝑉، (𝛼𝛼𝛼𝛼)𝑣𝑣 = 𝛼𝛼(𝛽𝛽𝛽𝛽)؛ 

3.𝑉𝑉ای هر ازه) ب𝛼𝛼,𝛽𝛽 ∈ 𝔽𝔽  و هر𝑣𝑣 ∈ 𝑉𝑉، (𝛼𝛼 + 𝛽𝛽)𝑣𝑣 = 𝛼𝛼𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝛽𝛽؛ 

4.𝑉𝑉ای هرازه) ب  𝛼𝛼 ∈ 𝔽𝔽و هر 𝑣𝑣,𝑤𝑤 ∈ 𝑉𝑉، 𝛼𝛼(𝑣𝑣 + 𝑤𝑤) = 𝛼𝛼𝛼𝛼 + 𝛼𝛼𝛼𝛼؛ 

5.𝑉𝑉 (ای هرازهب 𝑣𝑣 ∈ 𝑉𝑉، 1𝑣𝑣 = 𝑣𝑣. 

𝑉𝑉)به صورت را معمولا�  𝔽𝔽 روی میدان 𝑉𝑉خطی فضای یک  ,𝔽𝔽) با  تنها یا اگر بیم ابهام نرود𝑉𝑉 اگر دهیم. نشان می

𝔽𝔽 باشد،  میدان اعداد حقیقی𝑉𝑉  اگر  وحقیقی  فضای خطیرا یک𝔽𝔽  ،میدان اعداد مختلط باشد𝑉𝑉  فضای را یک

 نامیم.مختلط می خطی

𝑉𝑉)فرض کنیم : ٣-١ تعریف ,𝔽𝔽) ناتهی  ییک فضای خطی باشد. زیرمجموعه𝑊𝑊  از𝑉𝑉  را یک زیرفضای خطی𝑉𝑉 

توان نشان داد که یک فضای خطی باشد. می 𝑉𝑉نیز با همان جمع و ضرب اسکالر تعریف شده بر  𝑊𝑊نامیم هرگاه 

𝛼𝛼  ازای هر اسکالراین تعریف معادل است با اینکه به ∈ 𝔽𝔽 و هر دو بردار𝑤𝑤1,𝑤𝑤2 ∈ 𝑊𝑊 :داشته باشیم 

𝛼𝛼𝑤𝑤1 + 𝑤𝑤2 ∈ 𝑊𝑊 . 

𝑊𝑊نویسیم باشد می 𝑉𝑉یک زیرفضای خطی  𝑊𝑊اگر  ≤ 𝑉𝑉. 

ط برای فضاهای خطی مختل ی مشابهییاتعاریف و قضا. با این حال با فضاهای خطی حقیقی سروکار داریم اغلبما 

از این پس هرگاه اصطلاح فضای خطی را بدون هیچ توضیحی به کار بردیم منظورمان فضای خطی  .نیز برقرار است

 حقیقی است مگر در مواردی که نوع فضا را به صراحت مشخص کنیم.

  ٢ 



𝑉𝑉فرض کنید  :٣-١ مثال = ℝی تمام اعداد حقیقی و ، یعنی مجموعه𝑥𝑥 + 𝑦𝑦  و𝛼𝛼𝛼𝛼  جمع و ضرب معمولی اعداد

 .با دو عمل بالا، یک فضای خطی است 𝑉𝑉در این صورت حقیقی باشند. 

𝑉𝑉فرض کنید  :٤-١ مثال = ℂو  مختلطی تمام اعداد ، یعنی مجموعه𝑥𝑥 + 𝑦𝑦  و𝛼𝛼𝛼𝛼  به ترتیب جمع معمولی اعداد

. با دو عمل بالا، یک فضای خطی است 𝑉𝑉در این صورت باشند.  𝛼𝛼در عدد حقیقی  𝑥𝑥مختلط و ضرب عدد مختلط 

 یک فضای خطی حقیقی است زیرا اسکالرهایش حقیقی 𝑉𝑉 اعداد مختلط هستند، اما 𝑉𝑉که اگرچه عناصر  کنیدتوجه 

𝑊𝑊توان دید که به سادگی می .هستند = ℝ خطی یک زیرفضای 𝑉𝑉 .است 

𝑉𝑉و عددی طبیعی  𝑛𝑛فرض کنید  :٥-١ مثال = ℝ𝑛𝑛 های ی تمام بردارمجموعه𝑛𝑛 ای از اعداد حقیقی باشد. مؤلفه

𝑉𝑉یعنی  = {(𝑥𝑥1,… ,𝑥𝑥𝑛𝑛)| 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ ℝ, 1 ≤ 𝑖𝑖 ≤ 𝑛𝑛} .به ازای هر عدد حقیقی 𝛼𝛼 هر و 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈ 𝑉𝑉  کنیم:میتعریف 

𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = (𝑥𝑥1 + 𝑦𝑦1,… ,𝑥𝑥𝑛𝑛 + 𝑦𝑦𝑛𝑛), 
𝛼𝛼𝛼𝛼 = (𝛼𝛼𝛼𝛼1,… ,𝛼𝛼𝑥𝑥𝑛𝑛), 

بیشتر اصطلاحات فنی در حالت کلی از این مثال برگرفته  .خطی است، یک فضای دو عمل بالابا  𝑉𝑉در این صورت 

 ویند.گو به اعضای آن نقطه یا بردار می فضای برداری ،یک فضای خطی است که معمولا� به اند. به همین دلیلشده

 .استیک زیرفضای خطی از آن  ℝ𝑛𝑛 ونیز به همراه دو عمل بالا یک فضای خطی ℂ𝑛𝑛  که توان دیدبه سادگی می

𝑉𝑉اعدادی طبیعی و  𝑛𝑛و  𝑚𝑚فرض کنید  :٦-١ مثال = ℝ𝑚𝑚×𝑛𝑛 های ی تمام ماتریسمجموعه𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 های با درایه

𝐴𝐴,𝐵𝐵 و هر  𝛼𝛼حقیقی باشد. به ازای هر عدد حقیقی  ∈ 𝑉𝑉کنیم:تعریف می 

(𝐴𝐴 + 𝐵𝐵)𝑖𝑖𝑖𝑖 = (𝐴𝐴)𝑖𝑖𝑖𝑖 + (𝐵𝐵)𝑖𝑖𝑖𝑖, 

(𝛼𝛼𝛼𝛼)𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝛼𝛼(𝐴𝐴)𝑖𝑖𝑖𝑖, 

1که در آن  ≤ 𝑖𝑖 ≤ 𝑚𝑚  1و ≤ 𝑗𝑗 ≤ 𝑛𝑛.  در این صورت𝑉𝑉 توان به سادگی می .با دو عمل بالا، یک فضای خطی است

 یک زیرفضای خطی از آن است. ℝ𝑚𝑚×𝑛𝑛و  به همراه دو عمل بالا یک فضای خطینیز  ℂ𝑚𝑚×𝑛𝑛 دید که

ر ادامه دها توابعی حقیقی هستند سروکار داریم. بنابراین که اعضای آن ی تقریب معمولا� با فضاهایی خطیدر نظریه

 آوریم.تابعی می هایی از فضاهای خطیمثال

𝑥𝑥ازای هر به آنگاه ،باشدحقیقی  یعدد 𝛼𝛼باشند و  𝐷𝐷 ترکتوابعی با قلمرو مش 𝑔𝑔و   𝑓𝑓 اگر ∈ 𝐷𝐷 کنیمتعریف می: 

(𝑓𝑓 + 𝑔𝑔)(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑔𝑔(𝑥𝑥), (𝛼𝛼𝛼𝛼)(𝑥𝑥) = 𝛼𝛼�𝑓𝑓(𝑥𝑥)� 

 دهد.های زیر با دو عمل جمع و ضرب اسکالر بالا تشکیل یک فضای خطی میدر این صورت هر یک از مجموعه

,𝑎𝑎]ای چون توابع حقیقی تعریف شده بر بازهی تمام مجموعه: ٧-١ مثال 𝑏𝑏]. 

,𝑎𝑎] چون یپیوسته بر بازه حقیقی و ی تمام توابعمجموعه: ٨-١ مثال 𝑏𝑏] . را بااین فضا 𝐶𝐶[𝑎𝑎, 𝑏𝑏] دهیم.نشان می 

,𝑎𝑎]ی بر بازه که تمام توابع حقیقیی مجموعه :٩-١ مثال 𝑏𝑏]  مشتق𝑛𝑛ام پیوسته دارند )𝑛𝑛 یک عدد طبیعی است(. 

,𝐶𝐶𝑛𝑛[𝑎𝑎 را بااین فضا  𝑏𝑏] دهیم.نشان می 

,𝑎𝑎]ی پذیر بر بازهنهایت بار مشتقی تمام توابع بیمجموعه: ١٠-١ مثال 𝑏𝑏] این فضا را با .𝐶𝐶∞[𝑎𝑎, 𝑏𝑏] دهیم.نشان می 

  ٣ 



 های با ضرایب حقیقی.ایی تمام چندجملهمجموعه :١١-١ مثال

نشان  𝑃𝑃𝑛𝑛ثابت است. این فضا را با  𝑛𝑛که  𝑛𝑛 ی حداکثرهای از درجهایی تمام چندجملهمجموعه: ١٢-١ مثال

  دهیم.می

ای یک فضای خطی نیست. زیرا مجموع دو چندجمله 𝑛𝑛ی های از درجهایی تمام چندجملهتوجه کنید که مجموعه

 نیست. 𝑛𝑛ی ، لزوماً از درجه𝑛𝑛ی از درجه

𝑓𝑓(1)که  𝑓𝑓ی تمام توابع مجموعه :١٣-١ مثال = 0 . 

 شوند.عوض کنیم، اصول موضوع بسته بودن نقض می ی ناصفررا با عدد 0در اینجا عدد صفر مهم است. اگر 

″𝑦𝑦 خطی همگن ی دیفرانسیلهای معادلهی تمام جوابمجموعه :١٤-١ مثال + 𝑎𝑎𝑦𝑦′ + 𝑏𝑏𝑏𝑏 =  𝑏𝑏و  𝑎𝑎که در آن  0

 اعداد معلومی هستند.

اصول موضوع بسته غیرهمگن در  ی دیفرانسیلهای یک معادلهی جوابجموعهدر اینجا نیز عدد صفر مهم است. م

 کنند.بودن صدق نمی

 .𝑇𝑇تناوب مفروض  ی تمام توابع پیوسته و متناوب با دورهمجموعه: ١٥-١ مثال

,𝑎𝑎]ی مفروض ی تمام توابعی که بر یک بازهمجموعه: ١٦-١ مثال 𝑏𝑏]  پذیرندانتگرالریمان. 

𝑓𝑓|ها ازای آنبه که 𝑓𝑓 پذیراندازه ی تمام توابعمجموعه :١٧-١ مثال |𝑝𝑝 ی مفروض بر یک بازه[𝑎𝑎, 𝑏𝑏] پذیر لبگانتگرال 

0است ( < 𝑝𝑝 < ,𝐿𝐿𝑝𝑝[𝑎𝑎عددی حقیقی است). این فضا را با  ∞ 𝑏𝑏] دهیم.نشان می 

رد. در پذیری ریمان را در نظر بگیانتگرال در این مثال تواندمی نباشد با انتگرال لبگ آشناممکن است ای که خواننده

,𝐿𝐿2[𝑎𝑎حالت خاص فضای  𝑏𝑏] بر پذیر یعنی فضای تمام توابع مربعی انتگرال[𝑎𝑎, 𝑏𝑏].یک فضای خطی است ، 

𝑎𝑎نامتناهی مانند های ی تمام دنبالهمجموعه : ١٨-١ مثال = (𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2,… (یا به عبارتی همه توابع  از اعداد حقیقی (

0و به ازای عدد ثابتی چون  هاازای آنکه به ی اعداد طبیعی)حقیقی تعریف شده بر مجموعه < 𝑝𝑝 < ∞، 

�|𝑎𝑎𝑖𝑖|𝑝𝑝
∞

𝑖𝑖=1
< ∞. 

 دهیم.نشان می ℓ𝑝𝑝یا تنها با  ℓ𝑝𝑝(ℕ)این فضا را با 

 پردازیم.یم در یک فضای خطی پایه و بعد و ،و وابستگی خطیاستقلال مفاهیم  به بیاندر ادامه 

𝑉𝑉) فرض کنید :٤-١ تعریف ,𝔽𝔽) ،یک فضای خطی 𝑣𝑣1,… , 𝑣𝑣𝑛𝑛  عناصری از𝑉𝑉  و𝛼𝛼1,… ,𝛼𝛼𝑛𝑛  عناصری از𝔽𝔽 .باشند 

𝛼𝛼1𝑣𝑣1جمع در این صورت حاصل + ⋯+ 𝛼𝛼𝑛𝑛𝑣𝑣𝑛𝑛  را یک ترکیب خطی از𝑣𝑣1,… , 𝑣𝑣𝑛𝑛 نامیم.می 

𝑉𝑉) فرض کنید: ٥-١ تعریف ,𝔽𝔽) و فضای خطی یک 𝑆𝑆 = {𝑣𝑣1, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛} ای از عناصر مجموعه𝑉𝑉 به سادگی  .باشد

 ، یعنی:دهیمنشان می span(𝑆𝑆)را با که آن  𝑆𝑆ی تمام ترکیبات خطی اعضای مجموعه توان دید کهمی

span(𝑆𝑆) = {𝛼𝛼1𝑣𝑣1 + ⋯+ 𝛼𝛼𝑛𝑛𝑣𝑣𝑛𝑛 | 𝛼𝛼𝑖𝑖 ∈ 𝔽𝔽, 𝑣𝑣𝑖𝑖 ∈ 𝑆𝑆, 1 ≤ 𝑖𝑖 ≤ 𝑛𝑛}, 

 .نامیممی 𝑆𝑆زیرفضای تولید شده توسط این زیر فضا را  .است 𝑉𝑉یک زیرفضای خطی  

  ٤ 



𝑉𝑉)فرض کنید که  :٦-١ تعریف ,𝔽𝔽)  و یک فضای خطی𝑆𝑆 ای از مجموعهزیر𝑉𝑉 باشد .𝑆𝑆 نامیم خطی می یوابسته را

…,𝑣𝑣1عناصری چون  هرگاه , 𝑣𝑣𝑛𝑛  در𝑆𝑆  ی چوناسکالرهایو 𝛼𝛼1,… ,𝛼𝛼𝑛𝑛  در𝔽𝔽  موجود باشند  ،نیستندکه همگی صفر

𝛼𝛼1𝑣𝑣1طوری که به + ⋯+ 𝛼𝛼𝑛𝑛𝑣𝑣𝑛𝑛 = به  .ی خطی نباشداگر وابسته شودنامیده میمستقل خطی  𝑆𝑆ی . مجموعه0

…,𝑣𝑣1ازای هر عبارت دیگر به  , 𝑣𝑣𝑛𝑛  در𝑆𝑆ی، رابطه 𝛼𝛼1𝑣𝑣1 + ⋯+ 𝛼𝛼𝑛𝑛𝑣𝑣𝑛𝑛 =  :ایجاب کند که 0

𝛼𝛼1 = ⋯ = 𝛼𝛼𝑛𝑛 = 0. 

 شوند:سادگی حاصل میاز تعریف فوق، نتایج زیر به

 ی خطی است.ی خطی، وابستهی وابستهشامل یک مجموعه یهر مجموعه :١-١ نتیجه

 مستقل خطی است. مستقل خطی، یمجموعه ی یکهر زیر مجموعه :٢-١ نتیجه

 ی خطی است.صفر، وابسته عنصرشامل  یهر مجموعه :٣-١ نتیجه

 این اصطلاحات را برای خود عناصرگاهی با این حال ها هستند. استقلال و وابستگی خطی خواصی برای مجموعه

𝑆𝑆بریم. مثلا� اگر ه کار میب = {𝑣𝑣1, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛}، جای اینکه بگوییم به آنگاه𝑆𝑆  گوییم است میی) خطی (یا وابستهمستقل

𝑣𝑣1,… , 𝑣𝑣𝑛𝑛 خطی هستند. ی)(یا وابسته مستقل 

𝑥𝑥فرض کنید به ازای هر  :١٩-١ مثال ∈ ℝ ،𝑣𝑣1(𝑥𝑥) = sin2 𝑥𝑥 ،𝑣𝑣2(𝑥𝑥) = cos2 𝑥𝑥  و𝑣𝑣3(𝑥𝑥) =  از آن جا که: .1

sin2 𝑥𝑥 + cos2 𝑥𝑥 = 1, 

𝑣𝑣1داریم  + 𝑣𝑣2 − 𝑣𝑣3 =  ی خطی هستند.وابسته 𝑣𝑣3و  𝑣𝑣1 ،𝑣𝑣2. بنابراین 0

𝑘𝑘فرض کنید به ازای  :٢٠-١ مثال = 0,1, … ,𝑛𝑛 و هر ،𝑥𝑥 ∈ ℝ ،𝑣𝑣𝑘𝑘(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥𝑘𝑘 .یدر این صورت مجموعه 

𝑆𝑆 = {𝑣𝑣0,… , 𝑣𝑣𝑛𝑛} 

𝛼𝛼0𝑣𝑣0 شکلمستقل خطی است. برای اثبات این مطلب توجه کنید که هر رابطه به  ℝبر  + ⋯+ 𝛼𝛼𝑛𝑛𝑣𝑣𝑛𝑛 = بدین  0

𝑥𝑥ازای هر معنی است که به ∈ ℝ، 

𝛼𝛼0 + 𝛼𝛼1𝑥𝑥 + ⋯+ 𝛼𝛼𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛 = 0. 

𝑥𝑥با قرار دادن  از اینجا = 𝛼𝛼0داریم  0 = 𝑥𝑥ی فوق و قرار دادن رابطهگیری از با مشتق سپس .0 = در آن خواهیم  0

𝛼𝛼1داشت  = 𝑥𝑥و قرار دادن  پیاپی گیریمشتق به همین ترتیب با .0 =  .ندصفر 𝛼𝛼𝑘𝑘یب اضر تمامیبینیم که می 0

,𝑎𝑎]ی فوق بر هر بازه چون دهیم که مجموعهحال نشان می 𝑏𝑏]  نیز مستقل خطی است. برای این منظور𝑛𝑛 + ی نقطه 1

…,𝑥𝑥0,𝑥𝑥1متمایز دو به دو  . ,𝑥𝑥𝑛𝑛 ی کنیم و در رابطهی مذکور انتخاب میاز بازه𝛼𝛼0 + 𝛼𝛼1𝑥𝑥 + ⋯+ 𝛼𝛼𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛 = 0 

𝐴𝐴𝐴𝐴دستگاه معادلات خطی یک دهیم. با این کار به قرار می = 𝑦𝑦𝑇𝑇رسیم که در آن می 0 = (𝛼𝛼0,𝛼𝛼1,… ,𝛼𝛼𝑛𝑛)  و

 به صورت زیر است: 𝐴𝐴ماتریس ضرایب 

𝐴𝐴 =
⎝
⎜⎜
⎛

1 𝑥𝑥0
1 𝑥𝑥1

… 𝑥𝑥0
𝑛𝑛

⋯ 𝑥𝑥1
𝑛𝑛

⋮ ⋮
1 𝑥𝑥𝑛𝑛

⋮ ⋮
⋯ 𝑥𝑥𝑛𝑛

𝑛𝑛⎠
⎟⎟
⎞ 

det(𝐴𝐴) شود کهثابت می ماتریس واندرموند نام دارد و 𝐴𝐴ماتریس  = ∏ (𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥𝑥𝑗𝑗)0≤𝑗𝑗<𝑖𝑖≤𝑛𝑛
با توجه به این که . 

  ٥ 



𝑥𝑥0,𝑥𝑥1,… . ,𝑥𝑥𝑛𝑛  نقاط دو به دو متمایز هستند داریمdet(𝐴𝐴) ≠ 𝐴𝐴𝐴𝐴دستگاه بنابراین . 0 = دارای جواب یکتای  0

𝑦𝑦 = 𝛼𝛼0است. یعنی  0 = 𝛼𝛼1 = ⋯ = 𝛼𝛼𝑛𝑛 = ,𝑎𝑎]ها را بر 𝑣𝑣𝑘𝑘که استقلال خطی ، 0 𝑏𝑏] کند.ثابت می 

…,𝜆𝜆1اگر  :٢١-١ مثال , 𝜆𝜆𝑛𝑛  اعداد حقیقی متمایزی باشند، آنگاه𝑛𝑛 تابع نمایی 

𝑣𝑣1(𝑥𝑥) = 𝑒𝑒𝜆𝜆1𝑥𝑥,… , 𝑣𝑣𝑛𝑛(𝑥𝑥) = 𝑒𝑒𝜆𝜆𝑛𝑛𝑥𝑥 

𝑛𝑛 براینتیجه  کنیم.ثابت می 𝑛𝑛استقرا بر  مطلب را به مستقل خطی هستند. این ℝبر  = فرض پس بدیهی است.  ،1

𝑛𝑛برای کنیم می − …,𝛼𝛼1 ی چوناسکالرهایازای به و تابع نمایی نیز درست باشد 1 ,𝛼𝛼𝑛𝑛 :داشته باشیم 

�𝛼𝛼𝑘𝑘𝑒𝑒𝜆𝜆𝑘𝑘𝑥𝑥
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1
= 0. 

𝜆𝜆𝑀𝑀اگر  = max{𝜆𝜆1, … ,𝜆𝜆𝑛𝑛} در  ی بالارابطهگاه با ضرب طرفین آن𝑒𝑒−𝜆𝜆𝑀𝑀𝑥𝑥 :خواهیم داشت 

�𝛼𝛼𝑘𝑘𝑒𝑒(𝜆𝜆𝑘𝑘−𝜆𝜆𝑀𝑀 )𝑥𝑥
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1
= 0. 

𝑘𝑘وقتی که  ≠ 𝑀𝑀 عدد ،(𝜆𝜆𝑘𝑘 − 𝜆𝜆𝑀𝑀 𝑥𝑥منفی است. بنابراین اگر  ( → 𝑘𝑘 هر جمله با، ∞+ ≠ 𝑀𝑀  به صفر میل

𝛼𝛼𝑀𝑀کند و خواهیم داشت می = ه بینیم کام را حذف کنیم و فرض استقرا را به کار ببریم می𝑀𝑀ی . حال اگر جمله0

𝑛𝑛هر یک از  −  ضریب باقیمانده نیز صفر است. 1

𝑉𝑉)فرض کنید که  :٧-١ تعریف ,𝔽𝔽)  .ی چوناگر عناصریک فضای خطی باشد 𝑣𝑣1,… , 𝑣𝑣𝑛𝑛  در𝑉𝑉  مستقل خطی

𝑛𝑛ی مجموعهزیرباشند ولی هر  +  نویسیم:نامیم و میمی 𝑉𝑉را بعد  𝑛𝑛باشد، آنگاه  ی خطیوابسته 𝑉𝑉از  عضوی 1

dim𝑉𝑉 = 𝑛𝑛. 

𝑛𝑛اگر به ازای هر  >  نامیم.را نامتناهی البعد می 𝑉𝑉موجود باشد، آنگاه  𝑉𝑉در  عنصر مستقل خطی 𝑛𝑛 ازای مجموعه ،0

𝑉𝑉)از فضای خطی  𝐵𝐵ی زیرمجموعه :٨-١ تعریف ,𝔽𝔽)  هرگاه:نامیم مییک پایه را 

span(𝐵𝐵) . یعنیرا تولید کند 𝑉𝑉ب) فضای                           الف) مستقل خطی باشد. = 𝑉𝑉. 

𝐵𝐵 ملاحظه کنید که اگر = {𝑣𝑣1,… , 𝑣𝑣𝑛𝑛} فضای خطیای برای پایه (𝑉𝑉 ,𝔽𝔽)  باشد، آنگاه هر𝑣𝑣 ∈ 𝑉𝑉  نمایش منحصر

 به فردی به صورت

𝑣𝑣 = �𝛼𝛼𝑖𝑖𝑣𝑣𝑖𝑖
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
 

 مستقل خطی است. 𝐵𝐵کند، و منحصر به فرد است زیرا را تولید می 𝑉𝑉فضای  𝐵𝐵زیرا  استوجود مدارد. این نمایش 

 :شودحاصل میی زیر بنابراین نتیجه

𝑉𝑉)فضای خطی  :٤-١ نتیجه ,𝔽𝔽)  از بعد متناهی𝑛𝑛 ای از است اگر و تنها اگر پایه𝑛𝑛 .همچنین هر  عضو داشته باشد

 دهد.بعدی می 𝑛𝑛 خطی یک فضای ای برایعضوی تشکیل پایه 𝑛𝑛ی مستقل خطی مجموعه

𝑉𝑉)برای وقتی که  ,𝔽𝔽) شود بیان میسری همگرا  یک پایه توسط معادل مفهوم ،یک فضای خطی نامتناهی البعد است

 کنیم.می بیانبخش بعد  درکه آن را 

  ٦ 



 یو مجموعه است 𝑛𝑛 دارای بعد ℝ𝑛𝑛فضای  :٢٢-١ مثال

𝐵𝐵 = {(1,0,0,… ,0), (0,1,0,… ,0),… , (0,0,0,… ,1)} 

 نامیم.می ℝ𝑛𝑛ی استاندارد ای برای آن است. این پایه را پایهپایه

𝑛𝑛بعد دارای  𝑃𝑃𝑛𝑛فضای  :٢٣-١ مثال +  یاست و مجموعه 1

𝐵𝐵 = {1,𝑥𝑥,𝑥𝑥2,… ,𝑥𝑥𝑛𝑛} 

 نامیم.می 𝑃𝑃𝑛𝑛ی استاندارد ای برای آن است. این پایه را پایهپایه

″𝑦𝑦 ی دیفرانسیلهای معادلهفضای جواب :٢٤-١ مثال − 2𝑦𝑦′ − 3𝑦𝑦 =  یاست و مجموعه ٢دارای بعد  0

𝐵𝐵 = {𝑒𝑒−𝑥𝑥, 𝑒𝑒3𝑥𝑥} 

 .استخطی از این دو تابع  یک ترکیب ای برای آن است. هر جواب معادله،پایه

,𝐶𝐶[𝑎𝑎فضای  :٢٥-١ مثال 𝑏𝑏] .نامتناهی البعد است 
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𝑥𝑥و باشد خطی فضای یک 𝑉𝑉 کنیم فرض :٩-١ تعریف ∈ 𝑉𝑉.  هر عنصر𝑦𝑦 ∈ 𝑉𝑉  که𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 ≠ یک تقریب برای  0

𝑥𝑥 اگر شود. نامیده می𝑦𝑦 ∈ 𝑉𝑉  تقریبی از𝑥𝑥 تفاضلگاه آن، باشد 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦  نامیممی تقریب این خطایرا. 

اید ب و در اصطلاح مختلف نیاز داریم هایتقریب یخطا اندازه های تقریبی، اغلب به سنجشهنگام تحلیل روش

دهیم. یممفاهیم آشنای فاصله و طول را به فضاهای خطی توسعه  بنابراینی بین دو نقطه از فضا را پیدا کنیم. فاصله

 .شودامکان فراهم میمعرفی یک نرم بر فضا این با 

امیم نتعریف شده است یک نرم می 𝑉𝑉که بر را ‖⋅‖ حقیقی باشد. تابعخطی یک فضای  𝑉𝑉فرض کنیم  :١٠-١ تعریف

 زیر صدق کند:  ویژگیهرگاه در سه 

1.𝑁𝑁( ازای هربه 𝑥𝑥 ∈ 𝑉𝑉، ‖𝑥𝑥‖ ≥ ‖𝑥𝑥‖ . به علاوه0 = 𝑥𝑥اگر و تنها اگر  0 =  ؛0

2.𝑁𝑁 (ازای هر به𝑥𝑥 ∈ 𝑉𝑉 هر عدد حقیقی  و𝛼𝛼 ،‖𝛼𝛼𝛼𝛼‖ = |𝛼𝛼|‖𝑥𝑥‖؛ 

3.𝑁𝑁 (ازای هر به𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈ 𝑉𝑉، ‖𝑥𝑥 + 𝑦𝑦‖ ≤ ‖𝑥𝑥‖ + ‖𝑦𝑦‖. 

,𝑥𝑥ازای هر ویژگی سوم نامساوی مثلثی نام دارد و معادل است با این که به 𝑦𝑦, 𝑧𝑧 ∈ 𝑉𝑉، 

‖𝑥𝑥 − 𝑦𝑦‖ ≤ ‖𝑥𝑥 − 𝑧𝑧‖ + ‖𝑧𝑧 − 𝑦𝑦‖. 

 نامیم.دار مینرمه یک نرم مجهز شده باشد، یک فضای خطی که ب را 𝑉𝑉خطی هر فضای 

 .نامندآید که آن را نامساوی مثلثی پسرو میبه دست می زیرمفید  ینتیجهاز نامساوی مثلثی، 

,𝑥𝑥باشد، آنگاه برای هر  𝑉𝑉یک نرم روی فضای خطی  ‖⋅‖اگر  :٥-١ نتیجه 𝑦𝑦 ∈ 𝑉𝑉: 

|‖𝑥𝑥‖ − ‖𝑦𝑦‖| ≤ ‖𝑥𝑥 − 𝑦𝑦‖. 

  ٧ 



 با توجه به نامساوی مثلثی داریم:اثبات. 

‖𝑥𝑥‖ = ‖(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦) + 𝑦𝑦‖ ≤ ‖𝑥𝑥 − 𝑦𝑦‖ + ‖𝑦𝑦‖ ⇒ ‖𝑥𝑥‖ − ‖𝑦𝑦‖ ≤ ‖𝑥𝑥 − 𝑦𝑦‖. 

 به طور مشابه:

‖𝑦𝑦‖ − ‖𝑥𝑥‖ ≤ ‖𝑦𝑦 − 𝑥𝑥‖ = ‖𝑥𝑥 − 𝑦𝑦‖. 

 :در نتیجه

|‖𝑥𝑥‖ − ‖𝑦𝑦‖| = max{‖𝑥𝑥‖ − ‖𝑦𝑦‖, ‖𝑦𝑦‖ − ‖𝑥𝑥‖} ≤ ‖𝑥𝑥 − 𝑦𝑦‖. 

 

,𝑥𝑥ازای هر به دار باشد.یک فضای خطی نرم 𝑉𝑉اکنون فرض کنید که  𝑦𝑦 ∈ 𝑉𝑉 کنیمتعریف می: 

𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = ‖𝑥𝑥 − 𝑦𝑦‖, 

𝑉𝑉)در این صورت  , 𝑑𝑑) بنابراین تمام مفاهیم مربوط به فضاهای متریک مانند همسایگی،  یک فضای متریک است و

 𝑑𝑑این فضا نیز بیان نمود. تابع در توان های باز و بسته، کرانداری، فشردگی، همبندی، همگرایی و ... را میمجموعه

𝑥𝑥‖متریک القا شده توسط نرم و عدد نامنفی  − 𝑦𝑦‖ ی بین فاصله𝑥𝑥  و𝑦𝑦 شود.نامیده می 

 بصورت زیر تعریف کنیم:را  𝑥𝑥توانیم نرم یک بردار می ℝ𝑛𝑛در  :٢٦-١ مثال

‖𝑥𝑥‖ = ��𝑥𝑥𝑖𝑖
2

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
�

1/2

 

ازای هر عدد در حالت کلی به دهد.را نشان می 𝑥𝑥نامیم که در حقیقت طول هندسی بردار این نرم را نرم اقلیدسی می

1مانند  ≤ 𝑝𝑝 <  نرم به صورت زیر تعریف کنیم:یک توانیم می ∞

‖𝑥𝑥‖𝑝𝑝 = ��|𝑥𝑥𝑖𝑖|𝑝𝑝
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
�

1/𝑝𝑝

 

از  𝑁𝑁.3تا  𝑁𝑁.1های ویژگی ثابت کنیم کهکند باید برای آن که نشان دهیم این رابطه در حقیقت یک نرم تعریف می

را  که نامساوی مثلثی ماند اینمی .سادگی قابل ملاحظه استبه 𝑝𝑝‑دو ویژگی اول برای هر نرم برقرارند. نرم تعریف

  .شودثابت میدر ادامه نامساوی مینکوفسکی معروف است  به این نامساوی که را ثابت کنیم. 𝑝𝑝‖⋅‖برای 

𝑆𝑆ی ناتهی مجموعه :١١-١ تعریف ⊆ ℝ𝑛𝑛  را محدب گوییم هرگاه به ازای هر𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈ 𝑆𝑆  و هر𝜆𝜆 ∈ داشته  [0,1]

𝜆𝜆𝜆𝜆باشیم  + (1 − 𝜆𝜆)𝑦𝑦 ∈ 𝑆𝑆.  به عبارت دیگر𝑆𝑆 ⊆ ℝ𝑛𝑛  محدب است هرگاه هر دو نقطه از𝑆𝑆  ،را که در نظر بگیریم

  قرار گیرد. 𝑆𝑆ی خط واصل بین آن دو کاملا� در مجموعهپاره

𝑆𝑆فرض کنید : ١٢-١ تعریف ⊆ ℝ𝑛𝑛 ای محدب باشد. تابع مجموعه𝑓𝑓 :𝑆𝑆 → ℝ  را محدب نامیم هرگاه به ازای هر

𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈ 𝑆𝑆  و هر𝜆𝜆 ∈  داشته باشیم: [0,1]

𝑓𝑓(𝜆𝜆𝜆𝜆 + (1 − 𝜆𝜆)𝑦𝑦) ≤ 𝜆𝜆𝜆𝜆(𝑥𝑥) + (1 − 𝜆𝜆)𝑓𝑓(𝑦𝑦). 

,𝑥𝑥)مانند خط واصل بین هر دو نقطه به عبارت دیگر  𝑓𝑓(𝑥𝑥))  و(𝑦𝑦, 𝑓𝑓(𝑦𝑦))، تر از منحنی نمایش پایینگاه هیچ𝑓𝑓 

 قرار نگیرد.

  ٨ 



,𝑎𝑎برای هر دو عدد حقیقی (نامساوی یانگ)  :١-١ لم 𝑏𝑏 ≥ ,𝑝𝑝و هر  0 𝑞𝑞 > 1که  1
𝑝𝑝 + 1

𝑞𝑞 =  داریم:، 1

𝑎𝑎𝑎𝑎 ≤ 𝑎𝑎𝑝𝑝

𝑝𝑝 + 𝑏𝑏𝑞𝑞

𝑞𝑞 . 

,𝑎𝑎صفر باشد، نتیجه بدیهی است. پس فرض کنیم  𝑏𝑏یا  𝑎𝑎اگر  اثبات. 𝑏𝑏 > 𝑓𝑓(𝑥𝑥)ی با ضابطه 𝑓𝑓. تابع 0 = 𝑒𝑒𝑥𝑥  تابعی

 :در نتیجه محدب است.

𝑎𝑎𝑎𝑎 = exp(1𝑝𝑝 ln(𝑎𝑎𝑝𝑝) + 1
𝑞𝑞 ln(𝑏𝑏𝑞𝑞)) ≤ 1

𝑝𝑝 exp(ln(𝑎𝑎𝑝𝑝)) + 1
𝑞𝑞 exp(ln(𝑏𝑏𝑞𝑞)) = 𝑎𝑎𝑝𝑝

𝑝𝑝 + 𝑏𝑏𝑞𝑞

𝑞𝑞 . 

,𝑢𝑢برای هر (نامساوی هولدر)  :٢-١ لم 𝑣𝑣 ∈ ℝ𝑛𝑛 هر  و𝑝𝑝, 𝑞𝑞 > 1که  1
𝑝𝑝 + 1

𝑞𝑞 =  داریم: ،1

�|𝑢𝑢𝑖𝑖𝑣𝑣𝑖𝑖|
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
≤ ‖𝑢𝑢‖𝑝𝑝‖𝑣𝑣‖𝑞𝑞. 

𝑢𝑢اگر  اثبات. = 𝑣𝑣یا  0 = ,𝑢𝑢، نتیجه بدیهی است. پس فرض کنیم 0 𝑣𝑣 ≠ ازای هر بهبا توجه به نامساوی یانگ . 0

 :توان نوشتمی 𝑖𝑖اندیس 

|𝑢𝑢𝑖𝑖|
‖𝑢𝑢‖𝑝𝑝

⋅ |𝑣𝑣𝑖𝑖|
‖𝑣𝑣‖𝑞𝑞

≤ 1
𝑝𝑝

|𝑢𝑢𝑖𝑖|𝑝𝑝

‖𝑢𝑢‖𝑝𝑝
𝑝𝑝 + 1

𝑞𝑞
|𝑣𝑣𝑖𝑖|𝑞𝑞

‖𝑣𝑣‖𝑞𝑞
𝑞𝑞 . 

 در نتیجه:

1
‖𝑢𝑢‖𝑝𝑝‖𝑣𝑣‖𝑞𝑞

�|𝑢𝑢𝑖𝑖𝑣𝑣𝑖𝑖|
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
= �( |𝑢𝑢𝑖𝑖|

‖𝑢𝑢‖𝑝𝑝
⋅ |𝑣𝑣𝑖𝑖|
‖𝑣𝑣‖𝑞𝑞

)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
≤ 1

𝑝𝑝�
|𝑢𝑢𝑖𝑖|𝑝𝑝

‖𝑢𝑢‖𝑝𝑝
𝑝𝑝

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
+ 1

𝑞𝑞�
|𝑣𝑣𝑖𝑖|𝑞𝑞

‖𝑣𝑣‖𝑞𝑞
𝑞𝑞

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
= 1

𝑝𝑝 + 1
𝑞𝑞 = 1. 

  .آیدهولدر بدست مینامساوی  ،𝑢𝑢‖𝑝𝑝‖𝑣𝑣‖𝑞𝑞‖اکنون با ضرب طرفین در 

1ازای هر عدد  به (نامساوی مینکوفسکی) :١-١ قضیه ≤ 𝑝𝑝 < ,𝑥𝑥و هر  ∞ 𝑦𝑦 ∈ ℝ𝑛𝑛 :داریم 

‖𝑥𝑥 + 𝑦𝑦‖𝑝𝑝 ≤ ‖𝑥𝑥‖𝑝𝑝 + ‖𝑦𝑦‖𝑝𝑝. 

𝑥𝑥اگر اثبات.  = 𝑦𝑦یا  0 = 𝑝𝑝یا  0 = ,𝑥𝑥کنیم فرض پس بدیهی است. نامساوی  1 𝑦𝑦 ≠ 1 و 0 < 𝑝𝑝 < ∞. 

 داریم:

‖𝑥𝑥 + 𝑦𝑦‖𝑝𝑝𝑝𝑝 = �|𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑦𝑦𝑖𝑖|𝑝𝑝
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
 

≤ �(|𝑥𝑥𝑖𝑖| + |𝑦𝑦𝑖𝑖|)|𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑦𝑦𝑖𝑖|𝑝𝑝−1
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
 

= �|𝑥𝑥𝑖𝑖||𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑦𝑦𝑖𝑖|𝑝𝑝−1
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
+ �|𝑦𝑦𝑖𝑖||𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑦𝑦𝑖𝑖|𝑝𝑝−1

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
 

1 فرض کنید < 𝑞𝑞 < 1 چنان باشد که ∞
𝑝𝑝 + 1

𝑞𝑞 = 𝑝𝑝). ملاحظه کنید که 1 − 1)𝑞𝑞 = 𝑝𝑝.  را  نامساوی هولدراکنون

 . داریم:بریمکار میبه  نامساوی بالا های سمت راستبرای هر یک از مجموع

�|𝑥𝑥𝑖𝑖||𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑦𝑦𝑖𝑖|𝑝𝑝−1
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
≤ ��|𝑥𝑥𝑖𝑖|𝑝𝑝

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
�

1
𝑝𝑝
��|𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑦𝑦𝑖𝑖|(𝑝𝑝−1)𝑞𝑞

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
�

1
𝑞𝑞

= ‖𝑥𝑥‖𝑝𝑝 ��|𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑦𝑦𝑖𝑖|𝑝𝑝
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
�

1
𝑞𝑞
, 

  ٩ 



 طور مشابه:بهو 

�|𝑦𝑦𝑖𝑖||𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑦𝑦𝑖𝑖|𝑝𝑝−1
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
≤ ‖𝑦𝑦‖𝑝𝑝 ��|𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑦𝑦𝑖𝑖|𝑝𝑝

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
�

1
𝑞𝑞
. 

 بنابراین:

‖𝑥𝑥 + 𝑦𝑦‖𝑝𝑝𝑝𝑝 ≤ �‖𝑥𝑥‖𝑝𝑝 + ‖𝑦𝑦‖𝑝𝑝���|𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑦𝑦𝑖𝑖|𝑝𝑝
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
�

1
𝑞𝑞
 

= �‖𝑥𝑥‖𝑝𝑝 + ‖𝑦𝑦‖𝑝𝑝���|𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑦𝑦𝑖𝑖|𝑝𝑝
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
�

𝑝𝑝−1
𝑝𝑝

 

= �‖𝑥𝑥‖𝑝𝑝 + ‖𝑦𝑦‖𝑝𝑝�‖𝑥𝑥 + 𝑦𝑦‖𝑝𝑝𝑝𝑝−1. 

𝑥𝑥‖ساده کردن با  حال + 𝑦𝑦‖𝑝𝑝𝑝𝑝−1 شود:نتیجه می ،از طرفین 

‖𝑥𝑥 + 𝑦𝑦‖𝑝𝑝 ≤ ‖𝑥𝑥‖𝑝𝑝 + ‖𝑦𝑦‖𝑝𝑝. 

 

𝑥𝑥اگر  :٢٧-١ مثال ∈ ℝ𝑛𝑛 ،کنیم:تعریف میگاه آن 

‖𝑥𝑥‖∞ = max
1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛

|𝑥𝑥𝑖𝑖|, 

نامیم. می نهایتبیماکزیمم یا نرم این نرم را نرم  کند.های نرم صدق میدر ویژگی ∞‖⋅‖توان دید که میبه سادگی 

 آید که:نامگذاری اخیر همراه با نماد، از این حقیقت می

‖𝑥𝑥‖∞ = lim
𝑝𝑝→∞

‖𝑥𝑥‖𝑝𝑝 = lim
𝑝𝑝→∞

(�|𝑥𝑥𝑖𝑖|𝑝𝑝
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
)
1
𝑝𝑝 = max

1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛
|𝑥𝑥𝑖𝑖|. 

 

 بیان شود. 𝐿𝐿𝑝𝑝تواند برای فضاهای ، میℝ𝑛𝑛نهایت در و نرم بی 𝑝𝑝با نرم  تعاریفی مشابه

𝑝𝑝 اگر :٢٨-١ مثال ≥ 𝑓𝑓 و 1 ∈ 𝐿𝐿𝑝𝑝[𝑎𝑎, 𝑏𝑏]  آنگاه‖⋅‖𝑝𝑝 کنیم:می تعریفصورت زیر را به 

‖𝑓𝑓‖𝑝𝑝 = �� |𝑓𝑓(𝑥𝑥)|𝑝𝑝
𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑑𝑑�

1
𝑝𝑝
. 

,𝐿𝐿𝑝𝑝[𝑎𝑎 توجه کنید که اگرچه 𝑏𝑏] 0ازای هر به < 𝑝𝑝 < 𝑝𝑝ازای تنها به ی بالااما رابطه، یک فضای خطی است ∞ ≥ 1 

0. اگر کندمیتعریف یک نرم  < 𝑝𝑝 <  گاه نامساوی مثلثی در تعریف نرم برقرار نخواهد بود.، آن1

,𝑎𝑎]بر  𝑓𝑓چنانچه  𝑏𝑏]  ،نهایتنرم بیآنگاه کراندار باشد 𝑓𝑓 شود:به صورت زیر تعریف می 

‖𝑓𝑓‖∞ = sup
𝑎𝑎≤𝑥𝑥≤𝑏𝑏

|𝑓𝑓(𝑥𝑥)|. 

 

 دارد ...ادامه 
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