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 منابع خطا ١-١

دهند تا جواب حاصل با جواب دقیق در طی روند حل عددی یک مسئله، عوامل گوناگونی دست به دست هم می

۰Fشوندمنبع ناشی مییک مسئله از چهار خطاهای موجود در جواب تقریبی  طور کلیبهبرابر نباشد. 

. این منابع عبارتند ١

 از:

 مسئله مدلسازی •

جا که دخالت دادن تمام عوامل مؤثر در آن مسئله است. از آن سازیمدلی واقعی، اولین مرحله از حل هر مسئله

شوند. تر نادیده گرفته میاهمیتشود، برخی از عوامل کممسئله، احتمالا� به یک مدل پیچیده و گاه غیر مفید منجر می

متصل به  در مکانیک، از جرم نخ» تعیین زمان تناوب حرکت یک آونگ ساده«ی مسئله مدلسازیبرای مثال در 

شود. بدیهی است که این عوامل، تأثیراتی نظر میی آویز و نیز مقاومت هوا صرفآونگ، اصطکاک بین نخ و نقطه

جود وها خطایی در جواب مسئله بههر چند کوچک در جواب مسئله خواهند گذاشت. بنابراین با در نظر نگرفتن آن

 نامیم.را خطای مدل میاین خطا آید. می

 ورودیهای داده •

وسایل  چونآیند و دست میگیری بههایی هستند که از طریق اندازهپارامترهای معلوم یک مدل اغلب کمیت

تر گیری دقیقها با خطا همراه هستند. البته هرچه وسایل اندازهگیریاندازهگیری صد در صد دقیق نیستند، اندازه

 .شودکمتر می خطااین باشند، 

و هرمان  *جان فون نويمن بندي که منسوب بهکنند. در اين دستهسه دسته و برخي ديگر به پنج دسته تقسيم ميها منابع خطا را به برخي کتاب ١
 ، منابع خطا به چهار دسته تقسيم شده است.[کتاب هوسهولدر]است  *گلدشتين

                                       



 کردن اعداد روند •

ها بر روی اعدادی که دارای نامتناهی رقم هستند، جز با انتخاب تعدادی متناهی از ارقام آن تقریبی انجام محاسبات

دلیل محدودیت حافظه، تعداد محدودی از ارقام یک ممکن نیست. علاوه بر این، همواره در وسایل محاسباتی به

،  ١/٣از اعداد حقیقی مانند جا که بسیاری سازی و نمایش است. از آنعدد قابل ذخیره
√

٢  ،𝑒𝑒  ،𝜋𝜋  و ... دارای

تیجه صورت تقریبی و در نتوان گفت که بیشتر اعداد بهنامتناهی رقم در بسط اعشاری یا دودویی خود هستند، می

 گوییم. شوند. به خطای ناشی شده در این موارد خطای نمایش اعداد میتوأم با خطا در نظر گرفته می

گاهی در حین محاسبات به دلیل انجام یک عمل حسابی بر دو عدد حقیقی، حاصل عمل دارای  از طرف دیگر،

چه که در بند قبل گفته شد، تنها تعدادی متناهی از ارقام آن قابل انتخاب است. نامتناهی رقم است که با توجه به آن

یک ماشین محاسباتی، حتی نامیم. در خطای حاصل در این حالت را خطای تولید شده توسط عمل حسابی می

نیازی نیست که حاصل یک عمل دارای نامتناهی رقم باشد، زیرا حتی با وجود متناهی بودن تعداد ارقام حاصل از 

ی عمل با ی تخصیص داده شده برای نگهداری هر عدد باشد، نتیجهیک عمل، اگر این تعداد رقم بیش از حافظه

 شود.می نمایش دادهخطا در ماشین 

گوییم. کردن می روندی هاخطا ،ی تولید شده توسط اعمال حسابیی نمایش اعداد و خطاالت کلی به خطادر ح

اگر مقادیری که در یک محاسبه زیرا گذارند. جای میکردن آثار خود را در حین فرآیند محاسبات برروند خطاهای 

شود که ها موجب ایجاد خطاهای جدید مینروند خود با خطایی همراه باشند، انجام عملیات حسابی بر آبه کار می

نامیم. انتشار خطا توسط توابع نیز صورت خطای حاصل در این حالت را خطای منتشر شده توسط عمل حسابی می

 طور کامل در مورد آن بحث خواهد شد.ی فصل بهگیرد که در ادامهمی

 روش عددی •

عددی  صرفه نباشد، از یک روشلحاظ محاسباتی مقرون به پذیر یا ازی ریاضی امکانحل تحلیلی یک مسئله چنانچه

های عددی گوناگونی وجود شود. برای این منظور ممکن است روشبرای تعیین جواب تقریبی مسئله استفاده می

های آن روش (از جمله پایداری و سرعت همگرایی) داشته باشند. دقت تقریب حاصل از هر روش عددی به ویژگی

ک ی اولیه با یی تقریب یک مسئلهخطای روش نتیجه ،بستگی دارد. معمولا� در مباحث عددی قف آنی توو مرحله

  یا مختوم نمودن یک فرآیند نامتناهی است. سازیتوسط گسسته تری سادهمسئله

  :مکن م ها را با اشتباهاتی کهناپذیری از حل عددی یک مسئله هستند و نباید آنخطاها اغلب جزء اجتنابتذکر

) و اشتباه 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒ای رخ دهند، یکی گرفت. از این رو همواره میان دو مفهوم خطا (است در روند حل هر مسئله

)𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚گیریم.شویم و اشتباهات را جزء منابع خطا در نظر نمی) تمایز قائل می 

و افرادی که در علوم مختلف به  گیرندیمورد بررسی قرار نم آنالیز عددی درهای ورودی های مدلسازی و دادهطاخ

روند کردن اعداد و ها هستند. اما خطاهای ناشی از پردازند، مسئول آنها میگیری دادهتعیین مدل مسئله و اندازه

 شوند.روش عددی به آنالیز عددی مربوط می

 

  ٢ 



 انواع خطا ٢-١

رت جا عباشود. در اینک مسئله مربوط میای از علم آنالیز عددی به یافتن تقریب مناسبی از جواب یبخش عمده

 دهیم.باید به نحوی مطلوب تعریف شود. نخست تعریفی از تقریب یک عدد ارائه می »تقریب مناسبی«

 : ١-١ تعریف

𝐴𝐴گوییم هرگاه داشته باشیم می 𝐴𝐴را یک تقریب  𝑎𝑎دو عدد حقیقی باشند.  𝑎𝑎و  𝐴𝐴فرض کنیم  − 𝑎𝑎 ≠ ٠. 

𝑎𝑎اگر  < 𝐴𝐴 گاه آن𝑎𝑎  را تقریب نقصانی𝐴𝐴  چنانچهو 𝑎𝑎 > 𝐴𝐴 صورت در آن𝑎𝑎  را تقریب اضافی𝐴𝐴 نامیم.می 

 در مورد عدد  :١-١ مثال𝜋𝜋 :داریم 

٣٫١٤ < 𝜋𝜋 < ٣٫١٥ 

 باشند.می 𝜋𝜋عدد  یک تقریب اضافی ٣٫١٥یک تقریب نقصانی و عدد  ٣٫١٤بنابراین عدد 

شود که تقریب یک عدد حقیقی منحصر به فرد نیست. بنابراین مناسب بودن یک تقریب از تعریف فوق معلوم می

به چه معناست؟ بدیهی است که اگر ناچار باشیم به یافتن جواب تقریبی یک مسئله رضایت دهیم، خواهان تقریبی 

هستیم که تا حدود زیادی با جواب دقیق مسئله مطابقت داشته باشد. بنابراین بایستی معیار یا معیارهایی برای 

انواع خطا در حقیقت همان معیارهای سنجش دقت یک تقریب  های یک عدد داشته باشیم.ی دقت تقریبمقایسه

 شوند.هستند که در ادامه معرفی می

زیر صورت نشان داده و به 𝑒𝑒(𝑎𝑎)را با  𝑎𝑎گاه خطای مطلق باشد، آن 𝐴𝐴تقریبی از عدد حقیقی  𝑎𝑎اگر  :٢-١ تعریف

 کنیم.تعریف می

𝑒𝑒(𝑎𝑎) = |𝐴𝐴 − 𝑎𝑎|.  

𝐴𝐴برای مثال اگر  = ١٠٫١٢  ،𝑎𝑎 = ′𝑎𝑎و  ١٠٫٠٥ = هایی از عنوان تقریببه ′𝑎𝑎و 𝑎𝑎گاه خطاهای مطلق ، آن ١٠٫١٥

𝐴𝐴 :برابرند با 

𝑒𝑒(𝑎𝑎) = �١٠٫١٢ − ١٠٫٠٥� = ٠٫٠٧, 

𝑒𝑒(𝑎𝑎′) = �١٠٫١٢ − ١٠٫١٥� = ٠٫٠٣. 

 خواهد بود. 𝐴𝐴تری برای تقریب دقیق 𝑎𝑎تر باشد، کوچک 𝑒𝑒(𝑎𝑎)واضح است که هر چه 

ای برای تعیین دقت یک تقریب است، اما میزان دقت دو یا چند تقریب مختلف خطای مطلق، معیار ساده اینکهبا 

کند توان به کمک آن مقایسه کرد؛ زیرا این خطا فقط اختلاف بین مقدار واقعی و مقدار تقریبی را مشخص میرا نمی

𝐴𝐴 که فرض کنیدد. برای مثال این مقادیر چقدر بزرگ یا چقدر کوچک باشد، توجهی ندار اینکهو به  = و   ١٠٠٠

𝐵𝐵 = 𝑎𝑎. اگر  ١٠١٠ = 𝑏𝑏و  ١٥٠٠ = ١٠١٠ + در نظر بگیریم، در  𝐵𝐵و  𝐴𝐴هایی از عنوان تقریبترتیب بهرا به ٥٠٠

نیز یکسان است؟ واضح است که نه  𝑏𝑏و  𝑎𝑎است. اما آیا دقت  ٥٠٠با صورت خطای مطلق هر دو تقریب برابر این

نماید مقداری ناچیز می ١٠١٠در مقایسه با عدد  ٥٠٠عبارت دیگر عدد است. به 𝑎𝑎از دقت  تربه مراتب بیش 𝑏𝑏و دقت 

  ٣ 



  ٤ 

تری برای تعیین دقت ای است. با این توضیحات به معیار مناسب، رقم قابل ملاحظه١٠٠٠اما در مقایسه با عدد 

 شود.نسبی نامیده میی خطا در واحد کمیت است، خطای دهندهیک تقریب نیاز داریم. این معیار که نشان

𝐴𝐴تقریبی از عدد حقیقی  𝑎𝑎اگر  :٣-١ تعریف ≠ صورت نشان داده و به 𝛿𝛿(𝑎𝑎)را با  𝑎𝑎گاه خطای نسبی باشد، آن ٠

 کنیم:زیر تعریف می

𝛿𝛿(𝑎𝑎) = |𝐴𝐴 − 𝑎𝑎|
|𝐴𝐴| = 𝑒𝑒(𝑎𝑎)

|𝐴𝐴| .  

𝑎𝑎برای مثال خطاهای نسبی  = 𝐴𝐴عنوان تقریبی از به ١٥٠٠ = 𝑏𝑏و  ١٠٠٠ = ١٠١٠ + عنوان تقریبی از به ٥٠٠

𝐵𝐵 =   برابرند با: ١٠١٠

𝛿𝛿(𝑎𝑎) = ٥٠٠
١٠٠٠ = ١

٢ , 

𝛿𝛿(𝑏𝑏) = ٥٠٠
١٠١٠ = ١

٢ × ٧−١٠. 

 خواهد بود. 𝐴𝐴تری برای تقریب دقیق 𝑎𝑎تر باشد، کوچک 𝛿𝛿(𝑎𝑎)واضح است که هر چه 

ی تقریب است، اما از بزرگ بودن اندازهی دقت بالای آن دهندهاگرچه کوچک بودن خطای نسبی یک تقریب نشان

از عدد  𝑎𝑎عبارت دیگر، گاهی ممکن است که یک تقریب توان نادقیق بودن یک تقریب را نتیجه گرفت. بهآن نمی

خود  |𝐴𝐴|از دقت بسیار خوبی برخوردار باشد اما خطای نسبی آن بسیار زیاد باشد و آن هنگامی است که  𝐴𝐴ناصفر 

𝐴𝐴فرض کنید  کوچک باشد. برای مثال = 𝑎𝑎 و ١١−١٠ = نزدیک و تقریب  𝐴𝐴تا حد زیادی به  𝑎𝑎. عدد  ١٠−١٠

 کنیم:محاسبه می 𝐴𝐴عنوان تقریبی از را به 𝑎𝑎مناسبی از آن است. اکنون خطاهای مطلق و نسبی 

𝑒𝑒(𝑎𝑎) = |𝐴𝐴− 𝑎𝑎| = |١١−١٠ − ١٠−١٠| = ٩ × ١١−١٠, 

𝛿𝛿(𝑎𝑎) = 𝑒𝑒(𝑎𝑎)
|𝐴𝐴| = ٩ × ١١−١٠

١١−١٠ = ٩. 

رسد که خطای مطلق، عدد بسیار بزرگی است و به نظر می 𝑎𝑎و  𝐴𝐴در مقایسه با مقادیر  𝑎𝑎جا خطای نسبی در این

تواند هم برای مقادیر خیلی بزرگ و هم برای می کنیم کهمعرفی می رامعیاری اکنون کند. را بهتر مشخص می 𝑎𝑎دقت 

 مورد استفاده قرار گیرد. 𝐴𝐴مقادیر خیلی کوچک 

۱Fگاه خطای ترکیبیباشد، آن 𝐴𝐴تقریبی از عدد حقیقی  𝑎𝑎اگر  :٤-١ تعریف

١ 𝑎𝑎  را با𝜇𝜇(𝑎𝑎) صورت زیر نشان داده و به

 کنیم:تعریف می

𝜇𝜇(𝑎𝑎) = |𝐴𝐴− 𝑎𝑎|
١ + |𝐴𝐴| = 𝑒𝑒(𝑎𝑎)

١ + |𝐴𝐴| .  

|𝐴𝐴|بینیم که اگر با توجه به تعریف فوق می  ≪ 𝜇𝜇(𝑎𝑎)گاه تر از یک باشد، آنخیلی کوچک |𝐴𝐴|، یعنی ١ ≈ 𝑒𝑒(𝑎𝑎) 

|𝐴𝐴| چنانچه(یعنی خطای ترکیبی تقریباً برابر با خطای مطلق است) و  ≫ تر از یک باشد، خیلی بزرگ |𝐴𝐴|، یعنی ١

 گويند.مطلق نيز مي -به اين خطا، خطاي نسبي ١
                                       



𝜇𝜇(𝑎𝑎)گاه آن ≈ 𝛿𝛿(𝑎𝑎) ٠ چنین واضح است که. هم < 𝜇𝜇(𝑎𝑎) ≤ min{𝑒𝑒(𝑎𝑎), 𝛿𝛿(𝑎𝑎)}. 

ایم. یک معیار دیگر تعداد ارقام بامعنای درست است تاکنون سه معیار برای سنجش دقت یک تقریب معرفی کرده

های بعد معرفی خواهد شد. در معیارهایی که تاکنون بیان شود، در بخشکه چون از مفهوم گرد کردن اعداد ناشی می

) برای ما معلوم هستند. اما در بسیاری 𝑎𝑎و  𝐴𝐴به ترتیب ایم فرض بر این بوده است که مقادیر دقیق و تقریبی (داشته

 یهایی از آن را در دست داریم (مانند ریشهباشد و تنها تقریبکه جواب دقیق مسئله است، مجهول می 𝐴𝐴از موارد 

ست. یپذیر نها امکانیک از خطاهای گفته شده برای سنجش دقت این تقریبرو عملا� تعیین هیچیک معادله). از این

آوریم. دست میهای عددی اغلب کران بالایی برای خطای مطلق یا نسبی یک تقریب بهبه همین دلیل در روش

از  یتوان آن را برای برآورد معقولبدیهی است که اگر کران بالای خطایی بسیار بزرگتر از واقعیت موجود باشد، نمی

 دست آوریم.تری برای خطا بهبالای کوچکخطا مورد استفاده قرار داد و باید سعی کنیم تا کران 

 𝑎𝑎را یک خطای مطلق حدی  𝑒𝑒(𝑎𝑎)گاه هر عدد ناکمتر از باشد، آن 𝐴𝐴تقریبی از عدد حقیقی  𝑎𝑎اگر  :٥-١ تعریف

𝑒𝑒(𝑎𝑎)دهیم. بنابراین نشان می 𝑒𝑒𝑎𝑎نامیم و آن را با می ≤ 𝑒𝑒𝑎𝑎  و𝑒𝑒𝑎𝑎 فرد نیست.منحصر به  

 گاه:باشد، آن 𝐴𝐴عنوان تقریبی از به 𝑎𝑎یک خطای مطلق حدی  𝑒𝑒𝑎𝑎توجه داریم که اگر 

𝑒𝑒(𝑎𝑎) ≤ 𝑒𝑒𝑎𝑎 ⇒ |𝐴𝐴 − 𝑎𝑎| ≤ 𝑒𝑒𝑎𝑎 ⇒ 𝑎𝑎 − 𝑒𝑒𝑎𝑎 ≤ 𝐴𝐴 ≤ 𝑎𝑎 + 𝑒𝑒𝑎𝑎 

𝑎𝑎]ی در بازه 𝐴𝐴یعنی  − 𝑒𝑒𝑎𝑎, 𝑎𝑎 + 𝑒𝑒𝑎𝑎]  ٢قرار دارد. طول این بازه𝑒𝑒𝑎𝑎  است؛ بنابراین هرچه𝑒𝑒𝑎𝑎 تر باشد، حدود کوچک

 شود. حاصل می 𝐴𝐴تری برای دقیق

  :بنابر قرارداد نامساوی تذکر𝑎𝑎 − 𝑒𝑒𝑎𝑎 ≤ 𝐴𝐴 ≤ 𝑎𝑎 + 𝑒𝑒𝑎𝑎 نویسیم:صورت زیر میرا به اختصار به 

𝐴𝐴 = 𝑎𝑎 ± 𝑒𝑒𝑎𝑎. 

 ٣٫١٤١که با فرض آن :٢-١ مثال < 𝜋𝜋 < عنوان تقریبی از به ٣٫١٤، یک کران بالا برای خطای مطلق  ٣٫١٤٢

𝜋𝜋 دست آورید.به 

 داریم حل:

٣٫١٤١ < 𝜋𝜋 < ٣٫١٤٢ ⇒ ٣٫١٤١ − ٣٫١٤ < 𝜋𝜋 − ٣٫١٤ < ٣٫١٤٢ − ٣٫١٤ 

⇒ ٠٫٠٠١ < 𝜋𝜋 − ٣٫١٤ < ٠٫٠٠٢ ⇒ �𝜋𝜋 − ٣٫١٤� < ٠٫٠٠٢ 

(٣٫١٤)𝑒𝑒بنابراین  < ٠٫٠٠٢ . 

های آنالیز عددی حدود جواب، یعنی کران بالا و پایینی برای جواب، قابل محاسبه است و از معمولا� در اکثر روش

 دست آورد.به 𝑒𝑒(𝑎𝑎)توان مانند مثال فوق کران بالایی برای جا میآن

 𝑎𝑎را یک خطای نسبی حدی  𝛿𝛿(𝑎𝑎)گاه هر عدد ناکمتر از باشد، آن 𝐴𝐴تقریبی از عدد حقیقی  𝑎𝑎اگر : ٦-١ تعریف

𝛿𝛿(𝑎𝑎)دهیم. بنابراین نشان می 𝛿𝛿𝑎𝑎نامیم و آن را با می ≤ 𝛿𝛿𝑎𝑎  و𝛿𝛿𝑎𝑎 فرد نیست.منحصر به 

، کران بالایی برای خطای با دانستن خطای مطلق حدی یک تقریب توانمیدهد که چگونه ی زیر نشان میقضیه

 ت آورد.دسآن به نسبی

  ٥ 



 گاه:باشد، آن 𝑎𝑎یک خطای مطلق حدی  𝑒𝑒𝑎𝑎و  𝐴𝐴تقریبی از  𝑎𝑎اگر  :١-١ قضیه

𝛿𝛿(𝑎𝑎) ≤ 𝑒𝑒𝑎𝑎
|𝑎𝑎| − 𝑒𝑒𝑎𝑎

. 

|𝑎𝑎|دانیم که از خواص قدرمطلق می :اثبات − |𝐴𝐴| ≤ |𝐴𝐴 − 𝑎𝑎| :و با توجه به فرض قضیه داریم 

|𝐴𝐴− 𝑎𝑎| ≤ 𝑒𝑒𝑎𝑎 

|𝑎𝑎|بنابراین،  − |𝐴𝐴| ≤ 𝑒𝑒𝑎𝑎 :و در نتیجه 

|𝑎𝑎| − 𝑒𝑒𝑎𝑎 ≤ |𝐴𝐴| ⇒ ١
|𝐴𝐴| ≤

١
|𝑎𝑎| − 𝑒𝑒𝑎𝑎

 

⇒ 𝑒𝑒(𝑎𝑎)
|𝐴𝐴| ≤ 𝑒𝑒(𝑎𝑎)

|𝑎𝑎| − 𝑒𝑒𝑎𝑎
�≤ 𝑒𝑒𝑎𝑎

|𝑎𝑎| − 𝑒𝑒𝑎𝑎
� 

⇒ 𝛿𝛿(𝑎𝑎) ≤ 𝑒𝑒𝑎𝑎
|𝑎𝑎| − 𝑒𝑒𝑎𝑎

. 

 ٣٫١که با فرض آن :٣-١ مثال <
√

١٠ < عنوان تقریبی از به ٣٫١٥، یک کران بالا برای خطای نسبی  ٣٫١٧
√

 دست آورید.به ١٠

 داریم حل:

٣٫١ <
√

١٠ < ٣٫١٧ ⇒ ٣٫١ − ٣٫١٥ <
√

١٠ − ٣٫١٥ < ٣٫١٧ − ٣٫١٥ 

⇒ −٠٫٠٥ <
√

١٠ − ٣٫١٥ < ٠٫٠٢ ⇒ �
√

١٠ − ٣٫١٥� < ٠٫٠٥ 

(٣٫١٥)𝑒𝑒بنابراین  <  ی قبل داریم:. اکنون با توجه به قضیه ٠٫٠٥

𝛿𝛿(٣٫١٥) ≤
٠٫٠٥

٣٫١٥ − ٠٫٠٥
=

٠٫٠٥

٣٫١
= ١

٦٢ ⋅ 

  :اگر تذکر𝑒𝑒𝑎𝑎  در مقایسه با|𝑎𝑎| گاه کوچک باشد، آن|𝑎𝑎| − 𝑒𝑒𝑎𝑎 ≈ |𝑎𝑎| توان نوشت:و بنابراین می 

𝛿𝛿(𝑎𝑎) ≲ 𝑒𝑒𝑎𝑎
|𝑎𝑎| 

 باشد.) می» تر ازتقریباً کوچک«به معنی  ≳(نماد  

𝑒𝑒𝑎𝑎تقریباً مساوی  𝛿𝛿(𝑎𝑎)ناچیز باشد  |𝑎𝑎|در مقایسه با  𝑒𝑒𝑎𝑎اگر  معمولا�
|𝑎𝑎| شود. یعنی:گرفته می 

𝛿𝛿(𝑎𝑎) ≈ 𝑒𝑒𝑎𝑎
|𝑎𝑎| 

 توانیم بنویسیم:برای نمونه، در مثال قبل می 

𝛿𝛿(٣٫١٥) ≈
٠٫٠٥

٣٫١٥
= ٥

٣١٥ = ١
٦٣ ⋅ 

 

  ٦ 



 هاي نمايش اعداددستگاه ٣-١

ی ماست. هنگامی که مقدار ی نمایش اعداد در زندگی روزمرهترین شیوهاستفاده از دستگاه اعشاری(دهدهی)، متداول

به همراه یک ممیز استفاده  ٩و  ٨، ٧، ٦، ٥، ٤، ٣، ٢، ١، ٠نویسیم از ده رقم دقیق یک کمیت یا تقریبی از آن را می

برای  ١و  ٠) با تنها دو رقم 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏از دستگاه دودویی ( ولا�معم کنیم. این در حالی است که در کامپیوترهامی

ها از های مختلف و چگونگی تبدیل آنی نمایش اعداد در دستگاهشیوه از این روشود. نمایش اعداد استفاده می

 .دهیممورد مطالعه قرار میدستگاهی به دستگاه دیگر را 

𝛽𝛽فرض کنید : ٧-١ تعریف > یک عدد حقیقی مثبت باشد. در این صورت منظور از نمایش  𝐴𝐴عددی طبیعی و  ١

𝐴𝐴  در مبنای𝛽𝛽 نمایش آن به صورت 

𝐴𝐴 = 𝑎𝑎𝑚𝑚 × 𝛽𝛽𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑚𝑚−١ × 𝛽𝛽𝑚𝑚−١ + ⋯ 

 باشد که در آنمی

𝑎𝑎𝑚𝑚 ≠ ٠;  𝑚𝑚, 𝑎𝑎𝑖𝑖 ∈ ℤ;  ٠ ≤ 𝑎𝑎𝑖𝑖 ≤ 𝛽𝛽 − ١;  𝑖𝑖 = 𝑚𝑚,𝑚𝑚− ١,… 

𝛽𝛽 چنانچهدر بسط فوق  = 𝛽𝛽 چنانچهو  𝐴𝐴بسط اعشاری (دهدهی)  ١٠ = شود. حاصل می 𝐴𝐴بسط دودویی  ٢

𝐴𝐴 معمولا� نمایش فوق را به صورت = (𝑎𝑎𝑚𝑚𝑎𝑎𝑚𝑚−١𝑎𝑎𝑚𝑚−٢ …)𝛽𝛽 نویسند.می 

𝛽𝛽وجود و یکتایی نمایش اعداد طبیعی در مبنای (:٢-١ قضیه > گاه عددی صحیح و مثبت باشد، آن 𝐴𝐴) اگر ١

𝛽𝛽دارای نمایش منحصر به فرد زیر در مبنای  >  است. ١

𝐴𝐴 = 𝑎𝑎𝑚𝑚𝛽𝛽𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑚𝑚−١𝛽𝛽𝑚𝑚−١ + ⋯+ 𝑎𝑎١𝛽𝛽 + 𝑎𝑎٠   (∗) 

دهیم این نمایش منحصر به فرد است. دارای چنین نمایشی است و سپس نشان می 𝐴𝐴کنیم ابتدا ثابت می :اثبات*

𝐴𝐴اگر  < 𝛽𝛽 به ازای  (∗)گاه ، آن𝑎𝑎٠ = 𝐴𝐴 و 𝑚𝑚 = نمایش خودش  𝛽𝛽کوچکتر از 𝐴𝐴برقرار است. یعنی هر عدد  ٠

𝐴𝐴است. برای  𝛽𝛽در مبنای  ≥ 𝛽𝛽 کنیم تمام اعداد صحیح مثبت کوچکتر از فرض می𝐴𝐴  دارای نمایشی در مبنای𝛽𝛽 

𝐴𝐴ی تقسیم داریم ). بنابر قضیهی قویباشند (فرض استقرا = 𝛽𝛽𝛽𝛽 + 𝑟𝑟  ٠که در آن < 𝑞𝑞 < 𝐴𝐴 ٠ و ≤ 𝑟𝑟 ≤ 𝛽𝛽 − ١ 
برای  𝛽𝛽ی بالا، نمایشی در مبنـای در رابطه 𝑞𝑞دارد. با جایگـذاری نمایش  𝛽𝛽نمایشی در مبنـای  𝑞𝑞. طبق فرض استقرا، 

𝐴𝐴 شود.حاصل می 

𝐴𝐴منحصر به فرد است. اگر  𝛽𝛽در مبنای  𝐴𝐴دهیم که نمایش اکنون نشان می < 𝛽𝛽 گاه آن𝐴𝐴 = 𝑎𝑎و واضح است که  ٠

𝐴𝐴 د. حال فرض کنید به جز این، نمایش دیگری ندار𝐴𝐴 ≥ 𝛽𝛽  و نیز هر عدد کوچکتر از𝐴𝐴  دارای نمایش یکتایی در

 برقرار باشد داریم: (∗)باشد (فرض استقرا). هرگاه  𝛽𝛽مبنای 

𝐴𝐴 = (𝑎𝑎𝑚𝑚𝛽𝛽𝑚𝑚−١ + 𝑎𝑎𝑚𝑚−١𝛽𝛽𝑚𝑚−٢ + ⋯+ 𝑎𝑎١) × 𝛽𝛽 + 𝑎𝑎٠ 

٠و چون  ≤ 𝑟𝑟 ≤ 𝛽𝛽 −  باقیمانده و 𝑎𝑎٠پس  ١

(𝑎𝑎𝑚𝑚𝛽𝛽𝑚𝑚−١ + 𝑎𝑎𝑚𝑚−١𝛽𝛽𝑚𝑚−٢ + ⋯+ 𝑎𝑎١) 

𝐴𝐴 هستند. علاوه بر این، خارج قسمت بزرگتر از صفر است زیرا 𝛽𝛽بر  𝐴𝐴خارج قسمت تقسیم  ≥ 𝛽𝛽  حال اگر .𝐴𝐴 

  ٧ 



𝐴𝐴دارای نمایش دیگری مانند = 𝑐𝑐𝑡𝑡𝛽𝛽𝑡𝑡 + 𝑎𝑎𝑡𝑡−١𝛽𝛽𝑡𝑡−١ + ⋯+ 𝑐𝑐١𝛽𝛽 + 𝑐𝑐در مبنای  ٠𝛽𝛽 گاه همانند آنچه که باشد، آن

 باقیمانده و 𝑐𝑐٠بحث شد،  (∗)در مورد 

(𝑐𝑐𝑡𝑡𝛽𝛽𝑡𝑡−١ + 𝑐𝑐𝑡𝑡−١𝛽𝛽𝑡𝑡−٢ + ⋯+ 𝑐𝑐١) 

𝑎𝑎٠ی تقسیم، باقیمانده و خارج قسمت یکتا هستند. پس هستند. اما در قضیه 𝛽𝛽بر  𝐴𝐴خارج قسمت تقسیم  = 𝑐𝑐و  ٠

𝑎𝑎𝑚𝑚𝛽𝛽𝑚𝑚−١ + ⋯+ 𝑎𝑎١ = 𝑐𝑐𝑡𝑡𝛽𝛽𝑡𝑡−١ + ⋯+ 𝑐𝑐های یک عدد طبیعی چون طرفین تساوی اخیر، هر دو نمایش.  ١

𝑎𝑎٠هستند. چون هستند، بنابر فرض استقرا، این دو نمایش یکسان  𝛽𝛽در مبنای  𝐴𝐴کوچکتر از  = 𝑐𝑐پس ٠ 𝑚𝑚 = 𝑡𝑡 .

٠بنابراین برای هر  ≤ 𝑖𝑖 ≤ 𝑚𝑚  داریم𝑎𝑎𝑖𝑖 = 𝑐𝑐𝑖𝑖 در نتیجه نمایش .𝐴𝐴  در مبنای𝛽𝛽 .منحصر به فرد است 

 ارائه نمود: 𝛽𝛽در مبنای  𝐴𝐴توان روند تکراری زیر را برای نمایش عدد طبیعی میبا توجه به مطالب فوق 

𝑖𝑖دهیم قرار می ‑١ = 𝑞𝑞و  ٠ = [𝐴𝐴𝛽𝛽 ]) .𝑞𝑞 قسمت تقسیم رجخا𝐴𝐴  بر𝛽𝛽 (.است 

𝑞𝑞تا زمانی که  ‑٢ ≠  دهیم:، اعمال زیر را به ترتیب انجام می ٠

𝑎𝑎𝑖𝑖 = 𝐴𝐴 − 𝛽𝛽𝛽𝛽 
𝐴𝐴 ← 𝑞𝑞 
𝑞𝑞 ← [𝐴𝐴/𝛽𝛽] 
𝑖𝑖 ← 𝑖𝑖 + ١ 

𝐴𝐴نمایشی مانند  𝐴𝐴بدین ترتیب برای  = (𝑎𝑎𝑚𝑚𝑎𝑎𝑚𝑚−١ … 𝑎𝑎١𝑎𝑎٠)𝛽𝛽 نمایش عدد روش فوق برای  آید.به دست می

 متوالی نام دارد.های ، روش تقسیم𝛽𝛽در مبنای  𝐴𝐴طبیعی 

را به دست آورید. ٢٢نمایش دودویی عدد : ٤-١ مثال 

 قسمت خارج    باقیمانده                                                                               حل: 

𝐴𝐴− ٢𝑞𝑞 𝑞𝑞 = �𝐴𝐴٢ �  𝐴𝐴 𝑖𝑖 

٠ = 𝑎𝑎٠ ٢٢ ١١ ٠ 

١ = 𝑎𝑎١ ١١ ٥ ١ 

١ = 𝑎𝑎٢ ٥ ٢ ٢ 

٠ = 𝑎𝑎٣ ٢ ١ ٣ 

١ رسیدیم. ٠ قسمت به خارج = 𝑎𝑎٤ ١ ٠ ٤ 

٢٢بنابراین:  = (١٠١١٠)٢. 

٠ هر عدد :٣-١ قضیه < 𝑟𝑟 < 𝛽𝛽 رای نمایش منحصر به فرد زیر در مبنایدا ١ >  ،است ١

𝑟𝑟 = 𝑟𝑟١𝛽𝛽−١ + 𝑟𝑟٢𝛽𝛽−٢ + ⋯+ 𝑟𝑟𝑚𝑚𝛽𝛽−𝑚𝑚 + ⋯  (∗∗), 

 :که در آن

٠ ≤ 𝑟𝑟𝑖𝑖 ≤ 𝛽𝛽 − ١;  𝑖𝑖 = ١,٢,… ; 𝑟𝑟𝑖𝑖 ≠ 𝛽𝛽 −  .بینهایت بار ١

  ٨ 



ابتدا  𝑟𝑟١معرفی را معرفی کنیم. برای ها 𝑟𝑟𝑖𝑖 استدارای چنین نمایشی است کافی  𝑟𝑟که ثـابت کنیم برای آن: اثبات*

 کنیم. خواهیم داشت:ضرب می 𝛽𝛽را در  (∗∗)ن طرفی

𝛽𝛽𝛽𝛽 = 𝑟𝑟١ + 𝑟𝑟٢𝛽𝛽−١ + 𝑟𝑟٣𝛽𝛽−٢ + ⋯+ 𝑟𝑟𝑚𝑚𝛽𝛽−(𝑚𝑚−١) + ⋯   

ℎمکنی فرض = 𝑟𝑟٢𝛽𝛽−١ + 𝑟𝑟٣𝛽𝛽−٢ + ⋯+ 𝑟𝑟𝑚𝑚𝛽𝛽−(𝑚𝑚−١) + ⋯   . 

٠ه ک جاآن از ≤ 𝑟𝑟𝑖𝑖 ≤ 𝛽𝛽 − 𝑟𝑟𝑖𝑖و  ١ ≠ 𝛽𝛽 −  ، داریم: بینهایت بار ١

٠ ≤ ℎ < (𝛽𝛽 − ١)(𝛽𝛽−١ + 𝛽𝛽−٢ + ⋯ ) = (𝛽𝛽 − ١)� ١
𝛽𝛽 − ١� = ١ 

𝛽𝛽𝛽𝛽چون است.  ١ از وچکترک اً عـددی بزرگتر مساوی صفر و اکید ℎ یعنی = 𝑟𝑟١ + ℎ  ٠و ≤ ℎ < ه در نتیج ١

𝑟𝑟١ = [𝛽𝛽𝛽𝛽]  .عرفی برای م𝑟𝑟نویسیممی ٢: 

𝛽𝛽𝛽𝛽 − 𝑟𝑟١ = 𝑟𝑟٢𝛽𝛽−١ + 𝑟𝑟٣𝛽𝛽−٢ + ⋯+ 𝑟𝑟𝑚𝑚𝛽𝛽−(𝑚𝑚−١) + ⋯ 

 :آوریمرا بدست می 𝑟𝑟٢ه ، در این مرحلگرفتیمکار به 𝑟𝑟١ن ی قبل برای یافتو سپس مشابه روشی که در مرحله

𝑟𝑟٢ = [𝛽𝛽𝛽𝛽 − 𝑟𝑟١] 

𝛽𝛽𝛽𝛽 اگر مجدداً اکنون  − 𝑟𝑟را  ١𝑟𝑟 بنامیم، یعنی 𝑟𝑟 ← 𝛽𝛽𝛽𝛽 − 𝑟𝑟خواهیم داشت ١ 𝑟𝑟٢ = [𝛽𝛽𝛽𝛽] توانیم سایریو م 𝑟𝑟𝑖𝑖  ها

𝑟𝑟م ای داشته باشیرا به روشی مشابه به دست آوریم. واضح است که اگر در مرحله = در مبنای  𝑟𝑟گاه نمایش ، آن٠

𝛽𝛽 چنانچهاست.  (دارای تعـداد متناهی رقم) مختوم 𝑟𝑟 ≠ است و  پایان)(بی نامختوم 𝛽𝛽در مبنای  𝑟𝑟اه نمایش ـگآن ٠

 جا که مایل باشیم تکرار کنیم.هرتوانیم روش فوق را تا می

 ها داریم. 𝑟𝑟𝑖𝑖 با توجه به مطالب فوق، روند تکراری زیر را برای یافتن

𝑟𝑟١م دهیقرار می ‑١ = [𝛽𝛽𝛽𝛽]. 

𝑖𝑖برای  ‑٢ ≥  دهیم:ی مطلوب، اعمال زیر را انجام مینتیجهرسیدن به تا  ٢

𝑟𝑟 ← 𝛽𝛽𝛽𝛽 − 𝑟𝑟𝑖𝑖−١ 
𝑟𝑟𝑖𝑖 = [𝛽𝛽𝛽𝛽] 

٣‑ 𝑟𝑟𝑖𝑖 ی ها به ازا𝑖𝑖 = ٠ عددنمایش  …,١,٢ < 𝑟𝑟 <  هستند. 𝛽𝛽در مبنای  ١

  :شرط  تذکر𝑟𝑟𝑖𝑖 ≠ 𝛽𝛽 − 𝛽𝛽 برای یکتـایی بسـط لازم است. زیرا مثلا� در مبنای  بینهایت بار ١ = نهایت با بی ١٠

𝑟𝑟𝑖𝑖ر با =   با توجه به فرمول حد مجموع یک سری هندسی داریم: ٩

٠٬٩٩٩ … = ٠٬٩ + ٠٬٠٩ + ٠٬٠٠٩ + ⋯ =
٠٬٩

١ − ٠٬١
= ١ 

 ، دو بسط اعشاری خواهیم داشت. همچنین:١و اگر شرط مذکور را برداریم برای عدد 

٠٬٢٤٩٩٩… = ٠٬٢٩٩٩    ,    ٠٬٢٥ … = ٠٬٣ 

 کلی، هر عدد اعشاری مختوم (با تعداد متناهی رقم) دارای دو بسط اعشاری خواهد بود. طورو به

  ٩ 



 را به دست آورید. ٠٬٤نمایش دودویی عدد  :٥-١ مثال 

 حل: 

 

 

 
 

 

 

 

𝑟𝑟مجدداً به  = ترتیب از بالا به پایین ، به𝑟𝑟𝑖𝑖ت. اعداد ستون متناوب اس ٠٬٤پس نمایش دودویی رسیدیم.  ٠٬٤

٠٬٤ هستند، یعنی ٠٬٤گر نمایش دودویی عدد بیان = (٠٬٠١١٠�������������)٢. 

را به صورت مجموع جزءصحیح و جزءکسری آن  𝐴𝐴توان یک عدد حقیقی مثبت باشد. می 𝐴𝐴فرض کنید  نتیجه:

𝐴𝐴ی نوشت. یعن = [𝐴𝐴] + (𝐴𝐴) ن که در آ(𝐴𝐴) ی جزءکسری نشان دهنده𝐴𝐴 داریم برای آن است و: 

٠ ≤ (𝐴𝐴) < ١ 

با  بنابراین هستند. 𝛽𝛽 هر یک دارای نمایش منحصر به فردی در مبنای (𝐴𝐴)و  [𝐴𝐴]ل ی قبقضیهاکنون با توجه به دو 

هر عدد حقیقی مثبت دارای یک لذا  شود.حاصل می 𝐴𝐴، نمایش منحصر به فردی برای نمایشمجموع این دو 

𝛽𝛽 نمایش منحصر به فرد در مبنای >  ست.ا ١

 را به دست آورید. ٢٢٬٤نمایش دودویی عدد  :٦-١ مثال 

آن را به صورت مجموع جزءصحیح و  باید ی قبل ابتدانتیجه، با توجه به ٢٢٬٤د برای نمایش دودویی عدحل: 

 به دو مثال قبل داریم:با توجه را با هم جمع کنیم.  آن ویسیم و سپس نمایش دو جزءبناش جزءکسری

٢٢٬٤ = (١٠١١٠٬٠١١٠�������������)٢ 

  :شود:استفاده می ٩صورت زیر برای نمایش ارقام پس از از حروف بزرگ الفبای لاتین به ١٦در مبنای تذکر 

A = ١٠,    B = ١١,     C = ١٢, 
D = ١٣,    E = ١٤,     F = ١٥. 

𝑎𝑎، از حروف انگلیسی کوچک ٢٦در مبنای چنین هم − 𝑧𝑧 شود.استفاده می ٢٥تا  ٠جای ارقام به 

 یک عدد گویاست. 𝐴𝐴مختوم یا نامختوم و متناوب باشد،  𝛽𝛽در مبنای  𝐴𝐴اگر نمایش عدد  :٤-١ قضیه

𝐴𝐴مختوم باشد. مثلا�  𝐴𝐴کنیم نمایش ابتدا فرض می: اثبات = (𝑎𝑎𝑚𝑚𝑎𝑎𝑚𝑚−١ … 𝑎𝑎١𝑎𝑎٠٬𝑟𝑟١𝑟𝑟٢ … 𝑟𝑟𝑛𝑛)𝛽𝛽. :بنابراین 

𝐴𝐴 = 𝑎𝑎𝑚𝑚𝛽𝛽𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑚𝑚−١𝛽𝛽𝑚𝑚−١ + ⋯+ 𝑎𝑎١𝛽𝛽 + 𝑎𝑎٠ + 𝑟𝑟١𝛽𝛽−١ + 𝑟𝑟٢𝛽𝛽−٢ + ⋯+ 𝑟𝑟𝑛𝑛𝛽𝛽−𝑛𝑛 

٢𝑟𝑟 − 𝑟𝑟𝑖𝑖 𝑟𝑟𝑖𝑖 = [٢𝑟𝑟] ٢𝑟𝑟 𝑟𝑟 𝑖𝑖 

١ ٠٬٤ ٠٬٨ ٠ ٠٬٨ 

٢ ٠٬٨ ١٬٦ ١ ٠٬٦ 

٣ ٠٬٦ ١٬٢ ١ ٠٬٢ 

٤ ٠٬٢ ٠٬٤ ٠ ٠٬٤ 

   ٥ ٠٬٤ 

  ١٠ 



 کنیم.ضرب می 𝛽𝛽𝑛𝑛طرفین تساوی را در 

𝛽𝛽𝑛𝑛𝐴𝐴 = 𝛽𝛽𝑛𝑛(𝑎𝑎𝑚𝑚𝛽𝛽𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑚𝑚−١𝛽𝛽𝑚𝑚−١ + ⋯+ 𝑎𝑎١𝛽𝛽 + 𝑎𝑎٠) + (𝑟𝑟١𝛽𝛽𝑛𝑛−١ + 𝑟𝑟٢𝛽𝛽𝑛𝑛−٢ + ⋯+ 𝑟𝑟𝑛𝑛) 

 در نتیجه:

𝐴𝐴 = 𝛽𝛽𝑛𝑛(𝑎𝑎𝑚𝑚𝛽𝛽𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑚𝑚−١𝛽𝛽𝑚𝑚−١ + ⋯+ 𝑎𝑎١𝛽𝛽 + 𝑎𝑎٠) + (𝑟𝑟١𝛽𝛽𝑛𝑛−١ + 𝑟𝑟٢𝛽𝛽𝑛𝑛−٢ + ⋯+ 𝑟𝑟𝑛𝑛)
𝛽𝛽𝑛𝑛  

 عددی گویاست. 𝐴𝐴شود اکنون از اینکه صورت و مخرج کسر عددهای صحیح هستند نتیجه می

 نامختوم و متناوب باشد. مثلا�: 𝐴𝐴نمایش کنیم که حال فرض می

𝐴𝐴 = (𝑎𝑎𝑚𝑚𝑎𝑎𝑚𝑚−١ … 𝑎𝑎١𝑎𝑎٠٬𝑟𝑟١𝑟𝑟٢ … 𝑟𝑟𝑛𝑛𝑐𝑐١𝑐𝑐٢ … 𝑐𝑐𝑘𝑘�����������������������)𝛽𝛽 

𝑎𝑎𝑚𝑚گاه صفر باشند، آن 𝑛𝑛یا  𝑚𝑚(توجه کنید که اگر  … 𝑎𝑎یا  ٠𝑟𝑟١ … 𝑟𝑟𝑛𝑛  وجود نخواهد داشت.) از تعریف𝐴𝐴 :داریم 

𝐴𝐴 = (𝑎𝑎𝑚𝑚𝑎𝑎𝑚𝑚−١ … 𝑎𝑎١𝑎𝑎٠٬𝑟𝑟١𝑟𝑟٢ … 𝑟𝑟𝑛𝑛)𝛽𝛽 + (٠٬ ٠٠ … ٠�
𝑛𝑛 مرتبه

𝑐𝑐١𝑐𝑐٢ … 𝑐𝑐𝑘𝑘�����������������������)𝛽𝛽 

 با توجه به قسمت قبل، نخستین عبارت سمت راست تساوی یک عدد گویاست. در مورد عبارت دوم داریم:

(٠٬ ٠٠ … ٠�
𝑛𝑛 مرتبه

𝑐𝑐١𝑐𝑐٢ … 𝑐𝑐𝑘𝑘�����������������������)𝛽𝛽 = 𝛽𝛽−𝑛𝑛(٠٬𝑐𝑐١𝑐𝑐٢ … 𝑐𝑐𝑘𝑘�����������������������)𝛽𝛽 

= 𝛽𝛽−𝑛𝑛(𝑐𝑐١𝑐𝑐٢ … 𝑐𝑐𝑘𝑘)𝛽𝛽 (𝛽𝛽−𝑘𝑘 + 𝛽𝛽−٢𝑘𝑘 + ⋯ ) 

= 𝛽𝛽−𝑛𝑛(𝑐𝑐١𝑐𝑐٢ … 𝑐𝑐𝑘𝑘)𝛽𝛽 �
𝛽𝛽−𝑘𝑘

١ − 𝛽𝛽−𝑘𝑘� 

= 𝛽𝛽−𝑛𝑛(𝑐𝑐١𝑐𝑐٢ … 𝑐𝑐𝑘𝑘)𝛽𝛽 �
١

𝛽𝛽𝑘𝑘 − ١� 

=
(𝑐𝑐١𝑐𝑐٢ … 𝑐𝑐𝑘𝑘)𝛽𝛽

𝛽𝛽𝑛𝑛 � ١
𝛽𝛽𝑘𝑘 − ١� 

 مجموع دو عدد گویا و در نتیجه، خود عددی گویاست. 𝐴𝐴که این هم یک عدد گویاست. بنابراین 

 نامختوم و نامتناوب است. 𝛽𝛽در مبنای  𝐴𝐴نمایش یک عدد گنگ باشد،  𝐴𝐴اگر نتیجه: 

 تبدیل مبنای اعداد:

 𝛽𝛽ایم. برای تبدیل یک عدد از مبنای را قبلا� در متن درس شرح داده 𝛽𝛽به مبنای  ١٠ی تبدیل یک عدد از مبنای نحوه

 گیریم:چهار حالت در نظر می ١٠به مبنای 

𝐴𝐴برای تبدیل عدد  .١ = (𝑎𝑎𝑚𝑚𝑎𝑎𝑚𝑚−١ … 𝑎𝑎١𝑎𝑎٠)𝛽𝛽  کنیم:زیر استفاده میی از رابطه ١٠به مبنای 

𝐴𝐴 = 𝑎𝑎𝑚𝑚𝛽𝛽𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑚𝑚−١𝛽𝛽𝑚𝑚−١ + ⋯+ 𝑎𝑎١𝛽𝛽 + 𝑎𝑎٠. 

𝐴𝐴برای تبدیل عدد  .٢ = (٠٬𝑟𝑟١𝑟𝑟٢ … 𝑟𝑟𝑛𝑛)𝛽𝛽  کنیم:ی زیر استفاده میاز رابطه ١٠به مبنای 

𝐴𝐴 = 𝑟𝑟١𝛽𝛽−١ + 𝑟𝑟٢𝛽𝛽−٢ + ⋯+ 𝑟𝑟𝑛𝑛𝛽𝛽−𝑛𝑛. 

𝐴𝐴برای تبدیل عدد  .٣ = (٠٬𝑟𝑟١𝑟𝑟٢ … 𝑟𝑟𝑛𝑛𝑐𝑐١𝑐𝑐٢ … 𝑐𝑐𝑘𝑘�����������������������)𝛽𝛽  کنیم:ی زیر استفاده میاز رابطه ١٠به مبنای 

  ١١ 



𝐴𝐴 =
(𝑟𝑟١𝑟𝑟٢ … 𝑟𝑟𝑛𝑛𝑐𝑐١𝑐𝑐٢ … 𝑐𝑐𝑘𝑘)𝛽𝛽 − (𝑟𝑟١𝑟𝑟٢ … 𝑟𝑟𝑛𝑛)𝛽𝛽

(𝑧𝑧𝑧𝑧… 𝑧𝑧�
𝑘𝑘 مرتبه

٠٠ … ٠�
𝑛𝑛 مرتبه

)𝛽𝛽
 

𝛽𝛽رقم  𝑧𝑧که در آن منظور از  −  شود.)است. (این رابطه در ادامه ثابت می ١

𝐴𝐴. برای تبدیل عدد ٤ = (𝑎𝑎𝑚𝑚𝑎𝑎𝑚𝑚−١ … 𝑎𝑎١𝑎𝑎٠٬𝑟𝑟١𝑟𝑟٢ … 𝑟𝑟𝑛𝑛𝑐𝑐١𝑐𝑐٢ … 𝑐𝑐𝑘𝑘�����������������������)𝛽𝛽  های صحیح و ابتدا بخش ١٠به مبنای

 کنیم. ها را باهم جمع میبریم و سپس آنمی ١٠را جداگانه به مبنای  𝐴𝐴کسری 

 یک عدد اعشاری را نیز تعیین نمود. مولدتوان کسر متعارفی به کمک نکات قبل می نکته:

 :٣ی قسمت اثبات رابطه

𝐴𝐴 = (٠٬𝑟𝑟١𝑟𝑟٢ … 𝑟𝑟𝑛𝑛𝑐𝑐١𝑐𝑐٢ … 𝑐𝑐𝑘𝑘�����������������������)𝛽𝛽 = (٠٬𝑟𝑟١𝑟𝑟٢ … 𝑟𝑟𝑛𝑛)𝛽𝛽 + (٠٬ ٠٠ … ٠�
𝑛𝑛 مرتبه

𝑐𝑐١𝑐𝑐٢ … 𝑐𝑐𝑘𝑘�����������������������)𝛽𝛽 

⟹ 𝐴𝐴 =
(𝑟𝑟١𝑟𝑟٢ … 𝑟𝑟𝑛𝑛)𝛽𝛽

𝛽𝛽𝑛𝑛 +
(𝑐𝑐١𝑐𝑐٢ … 𝑐𝑐𝑘𝑘)𝛽𝛽

𝛽𝛽𝑛𝑛 � ١
𝛽𝛽𝑘𝑘 − ١� =

(𝛽𝛽𝑘𝑘 − ١)(𝑟𝑟١𝑟𝑟٢ … 𝑟𝑟𝑛𝑛)𝛽𝛽 + (𝑐𝑐١𝑐𝑐٢ … 𝑐𝑐𝑘𝑘)𝛽𝛽
𝛽𝛽𝑛𝑛(𝛽𝛽𝑘𝑘 − ١)  

=
(𝛽𝛽𝑘𝑘)(𝑟𝑟١𝑟𝑟٢ … 𝑟𝑟𝑛𝑛)𝛽𝛽 + (𝑐𝑐١𝑐𝑐٢ … 𝑐𝑐𝑘𝑘)𝛽𝛽 − (𝑟𝑟١𝑟𝑟٢ … 𝑟𝑟𝑛𝑛)𝛽𝛽

𝛽𝛽𝑛𝑛(𝛽𝛽𝑘𝑘 − ١) =
(𝑟𝑟١𝑟𝑟٢ … 𝑟𝑟𝑛𝑛𝑐𝑐١𝑐𝑐٢ … 𝑐𝑐𝑘𝑘)𝛽𝛽 − (𝑟𝑟١𝑟𝑟٢ … 𝑟𝑟𝑛𝑛)𝛽𝛽

𝛽𝛽𝑛𝑛(𝛽𝛽𝑘𝑘 − ١)  

 از طرفی:

𝛽𝛽𝑛𝑛(𝛽𝛽𝑘𝑘 − ١) = 𝛽𝛽𝑛𝑛(𝛽𝛽 − ١)(𝛽𝛽𝑘𝑘−١ + 𝛽𝛽𝑘𝑘−٢ …+ 𝛽𝛽 + ١) 
= (𝛽𝛽 − ١)𝛽𝛽𝑛𝑛+𝑘𝑘−١ + (𝛽𝛽 − ١)𝛽𝛽𝑛𝑛+𝑘𝑘−٢ + ⋯+ (𝛽𝛽 − ١)𝛽𝛽𝑛𝑛 
= ((𝛽𝛽 − ١) … (𝛽𝛽 − ١)�������

𝑘𝑘 مرتبه

٠٠. .٠�
𝑛𝑛 مرتبه

)𝛽𝛽 

𝑧𝑧در نتیجه با قرار دادن  ≔ 𝛽𝛽 −  خواهیم داشت: ١

𝐴𝐴 =
(𝑟𝑟١𝑟𝑟٢ … 𝑟𝑟𝑛𝑛𝑐𝑐١𝑐𝑐٢ … 𝑐𝑐𝑘𝑘)𝛽𝛽 − (𝑟𝑟١𝑟𝑟٢ … 𝑟𝑟𝑛𝑛)𝛽𝛽

(𝑧𝑧𝑧𝑧… 𝑧𝑧�
𝑘𝑘 مرتبه

٠٠ … ٠�
𝑛𝑛 مرتبه

)𝛽𝛽
 

را تعیین کنید.١٬٢٣٤کسر متعارفی معادل با عدد  :٧-١ مثال 

 حل:

١٬٢٣٤ = ١ + ٢٣٤ − ٢٣
٩٠٠ = ١ + ٢١١

٩٠٠ = ١١١١
٩٠٠ . 

به عنوان مبنای واسطه است. به عبارت دیگر برای تبدیل  ١٠کلی برای تبدیل مبنای اعداد، استفاده از مبنای  وشر

 𝛽𝛽٢به مبنای  ١٠و سپس از از مبنای  ١٠به مبنای  𝛽𝛽١ را از مبنای 𝑋𝑋ابتدا عدد  𝛽𝛽٢ به مبنای 𝛽𝛽١از مبنای  𝑋𝑋عدد 

های توانی از دیگری باشد یا هر دو توانی از یک عدد دیگر باشند، راهکار 𝛽𝛽٢ یا 𝛽𝛽١بریم. البته در حالتی که می

 رد.ها نیز اشاره خواهیم کتری وجود دارد که به آنسریع

عدد  :٨-١ مثال𝐴𝐴 =  ببرید. ٣را به مبنای  ٢(�������١١٠٠١٬١٠١١)

  ١٢ 



 بریم. داریم:می ١٠را به مبنای  𝐴𝐴ابتدا حل: 

(١١٠٠١)٢ = ١ × ٢٤ + ١ × ٢٣ + ٠ × ٢٢ + ٠ × ٢١ + ١ × ٢٠ = ١٦ + ٨ + ١ = ٢٥, 

(٠٬١٠١١�������)٢ = (١٠١١)٢ − (١٠)٢
(١١٠٠)٢

= ٩
١٢ = ٠٬٧٥. 

𝐴𝐴بنابراین  = 𝐴𝐴١ دهیممیقرار . ٢٥٬٧٥ = [𝐴𝐴] = ٢٥  ،𝑟𝑟 = (𝐴𝐴) =  بریم:         می ٣را به مبنای  𝐴𝐴١ابتدا و  ٠٬٧٥

 قسمت خارج     باقیمانده                                            

𝐴𝐴١ − ٣𝑞𝑞 𝑞𝑞 = �𝐴𝐴١
٣ �  𝐴𝐴١ 𝑖𝑖 

١ = 𝑎𝑎٠ ٢٥ ٨ ٠ 

٢ = 𝑎𝑎١ ٨ ٢ ١ 

٢ = 𝑎𝑎٢ ٢ ٠ ٢ 
 

٢٥بنابراین:  =  بریم:می ٣را به مبنای  𝑟𝑟حال  .٣(٢٢١)

 

 

 

 

 

𝑟𝑟مجدداً به  = ترتیب از بالا ، به𝑟𝑟𝑖𝑖ت. اعداد ستون متناوب اسدر مبنای سه  ٠٬٧٥ عددپس نمایش رسیدیم.  ٠٬٧٥

٠٬٧٥ هستند، یعنی ٣در مبنای  ٠٬٧٥گر نمایش عدد به پایین بیان = اکنون با توجه به دو قسمت قبل  .٣(�������٠٬٢٠)

 داریم:

𝐴𝐴 = (١١٠٠١٬١٠١١�������)٢ = ٢٥٬٧٥ = (٢٢١٬٢٠�������)٣ 

نمایش در مبنای هشت عدد  :٩-١ مثال𝐴𝐴 = (٦F٩)تعیین کنیدرا  ١٦. 

𝛽𝛽١داریم حل:  = ١٦ = 𝛽𝛽٢و  ٢٤ = ٨ = را با در نظر  ٩و  F، ٦ابتدا معادل دودویی هر یک از اعداد  حال. ٢٣

 شود:مشخص می 𝐴𝐴نویسیم. با این کار معادل دودویی عدد گرفتن چهار مکان می

𝐴𝐴 = (٦F٩)١٦ = (٠١١٠�
٦

 ١١١١�
F

 ١٠٠١�
٩

)٢ 

 دهیم:قرار می ٨کنیم و معادل آن را در مبنای از سمت راست سه رقم سه رقم جدا می 𝐴𝐴در نمایش دودویی  اکنون

𝐴𝐴 = (٦F٩)١٦ = (٠١١٠�
٦

 ١١١١�
F

 ١٠٠١�
٩

)٢ = (٠١١�
٣

 ٠١١�
٣

 ١١١�
٧

 ٠٠١�
١

)٢ = (٣٣٧١)٨ ⋅ 

 نمایش در مبنای چهار عدد  :١٠-١ مثال𝐴𝐴 =  را تعیین کنید. ٨(٥٦٤٬٧)

٣𝑟𝑟 − 𝑟𝑟𝑖𝑖 𝑟𝑟𝑖𝑖 = [٣𝑟𝑟] ٣𝑟𝑟 𝑟𝑟 𝑖𝑖 

١ ٠٬٧٥ ٢٬٢٥ ٢ ٠٬٢٥ 

٢ ٠٬٢٥ ٠٬٧٥ ٠ ٠٬٧٥ 

   ٣ ٠٬٧٥ 

  ١٣ 



 قسمت کسری   قسمت صحیح   علامت

𝛽𝛽١داریم حل:  = ٨ = 𝛽𝛽٢و  ٢٣ = ٤ = را با در نظر  ٧و  ٤ ،٦ ،٥. پس ابتدا معادل دودویی هر یک از اعداد ٢٢

 شود:مشخص می 𝐴𝐴نویسیم. با این کار معادل دودویی عدد گرفتن سه مکان می

𝐴𝐴 = (٥٦٤٬٧)٨ = (١٠١�
٥

 ١١٠�
٦

 ١٠٠�
٤

٬ ١١١�
٧

)٢ 

کنیم و دو رقم دو رقم جدا میو در قسمت کسری از سمت چپ، از سمت راست در قسمت صحیح عدد، حال 

 یک رقم(راست) در سمت چپ  ،در قسمت صحیح (کسری)که  توجه کنید دهیم.قرار می ٤معادل آن را در مبنای 

 رسانیم.های آن را به دو میآن تعداد مکان (راست) با قرار دادن یک صفر در سمت چپ آید کهمی اضافه

(٥٦٤٬٧)٨ = (١٠١�
٥

 ١١٠�
٦

 ١٠٠�
٤

٬ ١١١�
٧

)٢ = (٠١�
١

 ٠١�
١

 ١١�
٣

 ٠١�
١

 ٠٠�
٠

٬ ١١�
٣

 ١٠�
٢

)٢ = (١١٣١٠٬٣٢)٤ ⋅ 

 

 نمايش ماشيني اعداد ٤-١

همین به شود (طول کلمه) محدود است. هر عدد اختصاص داده می یذخیرهای که برای مقدار حافظهدر کامپیوترها 

ر دی اعداد برای ذخیرهطور کلی به هستند. در کامپیوتر ذخیرهحقیقی قابل  همواره تعداد محدودی از اعداددلیل 

نمایش ممیز  مسیست البته شود.استفاده میممیز شناور نمایش نمایش ممیز ثابت و  سیستمدو  یکی از ازکامپیوترها 

ش ممیز شناور نمای سیستم در کامپیوترها ازو امروزه  گرفتمورد استفاده قرار میهای اولیه در کامپیوتر بیشتر ثابت

  شود.استفاده می

 نمایش ممیز ثابت:سیستم 

مکان آن  𝑚𝑚مکان آن برای نگهداری ارقام قبل از ممیز،  𝑛𝑛باشد،  ℓی کامپیوتر ، اگر طول کلمهنمایش سیستمدر این 

 شود کهمکان برای علامت (منفی یا مثبت) در نظر گرفته می ١برای نگهداری ارقام بعد از ممیز و 

ℓ = 𝑚𝑚 + 𝑛𝑛 + ١ 

 صورت زیر است:نمایش به سیستمدر این ی تمام اعداد مجموعهبه عبارت دیگر 

𝔽𝔽٠ = �±(𝑎𝑎𝑛𝑛−١𝑎𝑎𝑛𝑛−٢ … 𝑎𝑎١𝑎𝑎٠٬𝑏𝑏١𝑏𝑏٢ … 𝑏𝑏𝑚𝑚)𝛽𝛽 | 𝑎𝑎𝑖𝑖, 𝑏𝑏𝑗𝑗 ∈ {٠,١,… ,𝛽𝛽 − ١}�  

ای بر ١ و رقممثبت  برای علامت ٠که رقم شود پر می ١و  ٠ ارقامتوجه کنید که همواره، مکان علامت با یکی از 

 :داشته باشیم سیستم نمایش ممیز ثابتمثلا� اگر در یک  د.روکار میعلامت منفی به

𝛽𝛽 = ٢,    𝑚𝑚 = ٢,     𝑛𝑛 = ٣,  

٢(١٠١٬٠١)−عدد  گاهآن =  شود:می نمایش داده زیرصورت به سیستمدر این  ٥٬٢٥−

١  ١٠١  ٠١  

  

 

  ١٤ 



١٠قابل نمایش نیست زیرا  ١٠، مثلا� عدد سیستمتوجه کنید که در همین  = که نیاز به چهار مکان در ٢(١٠١٠)

 ینعدد در ا شود این است که اساساً چندجا طبیعی است پرسیده بخش صحیح دارد. بنابراین سؤالی که در این

ی زیر را بیان یهقضابتدا برای پاسخ به این سؤال  کدامند؟ هاقابل نمایش هستند و بزرگترین و کوچکترین آن سیستم

 کنیم.می

 𝑚𝑚مکان برای نگهداری ارقام قبل از ممیز،  𝑛𝑛، که در آن 𝛽𝛽در یک سیستم نمایش ممیز ثابت با مبنای : ٥-١ قضیه

 :شودمکان برای علامت (منفی یا مثبت) در نظر گرفته می ١مکان برای نگهداری ارقام بعد از ممیز و 

٢𝛽𝛽𝑚𝑚+𝑛𝑛الف) تعداد اعداد حقیقی قابل نمایش عبارت است از  −  ؛١

𝛽𝛽𝑛𝑛ب) بزرگترین عدد مثبت قابل نمایش برابر است با  − 𝛽𝛽−𝑚𝑚؛ 

 .𝛽𝛽−𝑚𝑚قابل نمایش برابر است با  ج) کوچکترین عدد مثبت

 توان بامی نیز راها مکانهر یک از دیگر  و ٢کردن مکان علامت برابر است با های پر تعداد حالتالف)  :اثبات

𝛽𝛽تا  ٠رقم  𝛽𝛽 یکی از − 𝑚𝑚ها چون تعداد این مکان پر کرد که ١ + 𝑛𝑛 این کار به  ، طبق اصل ضرباست𝛽𝛽𝑚𝑚+𝑛𝑛 

هر دو نمایش عدد صفر هستند. در نتیجه تعداد تمام اعداد قابل نمایش  ٠−و  ٠+پذیر است. از طرفی حالت امکان

٢𝛽𝛽𝑚𝑚+𝑛𝑛در این سیستم عبارت است از  − ١. 

𝑧𝑧دهیم بزرگترین عدد مثبت قابل نمایش در این سیستم باشد و قرار می 𝑥𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚کنیم ب) فرض می ≔ 𝛽𝛽 −  . لذا:١

𝑥𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = +(𝑧𝑧𝑧𝑧… 𝑧𝑧�
𝑛𝑛 مرتبه

٬ 𝑧𝑧𝑧𝑧… 𝑧𝑧�
𝑚𝑚 مرتبه

)𝛽𝛽 = � 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑖𝑖
𝑛𝑛−١

𝑖𝑖=−𝑚𝑚
= � (𝛽𝛽 − ١)𝛽𝛽𝑖𝑖

𝑛𝑛−١

𝑖𝑖=−𝑚𝑚
= � (𝛽𝛽𝑖𝑖+١ − 𝛽𝛽𝑖𝑖)

𝑛𝑛−١

𝑖𝑖=−𝑚𝑚
= 𝛽𝛽𝑛𝑛 − 𝛽𝛽−𝑚𝑚. 

 کوچکترین عدد مثبت قابل نمایش در این سیستم باشد. بنابراین: 𝑥𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚کنیم فرض میج) 

𝑥𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = +(٠٠ … ٠�
𝑛𝑛 مرتبه

٬ ٠٠ … ٠�
١−𝑚𝑚 مرتبه

١)𝛽𝛽 = 𝛽𝛽−𝑚𝑚. 

توزیع اعداد در سیستم نمایش ممیز ثابت یکنواخت است. به این معنی که تمام اعداد با فواصل یکسان در  نکته:

𝑥𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚−]ی بازه ,𝑥𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚] ی هر دو عدد متوالی برابر . فاصلهرندقرار دا𝛽𝛽−𝑚𝑚 .است 

 دهیم.حال سؤالی را که قبلا� مطرح کردیم در مثال زیر پاسخ می

 سیستم نمایش ممیز ثابت بادر  :١١-١ مثال 

𝛽𝛽 = ٢,    𝑚𝑚 = ٢,     𝑛𝑛 = ٣,  

 تعداد اعداد حقیقی قابل نمایش و نیز بزرگترین و کوچکترین اعداد مثبت قابل نمایش را مشخص کنید.

٢است با قابل نمایش در این سیستم برابر  تعداد اعداد حقیقیحل:  × ٣+٢٢ − ١ = همچنین بزرگترین و  .٦٣

 کوچکترین اعداد مثبت قابل نمایش در این سیستم عبارتند از:

𝑥𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = ٢٣ − ٢−٢ = ٨ − ٠٬٢٥ = ٧٬٧٥, 𝑥𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = ٢−٢ = ٠٬٢٥. 

𝑥𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚−]ی ثابت در این است که بازه ضعف اصلی سیستم نمایش ممیز ,𝑥𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚] ≈ [−𝛽𝛽𝑛𝑛, 𝛽𝛽𝑛𝑛] ی چندان محدوده

  ١٥ 



  ١٦ 

ی محدود کامپیوتر این اجازه را بسیار بزرگ انتخاب شود که حافظه 𝑛𝑛که بزرگی از اعداد حقیقی نیست مگر آن

ت عبارت دیگر حساسیشود که توزیع اعداد در این سیستم یکنواخت است. بهجا ناشی میدهد. این ضعف از آننمی

شود که سیستم ممیز شناور استفاده میکل از برای رفع این مشاین سیستم روی اعداد کوچک و بزرگ یکی است. 

 پردازیم.در ادامه به معرفی آن می

 نمایش ممیز شناور:سیستم 

 :صورت زیر استبه )𝛽𝛽(مبنای  در حالت کلی 𝐴𝐴نمایش ممیز شناور یک عدد حقیقی دلخواه مانند  :٨-١ تعریف

𝐴𝐴 = ±𝑎𝑎 × 𝛽𝛽𝑒𝑒, 

عددی صحیح در مبنای  𝑒𝑒گویند و میاست که به آن مانتیس  𝛽𝛽بین صفر و یک در مبنای  یعدد 𝑎𝑎، فوق در نمایش

𝛽𝛽  ۲شودگفته می به آن نماکه استF

١.  

چهار پارامتر علامت، مانتیس، مبنا و نما تشکیل  نمایش ممیز شناور هر عدد حقیقی ازبا توجه به تعریف فوق، 

های ممیز شناور متفاوتی داشته باشد. مثلا� هر یک از اعداد ، یک عدد حقیقی ممکن است نمایشچنینهم .شودمی

(٠٬٠٠١)𝛽𝛽 × 𝛽𝛽(٠٬٠١)، ٣𝛽𝛽 × 𝛽𝛽(٠٬١)و  ٢𝛽𝛽 × 𝛽𝛽در مبنای  ١ممیز شناور عدد  نمایش ١𝛽𝛽  هستند. در حقیقت

یر طور مناسب تغیر اینکه نما بهجا نمود مشروط بتوان ممیز را در طول ارقام مانتیس جابهدر نمایش ممیز شناور می

شرط کنیم که اولین رقم  چنانچه شود.از نما یک واحد کم می اگر ممیز یک رقم به سمت راست حرکت کند کند.

 ،گاه هر عدد حقیقیپس از ممیز در مانتیس همواره مخالف صفر باشد (مگر در حالتی که مانتیس صفر باشد)، آن

میز بنابراین در نمایش م شود.نمایش ممیز شناور یکتایی خواهد داشت که به آن نمایش ممیز شناور نرمال گفته می

𝛽𝛽(٠٬١)شناور نرمال، حداقل مقدار مانتیس برابر با  = 𝛽𝛽−است. ١ 

سیستم  در یکن بنابرایشوند. میانتخاب محدود  مانتیس و نما ، تعداد ارقامدلیل محدودیت حافظهبه  هادر کامپیوتر

مکان  𝑚𝑚مکان برای نگهداری ارقام نما،  𝑛𝑛گاه باشد، آن ℓی کامپیوتر اگر فرض کنیم که طول کلمه ممیز شناور نرمال،

شود که گرفته میمکان برای علامت نما در نظر  ١مانتیس و مکان برای علامت  ١، برای نگهداری ارقام مانتیس

ℓ = 𝑚𝑚 + 𝑛𝑛 +  صورت زیر است:بهدر این سیستم  قابل نمایش تمام اعداد یمجموعه ،عبارت دیگربه. ٢

𝔽𝔽 = �±(٠٬𝑏𝑏١𝑏𝑏٢ … 𝑏𝑏𝑚𝑚)𝛽𝛽 × 𝛽𝛽±(𝑒𝑒١𝑒𝑒٢…𝑒𝑒𝑛𝑛)𝛽𝛽  | 𝑏𝑏𝑖𝑖, 𝑒𝑒𝑗𝑗 ∈ {٠,١,… , 𝛽𝛽 − ١}, 𝑏𝑏١ ≠ ٠� ∪ {٠}.  

برای علامت مثبت و  ٠د که رقم نشوپر می ١و  ٠علامت با یکی از دو رقم  هایمکانسیستم نمایش نیز این در 

 :داشته باشیم در یک سیستم نمایش ممیز شناور نرمال مثلا� اگر رود.میکار برای علامت منفی به ١رقم 

𝛽𝛽 = ٢, 𝑚𝑚 = ٣,     𝑛𝑛 = ٢,  

٢(٠٬١١٠)−گاه عدد آن × ٢(٠١)−٢ =   شود:مینمایش  صورت زیربه سیستمدر این  ٠٬٣٧٥−

١  ١١٠  ١  ٠١  

که در سمت راست ممیز هایی آنارقام مانتیس ( یبعدرقم  علامت مانتیس، سه از چپ رقمدر نمایش فوق اولین 

١ چنانچه ١ ≤ 𝑎𝑎 < 𝛽𝛽  نمايش حاصل را نمايش علمي𝐴𝐴 گويند.مي 
                                       



 کنند.آخر ارقام نما را مشخص می رقم علامت نما و دو بعدی رقم، )رندداقرار در نمایش دودویی 

 𝑚𝑚مکان برای نگهداری ارقام نما،  𝑛𝑛، که در آن 𝛽𝛽در یک سیستم نمایش ممیز شناور نرمال با مبنای  :٦-١ قضیه

 :دشوهای مانتیس و نما (منفی یا مثبت) در نظر گرفته میمکان برای علامت ٢مکان برای نگهداری ارقام مانتیس، و 

𝛽𝛽)٢ الف) تعداد اعداد حقیقی قابل نمایش عبارت است از − ١)𝛽𝛽𝑚𝑚−٢)١𝛽𝛽𝑛𝑛 − ١) +  ؛١

١)ب) بزرگترین عدد مثبت قابل نمایش برابر است با  − 𝛽𝛽−𝑚𝑚)𝛽𝛽𝛽𝛽𝑛𝑛−؛١ 

 .𝛽𝛽−𝛽𝛽𝑛𝑛 مثبت قابل نمایش برابر است باج) کوچکترین عدد 

حالت). ٢تواند مثبت یا منفی باشد (علامت مانتیس می شماریم.های ممکن را میالف) ابتدا تعداد مانتیس :اثبات

د. تواند صفر باش، اولین رقم مانتیس نمیهر عدد ناصفر قابل نمایش در این سیستم، نرمال شده است جا کهآناز 

𝛽𝛽تا  ١مانتیس یکی از ارقام پس اولین رقم  − 𝛽𝛽(است  ١ − از  هر یک دنتوانمی حالت). سایر ارقام مانتیس ١

𝛽𝛽تا  ٠ هایرقم − های ممکن تعداد مانتیسطبق اصل ضرب، بنابراین . حالت) ١−𝛽𝛽𝑚𝑚در مجموعاختیار کنند (را  ١

𝛽𝛽)٢برابر با  − ١)𝛽𝛽𝑚𝑚−تواند مثبت یا منفی باشد علامت نما میشماریم. است. حال تعداد نماهای ممکن را می ١

𝛽𝛽تا  ٠رقم  𝛽𝛽یکی از  دنتوانمی ارقام نماو هر یک از حالت) ٢( −  از طرفی .حالت)𝛽𝛽𝑛𝑛 در مجموع( را اختیار کنند ١

٢𝛽𝛽𝑛𝑛های ممکن برابر با در نتیجه تعداد نماهر دو نمایش عدد صفر هستند.  ٠−و  ٠+ در نما − تعداد  لذا است. ١

𝛽𝛽)٢قابل نمایش در این سیستم عبارت است از  ناصفر اعداد تمام − ١)𝛽𝛽𝑚𝑚−٢)١𝛽𝛽𝑛𝑛 − اکنون با افزودن عدد  .(١

 .شودحاصل می ی مطلوبنتیجه فوق،ی اعداد صفر به مجموعه

𝑧𝑧دهیم بزرگترین عدد مثبت قابل نمایش در این سیستم باشد و قرار می 𝑥𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚کنیم ب) فرض می ≔ 𝛽𝛽 −  . لذا:١

𝑥𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = +(٠٬ 𝑧𝑧𝑧𝑧… 𝑧𝑧�
𝑚𝑚 مرتبه

)𝛽𝛽 × 𝛽𝛽
+(𝑧𝑧𝑧𝑧…𝑧𝑧�

𝑛𝑛 مرتبه

)𝛽𝛽

= � � 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑖𝑖
−١

𝑖𝑖=−𝑚𝑚
�𝛽𝛽�∑ 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑖𝑖𝑛𝑛−١

𝑖𝑖=٠ � = (١ − 𝛽𝛽−𝑚𝑚)𝛽𝛽𝛽𝛽𝑛𝑛−١. 

که اولین رقم بنابراین با توجه به این کوچکترین عدد مثبت قابل نمایش در این سیستم باشد. 𝑥𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚کنیم فرض میج) 

 :داریم تواند صفر باشدمانتیس نمی

𝑥𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = +(٠٬١ ٠٠ … ٠�
١−𝑚𝑚 مرتبه

)𝛽𝛽 × 𝛽𝛽
−(𝑧𝑧𝑧𝑧…𝑧𝑧�

𝑛𝑛 مرتبه

)𝛽𝛽

= 𝛽𝛽−١ × 𝛽𝛽−(𝛽𝛽𝑛𝑛−١) = 𝛽𝛽−𝛽𝛽𝑛𝑛 . 

𝑥𝑥 در حقیقت اگر توزیع اعداد در سیستم نمایش ممیز شناور نرمال یکنواخت نیست. نکته: ∈ 𝔽𝔽  یک عدد مثبت و

٠٬𝑏𝑏١𝑏𝑏٢)ی نمایش دارا … 𝑏𝑏𝑚𝑚)𝛽𝛽 × 𝛽𝛽𝑒𝑒 بلافاصله بعد از آن در این سیستم نمایش که با تر بزرگ ، عددباشد𝑥𝑥+  نشان

+𝑥𝑥شود، دارای نمایش داده می = (٠٬𝑏𝑏١𝑏𝑏٢ … 𝑏𝑏𝑚𝑚 + ٠٬ ٠٠ … ٠�
١−𝑚𝑚 مرتبه

١)𝛽𝛽 × 𝛽𝛽𝑒𝑒 ی بین دو عدد بنابراین فاصله .است

٠٬)برابر است با  +𝑥𝑥و  𝑥𝑥متوالی قابل نمایش  ٠٠ … ٠�
١−𝑚𝑚 مرتبه

١)𝛽𝛽 × 𝛽𝛽𝑒𝑒 = 𝛽𝛽𝑒𝑒−𝑚𝑚وضوح به نما وابسته . این فاصله به

 .شدداد بیشتر خواهد ی بین اعفاصله با افزایش نما،است، یعنی 

  ١٧ 



در سیستم نمایش ممیز شناور نرمال با :١٢-١ مثال 

𝛽𝛽 = ٢,    𝑚𝑚 = ٣,     𝑛𝑛 = ١,  

 تعداد اعداد حقیقی قابل نمایش و نیز بزرگترین و کوچکترین اعداد مثبت قابل نمایش را مشخص کنید.الف) 

 را لیست کرده و بر روی محور اعداد مشخص کنید.در این سیستم قابل نمایش  مثبتب) اعداد 

 :تعداد اعداد حقیقی قابل نمایش در این سیستم برابر است با الف)حل: 

٢ × (٢ − ١) × ١−٢٣ × (٢ × ٢١ − ١) + ١ = ٢٥, 

 همچنین بزرگترین و کوچکترین اعداد مثبت قابل نمایش در این سیستم عبارتند از:

𝑥𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = (١ − ٣−٢) × ٢ = ٢ − ٢−٢ = ٧
٤ , 𝑥𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = ٢−٢ = ١

٤. 

𝑥𝑥 ب) هر عدد مثبت قابل نمایش در این سیستم به شکل = (٠٬𝑏𝑏١𝑏𝑏٢𝑏𝑏٣)٢ × ٢±𝑒𝑒 :است که در آن 

𝑒𝑒, 𝑏𝑏𝑖𝑖 ∈ {٠,١}, 𝑏𝑏١ ≠ ٠. 

 بنابراین اعداد مثبت قابل نمایش در این سیستم عبارتند از:

٠٬١٠٠ × ٢١ = ٠٬١٠٠ ١ × ٢٠ = ١
٠٬١٠٠ ٢ × ١−٢ = ١

٤ 

٠٬١٠١ × ٢١ = ٥
٠٬١٠١ ٤ × ٢٠ = ٥

٠٬١٠١ ٨ × ١−٢ = ٥
١٦ 

٠٬١١٠ × ٢١ = ٣
٠٬١١٠ ٢ × ٢٠ = ٣

٠٬١١٠ ٤ × ١−٢ = ٣
٨ 

٠٬١١١ × ٢١ = ٧
٠٬١١١ ٤ × ٢٠ = ٧

٠٬١١١ ٨ × ١−٢ = ٧
١٦ 

 صورت زیر است:به ،نمایش این اعداد بر روی محور

٠                  ١
٤  

٥
١٦  

٣
٧  ٨

١٦
�����

𝑒𝑒=−١

   ١
٢      

٥
٣      ٨

٤      
٧
٨

���������
𝑒𝑒=٠

          ٥           ١
٤            

٣
٢            

٧
٤

���������������
𝑒𝑒=١

 

 

با  ی بین اعدادتر، بیشتر از فاصلهی بین اعداد با نمای بزرگفاصله، شودملاحظه می طور که در شکل فوقهمان

 .رنددیگر قرار داالفاصله از یکطور متساویاعداد با نمای یکسان، به تر است ونمای کوچک

𝐿𝐿ای مانند ، محدودهکه در نمایش ممیز شناور نرمال تعداد ارقام نما مشخص شودجای آنگاهی به ≤ 𝑒𝑒 ≤ 𝑈𝑈  برای

𝐿𝐿شود که در آن در نظر گرفته مینما  < 𝑈𝑈و  ٠ > ی تمام مجموعهدر این حالت  . یعنیدو عدد صحیح هستند ٠

 صورت زیر است:به ممیز شناور نرمال اعداد

𝔽𝔽 = �±(٠٬𝑏𝑏١𝑏𝑏٢ … 𝑏𝑏𝑚𝑚)𝛽𝛽 × 𝛽𝛽𝑒𝑒 | 𝑏𝑏𝑖𝑖 ∈ {٠,١,… ,𝛽𝛽 − ١}, 𝑏𝑏١ ≠ ٠,𝐿𝐿 ≤ 𝑒𝑒 ≤ 𝑈𝑈� ∪ {٠}.  

دهند. نشان می 𝔽𝔽(𝛽𝛽,𝑚𝑚,𝐿𝐿,𝑈𝑈)صورت آن و به یکنندهمشخص همراه پارامترهای بهاین سیستم نمایش را اغلب 

  ١٨ 



 :شوندمیصورت زیر بیان به در این حالت ممیز شناور نرمال های سیستم نمایشویژگی

𝛽𝛽)٢الف) تعداد اعداد حقیقی قابل نمایش عبارت است از  − ١)𝛽𝛽𝑚𝑚−١(𝑈𝑈 − 𝐿𝐿 + ١) +  ؛١

١)ب) بزرگترین عدد مثبت قابل نمایش برابر است با  − 𝛽𝛽−𝑚𝑚)𝛽𝛽𝑈𝑈؛ 

 .١−𝛽𝛽𝐿𝐿ج) کوچکترین عدد مثبت قابل نمایش برابر است با 

𝑥𝑥اگر د)  ∈ 𝔽𝔽  ٠٬)یک عدد مثبت و دارای نمایش𝑏𝑏١𝑏𝑏٢ … 𝑏𝑏𝑚𝑚)𝛽𝛽 × 𝛽𝛽𝑒𝑒 ی بین گاه فاصلهباشد، آن𝑥𝑥  و𝑥𝑥+  برابر

و عدد ی ممکن بین دتوزیع اعداد در این سیستم نمایش یکنواخت نیست. کمترین فاصله. بنابراین 𝛽𝛽𝑒𝑒−𝑚𝑚است با 

𝑒𝑒به ازای قابل نمایش  = 𝐿𝐿 ازای به ی ممکنو بیشترین فاصله𝑒𝑒 = 𝑈𝑈 دهد.رخ می 

 

 اعداد ماشینی و غیرماشینی:

ز اعداد ا متناهی یکند، تنها تعدادعداد استفاده میکه از یک سیستم نمایش ادر یک ماشین محاسباتی  :٩-١ تعریف

 قابل نمایش در ماشین،غیر اعداد و به  اعداد قابل نمایش در ماشین، اعداد ماشینیبه توان نمایش داد. ا میحقیقی ر

 .دهندنشان می A𝑐𝑐را با شینی مای اعداد غیرو مجموعه Aرا با  اعداد ماشینیی مجموعه گویند.می ماشینیغیراعداد 

 ):over flowسرریزی (

|𝑥𝑥|داشته باشیم  𝑥𝑥اگر در یک سیستم نمایش برای عدد حقیقی  :١٠-١ تعریف > 𝑥𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚گاه نمایش ، آن𝑥𝑥  در این

 شود.گفته میی سرریزی پدیدهچنین حالتی اصطلاحاً  به پذیر نیست.سیستم امکان

ود. شی سرریزی در یک ماشین، انجام عملیات توسط ماشین با دادن یک پیغام خطا متوقف میبا رخ دادن پدیده

ی سرریزی را ناحیه دهد.نما از بالا رخ میی سرریزی در سیستم نمایش ممیز شناور به علت محدود بودن پدیده

 داد حقیقی مشخص کرد:توان به شکل زیر روی محور اعمی

 ی سرریزی منفیناحیه                       ی سرریزی مثبت    ناحیه

−𝑥𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚                         𝑥𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 

 ):under flowزیرریزی (

٠داشته باشیم  𝑥𝑥اگر در یک سیستم نمایش برای عدد حقیقی  :١١-١ تعریف < |𝑥𝑥| < 𝑥𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚گاه نمایش ، آن𝑥𝑥  در

 شود.گفته میی زیرریزی پدیدهچنین حالتی اصطلاحاً  بهپذیر نیست. این سیستم امکان

ریزی در زیری . پدیدهشودبرابر با صفر در نظر گرفته می 𝑥𝑥ریزی در یک ماشین، مقدار زیری با رخ دادن پدیده

ر یتوان به شکل زریزی را میزیری هـدهد. ناحیرخ می پایینا از ـعلت محدود بودن نمسیستم نمایش ممیز شناور به 

 گویند.نیز می» حفره در صفر«ی زیرریزی اصطلاحاً روی محور اعداد حقیقی مشخص کرد. به ناحیه

 ریزی منفیزیری ناحیه  ریزی مثبت زیری ناحیه    

−𝑥𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚             ٠                   𝑥𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 

  

  

  ١٩ 



 ممیز شناور:نمایش اعداد برای  IEEEاستاندارد 

اند. تههای نما و ارقام مانتیس داشهای متفاوتی در تعیین مبنا، کرانی گوناگون انتخابلحاظ تاریخی، کامپیوترهابه

 با١٩٨٥در سال  که تا این گردیدوت میهای متفاافزارها روی ماشینیری نرمناپذها منجر به انتقالاین تفاوت

یام به سرپرستی ویلافزار تولید سختهای شرکت و علوم کامپیوتردانشمندان از ریاضیدانان،  های گروهیتلاش

سازندگان به  IEEE٧٥٤تحت عنوان  برای نمایش اعداد ممیز شناور استانداردیاز دانشگاه کالیفرنیا،  *کاهان

، چند IEEE استانداردشود. استفاده می این استاندارددر بیشتر کامپیوترها از  اکنونهم .عرضه شدافزارها سخت

توسعه یافته  های معمولی و مضاعفو دقتدقت مضاعف ، معمولیدقت های مختلف از جمله قالب کلی با دقت

ی حوهن این استاندارد،ی نمایش اعداد در جا به منظور آشنایی بیشتر با شیوهاینکند. در برای نمایش اعداد ارائه می

 دهیم.را شرح می و مضاعف معمولی در دقتنمایش 

 ،دقت مضاعف برایو  (١٢٦,١٢٧−,٢,٢٤)𝔽𝔽 سیستم ممیز شناور نرمال ،دقت معمولیبرای  IEEEاستاندارد 

دارد سازی اعداد در این استانی ذخیرهنحوهکند. را پیشنهاد می (١٠٢٢,١٠٢٣−,٢,٥٣)𝔽𝔽 سیستم ممیز شناور نرمال

طابق می ماشین است. تر از حافظهی عادی متفاوت است که این تفاوت به منظور استفاده هرچه بهینهکمی با شیوه

 شود.استفاده مییک عدد بیت برای نمایش  ٦٤بیت و در دقت مضاعف از  ٣٢در دقت معمولی از این استاندارد، 

 ) و قسمت کسری مانتیس𝑐𝑐)، نمای تعدیل یافته (𝑠𝑠علامت ( که عبارتند از شودتشکیل میبخش از سه  نمایش هر

در کنار هم قرار  𝑠𝑠|𝑐𝑐|𝑓𝑓صورت به و شوندزیر مشخص می با استفاده از روابط بخش. این سه )𝑓𝑓( نرمال شده

 گیرند:می

𝑥𝑥    دقت معمولی: = ±(١. 𝑓𝑓)٢ × ٢𝑒𝑒 = (−١)𝑠𝑠(١. 𝑓𝑓)٢ × ٢𝑐𝑐−١٢٧ 

𝑥𝑥  دقت مضاعف: = ±(١. 𝑓𝑓)٢ × ٢𝑒𝑒 = (−١)𝑠𝑠(١. 𝑓𝑓)٢ × ٢𝑐𝑐−١٠٢٣  

 

 نمایش به شبیه کمی ،های معمولی و مضاعفدر دقت ذکر شدههای شکل کلی قالبکنید طور که ملاحظه میهمان

.١)به صورت  𝑥𝑥مانتیس  IEEE استاندارددر که  باید توجه داشتفقط است. نرمال ممیز شناور  𝑓𝑓)نرمال شده  ٢

. در واقع، چون اولین بیت مانتیس شودنمایش داده می نشان داده شده است 𝑓𝑓قسمتی از مانتیس که با  است و تنها

ه مورد استفادبرای نمایش نما این بیت  ،در عوض سازی آن نیست.است نیازی به ذخیره ١همواره برابر با شده نرمال 

ت به صوراین نما نیازی به بیت علامت نباشد،  )𝑒𝑒سازی نمای واقعی (در ذخیره برای آنکههمچنین  .گیردقرار می

تا یک  شودیاضافه م )𝑒𝑒( به نما اریببه نام ُ مقدار ثابت يک به عبارت دیگر. شودذخیره میآنگاه اریبی تعدیل و 

و برای  ١٢٧برای دقت ساده اریب برابر با توان دید که سادگی میبهدر حافظه ذخیره شود.  )𝑐𝑐عدد بدون علامت (

 است. ١٠٢٣دقت مضاعف برابر با 

عدد : ١٣-١ مثال𝑥𝑥 = با دقت معمولی  IEEEخواهیم این عدد را در استاندارد را در نظر بگیرید. می ٤٥٬٧٥−

𝑥𝑥یابیم. داریم نمایش دهیم. برای این منظور، ابتدا نمایش دودویی آن را می = . حال این عدد (١٠١١٠١٬١١)−

.١)باید به فرم  𝑓𝑓)٢ × ٢𝑒𝑒 توان دید که  سادگی میتبدیل شود. به𝑥𝑥 = −(١٬٠١١٠١١١) × ٢٥ . 

  ٢٠ 



  ٢١ 

 را استخراج کنیم. با توجه به قالب کلی دقت ساده داریم: 𝑐𝑐و  𝑠𝑠 ،𝑓𝑓اکنون از این تساوی باید مقادیر 

𝑠𝑠 = ١,   𝑓𝑓 = ٠١١٠١١١,    𝑒𝑒 = 𝑐𝑐 − ١٢٧ = ٥  

𝑐𝑐در نتیجه  = ١٣٢ = 𝑥𝑥و بنابراین:  ٢(١٠٠٠٠١٠٠) = ٠١١٠١١١٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠|١٠٠٠٠١٠٠|١. 

عدد زیر در استاندارد  :١٤-١ مثالIEEE .با دقت معمولی نمایش داده شده است 

𝑦𝑦 = ١٠١٠١٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠|١٠٠٠٠٠٠١|٠ 

 :داریمنمایش فوق با توجه به خواهیم نمایش اعشاری آن را بیابیم. می

𝑠𝑠 = ٠,   𝑐𝑐 = (١٠٠٠٠٠٠١)٢ = ١٢٩,   𝑓𝑓 = ١٠١٠١ 

𝑒𝑒عددی مثبت است و  𝑦𝑦بنابراین  = 𝑐𝑐 − ١٢٧ = ١٢٩ − ١٢٧ =  :در نتیجه. ٢

𝑦𝑦 = +(١. 𝑓𝑓)٢ × ٢𝑒𝑒 = (١.١٠١٠١)٢ × ٢٢ = (١١٠.١٠١)٢ = ٦٬٦٢٥ 

 خطاهاي نمايش اعداد  ٥-١

یکی روند کردن در محاسبات تقریبی دستی و دیگری روند  ،دو شکل به رااعداد  کردن روند ینحوه ،در این بخش

دانید طور که میهمان. دهیممورد بررسی قرار میحالت هر در را  های روند کردنخطا و کنیممیمطرح کردن ماشینی 

عداد حقیقی ی اتوان همهدر محاسبات تقریبی نمیپایان هستند. به همین دلیل بیشتر اعداد حقیقی دارای نمایشی بی

در نظر زم است که تقریبی از یک عدد را با لا گاهی در این مواردنمود.  اتطور که واقعاً هستند وارد محاسبرا آن

 به دو روش صورت ،نامیممیروند کردن  آن را عمل که . اینانتخاب کنیمآن  اعشاری تعدادی متناهی از ارقام گرفتن

 گیرد:می

 قطع کردنالف) 

 نیرقم معیاز خواهیم نگهداری کنیم توانیم یا میرا با توجه به تعداد ارقامی که میدر این روش، بسط اعشاری عدد 

نامیم. بنابراین در روش قطع کردن، اولین رقم ناخواسته و ارقام پس . این رقم را اولین رقم ناخواسته میکنیمقطع می

 شوند.می قطعاز آن 

عدد  یشده طعق: ١٥-١ مثال𝑒𝑒 = ٢٬٧١٨٢ ٢D(۳Fتا دو رقم اعشار (یا تا  …

 .٢٬٧١ :عبارت است از ١

٥ی عدد قطع شده :١٦-١ مثال
٣ = ١٬٦٦٦٦  .١٬٦٦٦ :) عبارت است از٣Dتا سه رقم اعشار (یا تا  …

 ب) گرد کردن

 کنیم:به مقدار اولین رقم ناخواسته به شرح زیر عمل میاین روش، با توجه در 

 کنیم.قطع می آن رقم و ارقام پس از آن راباشد،  ٥تر از اگر اولین رقم ناخواسته کوچک .١

کنیم و رقم ناخواسته و ارقام پس باشد، به رقم قبلی آن یک واحد اضافه می ٥تر از اگر اولین رقم ناخواسته بزرگ .٢

١ D ي حرف اول واژهDecimal  است. از اين رو نمايش يک عدد تا » اعشاري«به معناي𝑛𝑛  رقم اعشار با نماد (𝑛𝑛D)شود.بيان مي 
                                       



  ٢٢ 

 کنیم.قطع میاز آن را 

 ٥قبل از باشد و بعد از آن رقم مخالف صفری وجود داشته باشد، به رقم  ٥مساوی با اگر اولین رقم ناخواسته  .٣

 کنیم.و ارقام پس از آن را قطع می ٥کنیم و رقم یک واحد اضافه می

گاه در صورتی باشد و بعد از آن رقم مخالف صفری وجود نداشته باشد، آن ٥اگر اولین رقم ناخواسته مساوی با  .٤

زوج باشد آن را تغییر  ٥در صورتی که رقم قبل از  کنیم واضافه میآن  به یک واحد فرد باشد ٥قبل از که رقم 

٤Fکنیم.و ارقام پس از آن را قطع می ٥رقم  دهیم ونمی

١ 

 ی عدد شدهگرد : ١٧-١ مثال𝑒𝑒 = ٢٬٧١٨٢ 𝑒𝑒 :رقم اعشار عبارت است از یکتا  … = ٢٬٧ (١D). 

ی عدد گرد شده: ١٨-١ مثال𝑒𝑒 = ٢٬٧١٨٢ 𝑒𝑒 :تا دو رقم اعشار عبارت است از … = ٢٬٧٢ (٢D). 

ی عدد گرد شده: ١٩-١ مثال𝑤𝑤 = 𝑤𝑤 :تا یک رقم اعشار عبارت است از ٠٬٧٥٠٢ = ٠٬٨ (١D). 

ی عدد گرد شده: ٢٠-١ مثال𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 :تا دو رقم اعشار عبارت است از ١٬٤٣٥ = ١٬٤٤ (٢D). 

ی عدد گرد شده: ٢١-١ مثال𝑦𝑦 = 𝑦𝑦 :رقم اعشار عبارت است از دوتا  ٠٬٨٤٥ = ٠٬٨٤ (٢D). 

ی عدد گرد شده: ٢٢-١ مثال𝑧𝑧 = 𝑧𝑧 :تا دو رقم اعشار عبارت است از ٣٬٩٩٥ = ٤٬٠٠ (٢D). 

 خطای قطع کردن با خطای گرد کردنی مقایسه

٢عدد  یگرد شده 𝑎𝑎فرض کنید 
٣ = ٠٬٦٦٦ ٢ی قطع شده 𝑏𝑏و  …

 داریم: تا دو رقم اعشار باشند. ٣

𝑎𝑎 = ٠٬٦٧ ⟹ �٢٣ − 𝑎𝑎� = ١
٣٠٠ , 

𝑏𝑏 = ٠٬٦٦ ⟹ �٢٣ − 𝑏𝑏� = ٢
٣٠٠. 

٢تا  𝑏𝑏ی یعنی فاصله
٢تا  𝑎𝑎ی لهدو برابر فاص ٣

است. به عبارت دیگر، خطای قطع کردن تا دو برابر خطای گرد کردن  ٣

 تر است).قطع کردن ساده که شود (هرچنداست. به همین دلیل در عمل بیشتر از گرد کردن استفاده می

 صورت:رقم اعشار باشند. در این 𝑛𝑛تا  𝐴𝐴ی عدد ترتیب گرد شده و قطع شدهبه 𝑏𝑏و  𝑎𝑎فرض کنید  :٧-١ قضیه

𝑒𝑒(𝑎𝑎) ≤ ٥ × ١٠−(𝑛𝑛+١) = ١
٢ × ١٠−𝑛𝑛, 

𝑒𝑒(𝑏𝑏) ≤ ١٠−𝑛𝑛. 

𝑟𝑟 که فرض کنید: اثبات = ٠٬𝑑𝑑١𝑑𝑑٢ … 𝑑𝑑𝑛𝑛𝑑𝑑𝑛𝑛+١ رقم  𝑛𝑛تا  𝐴𝐴ی را گرد شده 𝑎𝑎و باشد  𝐴𝐴نمایش قسمت کسری  …

 :گاه، آنباشد ٥ از ترکوچک ١+𝑑𝑑𝑛𝑛اگر . بگیریداعشار در نظر 

𝑒𝑒(𝑎𝑎) = |𝐴𝐴 − 𝑎𝑎| = ٠٬ ٠٠ … ٠�
𝑛𝑛 مرتبه

𝑑𝑑𝑛𝑛+١ … ≤ ٥ × ١٠−(𝑛𝑛+١) 

 ٥است، به اين دليل است که در يک مسئله با محاسبات زياد، احتمال وقوع اعداد اعشاري با رقم زوج قبل از  *اين قاعده که منسوب به گاوسوضع  ١
 ها در محاسبات صفر است.و از اين رو ميانگين خطاي ناشي از گرد کردن متناظر با آنبا هم برابرند  ٥و احتمال وقوع اعداد اعشاري با رقم فرد قبل از 

                                       



  ٢٣ 

 بنابراین: .شودیک واحد اضافه می 𝑑𝑑𝑛𝑛به رقم  باشد ٥ از تربزرگ ١+𝑑𝑑𝑛𝑛اگر 

𝑒𝑒(𝑎𝑎) = |𝐴𝐴− 𝑎𝑎| = ١ × ١٠−𝑛𝑛 − ٠٬ ٠٠ … ٠�
𝑛𝑛 مرتبه

𝑑𝑑𝑛𝑛+١ … ≤ ١٠−𝑛𝑛 − ٥ × ١٠−(𝑛𝑛+١) = ٥ × ١٠−(𝑛𝑛+١). 

١+𝑑𝑑𝑛𝑛اگر  =  حکم برقرار است باز همو  دهدرخ می یکی از دو حالت قبل 𝑑𝑑𝑛𝑛با توجه به زوج یا فرد بودن گاه ، آن٥

 .شوند)تبدیل می =به  ≥های (در این حالت علامت

𝑟𝑟 که فرض کنید مجدداًبرای اثبات قسمت دوم قضیه،  = ٠٬𝑑𝑑١𝑑𝑑٢ … 𝑑𝑑𝑛𝑛𝑑𝑑𝑛𝑛+١ باشد و  𝐴𝐴نمایش قسمت کسری  …

 صورت:این. در بگیریدرقم اعشار در نظر  𝑛𝑛تا  𝐴𝐴ی را قطع شده 𝑏𝑏این بار 

𝑒𝑒(𝑏𝑏) = |𝐴𝐴 − 𝑏𝑏| = ٠٬ ٠٠ … ٠�
𝑛𝑛 مرتبه

𝑑𝑑𝑛𝑛+١ … ≤ ١٠ × ١٠−(𝑛𝑛+١) = ١٠−𝑛𝑛. 

 

  نمایش علمی اعداد

ا ی زمین تشود. مثلا� فاصلهممکن است با مقادیر خیلی بزرگ یا خیلی کوچک بیان  ی یک کمیتگاهی اندازه

ای نوشتن جرم یک متر (یکصد و پنجاه میلیارد متر) است، یا مثلا� بر ١٥٠,٠٠٠,٠٠٠,٠٠٠خورشید در حدود 

را نوشت. بدیهی است که نوشتن  ٩١٠٩صفر قرار داد و پس از آن عدد  ٢٧الکترون برحسب گرم باید بعد از ممیز 

کنند، احتمال اشتباه را هم زیاد علاوه بر آن که خواندن و نوشتن را مشکل می با صفرهای زیاد، چنین عددهایی

عددی مخالف  𝐴𝐴شود. فرض کنید نمایش علمی برای اعداد استفاده می از نمایشی موسوم بهکنند. به همین دلیل می

𝐴𝐴صورت توان بهرا همواره می 𝐴𝐴صفر باشد. واضح است که  = ±𝑎𝑎 × ١٠𝑒𝑒  نوشت که در آن𝑒𝑒  عددی صحیح

 است و

١ ≤ 𝑎𝑎 < ١٠. 

نامیده  𝐴𝐴نمای عدد  𝑏𝑏مانتیس و  𝑎𝑎نامند. در این نمایش می 𝐴𝐴صورت فوق را نمایش علمی به 𝐴𝐴نمایش عدد  

٥Fاست ١شود. بنابراین در نمایش علمی، حداقل مقدار مانتیس برابر با می

١. 

عبارت است از ی زمین تا خورشید،فاصلهنمایش علمی : ٢٣-١ مثال: 𝑑𝑑 = ١٬٥ × ١٠١١(m). 

نمایش علمی جرم الکترون عبارت است از :٢٤-١ مثال:𝑚𝑚 = ٩٬١٠٩ × ٢٨−١٠(gr) . 

٣٬٤١ :عبارت است از ٠٬٠٠٠٠٣٤١نمایش علمی عدد  :٢٥-١ مثال × ٥−١٠. 

٢٬٠٥ :عبارت است از ٢٠٥٠نمایش علمی عدد : ٢٦-١ مثال × ١٠٣. 

١ :عبارت است از ١٠٠٠٠٠٠٠نمایش علمی عدد : ٢٧-١ مثال × ١٠٧. 

است  𝛽𝛽عددي صحيح در مبناي  𝑒𝑒شود. در اين صورت حاصل مي 𝛽𝛽بناي در م 𝐴𝐴گاه نمايش علمي در نظر گرفته شود، آن 𝛽𝛽مبناي  ٠١جاي عدد به اگر ١
١ي مانتيس عبارت است از و محدوده ≤ 𝑎𝑎 < 𝛽𝛽. 

                                       



  ٢٤ 

 ارقام بامعنا

ارقام بامعنای یک عدد شامل ممیز عبارتند از اولین رقم غیر صفر سمت چپ و ارقام صفر و غیرصفر  :١٢-١ تعریف

 مانتیس شامل چند رقم بامعنا باشد،  ،که در نمایش علمی آنبسته به این ارقام بامعنای یک عدد صحیح پس از آن.

 شود.تعریف می برابر با تعداد ارقام بامعنای مانتیس

رقم بامعنا هستند: ٥اعداد زیر همگی شامل  :٢٨-١ مثال 

١٬٥٠٣٥, ١٬٥٠٣٠, ٠٬٠١٥٠٣٥, ٠٬٠٠١٥٠٣٠, ١٥٠٬٣٠, ١٥٠٣٬٠. 

گاه تعداد شامل هیچ صفری در سمت راست خود نباشد، آن 𝐴𝐴مانند  با توجه به تعریف فوق، اگر یک عدد صحیح

ک حداقل ی چنانچهاما است. اش برابر خود در نمایش علمی ارقام بامعنای مانتیستعداد ی آن دقیقاً با اارقام بامعن

 معنا باشند.گاه این صفرها ممکن است بامعنا یا بیرا تشکیل دهند، آن 𝐴𝐴 سمت راست ، ارقامصفر

عدد : ٢٩-١ مثال𝐴𝐴 = چهار رقم بامعنا دارد. اما بدون هیچ  کمدسترا در نظر بگیرید. این عدد  ١٥٠٣٠٠٠

  توان گفت تعداد ارقام بامعنا بیشتر هستند یا خیر.اطلاع دیگری نمی

١٬٥٠٣٠صورت به 𝐴𝐴اگر نمایش علمی  × است و  ٥برابر با  𝐴𝐴تعداد ارقام بامعنای  گاهآندر نظر گرفته شود،  ١٠٦

١٬٥٠٣٠٠٠صورت به 𝐴𝐴ستند و اگر نمایش علمی همعنا یب 𝐴𝐴دو صفر سمت راست صورت در این × در  ١٠٦

 بامعنا هستند. 𝐴𝐴های تمام رقمبرابر با هفت است و  𝐴𝐴تعداد ارقام بامعنای گاه نظر گرفته شود، آن

٦F)𝑛𝑛Sرقم بامعنا ( 𝑛𝑛تا  داده شده در قطع کردن یا گرد کردن یک عددهمواره توجه داشته باشید که 

عدد اصلی با  ١

 شود.جایگزین میرقم بامعنا  𝑛𝑛عددی شامل 

دد ی عگردشده: ٣٠-١ مثال𝑢𝑢 = 𝑢𝑢 :تا دو رقم بامعنا عبارت است از ٢٥٬٨ = ٢٦ (٢S). 

ی عدد گردشده: ٣١-١ مثال𝑣𝑣 = 𝑣𝑣 :تا یک رقم بامعنا عبارت است از ٠٬٧٥ = ٠٬٨ (١S). 

ی عدد گردشده: ٣٢-١ مثال𝑤𝑤 = 𝑤𝑤 :تا سه رقم بامعنا عبارت است از ٤٬٠٣٤ = ٤٬٠٣ (٣S). 

ی عدد گردشده: ٣٣-١ مثال𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 :تا دو رقم بامعنا عبارت است از ٠٬٣٠٥ = ٠٬٣٠ (٢S). 

ی عدد گردشده: ٣٤-١ مثال𝑦𝑦 =  دست آورید.را تا دو رقم بامعنا به ٢٠٨

دارای دو رقم  ٢١که با اینعنوان جواب بنویسیم. را به ٢١توانیم نمی، زیرا جالب استاین یک مثال آموزشی حل: 

 نویسیم:را می 𝑦𝑦برای این منظور ابتدا نمایش علمی نیست.  𝑦𝑦بامعناست ولی تقریب مطلوب 

𝑦𝑦 = ٢٬٠٨ × ١٠٢. 

٢٬١جواب کنیم. حال مانتیس را تا دو رقم بامعنا گرد می ×  است. ١٠٢

ی عدد گردشده: ٣٥-١ مثال𝑧𝑧 =  دست آورید.بهرقم بامعنا  ٥تا را  ٢١٦٩٩٨٠

١ S ي حرف اول واژهSignificant  است. از اين رو نمايش يک عدد تا » بامعنا«به معناي𝑛𝑛  رقم بامعنا با نماد (𝑛𝑛S)شود.بيان مي 
                                       



 نویسیم:را می 𝑧𝑧ابتدا نمایش علمی حل: 

𝑧𝑧 = ٢٬١٦٩٩٨ × ١٠٦. 

٢٬١٧٠٠ بااست برابر کنیم. بنابراین جواب حال مانتیس را تا پنج رقم بامعنا گرد می × ١٠٦. 

 درست یک تقریبارقام بامعنای 

ا توجه ب های سنجش دقت یک تقریب، تعداد ارقام بامعنای درست آن است.گونه که قبلا� گفته شد یکی از راههمان

توجه  جا بایدتر است. در اینبه این معیار، هرچه تعداد ارقام بامعنای درست یک تقریب بیشتر باشد، آن تقریب دقیق

𝑥𝑥مثلا� عدد  تعداد ارقام بامعنای آن ندارد. داری باعنیهیچ ارتباط مکه دقت یک تقریب  داشت = تقریبی  ٣٬٧١٨٢

(تنها با یک رقم بامعنا) تقریب  ٣نیست و مثلا� عدد  𝑒𝑒رقم بامعنا دارد، اما تقریب خوبی از  ٥است که  𝑒𝑒از عدد 

ارقام بامعنای  عدادت ارقام یک تقریب به دقت آن پی ببریم، مفهوم از روی یمبتوان بهتر کهبنابراین برای آن بهتری است.

 𝐴𝐴از  𝑎𝑎گونه تعریف کرد که تقریب طور نادقیق اینتوان بهاین مفهوم را می کنیم.درست یک تقریب را تعریف می

ین تعریف معمولا� ا رقم بامعنا گرد شوند. 𝑛𝑛هر دو به یک عدد سوم با  𝐴𝐴و  𝑎𝑎رقم بامعنای درست است اگر  𝑛𝑛دارای 

 زیر را در نظر بگیرید: مثالکارساز و از نظر شهودی درست است، اما 

𝐴𝐴 = ٠٬٩٩٤٩, 𝑎𝑎 = ٠٬٩٩٥١, 

را تا دو رقم با معنا  𝐴𝐴و  𝑎𝑎زیرا اگر هر دوی . باشد داشته تواند دو رقم با معنای درستنمی 𝑎𝑎 توجه به تعریف بالابا 

دارای یک  𝑎𝑎 در همین مثال، اما .شودگرد می ١٬٠به عدد  𝑎𝑎شود در حالی که گرد می ٠٬٩٩به عدد  𝐴𝐴گرد کنیم، 

 کند.تعریف دقیق زیر، این ابهام را برطرف می رقم با معنای درست و نیز سه رقم بامعنای درست است!

𝑎𝑎اگر  :١٣-١ تعریف ≠ 𝑎𝑎با نمایش علمی  𝐴𝐴تقریبی از  ٠ = 𝑎𝑎𝑚𝑚٬𝑎𝑎𝑚𝑚−١𝑎𝑎𝑚𝑚−٢ … × ١٠𝑚𝑚  و𝑑𝑑  تعداد ارقام بامعنای

𝑎𝑎 ترین عدد صحیح نامنفی گاه بزرگباشد، آن𝑛𝑛 که 𝑛𝑛 ≤ 𝑑𝑑 و 

|𝐴𝐴 − 𝑎𝑎| ≤ ٥ × ١٠𝑚𝑚−𝑛𝑛 

 .شودنامیده می 𝑎𝑎تعداد ارقام بامعنای درست 

اگر : ٣٦-١ مثال𝐴𝐴 = 𝑎𝑎گاه تعداد ارقام بامعنای درست آن ٠٬٩٩٤٩ = چقدر  𝐴𝐴عنوان تقریبی از به ٠٬٩٩٥١

 است؟

 𝑎𝑎 در نمایش علمی ١٠برابر با توان  𝑚𝑚با توجه به تعریف، . نویسیممی 𝑚𝑚را برای تعیین  𝑎𝑎ابتدا نمایش علمی حل: 

 :است

𝑎𝑎 = ٩٬٩٥١ × ١−١٠ ⟹ 𝑚𝑚 = −١ 

𝑛𝑛 را بیابیم که ی𝑛𝑛باید بزرگترین حال  ≤ 𝐴𝐴|و  ٤ − 𝑎𝑎| = ٢ × ٤−١٠ ≤ ٥ × ١−١٠−𝑛𝑛:داریم . 

٢ × ٤−١٠ ≤ ٥ × ١−١٠−𝑛𝑛 ⟹ ٢ ≤ ٥ × ١−١٠٤−𝑛𝑛 ⟹ 𝑛𝑛𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = ٣, 

 .٣برابر است با  𝑎𝑎لذا تعداد ارقام بامعنای درست 

  ٢٥ 



  ٢٦ 

ثابت اویلر،  :٣٧-١ مثال𝛾𝛾 = ٠٬٥٧٧٢١٥٦٦٤ ۷Fرا در نظر بگیرید …

 اعداد. فرض کنید که به شما ١

𝑎𝑎 = ٠٬٥٧٧٢١٥٤٩٤, 𝑎𝑎′ = ٠٬٥٧٧٢١٥٨٣٤ 

 تر را انتخاب کنید. تقریب مناسبشود. پیشنهاد می 𝛾𝛾برای تقریب 

مجهول  𝛾𝛾زیرا مقدار دقیق  د؛لق یا نسبی یا ترکیبی را حساب کرخطای مط توانجا نمیواضح است که در اینحل: 

های هفتم رقماختلاف نیز یکسان هستند و  𝛾𝛾با  بامعنارقم  ٦چنین توجه دارید که عددهای داده شده تا هم است.

 وضعیت یکسانی دارند. ′𝑎𝑎و  𝑎𝑎جا تا این برابرند. ٦٦٤یعنی  𝛾𝛾در  با ارقام متناظرشان ٨٣٤و  ٤٩٤ها یعنی آن به بعد

 گرد ،در دو تقریب داده شدهقطعی  بامعنای ی آخرین رقمشماره، یعنی را تا شش رقم بامعنا ′𝑎𝑎و  𝛾𝛾 ،𝑎𝑎حال بیایید 

 کنیم:

𝛾𝛾 = ٠٬٥٧٧٢١٦ (٦S), 

𝑎𝑎 = ٠٬٥٧٧٢١٥ (٦S), 

𝑎𝑎′ = ٠٬٥٧٧٢١٦ (٦S). 

این  چنین اتفاقی نیفتاد. 𝑎𝑎با هم یکسان شدند ولی برای  بامعناتا شش رقم  𝛾𝛾و  ′𝑎𝑎ی شود که گرد شدهملاحظه می

را انتخاب  ′𝑎𝑎در نتیجه بهتر است  است. 𝑎𝑎بیشتر از تعداد ارقام بامعنای درست  ′𝑎𝑎یعنی تعداد ارقام بامعنای درست 

رقم مخالف  𝛾𝛾در نمایش  ٦٦٤ ارقام از پس سرانجامدرست است، زیرا  کاملا�  این انتخاب از نظر ریاضی هم کنید.

). وجود !گویاست 𝛾𝛾 شود کهمیگاه نتیجه یافت نشود آن یهرگز رقم مخالف صفراگر  چونشود (صفری یافت می

 کند.را ثابت می 𝛾𝛾به  ′𝑎𝑎همان رقم مخالف صفر، نزدیکی بیشتر 

فرض کنید : ٣٨-١ مثال𝐴𝐴 = ٨٬٠٠٠ ،𝑎𝑎 = ′𝑎𝑎و  ٧٬٩٩٧ = را  ′𝑎𝑎و  𝑎𝑎تعداد ارقام بامعنای درست . ٨٬٠٨

 تعیین کنید. 

دارد (با حفظ ارزش هر رقم) اما  𝐴𝐴دو رقم بامعنای مساوی با ارقام  ′𝑎𝑎شود که مشاهده میطور که همانحل: 

است؟  𝑎𝑎بیشتر از ارقام درست  ′𝑎𝑎توان گفت که ارقام درست نیست. آیا می 𝐴𝐴ارقام با مساوی  𝑎𝑎 هایرقمیک از هیچ

𝑒𝑒(𝑎𝑎) جادر این .خیرخواهیم دید که  = 𝑒𝑒(𝑎𝑎′)و  ٠٬٠٠٣ = ست بیشتری اد ارقام درباید تعد 𝑎𝑎و در واقع  ٠٬٠٨

سه رقم بامعنای درست دارد.  𝑎𝑎. از این رو، شودحاصل می 𝐴𝐴را تا سه رقم بامعنا گرد کنیم، عدد  𝑎𝑎اگر  داشته باشد!

تا یک رقم اعشار، به عدد  ′𝑎𝑎ی حتی گرد شده (توجه کنید که شودحاصل می 𝐴𝐴گرد کنیم،  رقم یکانرا تا  ′𝑎𝑎اگر 

تعداد ارقام بامعنای  اکنون تنها یک رقم با معنای درست دارد. ′𝑎𝑎نیست). یعنی  𝐴𝐴شود که مساوی با منجر می ٨٬١

𝑎𝑎چون  .کنیممحاسبه مینیز را با استفاده از تعریف  ′𝑎𝑎و  𝑎𝑎درست  = ٧٬٩٩٧ × ′𝑎𝑎و  ١٠٠ = ٨٬٠٨ × ١٠٠ 

𝐴𝐴|داریم  𝑎𝑎برای  برای هر دو صفر است. 𝑚𝑚بنابراین مقدار  − 𝑎𝑎| = 𝑒𝑒(𝑎𝑎) = ی 𝑛𝑛ترین باید بزرگ بنابراین ،٠٬٠٠٣

 را بیابیم که در نامساوی زیر صدق کند:

limاين عدد در واقع برابر است با  ١
𝑛𝑛→∞

(١ + ١
٢ + ⋯+ ١

𝑛𝑛 − ln𝑛𝑛) .و تاکنون گنگ يا گويا بودن آن معلوم نشده است 
                                       



٠٬٠٠٣ ≤ ٥ × ١٠−𝑛𝑛 

 نیز داریم: ′𝑎𝑎برای  رقم بامعنای درست است. ٣دارای  𝑎𝑎. یعنی، ٣برابر است با  𝑛𝑛ترین بدیهی است که بزرگ

𝑒𝑒(𝑎𝑎′) = ٠٬٠٨ = ٨ × ٢−١٠ < ٥ × ١−١٠٠ 

 تنها یک رقم بامعنای درست دارد. ′𝑎𝑎یعنی 

اگر : ٣٩-١ مثال𝐴𝐴 = ١٠٠ ،𝑎𝑎 = 𝑏𝑏و  ٩٩٬٩٨ =  را تعیین کنید. 𝑏𝑏و  𝑎𝑎. تعداد ارقام بامعنای درست ١٠٠٬٦

 داریم: 𝑎𝑎در مورد حل: 

𝑎𝑎 = ٩٬٩٩٨ × ١٠١ ⟹ 𝑚𝑚 = ١, 

𝑒𝑒(𝑎𝑎) = |𝐴𝐴 − 𝑎𝑎| = �١٠٠ − ٩٩٬٩٨� = ٠٬٠٢. 

٠٬٠٢ی را بیابیم که 𝑛𝑛ترین بنابراین باید بزرگ < ٥ × ١٠١−𝑛𝑛 . 

𝑛𝑛 است کهبدیهی  =  داریم: 𝑏𝑏در مورد رقم بامعنای درست است.  ٣دارای  𝑎𝑎یعنی،  جواب است. ٣

𝑏𝑏 = ١٬٠٠٦ × ١٠٢ ⟹ 𝑚𝑚 = ٢, 

𝑒𝑒(𝑏𝑏) = |𝐴𝐴 − 𝑏𝑏| = �١٠٠ − ١٠٠٬٦� = ٠٬٦. 

٠٬٦ی را بیابیم که 𝑛𝑛ترین بنابراین باید بزرگ < ٥ × ١٠٢−𝑛𝑛جا . در این𝑛𝑛 = رقم  ٢تنها  𝑏𝑏جواب است. یعنی،  ٢

 .داردبامعنای درست 

𝑏𝑏رقم بامعنای درست باشد و  𝑛𝑛با  𝐴𝐴تقریبی از  𝑎𝑎اگر  :٨-١ قضیه = ١٠𝑘𝑘 × 𝑎𝑎  و𝐵𝐵 = ١٠𝑘𝑘 × 𝐴𝐴 ، که در آن𝑘𝑘 

 یکسان هستند. 𝑏𝑏و  𝑎𝑎رقم بامعنای درست است و خطای نسبی  𝑛𝑛با  𝐵𝐵تقریبی از  𝑏𝑏 گاهآنعددی صحیح است، 

𝑎𝑎فرض کنید  :اثبات = 𝑎𝑎𝑚𝑚٬𝑎𝑎𝑚𝑚−١𝑎𝑎𝑚𝑚−٢ … × ١٠𝑚𝑚  نمایش علمی𝑎𝑎 .صورتدر این باشد 

𝑏𝑏 = ١٠𝑘𝑘 × 𝑎𝑎 = 𝑎𝑎𝑚𝑚٬𝑎𝑎𝑚𝑚−١𝑎𝑎𝑚𝑚−٢ …× ١٠𝑚𝑚+𝑘𝑘, 

𝑚𝑚در نمایش علمی برابر با  𝑏𝑏یعنی نمای مربوط به  + 𝑘𝑘  است. چون𝑎𝑎  دارای𝑛𝑛  رقم بامعنای درست است پس𝑛𝑛 

𝐴𝐴|ی ترین عدد صحیحی است که در رابطهبزرگ − 𝑎𝑎| ≤ ٥ × ١٠𝑚𝑚−𝑛𝑛 بنابراین کند.صدق می: 

|𝐵𝐵 − 𝑏𝑏| = ١٠𝑘𝑘|𝐴𝐴 − 𝑎𝑎| ≤ ٥ × ١٠(𝑚𝑚+𝑘𝑘)−𝑛𝑛, 

رقم بامعنای درست  𝑛𝑛نیز دارای  𝑏𝑏رو کند. از اینترین عدد صحیحی است که در این نامساوی صدق میبزرگ 𝑛𝑛و 

 شود.می نتیجه 𝑏𝑏 از تعریف خطای نسبیسادگی بهقسمت دوم حکم  است.

 رقم بامعنای درست است. 𝑛𝑛دارای  𝑎𝑎گاه رقم بامعنا باشد، آن 𝑛𝑛تا  𝐴𝐴ی عدد مثبت گرد شده 𝑎𝑎اگر : ٩-١ قضیه

 :که توانیم فرض کنیمی قبل میجه به قضیهبا تو :اثبات

𝑎𝑎 = ٠٬𝑐𝑐١𝑐𝑐٢𝑐𝑐٣ … 𝑐𝑐𝑛𝑛, 𝑐𝑐١ ≠ ٠  

١٠𝑘𝑘توان می 𝑘𝑘چنین نباشد، با انتخاب عدد صحیح و مناسب  𝑎𝑎اگر ( × 𝑎𝑎 بنابراین در  .)را به این شکل در آورد

  ٢٧ 



𝑚𝑚داریم  𝑎𝑎مورد این  = −١ . 

𝐴𝐴|گاه رقم اعشار باشد، آن 𝑛𝑛تا  𝐴𝐴ی دهـگرد ش 𝑎𝑎اگر دانیم که از طرف دیگر می − 𝑎𝑎| ≤ ٥ × ١٠−(𝑛𝑛+١) . اکنون با

 استفاده از این موضوع داریم:

|𝐴𝐴 − 𝑎𝑎| ≤ ٥ × ١٠−(𝑛𝑛+١) = ٥ × ١٠−𝑛𝑛−١, 

 (توجه کنید که ممکن است داشته باشیم رقم بامعنای درست است. 𝑛𝑛دارای  𝑎𝑎دهد می که نتیجه

|𝐴𝐴 − 𝑎𝑎| ≤ ٥ × ١−١٠−𝑛𝑛′ 

′𝑛𝑛که در آن  > 𝑛𝑛 اما چون .𝑎𝑎  بیش از𝑛𝑛  رقم بامعنا ندارد، کمترین𝑛𝑛  و𝑛𝑛′  همان𝑛𝑛 شود.می( 

𝑎𝑎اگر : ١٠-١ قضیه > ٥ از 𝑎𝑎 خطای نسبی گاهباشد، آن ی درسترقم بامعنا 𝑛𝑛 دارایو  𝐴𝐴 تقریبی از ٠ × ١٠−𝑛𝑛 

𝑛𝑛شامل یک رقم یک و  𝑎𝑎های درست رقم کهکمتر است، به شرط آن −  رقم صفر در سمت راست آن نباشد. ١

 کرد که: فرض توانبا توجه به قضایای قبل می :اثبات

𝑎𝑎 = 𝑏𝑏𝑛𝑛 … 𝑏𝑏٢𝑏𝑏١٬𝑐𝑐١𝑐𝑐٢𝑐𝑐٣ … = 𝑏𝑏𝑛𝑛٬𝑏𝑏𝑛𝑛−١ … 𝑏𝑏٢𝑏𝑏١𝑐𝑐١𝑐𝑐٢𝑐𝑐٣ …× ١٠𝑛𝑛−١ 

𝑏𝑏𝑛𝑛که در آن  … 𝑏𝑏٢𝑏𝑏حاصل از  عدد ١𝑛𝑛  رقم بامعنای درست است. بنابراین نمای مربوط به این𝑎𝑎  برابر با𝑛𝑛 − ١ 

 است و با توجه به تعریف تعداد ارقام بامعنای درست هر تقریب داریم:

|𝐴𝐴− 𝑎𝑎| ≤ ٥ × ١٠(𝑛𝑛−١)−𝑛𝑛 = (١)      .٠٬٥ 

|𝑎𝑎|که با توجه به این − |𝐴𝐴| ≤ |𝐴𝐴 − 𝑎𝑎| شود:نتیجه می، از نامساوی فوق 

|𝐴𝐴| ≥ |𝑎𝑎| − ٠٬٥ = 𝑎𝑎 − ٠٬٥, 

𝑏𝑏𝑛𝑛 اما بنابر فرض قضیه … 𝑏𝑏٢𝑏𝑏١ ≠ ١٠𝑛𝑛−پس ١ ،𝑎𝑎 > 𝑏𝑏𝑛𝑛 … 𝑏𝑏٢𝑏𝑏لذا ١ .𝑎𝑎 ≥ ١٠𝑛𝑛−١ +  و در نتیجه: ١

|𝐴𝐴| ≥ 𝑎𝑎 − ٠٬٥ ≥ ١٠𝑛𝑛−١ + ١ − ٠٬٥ = ١٠𝑛𝑛−١ + ٠٬٥ > ١٠𝑛𝑛−(٢)      .١ 

(١), (٢) ⟹ 𝛿𝛿(𝑎𝑎) = |𝐴𝐴− 𝑎𝑎|
|𝐴𝐴| <

٠٬٥
١٠𝑛𝑛−١ = ٥ × ١٠−𝑛𝑛. 

 ندرت ممکن است تقریبی دارای این ویژگی باشد.زیرا به ،شوددر عمل به شرط انتهای این قضیه توجه نمی

 زیر خلاصه کرد: تتوان به صوری قبل را میاحکام دو قضیهنتیجه: 

یگردشده 𝐴𝐴 با 𝑛𝑛 رقم بامعنا  𝑎𝑎 > ٠ ⟹ 𝑎𝑎 دارای 𝑛𝑛 رقم بامعنای درست ⟹ 𝛿𝛿(𝑎𝑎) < ٥ × ١٠−𝑛𝑛. 

تقریبی از عدد  :٤٠-١ مثال𝜋𝜋  باشد. ٣−١٠از کمتر ارائه دهید که خطای نسبی آن 

٥ نامساوی بهبا توجه حل:  × ٤−١٠ < چهار رقم بامعنای دارای دهیم که را چنان ارائه می 𝜋𝜋از 𝑎𝑎 تقریب  ،٣−١٠

𝛿𝛿(𝑎𝑎) ی قبلنتیجهبنابر صورت، در آن چرا که. باشد درست < ٥ × 𝛿𝛿(𝑎𝑎) بنابراینو  ٤−١٠ < برای این . ٣−١٠

𝑎𝑎 جاآنکه از  ،چهار رقم بامعنا اختیار کنیمتا  𝜋𝜋ی را گردشده 𝑎𝑎کافی است  منظور =  .آیدبه دست می ٣٬١٤٢

تقریبی از عدد  :٤١-١ مثال
√

 باشد. ٤−١٠ارائه دهید که خطای نسبی آن کمتر از  ١٠
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 حل: 

٥ × ١٠−𝑛𝑛 < ٤−١٠ ⟹ ٥ < ١٠𝑛𝑛−٤ ⟹ 𝑛𝑛𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = ٥ 

از  یتقریببنابراین کافی است 
√

ی رو گردشدهاز این ارائه دهیم.رقم بامعنای درست  پنج با ١٠
√

رقم  پنجتا را  ١٠

 :نویسیممیبامعنا 
√

١٠ = ٣٬١٦٢٢٧٧٦٦٠١٦… = ٣٬١٦٢٣ (٥S). 

𝑎𝑎اگر  :١١-١ قضیه > 𝛿𝛿(𝑎𝑎)طوری که باشد به 𝐴𝐴 تقریبی از ٠ ≤ ٠٬٥ × ١٠−𝑛𝑛گاه ، آن𝑎𝑎  حداقل𝑛𝑛 ی رقم بامعنا

 دارد. درست

𝑎𝑎 فرض کنید :اثبات = 𝑎𝑎𝑚𝑚٬𝑎𝑎𝑚𝑚−١𝑎𝑎𝑚𝑚−٢ … × ١٠𝑚𝑚  نمایش علمی𝑎𝑎 که . با توجه به اینباشد𝑎𝑎𝑖𝑖 ≤  داریم: ٩

𝑎𝑎 < ٩٬٩٩ …× ١٠𝑚𝑚 = ١٠ × ١٠𝑚𝑚 = ١٠𝑚𝑚+١, 

𝛿𝛿(𝑎𝑎) توان نوشتاز طرفی می ≈ 𝑒𝑒(𝑎𝑎)
𝑎𝑎 دهدکه این به همراه فرض قضیه نتیجه می: 

𝑒𝑒(𝑎𝑎) ≈ 𝑎𝑎 × 𝛿𝛿(𝑎𝑎) ≤ ١٠𝑚𝑚+١ × ٠٬٥ × ١٠−𝑛𝑛 = ٥ × ١٠𝑚𝑚−𝑛𝑛. 

ی رقم بامعنا 𝑛𝑛حداقل  𝑎𝑎گیریم که در نامساوی بالا صدق کند، نتیجه مینیز  𝑛𝑛 تر ازعددی بزرگ چون ممکن است

 دارد. درست

در برخی و  توان خطای نسبی یک تقریبمی ) های معادلات خطیمانند حل دستگاه( های عددیوشاز ر رخیدر ب

ا رتوان تعداد ارقام بامعنای درست یک تقریب می روش نیوتن)مانند حل معادلات غیرخطی به ها (وشاز ر دیگر

با داشتن یکی از دو اطلاع خطای نسبی ی اخیر بدین صورت است که کاربرد دو قضیهدر این موارد، . دست آوردبه

 رآورد نمود.بنیز توان دیگری را یا تعداد ارقام بامعنای درست یک تقریب، می

 

 روند کردن ماشینی:

یت محدود اما گیرد.ماشینی صورت می عددهایبه کمک  ،ی محاسبه توسط ماشینفرآیند محاسبات و اعلام نتیجه

 می مختومتناهی از اعداد گویا ایمجموعهزیر تنها ماشینی ی اعدادمجموعه شود کهمی سبب در تعداد ارقام مانتیس

Ω یمتعلق به بازه = [−𝑥𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑥𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 های محاسباتی امکان نگهداری و نمایش بسیاری بنابراین در ماشین .باشند [

و فرآیند  شوندمیماشینی تقریب زده  اعداد با های غیر ماشینیعدد ،از این رورد. از عددهای حقیقی وجود ندا

 .گیردها صورت میمحاسبات بر روی تقریب آن

𝑥𝑥 های سرریز یا زیرریز رخ ندهند وکه حالت فرض کنید ∈ Ω − 𝐴𝐴  که𝐴𝐴 در ی اعداد ماشینی است. مجموعه

fl:Ω سازتوان با تعریف نگاشت نمایشمی صورتاین ⟶ 𝐴𝐴  عدد𝑥𝑥 و به اصطلاح زد تقریب  را با یک عدد ماشینی

𝑥𝑥 .۸را قابل نمایش نمودF

  نامیم.می روند کردنرا  flعمل نگاشت  ١

𝑥𝑥شود. در حقيقت براي اعداد ماشيني نيز تعريف مي flاست، يعني نگاشت  Ωبرابر با  flي نگاشت توجه کنيد که دامنه ١ ∈ 𝐴𝐴 ⟺ fl(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥 . 
                                       



، )ن به سمت صفر (بریدن یا قطع کردناز جمله روند کرد ،شودمیتعریف  های مختلفیبه شکل flی نگاشت ضابطه

 پایینکردن به  روندو  )∞+به سمت  یا( بالاکردن به  روند)، عدد ماشینی (گرد کردن ترینکردن به نزدیک روند

𝑥𝑥کنید فرض  کنیم.ها را بیان میهر یک از آن تعریفی نحوه که در ادامه )∞− به سمت یا( ∈ Ω − 𝐴𝐴، و 𝑥𝑥+  و

𝑥𝑥− از ترکوچکو تر بزرگترین اعداد ماشینی نزدیک یدهندهنشان ترتیببه 𝑥𝑥 .صورت:در این باشند 

به سمت صفر قرار دارد آن اولین عددی که بر سر راه حرکت  با 𝑥𝑥، (قطع کردن) در روند کردن به سمت صفر ‑١

 گر این نگاشت باشد داریم:بیان fl𝑐𝑐به عبارت دیگر، اگر . شودمی زده تقریب

fl𝑐𝑐(𝑥𝑥) = �𝑥𝑥+;     𝑥𝑥 < ٠,
𝑥𝑥−;     𝑥𝑥 > ٠. 

 

𝑥𝑥−  𝑥𝑥       𝑥𝑥+   ٠                              
 

                                                                   ٠    𝑥𝑥−  𝑥𝑥       𝑥𝑥+                                       
 

نشان  fl𝑟𝑟را با  نگاشت این اگر شود.می زده تقریب خودترین عدد ماشینی مجاور نزدیک با 𝑥𝑥 ،گرد کردندر  ‑٢

 داریم: دهیم،

fl𝑟𝑟(𝑥𝑥) = �
𝑥𝑥−;             𝑥𝑥 < 𝑥𝑥∗,
𝑥𝑥+;             𝑥𝑥 > 𝑥𝑥∗,
𝑥𝑥+ or 𝑥𝑥−;     𝑥𝑥 = 𝑥𝑥∗.

 

∗𝑥𝑥که در آن  = (𝑥𝑥_ + 𝑥𝑥+)/چنانچهاین روش در  کنیدطور که ملاحظه میهمان . ٢ 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥∗یعنی ، 𝑥𝑥  دقیقاً بین

𝑥𝑥+  و𝑥𝑥− ،معمولا� در این حالت از اما  .توان به دلخواه گرد کردن را به بالا یا به پایین انجام دادمی واقع شده باشد

آخرین رقم سمت راست که  −𝑥𝑥و  +𝑥𝑥هر یک از اعداد  به این ترتیب کهشود. استفاده می» گرد کردن به زوج«قرارداد 

اعداد غیر ماشینی  توان دید که با این قرارداد، نیمی ازمی شود.میانتخاب  𝑥𝑥تقریب به عنوان زوج باشد،  مانتیس آن

ردن عادی کگردای مانند قرارداد گاوس در این قرارداد نتیجه، به همین دلیل شوند.دیگر به پایین گرد می به بالا و نیم

ناخواسته در مانتیس (اگر  مارقابا توجه به توان مانند گردکردن معمولی، میرا  fl𝑟𝑟(𝑥𝑥)معمولا� که  کنیدتوجه  دارد.

𝑚𝑚رقمی باشد، رقم  𝑚𝑚مانتیس  +   .لازم نیست ∗𝑥𝑥ی صریح محاسبهتعیین کرد و سادگی به ،)به بعد ام١
 

            𝑥𝑥−  𝑥𝑥      𝑥𝑥+   ٠                                        
 

 𝑥𝑥−     𝑥𝑥   𝑥𝑥+   ٠                              
 

                               ٠    𝑥𝑥−   𝑥𝑥      𝑥𝑥+  
 

                               ٠     𝑥𝑥−     𝑥𝑥   𝑥𝑥+  
 

قرار دارد  ∞+با اولین عددی که بر سر راه حرکت آن به سمت  𝑥𝑥 ،)∞+به سمت (یا  به بالا کردن در روند ‑٣

ین ی اضابطه ).ها به سمت راست استیعنی در این حالت، در شکل اخیر جهت تمام پیکان( شودتقریب زده می

fl𝑢𝑢(𝑥𝑥)نگاشت به صورت  = 𝑥𝑥+ .است 

قرار  ∞−با اولین عددی که بر سر راه حرکت آن به سمت  𝑥𝑥 ،)∞−به سمت (یا  به پایینکردن در روند  ‑٤
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ی ضابطه ).ها به سمت چپ استنی در این حالت، در شکل اخیر جهت تمام پیکانیع( شوددارد تقریب زده می

fl𝑑𝑑(𝑥𝑥)این نگاشت به صورت  = 𝑥𝑥− .است 

سیستم نمایش ممیز شناور نرمال : ٤٢-١ مثال𝔽𝔽(١,٢−,٢,٣) .در این صورت: را در نظر بگیرید 

𝑤𝑤الف) اگر  = ٠٬١١٠١٠١ ×  گاه:، آن٢١

fl𝑐𝑐(𝑤𝑤) = ٠٬١١٠ × ٢١, fl𝑟𝑟(𝑤𝑤) = ٠٬١١١ × ٢١, 

fl𝑢𝑢(𝑤𝑤) = ٠٬١١١ × ٢١, fl𝑑𝑑(𝑤𝑤) = ٠٬١١٠ × ٢١. 

𝑥𝑥ب) اگر  = ٠٬١٠١٠١ ×  گاه:، آن١−٢

fl𝑐𝑐(𝑥𝑥) = ٠٬١٠١ × ١−٢, fl𝑟𝑟(𝑥𝑥) = ٠٬١٠١ × ١−٢, 

fl𝑢𝑢(𝑥𝑥) = ٠٬١١٠ × ١−٢, fl𝑑𝑑(𝑥𝑥) = ٠٬١٠١ × ١−٢. 

𝑦𝑦اگر ج)  = −٠٬١١٠١ ×  گاه:، آن٢١

fl𝑐𝑐(𝑦𝑦) = −٠٬١١٠ × ٢١, fl𝑟𝑟(𝑦𝑦) = −٠٬١١٠ × ٢١, 

fl𝑢𝑢(𝑦𝑦) = −٠٬١١٠ × ٢١, fl𝑑𝑑(𝑦𝑦) = −٠٬١١١ × ٢١. 

+𝑦𝑦جا، توجه کنید که در این = −٠٬١١٠ × ٢١ ،𝑦𝑦− = −٠٬١١١ ×  . بنابراین:٢١

𝑦𝑦∗ = −�٠٬١١٠ × ٢١ + ١
٢ (٠٬٠٠١ × ٢١)� 

= −�٠٬١١٠ × ٢١ + ٠٬٠٠١ × ٢٠� 

= −�٠٬١١٠ × ٢١ + ٠٬٠٠٠١ × ٢١� 

= −٠٬١١٠١ × ٢١. 

∗𝑦𝑦لذا  = 𝑦𝑦  کنیم.استفاده می» گرد کردن به زوج«و در نتیجه برای گرد کردن از قرارداد 

𝑧𝑧اگر د)  = ٠٬١١١١٠١١ ×  گاه:، آن٢١

fl𝑐𝑐(𝑧𝑧) = ٠٬١١١ × ٢١, fl𝑟𝑟(𝑧𝑧) = ٠٬١٠٠ × ٢٢, 

fl𝑢𝑢(𝑧𝑧) = ٠٬١٠٠ × ٢٢, fl𝑑𝑑(𝑧𝑧) = ٠٬١١١ × ٢١. 

توان دید که روش گرد کردن برای تقریب اعداد غیرماشینی، نسبت سادگی میهای قبل بهشکلبا توجه به مثال فوق و 

 فرض از روشصورت پیشهای محاسباتی، بهدر ماشین از این رو( ها از دقت بالاتری برخوردار استبه سایر روش

ها، این مطلب را ثابت در ادامه، ضمن بررسی خطاهای مطلق و نسبی هر یک از روش .شود)گرد کردن استفاده می

 :بگیریددر نظر  برای نمایش اعدادرا زیر سیستم ممیز شناور نرمال  کنیم.می

𝔽𝔽 = �±(٠٬𝑏𝑏١𝑏𝑏٢ … 𝑏𝑏𝑚𝑚)𝛽𝛽 × 𝛽𝛽𝑒𝑒 | 𝑏𝑏𝑖𝑖 ∈ {٠,١,… ,𝛽𝛽 − ١}, 𝑏𝑏١ ≠ ٠,𝐿𝐿 ≤ 𝑒𝑒 ≤ 𝑈𝑈� ∪ {٠}  

𝑥𝑥با نمایش ممیز شناور نرمال  غیر ماشینیعددی حقیقی و  𝑥𝑥اگر  = ±(٠٬𝑏𝑏١𝑏𝑏٢ … 𝑏𝑏𝑚𝑚𝑏𝑏𝑚𝑚+١ …)𝛽𝛽 × 𝛽𝛽𝑒𝑒 ،باشد 
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خطای مطلق گرد کردن آن برابر با قدرمطلق و  fl𝑐𝑐(𝑥𝑥)و  𝑥𝑥خطای مطلق بریدن آن برابر با قدرمطلق اختلاف  گاهآن

 است. بنابراین: fl𝑟𝑟(𝑥𝑥)و  𝑥𝑥اختلاف 

|𝑥𝑥 − fl𝑐𝑐(𝑥𝑥)| = (٠٬ ٠٠ … ٠�
𝑚𝑚 مرتبه

𝑏𝑏𝑚𝑚+١ …)𝛽𝛽 × 𝛽𝛽𝑒𝑒 ≤ (٠٬ ٠٠ … ٠�
١−𝑚𝑚 مرتبه

١)𝛽𝛽 × 𝛽𝛽𝑒𝑒 = 𝛽𝛽𝑒𝑒−𝑚𝑚, 

|𝑥𝑥 − fl𝑟𝑟(𝑥𝑥)| ≤ ١
٢ (𝑥𝑥+ − 𝑥𝑥−) = ١

٢𝛽𝛽𝑒𝑒−𝑚𝑚. 

|𝑥𝑥|که اکنون با توجه به این ≥ (٠٬١ ٠٠ … ٠�
١−𝑚𝑚 مرتبه

)𝛽𝛽 × 𝛽𝛽𝑒𝑒 = 𝛽𝛽𝑒𝑒−های بالای زیر را برای خطای نسبی کران، ١fl𝑐𝑐(𝑥𝑥) 

 خواهیم داشت: fl𝑟𝑟(𝑥𝑥)و 

|𝑥𝑥 − fl𝑐𝑐(𝑥𝑥)|
|𝑥𝑥| ≤ 𝛽𝛽𝑒𝑒−𝑚𝑚

𝛽𝛽𝑒𝑒−١ = 𝛽𝛽١−𝑚𝑚, 

|𝑥𝑥 − fl𝑟𝑟(𝑥𝑥)|
|𝑥𝑥| ≤ ١

٢
𝛽𝛽𝑒𝑒−𝑚𝑚

𝛽𝛽𝑒𝑒−١ = ١
٢𝛽𝛽١−𝑚𝑚. 

ی عدد (نما) بستگی ندارد و تنها به ارقام مانتیس کنید، کران بالای خطای نسبی به اندازهطور که ملاحظه میهمان

در خطای  اما تأثیری ی دو عدد متوالی بزرگ، زیاد استاگرچه فاصلهبنابراین در سیستم ممیز شناور،  وابسته است.

 .رودبه شمار میاعداد ممیز شناور برای مزیت یک این  نسبی ندارد.

 گاهباشد، آن (مثبت) عددی منفی 𝑥𝑥توجه کنید که اگر  و پایین خطاهای مطلق و نسبی روند کردن به بالا در مورد

 از تقارن اعداد ممیز شناورتوان میبنابراین  یکسان هستند.هر دو ی آن شده بریدهو (پایین) به بالا  𝑥𝑥ی روند شده

 ،که برای خطای مطلق و نسبی در حالت بریدن به دست آمدند هاییکه کران گرفتنسبت به مبدأ مختصات نتیجه 

 یعنی: برقرارند.و پایین نیز برای گرد کردن به سمت بالا 

|𝑥𝑥 − fl𝑢𝑢(𝑥𝑥)| ≤ 𝛽𝛽𝑒𝑒−𝑚𝑚, |𝑥𝑥 − fl𝑢𝑢(𝑥𝑥)|
|𝑥𝑥| ≤ 𝛽𝛽١−𝑚𝑚, 

|𝑥𝑥 − fl𝑑𝑑(𝑥𝑥)| ≤ 𝛽𝛽𝑒𝑒−𝑚𝑚, |𝑥𝑥 − fl𝑑𝑑(𝑥𝑥)|
|𝑥𝑥| ≤ 𝛽𝛽١−𝑚𝑚. 

 

 ماشین و روند واحد اپسیلون

 𝔽𝔽(𝛽𝛽,𝑚𝑚,𝐿𝐿,𝑈𝑈) نمایش و عدد ممیز شناور بلافاصله پس از آن در سیستم یکی بین عدد فاصلهبه  :١٤-١ تعریف

در این سیستم  یککه عدد با توجه به این دهیم.نشان می 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒یا  𝜖𝜖𝑀𝑀 نماد گوییم و آن را بامیاپسیلون ماشین 

١صورت به = (٠٬١ ٠٠ … ٠٠�
١−𝑚𝑚 مرتبه

)𝛽𝛽 × 𝛽𝛽شود، این فاصله عبارت است از:نمایش داده می ١ 

𝜖𝜖𝑀𝑀 = ١+ − ١ = (٠٬١ ٠٠ … ٠�
٢−𝑚𝑚 مرتبه

١)𝛽𝛽 × 𝛽𝛽١ − (٠٬١ ٠٠ … ٠٠�
١−𝑚𝑚 مرتبه

)𝛽𝛽 × 𝛽𝛽١ = 𝛽𝛽١−𝑚𝑚. 

 ماشین تنها به مبنا و تعداد ارقام مانتیس بستگی دارد. اپسیلون کنیدطور که ملاحظه میهمان
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قرار  را در نظر بگیرید. flساز باشد و نگاشت نمایش Ωعددی مخالف صفر و متعلق به  𝑥𝑥فرض کنید اکنون 

 دهیم:می

𝛿𝛿 = fl(𝑥𝑥) − 𝑥𝑥
𝑥𝑥 , 

fl(𝑥𝑥)در این صورت  = 𝑥𝑥(١ + 𝛿𝛿) و |𝛿𝛿| ≤ 𝑢𝑢 :که در آن 

𝑢𝑢 =
⎩�
⎨
�⎧𝛽𝛽١−𝑚𝑚 = 𝜖𝜖𝑀𝑀 ;          fl(𝑥𝑥) = fl𝑐𝑐(𝑥𝑥) اگر 

١
٢𝛽𝛽١−𝑚𝑚 = 𝜖𝜖𝑀𝑀

٢ ;       fl(𝑥𝑥) = fl𝑟𝑟(𝑥𝑥) اگر
 

تگی ساز بسیشنگاشت نمانوع به  علاوه بر مبنا و تعداد ارقام مانتیسو شود روند واحد نامیده میجا، در این 𝑢𝑢عدد 

٠به ازای هر  باشد،  flساز نگاشت نمایش روند واحد وابسته به 𝑢𝑢، اگر بنابرایندارد.  ≠ 𝑥𝑥 ∈ Ω توان نوشتمی: 

fl(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥(١ + 𝛿𝛿);      |𝛿𝛿| ≤ 𝑢𝑢  

 چنینهم این رابطهاست. انجام شده *بدین صورت و استفاده از آن، نخستین بار توسط ویلکینسون fl(𝑥𝑥)تعریف 

ه مهمی که از این رابطی نکته .در تحلیل خطای تولید شده توسط اعمال حسابی در کامپیوتر بسیار اهمیت دارد

خطای نسبی روند کردن کمتر است. یعنی در نتیجه  و 𝑢𝑢 تر باشد،کوچک 𝜖𝜖𝑀𝑀شود این است که هرچه استنتاج می

و عامل داپسیلون ماشین تنها به  گر دقت آن ماشین است و چونای بیانگونهی اپسیلون ماشین بهکوچک بودن اندازه

 لـدلیه همین ب توان دقت ماشین را بالا برد.مبنا و تعداد ارقام مانتیس بستگی دارد، با افزایش تعداد ارقام مانتیس می

رای بشود. در دقت مضاعف، استفاده می دقت مضاعفمد نظر است، از در محاسبات  وقتی دقت بالاتری است که

یت دو برابر ب حداقل شود و در این حالت مانتیسمی استفادهی کامپیوتر دو کلمهاز  نمایش یک عدد ممیز شناور

برابر دقت معمولی ذخیره  ٤قادرند اعداد را حتی تا کامپیوترها از برخی  در اختیار دارد. دقت معمولینسبت به 

 کنند.

𝑥𝑥و با قرار دادن  fl(𝑥𝑥)که با توجه به تعریف ی دیگر ایننکته =  داریم: ١

١ = fl(١) = ١ + 𝛿𝛿;       |𝛿𝛿| ≤ 𝑢𝑢, 

 بنابراین:

fl(١ + 𝛿𝛿) = fl�fl(١)� = fl(١) = ١;      |𝛿𝛿| ≤ 𝑢𝑢, 

ترین مقداری است بزرگ واحد روند، flساز نگاشت نمایش همراهبهدر یک سیستم نمایش ممیز شناور نرمال یعنی 

 عبارت دیگر:شود. بهجمع نمایش داده میلبه عنوان حاص ١چنان عدد هم جمع شود، ١که اگر با عدد 

𝑢𝑢 = sup{𝛿𝛿|fl(١ + 𝛿𝛿) = ١}  

|𝛿𝛿|اگر   نتیجه:  ≤ 𝑢𝑢١گاه نمایش ، آن + 𝛿𝛿  چنین با توجه به این کههم است. ١برابر با 

𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥(١ + 𝑦𝑦
𝑥𝑥) 

|𝑦𝑦𝑥𝑥|اگر داشته باشیم  ≤ 𝑢𝑢 گاه نمایش آن𝑥𝑥 + 𝑦𝑦  با نمایش𝑥𝑥 .یکسان خواهد بود 
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 𝑥𝑥اور ترین عدد ممیز شنبرنامه کوچکاین  پذیر است.امکان ی زیربرنامه استفاده از باروند واحد  تقریبیی محاسبه

١)flکند که به ازای آن را محاسبه می + 𝑥𝑥) > استفاده توان میماشین  𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 ریبـتقاین برنامه برای از چنین هم .١

در بسیاری  مقادیراختلاف این  با این وجود، ین و روند واحد دو مفهوم مجزا هستند.ماش 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒توجه کنید که . کرد

 .شودها گذارده نمیمعمولا� تمایزی بین آنکوچک است که  یقدربه از کامپیوترها

𝚡𝚡 ≔ 𝟷𝟷; 
𝐰𝐰𝐰𝐰𝐰𝐰𝐰𝐰𝐰𝐰 𝟷𝟷+ 𝚡𝚡 > 𝟷𝟷 
         𝚡𝚡 ≔ 𝚡𝚡

𝟸𝟸 ; 

𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞 

 خطاتوليد و انتشار   ٦-١

شوند های محاسباتی عددهای غیر ماشینی با اعداد ماشینی تقریب زده میتر گفته شد در ماشینطور که پیشهمان

بررسی  ترطور دقیقخواهیم این مطلب را بهدر این بخش می گیرد.ها صورت میو فرآیند محاسبات بر روی تقریب آن

اهش توان برای کآیا می د ونآیوجود میچگونه به د محاسباتییک فرآینمراحل ی موجود در هاخطا کنیم و ببینیم که

انجام داد یا خیر؟ برای این منظور ابتدا در مراحل بعدی محاسبات کاری  هایا حداقل جلوگیری از افزایش آن هاآن

وجود م کنیم و سپس به بررسی خطایرا تشریح می ممیز شناوربر روی اعداد  انجام محاسباتی نحوهطور مختصر به

 پردازیم.ی عددی میدر حاصل یک محاسبه

 

 ممیز شناورحساب 

ماشینی را در نظر بگیرید که از سیستم  نامند.می حساب ممیز شناورانجام محاسبات بر روی اعداد ممیز شناور را 

اصلی ی از چهار عمل حسابی یک گربیان ∗ فرض کنید چنینکند. هممیاستفاده  𝔽𝔽(𝛽𝛽,𝑚𝑚,𝐿𝐿,𝑈𝑈)ممیز شناور نرمال 

∋ ∗باشد، یعنی  𝑋𝑋 دو عدد حقیقی باشند و بخواهیم 𝑌𝑌و  𝑋𝑋اگر  حال .{÷,×,−,+} ∗ 𝑌𝑌  ماشین این را به کمک

 شود:مراحل زیر توسط ماشین انجام میگاه آنمحاسبه کنیم، 

𝑥𝑥ها با آنبنابراین در نخستین مرحله د، نماشینی نباش 𝑌𝑌 یا 𝑋𝑋ممکن است  ‑١ = fl(𝑋𝑋)  و𝑦𝑦 = fl(𝑌𝑌  جایگزین (

𝑋𝑋ی لذا محاسبه شوند.می ∗ 𝑌𝑌  به𝑥𝑥 ∗ 𝑦𝑦 یابد.تغییر می 

٢‑  𝑥𝑥 ∗ 𝑦𝑦  در عمل، بسیاری از کامپیوترها ( شودبه میـمحاسبا دقت مضاعف  وبا استفاده از حساب ممیز شناور

دهند. دارند انجام میهای بیشتری نسبت به اعداد معمولی ماشین های خاص که تعداد بیتاعمال حسابی را در ثبات

ند و دهند که موقتاً دقت بیشتری داشته باششوند به اعداد اجازه میها که اصطلاحاً بیت پشتیبان نامیده میاین بیت

 ی عملجا نیز ممکن است که نتیجهدر این .)ها در حالت کلی از ماشینی به ماشین دیگر متفاوت استتعداد آن

ی عمل با استفاده از نگاشت نمایش ساز ماشین به یک از انجام عمل حسابی، نتیجهپس  لذا. عددی ماشینی نباشد

𝑥𝑥 در نتیجه. شودعدد ماشینی تبدیل می ∗ 𝑦𝑦 با 𝑥𝑥 ⊛ 𝑦𝑦 = fl(𝑥𝑥 ∗ 𝑦𝑦) شود.می گزینجای 
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