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واستشد ّای ٍیظُ         (                                       د    

سیٌتیه هجوَػِ رسات (4  
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  دیٌاهیک اجسام صلة :تخص دٍم 

ًیشٍ ، جشم ٍ ضتاب ( سیٌواتیه اجسام غلة دس غفحِ             الف (5  

واس ٍ اًشطی ( سیٌتیه اجسام غلة دس غفحِ                ب (6  

ضشتِ ٍ هوٌتَم  (                                                           ج   

سیٌواتیه  (                                                                 الف   

آضٌایی تا دیٌاهیه سِ تؼذی اجسام غلة (7  

سیٌتیه  (                                                                ب   

 

 (آضٌایی تا دیٌاهیک)هقذهِ 

 سِ ضاخِ اصلی رضتِ هکاًیک عثارتٌذ از

 هىاًیه ولاسیه    .1

 هىاًیه وَاًتَم .2

 هىاًیه ًسثیت .3
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 تقسین تٌذی هکاًیک کلاسیک

 هىاًیه اجسام غلة                      هىاًیه اجسام تغییش ضىل پزیش                                    هىاًیه سیالات

 

 تعریف دیٌاهیک 

تغییش دس طثیؼت اجتٌاب ًاپزیش ٍ هطالؼِ . ضاخِ ای اص ػلن هىاًیه است وِ تا حشوت اجسام غلة تحت ًیشٍ سش ٍ واس داسد

 . تىاهل اساع دیٌاهیه سا تٌیاى هی ًْذ

 ضاخِ ّای دیٌاهیک 

 سیٌواتیه                      

  سیٌتیه

 

Mechanics

Classical

Rigid-bodies

Statics

Dynamics

Deformable-bodies

Strength of Materials

Elasticity

Plasticity

Fluid Mech.

Thermodynamic

Heat Transfer

Gas dynamics

Quantum Relativistic
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 تاریخ ّای هْن در تکاهل دیٌاهیک 
 

 

1687 → Principia by Newton 

1717 → Principle of virtual work  by Bernolli 

1740 → Systems of particles by Euler 

1743 → D'Alember's principle  

1765 → Rigid bodies by Euler 

1775 → The Newton-Euler formulation for Force and moment balances 

(They constitute the basis of Newtonian mechanics) 

1780 → Lagrange's equations 

1829 → Gauss's variational  principle  

1830 → Hamilton's equations and Hamilton's principle 

1829 → Jourdian's principle  

1870-1910 → Gibbs – Appell's  equations 

1970 → kane's equations  

    

 

 

 

 



داًطگاُ گیلاى -   داًطىذُ فٌی هٌْذسیدیٌاهیهدسسٌاهِ  دوتش سضا اًػاسی: استاد        

 

6 

:سیٌواتیک ررات   

 حرکت هٌحٌی الخط در صفحِ  

 

𝑟 = 𝑥𝑖 + 𝑦𝑗 + 𝑧𝑘   

 

𝑣 = lim
∆𝑡⟶0

∆𝑟 

∆𝑡
 =

𝑟  𝑡 + ∆𝑡 − 𝑟  𝑡 

∆𝑡
=
𝑑𝑟 

𝑑𝑡
 

 

𝑎 = lim
∆𝑡⟶0

∆𝑣

∆𝑡
=
𝑑𝑣

𝑑𝑡
=
𝑑2𝑟

𝑑𝑡2
 

 

 𝑟  = 𝑏  , 𝑟 . 𝑟 = 𝑏2   𝑏 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡    𝑝𝑎𝑟𝑎𝑚𝑒𝑡𝑒𝑟       𝑟 .
𝑑𝑟 

𝑑𝑡
+
𝑑𝑟 

𝑑𝑡
. 𝑟 = 0 

 

𝑟 .
𝑑𝑟 

𝑑𝑡
= 0         𝑟 ⊥ 𝑟   
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𝑣 =
𝑑𝑠

𝑑𝑡
= 𝑠  

𝑎 =
𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝑣 = 𝑠  

𝑣𝑑𝑣 = 𝑎𝑑𝑠 ⟶ 𝑠 𝑑𝑠 = 𝑠 𝑑𝑠 

 

دسًیشٍّای گشاًص ٍفٌش :    𝑎 = 𝑎(𝑠) ⟶  𝑣𝑑𝑣 = 𝑎(𝑠)𝑑𝑠
 

 

𝑖𝑓 𝑎 = 𝑐𝑜𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 ⟶  𝑣2 − 𝑣0
2 = 2𝑎 𝑠 − 𝑠0  

𝑖𝑓 𝑎 = 𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒 ⟶  
𝑣𝑑𝑣

𝑎(𝑣)
= 𝑑𝑠 

 

𝑠یه رسُ دساهتذاد خط هستمین حشوت هی وٌذ وِ جاتجایی آى اصساتطِ : هثال  = 2t3 − 24t + 6  

72  صهاى لاصم تشای ایٌىِ ایي رسُ تِ سشػت. تثؼیت هی وٌذ 
𝑚

𝑠
ضتاب رسُ ٍلتی . تشسذ ساتذست آٍسیذ 

30 سشػت آى
𝑚

𝑠
 ساتذست آٍسیذ ؟ [ 4 ,1] تاصُ صهاًی  است ٍ جاتجایی خالع رسُ دس

𝑠 = v = 6t2 − 24 = 72              t = 4s 

𝑠 = 𝑣 = 𝑎 = 12𝑡 

𝑖𝑓  𝑣 = 30
𝑚

𝑠
⟶  𝑡 = 3𝑠 ⟶  𝑎 = 36

𝑚

𝑠2
 

𝑠|𝑡=4𝑠 − 𝑠|𝑡=1𝑠 = ∆𝑠 = 54𝑚 
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0.1  سشػت اٍلیِ تغییشهىاى رسُ ای وِ تا-هٌحٌی ضتاب: هثال 
𝑚

𝑠
 ضشٍع تِ حشوت هی ًوایذ تِ غَست 

 تذست آٍسیذ ؟   x=1.4 mسشػت رسُ سا دس. صیشدادُ ضذُ است 

 

 

 

 𝑣𝑑𝑣 =  𝑎𝑑𝑥 

𝑣2

2
−
𝑣0

2

2
=  𝑎𝑑𝑥 

𝑣2 − 𝑣0
2 = 2 𝑎𝑑𝑥 = 2 𝑎𝑟𝑒𝑎 ⟶ 𝑣2 − (0.1)2 = 2 0.36 ⟶ 𝑣 = 0.85

𝑚

𝑠
 

 



داًطگاُ گیلاى -   داًطىذُ فٌی هٌْذسیدیٌاهیهدسسٌاهِ  دوتش سضا اًػاسی: استاد        

 

9 

𝑎   تااستفادُ اص یه چتشهماٍهتی ضتاب: هثال  = −0.004𝑣2   
𝑚

𝑠𝑒𝑐2
    تِ َّاپیوایی دس حال فشٍد ٍاسد 

80  هذت صهاى لاصم تشای ایٌىِ سشػت ایي َّاپیوا اص. هی ضَد  
𝑚

𝑠
10   تِ

𝑚

𝑠
تؼییي وٌیذ؟   تشسذ سا

 هسافت طی ضذُ دس طی ایي هذت صهاًی سا تذست آٍسیذ؟

𝑎 = −0.004𝑣2 ⟶  
𝑑𝑣

𝑑𝑡
= −0.004𝑣2 

 
𝑑𝑣

𝑣2

𝑣=10

𝑣0=80

=  −0.004 𝑑𝑡
𝑡

𝑡0=0

                𝑡 = 21.875𝑠 

−0.004𝑣2𝑑𝑠 = 𝑣𝑑𝑣 

−0.004 𝑑𝑠
𝑠

𝑠0=0

=  
𝑑𝑣

𝑣

𝑣=10

𝑣0=80

⟶  𝑠 = 519.86𝑚 

 

  لغضًذُ ای تیي دٍ فٌش دس ضیاس ساٌّوای افمی تااغطىان ًاچیض حشوت وشدُ ٍ داسای سشػت :هثال 

𝑣0 دساهتذاد 𝑠 ُتِ ٌّگام ػثَس دسًیوِ سا  

𝑡 = 0ٍ  𝑠 = هجوَػِ دٍ فٌش ًیشٍی تاصداسًذُ ای سا تشحشوت لغضًذُ اػوال هی ًوایٌذ وِ .  هی تاضذ 0

𝑎تِ آى ، ضتاب هتٌاسة تا جاتجایی ٍلی دسجْت خلاف حشوت یؼٌی تشاتش تا  = −𝑘2𝑠 ِهی دّذ و 

 . تذست آٍسیذt ساتِ غَست تاتؼی اص صهاى v ٍ سشػت sجاتجایی .  ثاتت استkدسآى 
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𝑎𝑑𝑠 = 𝑣𝑑𝑣 

−𝑘2  𝑠𝑑𝑠 =  𝑣𝑑𝑣 ⟶  
−𝑘2𝑠2

2
+ 𝑐1 =

1

2
𝑣2 

𝑖𝑓 𝑠0 = 0   &  𝑣 = 𝑣0 ⟶  𝑐1 =
1

2
𝑣0

2 

−
𝑘2𝑠2

2
+
𝑣0

2

2
=

1

2
𝑣2 ⟶   𝑣 =  𝑣0

2 − 𝑘2𝑠2 

از طرفی :   
𝑑𝑠

dt
=   v0

2 − k2s2 ⟶  
ds

 v0
2−k2s2

s

s0=0
=  dt

t

t0=0
 

1

k
arcsin  

ks

v0
 = t 

𝑠 =
𝑣0

𝑘
sin 𝑘𝑡          →    𝑣 = 𝑣0 cos 𝑘𝑡  

 

 :ًکتِ 

𝑠 + 𝑘2𝑠 = 0 

𝑠 = 𝐶𝑒 𝛼𝑡   

 تِ ػٌَاى یه سیطِ دسًظشگشفتِ هی 𝑠 ساتایذدسهؼادلِ اغلی جایگزاسی وشد ، ایي هؼادلِ 𝑠ایي هؼادلِ 

 .ضَد

𝛼2 + 𝑘2 = 0     𝛼 = ±𝑘𝑖 
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𝑠 = 𝑐1𝑒
𝑖𝑘𝑡 + 𝑐2𝑒

−𝑖𝑘𝑡     𝑜𝑟    𝑠 = 𝐴𝑠𝑖𝑛 𝑘𝑡 + 𝐵𝑐𝑜𝑠 𝑘𝑡  

1) 𝑡 = 0 ⟶  𝑠 = 0 ⟶  𝐵 = 0 

2)𝑡 = 0 ⟶   𝑠 = 𝑣0 ⟶ 𝐴 =
𝑣0

𝑘
⟶ 𝑠 =

𝑣0

𝑘
𝑠𝑖𝑛 𝑘𝑡  

 

 تشای آًىِ تِ 𝑣0سشػت تِ طشف تیشٍى .  اصهشوض صهیي لشاسداسد𝑠0 یه سفیٌِ فضایی دسفاغلِ :هثال 

 اص هشوض صهیي هٌتمل ضَد ساحساب وٌیذ ؟ 𝑕 فاغلِ تؼییي ضذُ

𝑎 = −𝑔
𝑅𝐸

2

𝑠2
    𝑎𝑡   𝑠 = 𝑅𝐸       → 𝑎 = 𝑔 

𝑣𝑑𝑣 = 𝑎𝑑𝑠 ⟶ 𝑣𝑑𝑣
0

𝑣0

= −𝑔𝑅𝐸
2  

𝑑𝑠

𝑠2

𝑕

𝑠0

 ⟹
1

2
𝑣0

2 = 𝑔𝑅𝐸
2  

1

𝑕
−

1

𝑠0
  

⟶ 𝑣0 =   
1

𝑕
−

1

𝑠0
 × 2𝑔𝑅𝐸

2      𝑖𝑓   𝑕 ⟶ ∞    𝑣0 = 𝑅𝐸 
2𝑔

𝑠0
 

 

 ثاتت وٌیذ وِ تشای یه سیاسُ فشضی دٍتؼذی سشػت فشاس ٍجَد ًذاسد ؟: توریي 

 2یه گلَلِ فَلادی اصحالت سىَى دسداخل ظشفی وِ هحتَی یه سیال هخػَظ است اصاستفاع : هثال 

𝑎ضتاب گلَلِ تشاتش . هتشی سّا هی ضَد = 0.9g − Cv است وِ دس آى C اگش هذت .  ثاتت هی تاضذ

  ساهحاسثِ وٌیذ ؟C ثاًیِ تاضذ ، همذاس2صهاًی وِ گلَلِ تِ تِ ظشف هی سسذ 
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𝑑𝑣

dt
= 0.9g − Cv ⟶   

dv

0.9g − Cv

𝑣

v0=0

=  dt
t

t0=0

        

v =
0.9g

C
 1 − e−Ct  

𝑑𝑠

𝑑𝑡
=

0.9𝑔

𝐶
(1 − e−Ct )   

𝑠 =
0.9𝑔

𝑐2
 𝐶𝑡 − 1 + e−Ct  ⟶ 𝑐 = 8.3

1

𝑠
 

 

 : حرکت پرتا تی
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𝑟 = 𝑥𝑖 + 𝑦𝑗  

𝑟  = 𝑥 𝑖 + 𝑦 𝑗  

𝑟  = 𝑥 𝑖 + 𝑦 𝑗      

𝑎𝑥 = 0        𝑎𝑛𝑑        𝑎𝑦 = −𝑔 

𝑎𝑥 = 𝑥 = 0 ⟶ 𝑥 = 𝑣0𝑐𝑜𝑠Ѳ 

𝑥 =  𝑣0𝑡 cos𝜃 + 𝑐𝑡𝑒 ⟶  𝑥 =  𝑣0𝑡 cos𝜃 + 𝑥0 

𝑎𝑦 = −𝑔 ⟶  𝑦 = −𝑔 ⟶  𝑦 = −𝑔𝑡 + 𝑐𝑡𝑒 = −𝑔𝑡 + 𝑣0 sin𝜃 

⟶ 𝑦 = −
1

2
𝑔𝑡2 + 𝑣0𝑡 sin𝜃 + 𝑐𝑡𝑒 = −

1

2
𝑔𝑡2 + 𝑣0𝑡 sin𝜃 + 𝑦0 

 . جاگزاسی هی وٌین y حزف ٍ دس هؼادلxِ سا اص هؼادلِ tتشای تِ دست آٍسدى هؼادلِ هسیش 

𝑡 =
𝑥 − 𝑥0

𝑣0𝑐𝑜𝑠Ѳ
⟶  𝑦 = −

1

2
𝑔  

𝑥 − 𝑥0

𝑣0 cos𝜃
 

2

+ tanѲ  𝑥 − 𝑥0 + 𝑦0 

𝑖𝑓  𝑥0      𝑎𝑛𝑑    𝑦0 = 0 ⟶  𝑡 =
𝑣0 sin𝜃

𝑔
    ,       𝑅 =

𝑣0
2 sin 2𝜃

2𝑔
 

 :پَش هٌحٌی ّای هسیر حرکت پرتاتِ تِ ازای زٍایای هختلف پرتاب 

 .هٌحٌی است وِ تش توام هٌحٌی ّای صیش هواع تاضذ  (  envelope)پَش 



داًطگاُ گیلاى -   داًطىذُ فٌی هٌْذسیدیٌاهیهدسسٌاهِ  دوتش سضا اًػاسی: استاد        

 

14 

  

  
𝑚 = 𝑡𝑎𝑛𝜃 

𝑦 = −
1

2
𝑔

𝑥2

𝑣0
2 𝑐𝑜𝑠 𝜃2

+ 𝑥 𝑡𝑎𝑛Ѳ 
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𝑦 = −
1

2
𝑔
𝑥2

𝑣0
2
 1 + 𝑚2 + 𝑚𝑥   

0 =
−𝑔𝑥2

𝑣0
2 𝑚 + 𝑥 ⟶ 𝑚 =

𝑣0
2

𝑔𝑥
    ⟶ 𝑦 =

−𝑔𝑥2

2𝑣0
2 +

𝑣0
2

2𝑔
  

 

 

  
ax = 0 ⟶  vx = v0 ⟶ 𝑥 = 𝑣0𝑡 

ay = g ⟶  vy = gt ⟶   y =
1

2
𝑔𝑡2 

𝑦 = 𝑕 

𝑕 =
1

2
𝑔𝑡2 ⟶ 𝑡 = (

2𝑕

𝑔
)

1
2 
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𝑠 = 𝑣0 
2𝑕

𝑔
 

sM

sE
=  

gE

gM
=  6 

𝑎𝑥 = 0 ⟶  𝑥 = 𝑣0𝑡 

ay = g ⟶  y = gt ⟶  y =
1

2
𝑔𝑡2 − 𝑕 ⟶  𝑦 = 0 ⟶  𝑡 =  

2𝑕

𝑔
 

 24  هسیش حشوت یه پشتاتِ سا وِ تا سشػت(توریي 
𝑚

𝑠𝑒𝑐
تالای افك پشتاب هی ضَد ، سا  °30تا صاٍیِ   

𝑤تا فشؼ  = 9 𝑁  ضشیة هماٍهت َّای ٍ𝑐 = 0.58  
𝑁.𝑠

𝑚
تِ دست آٍسیذ ؟ ًیشٍی هماٍهت َّا سا   

 . هتٌاسة تا سشػت پشتاتِ دس ًظش تگیشیذ 

دس حال چشخص است وِ ًاگْاى سَخت آى لطغ هی گشدد 𝑟𝑝𝑚 10000  یه سٍتَس جت تا دٍس  (هثال 

𝛼، دس غَستی وِ  = −0.02𝜔 ِ1000   تاضذ هذت صهاى لاصم تشای آًىِ دٍس هَتَس ت 𝑟𝑝𝑚 سا تشسذ

 تؼییي ًواییذ ؟ ّوچٌیي تؼذاد دٍسّایی وِ سٍتَس دس طَل ایي هذت هی چشخذ سا تِ دست آٍسیذ ؟

𝑣 = 𝑠       𝜔 = 𝜃  

𝑎 = 𝑣 = 𝑠           𝑎𝑛𝑑           𝛼 = 𝜔 = 𝜃  

𝑣𝑑𝑣 = 𝑎𝑑𝑠                         𝜔𝑑𝜔 = 𝛼𝑑𝜃 

𝑑𝜔

𝑑𝑡
= −0.02𝜔 ⟶   

𝑑𝜔

𝜔

1000×
2𝜋
60

10000 ×
2𝜋
60

= −0.02 𝑑𝑡
𝑡

0

⟶  𝑡 = 115.1 
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𝜔𝑑𝜔 = −0.02𝜔𝑑𝜃 ⟶     𝑑𝜔
1000×

2𝜋
60

10000 ×
2𝜋
60

= −0.02 𝑑𝜃
𝜃

0

 

𝜃 = 15000𝜋 𝑟𝑎𝑑  ⟶  𝜃 = 7500 𝑟𝑒𝑣  

 

 :هطتق زهاًی یک تردار 

  
 

der    

dt
= lim

∆t→0

∆er    

∆t
= lim

∆t→0

2 sin
∆θ
2

eθ     

∆t
 

 𝑖𝑓
∆θ

2
≤ 6° ⟶  𝑠𝑖𝑛

∆θ

2
≈
∆θ

2
 ⟶  

dθ

dt
eθ     = θ eθ      
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 ( :)رٍش دیگر اثثات 

  

 

er    = cosθi + sinθj  

eθ     = −sinθi +  cosθj  

der    

dt
=

der    

dθ
×

dθ

dt
= θ eθ      

deθ     

dt
=

deθ     

dθ
×

dθ

dt
= −θ er     
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 : هختصات هسیر 

   

 0اًحٌا                  

       :دس ًمطِ ػطف 

     ضؼاع اًحٌا                                     

√ n ٍ ّوَاسُ تِ طشف هشوض اًحٌا t  هواع تش هسیش هی تاضذ.   
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𝑑𝑟 = 𝑒𝑡    𝑑𝑠 ⟶  𝑒𝑡    =
𝑑𝑟 

𝑑𝑠 
 

𝑣 =
𝑑𝑟 

𝑑𝑡 
=
𝑑𝑟 

𝑑𝑠 
×
𝑑𝑠

𝑑𝑡 
 ⟶  𝑣 = 𝑠 et     

𝑒𝑡     = 𝜃 en                     𝑎𝑛𝑑                 𝑒𝑛       = −𝜃et     

𝑑𝑠 = 𝜌𝑑𝜃 ⟶   𝑣 = 𝜌𝜃  

a  = v et    + v𝑒𝑡     = v et    + vθ en      

at = v  

an = vθ =
v2

ρ
= ρθ 2 
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 همذاس ثاتتی داسد 𝜌تشای حشوت دایشُ ای √
 

𝜌
= 𝑅 

 

𝑎𝑛 = 𝑣𝜔 =
𝑣2

𝑅
= 𝑅𝜔2 

𝑎𝑡 = v = Rα 

𝜌 =
 1 + 𝑦′

2
 

3
2

𝑦′ ′
   (𝑖𝑓        𝑦 = 𝑓 𝑥 ⟶    𝑦′ =

𝑑𝑦

𝑑𝑥
) 

 

𝑥 سشػت ٍ ضتاب ساوت ًوایص دادُ ضذُ دس ضىل صیش سا دس هَلؼیت(هثال  = 3  𝑘𝑚    تِ دست

 آٍسیذ ؟

  

kminareyandxxy 33.4
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 :هختصات قطثی 

 

𝑟 = 𝑟𝑒𝑟     

𝑣 = 𝑟 𝑒𝑟    + 𝑟𝑒𝑟             𝑎𝑛𝑑   𝑒𝑟     = 𝜃 𝑒𝜃             𝑣 = 𝑟 𝑒𝑟    + 𝑟𝜃 𝑒𝜃      

𝑣𝑟 = 𝑟        𝑎𝑛𝑑         𝑣𝜃 = 𝑟𝜃  ⟶  𝑣 =  𝑣𝑟
2 + 𝑣𝜃

2 

𝑎 = 𝑣  =  𝑟 𝑒𝑟    + 𝑟 𝑒𝑟      + (𝑟 𝜃 𝑒𝜃     + 𝑟𝜃 𝑒𝜃     + 𝑟𝜃 𝑒𝜃      ) 

𝑎 =  𝑟 − 𝑟𝜃 2 𝑒 𝑟 +  𝑟𝜃 + 2𝑟 𝜃  𝑒 𝜃  

𝑎𝑟 = 𝑟 − 𝑟𝜃2          𝑎𝑛𝑑     𝑎𝜃 = 𝑟𝜃 + 2𝑟 𝜃  

⟶ 𝑎 =  𝑎𝑟
2 + 𝑎𝜃

2 
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دس حال  0ضخػی تش سٍی یه دیسه دٍاس دس ساستای ضؼاع آى وِ تا سشػت صاٍیِ ای ثاتت  (توشیي 

 سشػت ٍ ضتاب سا تِ دست آٍسیذ ؟. دس حال حشوت است  0v تِ سوت تیشٍى تا سشػت ثاتت دٍساى است

 

 
 
 

 
 𝑟 = 𝑣0

𝑟 = 0

𝜃 = 𝜔0

𝜃 = 0

          

𝑣 = 𝑣0𝑒𝑟    + 𝑟𝜔0𝑒𝜃                   𝑎𝑛𝑑               𝑎 = −𝑟𝜔0
2𝑒𝑟    + 2𝑣0𝜔0𝑒𝜃      

  

 (توریي 

 𝜃 = 0.2𝑡 + 0.02𝑡3

𝑟 = 0.2 + 0.04𝑡2
  

𝑖𝑓       𝑡 = 3 𝑠     ⟹           𝑣   𝑎𝑛𝑑   𝑎 =? 
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یک راکت تِ ٍسیلِ ی یک رادار در حال هاًیتَر ضذى است اطلاعات ردیاتی تِ صَرت  (هثال

 زیر است 

 
𝜃 = 0.2 

𝑟𝑎𝑑

𝑠
 

𝜃 = 0.1  
𝑟𝑎𝑑

𝑠2

  

45ٍقتی کِ زاٍیِ    است هطلَتست تعییي سرعت ٍ ضتاب راکت ًطاى دادُ ضذُ در 

  ؟ضکل زیر

 

 

 

𝑟 =
1

2
𝑠𝑒𝑐𝜃 ⟶  𝑟 = 1697.06𝑚 

𝑟 = 1200𝑡𝑎𝑛𝜃𝑠𝑒𝑐𝜃 𝜃  ⟶   𝑟 = 339.4
𝑚

𝑠
 

𝑟 = 1200  𝑠𝑒𝑐3𝜃 + 𝑡𝑎𝑛2𝜃𝑠𝑒𝑐𝜃 𝜃 2 + 𝑡𝑎𝑛𝜃𝑠𝑒𝑐𝜃𝜃  = 373.35
𝑚

𝑠2
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𝑣 = 𝑟 𝑒𝑟    + 𝑟𝜃 𝑒𝜃      

 𝑣 =  𝑣𝑟
2 + 𝑣𝜃

2  ⟶   𝑣 = 480
𝑚

𝑠
 

𝑎 =  𝑟 − 2𝜃 2 𝑒𝑟    +  2𝑟 𝜃 + 𝑟𝜃  𝑒𝜃      

 𝑎 =  𝑎𝑟2 + 𝑎𝜃2 →  𝑎 = 432
𝑚

𝑠2
 

𝑟 یه رسُ سٍی هسیشی وِ هؼادلِ ی آى تِ غَست (هثال = 2𝜃 حشوت هی وٌذ اگش  تِ غَست 

2t هطخع ضَد . 𝜃 = 𝑡2   60 سشػت ٍ ضتاب رسُ سا ٍلتی دسجِ هی تاضذ سا تذست آٍسیذ؟  

𝑖𝑓   𝜃 = 𝑡2 →  𝜃 = 2𝑡            𝑎𝑛𝑑          𝜃 = 2 

𝑎𝑛𝑑      𝑖𝑓  
𝑟 = 2𝜃
𝜃 = 𝑡

 ⟶  𝑟 = 2𝑡2  ⟶  𝑟 = 4𝑡 ⟶   𝑎𝑛𝑑 ⟶   𝑟 = 4 

𝜋

3
= 𝑡2  ⟶  𝑡 = 1.023 

𝑣 = 𝑟 𝑒𝑟    + 𝑟𝜃 𝑒𝜃     ⟶  𝑣 = 4.09𝑒𝑟    + 4.28𝑒𝜃     ⟶    𝑣  = 5.92  
𝑓𝑡

𝑠
  

𝑎 =  𝑟 − 𝑟𝜃  𝑒𝑟    +  2𝑟 𝜃 + 𝑟𝜃  𝑒𝜃      ⟹ 𝑎 = −4.77𝑒𝑟    + 20.94𝑒𝜃      

 𝑎  = 21.5 
𝑓𝑡

𝑠𝑒𝑐2
 

10رسُ ای تا سشػت (هثال
𝑓𝑡

𝑠𝑒𝑐
𝑦 سٍی هٌحٌی   = 3𝑥2ضتاب رسُ سا دس .  دس حال حشوت است 𝑥 = 5 𝑓𝑡 

 سا تذست آٍسیذ؟
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𝑣 = 10

𝑓𝑡

𝑠
𝑥 = 5 𝑓𝑡

  

𝑖𝑓   𝑣𝑡 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ⟶  𝑎𝑡 = 0 ⟶   𝑎 = 𝑎𝑛𝑒𝑛     =
𝑣2

𝜌
𝑒𝑛      

1

ρ
=

y′′

 1 + y′2 
3
2

⟶  
6

 1 + 36x2 
3
2

 ⟶  
1

ρ
=

6

(901)
3
2

⟶  𝑎 =
100 × 6

(901)
3
2

𝑒𝑛      

 

ررُ ای تر رٍی هٌحٌی   (هثال
2

3
y

x سرعت ٍ ضتاب ررُ را در .  حرکت هی ًوایذ

2y mتعییي ًواییذ؟ 
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𝑥 =
𝑦2

3
  ⟶   𝑥 =

2𝑦𝑦 

3
 

𝑖𝑓    
𝑥 = 2(

𝑚

𝑠
)

𝑦 = 2(𝑚)

 ⟶ 𝑦 = 1.5 

𝑣 =  𝑥 2 + 𝑦 2              𝑣 = 2.5(
𝑚

𝑠
) 

𝑖𝑓   𝑣 = 𝑥 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ⟶  𝑥 =
2

3
  𝑦 2 +

2

3
𝑦𝑦 ⟶ 𝑦 = −1.125(

𝑚

𝑠2
) 

𝑎 =  𝑥 2 + 𝑦 2  ⟶  𝑎 = 1.125(
𝑚

𝑠2
) 

𝑑𝑥

𝑑𝑦
=

2𝑦

3
⟶   𝑦′ =

3

2𝑦
            𝑎𝑛𝑑            𝑦′′ = −

9

4𝑦3
⟶ 𝜌 = 6.94𝑚 

𝑎𝑛 =
𝑣2

𝑝
 ⟶ 𝑎𝑛 = 0.9  

𝑚

𝑠2
  ⟶  𝑎𝑡 =  𝑎2 − 𝑎𝑛

2  ⟹  𝑎𝑡 = 675 × 10−3  
𝑚

𝑠2
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 در حال دٍراى است هطلَتست سرعت ٍ ضتاب  تا سرعت زاٍیِ ای ABهیلِ ای  (هثال 

  در ضکل زیر ؟ Pررُ ای 

 

 

𝑂𝑃 = 𝑅         𝑎𝑛𝑑         𝜃 = 2𝜑 ⟶   𝜃 = 2𝜑  

𝑣 = 𝑟 𝑒𝑟 + 𝑟𝜃 𝑒𝜃  

𝑟  = 0 ⟶ 𝑣 = 2𝑅𝜑 𝑒𝜃         𝑎𝑛𝑑        𝑎 =  𝑟 − 𝑟𝜃2  𝑒𝑟 +  2𝑟 𝜃 + 𝑟𝜃  𝑒𝜃  

𝑟 = 0           𝑎𝑛𝑑        𝑟 = 0         𝑎𝑛𝑑       𝜃 = 0 ⟶  𝑎 = −4𝑅𝜑2  𝑒𝑟  

 

 

 



داًطگاُ گیلاى -   داًطىذُ فٌی هٌْذسیدیٌاهیهدسسٌاهِ  دوتش سضا اًػاسی: استاد        

 

29 

 

𝑦 = 𝑓 𝑥            
1

𝜌
=

𝑦′′

 1 + 𝑦′2 
3
2

 

𝑟 = 𝑓 𝜃         
1

𝜌
=
𝑟2 + 2𝑟′

2
− 𝑟𝑟′′

 𝑟2 + 𝑟′2 
3
2

             𝑟′ =
𝑑𝑟

𝑑𝜃
 

سشػت .  غلتی تذٍى لغضش اًجام هیذّذRدیسىی هطاتك ضىل صیش تش سٍی سطحی غاف تِ ضؼاع  (هثال 

  سا تِ دست آٍسیذ ؟ Aٍ ضتاب ًمطِ 
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𝑁𝑜 𝑆𝑙𝑖𝑝: 𝑥 = 𝑅𝜃 

𝑥𝐴 = 𝑥 − 𝑅𝑠𝑖𝑛𝜃 = 𝑅 𝜃 − 𝑠𝑖𝑛𝜃  

𝑦𝐴 = 𝑅 1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃  

𝑣𝐴 = 𝑥𝐴 𝑖 + 𝑦𝐴𝑗 ⟶ 𝑣𝐴 = 𝑅 𝜃 − 𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑖 +  𝑅𝜃 𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑗  

𝑎𝐴 = 𝑅 𝜃 + 𝜃 2𝑠𝑖𝑛𝜃 − 𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑖 +  𝑅𝜃 𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑅𝜃2 𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑗  

𝑖𝑓  𝜃 = 0 ⟹ 𝑣𝐴 = 0       𝑎𝑛𝑑     𝑎𝐴 = 𝑅𝜃 2𝑗  

 

 

 

 



داًطگاُ گیلاى -   داًطىذُ فٌی هٌْذسیدیٌاهیهدسسٌاهِ  دوتش سضا اًػاسی: استاد        

 

31 

تِ اًذاصُ ) دس حالتی وِ اًتْای یه ًخ سا وِ تش سٍی یه لشلشُ پیچیذُ ضذُ است سا تاص ًوایین  (توشیي

 سشػت ٍ ضتاب اًتْای آصاد ًخ ٍ طَل ًخ تاص ضذُ سا تذست آٍسیذ؟ (ی هطخع

 

 
𝑥𝑝 = 𝑅𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑅𝜃𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑦𝑝 = 𝑅𝑠𝑖𝑛𝜃 − 𝑅𝜃 cos𝜃
  

𝜃 = 𝜔𝑡 

𝑟𝑝    = 𝑥𝑝 𝑖 + 𝑦𝑝𝑗  

𝑟𝑝    =  𝑅𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡 + 𝑅𝜔𝑡𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡 𝑖 +  𝑅𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡 − 𝑅𝜔𝑡𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡 𝑗  

𝑣𝑝     = 𝑟𝑝      ⟶  𝑣𝑝 =  −𝑅𝜔𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡 + 𝑅𝜔𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡 + 𝑅𝜔2𝑡𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡 𝑖  

+ 𝑅𝜔𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡 − 𝑅𝜔𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡 + 𝑅𝜔2𝑡𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡 𝑗  

𝑣𝑝     = 𝑅𝜔2𝑡𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡𝑖 + 𝑅𝜔2𝑡𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡𝑗  

𝑎 = 𝑣 𝑝      

 𝑣𝑝      = 𝑅𝜔2𝑡 =
𝑑𝑠

𝑑𝑡
⟶   𝑠 =

1

2
𝑟𝜔2𝑡2 + 𝑐 
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𝑖𝑓  𝑡0 = 0 ⟶  𝑠0 = 0 ⟶   𝑐 = 0 ⟶  𝑠 =
1

2
𝑅𝜔2𝑡2 

 : سیٌواتیک سِ تعذی 

 

𝑟 = 𝑥𝑖 + 𝑦𝑗 + 𝑧𝑘  

𝑟  = 𝑥 𝑖 + 𝑦 𝑗 + 𝑧 𝑘  

𝑟  = 𝑥 𝑖 + 𝑦 𝑗 + 𝑧 𝑘  

  

 

𝑟 = 𝑟𝑒𝑟    + 𝑧𝑘                                                  

𝑣 = 𝑟 𝑒𝑟    + 𝑟𝜃 𝑒𝜃     + 𝑧 𝑘                                     

𝑎 =  𝑟 − 𝑟𝜃2  𝑒𝑟    +  2𝑟 𝜃 + 𝑟𝜃  𝑒𝜃     + 𝑧 𝑘  

  

𝑣 = 𝑣𝑟𝑒𝑟    + 𝑣𝜃𝑒𝜃     + 𝑣𝜑𝑒𝜑      

 

𝑣𝑟 = 𝑟                

𝑣𝜃 = 𝑟𝜃 cos𝜑
𝑣𝜑 = 𝑟𝜑            

  

𝑎 = 𝑎𝑟𝑒𝑟    + 𝑎𝜃𝑒𝜃     + 𝑎𝜑𝑒𝜑      

 
 
 

 
 𝑎𝑟 = 𝑟 − 𝑟𝜑 2 − 𝑟𝜃2 𝑐𝑜𝑠2𝜑               

𝑎𝜃 = 𝑐𝑜𝑠
𝜑

𝑟

𝑑

𝑑𝑡
 𝑟2𝜃  − 2𝑟𝜃 𝜑 sin𝜑

𝑎𝜑 =
1

𝑟

𝑑

𝑑𝑡
 𝑟2𝜑  + 𝑟𝜃2 𝑠𝑖𝑛𝜑 cos𝜑
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: حرکت ًسثی    

 

 

 

𝑟𝐴 = 𝑟𝐵 + 𝑟𝐴/𝐵

𝑣𝐴 = 𝑣𝐵 + 𝑣𝐴/𝐵

𝑎𝐴 = 𝑎𝐵 + 𝑎𝐴/𝐵

  

800km وِ تا تٌذی Aسشًطیٌاى َّاپیوای جت  (هثال 
h

تِ سوت ضشق پشٍاص هی وٌذ َّاپیوای جت  

اگشچِ وِ دهاغِ . سا هطاّذُ هی وٌٌذ وِ اص صیش َّاپیوایطاى دس خط افك پشٍاص وشدُ ٍ هی گزسد Bدٍم 

چٌیي تِ ًظش هی سسذ A ضوال ضشلی لشاس داسد اص ًظش سشًطیٌاى َّاپیوای 45دس ساستایBَّاپیوای 

 سا تؼییي Bسشػت ٍالؼی .  هطاتك ضىل هی تاضذ 60 دسحال دٍس ضذى اص آى ّا تحت صاٍیِ Bوِ  

 وٌیذ ؟ 
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𝑠𝑜𝑙𝑣𝑒 1:
𝑣𝐵

𝑠𝑖𝑛60
=

𝑣𝐴
𝑠𝑖𝑛75

             𝑣𝐵 = 717  
𝑚

𝑠
  

𝑠𝑜𝑙𝑣𝑒 2:𝑣𝐵 = 𝑣𝐴 + 𝑣𝐵/𝐴  

30تا سشػت B ، لایك Aاص هٌظش  (هثال   
𝑚𝑖𝑙

𝑕
اگش سشػت هطلك .  اص آى دٍس هی ضَدA ػوَد تش هسیش  

A   ، 40  
𝑚𝑖𝑙

𝑕
  سا تؼییي ًواییذ؟B تاضذ ،  سشػت هطلك لایك  

𝑣𝐵
2 = 402 + 302              𝑣𝐵 = 50(

𝑚𝑖𝑙

𝑕
)

𝜃 = 36.87°    
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 : درجِ آزادی 

تؼذاد هختػِ ّای هستمل هَسد ًیاص تشای تؼییي هَلؼیت ّوِ ی اجضای یه : تؼشیف دسجِ آصادی 

.سیستن دس ّش لحظِ اص صهاى دسجِ ی آصادی آى سیستن ًاهیذُ هی ضَد  
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 اص صیش لشلشُ ضشٍع تِ حشوت هی ًوایذ سشػت تالا سفتي ٍصًِ ی  aA تا ضتاب ثاتت Aتشاوتَس  (توشیي  

B تؼذ اص صهاى گزضت t (s)سا تذست آٍسیذ؟  

 

𝐿 = 4 𝑕 − 𝑠𝐵 +  𝑕2 + 𝑠𝐴
2 + 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 

𝐿 = 0           − 4𝑣𝐵 +
2𝑠𝐴𝑣𝐴

2 𝑕2 + 𝑠𝐴
2

= 0             𝑣 =
𝑠𝐴𝑣𝐴

4 𝑕2 + 𝑠𝐴
2
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𝑠𝐴 = 𝑎𝐴  ⟶ 𝑠𝐴 = 𝑎𝐴𝑡 + 𝑐 𝑖𝑓 𝑡° = 0  𝑎𝑛𝑑    𝑠𝐴  𝑡=𝑡0
= 0 ⟶ 𝑐 = 0 

𝑠𝐴 = 𝑎𝐴 × 𝑡 ⟶ 𝑠𝐴 =
1

2
𝑎𝐴 × 𝑡2 + 𝐶 𝑖𝑓    𝑡0 = 0   𝑎𝑛𝑑    𝑠𝐴 𝑡=𝑡0

= 0   

⟶ 𝑠𝐴 =
1

2
𝑎𝐴𝑡

2
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tanrحشوت رسُ ای سٍی سطح هخشٍطی لائن تا سٍاتط  (هثال  ht  ، 2 t  ،z ht تؼشیف 

  تذست آٍسیذ؟tهی گشدد همادیش سشػت ٍ ضتاب رسُ سا دس لحظِ ی هؼیي 

 

𝑖𝑓   𝑟 = 𝑕𝑡 𝑡𝑎𝑛𝛽     ⟶       𝑟 = 𝑕 𝑡𝑎𝑛𝛽     ⟶     𝑟 = 0 

𝑖𝑓          𝜃 = 2𝜋𝑡     ⟶         𝜃 = 2𝜋     ⟶        𝜃 = 0 

𝑖𝑓          𝑧 = 𝑕𝑡 ⟶  𝑧 = 𝑕 ⟶  𝑧 = 0 

𝑣 = 𝑟 𝑒𝑟 + 𝑟𝜃 𝑒𝜃 + 𝑧 𝑘 

𝑣 = 𝑕𝑡𝑎𝑛𝛽𝑒𝑟 + 2𝜋𝑕𝑡 𝑡𝑎𝑛𝛽𝑒𝜃 + 𝑕𝑒𝑘  

 𝑣 = 𝑕 𝑡𝑎𝑛 𝛽 1 + 4𝜋2𝑡2 + 𝑐𝑜𝑡2𝛽 

𝑎 =  𝑟 − 𝑟𝜃2  𝑒𝑟 +  2𝑟 𝜃 + 𝑟𝜃  𝑒𝜃 + 𝑧 𝑘   

𝑎 = −4𝜋2𝑕𝑡 𝑡𝑎𝑛 𝛽𝑒𝑟 + 2𝑕 𝑡𝑎𝑛𝛽 2𝜋𝑒𝜃 + 0 

 𝑎 = 4𝜋𝑕 𝑡𝑎𝑛𝛽 1 + 𝜋2𝑡2 
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  چٌاى تؼییي ًواییذ وِ ٍصًِ تا سشػت z لشلشُ سا تش حسة rدس ضىل صیش ضؼاع  (هثال 

2 ft0.4    ( )
s8000

tv  تالا وطیذُ هی ضَد ؟ 

 

 

𝜔 = 10 𝑟𝑝𝑚
𝑑 = 0.5 𝑖𝑛    
𝑡 = 0            
𝑧 = 0             

  

𝑧 =
𝑑

𝑇
=

𝑑

2𝜋
𝜔

=
𝜔𝑑

2𝜋
 

𝑧 =
10

2𝜋
60  

0.5
12 

2𝜋
⟶ 𝑧 = 0.00694  

𝑓𝑡

𝑠
  

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 0.00694        𝑡 = 144𝑧        (1) 

𝑧0 دس = t0   و  0 =  .ثاتت اًتگشال غفش هی ضَد   0
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 :سشػت هحیطی ایي لشلشُ

𝑟𝜔 = 0.4 +
𝑡2

8000
               𝑟  

2𝜋

60
10 = 0.4 +

𝑡2

8000
           2  

 : جایگزاسی هی وٌین 2 سا دس 1

𝑟 = 0.382 + 2.482𝑧2  


