
 

                            مهدي حاجي پور:تاليف وتدوين                                               :فصل سوم  
 يمدارهاي ساده و آشنايي با روش هاي تحليل

حال كه با دو قانون اصلي تجزيه و تحليل قوانين كيرشهف و هم چنين خواص اجزاء مـدار آشـنا شـديم ،                       
 :ر اين فصل ابتدا به تجزيه و تحليل مدارهاي ساده مي پردازيم د

طبق تعريف، هر مدار ساده از تعدادي شاخه تشكيل مي شـود و هـر شـاخه در مـدارهاي                     
 .است ... ساده يك جزء دو سر مانند مقاومت ، منبع و 

لتـاژ و  تجزيه و تحليل يك مدار ، تعيين جريان و ولتاژ تمام شاخه هاي مـدار اسـت و ايـن و           
 .ناميده مي شوند) شبكه ( جريان ها  ، متغيرهاي مدار 

ساده ترين مدار ها ، مدارهايي هستند كه از تركيب سري يا موازي يك جزء مدار تشـكيل                   
د كه ابتدا تركيب مقاومت ها و سپس منابع و بعد از آن تركيب سلف ها و خازن                  نشده باش 

 .ها را مورد بحث قرار مي دهيم 

 ب اجزاء مدارتركي-1مبحث  

 تركيب مقاومت ها  -3-1 
  مثلث    در مقاومت ها–تبديل ستاره .  3تركيب موازي       .2تركيب سري         .1

  تركيب سري مقاومت ها -3-1-1 
 كه به طور سري به هم وصـل شـده انـد ، مطـابق     vs و منبع  R2 و   R1دو مقاومت غير خطي     ) : 1-3(مثال
 . به دست آوريد abادل دو مقاومت را از سر مقاومت مع. مفروضند ) 1-3(شكل 

 
 )1-3(                                                                      شكل 

 )تعريف مي شود   : Δ(:  هر گاه دو مقاومت به صورت زير تعريف شده باشند :الف 
)i(fvR 2222 =Δ        و           مشخصه)i(fvR 1111 =Δمشخصه  

 :با توجه به قوانين كيرشهف داريم  :جوا ب 



iiiKCL 21 ==⇒ 
s2211s21 v)i(f)i(f0vvvKVL =+⇒=−+⇒ 

)i(f)i(f)i(fv 21s =+= 
i(fv( مقاومتي است با مشخصه R2 و R1مقاومت معادل دو مقاومت  =.  

 : را در نظر بگيريم R2 و R1ي كه دو مقاومت خطي در صورت: ساده ترين حالت 
 2222 iRvR =Δ   1111 مشخصه    و iRvR =Δمشخصه  

i)RR(iRiRiRiR 21212211S +=+=+=ν 
iR: در نتيجه  eqS =ν 21 يعنيeq RRR  . مي شود =+

 :هر گاه دو مقاومت به صورت زير تعريف شوند :ب
)v(gi 222 = Δ2R    مشخصه     و )v(gi 111 = Δ1Rمشخصه  

 :در اين حالت دو وضعيت براي مشخصه مقاومت ها مطرح است  :جواب 
 :مشخصه مقاومت ها معكوس پذير است يعني  .1.ب 
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 :در نتيجه طبق قانون ولتاژ ها 
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i(fv(يعني معادل دو مقاومت ، يك مقاومت با مشخصه   .   مي باشد =
 . در نظر مي گيريم G2 و G1دو مقاومت خطي : ساده ترين حالت 
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 :در نتيجه 
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در ايـن صـورت از روش تحليـل مقاومـت           .در صورتيكه مشخصه مقاومت ها معكوس پذير نباشـند           .2.ب
 .نيست و بايد از روش ترسيمي مقاومت معادل را بدست آورد معادل قابل محاسبه 

بنـابراين  .  بايد ولتاژ مقاومت ها جمع شـود         KVL حريان مقاومت ها يكسان است و طبق         KCLچون طبق   
ــكل      ــد ش ــي مانن ــين و مشخص ــان مع ــازاء جري ــيمي ب ــع    ) 2-3(در روش ترس ــم جم ــا ه ــا را ب ــاژ ه  ولت

 . است R2 و R1 مقاومت مي كنيم و مشخصه حاصل مقاومت معادل دو



 
 )2-3(شكل

 . يك مقاومت خطي باشد R2فرض مي كنيم مقاومت 
  222 VGi =, )v(gi 211 = 

 
 :نتيجه 

شرط تعيين تركيب سري مقاومت ها از روش تحليلي اين است كه مقاومت ها بايـد كنتـرل                   
 .شده با جريان باشند 

 :ت هاي خطي داريم در مورد تركيب سري مقاوم 
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  : داريم G2 و G1 در مورد مقاومت هاي مساوي و يا دو مقاومت 
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تحليل اين است كـه ولتـاژ       شرط استفاده از مقاومت معادل مقاومت هاي سري در تجزيه و             

 .دو سر هركدام از مقاومت ها مورد نظر نباشند 

  تركيب موازي مقاومت ها-3-1-2 

) 3-3( كه بطور موازي به هم متصل شده اند مطـابق شـكل              R2 و   R1مت غير خطي    . دو مقا   :)2-3 ( مثال
 .مفروضند 



 
 )3-3(شكل 

 . بدست آوريد abمت معادل دو مقاومت را از دو سر .مقا
 : هرگاه دو مقاومت بصورت زير تعريف شده باشند :الف 

)v(gi 111 = Δ1Rمشخصه  
 

)v(gi 222 = Δ2Rمشخصه  
 

 :داريم ) 3-3( با توجه به قوانين كيرشهف در مدار شكل :جواب 
VVVKVL 21 ==⇒ 

   
21S iii)1(KCL +== 

 
)v(g)v(g)v(g)v(g)v(gi 212211S =+=+= 

 
v(gi(مت معادل دو مقاومت داراي مشخصه .مشخصه مقا  .  است =

 : است كه G2 و G1ساده ترين حالت تركيب دو مقاومت خطي 
 222 VGi 111 و  = VGi = 

 
V)GG(VGVGVGVGi 21212211S +=+=+= 

 
VGi eqS = 

 : از مقايسه دو رابطه نتيجه مي شود 
21eq GGG += 

 . هرگاه دو مقاومت بصورت زير تعريف شده باشند  : ب 
)i(fvR 1111 =Δمشخصه  



 
)i(fvR 2222 =Δمشخصه  

 . در اين حالت دو وضعيت براي مشخصه مقاومت ها مطرح است :جواب 
 :مت ها معكوس پذير است ، يعني  مشخصه مقاو.1.ب
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 : داريم KCLدر نتيجه طبق 
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v(gi(در نتيجه مقاومت معادل دو مقاومت از روش تحليلي با مشخصه   .   بدست مي آيد =
 

 : است ، در اين صورت R2 و R1 خطي ساده ترين حالت تركيب دو مقاومت
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در مقايسه با رابطه خطي 
eqR

Vi  :  نتيجه مي شود كه =
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 . معكوس پذير نيستند R2 و R 1مشخصه مقاومت هاي . 2.ب
  KCL و   KVLاين حالت بايد از روش ترسيمي مقاومت معادل را بدست آورد و با توجـه بـه شـرايط                    در  

كه ولتاژ دو سر مقاومت ها مساوي است بازاء ولتاژهاي معين جريان هاي مقاومت هـا را از مشخصـه هـا                      
 .بدست مي آوريم و با هم جمع مي كنيم 

 . بدين منوال مي توان عمل كرد ضمناً براي تعيين معكوس يك مقاومت از روش ترسيمي
 . نيمساز ربع اول و سوم را رسم مي كنيم  -1

 .قرينه مشخصه مقاومت را نسبت به نيمساز بدست آورده و رسم مي كنيم  -2

جاي محور ها ي ولتاژ و جريان را عوض مي نماييم ، مشخصه حاصـل معكـوس مشخصـه اول                     -3
 .است 



i(fV( : )3-3(مثال  .را در نظر گرفته و معكوس آن را رسم نماييد ) 4-3( شكل =

 
 )4-3(شكل 

 .از تجزيه و تحليل تركيب موازي مقاومت ها نتايج زير حاصل مي شود 
در صورتيكه مقاومت ها موازي كنتـرل شـده بـا ولتـاژ باشـند ، از روش تحليلـي مـي تـوان               

مت ها كنترل شده    شرط تركيب موازي اين است كه مقاو      ( مقاومت معادل را بدست آورد      
 . )با ولتاژ باشند 

 :در مورد تركيب موازي مقاومت هاي خطي داريم  
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 : داريم  R2 و R1 در مورد تركيب مقاومت هاي مساوي و يا دو مقاومت 
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 موازي در تجزيه و تحليل اين اسـت        شرط استفاده از مقاومت معادل مقاومت هاي       

 يا پاسخي از مدار نباشد كه جريان هركدام از مقاومت ها مورد نظر

 : تعريف مقاومت معادل-3-1-3 

متي است   مقاومت معادل اين شبكه ، مقاو      در نظر بگيريم   )5-3(اه يك شبكه مقاومتي مانند شكل       هرگ 
vabكه اگر بجاي  شبكه مقاومتي قرار گيردولتاژ دو سر شبكه            

 وجرياني كه واردشبكه مي شود با       
 شـبكه و مقاومـت   به عبارت ديگـر . ولتاژ دو سر مقاومت معادل وجريان عبوري از آن برابر باشند           

 .معادل اثر يكساني بر بقيه قسمت ها داشته باشند

مت معادل از رابطه مقدار مقاو
i

R vab
eq  . بدست مي آيد=



       
                                                                                                  )5-3(شكل             

 سر هاي مختلف جداگانه محاسبه   مقاومت معادل از  باشـد،   شبكه كه داراي سر هاي متفاوتي         يك  
ميگرد دو معمولا اًز لحاظ مقدار متفاوتنـد،مگر در حالـت           

 .خاص

يگ شبكه مقاومتي چهار سر  را نشان مـي دهـد كـه               ) 6-3(شكل  
 . تعريف شده اندcdR وabRبا معادل مت ها .مقاو

                                                                      
 
 

)R(a,bرا از دو نقطه )  الف 7-3(مقاومت معادل شبكه مقاومتي شكل): 4-3(مثال ab   و از دو نقطه −
c,d)R( cd  .) فرض شوندRمقاومت ها مساوي با مقدار .( محاسبه كنيد−

 
 )ب                                               ()       الف(

     
 )د)                                                      (ج(

 )7-3(شكل 
 

 )6-3(شكل 



)  ب 7-3(همـانطور كـه در شـكل     :abابتدا محاسبه مقاومـت معـادل از طـرف سـر           : جواب •
 با هـم سـري و بـا مقاومـت           4R و   3R مقاومت هاي    cdز بودن سر    مشاهده مي شود و به علت مدار با       

2R موازي هستند بنابراين مقاومت معادل اين قسمتR   :برابراست با ′
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Rبا جانشيني  . نتيجه مي شود ،دراين حالت مقاومت ها با هم سري هستند) ج 7-3( مدار معادل شكل ′
 : بنابراين
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 6R و   1R مقاومت هاي    abسر   در اين حالت بدليل مدار باز بودن      :    cd محاسبه مقاومت معادل از طرف    

 بـا هـم سـري و      3R و 2Rمقاومت هاي   )  د -7-3( ودر اين حالت مطابق شكل       در مقاومت معادل تا ثير ندارد     
 : برابراست با cd مقاومت معادل از طرف بنابراين:  موازي است 4Rقاومت نتيجه آن ها با م
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 : مثلث– تبديل اتصال ستاره -3-1-4 

متصل شده اند كه ابتدا از طريق تركيب سـري يـا مـوازي     نمـي                   بعضي موارد مقاومت ها طوري بهم          
 حساب كرد ا ما با يك  تبد يل امكان تركيب و تعيـين مقاومـت معـادل حاصـل مـي                       توان مقاومت معادل را   

 . مثلث مي پر دازيم –از اين لحاظ به بررسي تبد يل ستاره .شود 
يـك   ) 8-3(هرگا ه سه مقاومت مطـابق شـكل    :(y- Conection)اتصال ستاره مقاومت ها  

ه بقيه شبكه اتصـال يافتـه باشـد اتصـال را           سر آن ها به يك گره متصل شده باشند و سر ديگر آن ها ب              
 . گويند(y)ستاره يا 

 
 )8-3(شكل 

ش



بهـم  ) 9-3( هرگاه سه مقاومت مطـابق شـكل    :(Δ- Conection) اتصال مثلث مقاو مت ها 
 .گويند ) Δ(متصل شده باشند اين اتصال را مثلث يا 

 
 )9-3(شكل

اره و مثلث زماني معادل هـم هسـتند         همانگونه كه درتعريف مقاومت معادل مطرح شد دو اتصال ست          
 مقاومـت  اثر يكساني بربقيه شبكه داشته باشند بـه عبـارت ديگـر              AC و   AB , BCكه از هر دو گره      

 :دو اتصال مساوي باشنددر  معادل از بين هر دو گر ه 
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 .با توجه به روابط فوق دو حالت تبديل امكان پذير است 
I.(    اگر مقاومت هاي اتصال مثلث شـكل         :تبديل مثلث به ستاره )123) الـف   -10-3 R,R,R  

-10-3(فوق مي توان مقاومت هاي ستاره معادل مثلـث شـكل           باحل دستگاه ،     معلوم باشند 
  .را تعيين كرد) ب 
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 )الف)         (10-3(شكل)           ب           (
 : و روابط مقاومت معادل ها توجه شود مي توان نتيجه گرفت  )ب10-3(ر در شكل اگ
 

 



 
II.  (     در اين حالت فرض بـر ايـن اسـت كـه        : تبديل ستاره به مثلثRa و Rbو Rc  مقاومـت 

 ).11-3(بايد محاسبه شوند شكل R3 و R1 ، R2هاي ستاره معلوم هستندومقاومت هاي

 
 )11-3(شكل

اگر روابط حاصل از تبديل مثلث به ستاره را دو به دو در هم ضرب كنيم و با هم جمع كنـيم ،                      
 :داريم 
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 : تقسيم كنيم Rc و Rb و Raحال اگر اين عبارت را به ترتيب بر 
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 :و روابط مقاومت معادل ها توجه شود ، مي توان نتيجه گرفت )11-3(اگر به شكل 

 
 

.  بـه دسـت آوريـد        b a، از دو نقطـه      )12-3(مقاومـت معـادل شـبكه مقـاومتي را در شـكل               :)5-3(مثال
 .) فرض شوند Rبر مقاومت ها مساوي و برا(
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 )12-2(شكل

 در اين مثال براي تعيين مقاومت معادل لازم است يك تبديل ستاره به مثلث يا بعكس انجام گـردد                 :جواب  
 .تا بتوان مقاومت معادل را محاسبه نمود 
 : را به مثلث تبديل كنيم R5 وR3 و R2فرضاً اگر ستاره حاصل از مقاومت هاي 

        
 )ب)                         (13-3(شكل)                      الف            (             

 
 

 :و فرم كلي تبديل ستاره به مثلث و مساوي بودن مقاومت ها داريم )  الف13-3(با توجه به شكل 
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4R,R(مقاومت هاي   ) ب13-3(در نتيجه در شكل      6R,R(و   ) ′ موازي و با هم سري هسـتند و سـپس           )′′
Rنتيجه تركيب آنها با   : موازي است ′′′
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432 وبا تبـديل مثلـث       cd را از دو سز      )12-3( مقاومت معادل شبكه شكل   :تمرين  R,R,R   بـه 
 .ستاره حساب كنيد

 : تركيب منابع نابسته -3-2 

 : تركيب منابع ولتاژ نابسته -3-2-1 
منبـع    هرگاه چند  .نابع ولتاژ مي توانند بطور سري متصل شوند         م: تركيب سري منابع ولتاژ   )  

ولتـاژ   منبع آن ها  بطور متوالي بهم وصل شده باشند مي توان بجاي        ) 14-3(ولتاژ مانند شكل    
به طـور   .ع ولتاژ بدست مي آيد    جمع جبري ولتاژ مناب    مقدار منبع معادل از    معادلي قرارداد كه  

S3S2S1Seq:مثال  vvvv +−= 
 

 
 )    14-3(                                               شكل

چون منابع ولتاژ مانند مقاومت هاي كنترل شد ه با جريان هسـتند تركيـب سـري                 : از لحاظ تحليلي   
 .ها امكان دارد نآ

 .راي افزايش ولتاژ بكار مي رود تركيب منابع ولتاژ باز لحاظ عملي 

II.     زيرا نقض  ،  نيست امكان پذير  تركيب موازي منابع ولتاژ در حالت عمومي      :تر كيب موازي منابع ولتاژ
 . خاص كه منابع مساوي مي باشند حالتدر مگركننده قانون ولتاژ ها است،

 ـبه دليل نا محدود بودن حريـان كـا ربـر د             )تئوري  (تركيب موازي از لحاظ نظري         اماازلحـاظ   داردن
 جريـان را   ،عملي به دليل محدوديت جريان منابع ولتاژ فيزيكي با مـوازي بسـتن منـابع مسـاوي                  

 .افزايش مي دهند

 يب منابع جريان نابسته ترك-3-2-2 
I.(   هرگـاه تعـدادي منبـع جريـان        . تركيب موازي منابع جريان مقدور است       : تركيب موازي منابع جريان

وازي بهم بسته شده باشند،ميتوان بجاي آن ها منبع جرياني كه مقـدار             بصورت م  )15-3(مطابق شكل   
S3S2S1Seq:مانند . ش از جمع جبري مقدار منابع جريان حاصل مي شود قرارداد  iiii +−= 



 

 
 )15-3(شكل

 بنـابراين امكـان تركيـب      منابع جريان مانند مقاومت هاي كنترل شده با ولتاژ عمل مي كنند            
 .دور استها مق آن موازي

II. (     تركيب سري منابع جريان بدليل نقض قانون جريان هـا در گـره اتصـال در                :تركيب سري منابع جريان
 .منابع جريان مساوي باشند مقدور نيست مگر در حالت خاص كهحالت عمومي 

 : تر كيب  خازن ها -3-3 
قـط تركيـب خـازن هـاي        با توجه به كاربرد بيشتر خازن هاي خطي تغيير ناپذير با زمان در مدار هـا ف                

 .خطي را مورد تحليل قرار مي دهيم 
I.( شكل  چند خازن مطابق  هرگاه: تركيب سري خازن ها)بسته شده باشند متوالي) 16 -3: 

 
 )16-3(شكل

 : استفاده نموده نتيجه ميگيريم وجريان از قوانين جريان ها و ولتاژها وهمچنين رابطه با رالكتريكي 
qqqqKCL N21 ====⇒ L SN21  و     vvvvKVL =+++⇒ L  

  KVLدرصورتيكه ولتاژ اوليه خازن ها برابر صفرفرض شودو با توجه به تعريـف خـاز ن هـا در معادلـه     
 :مقدار قرار دهيم چنين نتيجه مي شودq برحسب 

0)0(v)0(v)0(v N21 ==== L   و   
c
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∑ :نتيجه مي شود كه  يسه دو رابطه از مقا
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 گويند وبا الاستانسعكس ظرفيت خازن را  
C
1S ∑:  نشان مي دهند در نتيجه =

=

=
N

1K
Keq SS 

q(gv( شده با بارالكتريكي باشند شرط تركيب سري خازن ها اين است كه خازن ها كنترل  =   

∑اثبات رابطه  
=

=
N

1K Keq C
1

C
vdti)0( با استفاده از رابطه 1

C
1)t(v c

t

0
cc +=   و قانون ولتاژ ها∫

KVL) (نيز مقدور است) .ده دانشجويانه عهاثبات ب( 

II. (   با ظرفيت    هرگاه چند خارن خطي    : تركيب موازي خازن ها N21 CC,C( L  17-3 (مطابق شكل   را (
 .   جانشين آن ها كردeqC متصل شوند مي توان خازني با ظرفيت هم  موازي بهبصورت

 

 
 )17-3(شكل 

 
 :براي تعيين ظرفيت معادل ابتدا قوانين جريان وولتاژ را در مدار مي نويسيم 

N21 qqqqKCL +++=⇒ L vvvvKVL  و   N21 ====⇒ L cvq  و   =  
vCq ومقايسه با KCL درمعادله q بجاي Cvبا قراردادن  eq=چنين نتيجه مي شود : 

eqN21N21NN2211 C)CCC(v)CCC(vCvCvCq =+++⇒+++=+++= LLL  

∑
=

=
N

K
Keq CC

1
 

موع در حالت موازي برابر با مج, از رابطه فوق نتيجه مي گيريم كه ظرفيت خازن  معادل 
 .ظرفيت خازن هاي موازي است

 .شرط تركيب موازي خازن ها بطور كلي اينست كه خازن ها كنترل شده با ولتاژ باشند 

∑اثبات رابطه  
=

=
N

K
Keq CC

1

 با استفاده از رابطه 
dt
dv

Ci c
C در ) ( KCL و قانون جريان ها=

 )اناثبات بعهده دانشجوي.( مورد خازن ها مقدور است

Nqqqq در مورد خازن هاي موازي رابطه  +++= L21  عنوان  بهو همواره صادق است 
 .در خازن ها ناميده مي شوداصل بقاءبار الكتريكي 

12 هرگاه دو خازن: )6-3(مثال • ,CC با ولتاژ اوليه V1  و   V2 توسط كليدS 3( مطابق شكل-
 .متصل شده اند بهم) 18



 
 )18-3(كلش

 . درست در لحظه بسته شدن كليد بدست آوريدرا )v(ولتاژ دو سر تركيب خازن ها   : )الف
انرژي ذخيره شده در خارن ها را قبل وبعد از بسته شدن كليد محاسبه نموده و اصل بقاء ) : ب

 .                                          انرژي را مورد بررسي قرار دهيد
                                                                                                                                       

 :جواب  •

qqq: خازن ها مي توان نوشتبار الكتريكي ا صل بقاءبا توجه به : الف =+   :كه دراين رابطه  21
111 VCq  C1       بار ذخيره شده درخازن =
222 VCq       C2 بار ذخيره شده در خازن  =

VCq eq=بار ذخيره شده در خازن ها پس از بسته شدن كليد   
بعد از بسته شدن كليد خازن ها با هم موازي مي شوند وظرفيت معادل برابراست 

21:با CCCeq VCCVCVCVC بنابراين  =+ eq )( 212211  :  در نتيجه+==+

21

2211

CC
VCVC

V
+
+

=  

   :                                                                      شده در خازن ها به ترتيب عبارتند از انرزي ذخيره:ب

2:   قبل از بسته شدن كليد  C1انرژي ذخيره شده در خازن
111 2

1)0( VCW =−                                                                    

2 : قبل از بسته شدن كليد C2 انرژي ذخيره شده در خازن
222 2

1)0( VCW =− 
 

 :   ه شده درخازن ها قبل از بسته شدن كليدذخيرانرژي كل
        

2
22

2
1121 2

1
2
1)0()0()0( VCVCWWW +=+= −−−  

2:  انرژي ذخيره شده پس از بسته شدن كليد
21 )(

2
1)0( VCCW +=+       



 ي   بايد توجه نمود كه انرژي ذخيره شده در خازن ها قبل از بسـته شـدن كليـد بيشـتر از انـرژ                      
 براي اينكه ساده تر به اين مفهوم برسيم. كليد است ذخيره شده درآن ها پس از بسته شدن

ــا فـــرض را)ب(قســـمت  ــا C1=C2=C بـ ــا برابربـ    حـــلV2=0 و V1=V0:   وولتـــاژ اوليـــه خـــازن هـ
 : قبل از وصل كليد انرژي ذخيره شده در خازن ها.محاسبه  مي نماييم

2
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2
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0212 CV
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 : ا بعد از بسته شدن كليدمحاسبه انرژي خازن ه
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مشاهده مي شود در اين حالت انرژي پس ار بسته شدن كليد نصف اثرژي ذخيره شده قبـل                  همانگونه كه   
 . از بسته شدن كليد است

بر مبناي اصل بقاء انرژي دو نكته مطرح است اول اينكه چرا انرژي كاهش يافته و دوم اينكه مقدار تفاضـل                     
 و انرژي صرف چه كاري در مدار شده است؟.د

اگر دقت نماييم متوجه مي شويم هنگا مي كه كليد بسته مي شود يك جريان ضربه در مـدار ايجـاد شـده                       
و انـرژي   . واين جريان با عث متعادل شدن ولتاژ خازن ها درست درلحظه بسـته شـدن كليـد مـي گـردد                    

 . شودصرف كار وانتقال بار هاي الكتريكي در مدار مي

  تركيب سلف ها-3-4 

 بدليل كاربرد بيشتر سلف هاي خطي تغيير ناپذير با زمان در مدار ها تركيب آن هـا           –اولاً     دراين مبحث   
 . فرض مي نماييم كه سلف ها بر هم اثر القا يي ندارند–ثانياً . را مطرح مي كنيم 

I.(12 شامل چند سلف خطي با القاگري         مداري : سلف ها   سري تركيبN L,L,,L L      كه بطـور متـوالي 
 .در نظر مي گيريم) 19-3( به يك منبع ولتاژ مطابق شكل

 

 
 )19-3(شكل 

 : در اين مدار با توجه به رابطه ولتاژ و شار مغناطيسي وقوانين جريان ها و ولتاژها داريم

iiiiKCL N21 ====⇒ L SN21 و   vvvvKVL =+++⇒ L   

يا ϕ=ϕ++ϕ+ϕ N21 L  

    Li=ϕجريان اوليه سلف ها را صفر فرض مي كنيم ،با توجـه بـه تعريـف سـلف بجـاي شـار  از رابطـه                           
 :درمعادله فوران ها مقدار قرار مي دهيم 



0)0(i)0(i)0(i N21 ==== L  و  
iLi)LLL(iLiLiL eqN21NN2211 =+++=+++=ϕ LL  

 :از مقايسه بين معادلات فوق نتيجه مي شود 

N21eq LLLL +++= L ∑ يا  
=

=
N

1K
Keq LL  

مكـان  ا شده با جريان باشند از لحاظ تحليلي       تركيب سري سلف ها در صورتي كه كنترل        
 .پذيراست 

N21  رابطه  ϕ++ϕ+ϕ=ϕ L             و اصـل بقـاء شـار        در مورد سلف هاي متـوالي  صـادق اسـت 
  .مي شود ناميده مغناطيسي ) فوران(

 رامي توان با استفاده از رابطـه       Leq  القاگري معادل  
dt
diLvL بـه شـرح زيـر بـر حسـب          KVL و   =

 .القاگري سلف ها بدست آورد

dt
diL

dt
di)LLL(

dt
diL

dt
diL

dt
diLvKVL eqN21N21S =+++=+++=⇒ LL  

II. ( يك مدار متشكل از چند سلف خطي تغيير ناپذير با زمان والقاگري :  تركيب موازي سلف ها
12 , LLLN Lكه بصورت موازي متصل شده ا ند درنظر مي ) 20-3(ابق شكل  و جريان اوليه صفر مط

 .گيريم 
 

 
 )20-3(شكل

 طبق تعريف سلف 
L

iLi ϕϕ     وبا بكار بردن قوانين جريان ها و ولتاژ ها در مدار نتيجه ميگيريم=⇔=

            :  0)0()0()0( 21 ==== Niii L و  NS iiiiKCL +++=⇒ L21                          
vvvvKVL N ====⇒ L21 Nϕϕϕϕ يا   ====⇒ L21  

ϕϕϕϕϕϕϕ
)111(
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S LLLLLLLLL

i +++=+++=+++= LLL  

:طبق مدار معادل داريم
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S L
i ϕ
 :  از مقا يسه دو رابطه اخير نتيجه مي شود =

∑
=

=⇔+++=
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K KeqNeq LLLLLL 121

111111
L  



 عكس ضريب القاء را ضريب القاء معكوس گويند وآن را با           
L
1

=Γ) نشان مي دهنـد و     ) گاما
ــد آن  ــانري    (Η−1واح ــوس ه ــوازي     ) معك ــاي م ــلف ه ــورد س ــابراين در م ــت بن اس

∑:داريم
=

Γ=Γ
N

K
Keq

1

 

شرط تعيين سلف معادل در تركيب موازي به روش تحليلي اينست كه سلف ها كنترل شده                 
 i=g(v):باشند) فوران(با شار

صــورتي كــه ســلف هــا داراي القــاگري مســاوي باشــند مــي تــوان از روابــط در 
N
LLeq = 

Γ=Γيا Neq استفاده نمود وبراي تعيين سلف معادل دو سلف موازي داريم  :
21

21

LL
LL

Leq +
= 

 برحسـب ولتـاژ     براي اثبات روابط فوق وتعيين ضريب القاء معادل مي توان از رابطه جريـان              

)0(1)(
0
∫ +=
t

LLL idtv
L

ti وشرايط اوليه صفر استفاده نمود و در KCL  جانشين كرد. 

 : به تحليل چند مثال مي پردازيميك قطبيدر پايان اين بخش با  تعريف   

كه دو سر خروجي ) 21-3( شبكه اي است مطابق شكل One Port):( يك قطبي -3-4 
 رابطه بـين ولتـاژ دو سـر       ان يك قطبي مورد نظر است       دارد و آنچه در مورد شبكه  به عنو        

 )v(       و جريان خروجي از شبكه(i)      است وطريقه اتصال اجزاو جريان يا ولتاژ شاخه هـا ي درون 
 .  نيست مطرحآن 
       

 
 

 )21-3(شكل 

  مثال هاي تكميلي-3-5 

اي خطـي مفـروض     يك شبكه يك قطبي شامل منابع نابسته ومنـابع وابسـته و مقاومـت ه ـ              ):7-3(مثال •
iv:رابطه بين ولتاژ وجريان آن عبارت اسـت از , است   35  مدار معادل تونن ونورتن يك قطبـي را  =−

 .رسم كنيد (i-v)بدست آورده ومشخصه آن را در صفحه 



ــواب • ــونن       :ج ــدارمعادل ت ــيم درم ــي كن ــم م ــورتن را رس ــونن ون ــدارمعادل ت ــدا م   ابت
iRVvداريم  ) ب-22-3(شكل thth حال بامقايسه دو رابطه مدار معادل ويك قطبي نتيجه مي           .=−

==Ω:گيــريم 3,5 th
VOLTS

th RV وبــا توجــه بــه روابــط تبــديل مــدار معــادل تــونن ونــورتن 
Ω==== 3,
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thN
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N RR

R
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I    در شكل   مشخصه يك قطبي خط مستقيمي است كه      .  مي شود 

[با نقاط ) ج-3-22(
3
5,0[ == iv 0,5[ و[ == ivرسم شده است. 

 

 
 

 )ج)                                                  (ب)                                            (الف                              (
 )22-3(                                                    شكل                              

 
 به سر هاي شبكه يك i2(0)=4A ) (و  )  i1(0)=2A (0جريان اوليهموازي با  دو سلف : )8-3(مثال •

 t≤0 در صـورتي كـه ولتـاژ بـراي زمـان هـاي      .   متصل شده انـد )الف-23-3 (مطابق شكل  )N( قطبي
tetv بربابرا   :باشد ولت )(12=−

 .بدست آوريد t≤0 را براي (i)معادل و جريان سلف  معادلي قرارداده بجاي سلف ها سلف   :الف
),()(:ب  12 titi  0  را براي≥t  محاسبه كنيد. 
 .نماييد   را قبل از بسته شدن كليد حسابانرژي كلو سلف هرمقدار انرژي ذخيره شده در: ج 
≥>∞ زماني در فاصله: د t0چقدر انرژي به يك قطبي داده مي شود . 
 

 
 )   ب)                   (23-3(شكل)                     الف(



 
 :جواب •

=Η:ضريب القاء معادل برابر است با     :الف
+
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Leq   قرار دادن سلف معـادل     با 

 .جريان راحساب مي كنيم , ومحاسبه جريان اوليه آن ) ب-23-3(مطابق شكل 
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 جريان ها را به ترتيب حساب مي نماييم, با توجه به معادله جريان برحسب ولتاژ:ب:
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 قيمتجزيه وتحليل مدارهاي ساده مقاومتي جريان مست-2مبحث  
 
 

در مبحث دوم از تحليل مدار ها در اين فصل به تحليل مـدارهاي سـاده جريـان مسـتقيم يـك حلقـه اي و                  
 مي آوريم دوكره اي پرداخته و سپس روابط تقسيم ولتاژ و تقسيم جريان را به دست 

 .تجزيه وتحليل مدارهاي يك حلقه اي-3-10 
 : مي كنيم تجزيه و تحليل مدار هاي يك حلقه اي را با مثال شروع

 )9-3(مثال  •
 ولتاژها و جريان مدار را به دسـت  ، در نظر گرفته) الف-24-3( يك مدار ساده مانند شكل: الف  

 .در مدار تحقيق كنيد آورده و توان اجزاء مدار را محاسبه كرده و اصل بقاء انرژي را 

 
 )ب                      ()  24-3(شكل)                        الف                          (

 : در تحليل مدارها همان طور كه قبلاً ذكر گرديد دو قانون كيزشهف همواره صادق اند ، بنابراين :تحليل
I.  (     از قانون جريان ها)KCL (               به دليل سري بودن اجزاء مدار نتيجه مي گيريم ، جريان همه اجزاء يكسان

 .   است iو برابر   

II.  (   ولتاژهاي    قانون ولتاژها پيرامون حلقه      دنبراي به كار بر V12وV  طـابق شـكل      را م)دو سـر   ) ب-24-3
 را  KVLدر جهت عقربه هاي سـاعت معادلـه           فرض مي نماييم و سپس با حركت       R2 و R1مقاومت هاي   

   :مي نويسيم
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⎨

⎧
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=+++−⇒

iRV

iRV

VVVVKVL SS

22

11

2211 0

 

III.  (      جريان با توجه به قرارداد متناظر و قانون اهم ولتاژ مقاومت ها را بر حسب i    مشخص مـي كنـيم و بـا 
 ، يك معادله يك مجهولي حاصل مي شـود و بـا حـل آن جريـان مـدار بـه                      KVLجاي گذاري در معادله     

 .دست مي آيد 
2S1S2122S11S VVi)RR(0iRViRV −=+⇒=+++− 

21

2S1S

RR
VV

i
+
−

= 

ال(



 :نتايج حاصل از تحليل فوق تا اين مرحله عبارتند از 
 با جهت مشخص ، مي توان قانون ولتاژهـا          i قانون جريان ها و انتخاب جريان فرضي         با استفاده از   )1

 :را در يك مرحله نوشت 

2S1S2122S11S VVi)RR(0iRViRV −=+⇒=+++− 

21

2S1S

RR
VV

i
+
−

= 

 حاصل از هر كدام از حـالات فـوق          iدر مورد جريان    .  يا پلاريته ولتاژها فرضي مي باشند        iجهت   )2
 :دو وضعيت امكان پذير است 

a. 2اگرS1S VV 0i باشد ، <  . مي شود و جهت فرضي صحيح است<

b.   2اگرS1S VV 0i باشد ،  >  مي شود و جهت فرضي خلاف جهت اصلي اسـت و در ايـن               >
 . تغيير نمي كند ، فقط علامت آن صحيح نيست iالت مقدار ح

iRVولتاژدو سر مقاومت ها از روابط        )3 1R1
iRV و   = 2R 2

 به دست مي آيند و علامت ولتاژها        =
 . دارد iبستگي به علامت جريان 

IV.  (  0 پس از تعيين جريان ها و ولتاژها با فرض           :ء مدار محاسبه توان اجزاi 2S1S يا < VV  توان اجـزاء    <
 : را حساب مي كنيم 

0iRPتوان مقاومت ها همواره مثبت است                                  2
2R 2

0iRP  و =< 2
1R1

>= 
0iVP:                                                                      توان را جذب مي نمايد2SVمنبع  2SV 2S

>= 
0iVP:                                                                           انرژي دهنده است1SVمنبع  1SV 1S

<−= 
 

v120V  در صورتي كه   :ب 1S v30V و = 2S =Ω و مقاومت هـا    = 30R1 و Ω= 15R ،  باشـند  2
 ))25-3(شكل  . (مجدداً مدار را تحليل كنيد

 

 
 )                            25-2(شكل                                                                            

 
درجهـت عقربـه هـاي    ( را در مدار فـرض مـي كنـيم و سـپس قـانون ولتاژهـا را             i ابتدا جريان    :تحليل  
 :به كار مي بريم ) ساعت 

90i4530120i)1530(0120i1530i30 =⇒−=+⇒=−++ 



A2
45
90i == 

v60230iRV 130 =×==Ω 
v30215iRV 215 =×==Ω 

 :محاسبه توان 
w120230iRP 22

130 =×==Ω 
w60215iRP 22

215 =×==Ω 
w60230iVP:                     متناظرند 2SVبا توجه به اينكه ولتاژ و جريان در منبع 2Sv30 =×==  

    : متناظر نيستند 1SVبا توجه به اينكه ولتاژ و جريان در منبع 
w2402120iVP 1Sv120 −=×−=−=    

02406060120:                                                 و با كاربرد اصل بقاء انرژي داريم  =−++ 
 

 )10-3(مثال
)(كه شامل يك منبـع ولتـاژ وابسـته بـه ولتـاژ              ) الف-26-3( در مدار يك حلقه اي شكل        AV   ، مـي باشـد 

 .جريان و ولتاژها و توان اجزاء مدار را به دست آوريد و اصل بقاء انرژي را تحقيق كنيد 
 

 
 )ب)                   (26-2(شكل )                    الف(

 
 :جواب 

I.  (       ابتدا براي مدار با توجه بهKCL             120 يك جريان فرضي در جهت خارج شـدن از منبـعv  ظـر   در ن
 ))ب-26-3(شكل (مي گيريم 

II.  ( قانون ولتاژها را به كار برده و يكي از معادلات)را مي نويسيم  )2(يا) 1 :     

( ) 0120VV2i301 AA =−−+⇒ 
( ) 0120i15V2i302 A =−++⇒ 

III.  (از آنجا كه با معادلهKVL ) 1 ( يا)به تنهايي نمـي تـوان مسـئله را حـل نمـود و بـه دليـل منبـع         ) 2
 اضافه شده اسـت ، رابطـه ديگـري          i مدار    متغير به) عامل كنترل منبع وابسته    (AVر  متغي,  وابسته  



همان طور كه مشاهده مي شود رابطه اي كه مي توان نوشت ، عبارتست از رابطه          . مورد نياز است    
)V(عامل كنترل منبع وابسته  Aير مدار  با متغi يعني i15VA −= 

IV. ( حال دستگاه: 

⎩
⎨
⎧

−=
=−++

i15V
0120i15V2i30

A

A   يا     
⎩
⎨
⎧

−=
=−−+

i15V
0120VV2i30

A

AA 

A8i. را حل مي نماييم   .)جهت فرضي جريان صحيح بوده است( مي شود =
V.  ( با ولتاژ دو سر مقاومت ها به ترتيب برابر است: 

v240830V30 =×=Ω 
v120815V15 =×=Ω 

v240)815(2)i15(2V2ولتاژ منبع ولتاژ وابسته                 A −=×−=−= 
 :توان اجزاء مدار 

w1920830i30P 22
30 =×==Ω 

w960815i15P 22
15 =×==Ω 

w9608120P                 :              با توجه به قرارداد متناظر v120توان منبع  v120 −=×−= 
w19208)240(i)V2(P: با توجه به قرارداد متناظر AV2توان منبع وابسته  AV2 A

−=×−== 
 :            نتيجه

096096019201920 =−+− 
 ) :10و9-3(نتايج حاصل از تحليل مدار يك حلقه اي مثال

به دليـل  )10-3( با هم سري هستند، اما در مثال      Ω15 و   Ω30در هر دو مدار مقاومت هاي        .1
  است ، تركيب مقاومـت هـا       (VA) عامل كنترل منبع وابسته      Ω15اينكه ولتاژ دو سر مقاومت      

 .. امكان ندارد  در تحليلي فوق

 انرژي دهنده است و مقدار      2VA، منبع وابسته    نتيجه مي شود  ) 10-3(همان طور كه از مثال       .2
 يـا   V120 بسـتگي بـه شـرايط مـدار دارد و در صـورتي كـه مقـدار منبـع                     2VAمنبع وابسته   

) 9-3( مقدار منبع وابسته تغيير مي كند در صـورتي كـه در مثـال                 نمايد  تغيير Ω30مقاومت  
 .تاثيري ندارد V30ر فوق الذكر درمقدار منبع نابسته هرگونه تغيير در مقادي

   تجزيه وتحليل مدار هاي دو گره اي-3-11 
رسانايي  و IS2و IS1كه شامل منابع جريان     )الف    -27-3(شكل   مداري مطابق ) : 11-3(مثال   •

 . است درنظر بگيريد G2    وG1هاي 
 



 
 )ب    (               ) 27-3( شكل                )  الف(

 
محاسبه نمـوده    و سپس توان همه اجزاء را      ولتاژ وجريان شاخه ها ي مدار را بدست آوريد        :الف

  .واصل بقاء انرژي را تحقيق كنيد
 :از قوانين كيريشهف تحليل را آغاز مي كنيم با استفاده: تحليل

I.   (    قانون ولتاژ هاKVL)(:        كه ولتاژ دو سر كليه اجزاء مساوي و برابر         اين قانون بيانگر اين مطلب است
)V (مي باشد. 

II.  ( قانون جريان ها)KCL : ( همانگونه كه در مبحث تعريف و كاربرد قانون جريان ها گفته شد براي
12وبا انتخاب جريان هاي فرضي  ) 1(يكي از گره ها مثلاً گره  .II براي شاخه هاي مقاومتي مطابق شكل  

 . مي نويسيمKCL,  وكاربرد قرار داده )ب-3-26(
0)1( 2211 =+++−⇒ IIIIKCL SS 

III.  (            با توجه به قرار داد متناظر وبا استفاده از قانون اهم جريان شاخه هاي مقاومتي را برحسب ولتاژ حساب
 .  را محاسبه مي كنيمvنتيجتاً دستگاه معادلات زير را حل نموده و ولتاژ .مي نماييم 

⎪
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IIII SS
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2211 0
 21212211 )(0 SSSS IIVGGVGIVGI −=+⇒=+++−⇒  

21

21
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V SS

+
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IV. (            جريان مقاومت ها را بعـداز محاسـبه ولتـاژ V     از روابـط VGIG 11 VGIG و   = 22  بدسـت مـي     =
 .آوريم 

 .قبل از ادامه تحليل به جند نكته اشاره مي نما ييم 
نتيجه گرفت كه در تحليل مدار هاي دو گره اي           مي توان       تحليل III و Iبا توجه به بند هاي       

را بطور مستقيم KCL  را با قطبين مشخص فرضي به عنوان متغير انتخاب و vابتدا ولتاژ 
 .با استفاده از قانون اهم نوشت

21

21
21212211 )(0)1(

GG
II

VIIVGGVGIVGIKCL SS
SSSS +

−
=⇒−=+⇒=+++−=  



12 بسـتگي بـه جريـان هـاي          Vدر هر صورت علامت مثبـت يـا منفـي ولتـاژ               , SS II  دارد .
210: درصورتيكه   SS IIV 210 و   <⇐< SS IIV  ودر هر حالت مقدار ولتاژ يكسـان        >⇐>

 .است و علامت جريان ها نيز مطابق علامت ولتاژ است

V. (  0پس از تعيين ولتاژ وبا فرض>Vتوان اجزاء مدار را محاسبه مي كنيم. 

02
11 >= VGPG 02 و   

22 >= VGPG .توان مقاومت ها همواره مثبت است      
022 >= VIP SIS 2SI توان جذب مي كند          باتوجه به قرار داد متناظر منبع  
011 <−= VIP SIS 1SI توان به مدار تحويل مي دهد     نبعم    

 
AIAIدر صورتيكه : ب SS 120,30 12 SGSG  و == 30,15 12  . تحليل را تكرار كنيد   باشند،==

 
 )28-3(                                                                      شكل 

                                                 
  :جواب 
I.  (   ابتدا ولتاژv          را با قطبين مشخص شده در شـكل)1(فـرض مـي نمـاييم و بـراي گـره            ) 28-3 ( ،

KCL مي نويسيم و ولتاژ را محاسبه مي كنيم : 

30120V)1530(0V1530V30120)1(KCL −=×+⇒=+++−⇒ 
v2

45
90V == 

II.  ( با توجه به قرارداد متناظر جريان شاخه هاي مقاومتي را حساب مي كنيم: 

A30215V15I S15 A60230V30I و                  ==×= S30 =×== 
III. ( توان اجزاء را حساب مي كنيم: 

W60215GVP 22
S15 W120230GVP       و     ==×= 22

S30 =×== 
W2401202P A120 W60302VIP           و       =−×=− SA30 =×== 

  :همان گونه كه مشاهده مي شود اصل بقاء انرژي صادق است
02406060120 =−++ 

 
 



 
  (Duality)آشنايي با دوگاني-3-12 

مدار دو گره اي را يك بار ديگر مرور )11-3(مدار يك حلقه اي و مثال ) 9-3(اگر تجزيه و تحليل مثال 
 :و مقايسه كنيم 
  :iبا فرض جريان  :                                                           vبا فرض ولتاژ 

                     
 

0vGIvGI)1(KCL 22S11S =+++−⇒             0iRViRVKVL 22S11S =+++−⇒ 
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 :دير داده شده با فرض مقا            :                                با فرض مقادير داده شده 

v2
1530
30120v =

+
−

=                                            A2
1530
30120i =

+
−

=  

A30215I
A60230I

2

1

=×=
=×=                                             

v30215V
v60230V

2

1

=×=
=×= 

 
 

بـا متغيرهـاي    ( داراي معادلات مشـابه      )يك حلقه اي و دو گره اي        ( مشاهده مي شود كه اين دو مدار        
 شده است و (R )  جانشين مقاومت (G)هستند ، به طوري كه ولتاژ جانشين جريان و رسانايي ) متقابل

از لحاظ مقـدار برابـر هسـتند ،     )  1SV و 1SV (، )1SI و 2R (  ،)1SI و 1R (، )2G و 1G(در شرايطي كه    
 .پاسخ هاي مدار از لحاظ مقدار يكسان ولي داراي ديمانسيون خلاف هم مي باشند 

 . گويند هم) Duals(ن دو مدار را دوگان اي
 :رايط زير برقرار است در مورد مدارهاي دوگان ش

 



 
 .حلقه اي را كه شاخه اي درون آن قرار نگرفته باشد ، مش گويند  :mesh) مش(تعريف 

هرگاه دو شبكه دوگان هم باشند، اگر يكي از شبكه ها تحليـل شـود ، مـي تـوان پاسـخ شـبكه                   
                              .                        دوگان آن را نيز با توجه به شرايط دوگاني معلوم كرد 

 رابطه   سلف به طور مثال ، براي ولتاژ       
dt

diLv L
L  برقرار اسـت ، بـا توجـه بـه شـرايط             =

 كـه عنصـر دوگـان سـلف اسـت ،       خـازن دوگاني در جدول مشخص مـي شـود كـه بـراي          

dt
dv

Ci C
C  : زيرا =

CL iv ⎯⎯ →⎯Ïæ�Çä 
CL ⎯→⎯ 

CL vi ⎯→⎯ 
 و دوگـان آن رابطـه       "خازن معادل در تركيب خـازن هـاي سـري         "مثال ديگر، رابطه    

∑با توجه به رابطه خازن معادل .  است "سلف معادل سلف هاي موازي   "
=

=
N

1K Keq C
1

C
1 

 :و با استفاده از شرايط و متغيرهاي دوگان ، داريم 
سريموازي ⎯⎯دوگان →⎯ 
خازنسلف ⎯⎯دوگان →⎯ 



∑
=

=
N

1K Keq L
1

L
1 

 ) 12-3(مثال
را در نظر گرفته ، مدار دوگان آن را رسم نمـوده و         ) الف-29 -3(مدار يك حلقه اي شكل       

 .آن را تجزيه و تحليل نماييد 

  
 ) ب         ( )      29-3(    شكل   )          الف(

  :جواب 
I.  رسم مدار دوگان: 

ار يك حلقه اي كليه اجزاء سري هستند ، پس در مدار دوگان آن همـه اجـزاء بايـد                    در مد 
اسـت ،   ) ب-29 -3(موازي باشند ، بنابراين مدار دوگان يك مدار دو گره اي مطابق شـكل               

 :زيرا مطابق دوگاني داريم 
⎯⎯A120منبع جريان    v120منبع ولتاژ دوگان⎯→

⎯⎯  v                                                                  متغير  i    متغيردوگان⎯→
⎯⎯Ai2                                                         منبع جريان   Av2منبع ولتاژ دوگان⎯→

⎯⎯Ai                                                           عامل كنترل  Avعامل كنترل دوگان⎯→
ــا همــان     و واحــد.مقــدار عــددي و دوگــان مقاومــت هــا نيــز رســانايي هــا يــي اســت ب

0mh1S( رسانايي =
Ω

 زيمنس است) =
II.  تجزيه و تحليل مدار دوگان: 

KCL            را در مورد مدار دوگره اي به دو فـرم b   و a            مـي نويسـيم و سـپس رابطـه عامـل 
 : مي نويسيم v را با متغير مدار iAكنترل منبع وابسته 
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 :حال هر كدام از دستگاه ها را كه تحليل كنيم به جواب زير مي رسيم 
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A120815I S15 =×=         A240830I S30 =×= 
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  w960815P 2
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       w1920830GVP 22
S30 =×== 

A120⇐                                 w9608120Pبا توجه به قرارداد متناظر توان منبع  A120 −=×−=                                    
Ai2⇐                 w19208)240(Vi2Pبا توجه به قرارداد متناظر توان منبع Ai2 A

−=×−=×= 
 

 Voltage Divisionتقسيم ولتاژ  -3-13  

تعدادي مقاومت با هم سري شده باشند و بخواهيم ولتـاژ دو سـر      ) 30-3(هرگاه در يك مدار مانند شكل       
 را محاسبه كنيم ، مشاهده مي شود كه اين مدار يك مدار يك حلقـه اي اسـت و بـا      RN و   R2مقاومت هاي   
 .بدين طريق عمل مي كنيم   iانتخاب جريان 

 
 )30-3(شكل

I. ( براي حلقه در جهت عقربه هاي ساعتKVL مي نويسيم . 
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 .ي شود  نتايج زير حاصل مVN و V2از روابط حاصل از محاسبه 
 

 .دو سر چند مقاومت سري بين مقاومت ها تقسيم مي شود )  Vt(ولتاژ كل  )1

 : ام برابر  است با Kولتاژ دو سر هر يك از مقاومت ها مانند مقاومت  )2
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  راR2بـا اسـتفاده از روش تقسـيم ولتـاژ ، ولتـاژ دو سـر مقاومـت        ) 31-3( در مدار شكل   :)13-3(مثال

 . را حساب كنيد R4بدست آورده و سپس ولتاژ دو سر مقاومت 
 .                                             است Vo =10V و Ω1كليه مقاومت ها برابر

 
            

 )31-3(         شكل 
 

 : موازي هستند ، بنابراين R2 با هم سري و با مقاومت R4 و R3 دو مقاومت :جواب 
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V2 نيز ولتاژ دو سر تركيب R3 و R4است ، بنابراين : 
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  :(Current Division)تقسيم جريان  -3-14 

 .اتصال موازي چند رسانايي تشكيل شده است كه از  ) 32-3(مدار شكل 
 .  را بدست آوريد GN  و G2جريان شاخه 

 



 )32-3(شكل 
 :جواب 

) 30-3(دوگـان مـدار سـري شـكل         ) 32-3(با استفاده ازنظريه دوگاني مشاهده مي شود مدار شكل          : الف  
 :درنتيجه جريان شاخه هاي مقاومتي در مدار دوگان برابراند با . است 
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را ) 1( گـره  KCLرا دو سر اجزاء فـرض مـي كنـيم و    ) V(با توجه به اينكه مدار دو گره اي است ولتاژ     : ب
 :مي نويسيم 
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 .از تحليل مدار فوق نتيجه مي شود 
 .بين مقاومت هاي موازي تقسيم مي گردد  ) It(جريان كل  

 :از رابطه زير بدست مي آيد  ) IR(جريان هر شاخه مقاومتي  
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 و) 33-3(در صـــورتيكه تعـــداد شـــاخه هـــاي مـــوازي دو شـــاخه باشـــد مطـــابق شـــكل   
 داده شده باشند ) اهم (R مقاومت ها بر حسب 

 
 :      در اين صورت روابط تقسيم جريان عبارتند از 
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 )33-3(       شكل                                                                                                      
 :زيرا 
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 را بـه ترتيـب   I3 و I2 و I1جريـان هـاي   ) 34-3( با استفاده از روش تقسيم جريان در شكل     :)14-3(مثال
 .بدست آوريد 

 
 )34-3(شكل

 
 . مقاومت معادل را  به شرح زير حساب مي كنيم I1ه  براي محاسب:جواب 
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 :حال با توجه با توجه به تقسيم جريان 
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 : اهم 5 با R1با توجه به مساوي بودن مقاومت 
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 روش هاي تحليل مدار -3مبحث  
 مهدي حاجي پور: تاليف وتدوين                                                                       

قـوانين جريـان وولتـاژ كيريشـهف      , كه در دومبحث گذشته در يافتيم مسـئله اصـلي تحليـل   همان طور    
نوشته وحل مي شدند ا ما  به دليل    KVLيا   KCLمعادلات هستندكه با متغير جريان يا ولتاژ شاخه مدار 

در صـورتي كـه   .ساده بودن مدار ها تعداد گره ها و حلقه ها درنتيجه تعداد معادلات هم كـم مـي باشـند    
راه مناسـبي نيسـت در نتيجـه     KVLيا   KCLبراي مدارهاي با تعدادگره وحلقه هاي زياد فقط استفاده از 

نيز بر اساس همان قوانين  مطرح وداراي اهميت هستند و     با عث نظـم وترتيـب   روشهاي تحليلي مدار 
قضـيه  , تحليـل مـش  ,بنابراين در اين مبحث روش هاي  تحليـل گـره   . درتحليل وكاهش معادلات ميگردند

  .وقضاياي تونن ونورتن در مدارهاي مقاومتي جريان مستقيم ارائه مي شود) برهمنهي(جمع اثر
 

 (Nodal Analysis) يل گرهروش تحل -3-20 

همان گونه كه ازعنوان روش برميĤيد در اين روش تحليلـي گـره هـاي مـدار مطـرح ومـورد توجـه        
  :بنابراين در اين روش تحليلي.هستندواز طرف ديگر قانون جريان ها در گره ها ي  مدار صادق است

I. ( تا1مدار را مشخص واز ابتدا گره هايn    اي شماره گذاري مـي نمـاييم و بـر(n-1)   گـره بـا 
معـادلات   معادله مي نويسيم بـراي ايـن كـه دسـتگاه    , (KCL)استفاده از قانون جريان ها 

 .حاصل نا بسته باشد

II. ( پتانسيل گـره  در روش تحليل گره) متغيـر انتخـاب مـي شـود      بـه عنـوان   )گرهژولتـا
 وولتاژگره عبارت است ازاختلاف پتانسيلي كه يك گره نسبت به يك گـره ديگـر كـه بـه    

بنابراين در يك مدار بـا  . با پتانسيل صفر  فرض شده را دارا است) مرجع(گره مبناعنوان 
n  گره ,(n-1)   پتانسيل گره مانند),,( 12 EEEn    ايـن   بـه همـين دليـل   فرض مي شود

 .هم مي گويند  روش پتانسيل گرهروش را 

III. ( را تجزيه وتحليل مي كنيم چند مدار سادهبراي آشنائي تحليل مدار  با روش گره. 

 در  )الـف   -35-3(ل مداري با سه گره كه  شامل سه رسانايي ودو منبع نابسته جريان  مانند شك) الف 
را بـه عنـوان     3گره ها را شماره گذاري نموده گره ) ب - 35  -3(نظر مي گيريم ومطابق شكل 

  .را نسبت به مبنا فرض مي كنيمE2 و E1) ولتاژ(پتانسيل  2و1گره مبنا انتخاب وبراي گره هاي 
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  )ب)                         (35-3(شكل)                         الف(

 
12بامتغير هاي 2و1برمبناي قرارداد متناظر وقانون اهم براي گره هاي  • , EE  معادلاتKCL  را

 مي نويسيم
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                                                                     : KCLراساس قرار داد در اين معادلات ب
13شـاخه هـاي   بـه ترتيـب در   1مقدار جريان هاي خارج شده از گـره   ,GG   11:برابراسـت بـاEG 

)(و 213 EEG −  
  

23شـاخه هـاي   بـه ترتيـب در  2رهمقدار جريان هاي خارج شده از گ ,GG   22 :برابراسـت بـا EG 
)(و 123 EEG −  
 :حال دستگاه معادلات را مرتب وحل مي نماييم و پتانسيل گره ها را محاسبه مي كنيم  •
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. مدار را تعيـين كـرد   مي توان كليه جريان و ولتاژ شاخه هاي)  EE,12(با مشخص شدن پتانسيل گره ها
  :به طوري كه 

o  1ولتاژ شاخهG  1و منبعSI1برابرEاست. 

o  2ولتاژ شاخهG  2و منبعSI2برابرEاست. 

o  3ولتاژ شاخهG نيز با توجه به جهت شاخه برابراست با:)( 21 EE )(يا  − 12 EE − 

o 1جريان شاخهG11برابرEG  1وهم جهت باE مي باشد. 

o 2جريان شاخهG22برابر EG 2وهم جهت باE  مي باشد. 
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o 3جريان شاخهG نيز با توجه به جهت شاخه برابراست با:)( 21 EE − 3G  يا)( 12 EE − 3G 
 

جريـان  كه تحليل شـد مـداري بـا اجـزا ء محـدود ماننـد رسـانايي ومنبـع         )35-3(مدار شكل اما        
  .اجزاء ديگري مانند منبع ولتاژ در مدار باشد بايد چگونگي تحليل را بررسي كردصورتي كه  در.  است
اسـت بـه روش گـره    SVرا كه علا وه بر اجزاء مدار قبل شا مـل منبـع ولتـاژ    ) 36-3(مدار شكل : ب

  .اين مدار نيز داراي سه گره است. تحليل مي نماييم

  
  

  )36- 3(شكل          
  

ولتـاژ      2و 1را به عنوان گره مبنا انتخاب نموده و بـراي گـره هـاي     3گره هاي مدار را مشخص وگره  •
12 هاي , EE  را در نظر مي گيريم. 

هر يك از گره ها به مسئله نـا معـين بـودن جريـان شـاخه منبـع ولتـاژ        KCLدر اين مدار براي نوشتن  •
گره  KCLرا به عنوان جريان منبع ولتاژ فرض نموده ومعادلات  XIبنابراين جريان .برخورد مي كنيم 
 .ها را مي نويسيم 

⎩
⎨
⎧

=−−++−⇒
=+−++−⇒

0)()2(
0)()1(

123222

213111

XS

XS

IEEGEGIKCL
IEEGEGIKCL

       
معادله
معادله

)(
)(

ΙΙ
Ι

 

),,(به دليل سه متغير  • 12 EEI X   دستگاه دو معادله وسه مجهول قابل حل و تعيين متغيرها نمي باشـد
 .و لازم است كه معادله سومي به دستگاه اضافه شود 

و ولتـاژ منبـع   ) متغيرهـاي مـدار   ( ديگري نمي توان نوشت ، بنابراين رابطه پتانسيل گره هـا   KCLه معادل
  .ولتاژ نيز به عنوان معادله سوم اضافه مي گردد

  .به دست مي آيند  IXدر صورت لزوم  E2و  E1كه با حل دستگاه مقابل 
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نتيجـه   (IV)حذف مي شود ورابطه اي به صورت معادلـه   IXبا هم جمع كنيم ،  را (II)و  (I)اگر دو معادله 
  :مي شود 
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IVIEGEGIمعادله
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)(0
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 ) Super node فوق گره(ابر گره -3-20-1 

  :مشاهده مي شود كه اين معادله بيانگر موضوعي به شرح زير است  (IV)با توجه به معادله  
 E2و  E1، دوگره با پتانسيل هاي )) 37-3(شكل (كوتاه فرض نماييم را اتصال  VSاگر دو سرمنبع ولتاژ 

 KCLبه دست مي آيد كـه معادلـه   )  2و  1انطباق گره هاي ( برهم منطبق مي گردند و گره جديد 
  :اين گره جديد عبارت است از 

0222111 =−++− SS IEGEGI   
  .ست ا ( II , I )دو گره  KCLكه همان معادله حاصل از جمع معادلات 

  
  )37- 3(شكل     

در مدار قرار گرفته باشد مي تـوان  ) وابسته يا نابسته (بنا بر اين در صورتي كه منبع ولتاژي  
نوشـت كـه ايـن     KCLدوسر منبع ولتاژ را اتصال كوتاه فرض نمـوده و بـراي گـره جديـد      

 :از نتايج اين عمل عبارت اند . در تحليل ناميده مي شود  روش ابرگرهموضوع به نام 

حذف جريان هاي نامعين منابع ولتاژ از متغير ها ونوشـتن مسـتقيم معادلـه بـراي گـره هـاي        
حذف  KCLدر حالت خاص كه منبع بين يك گره وگره مبنا قرار گرفته باشد ، معادله . جديد

 .مي گردد

 .كاهش تعداد معادلات به تعداد منابع ولتاژ در مدار 

لتاژ گره و ولتاژ منابع ولتـاژ نيـز نوشـته مـي شـود ،      رابطه بين و KCLبراي جبران معادلات  
 .در اين مثال  E2-E1=VSمانند 

را كه شامل منبـع وابسـته نيـز مـي باشـد در نظـر مـي گيـريم         ) الف-38-3(مدار ديگري مانند شكل : ج 
  .وتحليل گره را براي اين حالت تكرار مي كنيم 
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  )ب(                )         38- 3(شكل)                      الف(

-3(در اين مدار مجدداً گره ها را مشخص و شماره گذاري نموده و گره مبنا را انتخـاب و مطـابق شـكل    
  :مي نويسيم  KCLپتانسيل بقيه گره ها را فرض مي  كنيم و براي گره ها ) ب-38
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بنـابراين  )  I0و E2و  E1(از تعداد معـادلات اسـت   در اين دستگاه نيز مشاهده مي شود تعداد متغيرها بيش 
همان گونه كه در تحليل مدارهاي يك حلقه اي و دو گره اي مشاهده شـد وقتـي منبـع وابسـته در مـدار      

  :وجود دارد بايد رابطه عامل كنترل منبع وابسته با متغيرهاي مدار را نوشت در نتيجه
اشته باشد علاوه بر معادلات اصلي بايد در تحليل گره وقتي منبع وابسته در مدار وجود د 

يعني : معادله اي كه رابطه عامل كنترل منبع وابسته با پتانسيل گره ها را  نشان مي دهد نوشت 
iEEGمعادله  =− )(  .به دستگاه اضافه مي گردد 123

  :بنابراين با حل دستگاه 
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به  kVو مقدار منبع جريان  Vكليه جريان ها و ولتاژ هاي مدار از جمله ولتاژ E2و  E1پس از محاسبه 
  .دست مي آيند

با توجه به نتايج حاصل از مثال هاي ارائه شده در اين قسمت به طور كلي روش گره را مي توان به شرح 
  :زير خلاصه كرد 

  
  :تحليل گره  روش    

عنوان گره مبنا انتخاب و  كليه گره هاي مدار را مشخص نموده و يكي از گره ها را به )1
 .بقيه گره ها نسبت به گره مبنا پتانسيل فرض مي كنيم  براي

ها يي  KCLبه تعداد منابع ولتاژ از تعداد .  منابع ولتاژ مدار را اتصال كوتاه فرض مي كنيم )2
 )ابر گره . ( ي شودكه مي توان نوشت كاسته م

 .مي نويسيم  KCLبراي گره هاي جديد و گره هاي باقي مانده  )3

 .رابطه بين ولتاژ گره ها و ولتاژ منابع ولتاژ را مي نويسيم  )4

 .را مي نويسيم  )پتانسيل گره ها (رابطه  عامل كنترل منابع وابسته با متغيرهاي مدار )5

  
  :ضمناً به نكات زير بايد توجه نمود 

a( براي آن , اي بر گره مبنا منطبق شود  گره, كه در روش ابرگره در صورتيKCL نوشته 
 مبنا با توجه به قانون جريان ها و عدم تشكيل دستگاه وابسته نمي شود زيرا براي گره

KCL نوشته نمي شود . 

b(  با متغيرهاي ولتاژ گره)E1  وE2  و... وEN  ( براي حلقه هاي مدارKVLنوشت    نمي توان 

c( ومت هاي مدار به صورت اگر مقا)R ( با واحدΩ  داده شده باشند در نوشتنKCL از 

قانون اهم استفاده نموده و رابطه به صورت 
R
VI  . استفاده مي شود =

  :حال به تحليل چند مثال كلي مي پردازيم 
  
  

به روش پتانسيل گره به  عامل كنترل منابع وابسته را Vyو  Vx) 39- 3(در مدار شكل ) : 15 - 3(مثال 
  .دست آوريد 
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  )40- 3(شكل                                       )                39- 3(شكل 

  
گره ها را شماره گذاري كرده و گره مبنا را انتخاب مي نماييم  و براي بقيه گره ها مطابق شكل  )1

 . ولتاژ فرض مي كنيم ) 40- 3(

ها كاسته مي  KCLاز تعداد  KCLدو , را اتصال كوتاه فرض مي كنيم   5Vx و 1Vمنابع ولتاژ  )2
 .شود 

به دليل انطباق بر گره مبنا ) 4(گره .مي نويسيم  KCL) 3و 2(و گره جديد ) 1(براي گره هاي  )3
KCL  ندارد. 

0)(123)(1)3,2(
02)(1)(2)1(

43312

2141

=−+×+−−⇒
=−−+−⇒

EEEVEEKCL
EEEEKCL

y

 

1V                               :                                          VEبا منبع ) 4(رابطه ولتاژ گره  )4 14 −= 

5Vx                                     :XVEEبا منبع ولتاژ)  3( و) 2(رابطه ولتاژ گره هاي  532 =−  
5Vx                                          :      XVEEرابطه عامل كنترل منبع ولتاژ وابسته  )5 =− 41 

3Vy :                                            yVEEرابطه عامل كنترل منبع جريان وابسته  =− 43  
  .نيز به دست مي آيند  Vyو  Vx, اگر دستگاه را ساده نماييم و حل كنيم 

⎩
⎨
⎧

−=
=

⇒
VV

VV

y

x

6
2

      
⎩
⎨
⎧

=+
−=+
24
22

yx

yx

VV
VV  



 

٩٧ 
 

اما با تحليل اين مثال به چند نكته نيز در تحليل گره برخورد مي كنيم كه مي توان در صورت ا مكان از     
  :آنها استفاده نمود 

مي توان به جاي ولتاژ فرضي , اگر يك منبع ولتاژ بين يك گره و گره مبنا قرار گرفته باشد : الف             
مي  E4كه در شروع تحليل به جاي ) 4(مانند گره , ا مشخص نمود براي گره مورد نظر ولتاژ اصلي آن ر

  .در نظر بگيريم  )  1V-(توانستيم پتانسيل گره را 
انتخاب گره مبنا در صورتي كه در مدار مشخص نشده باشد از لحاظ تحليل داراي ا هميت است : ب             

  .كه عمليات ساده تر گردد و مناسب است گره اي را به عنوان گره مبنا انتخاب كنيم 
  :را مجدداً تحليل مي كنيم ) 41- 3(مثال , براي استفاده از نكات فوق در تحليل مدار به روش گره
  

                                
  

  )41- 3(شكل 
  

و  Vxرا برابر ) 3(و ) 1(انتخاب مي كنيم  و پتانسيل گره هاي ) ) 4(گره ( Vyو  Vxگره مبنا را بين  )1
Vy  1را برابر ) 5(و گرهV  در نظر مي گيريم. 

معادله كاهش مي  3معادله به  6تحليل حذف مي گردد و  5مرحله , همان گونه كه مشاهده مي شود 
 .يابد و عمليات ساده تر مي شود 
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مي توان به روش نظري , باشند  (G)و رسانايي  (IS)ي كه اجزاء مدار منابع جريان در صورت: ج        
KCL  پس از ساده شدن در نظر بگيريم  , را )ب-35- 3(اگر دستگاه معادلات مدار شكل . ها را نوشت
  :داريم 

  
 )ب-35- 3(تكرار شكل 

   
IIمعادله
Iمعادله

)(
)(
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  :را نشان مي دهد مي توان نتيجه گرفت  KCL(1)كه معادله ساده شده  (I)از رابطه 
     G1(G+2(:  1برابر است با مجموع رسانايي هاي متصل به گره E)1(  1ضريب ولتاژ گره .1

 )-3G(: با علامت منفي 2و1برابر است با رسانايي مشترك بين گره  E)2(  2ضريب ولتاژ گره  .2

نيـز   (II)است كه وارد گره شده است و در مورد معادلـه   IS1طرف سمت راست معادله جريان  .3
 .اين موارد تكرار شده است 

  :ام عبارت است از iساده شده در روش گره براي گره  KCLبنابراين معادله 

  
را به روش پتانسيل ولتاژ منبع وابسته و توان جذب شده آن ) الف-42-3(در مدار شكل ) :  16-3(مثال 

  . گره به دست آوريد

  
  )ب(                   )       42- 3(شكل              )          الف(

گره ها را شماره گذاري نموده و گره مبنا را انتخاب مي كنيم و براي بقيه گره ها پتانسيلي فرض  )1
 .در نظر مي گيريم   3ioVو  9Vرا به ترتيب برابر  2و  1پتانسيل گره هاي . مي كنيم 

 ) )ب- 42-3(شكل . ( را اتصال كوتاه فرض مي كنيم  6Vو  3ioو  9Vمنابع ولتاز  )2

 :مي نويسيم  KCL) 3و 4(براي گره جديد  )3
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VEE:                                                             با ولتاژ گره ها  6Vرابطه ولتاژ منبع  )4 643 =− 

:                                                با ولتاژ گره ها  0iل منبع وابستهرابطه عامل كنتر )5
1

4
0

Ei −
=  

  .را حساب مي كنيم  E3و  0iكه با حل دستگاه سه معادله اي حاصل     
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  :مي نويسيم  KCL,  2براي گره  ( I )براي تعيين جريان منبع وابسته 
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WIiP:               انرژي تحويل مي دهد   3ioمنبع  i 256)13(123 03 0
−=−=×=  

 (Mesh Analysis) روش تحليل مش -3-21 

  :قبل از اينكه تحليل به روش مش را بيا ن كنيم به چتد نكته اشاره مي كنيم
و در بعضـي از   فرهنگستان علوم لغت مترادف با روش مش را روش خانه اي ذكر كرده اسـت  

 .ون كلمه حلقه يا حلقه مجزا نيز بجاي مش بكار رفته است مت

مش حلقه اي است كـه درون آن شـاخه اي قـرار    , همان گونه كه قبلاً ذكر شد :  تعريف مش 
 .نگرفته است 

 :به دو دسته تقسيم مي شوند ) توپولوژي ( مدارها از لحاظ وضعيت  

  مدارهاي غيرمسطح) 2(      مدارهاي مسطح) 1(
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مداري است كه بتوان آن را در صفحه رسم كرد به طـوري كـه هرجـا اجـزاء      :ح مدار مسط
  .آن نقطه گره باشد , مدار همديگر را قطع كنند 

همچنـين  . نمونه اي از مدار مسطح و غير مسـطح را نشـان مـي دهـد     ) 43-3(مدارهاي شكل 
  . مداري مسطح است كه در ظاهر غيرمسطح نشان داده شده است)  44-3(مدار شكل 

  
  مدار مسطح)             43-3(مدار غير مسطح               شكل
  
  
  

  
  )44- 3(شكل 

  
 .روش مش را فقط در مدارهاي مسطح مي توان به كار برد 

پيرامون مش صادق اسـت  . KVLبا توجه به تعريف مش مشاهده مي شود كه قانون ولتاژ ها  
بـود بنـابراين متغيـر      iشد متغير جريانو همان گونه كه در تحليل مدار يك حلقه اي مشاهده 

 .جر يان مش مي باشد , در روش مش 

جريان مش  جرياني است فرضي كه از همه اجزاء يك مش عبـور  مـي كنـد و جهـت       
 .جريان مش جهت عقربه هاي ساعت است

 :بنابراين براي تحليل يك مدار .روش تحليل مش دو گان روش تحليل گره است 
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I.(1ص و از مش هاي مدار را مشخ ) تا L  (     شماره گذاري نموده وپيرامـون هـر يـك در جهـت
 مـــش هـــا را   KVLو معادلـــه .عقربـــه هـــاي ســـاعت جريـــاني فـــرض مـــي نمـــاييم 

 .مي نويسيم

II. (براي آشنايي با روش تحليلي مش چند مدار ساده را تجزيه وتحليل مي كنيم. 

ــف ــاژ  وســ ـ )الـ ــابع ولتـ ــكل از منـ ــداري متشـ ــكل مـ ــابق شـ ــت مطـ  ه مقاومـ

تجزيه وتحليل نماييد و جريان  و ولتاژ  روش مش آن را بامفروض است  )الف - 3-45( 
  .آوريد شاخه هاي مدار بدست

 
  )ب)                    (45- 3(شكل)                   ا لف(

12جريان هـاي  , مش مدار2براي ) ب- 45-3(شكل ابتدا مش ها را مشخص  و مطابق -1 , II  را
  .در جهت عقربه هاي ساعت در نظر مي گيريم 

باتوجه به قرار داد متناظر و قانون اهم وهمچنـين قـرار داد كـاربرد قـانون ولتاژهـا بـراي        -2
  را درجهت حلقه مي نويسيم KVLهرمش  معادله 
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12دلات فوق جريان هاي با ساده كردن معا-   3   .را بدست مي آوريم  IIو
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12با مشخص شدن  -1  جريان و ولتاژ كليه شاخه ها را مي توان بدست آورد IIو

 .است   I1برابر با VS1ومنبع  R1شاخه مقاومت  جريان 

 .است   2Iبرابر با VS2ومنبع  R2اومت شاخه مق جريان 
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 :با توجه به جهت جريان  شاخه برابر است با R3جريان شاخه مقاومت  

  )( 21 II IIيا  − )( 12 −   
 I1و هم جهت با  R1I1برابر است با R1ولتاژ شاخه  

  2Iو هم جهت با R2I2برابر است با  R2 ولتاژ شاخه 

 :با توجه به جهت جريان شاخه برابراست با R3ولتاژ شاخه  

  )( 213 IIR )(يا    − 123 IIR −  
مداري را كه تجزيه وتحليل نموديم داراي اجزاء محدود مقاومت ومنبع ولتاژ نابسته بود براي تكميل 

  .مدار ديگري را مورد بررسي قرار مي دهيم, مراحل تحليل
  .است تحليل مي نماييم ISرا كه علاوه بر منبع ولتاژ داراي يك منبع جريان )46-3(مدار شكل : ب   

 
  )46- 3(شكل 

  
ساعت  وبراي هريك جرياني درجهت عقربه هاي مش وجود دارد 2ار همدر اين مد .1

)(فرض مي كنيم  12  IIو

روبرو مي  ISن بانامعين بودن ولتاژ دو سر منبع جريا , هر مش  KVLدرنوشتن معادله  .2
را به عنوان و )   47-3( را با قطبين مشخص شده در شكل XVدر نتيجه ولتاژ.  گرديم 

 .را   مي نويسيم   KVLفرض مي نماييم و سپس معادلات  ISلتاژ دو سر منبع جريان 

  
  )47- 3(شكل

 

⎩
⎨
⎧

=−+−−⇒
=+−++−⇒

0)()2(
0)()1(

123222

213111

IIRVVIRKVL
VIIRIRVKVL

XS

XS  



 

١٠٣ 
 

),( به دليل سه متغير  .3 12 IوIVX  در معادلات KVL تحليل با دو معادله امكان پذير نيست 
ه در مدار مشاهده مي شود جريان شاخه منبع همانطور ك. واحتياج به معادله ديگري است

است و اين شاخه مشترك بين دو مش مي باشد بنابراين رابطه اي كه با توجه  SIجريان برابر
SIIIنبع مي توان نوشتبه جهت جريان م =− 12 

از طريق جمع كردن معادلات  نباشد XVدستگاه معادلات را در صورتي كه احتياج به محاسبه  .4
I ) وII  (وتشكيل معادله IV) (حل كرده و)( 12  .بدست مي آوريم  IIو
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)(بدست آمدن جريان هاي با  .5 12  ها محاسبه مي شوذ جريان و ولتاژ شاخه IIو

 ) Super Mesh(مش ابر  -1- 21- 3 
 XVمدار اخير مشاهده شد كه كه به دليل نا معين بودن ولتاز دو سر منبع جريان متغير در تحليل      

رسيديم كه )  IV(مش ها به معادله  KVLاما با جمع كردن معادلات .به متغير هاي مدار اضافه گرديد 
كه ,مشاهده مي شود مي توان اين معادله را مستقيماً نوشت با دقت وتوجه به اين معادله و مدار 

تبديل مي شود )  48 - 3(است در نتيجه مدار بصورت شكل  باز فرض كردن منبع جريان, طريقه عمل
اين مش جديد برابر  KVLبدست مي آيد و) 2و1تركيب مش (كه نتيجتاً فقط يك مسير بسته جديد 

0222111:است با  =−++− SS VIRIRV اين روش تحليلي كه باعث حذف بهXV   مي شود و
 )ابر خانه اي (روش ابر مش    برحسب جريان مش ها بدست مي آيد معادله اي مستقيماً

  .گويند

  
  )48- 3(شكل 
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  مدار هاي شامل منابع وابسته:ج 
ه عنوان يك متغير در مدارهايي كه منبع وابسته وجود داشته باشد عامل كنترل منبع وابسته ب

به متغيرها اضافه مي گردد كه در اين حالت بايد رابطه عامل كنترل منبع وابسته را برحسب 
  .متغرهاي مدار نوشت 

به شرح زير خلاصه مي  تحليل روش مش, حال با توجه به مثال ها يي كه تحليل شدند             
  :گردد 

  :روش تحليل مش        ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ  
عقربه  مش هاي مدار را مشخص كرده و براي هريك جرياني پيرامون آن در جهت  )1

 .هاي ساعت فرض مي كنيم 

ها  KVLبه تعداد منابع جريان از تعداد ,  منابع جريان مدار را مدار باز فرض نموده )2
 )ابر مش ( كاسته مي شود 

 . مي نويسيم KVLمش هاي باقيمانده  جديد و براي مش هاي )3

 .رابطه جريان منابع جريان و جريان مش ها را مي نويسيم  )4

 .رابطه عامل كنترل منابع وابسته را با جريان مش ها مي نويسيم  )5

  
  :نكاتي كه در مورد روش مش بايد توجه نمود 

 .روش مش فقط در مدار هاي مسطح كاربرد دارد •

 .نوشت KCLتوان با جريان مش ها نمي  •

 )49-3(شكل  مانند, دمشي است كه تمام مدار را در بر مي گير :مش بيروني •

 نوشته  KVLمش بيروني دوگان گره مبنا است و براي مش بيروني  از لحاظ دوگانيو 
 .نمي شود

  
 )49- 3(شكل 

  
دست به ) الف-50-3(به روش مش ولتاژ دو سر منبع وابسته را در مدار شكل :  )17-3(مثال 

  .آورده و توان جذب شده توسط منبع جريان را حساب كنيد 
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  )ب)                     (50-3(شكل)               الف(

  :پاسخ 
  

براي مش ) ب- 50-3(را مطابق شكل  I3و I2و  I1در اين مدار سه مش داريم كه جريان هاي  )1
 .ها در نظر مي گيريم 

با مش  3در نتيجه تركيب مش , فرض مي كنيم  را مدار باز  0.1i0منبع جريان وابسته  )2
دو سر  vنوشته نمي شود ولي به دليل اينكه  ولتاژ  KVLبيروني در روش ابرمش براي آن 

 .آن را مي نويسيم  KVLمنبع جزء خواسته هاي مثال است 

 :مي نويسيم   KVLبراي مش ها  )3
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Vمعادله:                رابطه عامل كنترل منبع وابسته با جريان مش  )5 )(     01 iI = 
 

را  I3و I2  و I1را در نظر مي گيريم و جريان هاي  Vو   IVو  IIو  Iت معادلا, براي تعيين پاسخ ها  •
  را به دست vولتاژ  IIIدر معادله  I3و I2  و I1 حساب مي كنيم و با قرار دادن

 :مي آوريم  
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  25.276=⇒ v   [ ] [ ] 5525.2210)5(5.010)75.43(5.05 +=⇒=−−+−−−× vv  

AIiجريان منبع وابسته               5.0)5(1.01.01.0 10 −=−==  
 :توان جذب شده توسط منبع وابسته برابر است با  •

WPivP SS 25.138)5.0)(5.276()1.0( 0 −=⇒−=×=  
  .ده است بنابراين منبع وابسته انرژي دهن

  
 :با تحليل اين مثال مي توان به چند نكته در روش تحليل مش توجه نمود  

a(  0را مي توان برابر جريان  1جريان مشi عامل كنترل منبع وابسته در نظر گرفت. 

b(  را  مي توان بر حسب جريان منبع جريان برابر  3جريان مش(-0.1i0)  در نظر گرفت . 

  :جه معادلات به سه معادله زير تقليل مي يابد در نتي   
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اگر معادلات فوق را ساده نموده وعامل كنترل منبع وابسته و ولتاژ منبع را بدست آوريم به همان 
  .نتايج حاصل از تحليل اوليه مي رسيم

مشاهده مي شود كه مي توان معادله , توجه شود ) 45-3(دلات ساده شده مدار شكل اگر به معا 
KVL را به طور مستقيم در مدارهاي مقاومتي با منبع ولتاژ نوشت: 
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  :داريم KVL(1)زيرا در معادله 
  برابربا مجموع مقاومت هاي پيرامون مش :  (I1) 1ضريب جريان مش 

  برابر با مقاومت مشترك بين دو مش با علامت منفي: (I2) 2مش  ضريب جريان
در جهت (+)برابر با ولتاژ منبع ولتاژ قرار گرفته در مش با علامت مثبت  :ولتاژ سمت راست معادله 

  )+1SV(خلاف مش 
 :ام به طور نظري داريم   iبراي مش KVLبراي نوشتن معادله 
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  : )18-3(مثال 
  .را به روش مش تعيين كنيد Vژ ولتا) الف-51- 3(در مدار شكل ) الف  

  .را با روش ولتاژ گره تعيين كنيد   vولتاژ   ) ب

  
  )ب)                           (51- 3(شكل )                      الف(

  :پاسخ 
  .ر مي گيريم را در نظ ibو  I2و  I1جريان هاي   )ب-51-3(براي مش هاي مدار شكل  – 1 ) الف 

            2 – KVL  مش ها را به صورت نظري مي نويسيم و از دستگاهI2  را محاسبه مي كنيم .  
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  :را محاسبه مي كنيم  Vولتاژ  I2حال با توجه به جريان 
vVIV 6.4446.910501050 2 =⇒×+−=+−= 

  .ه دانشجويان است حل به روش پتانسيل گره بر عهد )ب
  

 Superposition )برهمنهي( قضيه جمع ا ثر -22- 3 

چون قضيه جمع ا ثر فقط در شبكه هاي خطي صدق مي كند لازم است اول مدار خطي را تعريف 
  .نماييم
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سلف خازن ومنابع وابسته ا ز اجزاء خطي مانند مقا ومت  مدا ري است كه: مدار خطي  •

 .خطي تشكيل شده باشد 
o توا  مي, ند  جا نشين خواص فيزيكي مي گرد بسته بدليل ا ينكه مدل رياضي هستندومنابع وا

يا منابع غير خطي ) ا لف - 52-3(شكل )  ki(منابع خطي مانند منبع ولتاژ به صورت نند
 .باشند) ب - 52-3(مطابق شكل )  ki2(مانند منبع ولتا ژ 

  
 )ب(   )                  52-3(شكل)                الف(

o همان گونه كه در فصل اول بيان شد : شرايط خطي وتجزيه وتحليل مدار هاي خطي
 شرايط خطي عبارتند از 

)()()(شرط جمع پذيري -1 2121 XfXfXXf +=+  
)()(شرط همگني   -2 XafaXf =    

ابسته راكه از مقاومت هاي خطي ومنابع ن) 53 - 3(از طرف ديگر اگر يك مدار خطي مانند شكل 
ab 12از روش فرضاً ولتاژ گره تحليل نماييم و ولتاژ گره ها , تشكيل يافته IIو , EE درنظر

 گرفته شوند وبه صورت نظري معادلات گر ه ها نوشته شوندنتيجه

  :مي گيريم

  
  )ب(                )۵٣-٣(شكل)                   ا لف(

  

 
⎩
⎨
⎧

=+−
=−

⇒
⎩
⎨
⎧

=++−
=−+

b

a

b

a

IEE
IEE

IEE
IEE

21

21

21

21

2.12.0
2.07.0
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2.0)2.05.0( )1(دستگاه معادلات           

12ستگاهاز اين د       , EE   برحسبab بدست مي آيند و داراي جواب يكتا هستند ورابطه خطي  با  IIو
  :حال اگر مقادير منابع را تغيير دهيم  بطوريكه .جريان ها دارند

abاگر مقدار منابع را به :الف IوI 12تغيير دهيم مقدار ولتاژ گره ها به ′′ , EE تغيير مي يابند ولي معادلات  ′′
  :خطي به همان صورت با متغير هاي جديد برقرار است   
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.)                                                                                  2(دستگاه معادلات 
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abاگر مقدار منابع تغيير نمايد و جريان ها يي برابر با مجدداً  :ب IوI به مدار ا عمال شودچون تغييري  ′′′′

12در مدا ر ا يجاد نشده است رابطه بين ولتاژ گر ه ها و منابع تغيير نمي كند اما مقدار ولتاژ ها به , EE ′′′′ 

)               3(دستگاه معادلات   .                       تغيير مي كند
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را با هم )  3و 2(بدليل خطي بودن روابط بين ولتاژ گره ها و جر يان ها مي توا ن دستگاه معادلات  :ج 
  : بدست مي آيد)  4(جمع كرد  كه دستگاه معادلات 
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چنين نتيجه مي توان گرفت كه پاسخ ) 4(با دستگاه معادلات ) 3و2(ه دستگاه معادلات از مقايس
يا به عبارت ديگر ولتاژ گر ) 3(وپاسخ معادلات ) 2(برابر است با جمع پاسخ معادلات ) 4(معادلات 
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I  ولتاژ (مدار پاسخ  خطي مدار اين كه در : مي توان نتيجه گرفت را انتخا ب نماييم

اين  . به ازاء منابع مدار برابر اند بامجموع پاسخ مدار به ازاء هر يك از منابع به تنهايي) گره ها 
  :كه به شرح زير بيان مي شود. گوينديابر همنهي  جمع اثرمسئله را اصل  

  ):بر همنهي (اصل جمع اثر  •
ولتاژ يا جريان يك (خطي كه د ا را ي جند منبع نابسته مي باشد هر پا سخ خطيدر هر مدار 

به ازاء كليه منابع مدار برابر است با جمع جبري پاسخ هايي كه به ازاء هر يك از منابع ) شاخه 
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براي بي اثر كردن ديگر منابع ولتاژنا بسته آن ها را از . ولتاژيا جريان نابسته مدار بدست مي آيد 
ر خارج نموده واتصال كوتاه را جانشين مي كنيم و براي بي اثر كردن ديگر منابع نابسته مدا

  .جريان بجاي آن ها مدار باز قرار مي دهيم 
  .به چند نكته در مورد جمع اثر اشاره مي كنيم

a( در مدار هاي جريان مستقيم )dc (جمع اثر  فقط متغير هاي خطي را مي توان از طريق
از اين طريق قابل  را به دليل اينكه متغير درجه دو مي باشد توان مانند متغيري, حساب كرد

 محاسبه نيست
b( زيرا اثر آن ها .منابع وابسته را در روش محاسبه بطريق جمع اثر نمي توان بي اثر كرد

 .درمدار وابسته به عامل كنترل اشان در شرايط تحليل دارد
c(  منابع با فر كانس هاي متفاوت مل شا مهم  جمع اثر در تحليل مدارهاي خطيكاربرد

  .است
را بدست ) 54-3(كنترل منبع وابسته مدار شكل  عامل 1Vبه روش جمع اثر ولتاژ ) 19-3(مثال  •

 .آوريد

       
 )54- 3(شكل

همان گونه كه مشاهده ميكردد مدار شامل يك منبع نابسته ولتاژ و يك منبع نابسته جريان است :پاسخ •
 :اي تحليل اينگونه عمل مي نماييمبر

I.  ( مدار شكل  ودر آمپر را مدار باز مي كنيم 15منبع جريان : ولت 10اثر منبع ولتاژ
1V) الف -3-55( گره  فرضاً با روش كه عامل كنترل منبع وابسته در اين شرايط است    را  ′

 :محاسبه مي نماييم 
1V,) ولت  10(از سمت چپ  بترتيب2و1ولتاژ  گر ه هاي  با ولتاژاخير  2براي گره انتخاب نموده و ′

KCL   به دليل اينكه مقاومت با منبع جريان سري قرار گرفته  در تحليل 3گره .(مي نويسيم
  )تاثيرندارد 

vV
VVVVVV
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  )ب(        )                55- 3(شكل)                    ا لف(

  
II. (  ولت را اتصال كوتاه مي كنيم 10منبع  : آمپر 15اثر منبع  )ه گر  و براي ))ب-55-3(شكل

و1VEولتاژ  به ترتيب مدار)   3و2( هاي 1V ولتاژ (فرض مي نماييم  ′′ منبع وابسته  عامل كنترل  ′′
 :مي نويسيم  KCL) 3و2(حال براي گره هاي ) شرايط استدر تحت اين 
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III.  (1بنابراين پاسخ مدار ولتاژV برابر است با        :vVVVV 20128 1111 =⇒+=′′+′=    
  

  ه توسط دو منبع ولتاژ نابسته اين شبك.مفروض است ) 56-3(شبكه مقاومتي شكل  )20- 3(مثال •
12 SS vEEدر صورتي كه . تغذيه مي شود EEو SS 1221 AIباشند جريان  == 32 =   

vESاگر ,اندازه گيري مي شود  121 vESو = 62 گيري شود برابر با اندازه  2Iشود و جريان  =
A1 1ميگردد بنابراين به ازاء چه مقدارSE  ومقدار معينvES 32 AIجريان برابربا= 22 مي    =

  .شود

  
  )56- 3(شكل 
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جريان در  ه گرفت كهمي توان نتيج يك شبكه خطي است براين اساس  چون شبكه مقاومتي :جواب •
22112:آن تابع خطي از ا ثر منابع ولتاژ است يعني  SS VKVKI واز طرف ديگر مقدار  =+

باقرار دادن مقادير در رابطه  . جريان به ازاءمقدار منابع ولتاژ در دو آزمايش معلوم است 
12ضرايب   1SEآزمايش سوم مقدار  پس ا زقراردادن مقادير معلوم,مشخص شده  KKو

 بدست مي آيد
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 در مدار هاي جريان مستقيم قضيه انتقال حداكثر توان - 23- 3 

مي توان حد اكثر  LR) مصرف كننده(اين قضيه بيانگر اين مطلب است كه به ازاء چه مقدار مقاومت بار   
توان را از يك منبع در يافت كرد  يا تحت چه شرايطي مقاومت بار از يك منبع حد اكثر توان را اخذ مي 

اولين موضوع اين است كه منابع فيزيكي هستند كه مي توانند حداكثر توان را ا رائه دهند زيرا منابع . كند
I    (2(ز رابطهتواني را كه به يك مقاومت بار منتقل مي كنند ا) 57 - 3(ايده آل شكل 

SL IRP يا از  =

)   II(رابطه
L

S

R
V

P
2

توان ا تنقالي )  I(بدست مي آيد وبا افزايش مقاومت يا كاهش آن در رابطه  =

اما اگر يك . برعكس تغيير مي كند و توان تابع اقزاينده يا كاهنده است) II(افرايش يا كاهش و در رابطه
را تغذيه كند تغييرات توان بر حسب مقاومت بار را به  LRژ يا جريان فيزيكي مقاومت متغير   منبع ولتا

  :شرح زير تعيين مي كنيم

  
  )58-3(شكل)                                           57- 3(شكل 

  
 :  از روش تقسيم ولتاژ حساب مي نماييم )  58-3(را در شكل  Lvابتدا ولتاژ دوسر بار •
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L RR

VR
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+
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 :                توان مقاومت بار را به ازاء ولتاژ بار محا سبه مي كنيم  •
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مشتق  LRبه متغير توان بار  تابعي از مقاومت بار است براي تعيين ماكزيمم يا مينيمم آن از تابع نسبت  •

 گرفته ومساوي صفر قرار مي دهيم 
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برابربا صفر مي شود  وتوان در مقاومت جذب  LR=∞و همچنين  LR=0ازآنجا كه توان به ازاء  •
 .فقط داراي ماكزيمم مي باشد Lpين تابع توانمي شود  بنابرا

 .در صورتي كه منبع جريان باشد نيز همين شرايط برقرار است •

  :با توجه به موارد فوق قضيه حد اكثر توان به شرح زير است
اكثر توان را از منبع جذب مقاومت بار حد , با مقاومت منبع مساوي باشد  LRهرگاه مقاومت بار 

  : بنابراين شرط حداكثر توان ومقدار حداكثر توان  عبارتند از .مي نمايد
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 قضاياي تونن و نورتن -24- 3 •
و در قسمت قبل قضيه انتقال .مدار معادل تونن ونورتن ورابطه بين آن ها بيان شد در فصل دوم   

ار گرفت و مشاهده شد اگر مقاومت بار با مقاومت تونن برابر باشد  حداكثر توان مورد بررسي قر
Lth RR بر اين اساس يكي از كاربرد هاي قضاياي تونن ونورتن در مسئله .حداكثر توان به بار مي رسد  =

حال به معرفي مدار معادل تونن .اين قضايا فقط در شبكه هاي خطي صدق ميكنند. اخير است
  ين  مدار معادل نورتن مي پردازيم   وهمچن
يك شبكه خطي يك قطبي شامل مقاومت ها ومنابع : مدارمعادل تونن - 1- 24- 3 •

مي توان  بجاي شبكه يك . مفروض است ) الف -59-3(مانند شكل )نا بسته     وابسته و(
يك منبع نابسته ولتاژ سري با يك مقاومت قرار   قطبي يك مدار معادل شامل تركيب

منبع ولتاژ تونن ومقاومت را منبع ولتاژ  ,معادل كه در اين مدار )ب -59-3(مطابق شكلداد
 .گويند معادل تونن مداررا مقاومت تونن ومدار را 
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  )الف)                                           (ب)                                            (ج(

 )59- 3(شكل

)  الف   -59-3(مي توان به جاي شبكه يك قطبي شكل  :نورتنمدار معادل  -2- 24- 3 •
كه منبع جريان را ) ج -59-3(مطابق شكل يك منبع جريان موازي با يك مقاومت قرار داد 

 گويند مدار معادل نورتن نورتن ومقاومت را مقاومت نورتن  ومدار را منبع جريان

 روش تعيين مدار معادل تونن ونورتن  - 3- 24- 3 •

يين مدار معادل تونن يا نورتن با توجه به مطالبي كه در فصل دوم بيان شده است وعبارتند براي تع
مقايسه بين مدار معادل ورابطه بين ولتاژ وجريان يك قطبي مي توان -2استفاده از تبذيل منابع  - 1: از 

  .استفاده كرد) 1(ولي بايد توجه نمود كه در تمام مدار ها نمي توان از روش . تحليل را انجام داد
  .در هر صورت مداري را با اين دو روش تحليل مي نماييم 

را چنان تعيين كنيد كه حداكثر توان را از شبكه   LR مقاومت) 60-3(در مدار شكل): 21- 3(مثال •
 .و توان ماكزيمم را بدست آوريد. جذب نمايد

  
 )60- 3(شكل

بجاي شبكه مدار معادل تونن يا نورتن آن را  قرار دهيم شرايط براي تعيين مقاومت بار اگر :پاسخ •
 .را مشخص مي كند LRحداكثر توان مقدار 

ولت 12ومنبع  Ω3مقاومت ) الف - 61- 3(را از مدار جدا نموده ومطابق شكل  LRمقاومت )1روش 
xxفرض واز دو نقطه ) مدار معادل تونن(زيكي را منبع ولتاژ في منبع جريان (مدار معادل نورتن  ′

=Ω:داريم) ب- 61-3(در شكل. جانشين آن مي نماييم )فيزيكي  3NR  وAI N 4
3

12
در اين ==
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ΩΩحالت نيز مقاومت هاي  63 ي گردند مقاومت معادل اين دو مقاومت با هم موازي م و

Ω=
+
×

= 2
63
63

eqR  ج-61- 3(مي شودكه جانشين آنها مي گرددشكل. (  
yyاهم را مدار معادل نورتن از دو نقطه  2آمپر ومقاومت  4گر منبع ا در نظر گرفته شود   مي  ′

=Ωتوان  مدار معادل تونن 2thR وvVth 842   . راجانشين معادل مدار نورتن نمود =×=
اهم سري هستند ومنتجه     7و 2مشاهده مي شود مقاومت هاي ) د -61- 3(همانطور كه درشكل 

نشان ) ه -61-3(اهم مي شود بنابراين مدار معادل تونن شبكه همانطور كه درشكل  9آن ها برابر 
اهم است و مقاومت بار برابراست با  9ولت سري با مقاومت  8داده شده است عبارت از يك منبع 

Ω== 9thL RR و توا ن جذب شده توسط مقاومت بار :WPL 1.7
9
64

9
)8( 2

max   .مي شود  ==≈

  
  )ا لف(  ) ب(

  
  )ج(  ) د(

  

  
  )ه(
  )61- 3(شكل

معادلات مقاومت بار را از شبكه يك قطبي جدا مي سازيم  و با استفاذه از روش مش  ابتدا): 2(روش
KVL  نوشته واز دستگاه معادلات رابطه ولتاژ وجريان دو ) ا لف  - 62-3(را در شكل  2و1مش هاي

  :در نظر مي گيريم) i    ( را 2وجريان مش )  I1(را  1جريان مش: سر يك قطبي را بدست مي آوريم 
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iRVv:ن داريم در مورد مدار معادل تون) ب - 62 -3(در مقابل درشكل  thth كه از مقايسه روابط   =−

  .ولتاژ تونن ومقاومت تونن بدست مي آيند

  
  )ا لف)                       (62- 3(شكل)                       ب(

  
 ):روش تعيين مدار معادل تونن(قضيه تونن  - 4- 24- 3 •

واز طرف  مصرف كننده اهميت ندارددر تعيين مدار معادل يك شبكه يك قطبي چون بار يا    
مدار  ولتاژديگر با جدا شدن بار حالت مدار باز در مدار بوجود مي آيد ولتاژ اين سر مدار باز را 

است  thV ولتاژ توننگويند و ولتاژ دو سر مدار معادل تونن  در حالت مدار باز برابر  OCVباز
OCthيكي از شرايط معادل بودن دو مدار مساوي بودن درنتيجه  VV و مقاومت معادل . است =

 روش تعيين مدار معادل تونن  بنا براينشبكه يك قطبي بايد با مقاومت تونن مساوي باشد 
  :شرح است طبق قضيه تونن بدين

 
I.  ( را از شبكه جداابتدا شبكه را به دو جزء بار يك قطبي تقسيم نموده وجزء بار  

 ))الف-63-3(شكل . (مي كنيم 

II. (ولتاژ  روش مناسب محاسبه نموده اين ولتاژ  دو سر يك قطبي را از محل باز شدن بار به
OCth.مساوي ولتاژ تونن است VV  ))ب و ج -63-3(شكل (  =

  
  )الف(             )                      ب)                                      (ج(
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 )63- 3(شكل 

III. (  مقاومت معادل شبكه را با استفاده از روش مناسب حساب كرده اين مقاومت معادل
theq.همان مقاومت تونن است RR = 

 ):روش تعيين مدار معادل نورتن(قضيه نورتن -5- 24- 3 •

آن محل را اتصال كوتاه كنيم جرياني ) ا لف - 63- 3(اگر پس از باز نمودن مقاومت بار از شبكه  شكل   
برابر با جريان نورتن است زيرا در مدار معادل نورتن با اتصال  كوتاه  SCIكه از اتصال كوتاه مي گذرد

دار و براي اين كه دو م )را؟چ(كلاً از اتصال كوتاه عبور مي كند  NIنمودن خروجي آن جريان منبع 
NSCمعادل باشند بايد  II ضمناً مي دانيم مقاومت تونن مساوي مقاومت نورتن .باشد  =

thN.است RR =  
  :براين اساس روش تعيين مدار معادل نورتن طبق قضيه نورتن عبا رت است از

I. ( ابتدا بار يا مصرف كننده را از شبكه يك قطبي  جدا مي سازيم. 

II. ( حل باز شدن بار را اتصال كوتاه نموده و جر يان اتصال كوتاه رابه روش مناسب حساب م
NSCمي نماييم اين جريان مساوي جريان منبع جريان نورتن است II =  

  ))الف و ب -64-3(شكل (

  
 )الف)                             (64-3(شكل)                               ب(

III. (  مقاومت يك قطبي را از محل باز شدن بار به روش مناسب محاسبه نموده اين مقاومت
Neq.برابرمقاومت نورتن است RR = 

از روش تعيين مدار معادل تونن وهمچنين مدار نورتن در مورد يك شبكه يك قطبي نتيجه مي  
SCeqOC: شود IRV = 

 :معادل يك شبكه روش تعيين مقاومت - 6- 24- 3 •

تعيين مقاومت معادل يك شبكه روش هاي متفاوتي وجود دارد كه با توحه به وضعيت اتصال    ا براي 
  .در اين بحث به سه روش اشاره مي كنيم. جزاء مي توان مقاومت معادل را حساب كرد

ان از اين ر صورتي كه شبكه فاقد منابع وابسته باشد مي تود  :ر وش تركيب مقاومت ها  -1روش 
  :طريقه تعيين عبارت است. روش استفاده كرد
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محاسبه مقاومت معادل منابع نابسته مدار را بي ا ثر  نموده وبا تركيب مقاومت ها  ي برا
  .مقاومت معادل را بدست مي آ يد

براي تعيين مقاومت معادل مدار بايد  در اين روش: استفاده از قضاياي تونن و نورتن -2روش
  :و بدين طريق عمل مي شود. نابسته با شدداراي منبع 

به روش مناسب  معادل تعيين مقاومت) سرهاي مورد نظر(را ا ز محل )  (Vocولتاژ مدا رباز
ا ز  (Isc )محاسبه نموده وبا اتصال كوتاه كردن سر ها  وتعيين جريان اتصال كوتاه

:رابطه
SC

OC
eq I

V
R  . را بدست مي آوريم مقاومت معادل =

در اين روش منابع داخلي شبكه را بي اثر نموده و : استفاده از منبع تغذيه خارجي  - 3روش
يا منبع ولتاژ (  ITبه محل تعيين مقاومت معادل مدار يكمنبع جريان معين  ) 65-3(مطابق شكل 

جريان منبع ( ITرا برحسب ) V(را اعمال نموده و سپس ولتاژ دو سر منبع جريان)  VTمعين 

معين نموده و از رابطه )  VTرا برحسب )  I( ولتاژ
I

V
I
VR T

T
eq مقاومت معادل را حساب  ==

  .مي كنيم 
 

  
  )65- 3(شكل 

با استفاده از قضاياي تونن و نورتن مقاومت داخلي ولت متري كه براي اندازه گيري :  )22- 3(مثال 
  .نشان مي دهد به دست آوريد ولت را   60بسته شده و ) 66-3(در شكل  bو  aبين  V0ولتاژ 

  
  )66- 3(شكل
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از مدار جدا مي كنيم و مدار معادل تونن يا نورتن را از دو نقطه , bو aابتدا ولت متر را از نقاط  :پاسخ 
a  وb  به دست مي آوريم:  
  )) :67-3(مطابق شكل (فرضاً از روش پتانسيل گره استفاده مي كنيم  : Vocمحاسبه  .1

0
20

400404
=

−++
⇒ OCOC VV              020

5
)10(

20
=−

−−
+ OCOC VV  

v72=⇒ OCV            3605 =OCV    

  
  )67-3(شكل

  )) :الف - 68-3(مطابق شكل (را بي اثر مي كنيم  20mAو  10vمنابع :  Reqمحاسبه  .2
Ω=+=+

+
×

= KReq 2016416
205
205  

=Ωو   v72=thV:  در نتيجه مدار معادل تونن برابر است با KRth   ))ب - 68-3(مطابق شكل ( 20

  
  )الف)                            (68-3(شكل)                                ب(

تقسيم  Reqرا در دو سر ولت متر و مقاومت  72vحال از تقسيم ولتاژ مي توان استفاده كرد و ولتاژ 
  :نمود 

   VV RR 72606020 =+×  ⇒
+
×

=
V

V

R
R
20

72
60    ⇒

+
×

=
V

V

R
R

V
20

  ولت متر 72

     Ω=⇒ KRV 100     
12

6020×
=⇒ VR  VR126020 =×⇒  

را كه مشخصه آن در  RL(t)ولتاژ و جريان بار , با استفاده از قضيه تونن و نورتن  ) :23-3(مثال 
 t تعيين كنيد و مقدار توان جذب شده متوسط مقاومت را در, نشان داده شده است  )  69-3(شكل  
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= 5 sec    تعيين كنيد.   

  
  )الف)                      (69-3(شكل )                  ب(

آن را از  را به عنوان بار حساب كرده و R(t)مقاومت , براي اينكه تحليل به راحتي انجام شود  :پاسخ 
  :شبكه جدا مي كنيم و مدار معادل تونن يا نورتن را به دست مي آوريم 

و با محاسبه جريان )) 70-3(مطابق شكل (فرضاً از روش تحليل مش استفاده نموده :  Vocمحاسبه  .1
  :ولتاژ مدار باز را حساب مي كنيم ,  I2و  I1هاي 
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  )70- 3(شكل 
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 ( ) v15924)3(35312 =−=−++−=⇒ OCV      121 3)(12 IIIVV abOC +−==  

  
مدار به  6Aو مدار باز كردن منبع جريان  36vبا اتصال كوتاه كردن منبع ولتاز  : Reqمحاسبه  .2

+=Ωدر مي آيد و            ) الف و ب- 71- 3(شكل 
+
×

= 5.5
2
3

126
126

eqR  
  :را از روي مشخصه مي نويسيم  R(t)حال معادله 
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  )الف(   )                                    ب)                                     (ج(

  )71- 3(شكل
را براي زمان هاي مختلف  v(t)و  i(t)و )) ج- 71- 3( مطابق شكل(را به مدار معادل تونن مي بنديم  R(t)و 

  :محاسبه مي كنيم 
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WP 824 =×=  
 RCرا با استفاده از قضاياي تونن و نورتن به يك مدار ساده ) الف- 72-3(مدار شكل  ) :24-3(مثال 

  .ريان تبديل نماييد موازي با تحريك منبع ج

  
  )الف)                     (72- 3(شكل)                               ب(                    

  : t >0براي زمان هاي ) ب - 72-3(مداري است مطابق شكل , پاسخ مدار  :پاسخ 
مي گيريم و آن را از شبكه در نظر ) مصرف كننده ( ابتدا خازن را به عنوان بار , براي رسيدن به اين مدار 

  .جدا مي كنيم و با استفاده از قضاياي تونن و نورتن مدار معادل نورتن را به دست مي آوريم 
  :بعد از باز شدن كليد  VOC = Vabمحاسبه ولتاژ مدار باز . 1

  : مي نويسيم KCL براي گره ها) الف- 73-  3(فرضاً از روش گره استفاده مي كنيم و با توجه به شكل 
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  )ا لف( )                       73- 3(شكل)                         ب(

 : (ISC) محاسبه جريان اتصال كوتاه .2
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را اتصال كوتاه مي نماييم و با توجه به رعايت قرارداد متناظر  bو aمحل باز شدن خازن يعني نقاط 
را محاسبه  ISCجريان اتصال كوتاه ) ب- 73- 3(مطابق شكل , بين ولتاز مدار باز و جريان اتصال كوتاه 

  : مي نماييم 

AiI:                                دن مقاومت ها با توجه به مساوي بو
2
1

1 == 

10Ω                                  :AiIو جريان شاخه  
4
3

10
2
115

10
15

2 =
×

==   

AIII:                                            در نتيجه   SC 4
5

4
3

2
1

21 =+=+=  

به رابطه  با توجه .3
SC

OC
eq I

V
R ==Ω:                    داريم  = 20

4
5
25

eqR 

AIجريان نورتن )  - 3(بنابراين در مدار معادل شكل   .4 N 4
5

=Ωو مقاومت نورتن  = 20NR  نتيجه
  .مي شود 

  
 : با برابر است )  74 - 3(در مدار شكل  bو  a معادل از بين دو نقطهمقاومت  ):25-3(مثال  •

  هيچكدام: ه      Ω 3:  د    Ω4:  ج      Ω 2/3  :صفر     ب:ا لف 

  
 )74-3(شكل

 : استفاده مي نماييم) 3(در اين مثال براي محاسبه مقاومت معادل از روش : پاسخ •

بين دو )  75 - 3(مطابق شكل  TIرا اتصال كوتاه مي كنيم ويك منبع جريان   V 6منبع  – 1
  متصل مي نماييم  bو  aنقطه 

را  بدست  آورده وسپس مقاومت معادل را محاسبه مي   abVولتاژ دو سر منبع جريان -2
  .  نماييم
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  )75- 3(شكل 

باجهت )  75 - 3(در حلقه سمت راست شكل  KVLكافي است كه يك معادله ,شود  اگر دقت
  :لا ف عقربه هاي سا عت و جريان شاخه ها نوشته شود خ

       TIIIKCL +=⇒ 12)1(    
       abTTabTT VIIIIVIIIIKVL =−++⇒=−−++⇒ 1111 222202)(22  

       abT VI =4 ==⇒=Ω و  44
eq

T

T

T

ab
eq R

I
I

I
V

R  

  .پاسخ صحيح مسئله است) ج(نتيجه مي شود كه پاسخ 
  

روش دوم را بكار برده ونشان دهيد ) چرا ؟ . (يل نيست قابل  تحل 2و1مثال با روش هاي  اين: نكته 

كه 
0
0

=eqR   و مبهم است. 

     جريان وvLولتاژ ,استفاده قضيه تونن  با )ا لف  - 76-3(مدار شكل  در: ) 26- 3(مثال  •
(iL)  حساب نشان داده شده است) ب -76 -3(در شكل آن مقاومت غير خطي را كه مشخصه 
 .كنيد

  
 )الف(
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  )ب(
 )76-3(شكل

در نظر گرفته از بقيه ) مصرف كننده (ابتدا ء مقاومت غير خطي را به عنوان بار  - 1:پاسخ •
آن  يبرا)  ا لف -77- 3(شكل  درI2 و I1انتخاب جريان هاي  ومدار جدا مي نماييم وبا روش مش 

  :مي نويسيم KVL ها
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abOCولتاژ مدار باز ) ب  - 77- 3(وحلقه مشخص شده در شكل  I2و  I1باتوجه به جريان هاي - 2 VV را  =

  .بدست مي آوريم 
025.12005.5620560)(2036 12122 ×−×=−=⇒=−+− IIVIIVI OCOC  

voltsVOC 5.7=  
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)ا لف(         )              77-3(شكل)                            ب(  

  eqRمحاسبه مقاومت معادل - 3
مي توان از سه روش ذكر شده استفاده نمود كه در اين  bو aبراي محاسبه مقاومت معادل از دو نقطه     

ولت را اتصال كوتاه نموده  و مثلث  5/62اول منبع . مقاومت معادل را حساب مي كنيم ) 1(جا از روش 
RوRRورا به ستاره با شاخه هاي ) ا لف - 78- 3(شكل  Ω 60و Ω 20وΩ20 ه هاي شامل شاخ ′′′ 

تبديل مي كنيم و سپس با تركيب سري وموازي مقاومت ها ) ب- 78-3(نشان داده شده در شكل 
  .مقاومت معادل را بدست مي آوريم) ج ود-  78-3(مانند شكل هاي 
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=⇒Ω=+′′Ω=+=+ 36122412
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604060484036436 eqeq RRRوR  

  
  )الف()                                                             ب(

  
  )ج)                 (78-3(شكل)                        د(

و با تعيين جريان اتصال ) 2(در صورتيكه روش تبديل ستاره مثلث  را بكار نبريم مي توان از روش : نكته
23كو تاه  III SC   .مقاومت معادل  را محاسبه كرد)  79 -3(از مدار شكل  =−
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  )79- 3(شكل 

voltsVthحال كه مدار معادل تونن با  - 4 =Ωو  =5.7 36thR  مشخص شد مقاومت غير خطي را
LLبه مدار معادل متصل مي نماييم وبا متغير هاي )الف-  80 - 3(مطابق شكل iv حلقه را  KVLمعادله  ,
LLاين معادله مشخصه يك خط مستقيم است ومكان هندسي جريان ها ولتاژ هاي. مي نويسيم  iv , 

LLصدق مي كنند واز طرف ديگر مكان هندسي اين نقاط  KVLاست كه در معادله  iv مشخصه  ,
)(مقاومت غير خطي LL vgi است بنا براين محل تلا قي دو مكان هندسي از روش ترسيمي جواب  =

  .مسئله را معين مي نمايد 

  
  )الف)                      (80-3(شكل)                  ب(                                                          
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ازتلا قي آن ها  جواب ) ب- 80-3(مطابق شكل , م در صفحه مشخصه مقاومت غير خطي با رسم خط مستقي

voltsVL.به شرح زير بدست مي آيد AIو  =5 L 07.0
36

5.2
≈=  

LLبراي رسم معادله:تذكر vi += )5,7,0(دونقطه   365.7 == LL vi       0,208.0(و
36

5,7( =≈= LL vi 
  .مشخصه بار غير خطي مشخص مي نماييم وخط مستقيم را رسم مي كنيم  روي
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 Operational Amplifier)(تقويت كننده هاي عملياتي  25- 3 •

در تحليل مدارها مطرح است و مدار مركبي است كه  (IC)يكي از مدار ها يي كه به صورت مدار مجتمع 
ناميده    مي شود و با  (Op amp)عملياتي  قويت كنندهتبا اجزاء ساده مداري  مدل سازي مي شود 

  . نشان داده مي شود ) ا لف- 81- 3(نماد شكل 
تقويت كننده هاي عملياتي عموماً داراي دوسر ورودي  ويك سر خروجي هستند كه بين دوسر ورودي 

وند  تغذيه       مي ش ( dc)يك تقويت كننده تفاضلي قرار گرفته وتوسط دو منبع ولتاژ جريان مستقيم 
مشخصه خروجي  برحسب اختلاف پتانسيل بين دو ورودي تقويت كننده عملياتي وباتوجه به منا بع تغذيه 

  .مي باشد) ب- 81- 3(مطابق شكل 

  
  )ا لف)                         (81-3(شكل )                 ب(

ر انتگرالگي,كنندهه مقايس,ه جمع كنند,هكنندتقويت :  عبارتند از كاربرد هاي تقويت كننده هاي عملياتي •
 .و مشتق گير موج هاي ورودي

 :مدار معادل تقويت كننده عملياتي  – 25-1- 3 •
مدل . مدل سازي نمود , يك تقويت كننده عملياتي را در فركانس هاي كم مي توان با اجزاء ساده خطي

  :ن مدار در اي. نشان داده شده است ) ا لف-82 -3(مداري تقويت كننده عملياتي در شكل 
Rin   = مقاومت خيلي بزرگي است كه بين دو ورودي قرار گرفته است : مقاومت ورودي.  
Vin  = كه ورودي منفي را ورودي معكوس كننده  و ورودي مثبت را غير معكوس : ولتاژ بين دو ورودي

  .كننده گويند 
RO  = مقاومت كوچكي است كه در خروجي قرار گرفته است : مقاومت خروجي.  
A  = كه عدد بسيار بزرگي است  و بهره ولتاز با يك منبع وابسته مدل : بهره ولتاز مدار باز تقويت كننده

 .مي باشد AVinسازي شده است و برابر 

VO  = ولتاز خروجي نسبت به سر اتصال زمين است.  
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 OpAmpعادل مدار م) ا لف)                   (82- 3(مدارمعادل ايده آل                شكل) ب(

  . صرف نظر شده است , ايجاد مي نمايند  VEE–و  VCCضمناً از محدوديت هايي كه  منابع تغذيه 
كه از لحاظ  (OpAmp 741)يك تقويت كننده عملياتي مانند ,  Aو  Roو  Rinبا توجه به مقادير 

≤Ωنوعي MRin 2  ,Ω< 80OR  510و≥A  مدل مداري ايده آل تقويت , در تحليل مدار , مي باشد
جانشين مدل مداري مي نمايند و همان طور كه مشاهده مي شود ) ب- 82- 3(كننده عملياتي را مطابق شكل 

به  ROمدار باز جانشين آن شده است و هم چنين به جاي , Rin  بودن  در مدل ايده آل به دليل خيلي بزرگ
انجام مي شود و پس از تعيين  Aصال كوتاه جاي آن قرار گرفته است و تحليل بر اساس ات,دليل كوچكي 

)را به سمت بي نهايت  A  ,Aپاسخ بر حسب  )∞→A  ميل داده و حد عبارت را حساب مي كنند.  
 :تحليل مدارهاي شامل تقويت كننده عملياتي  - 2- 25 - 3 •

  : dcبا صرف نظر از محدوديت منابع تغذيه , رح شد همان طور كه در بحث مدل سازي مط
  .مدار معادل ايده آل آن را قرار مي دهيم , به جاي تقويت كننده عملياتي . 1
  .را براي گره ها مي نويسيم و پاسخ را حساب مي كنيم  KCLمعمولاً  به روش پتانسيل گره معادلات . 2
3 .A يل مي دهيم و پاسخ را به دست مي آوريم بهره ولتاژ مدار باز را به سمت بينهايت م.  

همان گونه كه  .روش ديگري نيز در كتب براي تحليل مطرح شده است كه بدان اشاره مي نماييم  :نكته 
جريان ها ي ورودي تقويت كننده عملياتي صفر است و با توجه , در مدار معادل ايده آل مشاهده مي شود 

)معمولاً ,  VEEو  VCCذيه و محدوديت منابع تغ Aبه بزرگ بودن  )0≈inV  در نظر گرفته و يك صفر
مصنوعي در سرهاي معكوس كننده و غير معكوس كننده در نظر مي گيرند و تحليل را با روش گره انجام 

  . مي دهند
  :حال به تحليل چند مثال مي پردازيم 

را بر  VOولتاز خروجي ) ا لف-83-3(در مدار تقويت كننده معكوس كننده شكل ) : 27- 3(مثال  •
 . به دست آوريد  V1حسب ولتاز ورودي 
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 )ا لف(                          )83-3(شكل)                             ب(

 :پاسخ  •
 ))ب-83- 3(شكل . ( مدار معادل ايده آل آن را قرار مي دهيم  به جاي تقويت كننده عملياتي. 1 

هاي ممكن را مي  KCLنسيل فرض نموده و منابع ولتاز را اتصال كوتاه فرض نموده و براي گره ها پتا .2
  .نويسيم و تحليل را انجام مي دهيم 

انتخاب نموده  Vin–را برابر  (2)بر اين اساس ولتاژ گره , جريان عبور نمي كند  Rچون از مقاومت : تذكر 
  .ايم 
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ولتاژ ,  R=10KΩرا چنان تعيين كنيد كه به ازاء  1R)ا لف -84 - 3(در مدار شكل  ) : 28- 3(مثال  •
 . گردد  VO = -100V1خروجي 

  
 )الف)                           (84- 3(شكل           )           ب(

 :پاسخ  •
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  ))ب-84- 3(شكل . (به جاي تقويت كننده عملياتي مدار معادل ايده آل آن را قرار مي دهيم  .1
براي گره هاي ممكن مي  KCLانسيل گره ها را مشخص و منابع ولتاز را اتصال كوتاه فرض نموده و پت. 2

  .نويسيم 
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  : نتيجه مي شود,  A→∞ با ميل دادن. 3
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10ار مقايسه پاسخ به دست آمده با رابطه . 4 100VV به دست  R=10KΩ   ,R1و هم چنين قراردادن =−
   :مي آيد 
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چنان تعيين كنيد كه  Rرا بر حسب  R2, ) الف- 85-3(در مدار شكل  ) :29- 3(مثال  •

12 2
3
2 VVVO  .گردد   =+−

  
  )ا لف(              )             85- 3(شكل            )           ب(
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  :پاسخ •

  .ار مي دهيمرا در مدار قر (OpAmp)مدار معادل ايده آل تقويت كننده عملياتي . 1
براي گره ها نسبت به مبنا پتانسيل فرض نموده و منابع ولتاژ را اتصال كوتاه ) ب- 85- 3(در مدار شكل . 2

  :مي نويسيم  KCLفرض مي كنيم و براي گره هاي ممكن 
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  : A→∞دادن با ميل . 3
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  :نظريه ميلمن  

هايي كه به طور ) مدار معادل تونن ( اين نظريه در مورد تعيين ولتاژ دو سر منابع ولتاژ سري با مقاومت 
  :به كار مي رود و به شرح زير بيان مي شود ) ) ا لف- 86- 3(مطابق شكل (موازي اتصال يافته اند  
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ر اين عبارت كه د
i

i R
G 1

و  =
O

O R
G 1

 OG=0, مدار باز باشد  bو   aمي باشد و در صورتي كه بين  =

  ))ب- 86-3(شكل. (مي شود 

  
  )ا لف)                      (86- 3(شكل)                         ب(

 Vabرا برابر ) 1(ز روش پتانسيل گره استفاده مي كنيم و پتانسيل گره براي اثبات رابطه نظريه ميلمن ا
  :مي نويسيم  KCL, ) 1(براي گره ) الف- 86- 3(فرض مي كنيم ودر شكل ) 2(نسبت به گره 
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  را حساب Vabرا قرار مي دهيم و معادله را ساده كرده و  Giرسانايي  Riو به جاي مقاومت هاي 
كنيم     مي 

0)1( 444333222111 =+−+−+−+−⇒ abOSabSabSabSab VGVGVGVGVGVGVGVGVGKCL  
                                       443322114321 )( SSSSabO VGVGVGVGVGGGGG +++=++++  
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  :بنابراين نظريه به شرح زير تعريف مي گردد 
  :  برابر است با ) مدارهاي معادل تونن ( ولتاژ دو سر اتصال موازي منابع ولتاز فيزيكي 

  
 ) :87-3(در مدار شكل ) : 30-3(مثال  •
  .را حساب كنيد  Vab:  ا لف 

  .را حساب كنيد  Vab, اتصال يابد  abبين  5Ωدر صورتي كه مقاومت  :ب
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  )87- 3(شكل

 : پاسخ •

  :مطابق نظريه ميلمن داريم  : الف
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  :مطابق نظريه ميلمن داريم  : ب
  

  
  :اي غير خطي اثر سيگنال هاي كوچك بر مقاومت ه 

قدر مطلق آن  dcموج يا سيگنالي را كوچك گويند كه در مقابل يك مقدار ثابت: تعريف سيگنال كوچك 
  . خيلي كوچك باشد 

tCosEteموج   به طور مثال اگر يك m ω=)(  0را با يك ولتازE  مقايسه نماييم: 

0EEm 0Eeيا          >> <<                      
.اين سيگنال را سيگنال كوجك گويند   

كه ) 88 -3(به مدار شكل ) 26- 3(يك مقاومت غير خطي با مشخصه مثال , جهت تحليل ا ثر سيگنال كوچك 
  متصل مي نماييم   , است   te)(و منبع سيگنال كوچك  0E) dc(شامل منبع ثابت
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  )88- 3(شكل 

  . محاسبه جريان و ولتاژ مقاومت غير خطي است , هدف از تحليل 
در اين مدار  v(t)و  i(t)بنابراين , همان طور كه ملاحظه مي شود مدار داراي منبع متغير با زمان مي باشد 

  :صدق نمايند  مدار KVLتابع زمان مي باشند و بايد در 
)()()(0 tvtiRteEKVL S +=+⇒  

بنابراين , ضمناً به دليل غير خطي بودن مدار محاسبه جريان و ولتاز از طريق جمع اثر امكان پذير نيست 
  :براي تحليل 

به دست را از روش ترسيمي 0Eاثر منبع )  89-3(ابتدا منبع سيگنال را بي اثر مي كنيم و مطابق شكل  .1 
  :مي آوريم 

  
  )ا لف)                         (89- 3(شكل)                           ب(
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)(0از معادلات فوق  Iti )(0و = Vtv ),(به دست مي آيند كه  = 00 IV يك نقطه را در صفحه نشان مي
0)()(مشخص شده و نقطه كار ناميده مي شودومعادله  Qعمولاً با دهدكه م tvtiRE S را كه در =+

)(در معادله0Vو0Iنامند و  dcصفحه به صورت يك خط مستقيم رسم مي شودخط بار  00 VgI صدق =
  . ويند گ dcاين عمليات را تحليل . مي كنند 
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نتيجتاً به دليل متغير بودن منبع دوم خط بار به موازات خود , حال اگر هر دو منبع در مدار قرار گيرند . 2
مقدار كمي تغيير مي كند و باعث جريان و ولتاز  Qتغييرات كمي را دارد و در نتيجه نقطه كار در اطراف 

  :مي توان نتيجه گرفت كه و )) 90-3(شكل(به مقدار كوچكي در اطراف نقطه كار مي شود

  
  )90- 3(شكل
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tiIti  

در  v(t)مقدار تغييرات ولتاژ  v1(t)و  0Iدر اطراف i(t)مقدار تغييرات جريان   i1(t)كه در اين عبارت  
  . مي باشد  0Vاطراف

  :معادلات صدق نمايند يعني ضمناً اين مقادير جريان و ولتاژ بايد در 
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)())((اگر بسط تيلور معادله  1010 tvVgtiI از  v1(t)و i1(t)را بنويسيم و با توجه به كوچك بودن  +=+
  :نتيجه مي شود , مشتق هاي مرتبه دوم به بالا در بسط صرف نظر كنيم 

)()()( 1010
0

tv
dv
dgVgtiI

Vv=

+=+  

)(و با توجه به رابطه 00 VgI )()(رابطه , = 11
0

tv
dv
dgti

Vv=

به دست مي آيد كه در رابطه اخير  =

0Vvdv
dg

=
چون مقدار .  دارد  mhoيا ) زيمنس ( Sديمانسيون  

0Vvdv
dg

=
 Gمقدار ثابتي است كه آن را با  

  :نشان مي دهيم در نتيجه 

)()()(1)( 111 tRitvti
G

tv )()(  يا  =⇒= 11 tGvti =  

G
R 1

برابر شيب  Gنيز مقاومت ديناميكي مقاومت غير خطي در نقطه كار مي باشد و از لحاظ تحليلي =
  .مماس بر منحني در نقطه كار مي باشد 
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مقاومت به جاي ) 91- 3(به تنهايي در مدار قرار گيرد مطابق شكل  es(t)بنابراين در صورتي كه منبع . 3
  :محاسبه مي گردند es(t)به ازاء منبع  v1(t)و  i1(t)مقادير . مقاومت ديناميكي را قرار مي دهيم , غيرخطي 

  
  )91- 3(شكل
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  :برابر مي شوند با  v(t)و ولتاز  i(t)جريان  v1(t)و  i1(t)پس از محاسبه . 4
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كلي روش تحليلي اثر سيگنال هاي كوچك بر مقاومت هاي غيرخطي را مي توان به شرح بنابراين به طور 
  :زير خلاصه نمود 

كه منبع گرايش  dcمنبع سيگنال كوچك را برابر صفر قرار داده و مدار را با منبع :  dcتحليل  )1
),( )نقطه آرامش( نقطه كار , تحليل نموده  , ناميده مي شود ) باياس كننده ( دهنده  00 IV  را از

 .طريق تحليلي يا ترسيمي به دست مي آوريم 

اين شيب . شيب مماس بر منحني از طريق ترسيمي يا تحليلي در نقطه كار محاسبه مي شود  )2
vgi)((بسته به نوع مشخصه مقاومت غيرخطي  ifv)(يا  = مت يا مقاو Gبرابر رسانايي , ) =

 .مي گردد Rديناميكي

مقاومت ) مقاومت ديناميكي( Rرا به تنهايي در مداري كه شامل  es(t)منبع سيگنال كوچك  )3
و مقدار  i1(t)در نتيجه مقدار تغييرات جريان . غيرخطي است قرار داده و آن را تحليل مي نماييم 

 .را به دست مي آوريم v1(t)تغييرت ولتاژ 

 :را از روابط زير محاسبه مي كنيم  v(t) و ولتاژ i(t)مقادير جريان  )4
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)(1.0)(اثر سيگنال) الف- 92-3(در مدار شكل :  )31- 3(مثال  • tCosteS را بر مقاومت غيرخطي   =
2
RR vi  .به دست آوريد  Rv≤0به ازاء  =
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  :پاسخ  •

  
  )الف)                    (92- 3(شكل)                 ب(

  را در نظر مي گيريم و از دستگاه معادلات ) ب- 92 -3(مدار شكل : و تغيين نقطه كار  dcتحليل  .1

  022 =−+⇒ RR vv   RR vv +=⇒ 22  
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=±=+±=⇒ Rv  

مي شود و نقطه كار  iR=12=1Aدر نتيجه , جواب مسئله است  vR=1vهمان گونه كه بيان شده است فقط 
  .مشخص مي شود  Q=(1V , 1A)برابر 

  :محاسبه مي كنيم Qمقاومت ديناميكي مقاومت غير خطي را در نقطه كار . 2
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  :به دست مي آوريم ) 93-3(يي در مدار شكل اثر سيگنال كوچك را به تنها. 3

  
  )93- 3(شكل
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  :در نتيجه 
AttiIti cos066.01)()( 10 +≈+=  
VttvVtv cos033.01)()( 10 +≈+=  

  .مي باشد ) 94-3(روش ترسيمي حل مسئله مطابق شكل 
   

  
  )ا لف(                           )    ب)                                    (ج(

  )94- 3(شكل
 

2با توجه به مشخصه مقاومت غير خطي در اين روش 
RR vi رسم شده خط بار ) الف- 94- 3(كه در شكل  =

RR vi +×= نشان ) ب-94- 3(نقطه كار راكه در شكل , از محل تلاقي دومشخصه,را نيز رسم كرده  12
بدست  مي آوريم  ودر محل نقطه كار مماس بر منحني را رسم وشيب آن را بدست آورده .داده شده 

 .وبعداز تعيين شيب ومشخص شدن مقاومت ديناميكي  بقيه تحليل مانند قسمت هاي قبل است 
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 تاليف وتدوين مهدي حاجي پور                                          فصل چهارم 

  : تجزيه و تحليل مدار هاي مرتبه اول
  تجزيه وتحليل مدار هاي خطي تغيير ناپذير با زمان مرتبه اول-4-1 

اين فصل به تجزيه وتحليل  در فصل سوم مدار هاي مقاومتي با منابع جريان مستقيم مورد تجزيه وتحليل قرار گرفتند در
مدار هايي مي پردازيم كه علاوه بر مقاومت شامل يك جزء ذخيره كننده انرژي مانند سلف يا خازن مي باشند وهمچنين 

يك تغيير وضعيت ) مبداء زمان( t=0مدار ها مدت طولا ني د ر يك حا لت  دائم قرار داشته و در زمان مشخصي مانند 
اين تغيير وضعيت باعث ايجاد جريان يا ولتاژ ي متغيير در مدار شده و تغيير .سط يك كليد در  آن ها بوجود  مي آيد تو

مدت زمان بين دو , انرژي در مدارباعث يك حالت گذرايي ميگردد تا اينكه مجدداً مدار به حالت پا يدار جديدي مي رسد
از آنجا كه رابطه بين ولتاژ وجريان سلف وخازن خطي تغيير ناپذير   .گويند)ترانزينت(زمان گذرايي حالت پايدار را 

بازمان بصورت مشتق مرتبه اول است در نتيجه معادله تحليل اينگونه مدار ها معادلهبصورت معادله ديفرانسيل مرتبه اول 
 RC  و RLار هاي مرتبه اول در اين مبحث به تعيين پاسخ مد. ناميده مي شوند " مرتبه اول مدار هاي"است و براين مبنا 

  .ي پردازيمم

  ساده RCو RLپاسخ ورودي صفر مدار هاي مرتبه اول  - 2- 4  
  .را در نظر گرفته و ابتداء از لحاظ فيزيكي آن ها را بترتيب مورد بررسي قرار مي دهيم ) ا لف وب - 1 -4(مدار هاي شكل 

  
  )ا لف(          )              1-4(شكل)                            ب(

متصل بوده بنابراين انرژي  0Vبا ولتاژ dcمدت طولا ني به منبع ولتاژ  Cخازن :  RCبررسي فيزيكي مدار -ا لف •
در مي آيد انرژي ذخيره ) 2(به وضعيت ) 1(بصورت ولتاژ در آن ذخيره شده است و وقتي كه كليد مدار از وضعيت 

يجاد جرياني متغيير با زمان در مقاومت شده  وانرژي در مقاومت به صورت حرارت تلف مي گردد شده در خازن باعث ا
واين عمل آنقدر ادامه مي يابد تا انرژي ذخيره شده  در خازن به صفر برسد وجريان صفر گردد  واختلاف پتانسيل دو 

 . سر خازن صفر شده وحالت جديد پايداري فرا رسد 

متصل بوده وانرژي مغناطيسي  0Vمدت طولا ني از طريق كليد به منبع ولتاژ  Lسلف : RL بررسي فيزيكي مدار -ب •
بر مي گردد ) 2(كليد تغيير وضعيت مي دهد  وبه وضعيت  (t=0)به صورت جريان در آن ذخيره شده است و در زمان

وباعث تلف شدن آن بشكل انرژي حرارتي در مقاومت  وانرژي ذخيره شده در مدار ايجاد جر يان متغيير بازمان نموده
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مي شودوآنقدر عمل ادامه مي يابد تا انرژي ذخيره شده مغناطيسي به انرژي حرارتي تبديل شود ومدار به حالت پايذار 
 .گويند  پاسخ گذراييدر هر صورت زمان بين دو حالت پايدار  زمان گذرا يي است وپاسخ در اين مدت را .برسد

ا - 2-4(را به عنوان پاسخ انتخاب نماييم وبراي مدار شكل  i(t)در اين مدار اگر جريان مقاومت  RCوتحليل مدار تجزيه  •
 :معادله حلقه را در جهت جريان بنويسيم نتيجه مي شود) لف

  
 )الف)                       (2- 4(شكل)                     ب(

0)0()(1)(
0)()(

)0()(1)(

0
0

=−+⇒
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−

+−=
∫∫

C

t

C

t

CC vdtti
C

tRi
tvtRi

vdtti
C

tv      

  
در صورتي كه جريان محدود وكرانه دار  "اين چنين بيان شد) 2(در فصل  ا توجه به خاصيت پيوستگي ولتاژخازن كهب اولاً 

نتيجتاً ولتاژ خازن قبل و بعد از تغيير وضعيت مساوي است  و از طرفي خازن به  "باشد ولتاژ آن تغيير ناگهاني را نمي پذيرد
قبل از تغيير وضعيت كليد  شارژ شده است درنتيجه مي توان  0V اندازه ولتاژ منبع 

)0()0()0(0:گفت  Vvvv CCC === +−  
بدست  i(t)در صورتي كه از معادله حلقه نسبت به زمان مشتق بگيريم معادله ديفرانسيل مرتبه اول همگن برحسب   :ثانياً

1)(0                      .                                                      مي آيد
=+ ti

Cdt
diR  

در نظر گيريم در اين صورت جريان مدار برابراست با ) ب- 2- 4(پاسخ مدار شكل را vc(t)اگر 
dt

dv
C C  ومعادله حلقه

)(0:                                                         عبارت است از  =+
dt

dv
RCtv C

C  
براي حل معادلات ديفرانسيل فوق كه معادلات ديفرانسيل مرتبه اول همگن مي باشند روش هاي مختاف در رياضي مطرح 

  .است  ما در اين قسمت معادلات را با روش جاي گذاري فرم پاسخ در معادله حل مي كنيم
است زيرا تابع ومشتق  StAeمايي بفرم تابع رياضي كه مي تواند در معادلات ديفرانسيل وانتگرا ل صدق نمايد تابع ن -1

  فركانس طبيعي تابع نمايي گفته مي شوند =  Sدا منه تابع و= Aدر اين تابع . تابع و انتگرال آن فرم مشابهي دارند

1)(0ابتداء براي حل معادله   -2
=+ ti

Cdt
diR  پاسخي برابربا:StAeti ه و آن را در معادله قرار مي درنظر گرفت )(=

 :دهيم نتيجه مي شود 

0)1(00)(1)(
=+⇒=+⇒=+

C
RSAee

C
ARASeAe

Cdt
AedR StStStSt

St
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است در نتيجه عبارت  A≠0همان گونه كه در بحث فيزيكي مسئله مطرح شد جريان در اين مدار وجود دارد بنابراين 

0)1( =+
C

RS  بر است باا ونتيجتاً فركانس طبيعي بر:
RC

S 1
كه از لحاظ ديمانسيون برابر با  =−

[ ]
SecSecSF

S 111
=

××Ω
=

×Ω
SFديمانسيون ظرفيت خازندر اين را بطه (است ) فركانس طبيعي=( = ×Ω=  

و
Ω

==
1mhoS )= براي تعيين .)مي باشد)  زيمنسA اشيم  اگر به مدار بايد مقدار جريان  را در زمان مشخصي داشته ب

)0(كليد مقدار جريان درلحظه تغيير وضعيت  توجه شود +=t  يد از معادلهحلقه بدست مي آ.  :                                                          

R
ViVdtti

C
Ri 0

0

0

0

)0(0)(1)0( =⇒=−+ ++ ∫
+

−

  

=+حال با معين شدن مقدار جريان در لحظه  0t  مقذار دامنهA  را حساب مي كنيم                      : 

R
V

AAe
R
V

i S 000)0( =⇒== ×+  

  :پاسخ جريان برابر است بابنابراين با معين شدن دامنه وفركانس طبيعي 

0)( 0 >=
−

te
R
V

ti RC
t

 

)(0پاسخ معادله  -3 =+
dt

dv
RCtv C

C   يك تابع نمايي است در نتيجه ولتاژ خازن نيز است كه اين پاسخ هم به فرم
St

C Aetv   :فرض نموده ودر معادله ديفرانسيل قرار مي دهيم  )(=

00)1(00)(
≠⇒=+⇒=+⇒=+ ARCSAeRCASeAe

dt
AedRCAe StStSt

St
St

RC
SRCSو 10)1( −=⇒=+  

=+وهمانطور كه بيان شد ولتاژ خازن در  0t مشخص است ودامنه ولتاژ ازقراردادن مقدار+= 0t  در پاسخ بدست مي آ
0.                                                         يد

0
0)0( VAAeVv S

C =⇒== ×+                                            

)(0                 :ولتاژ خاز ن براي زمان هاي با دامنه وفركانس طبيعي معلوم  0 >=
−

teVtv RC
t

C  
جريان سلف به عنوان پاسخ مدار بعد از تغيير وضعيت كليد انتخاب ) الف- 3- 4(در مدار شكل :  RLتحليل مدار تجزيه و •

)(0.:حلقه را مي نويسيم KVLنموده و معادله  =+ tRi
dt
diL L

L  معادله ديفرانسيل مرتبه اول است  اين معادله نيز                           .
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 )ا لف)                   (3-4(شكل)                  ب(

Stپاسخ معادله فوق نيز يك تابع نمايي است مانند -1
L Aeti كه باقرار دادن آن در معادله فركانس طبيعي را بدست  )(=

 مي آوريم 

  0)(00)(
=+⇒=+⇒=+ RLSAeRAeLASeRAe

dt
AedL StStStSt

St

 
قبل از تغيير وضعيت كليد و به دليل اتصال كوتاه بودن سلف در مقابل جريان مستقيم  مطابق شكل  RLنجا كه در مدار از آ 

جرياني برابربا   )ب- 3- 4(
R
V

iL
0)0( در سلف جاري است و با توجه به خاصيت سلف كه جريان آن پيوسته است و تغيير  −=

جريان سلف پس از تغيير وضعيت كليد , سر آن محدود و كرانه دار باشد نمي پذيرد ناگهاني را در صورتي كه ولتاژ دو 

برابراست با 
R
V

iii LLL
0)0()0()0( === +=0است و A≠0بنابراين . است  +− RLS در نتيجه فركانس , مي شود

طبيعي 
L
RS   :برابر است با  Sديمانسيون ,   Rو   Lمانسيون مي گردد كه با توجه به دي =−

[ ]
sec
1

sec
=

Ω
Ω

=
Η
Ω

=S  
=+با توجه به معين بودن جريان سلف در . 2 0t  مقدار دامنهA  را حساب مي كنيم:  

R
V

A 0=⇒   00)0( ×+ == S
L Ae

R
V

i  
  :مشخص مي شود  tiL)(و در نتيجه پاسخ مدار جريان 

 0≥t          t
L
R

L e
R
V

ti
−

= 0)(  

)()(ضمناً ولتاژ دو سر سلف نيز از روابط  tRi
dt
di

Ltv L
L

L به دست مي آيد و برابر است ) الف- 3- 4(در مدار شكل  ==−
  :با 

t     t<0براي زمان هاي   
L
Rt

L
R

L eVe
R
V

Rtv
−−

−=−= 0
0)(  

  :مي پردازيم  RCو  RLحال به بررسي نتايج تحليل مدارهاي مرتبه اول 
به فرم روابط  نشان داده شده زير  مي  RLو  RCورودي صفر جريان و ولتاژ در مدارهاي  با توجه به اينكه پاسخ ها •

)()(:باشند  titiC  .است RCبدست آمد ه از تحليل  مدار  =−
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teVtv

te
R
V

ti

t
L
R

L

t
L
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L
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C

RC
t
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بستگي به متغير ندارد و فقط به اجزاء مدار بستگي دارد و برابر با  RCفركانس طبيعي در مدار . 1
RC

S 1
  .است =−

بستگي به متغير ندارد و فقط به اجزاء بستگي دارد و برابر با  RLفركانس طبيعي در مدار . 2
L
RS   .مي باشد  =−

منبع و نيروي محركه اي در  t<0تحليل شده اند و در زمان  t<0براي زمان هاي  RLو  RCكه مدارهاي به دليل اين. 3
پاسخ هاي ورودي صفر گويند و پاسخ ورودي صفر به شرايط اوليه جريان سلف ها و , مدار وجود ندارد  اين پاسخ ها را  

  .دارد ولتاژ خازن ها بستگي

τاگر تابع نمايي را به صورت . 4
t

e
−

 RCگويند و ثابت زماني در مدار  (time constant)را ثابت زماني  τ, تعريف نماييم  

برابر است با  RLو در مدار  CR×=τبرابر است با 
R
L

=τ .  
 

مقدار اوليه ولتاژ  37/0يا تقريباً 368/0تا ولتاژ خازن يا جريان سلف به  مدت زماني كه لازم است:  انيثابت زم
  .گويند ثابت زمانياوليه ذخيره شده برسد را  ياجريان

در مدت  Rمقاومت به يك   0Vو ولتا ژ اوليه  Cبراي اثبات وبيان اين موضوع فرض مي نماييم كه يك خازن با ظرفيت 
RCtزمان  == τ  ولتاژ خازن  را در زمان. اتصال يابدt   همان گونه كه در  اين بحث در يافتيم ولتاژ . محاسبه مي كنيم

00                :        خازن از رابطه
1

0000 37.0368.0)( VVeVeVeVeVv
t

RC
t

C ≈===== −−−−
τ
τ

ττ  بدست مي آيد  
  است(Sec) ثابت زماني داراي ديمانسيون ثا نيه 

همانطور كه  - RL                                                                   :aو  RCچند نكته در مورد ثابت زماني مدار هاي 
)(بامقاومت رابطه مستقيم دارد  RCمشاهده مي شود ثابت زماني مدار  RC=τ  وثابت زماني مدارRL  با مقاومت

)(دارد رابطه معكوس 
R
L

=τ بنابراين با افزايش مقاومت  ثابت زماني مدار RC  افزايش وثابت زماني مدارRL  كاهش
بر اين اساس اگر يك سر مدار سلفي مدار باز شود به دليل ميل  ثابت زماني  به سمت صفر انرژي ذخيره شده . مي يابد 

فرض بر اين است كه در تغيير وضعيت كليد   RLاين در تحليل مدار هاي بنابر. در سلف فوراً بسمت صفر ميل مي نمايد 
  سر سلف حالت مدار باز ندارد يا اين كه از كليدهايي مانند كليد نشان داده شده در 

  .استفاده مي شود) 4- 4(شكل 
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  )4- 4(شكل

b- ازن يا جريان سلف برابر با بي مدت زمان گذرايي يا مدت زمان لازم براي به صفر رسيدن ولتاژ خ, از لحاظ تحليلي
براي   τ5در نتيجه زماني برابر با . در صورتيكه در آزمايشگاه عملاً زمان بي نهايت بي مفهوم است . است  t→∞نهايت 

مقدار  00674/0زيرا مقدار ولتاژ ياجريان به . ه مي شوددر نظر گرفت τتخليه يك خازن ياانرژي يك سلف با ثابت زماني 
  .اوليه مي رسد 

c-  ثابت زماني يك مدارRC  ياRL   منحني ) 5 - 4(را از روش ترسيمي مي توان بدست آورد همان گونه كه در شكل

RC
t

C eVtv
−

= را قطع كرد فاصله  tسم كرده هر جا كه محور مماس بر منحني را ر t=0مشاهده مي شود از نقطه   )(0
  .است  τمبداء تا آن نقطه برابربا ثابت زماني

  
  )5- 4(شكل 

  
به شرايط اوليه ولتاژ خازن بستگي دارد وتغييرات ولتاژ خازن بر حسب زمان و براي . RCپاسخ ورودي صفر مدار ساده -5

  .    را نشان مي دهد  tvC)() 6 -4(ل كليه زمان ها پيوسته مي باشد شك

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥

≤
= −

0)0(

0)0(
)(

tev

tv
tv

RC
t

C

C

C  

  
  )6-4(شكل)                                        7- 4(شكل
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ساده به شرايط اوليه جريان سلف وابسته است وتغييرات جريان سلف برحسب زمان و براي RL پاسخ ورودي صفر مدار 
  .رسم شده است )  7 - 4(در شكل   tiL)(منحني . ه مي باشد كليه زمان ها پيوست

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥

≤
= −

0)0(

0)0(
)(

tei

ti
ti t

L
R

L

L

L  

مشاهده مي ) الف و ب - 8 -4(اما منحني جريان خازن ومنحني ولتاز سلف در حالت ورودي صفر همان گونه كه در شكل 
  . گردند پيوسطه نمي باشند

  
  )ا لف(                  ) 8-4(شكل)                   ب(

)0()0(زيرا      +− ≠ CC ii   0()0(و( +− ≠ LL vv مشاهده مي گردد ) الف -1 - 4(وهمانطور كه در مدار شكل.مي باشند

)0(0خازن حالت مدار باز  راداراست بنابراين  =−
Ci   است درصورتي كه

R
V

iC
0)0( و ) ب - 2 - 4(ل در مدار شك +=−

)0(0حالت اتصال كوتاه را دارد در نتيجه ) ب- 1- 4(سلف درمدار شكل  =−
Lv هست .  

)0(0همان گونه كه محاسبه شده است ) 3- 4(ا ما  در مدار شكل  VvL   .مي باشد +=−

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>

<
= −+ 0)0(

00
)(

tei

t
ti t

C
C τ

      و            
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>

<
= −+ 0)0(

00
)(

tev

t
tv t

L
L τ

 

  :رابطه  از τبا ثابت زماني  x(t)راين پاسخ ورودي صفر يك متغير جريان يا ولتاژ مانند بناب •

τ
t

extx
−+= )0()(  
  RC           RC=τدر مدارهاي

              RLدر مدارهاي 
R
L

=τ  
  .بدست مي آيد

بدين مفهوم كه اگر فرضاً در يك مدار . تابع خطي از شرايط اوليه مي باشد  RCو  RLپاسخ ورودي صفر مدارهاي ساده . 6
RC  0(شرايط اوليه(Cv  01در حالت اول برابرV  02و در حالت دوم برابرV  اگر ,باشد)(1 tvC  پاسخ مدار به ازاء شرايط
2)(و  01Vه اولي tvC  02به ازاء شرايط اوليهV  در اين صورت داريم , باشد:  

)2(معادله  
⎪
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⎨

⎧
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)0(

0)(
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tv
dt
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)     1(و  معادله     
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  نيز داراي جواب يكتا) 2(و معادله  داراي جواب يكتا) 1(معادله , با توجه به خطي بودن مدار 
  :يعني , مي باشد و شرط جمع پذيري در مورد آن صادق است  

)         3(معادله 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=+

=++
+

020121

21
21

)0()0(

0)()(
)(

VVvv

tvtv
dt

vvd
RC

CC

CC
cC

  

)()(داراي جواب يكتا به ازاء مجموع شرايط اوليه مي باشد و جواب آن برابر با ) 3(بنابراين معادله  21 tvtv CC . مي باشد  +
  :زيرا , برابر مي گردد  aپاسخ مدار نيز , ضرب كنيم  aرا در ضريب  0Vهمين منوال اگر شرايط اوليه  به

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=′

=′+
′

0)0(

0)(
)(

aVv

tv
dt

tvd
RC

C

C
C

  

)()(در نتيجه  tavtv CC بنابراين پاسخ ورودي صفر تابع خطي از شرايط اوليه . مي گردد و شرط همگني صادق مي باشد  ′=
  .ست ا

  

 :سادهRLو RCپاسخ حا لت صفر مدا ر هاي  - 4-3 
وبه مدار در مبداء برابر با صفر باشند  t=0ولتاژ اوليه خازن يا جريان اوليه سلف در زمان  RLيا RCمدار هرگاه در يك 

  .گويند" پاسخ حالت صفر "زمان يك منبع اعمال گردد پاسخ ولتاژخازن يا جريان سلف در اين شرايط را 
 DC: ورودي ساده باRLو RCپاسخ حا لت صفر مدار هاي - 1- 4-3 •

موازي را كه توسط يك كليد به  RCمدار )  tvC)((ولتاژ خازن:ساده  RCيك مدار  حالت صفرپاسخ تعيين : الف  •
)0(0[ست اتصال يافته وولتاژ اوليه خازن برا بر صفر ا) 9- 4(مطابق شكل 0Iمنبع جريان  =Cv [ بدست مي آوريم. 

  
  )9- 4(شكل

چون ولتاژ خازن برابر با صفر است خازن حالت اتصال كوتاه را  t=0در لحظه :  بررسي پاسخ  از لحاظ فيزيكي -1
در جوشن q الكتريكي  ا ز خازن عبور نموده وباعث مي گردد كه بار 0Iدارد وبا باز شدن كليد كليه جريان منبع 

بار الكتريكي ذخيره شده در بين جوشن ها اختلاف پتانسيل ايجاد نموده وافزايش آن باعث , هاي خازن ذخيره گردد
كاهش جريان در مسير خازن  KCLايجاد  وافزايش جريان در مقاومت و با توجه به قانون جريان هاي كيريشهف 

)(0يابد تا راسبب مي گردد واين عمل آنقدر ادامه مي  ==
dt
dqtiC  شده وكليه جريان منبع از مقاومت عبور مي

0RIVVكند وولتاژ دوسرمقاومت وخازن باهم برابر ومساوي مقدار ثابت  CR مي شود و مدار مجدداً به  ==
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ج مطرح شده در را  با توجه به نتاي) 9-4(شكل RCمدار هاي معادل مدار ) 10-4(شكل.حالت پايدار مي رسد
=+بررسي فيزيكي در زمان هاي  0t و∞=t نشان مي دهد. 

  
  )ا لف)                  (10-4(شكل)                  ب(

را براي گره فوقاني مي نويسيم   KCLدر اين مدار  كه يك مدار دو گر ه اي است  : RCتجزيه وتحليل مدار  -2
 .ولتاژ خازن نيز استفاده مي كنيم  Cvز متغير وا

00
)(

I
dt

dv
C

R
tv

Iii CC
CR =+⇒=+  

بدست مي آيد كه آن را به روش زير حل نموده و ولتاژ خازن را   Cvمعادله ديفرانسيل مرتبه اولي برحسب در نتيجه 
  .معين مي كنيم t>0براي زمان هاي 

  مي باشند     Pvو پاسخ دائم hv)پاسخ همگن( ت داراي دو نوع پاسخ گذرا اين معادلا
PhC vvtv +=)(  

 -a بنابراين با توجه به ورودي . اين پاسخ همواره مشابه ورودي است, پاسخ دائمdc مدار پاسخ دائم را برابربا:KvP =  
چون مشتق مقدار ثابت برابربا صفر است چنين .آن را در معادله قرار ميدهيم K فرض نموده وبراي تعيين مقدار 

000:نتيجه مي گردد RIKIC
R
K

=⇒=×+   
b – براي تعيين اين پاسخ ابتداء طرف دوم معادله ديفرانسيل را مساوي صفر قرار داده معادله مشخصه , پاسخ همگن

  .يل مي دهيم وفركانس طبيعي پاسخ همگن را بدست مي آوريم آن را تشك

RC
t

h
CC Aev

RC
SCS

Rdt
dv

C
R

tv −
=⇒−=⇒=+⇒=+

1010
)(  

c – دو پاسخ همگن و دائم را با هم جمع مي كنيم وبه ازاء ولتاژ مشخص خازن در زمان معلوم وجاي گذاري در رابطه
جه به شرا يط حالت صفر يا بدليل در اين مدار با تو. دامنه پاسخ همگن را محاسبه مي نماييم )   A( پاسخ حالت صفر

)0(0بسته بودن كليد براي مدت طولا ني  =Cv   
  .است 

00

0

0 0)0()( RIARIAevRIAetv RC
C

RC
t

C −=⇒+==⇒+=
−−  

d   -  پاسخ حالت صفر مدارRC  0براي زمان هاي≥tعبارت است  :  

                                                      )1()()( 000
RC
t

C
RC
t

C eRItvRIeRItv
−−

−=⇒+−=  
  .رسم شده است )  11-4(منحني پاسخ براي كليه زمان ها  در شكل         
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  )11- 4(شكل

   سري با يك كليد ويك منبع ولتاژ RLمدار يك :ساده RLتعيين پاسخ حالت صفر مدار  :ب 
0V  كه دوگان مدار )12- 4(نشان داده شده در شكلRC پاسخ   مدار  . ته و جريان سلف را به عنوان است در نظر گرف

))0(0(فرض مي نماييم وبا جريان اوليه صفر براي سلف  =Li پاسخ را بدست مي آوريم.  

  
  )12- 4(شكل

با بسته شدن كليد به علت مدار باز  بودن سلف و عدم تغيير ناگهاني جريان سلف :بررسي پاسخ از لحاظ فيزيكي–١
ولتاژ منبع دو سر سلف قرار گرفته و فوراني در دو سر سلف ايجاد مي شود وتغيير , يير وضعيت كليد در هنگام تغ

فوران باعث تغيير تدريجي جريان در سلف ومقاومت گشته نتيجتاً  جريان افزايش و ولتاژ دو سر مقاومت افزايش 

)0(مي شود وولتاژ دو سر سلف كاهش مي يابد تا  زمانيكه تغييرات فوران برابرصفر  ==
dt
dv ϕ  وسلف به صورت

  )اتصال كوتاه در مي آيد 
و برابر است .جريان سلف در حالت دائم بدست مي آيد) ب - 13-4(از  شكل . ومدار به حالت دائم مي رسد 

:با 
R
V

iP
=+را در زمان هاي) 12-4(و مدارهاي معادل مدار شكل  =0 0t  و∞=t  

  .مشاهده مي كنيد)13-4(در شكل 
  
  
  
  
  

  
  )  الف)                  (13-4(شكل)                                ب(      
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با استفاده ) 1(روش . پا سخ حالت صفر را دراين مدار به دو روش بدست مي آوريم:  RLتجزيه وتحليل مدار  -2
    RCاست و پاسخ حالت صفر مدار  RCدوگان مدار  RLمدار  :از دوگاني

)()1()1()1(عبارت است  0
0

τ
t

P
RC
t

RC
t

C eVe
G
I

eRItv
−−−

 RLاگر از طريق دوگاني بخواهيم پاسخ مدار  =−=−=−

)()1(را بنويسيم τ
t

PL eIti
−

دوگان  PIمي گردد وپاسخ دائم   =−
G
I

VP
وبرابربا =0

R
V

I P
و همچنين ثابت  =0

 RCدوگان ثابت زماني مدار  RLزماني مدار 
G
CRC ==τ  است درنتيجه

R
L

=τ مي شود وپاسخ حالت صفر مدار
  :برابر است با 

)1()( 0 t
L
R

L e
R
V

ti
−

−=  

  .برحسب زمان رسم شده است) 14 -4(اين پاسخ در شكل     

  
  )14- 4(شكل

له ديفرانسيل مدار را نوشته وبا حل آن پاسخ هاي دائم و همگن را تعيين ميكنيم وباتوجه به شرايط اوليه معاد)  2(روش
)0(0معلوم  =Li  باجمع دو پاسخ وقرار دادن مقدار جريان در لحظه صفر  دامنه جريان گذرا را تعيين نموده درنتيجه

  .پاسخ حالت صفر جريان سلف بدست مي آيد
        

R
V

i
R
V

KVLKRKiiitiV
dt
diLtRi PPPhL

L
L

00
00 0)()( =⇒=⇒=×+×⇒=⇒+=⇒=+

t
L
R

h
L

L Aei
L
RSLSR

dt
di

LtRi
−

=⇒−=⇒=+⇒=+ 00)(  

R
V

e
R
V

ti
R
V

A
R
V

Aei
R
V

Aeti
t

L
R

L
L
R

L

t
L
R

L
000000 )(0)0()( +−=⇒−=⇒+==⇒+=

−×−−
 

)1()( 0 t
L
R

L e
R
V

ti
−

−=  

 :نتايج زير حاصل مي شود )  DC(با تحريك منابع جريان مستقيم   RLو  RCبنابراين از تحليل مدارهاي  •

  متغير جريان سلف است  RL فقط ولتاژ خازن است و در مورد مدار  RCمتغير پاسخ حالت صفر مدار  -1
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.                                             را به صورت كلي از رابطه زير مي توان بدست  آورد  RLو  RC پاسخ حالت صفر مدارهاي -2

)1()( τ
t

P eXtx
−

−= 
رسم شده  t=∞كه براي ) 13-4(وشكل )10- 4(خ دائم مي باشد واز مدار هاي شكل پاس PXكه در اين رابطه 

و ثابت .لت اتصال كوتاه را پيدا مي كند حالت مدار باز را دارد و سلف حا t=∞اند محاسبه مي شود زيرا خازن در

مساوي با  RLومدار   RC=τبرابربا RCمدار  τزماني 
R
L

=τ در نتيجه احتياج به نوشتن معادله . است
  .ديفرانسيل وحل آن نيست

 : با ورودي جريان متناوبRLو RCپاسخ حالت صفر مدار هاي  - 2- 4-3 •
  :ماين قسمت با دو روش پاسخ حالت صفر يك مدار  با ورودي متغير با زمان را تحليل مي كني ذر       
) 15- 4(به مدار اتصال مي يابد را مطابق شكل  t=0كه توسط باز شدن كليد در  tiS)(باورودي  RCيك مدار  )1(روش     

 :در نظر گرفته وتجزيه وتحليل مي نماييم 

 
  )15- 4(شكل 

  :مي نويسيم  vc(t)معادله ديفرانسيل مدار را بر حسب 

)(
)(

ti
dt

dv
C

R
tv

S
CC =+  

a. در صورتي كه ورودي هر . پاسخ دائم مشابه ورودي است , همان گونه كه در قسمت قبل بيان شد  :يين پاسخ دائم تع
 :يك از شكل موج هاي زير باشد 

    }موج سينوسي, موج نمايي, موج خطي {
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+

+
=

)cos(
)( 0

21

φω

β

tI
eI

ata
ti

m

t
S 

  :پاسخ دائم نيز مشابه ورودي و به صورت شكل موج هاي زير مي تواند باشد 

Sبافرض
tV

eV
btb

tv

m

t
P ≠

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+

+
= β

θω

β

)cos(
)( 0

21

  

اگر فرض كنيم 
t

S eIti β
0)( پاسخ حالت دائم فرضي , است  =

teV β
را  0Vرا در معادله ديفرانسيل قرار داده و  0

  :به دست مي آوريم 
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tt
t

eIeV
dt
dC

R
eV ββ
β

00
0 )( =+  

β
ββ βββββ

C
R

I
VeIeC

R
VeIeCVe

R
V ttttt

+
=⇒=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⇒=+

1
1)( 0

00000
0  

t:در نتيجه 
P e

C
R

I
v β

β+
=

1
  ..    است 0

b.  پاسخ همگن مشابه حالت ورودي  :تعيين پاسخ همگنdc  محاسبه مي گردد: 

  
RC

S 1
−=⇒               01

=+⇒ CS
R

            0
)(

=+
dt

dv
C

R
tv CC  

RC
t

h Aev
−

= 

c. پاسخ حالت صفر)(tvC:  اين پاسخ برابر است با                                        :PhC vvtv +=)( 

)0(0و با قرار دادن دو پاسخ در رابطه و با توجه به شرايط اوليه معلوم  =Cv  , دامنه پاسخ همگنA  را محاسبه مي كنيم:  
tRC

t

C e
C

R
L

I
Aetv β

β+
+=

− 0)(  

 
βC

R

I
A

+
−=⇒

1
0   0

1
0 =

+
+⇒

βC
R

I
A    tRC

C e
C

R
L

I
Aev )0(0

0

0)0(
β+

+==
−  

  :برابر است با  tvC)(در نتيجه 
tRC

t

C e
C

R

I
e

C
R

I
tv β

ββ +
+

+
−=

−

11
)( 00  

 ,نمي توان استفاده نمود  t→∞همان گونه كه مشاهده مي شود وقتي ورودي متغير با زمان باشد از مدار معادل در 
بنابراين براي تعيين پاسخ دائم حتماً به معادله ديفرانسيل . زيرا خازن مدار باز نمي گردد و سلف اتصال كوتاه نمي شود 

  .احتياج است زيرا از طريق قرار دادن فرم پاسخ دائم در معادله ديفرانسيل ضرايب آن را به دست مي آورند 
 tiL)(در نظر بگيريم و معادله ديفرانسيل را بر حسب ) 16-4(مطابق شكل  tvS)(با ورودي  RLاگر يك مدار  )2(روش 

)()(:                     نتيجه مي شود , بنويسيم  tv
dt
di

LtRi S
L

L =+  

  
  )16- 4(شكل 
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و انتخاب  Lحال با تقسيم طرفين معادله بر 
L
RP و  =

L
tv

tQ S )(
)(   :معادله به صورت   =

)()( tQtPi
dt
di

L
L =+  

جملات سمت چپ معادله بيانگر مشتق جمله . ضرب مي كنيم  pteبه دست مي آيد كه طرفين معادله حاصل را در 
)(tie L

pt  هستند.  

)())(( tQetie
dt
d Pt

L
Pt =⇒)()( tQetiPe

dt
di

e Pt
L

PtLPt =+  
  )فرضاً انتگرال نامعين ( رفين معادله حاصل  انتگرال مي گيريم حال از ط

∫ +=⇒ KdttQetie Pt
L

Pt )()(     ∫ ∫ += KdttQedttie
dt
d Pt

L
Pt )())((  

  :ضرب مي كنيم  −pteطرفين معادله جديد را در 

∫ −− += PtPtPt
L KedttQeeti )()(  

−∫بيانگر پاسخ همگن و جمله  −PtKeجمله ,  tiL)(كه در اين پاسخ  dttQee PtPt   .بيانگر پاسخ دائم مي باشد )(
)0(0بايد از شرايط اوليه استفاده نمود و  Kضمناً براي تعيين دامنه  =Li را در معادله قرار داد.  

tفرضاً اگر : مثال 
S eVtv β

0)(   :را تعيين كنيد  RLدار پاسخ حالت صفر م, باشد  =

 :مقدار قرار مي دهيم  Pو  Q(t)به جاي  tiL)(در پاسخ 
L
RP و  =

L
eV

tQ
tβ

0)( =    

∫∫ −+−−− +×=⇒+×= PttPPt
L

PttPtPt
L Kedte

L
V

etiKedte
L

V
eeti )(00 )()( ββ  

PttPtPt
L

PttPPt
L Keee

L
R

e
L

V
tiKee

P
e

L
V

ti −−−+− +
+

×=⇒+
+

×=⇒ ββ

ββ
1)(1)( 0)(0  

   
                        Ptt

L Kee
LR

V
ti −+

+
=⇒ β

β
0)(       Ptt

L Kee

L
LRL

V
ti −+

+
×=⇒ β

β
1)( 0  

LR
V

KK
LR

V
Kee

LR
V

i P
L βββ

β

+
−=⇒=+

+
⇒+

+
== ×− 000)0(0 00)0(  

t
L
R

t
L e

LR
V

e
LR

V
ti

−

+
−

+
=

ββ
β 00)(  

 :سخ حالت صفر تابع خطي از ورودي است  پا : 3- 4-3 •
را به مدار  2SIو مرتبه ديگر ورودي  1SIبا شرايط اوليه صفر در نظر بگيريم و يك مرتبه ورودي  RCهرگاه يك مدار 

  ,اعمال نماييم 
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  :داريم  1SIبه ازاء 

)           1(دستگاه معادله 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=′

=
′

+
′

0)0(

)()(
1

C

S
CC

v

I
dt

tvd
C

R
tv

  

  .است  ′tvC)(اين معادله داراي جواب يكتا 
  :داريم  2SIبه ازاء 

)           21دستگاه معادله 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=′′

=
′′

+
′′

0)0(

)()(
2

C

S
CC

v

I
dt

tvd
C

R
tv

  

  .است  ′′tvC)(اين معادله داراي جواب يكتا 
  :نتيجه مي شود , را جمع كنيم ) 2(و ) 1(اگر دو دستگاه معادلات 

)           3(دستگاه معادله 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=′′+′

+=
′′+′

+
′′+′

0)0()0(

))()(()()(
21

CC

SS
CCCC

vv

II
dt

tvtvd
C

R
tvtv

  

21نيز به ازاء ) 3(كه دستگاه  SS II   : بنابراين , است  tvC)(نيز داراي جواب يكتا  +
)()()( tvtvtv CCC

′′+′=  
  .يعني شرط جمع پذيري نيز در مورد پاسخ حالت صفر صادق است 

هر , باشد  ′tvC)( نيز پاسخ حالت صفر مدار نيز SaIبه ازاء , باشد  tvC)(پاسخ حالت صفر مدار  SIاگر به ازاء ورودي 
  :دو در معادله ديفرانسيل صدق مي كنند

S
CC

S
CC

S
CC aI

dt
avd

C
R

av
aI

dt
dv

ac
R

tv
aI

dt
dv

C
R

tv
=+⇒=+⇒=+

)()()(  

S
CC aI

dt
vd

C
R

tv
=

′
+

′ )(  
)()(از مقايسه جواب دو دستگاه  tavtv CC   .يعني شرط همگني در مورد پاسخ حالت صفر صادق است, مي شود  ′=

  .تابع خطي از ورودي هستند  RLو  RCمدارهاي نتيجه مي گيريم كه پاسخ حالت صفر 
 : RCو  RLپاسخ كامل مدارهاي :  4-4 •

)0(0اگر علاوه بر داشتن شرايط اوليه مثلاً ولتاژ ذخيره شده در خازن  VvC  (dc)منبع جريان   t=0در مبداء زمان ,  =
SI  به مدارRC 17-4(شكل. (پاسخ ولتاژ خازن در اين حالت را پاسخ كامل گويند , ال گردد اعم((  
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  )17- 4(شكل 

  .براي تعيين پاسخ كامل به دو روش مي توان عمل كرد 
  :نتيجه مي شود , مي نويسيم  t≤0معادله ديفرانسيل مدار را براي  )1(روش 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=+

0)0(

)(

Vv

I
dt

dv
C

R
tv

C

S
CC

  

  .ادله يك پاسخ يكتا داردو اين مع
با توجه به شرايط خطي مدار مي توان معادله را به صورت جمع دو معادله ديفرانسيل نوشت  كه در حالت اول ورودي را 

الت پاسخ ح, نشان مي دهيم و در معادله دوم شرايط اوليه صفر و به ازاء ورودي  ivصفر در نظر مي گيريم و پاسخ را با 
  :در نتيجه . را به دست مي آوريم Ovصفر 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=+
+

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=+
=

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=+

0)0(

)(

)0(

0
)(

)0(

)(

0

00

00 v

I
dt

dv
C

R
tv

Vv

dt
dv

C
R
tv

Vv

I
dt

dv
C

R
tv

S

i

ii

C

S
CC

  

  معادله ديفرانسيل مدار)         1(معادله )                    2(معادله 
پاسخ ورودي صفر مدار است و  ivاين دو معادله ديفرانسيل داراي جواب يكتا مي باشند و پاسخ معادله ديفرانسيل اول 

  .پاسخ حالت صفر است, پاسخ معادله ديفرانسيل دوم 
  .Ovو پاسخ حالت صفر  ivبنابراين پاسخ كامل برابر است با جمع پاسخ ورودي صفر 

RC:نتيجتاً با توجه به مطالب قبل 
t

Ci evv
−

= 0)()1(و  )0(
RL
t

P eVtv
−

SPو   =− RIV =  

)1()0()(
1

0
RC
t

P

t
RC

CiC eVevvvtv
−−

−+=+=  

RC
t

SS
RC
t

RC
t

S
RC
t

C eRIRIeVeRIeVtv
−−−−

−+=−+= 00 )1()(  

0≥t          RC
t

SSC eRIVRItv
−

−+= )()( 0  
  . پاسخ كامل برابر است با جمع پاسخ دائم و پاسخ همگنكه از اين جمله نتيجه مي شود 
  .مشاهده مي كنيد) 18- 4(منحني پاسخ كامل را در شكل 
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  )18- 4(شكل 

  

معادله ديفرانسيل  )2(روش 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=+

0)0(

)(

Vv

I
dt

dv
C

R
tv

C

S
CC

جواب اين معادله مجموع  پاسخ همگن و پاسخ دائم .را حل مي كنيم 

PhC:             است  vvtv +=)(  
  حساب مي كنيم dcابتدا پاسخ دائم را با توجه به ورودي 

SSP RIKIC
R
KKv =⇒=×+⇒= 0  

  :سپس پاسخ همگن را با توجه به معادله مشخصه معادله ديفرانسيل به دست مي آوريم 

RC
SCS

Rdt
dv

C
R
v CC 1010 −=⇒=+⇒=+  

RC
t

h Aev
−

=  

S:                                                          پاسخ كامل برابر است با 
RC
t

PhC RIAevvtv +=+=
−

)(  
)0(0با توجه به شرط اوليه  VvC   دامنه پاسخ همگن را به دست , و قرار دادن در معادله  =

  .مي آوريم 

SS
RC

C RIVARIAeVv −=⇒+=
−

0

0

0)0(  
RC
t

SSC eRIVRItv
−

−+= )()( 0  
  :مي توان پاسخ كامل را بدين صورت  بيان نمود , نشان دهيم   x(t)را اگر با  RCو RLبنابراين پاسخ كامل مدارهاي 

)1()0()()()( ττ
t

P

t

Oi exextxtxtx
−−

−+=+=  
τ
t

PPPh exxxxxtx
−

−+=+=   يا )())0((
پاسخ , بر خلاف اينكه پاسخ ورودي صفر تابع خطي از شرايط اوليه و پاسخ حالت صفر تابع خطي از ورودي مي باشند : نكته 

  . مگر اينكه شرايط اوليه برابر صفر باشد , نمي باشد كامل تابع خطي از ورودي 
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 :  RLو RCپاسخ مدار هاي عمومي  -4-5 •
  .دو نمونه ازمدار هاي عمومي را تجزيه وتحليل مي نماييم اين بحث  در

مدارهاي عمومي متشكل از يك جزء ذخيره كننده انرژي مانند سلف يا خازن وتعدادي از اجزاء ديگر مانند مقاومت  –ا لف 
  .امل نيز مطرح مي شودپاسخ حالت صفرو پاسخ ك,كه در اين حالت پاسخ ورودي صفر . منابع وابسته و منابع نابسته,ها 
مدار هاي عمومي شامل دو يا چند سلف يا خازن قابل تركيب را كه معادله ديفرانسيل آن ها مرتبه اول است نيز    -ب

  .مورد تجزيه وتحليل قرار مي دهيم ودر اين حالت بحث اصلي تجزيه و تحليل  پاسخ ورودي صفر مدار ها  مي باشد
 :مرتبه اول نمونه ا لف عمومي صفر مدارهاي پاسخ ورودي -4-5-1 •

را  tiL)(را درنظر گرفته و  اولاً جريان سلف ) الف- 19- 4(مطابق شكل   RLيك مدار , براي آشنايي با رو ش هاي تحليل   
otبراي زمان هاي  1)(ثانياً جريان . بدست مي آوريم  ≤ ti بااين فرض كه جريان ذخيره شده . حاسبه مي نماييمرا نيز م

)0(0:قبلي در سلف برابربا  IiL   ..است =
  : تحليل مدار با استفاده از معادله ديفرانسيل مدار بر حسب متغير پاسخ -1

ا استفاده از جريان براي يكي ازگر ه ها ب KCLبراي دو حلقه ويك معادله  KVLبااستفاده از قوانين كيريشهف دو معادله   
  )ب- 19- 4(شكل. بدست مي آوريم tiL)(ومعادله ديفرانسيل را برحسب .شاخه ها مي نويسيم 

  
  )ا لف)                      (19- 4(شكل)                       ب(
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⎦
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dt
di

Lti
RR

R
RtiR

dt
di

L L
L

LL
L  



١۵٨ 
 

آن يك معادله ديفرانسيل مرتبه اول همگن است كه پاسخ آن به صورت ,يجه مي شود همانطور كه از رابطه اخير نت

τ
t

St
L AeAeti

−
مي باشد و در آن رابطه  )(==

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

++
=

)( 21

21
3 RR

RRR

Lτ  است ونتيجتاً مخرج كسر يك مقاومت

معادل 
21

21
3 RR

RRRReq +
) 20-4(مطابق شكل  eqRد كه و اگر به اين مقاومت معادل توجه شود مشاهده ميگرد.است =+

123از تركيب مقاومت هاي  ,, RRR و. بدست آمده
eqR
L

=τ   است از طرف ديگر دامنه جريان)(tiL   برابربا جريان اوليه

ττ: سلف است ونتيجتاً 
tt

LL eIeiti
−−

==   .مي شود )()0(0

  
  )20- 4(شكل       

1)(ثانياً براي محاسبه ti   از دستگاه معادلات نوشته شده برحسب جريان شاخه ها استفاده نموده وا ين دفعه معادله را
1)(برحسب متغير ti مرتب مينماييم.  
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R
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tiRtiR
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tiRtiRKVL

tiRtiR
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⎡
+−×+

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+− 0)()(1)(1 111

2

1
31

2

1 tiRti
R
R

Rti
R
R

dt
dL  

(وتقسيم جملات بر ) -(ين معادله در منفي كه با ضرب جملات ا
2

11
R
R

:  معادله ديفرانسيل زير حاصل مي گردد) +

0)(1
21

21
3

1 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

++ ti
RR

RR
R

dt
di

L   همان گونه كه مشاهده   مي شود پاسخ ورودي صفر اين . كه بايد آن را حل كرد

τمعادله به صورت 
t

St AeAeti
−

ثابت زماني پاسخ جريان سلف است زيرا قبلاً بيان شد  است وثابت زماني همان  1)(==
لا زم است مقدار جريان را در زمان مشخصي  Aاما براي تعيين دامنه. كه ثابت زماني به متغير هاي مدار بستگي ندارد

=+در لحظه )21- 4(اگر به مدار شكل .                داشته باشيم 0t  ليه سلف بين مقاومت ها تقسيم مي جريان او,توجه شود
1)0(شود  وجريان 

+i 1)(نتيجتاً رابطه  .بدست مي آيد ti  0برحسب زمان براي زمان هاي>t  مشخص مي گردد.  
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  )21- 4(شكل       

21

02
1

21

2
1 )0()()0(

RR
IR

iti
RR

Ri L +
−=⇒

+
−= ++  

=
+

−=
−
τ
t

e
RR

IRti
21

02
1 )( τ

t

ei
−+ )0(1    با  

eqR
L

=τ  

همان گونه كه از تحليل مرحله اول نتيجه شد ثابت زماني را مي توان از يك مدار :  روش استفاده از مدار معادل -2
RL  20-4(بطوريكه در شكل . آوردساده با اجزاء سلف ومقاومت معا دل مدار از بين دو سر سلف  بدست (

12مشاهده مي شود مقاومت هاي  , RR  3موازي هستند وبا مقاومتR و شرايط اوليه براي هر . سري مي باشند
=+دو متغير بستگي به جريان سلف در  0t  دارد.  

مشابه  tx)(ي صفر چنين نتيجه مي شودكه فرم پاسخ ورودي صفر با متغيراز تحليل اين مدار وتعيين پاسخ ورود •
فرم رابطه مدارهاي ساده است وثابت زماني در اين رابطه بستگي به مقاومت معادل مدار از دوسر جزء ذخيره 

 .ر فصل سوم بيان شدكننده مدار دارد وروش هاي تعيين مقاومت معادل نيز در  بحث قضاياي تونن ونورتن د

)0(شرايط اوليه  • +x  بستگي به جريان اوليه سلف يا ولتاژ اوليه خازن دارد وبايد د ر زمان+= 0t   در مدار محاسبه
 :بنابراين مي توان نتيجه گرفت .شود

0)0()( >=
−+ textx

t
τ  براي زمان هاي   

CReq=τ                        RC  ثابت زماني مدار 

eqR
L

=τ                          RL  ثابت زماني مدار 

  
  
  : RLو  RCپاسخ حالت صفر مدارهاي عمومي  – 2- 5- 4 •

و  RCنيز مي توان مانند پاسخ ورودي صفر مدارهاي عمومي  RLو  RCبراي تعيين پاسخ حالت صفر مدارهاي عمومي 
RL  از دو روش استفاده نمود:  

  .روش استفاده از معادله ديفرانسيل مدار بر حسب متغير جريان سلف يا ولتاژ خازن  -1
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 RCيا  RLروش استفاده ا ز تعيين مدار معادل تونن يا نورتن مدار و حل مدار ساده  -2

پاسخ حالت صفر براي متغير ,  dcودي در هر صورت پس ا ز به كاربردن هر يك از روش هاي فوق در مدارهاي با ور
)(tx  از رابطه:  

0≥t        )1()( τ
t

P extx
−

−=  
CReq=τ                        RC  براي مدارهاي 

eqR
L

=τ                          RL  براي مدارهاي 

  .نيز قابل محاسبه است t=∞نيز از معادله ديفرانسيل يا مدار معادل مدار در  Px پاسخ دائم, ست مي آيد به د
در نهايت بايد با , در مورد مدارهاي عمومي با ورودي جريان متناوب از هركدام از روش هاي ذكر شده كه استفاده شود 

  .عادله ديفرانسيل مانند مدارهاي ساده مسئله را تحليل كرداستفاده از م
  

 ) :1-4(مثال  •
  .به روش پتانسيل گره معادلات ديفرانسيل و انتگرال گره را بنويسيد) 22- 4(در مدار شكل  :ا لف  

  .به دست آوريد tiL)(معادله ديفرانسيل مدار را بر حسب  :ب 
  .به دست آوريد t≤0را براي كليه زمان ها ي  tiL)(: ج 

  
  )22- 4(شكل

  :پاسخ  •
  :مي نويسيم  KCLتعيين مي كنيم و براي آن ها ) 23- 4(گره ها را مشخص و پتانسيل گره ها را مطابق شكل  :الف 

  
  )23- 4(شكل
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, Lvاگر به جاي :ب 
dt
di

L L را قرار دهيم و معادلات گره را ساده كنيم نتيجه مي شود:  

1
2
5

=+⇒ L
L i

dt
di    

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=++
⇒

dt
di

v

iv
v

L
L

LL
L 12
2        

⎩
⎨
⎧

=
=++

L

LL

ve
ive

2
12  

1براي حل معادله ديفرانسيل  :ج 
2
5

=+ L
L i

dt
di  , چون منبعA1 0لحظه  در=t  0(0,به مدار اضافه مي شود( =Li  است

  .و پاسخ حالت صفر است 
  :معادله مشخصه را تشكيل مي دهيم و فركانس طبيعي را به دست مي آوريم . 1

1sec
5
2

2
5
101

2
5 −−=−=⇒=+ SS  

)(پاسخ دائم را حساب مي كنيم . 2 KiP = :  

AiK P 110
2
5

=⇒=+×  
  :برابر است با  tiL)(پاسخ حالت صفر . 3

 0≥t   t

L

t

L etieti 5
2

5
2

1)()1(1)(
−−

−=⇒−=  
 : dcبا ورودي  RLو  RCپاسخ كامل مدارهاي عمومي - 3- 5- 4 •

  .زير استفاده كرد به طور كلي نيز مي توان از دو روش RLو  RCبراي تعيين پاسخ كامل مدارهاي مرتبه اول 
  :پاسخ كامل برابر است با  -1

)()()()0()1(پاسخ حالت صفر       + پاسخ ورودي صفر  0
ττ
t

P

t

i exextxtxtx
−−+ −+=+=  

  :پاسخ كامل برابر است با  -2

]پاسخ دائم       + پاسخ همگن  ] ττ
t

PPP

t

Ph exxxxAexxtx
−+−

−+=+=+= )0()(  
  : كه در اين دو روش

  RC       eReq=τمدار

       RLمدار 
eqR
L

=τ  
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)0(و  t=∞از مدار معادل در  Pxپاسخ دائم  +x  از مدار معادل در+= 0t حساب مي شوند.  
تغيير وضعيت مي  bبه  aاز  t=0بوده و در لحظه  aكليد مدت ها در وضعيت )24- 4(در مدار شكل  ) :2- 4(مثال  •

 :را براي كليه زمان ها  tvC)(پاسخ كامل , دهد 

Phبه روش : الف  xxtx )()()(به روش : ب                     )(=+ 0 txtxtx i +=  
  .به دست آوريد و منحني آن را رسم كنيد

  
  )24- 4(شكل

 :پاسخ  •

بنابراين از مدار , بنابراين خازن كاملاً شارژ شده و حالت مدار باز دارد , بوده  aچون كليد مدت ها در وضعيت : فا ل
=−در ) الف- 25- 4(معادل شكل  0t ولتاژ خازن را حساب مي كنيم. 

V
Cv 632)0( =×=−  

  
  )الف(         )           25- 4(شكل                )      ب(

Vولتاژ خازن تغيير ناگهاني را نمي پذيرد بنابراين بعد از تغيير وضعيت كليد 
CC vv 6)0()0( == مي شود و حال مدار   −+

  .را تحليل مي نماييم) ب- 25- 4(شكل 
  :داريم ) 1(با استفاده از روش  

τ
t

PCPPhC evvvvvtv
−+ −+=+= ))0(()(  

Pv برابر منبع و برابر  )ب-25-4(جه به شارژ مجدد خازن در شكل در اين حالت با توV10  مي شود.  
=+=Ωاز آنجا كه مقاومت معادل  862eqR  است در نتيجه:  

sec2
4
18 =×=×= CReqτ  

  :بنابراين
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0≥t       2)106(10)(
t

C etv
−

−+=  

0≥t       2410)(
t

C etv
−

−=  
  .نشان داده شده است )  26- 4(منحني پاسخ براي كليه زمان ها در شكل 

  
  )26- 4(شكل

)0(6با توجه به  :ب =+
Cv وsec2=τ :  

0≥t       τ
t

ii evtv
−+= )0()(  

0≥t                26)(
t

i etv
−

=  
Vبا توجه به اينكه 

Pv   : sec2=τو =10

0≥t     )1()(0
τ
t

P evtv
−

−=  

0≥t            )1(10)( 2
0

t

etv
−

−=  

)()()t        )1(106)≤0                   :                           بنابراين  22
0

tt

iC eetvtvtv
−−

−+=+=  

0≥t        2410)(
t

C etv
−

−=  
  
 :شامل چند سلف يا چند خازن  RCو  RLپاسخ مدارهاي مرتبه اول  - 4- 5- 4 •

  .مثال مي پردازيم براي اينكه نكات تحليل را به طور كامل بيان نماييم به تحليل يك 
1)(جريان هاي ) ا لف-27- 4(در مدار شكل :  )3-4(مثال  • ti  2)(و ti  0را براي زمان هاي≥t  به ازاءAi 2)0(1 و  =

Ai 1)0(2  .سي قرار دهيدمحاسبه نماييد و اصل بقاء انرژي را مورد برر =
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 )لف ا(       )                 27- 4(شكل         )     ب(                              

را حساب مي  tv)(را به دست آورده و ولتاژ دو سر اجزاء ) ب- 27-4(ابتدا مدار معادل شكل , براي تحليل : پاسخ  •
 :كنيم 

  :داريم  KCLطبق 
)()()(0)()()( 2121 titititititi −−=⇒=++  

)(6)( titv =  
  sec

3
1

6
2
===

R

Leqτ     ,H
LL

LL
Leq 2

36
36

21

21 =
+
×

=
+

=  

Aiii 312)0()0()0( 21 −=−−=−−=+  
  :را به دست مي آوريم  tv)(و  ti)(, با استفاده از روش تعيين پاسخ ورودي صفر 

τ
t

eiti
−+= )0()(  

0>t    t

t

etieti 33
1

3)()3()( −
−

−=⇒−=  
0>t    tetitv 3)3(6)(6)( −−==  

0>t     tetv 318)( −−=  

)(1)()0(سپس با استفاده از رابطه    
0

L

t

LL idttv
L

ti += 1)(جريان هاي   ∫ ti  2)(و ti  را به دست  

  :مي آوريم 

0≥t   ttt
t

t etietidteti 3
10

3
1

0

3
1 1)(2)

3
18(

6
1)(2)18(

6
1)( −−− +=⇒+×

−
−

=⇒+−= ∫  

0≥t   ttt
t

t etietidteti 3
20

3
2

0

3
2 21)(1)

3
18(

3
1)(1)18(

3
1)( −−− +−=⇒+×

−
−

=⇒+−= ∫  

.و همان طور كه مشاهده مي شود جريان ها دررابطه جرياني صدق مي كنند  
ttt eeetititi 333

21 3)21()1()()()( −−− −=+−−+−=−−=        
  :براي بررسي اصل بقاء انرژي 

=−انرژي ذخيره شده در لحظه  :ف ال 0t  در سلف ها عبارت است از:  
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5.11213
2
126

2
1)0(

2
1)0(

2
1)0( 222

22
2

11 +=××+××=××+××=− iLiLEL  

JEL 5.13)0( =−  
در بررسي وتحليل مدار مشاهده مي شود كه اين انرژي باعث ايجاد جريان در مقاومت مدار شده وبه صورت انرژي 

.هايت درمقاومت تلف مي كرددحرارتي در فاصله زماني صفر تا بين  
  :برابر است با  ∞تا  0انرژي تلف شده در مقاومت در فاصله زماني  : ب

∫ ∫
∞

−− −−==
t

tt
R dteedttitvtE

0 0

33 )3)(18()()()(  

∫
∞

∞−− =
−

==
0

0

66 9
6

5454)( JedtetE tt
R  

1)(اگر به پاسخ هاي  :ج  ti  2)(و ti 0جه شود براي زمان هاي تو≥t  1)(يك جريان ثابت در حلقه سلفي در جهت ti  ايجاد
بنابراين مقداري انرژي در اثر جريان يك آمپر در حلقه سلفي محبوس است كه مقدار آن . شده كه برابر يك آمپر است 

  :برابر است با 

JEL 5.41)36(
2
1)0( 2 =×+=+  

  :براين اصل بقاء انرژي صادق است و انرژي اوليه سلف ها برابر است با بنا
JJJ)           انرژي محبوس شده در سلف ها  ) + (انرژي تلف شده در مقاومت( 5.495.13 +=  

  :نتايجي كه از اين مسئله مي توان گرفت 
  .گردد اگر سلف ها تشكيل حلقه بدهند انرژي مي تواند در آن ها محبوس -1
  .در سلف هاي تشكيل دهنده حلقه بستگي دارد ) شار(انرژي محبوس شده به اصل بقاء فوران  -2

  :به طوري كه 
wbiL 1226)0()0( 111 =×== −ϕ  

wbiL 313)0()0( 222 =×== −ϕ  
=+در  ϕو  0t  برابر است با:  

)0()0()0()0()()0()0( 2121 ϕϕϕϕ −=⇒+== ++ iLLiLeq  
Aii 1)36(312 =⇒+=−  

  . جريان ثابت تا زماني وجود دارد و انرژي محبوس است كه حلقه سلفي برقرار باشد -3
tetiدر روابط جريان -4 3

1 1)( tetiو =+− 3
2 21)(   پاسخ دائم, مقدار ثابت جريان =−+−

tt كه جريان با فركانس طبيعي صفرهستد بلنمي باش  eeti 3)0(
1 1)( ttو=+− eti 3)0(

2 21)( −+−= 

مي باشد  از دوگاني استفاده مي شود ) 27- 4(كه دوگان مدار سلفي شكل) 28-4(براي تحليل مدارخازني شكل  -5
 :بدين شرح كه 
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 )28- 4(شكل

 RCeq=τبراساس ولتاژ اوليه خازن ها وثابت زماني  t<0را براي زمان هاي ) جريان حلقه ( جريان مقاومت :الف
  .بدست مي آوريم

)(1)()0(با توجه  به جريان مقاومت ورابطه :ب 
0

C

t

CC vdtti
C

tv += وتوجه به قرارداد متناظر بين جريان و ولتاژ  ∫

  .رابطه ولتاژخازن ها را برحسب  زمان بدست مي آوريم ,  خازن و همچنين ولتاژ اوليه خازن ها
  .اصل بقاء بار الكتريكي در خازن ها دارد انرژي محبوس شده در خازن ها بستگي به :ج 
  .ولتاژ ثابت در رابطه ولتاژ خازن ها بلكه ولتاژ با فركانس طبيعي صفر است:ه 

 .بطور همزمان باز مي شوند  t=0دو كليد در لحظه ) 29- 4(در مدار شكل  ) :4- 4(مثال •

  
 )29- 4(شكل

)0()0(-الف  12 )()(روابط -:ب . ب كنيد راحسا vvو 12 tوvtv  0 زمان هاي را براي≥t آوريد بدست.  
)0(را براي مدت زمان  KΩ 5تلف شده در مقاومت  انرژي–ج  ∞≤≤ t آيا اين انرژي با انرژي اوليه خازن . حساب كنيد

  .ر خازن ها را محاسبه نماييد انرژ ي محبوس شده د -دها برابر است ياخير؟ 
مطابق شكل  t=0لحظه  اند ودر شده خازن ها شارژ ,ي كليد ها بسته بودهن مدت طولا با فرض اينكه-الف: پاسخ  •

 .حالت مدار باز را دارند )30- 4(

  
  )30- 4(شكل
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 : روش گره حاسبه مي باشند از جملهمدر نتيجه مقدار ولتاژ ها با استفاده از روش هاي تحليلي مختلف قابل 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
+−

=
−++−

⇒
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
−

=
−

++
−

0
20

)0(5)0(4)0(4

0
90

)0(18)0(18)0(9009

0
4

)0(
5

)0()0(

0
5

)0()0(
90

)0(
10

100)0(

212

2111

212

2111

vvv

vvvv

vvv

vvvv

 

⎩
⎨
⎧

=
=

⇒
⎩
⎨
⎧

=+−
=−

Voltsv
Voltsv

vv
vv

20)0(
45)0(

0)0(9)0(4
900)0(18)0(28

2

1

21

21  

را با استفاده  از شرايط اوليه ولتاژ خازن ها وثابت زماني از فرم پاسخ ورودي  i(t)ابتداء  رابطه  )31-4(در مدار شكل  -ب
  .صقر محاسبه مي نماييم 

  
  )31- 4(شكل

SecFوRووCmAوi eqeq
236 101051022

63
635

5
2045)0( −−+ =×××==

+
×

===
−

= τμτmAeti t1005)( −=  

حال با استفاده از رابطه محاسبه ولتاژ برحسب جريان وشرايط اوليه خازن ها ولتاژ آن ها را برحسب زمان بدست مي 
  :آوريم 

)()(1)(
0

tvdtti
C

tv C

t

CC += ∫  

45
)100(103

105)(45)105(
103
1)(

0

100
6

3

1
0

1003
61 +

−×
×−

=⇒+×−
×

= −
−

−
−−

− ∫
tt

t
t etvdtetv  

Voltsetv t100
1 3

50
3

85)( −+=             0≥t   براي زمان هاي  

] 20
)100(106

105)(20105
106
1)( 0

100
6

3

2
100

0

3
62 +

−×
×

=⇒+×
×

= −
−

−
−−

− ∫
ttt

t

etvdtetv  

Voltsetv t100
2 3

25
3

85)( −−=             0≥t  براي زمان هاي  
انرژي ,  انرژي تلف شده در مقاومت را حساب مي كنيم وسپس براي مقايسه انرژي ها ,  ti)(با توجه به جريان مقاومت: ج 

  .از باز شدن كليد ها محاسبه مي نماييمذخيره شده در خازن ها را قبل 
∞−−−−

∞ ∞

−
××=⇒××== ∫ ∫ 0

200321003

0 0

32 ]
)200(

110125[)(]105[105)()( t
R

t
R etwdtedttRitE

JJtER μ625105.62)( 5 =×= −  
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jvCE 6262
111 105.3037)45(103

2
1)0(

2
1)0( −−− ×=××==  

jvCE 6262
222 101200)20(106

2
1)0(

2
1)0( −−− ×=××==  

jjEEE μ5,4237105,423710)12005.3037()0()0()0( 66
21 =×=×+=+= −−−−−  

ازشدن بنابراين انرژي تلف شده در مقاومت كمتر از انرژي ذخيره شده در خازن ها است وتفاوت اين انرژي ها بعد از ب
  .كليدها در خازن ها برمبناي اصل بقاء بار الكتريكي محبوس شده است

  :همانطور كه در بند  ج بيان شد انرژي محبوس شد ه در خازن ها بربابر است با : د 
=−كل انرژي ذخيره شده درخازن هادر(–)انرژي تلف شده در مقاومت ( 0t =(انرژي محبوس شده  

JEC μ5.36126255.4237 =−=  
21روش ديگر از طريق ولتاژ باقيمانده در خازن ها وظرفيت معادل  CCCeq   .وبا توجه به اصل بقاء بار الكتريكي است  =+

5.3612)
3

85(10)63(
2
1)

3
85(

2
1 262 =+=×= −

eqC CE  =سانرژي محبوس شده  

  انتقال زماني وتاثير آن بر مدار هاي خطي - 4-6 
, اني بر مدار هاي خطي تغيير ناپذير با زمان مي پردازيم وبراي بررسي اثر تغيير زماندر اين بحث ابتداء به اثر انتقال زم

را انجام داده و در مرحله بعدبا همان جريان انتقال يافته به اندازه زماني   tiS)(ساده با جريان ورودي RCتحليل يك مدار 
0t مانند [ ])( 0ttiS −   مدار را تحليل  مجدداً   

  .مي نماييم وبا مقايسه پاسخ ها در دو مرحله اثر تغيير زماني را فرموله مي كنيم 

فرض مي كنيم منبع جريان : الف  •
⎩
⎨
⎧

>
<

=
0
00

)(
0 tI

t
tiS به مدارRC  اعمال گردد) 32-4(شكل. 

  
  )32- 4(شكل

د وشرايط اوليه ولتاژ خازن برابر با صفر باشد پاسخ مدار از معادله در صورتي كه ولتاژ خازن به عنوان خازن انتخاب شو 

)()(ديفرانسيل  titGv
dt

dv
C SC

C  :محاسبه مي شود وعبارت است از +=

 

  .مشاهده مي شوند)ا لف وب - 34- 4(اين پاسخ و ورودي در شكل 
  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥−

≤
= −

0)1(

0
)(

teRI

ot
tv

RC
t

O
C
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اما  اگرمنبع جريان : ب •
⎩
⎨
⎧

>
<

=−
00

0
0

0
)(

ttI
tt

ttiS  را به همان مدارRC  اعمال كنيم وولتاژ خازن تا ) 33- 4(شكل مطابق

0ttزمان   .از روابط زير بدست مي آيد tvC)(برابر با صفر باشد در اين صورت پاسخ   ≥

  
 )       33- 4(شكل

)(
)(

0tti
R

tv
dt

dv
C S

CC −=+  

و
RC

S
R

vvvtvوCSRIKو PPhC
101)( 0 −=⇒=+==+=   0)( RIAetv RC

t

C +=
−

 

)(0با استفاده از شرايط اوليه  Aامنه پاسخ همگن براي تعيين د 0 =tvC   مقدار قرار مي دهيم.  

RC
t

RC
t

C eRIARIAetv
00

000 0)( −=⇒+==
−

 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥−

≤
= −

−

0

)(

0

0

)1(

0
)( 0

tteRI

tt
tv

RC
tt

C  

رسم شده اند در نتيجه از مقايسه ورودي ها وپاسخ ها دربررسي ) ج و د- 34- 4(نيز در شكل ) ب(ورودي وپاسخ در حالت 
  چنين حا صل  RCمدار خطي تغيير ناپذير بازما ن ) وبا لف ( دو حالت
  .مي شود

  
  )الف)                                                           (ج(

  
  )ب)                                                           (د(

  )34- 4(شكل
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تقال زماني داشته باشد پاسخ مدار فقط به اندازه انتقال در يك مدار خطي تغيير ناپذير با زمان اگر ورودي ان-1
  .زماني ورودي منتقل مي گردد وتغيير ديگري در پاسخ بوجود نمي آيد

يا . براي تعيين پاسخ يك مدار كه ورودي آن بايد انتقال يابد به دو روش مي توان پاسخ را بدست آورد -2
ويا پاسخ را بر اساس ورودي . فته پاسخ را محاسبه  مي نمايندورودي را انتقال داده وبر اساس ورودي انتقال يا

  .محاسبه نموده وسپس انتقال مي دهند
)( اپراتور انتقالاپراتوري  به عنوان , براي بررسي اثر انتقال زماني -3 tT با هر  اپراتور انتقال: اولاً. تعريف مي شود  ′

tل زماني آن تابع به اندازه تابع زماني همراه شودبيانگر انتقا   است ′
)()( ttftfTt ′−=′  

  .شرايط خطي بودن را داراست اپراتور انتقال:  ثانياً 

⎩
⎨
⎧

=
+=+

′′

′′′

)())((
))(())(())()((

tfaTtafT
tgTtfTtgtfT

tt

ttt  

0)(اگر پاسخ حالت صفر يك مدار خطي تغيير ناپذير با زمان  بنابراين ty  بازاء ورودي)(tx  با استفاده از اپراتور
))(()( 00 txZty با توجه به پذيرش انتقال در مورد پاسخ حالت صفر وانتقال  اينچنين مي توان بيان ,نشان  داده شود  =

  :كردكه
tاتتقال زماني  به اندازه  مساوي است با   tx)(به ورود ي پاسخ حالت صفر يك مدار خطي تغيير ناپذير بازمان  ′

tكه به اندازه  x(t)پاسخ حالت صفر يك مدار به ورودي .                                                                                      انتقال يافته است  ′
)))((()))((( 00 txTZtxZT tt ′′ =  
0)(پاسخ حالت صفر) :5- 4(مثال • tv  يك شبكه خطي تغيير ناپذير با زمان و ورودي پالس مربعي

⎪
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=
tt

ttI
t

ti
0

0
00

)( 1)(ه را بازاء ورودي پاسخ شبكاند  شده  نشان داده) لف وب ا- 35 - 4(در شكل هاي   0 ti  شكل

 .بدست آوريد) ج - 35- 4(

  
  )الف)                                            (ب(                                            
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  )35- 4(شكل                            
  ) ج(                                                     

 
1)(ورودي - 1: پاسخ  • ti را به صور ت تركيب خطي ا ز)(ti  اپراتور انتقال استفاده از با و   

 :مي نويسيم

))(())(
2
1()(

2
3)()3()(

2
1)(

2
3)( 311 tiTtiTtitittittititi tt ′′ +−=⇒′−+′−−=   

  :با توجه به اين كه پاسخ حالت صفر تابع خطي از ورودي است مي توان نوشت -2     

))((())(
2
1(())(

2
3())](())(

2
1()(

2
3[))(( 30003010 tiTZtiTZtiZtiTtiTtiZtiZ tttt ′′′′ +−=+−=  

)))((()))((( حال با توجه به رابطه- 3   00 txTZtxZT tt ′′ )())((و = 00 tiZtv 01)(پاسخ  = tv برابر است با:  

)))((()))(((
2
1))((

2
3))(()( 03001001 tiZTtiZTtiZtiZtv tt ′′ +−== ))(())((

2
1)(

2
3)( 030001 tvTtvTtvtv tt ′′ +−=  

)3()(
2
1)(

2
3)( 00001 ttvttvtvtv ′−+′−−=  

انتقال زماني در مورد مدار هاي خطي تغيير پذير با زمان  صادق نيست زيرا پاسخ يك مدار خطي تغيير پذير  •
 .در زمان هاي مختلف با زمان تغيير مي نمايد

  
  
  
 
 شدهمسائل نمونه حل   

 
1)0(5,برابربا  t=0در مدار شكل زيرجريان اوليه سلف ها در زمان   : 4-1مسئله  Ai Aiو  = 2)0(2 مي باشد در   =

در چه زماني ولتمتر عدد  )مقاومت ولتمتر بي نهايت (ايده آل فرض شود ABصورتيكه ولتمتر متصل شده بين دو نقطه 
  . صفر را نشان مي دهد
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و جريـان هـاي اوليـه داده شـده  پاسـخ       Bو  Aمتصل به گره هـاي    RLبا توجه به مدار هاي  -4-1حل مسئله  

اهــم را محاســبه مــي كنــيم ثابــت زمــاني مــدار ســمت چــپ عبــارت اســت  5ورودي صــفر ولتــاژ مقاومــت هــاي 

  )
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1 ==
R
Lτ( وبنابراين 

            }Veetv tt
A ,2555)( 5.25.2 −− =×=          ⇒= )(5)( 1 titvA5.2(و(

11 5)0()( tt
eeiti −−

== τ    { ودر
 :سمت راست داريم  RLمورد مدار 

}Veetitv
tt

B .1025)(5)( 6
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2
−−

AetiSecو  ==×=
t

,2)(
5
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22
−

=⇒=τ{    باتوجه به ولتـاژي كـه ولتمتـر
  :شتمي توان نو.نشان مي دهد

         ⇒=⇒=⇒=−=−=
−−−−−− )10ln()25ln(102501025)()()( 6

55.26
55.26

55.2 tttttt
BA eeeeeetvtvtv  

                          

Secttttttt 55.0916.06.0)5.2ln(
3
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6
55.2)10ln()25ln(

6
5)10ln(5.2)25ln( ≈⇒×=⇒=⇒−=−⇒−=−  

  
)0(0در مدار شكل زير ولتاژخازن : 4-2- مسئله =Cv   0است و دوكليد بترتيب در زمان هـاي=t وSect بسـته   =1,

10را براي فواصل زماني  tvC)(رابطه ولتاژخازنوتغيير وضعيت مي دهند  ≤≤ t 1و≥t ثانيه بدست آوريد  
  
  

 

  
كه از  t=0چون مدار شامل دو كليد است ابتداء پاسخ مدار را با بسته شدن كليد در زمان  -  4-2حل مسئله  

 :پاسخ حالت صفر است بدست مي آوريم  نوع
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Sectبا توجه به اينكه كليد دوم در زمان              ولـت اسـت از    630تغيير وضعيت مي دهد وولتاژ خازن در اين زمـان   =1
Sectزمان   :پاسخ از نوع پاسخ كامل  مي شود در نتيجه داريم  =1
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تالیف وتدوین مھدی حاجی پور                          )دوم-قسمت(   چھارم فصل

  : تجزیھ و تحلیل مدار ھای مرتبھ اول
:تحلیل مدار ھای با چند کلید یا چند ثابت زمانی -٧- ۴

برای تحلیل مدار ھایی کھ شامل چند کلید ھستند و این کلید ھا بھ طور ھم زمان عمل نمی کنند و 
بھ تحلیل یک مدار , تغییر وضعیت نمی دھند و از طرفی باعث تغییر ثابت زمانی مدار می گردند 

RL  می پردازیم ) ٣۶- ۴(شامل دو کلید مطابق شکل.  

  
  )٣۶-۴(شکل

در این مدار کلید ھای 
12

, SS  0بھ ترتیب در لحظھt  0وt اگر . تغییر وضعیت می دھند

ti)(جریان 
L

, پاسخ مدار در نظر گرفتھ شود و بخواھیم پاسخ را برای کلیھ زمان ھا تعیین کنیم  

  .ابتدا از لحاظ فیزیکی پاسخ را مورد بررسی قرار داده و سپس روابط تحلیل را می نویسیم 
  :تحلیل فیزیکی 

ھمان گونھ کھ مشاھده می شود بھ دلیل باز بودن کلید 
1

S  0(0جریان اولیھ سلف( 
L

i  است و با

بستھ شدن کلید 
1

S و بستھ بودن کلید
2

S   جریان)(ti
L

بر اساس پاسخ حالت صفر با ثابت زمانی  

Itiان سلف بھ مقدار جری tمشخص شروع بھ افزایش می نماید و تا لحظھ 
L

)(  با . می رسد

باز شدن کلید 
2

S  مقاومت مدار افزایش می یابد و باعث تغییر ثابت زمانی مدار می گردد و از

ttطرفی زمان ھای    بھ دلیل جریان سلف در لحظھt  بھ عنوان شرایط اولیھ و ھم چنین منبع
  . نوع پاسخ کامل است و عمل ادامھ می یابد تا بھ حالت پایدار برسد , مدار 

  : تحلیل ریاضی پاسخ 
با بستھ شدن کلید . ١

1
S  , اگر فرض کنیم

2
S  در این ) ٣٧-۴(ھیچ زمانی باز نشود مطابق شکل

  .پاسخ قابل محاسبھ است , صورت با دو روش 

  
  )٣٧-۴(شکل

)()1(پاسخ حالت صفر مدار از رابطھ ) : ١(روش 
t

P
extx


  قابل محاسبھ است کھ در این

پاسخ کامل مدار , مدار با توجھ بھ اتصال کوتاه شدن سلف در بینھایت 
1

0
1 R

V
i

P
   و ثابت زمانی

مدار 
1

1 R

L
  می باشد و در نتیجھ:  
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
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از حل معادلھ دیفرانسیل ) : ٢(روش 

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L
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V
dt

di
LiR

ti)(پاسخ  
L

بھ ) ٣٨-۴(مطابق شکل  

  . دست می آید 

  
  )٣٨-۴(شکل

ttو ھمان گونھ کھ بیان شد جریان سلف در لحظھ    بھ مقدارI   می رسد کھ

)1()(
1

1

0 L

tR

L
e

R

V
tiI




  است .  

چون کلید . ٢
2

S  در لحظھt  باز می شود در نتیجھ پاسخ تحت شرایط اولیھ جریانIti
L

)(  و

منبع 
0

V  ,  دارای پاسخ کامل برای زمان ھایtt   است و ثابت زمانی برابر
21

2 RR

L


 

برابر است با ) ٣٩-۴(می باشد و پاسخ کامل مدار مطابق شکل 
21

0
2 RR
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P 
  کھ از معادلھ

دیفرانسیل 
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  .بھ دست می آید 

  
  )٣٩-۴(شکل

  :پاسخ مدار را می توان بھ دو صورت 
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2))(()()1( 
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PLPPhL
eitiiiiti




   
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  یا

)1()()()()()2(
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22 
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
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

  

جریان برای زمان ھای ) ١: (بنابراین جریان مدار بھ دو بخش تقسیم می شود . مشخص نمود 
tt 0  جریان برای زمان ھای ) ٢(وtt  .  
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RRRبرای ترسیم پاسخ بھ طور کامل فرض می کنیم  22
21
  و

1
t  , در این صورت پاسخ

  :بھ صورت زیر ساده می شود 
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32
  و

R

V
i

P 3
0

2
  می شوند و پاسخ در کلیھ زمان ھا

  :در می آید )۴٠-۴(بھ صورت شکل
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  )۴٠-۴(شکل

می توان این چنین نتیجھ , از تحلیل این مدار برای تحلیل مدار ھایی با چند کلید یا چند ثابت زمانی 
  : گرفت 

I.  ابتدا تحلیل را با تغییر وضعیت اولین کلید و با توجھ بھ شرایط اولیھ و فرض اینکھ کلیدھا تغییر
جریان سلف یا ولتاژ (خ آغاز می کنیم و رابطھ پاس RCیا  RLدر مدار ھای , وضعیت نمی دھند 

.را بھ دست می آوریم )  خازن
II.  بھ ازاء ) جریان سلف یا ولتاژ خازن(در زمانی کھ کلید دوم تغییر وضعیت داده مقدار پاسخ را

شرایط اولیھ برای مرحلھ دوم در نظر می , زمان تغییر وضعیت محاسبھ نموده و مقدار پاسخ را 
برای زمان ھای بعد از , این شرایط اولیھ و تغییر شرایط مدار گیریم و بعد از آن پاسخ را بھ ازاء 

در صورتی کھ کلید دیگری در مدار نباشد تحلیل تکمیل . تغییر وضعیت کلید دوم محاسبھ می کنیم
.شده است 

III.   مرحلھ بعد را مطابق مرحلھ دوم و با , اما اگر کلید دیگری در مدار تغییر وضعیت ایجاد کند
. د ادامھ می دھیم تا عملیات پایان یابد شرایط اولیھ جدی

1مدت طولا نی کلید ) ۴١-۴( شکل در مدار: )۶-۴(مثالS  2باز وکلیدS بوده ودر لحظھ  بستھ
0t  کلید بستھ می شود وپس از مدت یک ثانیھ)t=1Sec  ( 12ھر دو کلید باز می شوند  SSو
)(ti زمان ھای  را برایSect 10  وSect 1 محاسبھ کنید.

.مجدداً جریان سلف برابر صفر می شود ,  0tضمناً تعیین کنید در چھ زمانی بعد از 

)۴١-۴(شکل
پاسخ:

I. 0با توجھ بھ باز بودن کلید ھا جریان سلف درt 0(0  برابر با صفر است( i

II. د پاسخ حالت صفر است واز رابطھ  جریان سلف نوع  پاسخ 1Sبا بستھ شدن کلی

)1()(0

t

P extx


  پاسخ را برای زمان ھایsec10  t   محاسبھ می کنیم:
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: داریم , در بی نھایت اتصال کوتاه است ) الف- ۴٢-۴(چون سلف مطابق شکل _ 

Ai
P

3
8.02.1

52.1





  

  
  )الف)                              (۴٢-۴(شکل)                         ب(

  : برابر است با ) ب-۴٢-۴(مقاومت معادل از دو سر سلف مطابق شکل _ 






2

3

8

12

68.02.1

6)8.02.1(
eq

R  

:                                             ثابت زمانی در مرحلھ اول برابر است با _ 

Sec
R

L

eq
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4

2
3
2

  

Sectدر نتیجھ جریان برای فاصلھ زمانی    _  10                     )1(3)( 4

3
t

L
eti


  

Sectمقدار جریان در لحظھ _  1  از رابطھ فوق محاسبھ شده و برابر است با:  

Aiei 58.1)472.01(3)1()1(3)1( 4

3




  
III.  (نوع پاسخ ) ا لف-۴٣-۴(بعد از باز شدن ھر دو کلید در مدار معادل شکل(ti  با توجھ بھ شرایط

Sectاولیھ  1  , پاسخ کامل است و مطابق رابطھ عمومی در زمان ھایtt  

  )(
)()( 

tt

PP extxxtx



 بھ شرح زیر قابل تحلیل می باشد.

  :برابر است با  ti)(پاسخ دائم جریان , )ب -۴٣-۴(با توجھ بھ شکل _ 
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8.4
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




  

  
)ا لف)                  (۴٣-۴(شکل   )                    ب(

:       ثابت زمانی در این مرحلھ با توجھ بھ مقاومت معادل از دو سر سلف _ 

Sec
15

2

96

2



  

Sectپاسخ کامل برای زمان ھای _  1  با توجھ بھ انتقال زمان عبارت است از:  
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  .می باشد ) ۴۴- ۴(مطابق شکل  ti)(تغییرات , اگر پاسخ را برای کلیھ زمان ھا رسم کنیم 

  
  )۴۴-۴(شکل

IV.  5.738.68.4)1(برای تعیین زمانی کھ جریان سلف بھ صفر می رسد رابطھ  te  را مساوی
:در نتیجھ .صفر قرار می دھیم 
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 (پاسخ مدار . مفروض است ) ا لف-۴۵-۴(مدار شکل : ) ٧- ۴(مثال(tv
C

را بھ ازاء ورودی  

)(ti
S

. بھ دست آورید ) ب-۴۵- ۴(شکل  

  
  )الف)                                                   (ب(

)۴۵-۴(شکل
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 پاسخ :
  : تحلیل فیزیکی 
)0(0در این مدار  

C
v  0و در لحظھt  جریان

0
I  بھ مدار اعمال شده و باعث شارژ شدن

پاسخ حالت صفر است و در , خازم می گردد و ھمان گونھ کھ از شرایط مدار بر می آید نوع پاسخ 
در نتیجھ خازن شارژ شده در مقاومت تخلیھ . فر می شود ورودی مدار قطع و برابر ص tلحظھ 

می شود تا انرژی ذخیره شده بھ صفر برسد و ھر پاسخ در این زمان ھا پاسخ ورودی صفر است 
  .با دو کلید می باشد  RCمشابھ مدار, و در کل تحلیل این پاسخ 

  :  تحلیل ریاضی

)()1(با توجھ بھ پاسخ حالت صفر ) ١ 
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  . برای کلیھ زمان ھا ترسیم شده است ) ۴۶- ۴(کھ پاسخ در شکل 
  

  
  )۴۶-۴(شکل

۴ -پاسخ پلھ واحد -٨Step Response :
ھمان گونھ کھ در فصل دوم بیان شد تابع پلھ واحد تابعی است گسستھ کھ در آرگومان صفر آن 

  :نشان می دھند  u(t)تغییر وضعیت ایجاد می گردد و تابع پلھ واحد را با 
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پاسخ حالت صفر است  زیرا , نشان می دھند و از طرفی نوع پاسخ  ts)(پاسخ پلھ واحد را با 
)0(شرایط اولیھ , باشد  u(t)وقتی ورودی تابع پلھ واحد 

C
v 0(یا(

L
i  پاسخ . برابر صفر ھستند

)()1(حالت صفر بھ طور عموم از رابطھ  
t

P
extx


  بنابراین پاسخ پلھ , بھ دست می آید

و برابر )) الف-۴٧-۴(شکل(ولتاژ خازن است ,  u(t)بھ ورودی تابع پلھ واحد  RCواحد یک مدار 
  :است با 

)()1()()( tueRtvts RC
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
   

RIRبرابر  A1زیرا پاسخ دائم بھ ازاء منبع جریان  
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  .می شود 

و )) ب-۴٧-۴(شکل(جریان سلف است  u(t)بھ ورودی تابع پلھ واحد RLو پاسخ پلھ واحد مدار 
  :برابر است با 
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برابر  V1زیرا پاسخ دائم بھ ازاء منبع ولتاژ 
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V 10   است .  

  
  )الف)                       (۴٧-۴(شکل)                          ب(

 0ضمناً با توجھ بھ تعریف تابع پلھ واحد از این پس پاسخ ھایی را کھ برای زمان ھایt 
. بھ صورت حاصل ضرب پاسخ در تابع پلھ واحد می نویسیم , مشخص می شوند 

۴ -تعیین پاسخ مدارھای -١-٨RL  یاRC  بھ ورودی پالس مربعی با استفاده از)(ts :
, ) ۴٨-۴(بھ ورودی یک پالس مانند شکل  RLیا  RCیکی از روش ھای تعیین پاسخ یک مدار 

زیرا اگر پالس را بھ صورت ترکیبی از توابع پلھ واحد . است RCاستفاده از پاسخ پلھ واحد مدار 
  :نتیجھ می شود , بنویسیم 
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     :                                               برابر است با  RCپاسخ پلھ واحد مدار 
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  )ا لف)                        (۴٨-۴(شکل)                     ب(
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)(پاسخ بھ تابع  ttu   با توجھ بھ شرایط انتقال برابر است با    :
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ti)(پاسخ بھ پالس , بنابراین با توجھ بھ شرایط خطی و پذیرفتن انتقال زمانی 
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  :برابر است با  
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  :حال اگر پاسخ را بر حسب فاصلھ زمانی مرتب کنیم روابط زیر حاصل می گردد 
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 ھمان گونھ کھ از روابط این پاسخ در مقایسھ با پاسخ مدار :نتیجھRC  بر می آید ) ٧-۴(مثال ,
بنابراین برای تحلیل یک مدار خطی تغییرناپذیر با . مشاھده می شود کھ پاسخ ھا یکسان است 

:زمان با ورودی پالس می توان از دو روش استفاده کرد 
  ثابت زمانی  روش تحلیل مدار ھای با چند کلید یا چند) ١(
  روش استفاده از پاسخ پلھ واحد مدار و انتقال زمانی) ٢(
۴ -پاسخ ضربھ در مدارھای -٩RL  وRC :

تابع ضربھ ھمان طور کھ در فصل دوم تعریف شد عبارت است از 


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



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0t0
)t(

ویژه
کھ  

: ویژگی آن عبارت است از اینکھ سطح زیر منحنی تابع ضربھ برابر واحد است 





0
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1)( dtt   

  . نشان می دھند th)(را با تابع t)(پاسخ بھ تابع ضربھ 
  :در زیر چھار روش را مطرح می کنیم  RLیا  RCبرای تعیین پاسخ ضربھ یک مدار 

۴ -١(روش-١-٩ : ( اگر یک مدارRC  مطابق شکل)(با ورودی ) ا لف - ۴٩- ۴(t  در نظر
)()(بگیریم و بخواھیم پاسخ  thtv

C
  می توانیم معادلھ دیفرانسیل مدار را بر , را بھ دست آوریم

  : نتیجھ می شود , بنویسیم  th)(حسب 
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یک راه حل این است کھ با استفاده , از آنجا کھ بھ طور مستقیم نمی نوانیم این معادلھ را حل کنیم 
t()t(Plim(از تعریف  

0


tP)(بھ ورودی پالس مربعی   
اعمال ) ب- ۴٩-۴(را مطابق شکل  

th)(نموده و پاسخ را با 
-٨-۴(تعریف کنیم و با توجھ بھ یکی از روش ھای بیان شده در قسمت  

th)(پاسخ ) ٧- ۴(یا مثال ) ١
tP)(بھ پالس مربعی  

  . را محاسبھ کنیم  

  
  )الف)                     (۴٩-۴(شکل)                    ب(
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:                           بھ صورت ترکیب خطی مقابل باشد  tP)(اگر 
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  .رسم شده است ) ۵٠-۴(کھ این پاسخ در شکل 

  
  )۵٠-۴(شکل

)(lim)(بر اساس تعریف تابع ضربھ th)(از آنجا کھ پاسخ ضربھ 
0

tPt 
 حد تابع)(th

می  

)(lim)(:                   باشد بدین مفھوم کھ 
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th)(بنابراین برای تعیین حد پاسخ 
  :بھ نکات زیر توجھ نموده و چنین عمل می نماییم  

  :بھ صورت زیر است  xeنیوتن یک تابع نمایی   -بسط بینوم  -١
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و  بیشتر صرف نظر کرد و  ٢باشد می توان از جملات با توان  1xو در صورتی کھ 
xeآن را بھ صورت    x    .تقریب کرد 1

th)(در پاسخ -٢
tP)(حاصل از اعمال پالس مربعی  

ابتدا در مورد مقدار , محاسبھ شده  
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خازن حداکثر بھ  کھ نتیجھ حاصل بیانگر این مفھوم است کھ برای زمان ھای کوچک 

(اندازه عکس ظرفیت خازن 
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(
C

, شارژ می گردد و ھرچھ ظرفیت خازن کوچکتر باشد  

  .خازن بیشتر شارژ می شود
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و از این معادلھ نتیجھ می شود کھ منحنی شارژ خازن در فاصلھ زمان   t0  خطی

است و شیب آن برابر 
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کھ منحنی برای زمان ھای کوچک مختلف 

i
  و خازن با ظرفیت ثابتC  ۵١-۴(در شکل-

پاسخ مشابھ , ثابت باشد  تغییر کند ولی  Cدر صورتی کھ ظرفیت .  رسم شده است ) الف
  :تغییر می نماید) ب-۵١ -۴(شکل 

  
  )الف)                                 (ب(     )                            ج(

  )۵١-۴(شکل 
th)(حال حد تابع 

  :را بھ دست می آوریم کھ چنین نتیجھ می شود  
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)0(ھنگامی کھ    شیب
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بھ سمت بی نھایت میل می کند و از آنجا کھ خازن بھ  1
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  :شارژ می شود می توان نتیجھ گرفت کھ  1
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)0(0تابع ضربھ باشد و  RCاگر ورودی یک مدار  –الف  h  باشد ,
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h
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)0(   می

)0()0(مفھوم کھ ولتاژ خازن پیوستھ نمی باشد و شرایط اولیھ  گردد بدین   hh  است و
  .خازن بھ طور ناگھانی شارژ می گردد

از زمان  0tولتاژ خازن بھ دلیل صفر بودن اثر منبع جریان ضربھ در زمان ھای  -ب
 0t  با ثابت زمانیRC بد تا در بی نھایت بھ صفر برسد شروع بھ کاھش می یا.  
  . مشابھ پاسخ ورودی صفر است th)(ھمان طور کھ مشاھده می شود پاسخ  -ج

  
۴ -باتوجھ بھ رابطھ تابع پلھ واحد   در مدار ھای خطی تغییر نا پذیر با زمان) : ٢(روش -٢-٩

وتابع ضربھ و ھمچنین صادق بودن شرایط خطی در مورد پاسخ حالت صفر وپذیرش انتقال 
  .است مشتق پاسخ پلھ واحد,پاسخ ضربھ اثبات می شود کھ , زمانی 

  : بنابراین اگر ورودی مدار تابع ضربھ باشد می توان نوشت
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  . روش دوم تعیین پاسخ ضربھ یک مدار خطی  تغییر ناپذیر با زمان بدین شرح است, بر این اساس
بجای منبع ضربھ مدار یک منبع پلھ واحد قرار داده و پاسخ پلھ واحد را محاسبھ نموده وآن : الف 

  را کھ یک پاسخ حالت صفر است بدست می آوریم 
  .از پاسخ پلھ واحد نسبت بھ زمان مشتق می گیریم این مشتق برابر با پاسخ ضربھ مدار است: ب
 ٨- ۴(مثال : ( پاسخ ضربھh(t)   مدارRL  شکل)را بدست  آورید) ا لف -۵٢-۴.

  
)ا لف)                        (۵٢-۴(شکل)                        ب(

 با توجھ بھ اینکھ مدار : پاسخRL   دوگان مدارRC  است براساس دوگا نی ) ا لف-۴٩-۴(شکل

)(:عبارت است از  RLپاسخ ضربھ مدار 
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  رابطھ پاسخ کھ برای اثبات

:از روش دوم استفاده می نماییم 
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  u(t)را از مدار جدا نموده و بجای آن یک منبع ولتاژ پلھ واحد  t)(ابتداء منبع ولتاژ ضربھ 
:را بدست می آوریم  s(t)قرار  می دھیم وپاسخ ) ب-۵٢-۴(مطابق شکل 
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 0()0(0و(  siL  

 s(t)ضمناً باید توجھ شود کھ .حال از پاسخ پلھ واحد بدست آمده نسبت بھ زمان مشتق می گیریم 
  :در نتیجھ .شامل دوجملھ زمانی است  
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

)()()0()(از آنجا کھ  tfttf    0(است با ساده کردن  وصفر قرار دادن زمانt ( در رابطھ
  :را بدست می آوریم  h(t)پاسخ ضربھ , ضریب تابع ضربھ 
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  . رسم شده است )  ۵٣-۴(این پاسخ در شکل 

  
  )۵٣-۴(شکل 

  :چنین نتیجھ می گیریم  RLو  RCاز  پاسخ ضربھ  مدار 
I. کھ پاسخ ضربھ مدار ھای ) ۵٣-۴(و) ج -۵١-۴(بنابراین اگر بھ شکل ھایRC  وRL را نشان  

 RCمی دھند توجھ شود مشاھده می شود کھ پاسخ ضربھ مشابھ پاسخ ورودی صفر مدار ھای  
)0(0است با ا ین تفاوت کھ   RLو  h  0(0و( h   است.  

II. 0(0پاسخ ضربھ مدار با توجھ بھ منبع ضربھ و شرایط اولیھ( h  پاسخ حالت صفر است و
)0(0ھمچنین از نگاه  شکل پاسخ و شرایط اولیھ  h   بنابراین پاسخ .پاسخ ورودی صفر است

.ضربھ را پاسخ حالت صفر و ورودی صفر نیز گویند
۴ -در این روش با استفاده از معادلھ دیفرانسیل مدار پاسخ ضربھ را بھ دست ) : ٣(روش -٣-٩  

:می آوریم
نوشتھ و سپس معادلھ ھمگن آن را تشکیل می دھیم و  h(t)معادلھ دیفرانسیل مدار را بر حسب )١

فرکانس طبیعی پاسخ را محاسبھ می نماییم 
فرم پاسخ ورودی صفر را مشخص نموده و با بدست آوردن , با توجھ بھ شکل پاسخ ضربھ )٢

پاسخ ومشتق آن را در معادلھ ,  د مشتق آن و بھ دلیل اینکھ پاسخ مدار باید در معادلھ صدق نمای
.دیفرانسیل مدار قرار داده  دامنھ پاسخ را بدست می آوریم 

تجزیھ وتحلیل ) ٣(را مجدداً با روش )ا لف -۴٩-۴(شکل  RCمدار , برای روشن شدن موضوع   
  :می نماییم 

)()(را برحسب ) ۵۴-۴(معادلھ دیفرانسیل مدار شکل  : RCتحلیل مدار  thtvC   می نویسیم:  
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)۵۴-۴(شکل
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t
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dt
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dt

dv
C CC  

  :معادلھ مشخصھ ی معادلھ ھمگن را تشکیل داده  و فرکا نس طبیعی  را بدست می آوریم
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 حال مشتق . می شودh(t)   بدست آورده و در معادلھ دیفرانسیل قرار
  :می دھیم 
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)()()0()(با توجھ  بھ اثر تابع ضربھ  tfttf   چنین نتیجھ می گیریم کھ:  
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. با مسا وی قرار دادن ضریب تابع ضربھ از طرفین معادلھ دامنھ پاسخ بھ دست می آید

]
1

1[
C

KKC    ونتیجتاً پاسخ ضربھ مدار مشخص می گردد           :

)(
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)( tue
C

th RC

t








  

۴ -٩-۴-  را بر روی خازن و یا سلف بھ دست در این روش  ابتدا اثر منبع ضربھ) : ۴(روش  
)0(  آوریم وسپس با توجھ بھ بی اثر شدن منبع ضربھ درمی  t   مدار را برای زمان ھای

0t  نماییم تحلیل می .
اثرمنبع جریان ضربھ بر خازن:

ti)(ھرگاه منبع جریان با تابع پالس
S

مطابق  Cبھ خازن ) الف -۵۵ -۴(نشان داده شده در شکل  

)0(0ولتاژ دو سر خازن را با توجھ بھ اینکھ , اعمال گردد ) ب- ۵۵ - ۴(شکل  
C

v  است حساب

  . می کنیم 
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  )ا لف)                (۵۵-۴(شکل)                  ب(

اگر دقت کنیم از لحاظ فیزیکی جریان 
0

I  0در لحظھt  از خازن عبور نموده و باعث افزایش

مقدار بار الکتریکی ذخیره شده  بار الگتریکی در جوشن ھای خازن می گردد و در مدت زمان 
بھ 

00
IQ  ار الکتریکی روی جوشن ھا  در و چگالی ب) سطح زیر منحنی جریان ( می رسد

بھ صورت خطی تغییر نموده و مقدار آن , زمان خیلی کوچکی باشد  صورتی کھ 


0
Q

. است 

ولتاژ دو سر خازن از رابطھ 


 

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)( dt

Q

C
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C
بھ سمت صفر  حال اگر زمان . محاسبھ شود  

)(:                      با توجھ بھ تعریف تابع ضربھ می توان نوشت , میل کند 
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0
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Q
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
  

کھ 
0

Q  با حدگیری از رابطھ ولتاژ نتیجھ می شود . شدت ضربھ است:  
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Q
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
   

)(بنابراین با اعمال یک منبع جریان ضربھ 
0

tQ   ولتاژ آن , بھ خازن  ) ا لف-۵۶-۴(مطابق شکل

در زمان  0t  بھ
C

Q
v

C
0)0(   0می رسد  یا اینکھ ولتاژ خازن در ھر زمانt  برابر می

  :شود با 





t

C
tu

C

Q
dttQ

C
tv

0

0
0

)()(
1

)(   

  . می باشد ) ب - ۵۶-۴(کھ مدار معادل تونن آن مطابق شکل 

  
  )ا لف)                     (۵۶-۴(شکل)                   ب(

  
 اثر منبع ولتاژ ضربھ بر خازن:
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)()(منبع ولتاژ ضربھ بر خازن تاثیر خاصی ندارد بلکھ  ttv
C

  می شود و جریان خازن در این

)())(()(:                                    با حالت برابر است  )1( tCt
dt

d
C

dt

dv
Cti C

C
   

)()(در نتیجھ جریان دوبلت  )1( tt    ۵٧-۴(شکل. (از خازن عبور می کند((  

  
  )۵٧-۴(شکل

 اثر منبع ولتاژ ضربھ بر سلف:
)0(0ھر گاه بھ دو سر یک سلف با جریان اولیھ  

L
i  (ولتاژ ) الف-۵٨-۴(مطابق شکل(tv

S
 

  :اعمال گردد) ب-۵٨ -۴(نشان داده شده در شکل 

  
  )ا لف)               (۵٨-۴(شکل)                ب(

ولتاژ , حالت مدار باز را دارد  0tبر اساس دوگانی و ھمچنین از لحاظ فیزیکی چون سلف در  

0
V  برابر ) فوران(باعث ایجاد یک شار

00
V ) در دو سر سلف شده و ) سطح زیر منحنی

چگالی شار , خیلی کوچک باشد  اگر زمان 


0


بھ صورت خطی تغییر نموده و باعث افزایش  

  :برابر است با  tجریان سلف در زمان . جریان در سلف می گردد 
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  :با توجھ بھ تعریف تابع ضربھ می توان نوشت 
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  با حدگیری از رابطھ جریان نتیجھ می شود . شدت ضربھ است:  
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)(بنابراین با اعمال یک منبع ولتاژ ضربھ 
0

t  با شدت ضربھ ) ا لف-۵٩-۴(مطابق شکل
0

  بھ

جریان آن در زمان , سلف  0t  بھ
L

i
L

0)0(


 می رسد.  

  :نتیجھ می شود , محاسبھ نماییم  0tاگر جریان سلف را برای زمان ھای 
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  .است ) ب -۵٩- ۴(و مدار معادل نورتن سلف مطابق شکل 

  
  )ا لف)                 (۵٩-۴(شکل)                    ب(

 جریان ضربھ بر سلف اثر منبع:
)()(جریان آن برابر با ) الف-۶٠ - ۴(بھ سلف مطابق شکل  t)(با اعمال منبع جریان  tti

L
  و

  .است ) ب -۶٠- ۴(ولتاژ دو سر آن یک تابع دوبلت مطابق شکل 

)(
)(

)( )1( tL
dt

td
L

dt

di
Ltv L

L


  

  
  )الف( )              ۶٠-۴(شکل)               ب(

  :بنابراین از مطالب ارائھ شده در فوق نتیجھ می گیریم 
ولتاژ خازن تغییر ناگھانی می  0tدر لحظھ , شامل منبع جریان ضربھ  RCدر مدار ھای  -١

کند و در زمان ھای  0t  منبع جریان ضربھ بی اثر شده و مدارRC  0(با شرایط اولیھ( 
C

v 

  .دارای پاسخ ورودی صفر است
جریان سلف تغییر ناگھانی می کند  0tدر لحظھ , شامل منابع ولتاژ ضربھ  RLدر مدارھای  -٢

و در زمان ھای  0t  منبع ولتاژ بی اثر شده و مدارRL  0(با شرایط اولیھ( 
L

i  دارای پاسخ

  .ورودی صفر است 
 ٩-۴(مثال: (  بھ مدارRL  داده شده در شکل)(منبع ولتاژ ) ا لف-۶١ -۴(

0
t  ولت اعمال

)()(جریان سلف . شده است  tith
L

  سلف در . ( را بھ دست آورید 0t  فاقد انرژی اولیھ

)است 
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)ا لف)                     (۶١-۴(شکل         )         ب(

 اگر بھ مدار معادل در : پاسخ 0t  بھ ( , توجھ شود ) ب-۶١ -۴(نشان داده شده در شکل
)(ولتاژ) دلیل مدار باز بودن سلف 

0
t  بھ دو سر آن اعمال می شود و باعث ایجاد جریان در

سلف در زمان  0t  می شود کھ برابر است با:
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و در زمان ھای  0t  با شرایط اولیھ )  ۶٢-۴(منبع ضربھ بی اثر شده و مدار مطابق شکل

L
i

L
0)0(


  پاسخ آن برابر , حاصل می شود و چون این مدار یک مدار ورودی صفر است

  :است با 
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  )الف)                       (۶٢-۴(شکل)                   ب(

 ۶٣- ۴(در مدار شکل : )  ١٠ -۴(مثال  ()(tv
C

tv)(و  
R

) ۴(و ) ٣(را با استفاده از دو روش  

.بھ دست آورید 

  
)۶٣-۴(شکل

 پاسخ :
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برای بھ دست آوردن پاسخ معادلھ دیفرانسیل را بر . مسئلھ را حل می نماییم ) ٣(با روش  -١
)()(حسب  thtv

C
  می نویسیم:  

   )()( tth
dt

dh
RC     

dt

dh
C

dt

dv
Cti C )(       و)(tvv

CR
  

فرم کلی پاسخ ضربھ را با حل معادلھ , از آنجا کھ پاسخ ضربھ مشابھ پاسخ ورودی صفر است 
دیفرانسیل مشخص نموده و سپس با توجھ بھ اینکھ پاسخ ضربھ باید در معادلھ دیفرانسیل صدق 

  :کنیم و در معادلھ دیفرانسیل قرار می دھیم مشتق مرتبھ اول پاسخ را حساب می , نماید 
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:                                                                                              بنابراین 
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  )ا لف)                  (۶۴-۴(شکل)                   ب(

  .مجدداً مسئلھ را حل می کنیم ) ۴(با استفاده از روش  -٢
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  از مقاومتR  حاصل می شود.  
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 ۶۶ - ۴(در مدار شکل ) : ١١ - ۴(مثال ()(ti
L

.بھ دست آورید 0tرا برای زمان ھای  

  
)۶۶-۴(شکل
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.بھ دست آوریم 
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مقاومت معادل ) د-۶٧ - ۴(با استفاده از مدار معادل شکل 
eq

R  برابر است با:  





 126.5
328

328
eq

R  

:                                      در نتیجھ ثابت زمانی برابر است با 

Sec
R

L

eq

3
3

102
12

1024 





  

ti)(با جایگذاری مقادیر در فرم پاسخ 
L
  پاسخ اثر منبعV40  مشخص می شود:  

 0t             
t

PLPP
eIiIti


 )0()(  

0t                       3102]
3

8
5[

3

8
)(





t

L
eti  

)()
3

7

3

8
()( 500 tueti t

L
  

1.0)(اثر منبع. ٢ t :  
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می ) ۶٩-۴(کھ در پروب اسیلوسکوپ ھا بھ کار می رود مدار شکل  RCیکی از مدار ھای 

  .مورد تجزیھ و تحلیل قرار می دھیم ) ١٢- ۴(حال پاسخ این مدار را در مثال . باشد 
  

 (اولاً پاسخ مدار ) : ١٢-۴(مثال(tv
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را در صورتی کھ خازن ھا فاقد انرژی ذخیره شده باشند  
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tv)(برای تعیین پاسخ مدار  –اولاً 
o

باید توجھ نمود کھ در لحظھ   0t  ولتاژ خازن ھا صفر
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  .پاسخ مدار بھ صورت پاسخ کامل تغییر می نماید, پس از شارژ شدن خازن ھا 
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tv)(با قرار دادن فرم پاسخ ورودی صفر در معادلھ دیفرانسیل پاسخ 
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  :و سپس حل مدار با توجھ بھ شرایط اولیھ 
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  :می گردد و در نتیجھ 
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RRCC

RR
S

121

21

)((

)(




                یا)()(

21

21
21 RR

RR
CCCR

eqeq 
  

)(])([)(
1

21

2

21

1
1

21

2
0

tueV
RR

R

CC

C
V

RR

R
tv st










۴ -تحلیل مدارھای -١٠RC  یاRL خطی تغییرپذیر با زمان:
مقاومت تغییرپذیر با زمان می باشد و برای تحلیل , معمولاً در مدار ھای خطی تغییرپذیر با زمان 

در نتیجھ یک معادلھ , این گونھ مدارھا معادلھ دیفرانسیل مدار را برحسب متغیر مدار می نویسیم 
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)()(دیفرانسیل مرتبھ اول با ضرایب تغییر پذیز با زمان مانند  tqxtp
dt

dx
   بھ دست می آید کھ

یکی از روش ھا جدا کردن .. برای حل آن از روش ھای حل معادلات دیفرانسیل استفاده می شود 
بھ دست   tx)(سپس با انتگرال گیری از طرفین معادلھ از ھم می باشد و  tو زمان xمتغیرھای 

  .می آید 
 در یک مدار  ): ١٣-۴(مثالRC  خازنF1  با ولتاژ اولیھVv

C
2)0(   0در لحظھt  بھ

ولتاژ خازن را . متصل می شود , آمده است )  ٧٢-۴(کھ مشخصھ آن در شکل  tR)(مقاومت 
.بھ دست آورید  0tبرای زمان ھای 

  
)٧٢-۴(شکل

 ابتدا معادلھ دیفرانسیل مدار را می نویسیم  :پاسخ:

0
)(

)(


tR

tv

dt

dv
C CC  

10پاسخ را در فواصل زمانی  tR)(و با توجھ بھ معادلھ   t  1وt  بھ دست می آوریم:  













15

1014

01

)(

t

tt

t

tR  

10در فاصلھ زمانی   t  , با قرار دادن رابطھ)(tR  در معادلھ دیفرانسیل و جدا کردن متغیرھا
  :نتیجھ می شود 

14)(
0

14

)(







t

dt

tv

dv

t

tv

dt

dv

C

CCC  

  :انتگرال می گیریم  tاز طرفین معادلھ از زمان صفر تا 

ttv

vC

ttv

v C

C tLntvLn
t

dt

v

dv
C

C

C

C

0

)(

2)0(
0

)(

)0(

14)(
14





  

14

1

)0(

)(

14

1

)0(

)(







tv

tv

t
Ln

v

tv
Ln

C

C

C

C  

  :در نتیجھ 

14

2
)()0(

14

1
)(














t
tvv

t
tv

CCC
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)(0معادلھ بھ صورت  1tو برای زمان ھای   tv
dt

dv
C

C   می باشد کھ معادلھ خطی

Vv.تغییرناپذیر است 
C

4.0
5

2
)1(   در نتیجھ پاسخ مدار برابر است با , می شود:  

)1()1()(
)1(





tuevtv RC

t

CC
  

)1(4.0)( )1(   tuetv t
C

  

  :بنابراین ولتاژ خازن در کلیھ زمان ھا برابر است با 














 14.0

10
14

2

)(
)1( te

t
ttv

t
C

۴ -تحلیل مدارھای  -١١RC  وRL  غیرخطی:
. در مدارھای غیرخطی نیز معمولاً مقاومت غیرخطی است و سلف یا خازن خطی ھستند

کھ یک خازن خطی تغییرناپذیر با زمان با ) ٧٣-۴(مطابق شکل  RCفرضاً در یک مدار 
)0(شرایط اولیھ 

C
v  و یک مقاومت غیر خطی را در نظر می گیریم.  

  
  )٧٣-۴(شکل 

tv)(می خواھیم  
C

  :می توان نوشت . بھ دست آوریم  0tرا برای زمان ھای  

0)(
)(

0  ti
dt

tdv
Cii

R
C

RC
  

  :کھ برای حل این معادلھ دیفرانسیل از لحاظ مقاومت غیر خطی دو حالت مطرح است 
)(مقاومت غیر خطی مقاومتی است کنترل شده با ولتاژ  -١

RR
vgi   و با توجھ بھ

)()( tvtv
RC

  می توان بھ جای)(ti
R

tv)(برحسب  
C

مقدار قرار داده و با جدا کردن  

)(0( معادلھ دیفرانسیل, متغیرھا و از روش انتگرال گیری  
C

C vg
dt

dv
C ( را حل کرده و

)(tv
C

  .را بھ دست آورد  

  
)(مقاومت غیرخطی مقاومتی است کنترل شده با جریان یعنی -٢

RR
ifv  . در این صورت

).),()((معادلھ دیفرانسیل شامل سھ متغییر  titvt RC   است  بنابراین یکی از روش ھای تحلیل
  .این گونھ مدارھا تحلیل بھ کمک روش ترسیمی می باشد

بھ طوریکھ در بسیاری از موارد می توان مقاومت غیر خطی را با تعدادی پاره خط تقریب 
. مسلماً ھرچھ تعداد پاره خط ھا بیشتر باشد تحلیل مدار دقیق تر بوده و خطا کمتر است . نمود 
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یک مقاومت غیر خطی مانند دیود اتصالی یک مرتبھ با دو پاره خط و ) ٧۴ -۴( در شکل
در تحلیل مدار ھا با این روش ھر پاره خط .ا سھ پاره خط تقریب شده است درمرتبھ دوم ب

.معادل یک مقاومت خطی است و تحلیل بھ راحتی امکان پذیر است

  )ا لف)                    (٧۴-۴(شکل)                   ب(

    
  



٢٠٣



٢٠۴ 
 

 تاليف وتدوين مهدي حاجي پور                                                   فصل پنجم  
  مدارهاي مرتبه دوم

در اين فصل به تجزيه و تحليل مدارهايي مي پردازيم كه شامل دو عنصر ذخيره كننده انرژي مي 
  .باشند و معادله ديفرانسيل هر متغير ولتاژ يا جريان در اين مدارها معادله درجه دوم مي باشد

 RLCمدارهاي  الت صفر و پاسخ كاملپاسخ ورودي صفر ، پاسخ ح و تعيين  تجزيه و تحليلبه ابتدا 
سپس . سري را تعيين مي نماييم   RLC مدار و سپس با يادآوري دوگاني ، پاسخ هايپرداخته موازي  

داده موازي و سري را مورد بررسي قرار  RLCمدارهاي  tδ)(و تابع ضربه tu)(پاسخ تابع پله واحد 
  .ن اين فصل اشاره اي به فضاي حالت داريم و در پايا

 موازي  RLCپاسخ ورودي صفر مدارهاي  -5-1  •
موازي را شروع نماييم به يك نكته عملي اشاره مي كنيم  RLCقبل از اينكه تجزيه و تحليل مدارهاي 

مقاومت عايقي  Sr) بوبين (موازي فيزيكي با توجه به مقاومت سيم پيچ  RLCبدين شرح كه مدار 
CR مي باشد ) 1- 5(خازن مطابق شكل  .  

  
  )1-5(شكل

مي باشد كه با  LQودر مورد سيم پيچ ها مسئله فيزيكي كه بايد توجه شود ضريب كيفيت سيم پيچ  
  :ن تعريف مي گردد از يك سيم پيچ چني Tعبور يك جريان متناوب سينوسي با دوره تناوب 

  
با توجه به ) الف وب - 2-5(باشد مي توان ثابت كرد كه مدارهاي شكل  LQ<<1و در صورتي كه 

PS(روابط  LL SLPو  = rQr   .معادل هم هستند)  =2

  
  )الف)                 (2- 5(شكل)                  ب(                                                          
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، از تركيب مقاومت ها ) 1- 5(در مدار شكل ) ب-5- 2(در اين صورت با جايگذاري مدار معادل شكل 
  .موازي است حاصل مي گردد RLCكه يك مدار ) 3-5(مدار شكل 

  
  )   الف(   )                           3-5(شكل)                         ب(

 :موازي با ورودي صفر  RLCتجزيه و تحليل مدارهاي   •

  :در نظر بگيريم  Li)0(و  Cv)0(شرايط اوليه خازن وسلف را به ترتيب ) 4- 5(اگر در مدار شكل 

  
  )4-5(شكل

  :با استفاده از قوانين كيرشهف در مدار مي توان نوشت  

)()()(
0)()()()1(

tvtvtvKVL
tititiKCL

CLR

CLR

==⇒

=++⇒
  

در نظر گيريم ، با توجه به روابط بين ولتاژ و جريان سلف و  tvC)(اگر پاسخ مدار را ولتاژ خازن 
  :خازن يعني 

 
)0(1)(

)0(1)(

0

0

L

t

LL

C

t

CC

idtv
L

ti

vdti
C

tv

+=

+=

∫

∫
يا               

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

dt
di

Ltv

dt
dv

Cti

L
C

C
C

)(

)(
  

  :دهيم  مقدار قرار مي tvC)(بر حسب  KCLدر معادله 

)(
)(

)( tGv
R

tv
ti R

R
R ==  

0)0(1)(
)1(

0

=+++⇒ ∫ dt
dv

Cidtv
LR

tv
KCL C

L

t

L
R  

  :مي توان نوشت  KVLو طبق 

∫ =+++
t

C
LC

C

dt
dv

Cidtv
LR

tv

0

0)0(1)(  

  :حال اگر از معادله ديفرانسيل انتگرال حاصل يك بار مشتق بگيريم ، نتيجه مي شود 

011
2

2

=++
dt

vd
Cv

Ldt
dv

R
C

C
C  
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  :و با مرتب كردن معادله ديفرانسيل نتيجه مي شود 

011
2

2

=++ C
CC v

LCdt
dv

RCdt
vd  

قبل از حل ، از آنجا كه در اين . به دست آيد  tvC)(كه بايد اين معادله ديفرانسيل را حل كرد تا 
مدار شش متغير ولتاژ و جريان وجود دارد و هر كدام مي توانند پاسخ باشند ، مجدداً معادله 

  :پاسخ باشد ، به دست مي آوريم  tiL)(ديفرانسيل مدار را با فرض اينكه 
 tiL)(بر حسب  KCLبا استفاده از روابط ولتاژ و جريان سلف و خازن و هم چنين قانون اهم در 

  :مقدار قرار مي دهيم 

0)()()1( =++⇒
dt

dv
Cti

R
tvKCL C

L
R  

)()()(: KVLو بر اساس  tvtvtv CLR   :خواهيم داشت  ==

0)(

0)()(

2

=++

=++

dt
idLCti

dt
di

R
L

dt
diL

dt
dCti

dt
di

R
L

L
L

L

L
L

L

  

 :در نتيجه با مرتب كردن معادله ديفرانسيل داريم 
 
 

0)(11
2

2

=++ ti
LCdt

di
RCdt

id
L

LL 

 
 
  
  
  

)اگر به معادلات حاصل بر حسب متغيرهاي  )Cv t  و)(til  توجه كنيم مشاهده مي شود كه معادله
  :موازي يكسان است  RLCز شش متغير مدار ديفرانسيل بستگي به متغير ندارد و براي هر يك ا

011
2

2

=++ x
LCdt

dx
RCdt

xd  
  . و براي تعيين پاسخ بايد معادله ديفرانسيل مدار بر حسب متغير مورد نظر حل كرد 

  .حل مي كنيم  tvC)(بنابر اين معادله ديفرانسيل را بر حسب متغير  

0)(11
2

2

=++ tv
LCdt

dv
RCdt

vd
C

CC  
  . معادله مشخصه معادله ديفرانسيل را تشكيل داده و آن را حل مي كنيم 

0112 =++
LC

S
RC

S  
  

LCCRRC
S 1

4
1

2
1

22 −±−=  
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 دو فركانسمي باشد و داراي  2همانگونه كه مشاهده مي شود معادله مشخصه معادله اي درجه 
  .طبيعي است 

  .دو پارامتر فركانسي را تعريف مي كنيم  قبل از بررسي فركانس هاي طبيعي معادله
  

)       فركانس نپري ( فركانس ميرائي 
RC2
1Δ

=α  
  

)    تشديد ( فركانس زاويه اي همنوايي 
LC
1

0

Δ

=ω  
 

  و معادله ديفرانسيل بصورت

 02 2
02

2

=++ C
CC v

dt
dv

dt
vd

ωα  
  

  :ا توجه به دو فركانس تعريف شده عبارتند از در نتيجه معادله مشخصه و فركانس هاي طبيعي ب

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−±−=

=++
2

0
2

2
0

2 02

ωαα

ωα

S

SS  

  
 0ωو  αبستگي به مقادير فركانس هاي )يعني ريشه هاي معادله درجه دوم ( فركانس هاي  طبيعي 

 
  .رائي ضعيف مي باشد ميرائي بحراني و مي, مدار دارد و داراي سه وضعيت ميرائي شديد 

1- 0ωα در اين حالت معادله ديفرانسيل داراي دو ريشه حقيقي مي ,  )فوق ميرا (ميرائي شديد  <
  .باشد 

  :فركانس هاي طبيعي عبارتند از 
2
0

2
1 ωαα −+−=S  

2
0

2
2 ωαα −−−=S  

  :و پاسخ ميرائي شديد عبارت است از 
)exp()exp()()( 221121

21 tSKtSKtveKeKtv C
tStS

C +=⇒+=  
2- 0ωα در اين حالت معادله ديفرانسيل داراي ريشه مضاعف است وفركانس  ,ميرائي بحراني  =

  : هاي طبيعي عبارتنداز 
α−== 21 SS  

   :و پاسخ ميرائي بحراني عبارت است از 
)exp()()()()( 2121 tKtKtveKtKtv C

t
C αα −+=⇒+= −  

3- 0ωα در اين حالت معادله ديفرانسيل داراي دو ريشه مختلط ,  )زير ميرا ( عيف ميرائي ض >
  )زاويه اي (با تعريف فركانس طبيعي . مي باشد 
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2
0 αωω −=

Δ

d  
  :در نتيجه فركانس هاي طبيعي عبارتند از 

djS ωα djSو   2=−− ωα +−=1  
  :ز و پاسخ ميرائي ضعيف عبارت است ا

)()exp()()cos()( φωαφωα +−=⇒+= − tCostKtvtKetv dCd
t

C  
  .حال بر اساس سه حالت فوق پاسخ مدار را بدست مي آوريم 

  
  :تعيين پاسخ ميرائي شديد  -5-1-1 •

)0(0موازي با شرايط اوليه  RLCهمانطور كه بيان شد در يك  VvC )0(0و  = IiL در صورتيكه  =

LCRC
1

2
1

0 =>= ωα  1دار داراي دو فركانس طبيعي حقيقي باشد مS  2وS  مي باشد و پاسخ

tStSآن بصورت 
C eKeKtv 21

21)( ضرائب ثابتند كه بايد با  2Kو  1Kاست كه در اين معادله  =+
  .توجه به شرائط اوليه مشخص شوند 

و مشتق مرتبه اول آن  tvC)(با توجه به مقدار متغير  2Kو  1Kبراي تعيين ضرايب ثابت 
dt

dvC  در
+= 0t  دستگاه معادله زير را ترتيب داده و حل مي كنيم.  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

+=

+

+

2211

21

)0(

)0(

SKSK
dt

dv
KKv

C

C
  

  

)0(0در اين دستگاه معادلات  VvC )0(مشخص است ولي بايد  += +

dt
dvC  را محاسبه كرد.  

بر اساس رابطه جريان و ولتاز خازن 
dt

dv
Cti C

C   :مي توان نوشت  )(=

C
i

dt
dv CC )0(

)0(
+

+ =  
  

=+مدار در زمان  KCLو از  0t  شرايط اوليه نتيجه مي شود و:  
)0()0()0( +++ −−= LRC iii  

  
=+مدار در زمان  KVLو با استفاده از  0t  و قانون اهم نتيجه مي شود:  

)0()0()0( +++ == CLR vvv  

R
v

R
v

i CR
R

)0()0(
)0(

++
+ ==  

  
  :بنابر اين 
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0
0)0()0()0( I

R
Vi

R
vi L

C
C −−=−−= +

+
+  

  

)0(ن مقدار با قرار داد +
Ci  در رابطه

C
i

dt
dv CC )0(

)0(
+

+   :چنين حاصل مي شود  =

C
I

RC
V

C
i

RC
v

dt
dv LCC 00)0()0()0( −−=−−=+  

  
  :بنابر اين 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−=+=

=+=
+

C
I

RC
VSKSK

dt
dv

VKKv
C

C

00
2211

021

)0(

)0(
  

  
  .بدست مي آيند  2Kو  1Kكه با حل دستگاه 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

++
−

−=

++
−

−=

)(1

)(1

01
00

12
2

02
00

21
1

VS
C
I

RC
V

SS
K

VS
C
I

RC
V

SS
K

  

  
  :تعيين پاسخ ميرائي بحراني  -5-1-2 •

)0(0موازي با شرايط اوليه   RLCدر يك مدار  VvC )0(0و  = IiL 0ωαدر صورتيكه  = باشد  =
==−αمدار داراي فركانس طبيعي مضاعف  21 SS   مي توان معادله ديفرانسيل را حل نمود:  

0)(0)(2 2
2

2
2
02

2

=+++⇒=++ tv
dt

dv
dt

dv
dt

vd
tv

dt
dv

dt
vd

C
CCC

C
CC αααωα  

0))(())(( =+++ tv
dt

dv
tv

dt
dv

dt
d

C
C

C
C ααα  

)در صورتيكه  ) ( )C
C

dvy t v t
dt

α= يك معادله , فرض شود و در معادله فوق جاي گذاري نماييم  +
  :بدست مي آيد كه آن را حل مي كنيم  ty)(ديفرانسيل مرتبه اول بر حسب 

  αα −=⇒=+ SS 0           0)( =+ ty
dt
dy α  

)exp()()( 11 tKtyeKty t αα −=⇒= −  

)()(را در رابطه  ty)(بنابراين پاسخ  tv
dt

dv
ty C

C α+=  قرار مي دهيم:  

t
C

C eKtv
dt

dv αα −=+ 1)(  
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له را در براي حل طرفين معاد. حل مي كنيم  tvC)(و معادله ديفرانسيل مرتبه اول جديد را بر حسب 
teα

  .ضرب مي كنيم  

1)( Ktve
dt

dv
e C

atCt =+αα  

tve)(دو جمله سمت چپ معادله بيانگر مشتق حاصلضرب  C
tα  بنابر اين , مي باشد:  

  

∫∫ =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡⇒= dtKdttve
dt
dKtve

dt
d

C
t

C
t

11 ))(())(( αα  
  

tKtKtve C
t

21)( +=α  
t

C
tt

C eKtKtveKteKtv ααα −−− +=⇒+= )()()( 2121  
  

ضرائب ثابت هستند كه بايد بر مبناي شرايط اوليه مطابق  2Kو  1Kحاصل در پاسخ ميرائي بحراني 
=+حالت پاسخ ميرائي شديد آن ها را از دستگاه مقابل كه در  0t  تشكيل شده است محاسبه نمود.  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

=

+
21

2

)0(

)0(

KK
dt

dv
Kv

C

C

α
  

)0(0و مقدار  VvC )0(است و  = +

dt
dvC  از معادلاتKCL  وKVL  مدار و شرائط اوليه مطابق حالت

  .ميرائي شديد بدست مي آيد 

C
I

RC
V

C
i

RC
v

C
i

dt
dv LCCC 00)0()0()0()0( −−=−−==

+
+  

  
  :در نتيجه 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−=

=
⇒

−=−−

=

C
I

RC
VVK

VK

KK
C
I

RC
V

KV
00

01

02

21
00

20

αα
  

  
  بدست  t<0براي زمانهاي  tvC)(پاسخ  2Kو  1Kبا قرار دادن مقادير بدست آمده براي ضرايب 

  .مي آيد 
  
  :تعيين پاسخ ميرائي ضعيف  -3- 5-1 •

)0(0موازي با شرايط   RLCدر يك مدار  VvC )0(0و  = IiL 0ωαو  = با توجه به فركانس  >
22يعي زاويه اي طب

0 αωω −=d  دو فركانس طبيعيdjS ωα djSو  1=−+ ωα پاسخ  2=−−
 ميرائي ضعيف به فرم 
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tjtj
C

dd eKeKtv )(
2

)(
1)( ωαωα −−+− +=  

  
وج مي باشند و قابل دو عدد مختلط مزد 2Kو  1Kبدست مي آيد كه در اين معادله دو ضريب 

محاسبه بر حسب شرائط اوليه مدار مي باشند ولي معمولاً  پاسخ ميرائي ضعيف را با توجه به بسط 
  .تابع نمايي به يكي از دو فرم زير بيان مي كنند  راول

   :الف 
tjtj

C
dd eKeKtv )(

2
)(

1)( ωαωα −−+− +=  

)()( 2121
tdtjttdttjt

C
dddd eKeKeeeKeeKtv ωωαωαωα −−−− +=+=⇒

)sincossincos()( 2211 tjKtKtjKtKetv dddd
t

C ωωωωα −++=⇒ −  
]sin)(cos)[()( 2121 tKKjtKKetv dd

t
C ωωα −++= −  

بنابر اين ضرايب , دو عدد مختلط مزدوج مي باشند  2Kو  1Kهمانطور كه بيان شد 
)( 21 KKA )(و  =+ 21 KKjB    :ضرايب حقيقي هستند و پاسخ بصورت  =−

][ACos e(t) d
t- tBSintv dC ωωα +=  

  .بكار مي رود
  : ب 

مي توان به فرم پاسخ ميرائي ) الف(از رابطه پاسخ ميرائي ضعيف بدست آمده از قسمت با استفاده 
)()cos(ضعيف φωα += − tKetv d

t
C   رسيد.  

A  بدين شرح كه از   .به شرط  مخالف صفر بودن فاكتور مي گيريم   

]sin[cos]sincos[)( t
A
BtAetBtAetv dd

t
dd

t
C ωωωω αα +=+= −−  

مقدار ثابت 
A
B رابر تانژانت يك زاويه فرض مي نماييم ب.  

φ
φφ

cos
sin

==
A
Btg  

  .نتيجه را در رابطه فوق قرار مي دهيم 

]sinsincos[cos
cos

]sin
cos
sin[cos)( ttAettAetv dd

t

dd
t

C ωφφω
φ

ω
φ
φω

α
α +=+=

−
−  

حال با توجه به بسط توابع مثلثاتي و همچنين مقدار ثابت 
φcos

AK   به فرم پاسخ ميرائي ضعيف  =

)cos()( φωα += −
d

t
C Ketv مي رسيم .  

  موازي در حالت ميرائي ضعيف معمولاً يكي از  RLCبنابر اين در تعيين پاسخ ورودي صفر مدار هاي 
  :فرم هاي 

)(]sincos[)لف ا( 21 tKtKetv dd
t

C ωωα += −  
  يا
)()cos( )ب( φωα += − tKetv d

t
C  
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و  1K(در هر صورت با توجه به شرايط اوليه بايد در هر فرم دو ضريب ثابت را . استفاده مي شود 
2K  ( يا)K  و زاويهφ  ( را بدست آورد.  

I.  1ضرايب ثابتK  2وK  (را با توجه به مقدار تابع ) الف(فرم(tvC و مشتق آن در لحظه 
+= 0t  محاسبه مي كنيم. 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−=−−=

==
+

21
00

10

)0(

)0(

KK
C
I

RC
V

dt
dv

KVv

d
C

C

ωα
 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−+
=

=

d

V
C
I

RC
V

K

VK

ω

α )( 0
00

2

01

  

  
II.  ضريب ثابتK  و زاويهφ  (با توجه به مقدار ) ب(از فرم(tvC  و مشتق آن در لحظه

+= 0t ه مي شوند محاسب. 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−=−−=

==
+ φωφα

φ

sincos)0(

cos)0(
00

0

KK
C
I

RC
V

dt
dv

KVv

d
C

C
  

  
بدست مي آيد و از  φsinKو  φcosKهمانطور كه مشاهده مي شود از اين دستگاه معادلات 

φنسبت 
φ
φ tg

K
K

=
cos
sin  بدست آمده وφ  مشخص مي گردد.  

d

V
C
I

RC
V

K ωφ
)(

sin
0

00 −+
0cosو = VK =φ  

  

)(
)(

0

0
00

1

0

0
00

V

V
C
I

RC
V

tg
V

V
C
I

RC
V

tg
dd ω

φ
ω

φ
−+

=⇒
−+

= −  

0cosبا استفاده از رابطه  φپس از تعيين  VK =φ  مقدارK  را محاسبه مي كنيم.  
ل  مدار موازي به چند نكته مهم در تحلي RCLحال با توجه به تحليل پاسخ ورودي صفر مدارهاي 

  .مي پردازيم  RLCهاي 
موازي پاسخ بي اتلاف ناميده مي شود و آن  RLCيكي از خاص پاسخ ورودي صفر مدارهاي  :الف 

در . يا مقاومت به سمت بي نهايت ميل نمايد , مساوي صفر باشد  αزماني است كه فركانس ميرائي 
)()cos(اين حالت پاسخ بي اتلاف به فرم  0 φω += tKtvC  زيرا در پاسخ ميرائي ضعيف اگر . است

α  0مساوي صفر باشدωω =d  مي گردد.  
موازي را  RLCمنحني تغييرات نوعي حالت هاي مختلف پاسخ ورودي صفر مدار ) 5-5(شكل  :ب

 .نشان مي دهد 
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  پاسخ ميرايي شديد:الف                    پاسخ ميرايي بحراني            : ب

  

  
  پاسخ ميرايي ضعيف: پاسخ بي ا تلاف                                  ج: د

 )  5-5(شكل
 
 

نيز ناميده مي شود  ) نوساني ميرا ( پاسخ ميرائي ضعيف را با توجه فرم آن پاسخ ميرائي نوساني  :ج 
  .نوساني است و پاسخ بي اتلاف نيز حد پاسخ ميرائي 

همانگونه كه در ابتداي بحث تحليل مدارهاي مرتبه دوم بيان شد مجموع انرژي , ضريب كيفيت  :د
اوليه ذخيره شده در سلف و خازن باعث ايجاد جريان و ولتاژ متغير با زمان در سلف و خازن شده و 

طرف ديگر ضريب  قسمتي از انرژي در مقاومت تلف مي گردد تا اينكه انرژي به صفر برسد و از
كيفيت يك مدار هم بستگي به انرژي تلفاتي و ماكزيمم انرژي ذخيره شده در يك دوره تناوب دارد و 

         .چنين تعريف مي گردد 

α
ω
2

0
Δ

=Q 

چهار حالت پاسخ مدار هاي , تشديد  فركانس زاويه اي 0ωفركانس ميرائي و  αبا توجه بهي اينكه   
RLC  مي توان با توجه با به مقدار ضريب كيفيت مدار چهار حالت پاسخ را معين , را مشخص مي كنند
  :بطوريكه , نمود 

I.  0در حالت ميرائي بحراني چونωα نتيجه مي شود , است  =
2
1

=Q 

II. 0ل در حالت ميرائي شديد بدليωα در نتيجه ,   <
2
1

<Q  است. 

III.  0در حالت ميرائي ضعيف بدليلωα در نتيجه  >
2
1

>Q  است. 

IV.  0در حالت بي اتلاف چون=α  است ,∞=Q  است. 
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. بي نهايت نمي گردد  Qدر مدارهاي فيزيكي بدليل مقاومت سيم پيچ هيچگاه بايد توجه نمود كه 
داراي مقاومت ديناميكي ( ء فعال براي ساخت نوسان سازها علاوه بر سلف و خازن داراي اتلاف از اجزا

  .استفاده مي نمايند ) نفي م
زيرا . مقدور است  موازي نيز بدون نوشتن معادله ديفرانسيل RLCپاسخ ورودي صفر مدارهاي   )ه 

فركانس هاي ميرائي 
RC2
1

=α  و فركانس تشديد زاويه اي
LC
1

0 =ω  با توجه به مقدار اجزاء
محاسبه نمود و با مقايسه آن نوع پاسخ و همچنين فركانس هاي طبيعي را محاسبه مي كنيم و با توجه 

  . به شرايط اوليه پاسخ را حساب مي كنيم
  ) : 1-5(مثال  •

)1()القاگري ( سلف  H  01.0(و خازن( F  بصورت موازي به )  6-5(و مقاومت متغيري مطابق شكل
مقاومت به گونه اي تنظيم شده كه ريشه هاي معادله مشخصه برابر . يكديگر متصل شده اند 

)sec(68 radj±− ولت و جريان اوليه سلف  2يه خازن است  و ولتاژ اولmA80 مطلوب . است

)0() ج(,   R) ب( , 0ω) الف(, است تعيين  +

dt
diL   ,)د ()(tiL  , )ه (Q  ضريب كيفيت ,)و (R  چقدر

  .راني گردد باشد تا پاسخ ميرائي بح

  
  )6-5(شكل

  :پاسخ 
همانگونه كه از فركانس هاي طبيعي داده شده بر مي آيد نوع پاسخ ميرائي ضعيف است  و ) الف

djS: برابر است با  ωα ±−=  
  

sec10100100643686 00
2
0

22
0

222
0

2 rad
d =⇒=⇒=+=⇒−=⇒−= ωωωωαωω  

  فركانس تشديد زاويه اي 
  

sec8فركانس ميرائي  ) ب
2

1 Ne
RC

==α  عين بودن آن و ظرفيت مقاومت و با م. استR  بدست  
  .مي آيد 

Ω==⇒=
×

=⇒
××

= 25.6
16
100

16.0
1

802.0
1

01.02
18 RR

R
  

  :موازي داريم  RLCدر مدار  KVLو  KCLبا توجه به ) ج

⎩
⎨
⎧

==⇒
=++⇒
)()()(

0)()()(
tvtvtvKVL

tititiKCL

CLR

CLR  
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L

tv
dt
di

dt
di

Ltv LLL
L

)(
)( =⇒=  

  
   .در مدار صادق است   t≤0كه در همه زمان هاي  KVLبه و با توجه  

L
tv

dt
di CL )(

=  

sec2)0(
1
2)0(

)0(
)0( A

dt
di

dt
di

L
v

dt
di LLCL =⇒=⇒= +++  

  
  
  :بنابر اين . پاسخ ميرائي ضعيف است , بيان شد ) الف(به همان گونه كه در بند  tiL)(پاسخ ) د 

)6cos()cos()( 8 φφωα +=+= −− tKetKeti t
d

t
L  

 
  .را بدست مي آوريم  φو  Kبا توجه به شرايط اوليه  حال

  
3(0) 80 10 cos cos 0.08

2 8 0.08 6 sin(0 ) 2 8 cos 6 sin

L

L

i K K
di KK K
dt

φ φ
φφ φ

−

+

⎧ = × =⎪ =⎧⎪ ⇒⎨ ⎨ + × = −⎩⎪ = = − −
⎪⎩

  

44.0
6
64.2sin =−=φK  

5.5
08.0
44.0

cos
sin

=⇒== φ
φ
φφ tg

K
Ktg  

otg 69.795.51 ≈⇒= − φφ  
AkKK 447.0

)69.79cos(
08.008.0cos =⇒=⇒=φ  

mAteAteti otot
L )69.796cos(447)69.796cos(447.0)( 88 +=+= −−  

  
  : مقدار آن را حساب مي كنيم  Qطبق تعريف ) ه

6
5

82
10

2
0 =

×
==

α
ω

Q  

براي اينكه پاسخ ميرائي بحراني گردد بايد ) و
2
1

=Q   0ياωα را از روي  Rدر نتيجه . باشد   =

رابطه 
RC2
1

=α  حساب مي كنيم.  

Ω=⇒
×

=⇒=
×

⇒== 5
1002.0

110
01.02

1
2

1
0 RR

RRC
ωα  
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 موازي  RLCي حالت صفر مدارهاپاسخ  -2- 5 •
همانطور كه در مبحث پاسخ حالت صفر مدارهاي مرتبه اول بيان شد پاسخي است كه شرايط اوليه 

در . مدار صفر است و با اعمال ورودي تغييرات جريان ها و ولتاژهاي مدار از صفر شروع مي گردد 
موازي با ورودي جريان مستقيم  RLCلت صفر مدار هاي اين قسمت نيز ابتدا در مورد پاسخ حا

)DC ( و سپس پاسخ حالت صفر مدار هاي , مي پردازيمRLC  با ورودي متغير با زمان را مورد
  .تجزيه و تحليل قرار مي دهيم 

  موازي با منبع جريان مستقيم  RLCپاسخ حالت صفر مدار هاي  -5-2-1
كليد باز شده و منبع جريان  t=0مي نماييم كه در زمان  را در نظر گرفته فرض ) 7-5(مدار شكل 

SI  به مدار اعمال گردد .  

  
  )7-5(شكل

  :تحليل فيزيكي  •
=−مدار در  0t  0(0زيرا , در حالت آرامش بسر مي برد( =Li  0(0و( =Cv  بنابر اين در . است

=+لحظه  0t  8-5(بدليل اينكه ولتاژ خازن و جريان سلف تغيير ناگهاني را نمي پذيرند مطابق شكل -
  .خازن اتصال كوتاه و سلف مدار باز مي باشد ) الف

  
  )الف)                      (8-5(شكل)                     ب(

  
از خازن عبور نموده و باعث ذخيره شدن بار در جوشن هاي خازن  SIمدار جريان با اعمال جريان به 

  .شده و ايجاد اختلاف پتانسيل در دو سر خازن مي گردد 
با توجه به موازي بودن سلف و خازن ولتاژ دو سر سلف نيز افزايش يافته و عامل ايجاد شار در دو 

آن مي گردد و اين عمل آنقدر ادامه مي يابد تا اينكه تغييرات بار در  سر سلف و همچنين جريان در
خازن در حالت  )ب - 8-5(نتيجتاً مطابق شكل . خازن و تغييرات شار در سلف برابر صفر مي شوند 

  .و سلف در حالت اتصال كوتاه قرار مي گيرند   مدار باز
 :تحليل رياضي  •

  :لتاژ را مي نويسيم قوانين جريان و و )ب  -8-5(شكل  در مدار
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⎩
⎨
⎧

==⇒
=++⇒
)()()(

)()()(
tvtvtvKVL

ItititiKCL

CLR

SCLR  

را به عنوان  tiL)(پاسخ حالت صفر مدارها مي باشند لذا  tvC)(يا  tiL)(با توجه به اينكه متغير هاي 
  با توجه به روابط  KCLپاسخ مدار فرض مدار فرض مي كنيم و در رابطه 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

=

)()(

)(

)(

tRitv

dt
di

Ltv

dt
dv

Cti

RR

L
L

C
C

  

  :مقدار قرار مي دهيم نتيجه مي شود  tiL)(مدار بر حسب  KVLو 

dt
di

R
L

R
tv

i LR
R ==

)(  

2

2

)(
dt

id
LC

dt
di

L
dt
dC

dt
dv

Ci LLC
C ===  

S
L

L
L I

dt
id

LCti
dt
di

R
L

=++ 2

2

)(  
  

  :معادله ديفرانسيل را مرتب مي نماييم 

SL
LL I

LC
ti

LCdt
di

RCdt
id 1)(11
2

2

=++  
  

  .داراي دو پاسخ همگن و دائم مي باشد  معادله ديفرانسيل حاصل
PhL iiti +=)(  

  
  :پاسخ همگن  

, طرف دوم معادله ديفرانسيل را مساوي صفر قرار داده و معادله مشخصه آن را تشكيل مي دهيم 
موازي  RLCمشاهده مي شود كه معادله مشخصه درجه دوم حاصل مانند معادله مشخصه مدارهاي 

ميرائي , ميرائي بحراني , حالت پاسخ ميرائي شديد  3ابر اين پاسخ همگن يكي از ورودي صفر است بن
  .ضعيف مي باشد 

11)(0معادله ديفرانسيل همگن 
2

2

=++ ti
LCdt

di
RCdt

id
L

LL مشخصه                                معادله

0112 =++
LC

S
RC

S   
را مشخص و فركانس هاي طبيعي  0ωو  αبنابر اين براي تعيين پاسخ همگن كافي است پارامتر هاي 

  .و نوع پاسخ را معين كرد 
 : دائماسخ پ 
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ابر اين همانطور كه در تحليل مدارهاي مرتبه اول بيان شد پاسخ دائم مشسابه ورودي صفر است بن
dc ( ,KiP(موازي با ورودي  RLCدر تحليل مدارهاي  در معادله  Kمي باشد كه با قرار دادن  =

  .ديفرانسيل مقدار پاسخ دائم بدست مي آيد 

SS IKI
LC

K
LC

=⇒=
11  

  مشاهده , را مورد نظر قرار دهيم اگر به مقدار پاسخ دائم توجه شود و همچنين تحليل فيزيكي مدار 
كه سلف اتصال كوتاه و خازن   t=∞در مدار )  ب  -8-5( مي شود كه از روي مدار معادل شكل

  .مدار باز است مي توان پاسخ دائم را بدست آورد 
  :عبارت است از  0ωو  α  موازي با توجه به  RLCبنابر اين پاسخ حالت صفر مدار 

 0ω>a               S
tStS

L IeKeKti ++= 21
21)(  

0ω=a                S
t

L IeKtKti ++= −α)()( 21  
  0ω<a          Sd

t
L ItKeti ++= − )cos()( φωα  

  
از شرايط اوليه استفاده مي كنيم و با )  φو  K( يا )  2Kو  1K( كه براي تعيين ضرايب 

:تعيين 
L

v
dt
di LL )0(

)0(
+

+   .مقادير ضرايب را مشخص مي كنيم  =

0
)0(

)()( ==⇒=
L

v
dt
di

tvtv CL
CL  

)0(ضمناً   +

dt
diL كه در    )الف-8- 5(ا نيز مي توان از مدار معادل شكل ر+= 0t  رسم شده است

  .بدست آورد 

)0(همانگونه كه مشاهده مي شود علت صفر شدن   +

dt
diL  اين است كه)()( tvtv CL و اتصال  =

=+كوتاه بودن خازن در  0t  است.  
  .از دستگاه زير بدست مي آيد  2Kو  1Kباشد   0ω>aضاً اگر فر

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−
=

−
=

⇒
+==

++==

+

12

1
2

21

2
1

2211

21

0)0(

0)0(

SS
IS

K

SS
IS

K

SKSK
dt
di

IKKi

S

S

L

SL  

اين است كه اگر  dcموازي با ورودي  RLCيكي از نكات مهم در تحليل پاسخ حالت صفر مدارهاي 
  .به عنوان پاسخ مدار انتخاب شود  tvC)(ولتاژ خازن 

11)(0:اولاً معادله ديفرانسيل مدار بصورت 
2

2

=++ tv
LCdt

dv
RCdt

vd
C

CC   است.  
حاصل مي  Pv=0كه  از طريق معادله ديفرانسيل , ثانياً پاسخ دائم در اين حالت برابر صفر است 

  .بدست مي آيد  Pv=0مدار  )ب  -8- 5( شكل  t=∞شود و همچنين از روي مدار معادل در 
)()(علت صفر بودن آن نيز اين است كه    tvtv CL   .و سلف در بي نهايت اتصال كوتاه مي باشد  =
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)0(ثالثاً   +

dt
dvC   برابر است با    )الف-8 - 5(نيز با توجه به مدار شكل:  

         
C
I

C
i

dt
dv SCC ==

+
+ )0(
)0(  

  
  : tiS)(موازي با ورودي متغير با زمان  RLCپاسخ حالت صفر مدار هاي  -5-2-2

)()cos(را در نظر گرفته و فرض مي كنيم ورودي  ) 9-5(مدار شكل  φω += tIti mS  0در=t  به
)0(0آن اعمال شده است و شرايط اوليه  =Cv   0(0و( =Li  مي خواهيم . مي باشد)(tvC   را براي

  .كليه زمان ها تعيين نماييم 

  
  )9-5(شكل

KCL   وKVL  مدار را مي نويسيم.  

⎩
⎨
⎧

==⇒
=++⇒
)()()(

)()()()(
tvtvtvKVL

tItititiKCL

CLR

SCLR  

  
  با توجه به روابط 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

+= ∫

)()(

)(

)0(1)(
0

tRitv

dt
dv

Cti

idtv
L

ti

RC

C
C

L

t

LL

  

  .مقدار قرار مي دهيم  KCLله مدار در معاد KVLو 
  

 )0()(1)(
0

L

t

CL idttv
L

ti ∫ و                           =+
R

tv
R

tv
ti CR

R

)()(
)( ==  

  

)()0()(1)(

0

ti
dt

dv
Cidttv

LR
tv

S
C

L

t

C
C =+++ ∫  

  :اگر از طرفين معادله مشتق بگيريم و معادله حاصل را مرتب كنيم نتيجه مي شود 

dt
di

dt
vd

Ctv
Ldt

dv
R

SC
C

C =++
2

)(11  
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dt
di

C
tv

LCdt
dv

RCdt
vd S

C
CC 1)(11

2

2

=++  
  .دله ديفرانسيل حاصل داراي دو پاسخ همگن و دائم مي باشد معا

PhL vvtv +=)(  
 :پاسخ همگن  

, اين پاسخ مي تواند يكي از سه حالت ميرائي شديد , بدليل عدم وابستگي پاسخ همگن به ورودي 
 .ميرائي بحراني و ميرائي ضعيف باشد 

 :پاسخ دائم  

است بايد فرم پاسخ دائم را تعيين و همچنين بدليل اينكه بايد در  دائم مشابه ورودياز آنجا كه پاسخ 
   .آن را در معادله ديفرانسيل مدار قرار مي دهيم , معادله ديفرانسيل صدق نمايد 

)cos( θω += tvv mP  

)sin( θωω +−= tv
dt

dv
m

P  

)cos(2
2

2

θωω +−= tv
dt

vd
m

P  

)sin( φωω +−= tI
dt
di

m
S  

)sin(1)cos(1)sin(1)cos(2 φωωθωθωωθωω +−=+++−+− tI
C

tV
LC

tV
RC

tV mmmm  
)cos(با بسط توابع مثلثاتي  θω +t  و)sin( θω +t  و همچنين)sin( φω +t  و ضرايبtωsin  و

tωcos  را از طرفين معادله با هم مساوي قرار داده و با حل دستگاهmV  وθ  را بر حسب اجزاء
  .بدست مي آوريم  φو  mIو همچنين  Cو  Lو   Rمدار

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−−=

−+
=

− )1(

)1(1

1

2
2

ω
ωφθ

ω
ω

L
CRtg

L
C

R

I
V m

m

  

  :بصورت   0ω=aپاسخ دائم مشخص مي گردد و پاسخ مدار با فرض   θو  mVپس از تعيين  
)cos()()( 21 θωα +++=+= − tVeKtKvvtv m

t
PhC   مي شود.  

)0(0با توجه به شرايط اوليه  =Cv   0(0و( =Li    0(و تعيين( +

dt
dvC  1مقاديرK   2وK  را بدست  

  .مي آوريم 

)0(ن براي تعيي +

dt
dvC   همچنين مي توان از مدار معادل . نيز مي توان از معادلات مدار بدست آورد

=+در   )10-5(شكل  0t  استفاده نموده و آن را حساب كرد.  
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  )10-5(شكل

I.  با استفاده از معادلات مدار: 

⎩
⎨
⎧

==
=++

⇒= +++

+++++
+

)0()0()0(
)0()0()0()0()0(

)0(
CLR

SCLRCC

vvv
iiii

C
i

dt
dv  

φcos)0(
)0(

)0()0()0()0( mL
C

SLRC Ii
R

v
iiii +−−=+−−= +

+
++++  

C
I

dt
dv mC φcos

)0( mCو                       += Ii =+ )0(  
II.  در مدار معادل چون خازن اتصال كوتاه و سلف مدار باز است نتيجه مي شود: 

φcos)0()0( mSC Iii ==+  

C
I

dt
dv mC φcos

)0( =+  
  :ز دستگاه زير به دست مي آيند ا 2Kو  1Kو نتيجتاً ضرايب 

[ ] [ ]⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+−+−=

+==

==
−−+

+

+ 0021

2

)sin()0(

cos0)0(

tmt
ttC

mC

tVeKeK
dt

dv

VKv

θωωα

θ

αα
  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−−=

+=

θωα
φ

θ

SinVKK
C
CosI

VK

m
m

m

21

2 cos0
  

  .و جايگذاري در معادله پاسخ حالت صفر به دست مي آيد 2Kو  1Kپس از تعيين 
ست كه يكي از خواص مهم پاسخ حا لت صفر يك مدار خطي تغييرپذير با زمان اين ا •

 .ورودي است از اين پاسخ ، نيز مشابه پاسخ مدارهاي مرتبه اول تابع خطي

  
مفروض است و شرايط اوليه مدار صفر مي باشد ) 11- 5(موازي شكل  RLCمدار  ) :2-5(مثال  •

در . به دست آوريد  t≤0را براي زمان هاي  tvC)(تابع . باز مي شود  t=0و كليد در لحظه 
 :صورتي كه 

AIti (dc) منبع جريان : الف SS 1)( ==  .  
)302cos(2)(منبع جريان  : ب o

S tti   باشد  =+

Ω=1R  ،FCو 
4
1

HLو =   .باشد =4
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  )11-5(شكل

 : پاسخ •

)0(0ه دليل اينكه شرايط اوليه ب :ًاولا : الف =Cv 0(0و( =Li  هستند  پاسخ مدار ، پاسخ حالت صفر
  .است 

  :را محاسبه مي كنيم  0ωو  αمي باشد براي تعيين نوع پاسخ همگن  dcبا توجه به اينكه ورودي  ثانياً 

Sec
rad

LC
1

4
14

11
0 =

×
==ω       و

SecRC
12

4
112

1
2

1
=

××
==α  

0ωαچون    .پاسخ ميرايي شديد مي باشد، است ، پس پاسخ همگن  <

321422
0

2
0 ±−=−±−=−±−= ωααS  

  1
2 )(73.332 −−≈−−= SecS                 1و

1 )(3.032 −−≈+−= SecS  
  :و در نتيجه 

tt
h eKeKv 73.3

2
3.0

1
−− +=  

- 12-5(شكل   t=∞براي محاسبه پاسخ دائم از مدار معادل در . محاسبه مي كنيم را دائم پاسخ ثالثاً
در . استفاده مي كنيم كه در اين زمان خازن حالت مدار باز و سلف حالت اتصال كوتاه را داراست  )الف

  :نتيجه 
)0()0( += LC vv  

=∞)(: ابراين بن CP vv  
  :عبارت است از   tvC)(نتيجتاً پاسخ 

0)()( 73.3
2

3.0
1 ++=⇒+= −− tt

CPhC eKeKtvvvtv  

  
  )الف)                       (12- 5(شكل)                   ب(

=+با استفاده از شرايط اوليه مدار معادل را در  0t  در نظر مي گيريم و ) ب-12- 5(مطابق شكل

)0( +

dt
dvCرا محاسبه مي كنيم:  

C
i

dt
dv CC )0(

)0(
+

+ =  



٢٢٣ 
 

=+و جريان خازن در  0t  به دست مي آيد ) ب-12 -5(از شكل:  

    
Sec
V

dt
dvC 4

4
1
1)0( AiCو     +== 1)0( =+  

  :را از دستگاه مقابل محاسبه مي كنيم  2Kو  1Kحال ضرايب 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=−=

==
⇒

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−−==

+==

+

+

17.1

17.1
43.3
4

73.33.04)0(

0)0(

12

1

21

21

KK

K

KK
dt

dv

KKv

C

C  

tt
C eetv 73.33.0 17.117.1)( −− −=  

  
براي نوشتن معادله . بايد معادله ديفرانسيل را بنويسيم  tiS)(براي حل مسئله با ورودي  اولاً :  ب

  :مدار را مي نويسيم  KVLو  KCLديفرانسيل 

⎩
⎨
⎧

==
=++
)()()(

)()()()(
tvtvtv

titititi

CLR

SCLR  

و با استفاده از روابط 
dt

dv
Cti C

C =)(  ،)0()(1)(
0

L

t

LL idttv
L

ti += و  ∫
R

tv
ti R

R

)(
)( و   =

  :مقدار قرار مي دهيم  tvC)(بر حسب  KCLمدار ، در معادله  KVLمعادله

)()0()(1)(

0

ti
dt

dv
Cidttv

LR
tv

S
C

L

t

C
C =+++ ∫  

  :معادله ديفرانسيل به دست مي آيد . مان مشتق مي گيريم از طرفين معادله بر حسب ز

dt
di

dt
vd

Ctv
Ldt

dv
R

SC
C

C =++ 2

2

)(11  

dt
di

C
v

LCdt
dv

RCdt
vd S

C
CC 111

2

2

=++  
  :با قرار دادن مقدار در معادله ديفرانسيل 

))302cos(2(4)(42

2
o

C
CC t

dt
dtv

dt
dv

dt
vd

+×=++  

)302sin(44)(42

2
o

C
CC ttv

dt
dv

dt
vd

+×−=++  

يل همگن به دست آورد كه نوع پاسخ همگن را نيز مي توان از معادله مشخصه معادله ديفرانس ثانياً
  .مي باشد dcجواب مسلماً مشابه نوع پاسخ همگن با ورودي 

 0142 =++ SS                 0)(42

2

=++ tv
dt

dv
dt

vd
C

CC  

⎩
⎨
⎧
−
−

=−±−=
73.3
3.0

142S  

  :با فركانس هاي فوق . بنابراين پاسخ همگن از نوع پاسخ ميرايي شديد مي باشد 
tt

h eKeKv 73.3
2

3.0
1

−− +=  
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  . پاسخ دائم را با استفاده از معادله ديفرانسيل به دست مي آوريم ثالثاً
)2cos()( θ+= tVtv mP  

)2sin(2 θ+−= tV
dt

dv
m

P  

)2sin(42

2

θ+−= tV
dt

vd
m

P  
  

  :با جايگذاري در معادله ديفرانسيل نتيجه مي شود 

)302sin(16)2sin(8)2cos(3

)302sin(16)2cos()2sin()2(4)2cos(4
o

mm

o
mmm

ttVtV

ttVtVtV

+−=+−+−

+−=+++−×++−

θθ

θθθ
  

)2cos(با بسط توابع مثلثاتي  θ+t  2(وsin( θ+t  302(وsin( ot و مساوي قرار دادن ضرايب  +
t2sin   وt2cos  از طرفين معادله دستگاه زير به دست مي آيد:  

[ ] [ ]
[ ])2cos(30sin30cos)2sin(16

sin)2cos(cos)2sin(8sin)2sin(cos)2cos(3

tt

ttVttV
oo

mm

+=

++− θθθθ  

)2cos(
2
116)2sin(

2
316)2sin()cos8sin3()2cos()sin8cos3( tttVVtVV mmmm ×+=+−++ θθθθ

⎩
⎨
⎧

=−
=+

38sin3cos8
8sin8cos3

θθ
θθ

mm

mm

VV
VV  

⎩
⎨
⎧

≈
≈

o
mV

45.9
873.1

θ
  

  : بنابراين 
)45.9cos(873.1)( o

P ttv +=  
  :در نتيجه 

PhC vvtv +=)(  
)45.9cos(873.1)( 73.3

2
3.0

1
ott

C teKeKtv +++= −−  

)0(0حال با توجه به شرايط اوليه  =Cv  0(0و( =Li  0(مقدار( +

dt
dvC  محاسبه مي كنيم:  

                          
C

i
dt

dv CC )0(
)0(

+
+ =  

)0()0()0()0( SLRC iiii +−−= +++  

0
)0()0(

)0( ===
+

+

R
v

R
v

i CR
R  

3
2
32)30cos(2)0( =×== o

Si  
  :در نتيجه 
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Sec
V

C
i

dt
dv CC 34

4
1
3)0(

)0( ===
+

)0(3و                         + =+
Ci  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−−−==

++==

+ )45.9sin(873.173.33.034)0(

)45.9cos(873.10)0(

21

21

oC

o
C

KK
dt

dv

KKv
  

⎩
⎨
⎧

=−=−−
−=+

613.6307.03473.33.0
847.1

21

21

KK
KK  

 76.12 =K                      08.0و
43.3
276.0

1 −≈
−

=K  
  :بنابراين 

)45.92cos(873.176.108.0)( 73.33.0 ott
C teetv +++−= −−  
  

  موازي RLCپاسخ كامل مدارهاي  -3- 5 •
پاسخ كامل را به دو روش مي توان بدست , همانطور كه در تحليل مدارهاي مرتبه اول بيان شد 

  .آورد 
)()()(                  فرپاسخ حالت ص+ پاسخ ورودي صفر = پاسخ كامل  -1روش  0 txtxtx i +=  
)(0                                               پاسخ دائم+ پاسخ همگن = پاسخ كامل  -2روش  xxtx h +=  

  
  .موازي به حل مثال زير مي پردازيم RLC بنابراين براي بررسي پاسخ كامل مدارهاي 

VvC) 13-5( موازي شكل  RLCدر مدار در صورتيكه  :) 3- 5(مثال  • 1)0( AiLو  = 1)0( و   =

Ω= 1R  وHL FCو  =1 AI باشد و منبع جريان =1 S 2
1

ي زمان هاي رارا ب tiL)(جريان  =
0≥t  بدست آوريد. 

 
  )13-5(شكل

  
اين مدار پاسخ كامل است و براي تعيين پاسخ كامل همانگونه كه بيان شد از  tiL)(پاسخ  :پاسخ  •

ا روش ها و همچنين نتايج آن اين مثال ب بيشتردو روش مي توان استفاده كرد كه براي آشنايي 
   .كنيم  را با هر دو روش تحليل مي

)()()(جمع پاسخ ورودي صفر و پاسخ حالت صفر  – )1(روش  0 tititi iL +=  
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  را محاسبه  0ωو  α براي تعيين پاسخ. را بدست مي آوريم  tiL)(پاسخ ورودي صفر : الف 
  .مي نماييم 

sec2
1

112
1

2
1 Ne
RC

=
××

==α  

sec1
11

11
0

rad
LC

=
×

==ω  

  
αωدر نتيجه   بنابر اين اگر آن را به فرم . است ) ميرائي نوساني ( و نوع پاسخ ميرائي ضعيف   0<

)cos()( 11 φωα += − teKti d
t

i    وان چنين نوشت مي ت, تعريف كنيم:  

sec2
3)

2
1()1( 2222

0
rad

d =−=−= αωω  
  

)0()  14-5(و با توجه به شرايط اوليه ابتدا از مدار شكل    1φو  1K براي تعيين +

dt
diL را محاسبه  

  .مي كنيم 

  
  )14-5(شكل

L
tv

dt
di LL )(

=  

)()( داريم  KVLو طبق  tvtv CL                                 بنابر اين   =
L

v
L

v
dt
di CLL )0()0(

)0( ==
+

+  

sec1:                                                                                                 در نتيجه 
1
1)0( A

dt
diL ==+  

  .را از دستگاه زير محاسبه مي كنيم  1φو  1Kحال 
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3sin
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1
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−=⇒
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3

cos(1cos 1111 =⇒=−⇒= KKK πφ  
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(                                                                       t≤0براي زمان هاي 
32

3cos(2)( 2
1 π

−=
− t

i eti  
Phبا استفاده از  )الف - 15 -5(حال پاسخ حالت صفر را از شكل : ب iiti . حساب مي كنيم  0)(=+

 αزيرا مقادير فركانس هاي . مسلماً نوع پاسخ همگن در اين قسمت مشابه پاسخ ورودي صفر است 
بنابراين نوع پاسخ همگن نيز ميرائي ضعيف . همان مقادير مرحله الف مي باشد  0ωو 

sec2
3 rad

d =ω  وsec2
1 Ne=α و پاسخ دائم در پاسخ حالت صفر را مي توان از مدار , ت اس

                                :كه برابر است با , بدست آورد  )ب - 15-5(معادل با سلف اتصال كوتاه و خازن مدار باز شكل 

AiP 2
1

=  

  
  )الف(            )            15-5(شكل)                     ب(

                                                                            :در نتيجه 
2
1)

2
3cos()( 2

2
1

20 ++=
−

φteKti
t  

  
)0(0 به شرايط اوليهو با توجه  =Cv  0(0و( =Li    2مقاديرK  2وφ   را محاسبه مي كنيم.  

                                                                                          براي محاسبه ابتدا
L

v
dt
di LL )0(

)0(
+

+ =  
  . را تعيين مي نماييم 

)()(داريم  KVLبا توجه به  tvtv CL   :بنابر اين    =

0
)0()0(

)0( ===
+

+

L
v

L
v

dt
di CLL  

  .را محاسبه مي كنيم   2φو  2K در نتيجه از دستگاه معادلات زير 
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3
3

)
6

cos(

2
1

2 −=
−

−
=

π
K   30و)

6
(2 −=−=
πφ  

  .پاسخ حالت صفر نيز بدست مي آيد   2φو  2Kبا جايگذاري 

)
62

3cos(
3
3)( 2

1

0

π
−−=

−
teti

t  
0)(و   tii)(و با جمع   ti   پاسخ كامل را بدست مي آوريم.  

0≥t               
2
1)

62
3cos(

3
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32
3cos(2)()()( 2

1
2
1

0 +−−−=+=
−− ππ tetetititi

t

iL  

2
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1
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+−−−=
−− ππ teteti
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2
1)]
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3cos(

3
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1

+−−−=
− ππ tteti

t

L  

2
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2
3sin

3
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3cos

3
3

3
sin

2
3sin2

3
cos

2
3cos2[)( 2

1

+−−+=
− ππππ tttteti

t

L

2
1]

2
3sin

6
3

2
3cos

2
1

2
3sin3

2
3[cos)( 2

1

+−−+=
−

tttteti
t

L
  

2
1]

2
3sin

6
35

2
3cos

2
1[)( 2

1

++=
−

tteti
t

L
  

2
1)71

2
3cos(53.1)( 2

1

+−=
−

teti
t

L
  
  
  

)()()(و پاسخ دائم  همگن جمع پاسخ  – )2(روش  0 tititi iL +=   
  .است تعيين مي كنيم پاسخ دائم مدار را كه مشابه ورودي ) 16- 5( ابتدا با توجه به مدار معادل شكل

  
  )16-5(شكل

AiP 2
1

=  
  .مشخص مي كنيم  0ωو  αو نوع پاسخ همگن را با توجه به مقادير فركانس هاي 

sec11
0

rad
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==ω وsec2
1
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1

2
1 Ne
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=
××

==α  

sec2
3)

2
1()1( 2222

0
rad

d =−=−= αωω   و  
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(                                                    :پاسخ همگن عبارت است از  بنابر اين
2
3cos(2

1

φ+=
−

tKei
t

h  

                                                 :و پاسخ كامل برابر مي شود با 
2
1)

2
3cos()( 2

1

++=
−

φtKeti
t

L  
  

1و با توجه به شرايط اوليه مدار و محاسبه   
)0(

)0( ==+

L
v

dt
di CL    و با استفاده از دستگاه زير

  .را  حساب مي كنيم  φو  Kمقادير ثابت 
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=
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1cos

1sin
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3cos
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L

L
  

71
3

35

2
1
6

35

cos
sin

1 −=⇒
−

=
−

== φ
φ
φφ

K
Ktg  

  
  

  از رابطه Kو براي محاسبه  
2
1cos =φK  موده و به جاياستفاده ن φ   مقدار قرار مي دهيم.  

53.1
2
1)71cos( =⇒=− KK  

2
1)71

2
3cos(53.1)( 2

1

+−=
−

teti
t

L
  

  
 u(t)موازي به ورودي  RLCپاسخ مدارهاي  -4- 5 •

)()( اگر منبع جريان tutiS از آنجا , اعمال گردد  ) 17-5(موازي  مطابق شكل  RLCبه يك مدار   =
  .صفر مي باشد  تپاسخ حال tu)( اسخ مدار به ازاء وروديكه پ

  
  )17-5(شكل
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بدين مفهوم كه پاسخ , موازي بايد عمل نمود  RLCمانند روش تعيين پاسخ حالت صفر مدارهاي 
  .حالت صفر مجموع پاسخ ممكن و پاسخ دائم است 

ميرائي , الت ميرائي شديد در نتيجه يكي از ح, دارد  0ωو  αپاسخ همگن بستگي به فركانس هاي 
  .بحراني و ميرائي ضعيف مي باشد 

در نظر گرفته شود برابر در صورتيكه ولتاژ خازن به عنوان پاسخ  tu)( پاسخ دائم به ازاء ورودي
  .پاسخ انتخاب شود پاسخ دائم برابر واحد مي باشد صفر است و هرگاه جريان سلف به عنوان 

  .را مي توان به صورت زير بيان نمود  tu)( موازي به ورودي RLCنتيجتاً پاسخ مدار هاي 
)()()]10([)( tstuorxtx h =+=  

)0(0و براي تعيين ضرايب پاسخ همگن از شرايط اوليه  =Cv  0(0و( =Li  استفاده مي شود.  
  موازي  RLCپاسخ ضربه مدارهاي  -5- 5 •

  .وازي در اين قسمت دو روش را مطرح مي نماييم م   RLCن پاسخ ضربه مدارهاي براي تعيي
را قرار  tu)(منبع tδ)( موازي به جاي منبع RLCيك مدار  th)( براي تعيين پاسخ ضربه -  )1(روش 

  .را بدست مي آوريم  ts)( داده و پاسخ به پله واحد

 و سپس با استفاده از رابطه بين
dt

tdsth )()( =   ,)(th  را بدست مي آوريم.  

موازي ابتدا اثر منبع ضربه را بر  RLCيك مدار  th)( در اين روش براي تعيين پاسخ – )2(روش 
=+ ولتاژ خازن و جريان سلف را در زمان, روي سلف و خازن بدست آورده  0t   محاسبه مي كنيم و
  سپس با توجه به تعريف تابع ضربه 

⎩
⎨
⎧

=
=/

=δ
0t
0t0

)t(   ويژه

  
≤+ بر زمان هاي چون 0t  0( با توجه به شرايط اوليه. بي اثر مي گردد منبع ضربه( +

Cv  0(و( +
Li  

  اين پاسخ نيز پاسخ ضربه مدار . مدار ورودي صفر را تحليل نموده و پاسخ را بدست مي آوريم 
  .مي باشد 

=Ω در صورتيكه )18-5( موازي شكل  RLCدر مدار  :)4- 5(مثال • 2R  ,FC 01.0=  ,

HL
4
1

)()( باشد tδ)( مدار تابع ضربهورودي  = tith L=   را بدست آوريد. 

 

 
  )18-5(شكل 

  
  : پاسخ  •
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   را مطابق شكل tu)(را برداشته و به جاي آن منبع جريان  tδ)( منبع جريان: الف  -)1(روش 
)()( به مدار اعمال نموده و پاسخ پله واحد )الف-5-19( tits L=  را محاسبه مي كنيم.  

PhL :اين پاسخ برابر است با  iitits +== )()(  
  

  
)الف)                           (19-5(شكل)                           ب(  

 
  : سبه پاسخ دائم محا

زيرا , محاسبه كرد  t=∞ در زمان) ب - 19-5(پاسخ دائم اين مدار را مي توان از مدار معادل شكل 
  .سلف اتصال كوتاه و خازن مدار باز مي باشد 

AiP 1=  
  :تعيين پاسخ همگن 

  .را محاسبه مي كنيم  0ωو  αتعيين پاسخ همگن فركانس هاي براي 

sec20
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4
1

11
0

rad
LC

=
×

==ω وsec25
01.022

1
2

1 Ne
RC

=
××

==α  

0ωαبا توجه به اينكه    :فركانس هاي طبيعي پاسخ برابرند با , است  <

⎩
⎨
⎧

−=
−=

⇒±−=⇒−±−=
40
10

152540062525
2

1

S
S

SS  

tt            :رابر است با بنابراين نوع پاسخ همگن ميرائي شديد مي باشد و ب
h eKeKti 40

2
10

1)( −− +=  
                         :در نتيجه پاسخ پله واحد برابر است با 

                                                                                )()1()()( 40
2

10
1 tueKeKtits tt

L ++== −−  
)0(0با توجه به شرايط اوليه   2Kو  1K حال براي تعيين ضرايب =Cv  0(0و( =Li  مقدار

)0( +

dt
diL  را محاسبه مي كنيم.  

0
)0()0(

)0( ===
+

+

L
v

L
v

dt
di CLL  

)0()0(زيرا  += LC vv  مي باشد.  

)0(0با استفاده از  =Li  0(0و( =+

dt
diL  1حاصل از قسمت قبل دستگاه زير را تشكيل داده وK  و

2K  محاسبه مي شوند.  
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40100)0(

10)0(
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K

KK
dt
di

KKi
L

L
  

  

1()(                                                                               :بنابر اين 
3
1

3
4()( 4010 tueets tt ++−= −−  

  .مشتق مي گيريم  ts)( از رابطه th)( براي تعيين: ب 

)()1
3
1

3
4()())40(

3
1)10(

3
4[)()( 40104010 teetuee

dt
tdsth tttt δ++−+−+−−== −−−−  

)()()0()( و با استفاده از رابطه tfttf δδ   .نتيجه مي شود   =

)()1
3
1

3
4()()

3
40

3
40()( 4010 ttueeth tt δ++−+−= −−  

)()(
3
40)( 4010 tueeth tt −− −=  

)0(0 ا توجه به شرايط اوليهب:لف  ا – )2(روش =−
Cv  0(0و( =−

Li  اثر منبع جريان ضربه بر روي
)0( خازن و سلف مدار را بدست آورده و  +

Cv  0(و( +
Li  را محاسبه مي كنيم.  

=− وضعيت مدار را در لحظه) 20- 5(مدار معادل شكل  0t  نشان مي دهد.  

  
  )20-5(شكل

  
)()( ttiC δ=  0و)( =tvL  مي باشد.  

∫                                                                         :بنابر اين  ∫
+

−

+

−

==+
0
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0

0

)(
01.0
1)(1)0( dttdtti
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v CC δ  

VvC 100)0( =+  

∫ ∫
+

−

+

−

=⇒=== ++
0

0

0

0

0)0(0)0(

4
1
1)(1)0( LLL idtdttv

L
i  

  
=+از آنجا كه شرايط اوليه در: ب 0t  در  مشخص شده اند و منبع ضربه) الف (در قسمت+= 0t   

VvCشرايط اوليه ) 21-5(حال در مدار شكل . ر مي گردد بي اث 100)0( )0(0و  += =+
Li  براي  

  .پاسخ را كه پاسخ ورودي صفر مي باشد محاسبه مي كنيم  t<0 زمان هاي
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  )21-5(شكل

  .را محاسبه مي كنيم   0ωو  α براي تعيين نوع پاسخ فركانس هاي
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  :اسخ عبارت است از بنابر اين پ
)()()()( 40

2
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1 tueKeKthti tt
L

−− +==  
  

)0(با استفاده از شرايط اوليه مقدار   2Kو  1K براي تعيين +

dt
diL  را حساب مي كنيم.  
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dt
diL ==+  

  .را حساب مي كنيم  2Kو  1K و با استفاده از دستگاه زير
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  :نتيجتاً پاسخ ضربه برابر است با 

)()
3
40

3
40()( 4010 tueeth tt −− −=  

)()(
3
40)( 4010 tueeth tt −− −=  

  سري  RLCدوگاني و پاسخ مدارهاي  -6- 5 •
  سري شكل  RLCو مدار ) الف -22-  5(موازي شكل   RLCبراي بررسي دوگاني دو مدار ابتدا 

  .را مورد تجزيه و تحليل قرار مي دهيم ) ب  -5-22(



٢٣۴ 
 

  
  )ا لف)                         (22-5(شكل)                         ب(

  
  :در مدار سري طبق قوانين جريان و ولتاژ مي توان نوشت 

)()()()( tetvtvtvKVL SCLR =++⇒  
)()()( tititiKCL CLR ==⇒  

با توجه به روابط ولتاژ و جريان سلف و خازن , پاسخ مدار فرض شود   tvC)( صورتيكه ولتاژ خازندر 
  .مقدار قرار مي دهيم  tvC)(بر حسب  KVLو قانون اهم در معادله 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

+==

+==

∫

∫

)()(

)0()(1)(,)(

)0()(1)(,)(

0

0

tRitv

idttv
L

ti
dt
di

Ltv

vdtti
C

tv
dt

dv
Cti

RR

L

t

LL
L

L

t

CCC
C

C

  

)()()( tetv
dt
di

LtRiKVL SC
L

R =++⇒  

)()(,)()( titi
dt

dv
Ctiti CL

C
CR ====  

  :نتيجه مي شود 

)()()( tetv
dt

dv
C

dt
dL

dt
dv

RCKVL SC
CC =++⇒  

)()(2

2

tetv
dt

vd
LC

dt
dv

RC SC
CC =++⇒  
  .كه با مرتب كردن معادله ديفرانسيل فوق چنين معادله اي بدست مي آوريم 

)(1)(1
2

2

te
LC

tv
LCdt

dv
L
R

dt
vd

SC
CC =++  

بدست   tvC)( يم پاسخا توجه به شرايط اوليه تحليل نمايبنابر اين اگر معادله ديفرانسيل حاصل را ب
  .مي آيد 

به عنوان پاسخ در نظر گرفته شود  tiL)( اگر جريان سلف) الف  -22-5(از طرف ديگر در مدار شكل 
  :معادله ديفرانسيل حاصل عبارت است از 

∧

∧∧

∧

∧∧

∧

∧

∧∧

=++ SL
LL i

CL
i

CLdt
id

C

G
dt

id 11
2

2
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)0(كه با توجه به شرايط اوليه 
∧

Li  0( و(
∧

Cv  همچنين تعيين
C
G
2

=α  و
LC
1

0 =ω  پاسخ مدار
RLC  موازي بدست مي آيد كه در مجموع شامل دو قسمت مي باشد.  

PhL iiti +=
∧

)(  
)( نوع پاسخ همگنهمانطور كه قبلاً بيان شد  hi بستگي به فركانس هاي α  0وω  دارد.  

12)(1)(                          :حال اگر معادله ديفرانسيل مدار سري 

te
LC

tv
LCdt

dv
L
R

dt
vd

SC
CC =++  

  را با معادله ديفرانسيل مدار موازي مقايسه نماييم اين دو معادله با شرايط 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=
∧

∧

)0()0(

)0()0(

CL

LC

vi

iv                            و
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
=

=

∧

∧

∧

LC
CL
GR

  

  

)()(يعني . داراي جواب يكسان مي باشند ,   teS)(و  tiS)( و شكل موج هاي يكسان titv LC

∧

=  
  .و همانطور كه در مبحث دوم فصل سوم بيان شد دو مدار را دوگان هم گويند 

موازي بيان شد در مورد  RLCي را كه  در تحليل مدار هاي بنابر اين بر اساس دوگاني كليه موارد
  :بطوريكه . سري صادق مي باشد  RLCمدارهاي 

 :الف 
C
G
2

=α در مدار موازي و دوگان آن 
L

R
2

=α  در مدار سري است.  

 در مدارهاي سري و موازي دوگان: ب
LC
1

0 =ω   مي باشد .  
سري نيز مانند پاسخ همگن با ورودي صفر  RLCدر نتيجه پاسخ همگن با ورودي صفر مدارهاي 

  .موازي مطابق چهار حالت زير است  RLCمدارهاي 
tStS                                                                                  پاسخ ميرائي شديد -1

h eKeKx 21
21 +=  

t                                                                                پاسخ ميرائي بحراني -2
h eKtKx α−+= )( 21  

)cos(                                                                          پاسخ ميرائي ضعيف -3 φωα += − tKex d
t

h  
)()cos(                                                                                       پاسخ بي اتلاف -4 0 φω += tKtx  

  .و پاسخ دائم مدار مشابه ورودي مدار مي باشد 
يا پاسخ حالت صفر و يا , سري نيز يا  پاسخ ورودي صفر  RLCبنابر اين در مجموع پاسخ مدارهاي 

  . شد پاسخ كامل مي با
)(100)( به ازاء) الف -23- 5(سري شكل  RLCدر مدار  :)5- 5(مثال • tutvS منحني   =

 .مدار را معين نماييد  Cو  Lو  Rمقادير اجزاء . است ) ب  -23-5(مطابق شكل  ti)(جريان
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  )الف(  )                         23- 5(شكل)                            ب(

  
  :پاسخ  •

Ph iiti +=)(  
سري پاسخ ميرائي  RLCپاسخ همگن مدار مشاهده مي شود كه نوع  ti)( با توجه به منحني پاسخ

0ωα نتيجتاً. ضعيف است و پاسخ دائم آن صفر است    :است و فرم معادله عبارت است از   >
)cos()( φωα += − tKeti d

t  
Kd( حال با توجه به منحني پاسخ  ,,, αωφ(را معين مي كنيم :  

AKمنحني  نتيجه مي شود كه  پوشاز مقايسه فرمول  - 1  14و  =05.0 (sec)10 −=α  
dωωمي توانيم , اگر دوره تناوب موج پاسخ را در نظر بگيريم  - 2   .را نيز بدست آوريم  0,

sec10314.0102157.0 33 −− ×=⇒××= TT  

Sec
rad

Td
4

3 102
10314.0
14.322

×=
×

×
== −

πω  

sec105105)10()102( 4
0

824242
0

222
0

rad
d ×=⇒×=+×=⇒+= ωωαωω  

 ابر صفر است در معادله پاسخ مشخص و بر  t=0 در زمان را كه مقدار جريان  φ براي تعيين - 3
  .قرار داده و آن را محاسبه مي كنيم 

900cos)cos(05.00)0()102cos(05.0)(
0*44 10410 ±=⇒=⇒==⇒+×= −− φφφφ eiteti t

  
  نتيجتاً  است وφ=−90پاسخ شكل كه با توجه به 

)102sin(05.0)()90102cos(05.0)( 410410 44

tetiteti tt ×=⇒−×= −−  
  
از مقدار  φو زاويه   K مشاهده شد براي تعيين ضريب RLCهمانگونه كه در تحليل مدارهاي  - 4

=+ ول آن درمشتق مرتبه ا و پاسخ 0t د استفاده مي گرد.  

)0(در اين مرحله  +

dt
diL  بدست مي آوريم ) 24- 5(را با توجه به شرايط اوليه و مدار معادل شكل ,  
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  )24-5(شكل

  
  : و مي توان نوشت سلف مدار باز است ,بنابر اين با شرايط اوليه صفر 

⎩
⎨
⎧

==⇒
=
= +

+

LL
v

dt
di

v
i

LL

C

L 100)0(
)0(

0)0(
0)0(  

  
=+ در لحظه  KCLو  KVL با توجه به يا  0t :  

)0()0()0()0( SCLR evvv =++ ++  
0)0()0()0( === +++

CLR iii  

L
v

dt
di LL )0(

)0(
+

+ =⇒  
)0()0()0()0()0()0()0( SCRSCRL evRievvv +−−=+−−= +++  

  :در نتيجه 
Vev SL 100)0()0( ==+  

sec
100)0( A
Ldt

diL =+  

))(102sin05.0(100)0( 4104

ttue
dt
d

Ldt
di tL ×== −+  

)0cos(10205.0)0sin()10(05.0100 44 ××+−×=
L

  

HL
L

1.01000100
=⇒=  

حال با توجه به  - 5
L

R
2

=α  مقدارR  را بدست مي آوريم.  

Ω=⇒××=⇒
×

= 2000101.02
1.02

10 44 RRR  

و با استفاده از رابطه 
LC
1

0 =ω  مقدار ظرفيت خازن را حساب مي كنيم.  

nFCFC
L

C
LC

20,1020
1051.0

111 9
82

0

2
0 =×=⇒

××
==⇒= −

ω
ω  

  
  
)()()  25- 5(شكل  در مدار  :)6-5(مثال  • tith  .بدست آوريد   t<0را براي  =
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  )25-5(شكل

  
براي تحليل اين مدار ابتدا اثر منابع ضربه را بر روي سلف و خازن بدست مي آوريم و  :پاسخ  •

=+شرايط اوليه را براي  0t و سپس براي زمان هاي  معين نموده+≥ 0t  با توجه به بي اثر شدن
  .سري را تعيين مي نماييم  RLCمنابع ضربه پاسخ ورودي صفر مدار

)0(براي تعيين شرايط اوليه مناسب است كه از جمع اثر استفاده نموده و  +
Li  0(و( +

Cv  را محاسبه
  :كرد 

و با توجه به شرايط اوليه  )الف و ب  - 26-5(مطابق شكل هاي  tδ)(اثر منبع جريان ضربه : لف ا
0)0( =′ −

Cv  0(0و( =′ −
Li  0(مدار معادل ولتاژ خازن( +′

Cv  0(و( +′
Li  را محاسبه مي كنيم.  

  
  )الف)                          (26- 5(شكل                        )    ب(

)()(توجه شود جريان ضربه از خازن عبور نموده  )ب -25- 5(اگر به مدار شكل  ttiC δ=  و در نتيجه

)(1)()0(با توجه به رابطه 
0

C

t

CC vdtti
C

tv += ∫
−

=+ولتاژ خازن را در    0t  كنيم حساب مي.  

∫
+

−

=′⇒=′ ++
0

0

1)0()(
1
1)0( Vvdttv CC δ  

)(0از طرف ديگر  =′ tvL  و با استفاده از رابطه∫
+

+=
t

LLL idttv
L

ti
0

)0(جريان  )(1)()0( +
Li  را

  .حساب مي كنيم 

∫
+

−

=′=′⇒=′ −++
0

0

0)0()0()0(
1
1)0( LLL iidti  

  tδ)(اثر منبع ولتاژ ضربه : ب
بدست مي آيد و مدار معادل در ) لف  ا-27- 5( ر نموده و مدار شكلمنبع جريان ضربه را بي اث

+= 0t  مي باشد  )ب -27- 5(مطابق شكل.  
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  )الف)                          (27-5(شكل)                         ب(

  
)0(0از آنجاكه  =′′ −

Li  0(0و( =′′ −
Cv  0(مقادير( +′′

Li  0(و( +′′
Cv  را با استفاده از روابط ولتاژ جريان

  .سلف و خازن محاسبه مي نماييم 
)()(نتيجه مي شود كه ولتاژ دو سر سلف برابر تابع ضربه است ) ب-27- 5( از مدار شكل ttvL δ=′′  و

)(0جريان  خازن   =′′ tiC مي باشد .  

∫
+

−

=′′⇒=′′ ++
0

0

1)0()(
1
1)0( Aidtti LL δ  

∫
+

−

=′′=′′⇒=′′ +−+
0

0

0)0()0()0(
1
1)0( CCC vvdtv  

  .به دو روش مسئله قابل حل مي باشد ) الف و ب ( با توجه به شرايط اوليه مدار در دو حالت : ج
tiL)(پاسخ هاي  -1روش 

tiL)(و  ′
محاسبه و ) ب ( و مرحله ) الف ( را به ازاء شرايط اوليه مرحله  ′′

  .پاسخ ها را با هم جمع كنيم 
)0(شرايط اوليه  – 2روش  +

Li  0(و( +
Cv  محاسبه و سپس ) الف ( را با توجه به شرايط اوليه مرحله

كه در اين مثال مطابق , مدار ورودي صفر با شرايط اوليه را تحليل نماييم و پاسخ را محاسبه كنيم 
  .عمل مي نماييم )  2روش (خير روش ا

Aiiii LLLL 1)0(10)0()0()0( =⇒+=′′+′= ++++  
Vvvvv CCCC 1)0(01)0()0()0( =⇒+=′′+′= ++++  

VvCرا با توجه به شرايط اوليه  )28- 5(سري شكل  RLCپاسخ ورودي صفر مدار : د 1)0( =+ 
AiLو 1)0(   )منابع ضربه بي اثر شده اند . ( بدست مي آوريم   +=

  
  )28-5(شكل 

  .را محاسبه مي كنيم   0ωو  αاي تعيين نوع پاسخ و تعيين فركانس هاي طبيعي بر

sec2
3

12
3

2
Ne

L
R

=
×

==α  

sec1
11

11
0

rad
LC

=
×

==ω  
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  :نتيجتاً پاسخ ميرائي شديد مي باشد و فركانس هاي طبيعي عبارتند از 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−≈+−=−−−=

−≈+−=−+−=

4.0
2
5

2
31)

2
3(

2
3

6.2
2
5

2
31)

2
3(

2
3

2
2

2
1

S

S
  

  :خ ضربه مدار برابر است با و پاس
)(][)()( 4.0

2
6.2

1 tueKeKthti tt
L

−− +==  

با توجه به شرايط اوليه  2Kو  1Kبراي تعيين 
L

v
dt
di LL )0(

)0(
+

+   .را محاسبه مي كنيم  =
  )  28-5(سري شكل  RLCدر مدار 

)0()0()0(0                                      :                                 داريم  KVLطبق  =++ +++
CLR vvv  

)0()0()0(:                                                                             داريم  KCLو طبق  +++ == CLR iii  
)0()0(                          :                                                       و بر اساس قانون اهم  ++ =× RR vRi  

  :بنابر اين . است 
0)0()0()0( =++ +++

CLR vvRi  
)0()0()0(0)0()0()0(يا                                          ++++++ −−=⇒=++ LCLCLL RivvvvRi  

)0(
)0(

)0(
)0(

)0( +
+

+
+

+ −−=⇒= L
CLLL i

L
R

L
v

dt
di

L
v

dt
di  

sec41
1
3

1
1)0( A

dt
diL −=×−−=+  

  
  .را بدست مي آوريم   2Kو  1Kحال از دستگاه معادلات زير 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−≈−=

≈=
⇒

−−=−=

+==

+

+

63.0
11
7

63.1
11
18

4.06.24)0(

1)0(

2

1

21

21

K

K

KK
dt
di

KKi
L

L
  

  :عبارت است از  th)(بنابر اين 
)()63.063.1()()( 4.06.2 tueethti tt −− −==  

  
  :فضاي حالت -7- 5 •

با توجه به , اگر يك مدار شامل اجزاء ذخيره كننده انرژي مانند سلف و خازن را در نظر بگيريم 
زم و روش هايي كه در مورد تحليل مدر ها بيان نموديم مي توان نتيجه گرفت كه اگر ولتاژ مكاني

) وضعيت مدار ( معلوم باشند حالت مدار   tخازن ها و جريان سلف ها در هر زمان مشخص 
 tاي مدار در زمان زيرا با توجه به معلوم بودن اين ولتاژها و جريان ها بقيه متغير ه, مشخص است 

موازي  RLCبراي بررسي و چگونگي حالت مدار ها در اين مبحث ابتدا يك مدار . قابل محاسبه اند 
  .را مجدداً مورد تجزيه و تحليل قرار مي دهيم  )29-5(بدون ورودي مطابق شكل 
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  )29-5(شكل

  
  :ن نوشت در اين مدار طبق قوانين ولتاژ و جريان مي توا

0)()()( =++⇒ tititiKCL CLR  
)()()( tvtvtvKVL CLR ==⇒  

باشند مي توان با  tiL)(يا  tvC)(مشاهده شد اگر پاسخ مدار )  1-5(و همانطور كه  در مبحث 
ير پاسخ استفاده از روابط ولتاژ جريان سلف و خازن معادله ديفرانسيل مرتبه دومي بر حسب متغ

  .بدست آورد 

011
2

2

=++ L
LL i

LCdt
di

RCdt
id   011و

2

2

=++ C
CC v

LCdt
dv

RCdt
vd  

و يا   tvC)(پاسخ  Li)0(و  Cv)0(كه با حل هر يك از معادلات ديفرانسيل و با توجه به شرايط اوليه 
)(tiL  بدست مي آيند.  

اگر فرض نماييم فركانس 
RC2
1

=α  بزرگتر از فركانس
LC
1

0 =ω  در اين صورت , باشد  
  :مي توان نتيجه گرفت فركانس هاي طبيعي عبارتند از 

 2
0

2
2 ωαα −−−=S  2و

0
2

1 ωαα −+−=S  
)()()(                                                  و                                                 21

21 tueKeKtv tStS
C +=  

)()()( 21
21 tueAeAti tStS

L +=  
12كه ضرايب  , KK  12و , AA  0(نيز با توجه به شرايط اوليه(Cv  و)0(Li  بدست مي آيند و در

  .مشخص مي شوند   tiL)(و tvC)(مقدار  t≤0ه به ازاء هر زمان نتيج
 بقيه متغير هاي مدار را مي توان با توجه به اين زوج و روابط    tiL)(و tvC)(با مشخص شدن زوج 

KCL  وKVL يين نمود مدار تع.  
  .مشخص مي نمايند  tحالت مدار را در هر زمان )  tvC)(و tiL)((بنابر اين زوج 

 )الف و ب -30- 5(شكل فرضاً منحني هاي , و را بر حسب زمان رسم نماييم  tiL)(و tvC)(اگر روابط 
  .حاصل مي شود 
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  )30-5(شكل
...,,0و به ازاء زمان هاي  12 tttn  مقادير زوج))(tiL و)(tvC   ( را از روي منحني ها بدست  

)(مي آوريم و در فضاي دو بعدي دستگاه مختصات  CL vi     را مشخصآنها )  الف-31-5(شكل  −
  :نتايج زير حاصل مي شود , نماييم مي 
هر نقطه در اين صفحه بيانگر يك بردار است كه از مبداء مختصات شروع و به نقطه مورد نظر  :الف 

⎥: مانند , گويند  بردار حالتاين بردار را . ختم مي گردد 
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

)(
)(

)(
1

1
1 ti

tv
tX

L

C ,⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

)(
)(

)(
2

2
2 ti

tv
tX

L

C 

  ...و 

⎥ر حالت در بردا :ب 
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

)(
)(

)(
ti
tv

tX
L

C  ,)(tvC و)(tiL كه عامل ذخيره انرژي در خازن و سلف  

  .گويند  متغيرهاي حالتمي باشد را 
, عبارت است از فضائي هندسي كه ابعاد آن به تعداد متغيرهاي حالت بستگي دارد  فضاي حالت :ج 

  .ت فضائي دو بعدي است در اين مثال فضاي حال

⎥بردار  :د 
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

)0(
)0(

)0(
L

C

i
v

X  0گويند و با  حالت اوليها ي بردار حالت اوليهراX  نمايش داده مي

  .شود 

بردار :ه 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

dt
di
dt

dv

dt
dX

L

C

  .سرعت تغيير حالت گويند برداررا  
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,  )ب- 31-5( مطابق شكل, هم متصل نماييم ه ب اگر انتهاي بردارهاي حالت را در صفحه مختصات: و 
كه هر نقطه از اين مسير بيان گر حالت مدار در يك زمان . گويند  مسير حالتمنحني حاصل را 

  .معين مي باشد 

  
  )31-5(شكل 

  
  :معادلات حالت  - 7-1- 5 •

⎥موازي و بردار حالت  RLCحال با توجه به مفاهيم و تعاريف حاصل از تحليل مدار 
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

)(
)(

)(
ti
tv

tX
L

C 

مشاهده مي شود كه براي تحليل مدار به جاي تشكيل معادله درجه دوم مي توان يك دستگاه معادله 
  .متغير هاي حالت را بدست آورد , با حل دستگاه  متغير حالت تشكيل داد و درجه اول بر حسب دو 

از آنجا  كه در مورد سلف داريم 
dt
di

Ltv L
L خازن مي توان نوشت  و در مورد )(=

dt
dv

Cti C
C =)( 

:                                                                                يا به عبارت ديگر 
L

tv
dt
di

C
ti

dt
dv LLCC )(

,
)(

==  
  . ار قرار داد بر حسب متغيرهاي حالت مقد tiC)(مدار مي توان بجاي  KVLو  KCLبا استفاده از  
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⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−−=⇒

==

==
−−=

)(
)(

)(
)()(

)(

)()()(
)()()(

ti
R

tv
ti

R
tv

R
tv

ti

tvtvtv
tititi

L
C

C

CR
R

CLR

LRC

  

  
  

  .بر حسب متغير هاي حالت مقدار قرار داد  tvL)(مدار مي توان بجاي  KVLو با استفاده از 
)()( tvtv CL =  

  :بنابر اين نتيجه مي شود 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

==

−−==

L
tv

L
tv

dt
di

C
ti

RC
tv

C
ti

dt
dv

CLL

LCCC

)()(

)()()(

  

  :يا به عبارتي 
  

AXX )1(دستگاه معادلات 
dt
dX

==  

  
 RLCكه اين دستگاه معادلات درجه اول را دستگاه معادلات حالت گويند و اين دستگاه مربوط به مدار 

  .موازي بدون تحريك مي باشد 
تحريك شود را مورد بررسي  tiS)(توسط منبع جريان ) 32-5( موازي مطابق شكل  RLCاگر مدار 
  قرار دهيم

  
  )32-5(شكل

  
نيز كه عامل ذخيره  tiL)(و جريان سلف  tvC)(مشاهده مي شود كه در اين مدار نيز ولتاژ خازن  

⎥كننده انرژي در مدار مي باشند متغير هاي حالت هستند و بردار حالت 
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

)(
)(

)(
ti
tv

tX
L

C   نيز است و

ن سرعت تغيير حالت مدار مي توا KVLو  KCLبر اساس 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

dt
di
dt

dv

dt
dX

L

C

  .را بدست آورد  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

−−=

L
tv

dt
di

C
ti

RC
tv

dt
dv

CL

LCC

)(

)()(
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

L
tv

dt
di

C
ti

dt
dv

LL

CC

)(

)(

  

)()()()( titititiKCL SCLR =++⇒  
)()()( tvtvtvKVL CLR ==⇒  

  :در نتيجه 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+−−=⇒

==

==
+−−=

)()(
)(

)(
)()(

)(

)()()(
)()()()(

titi
R

tv
ti

R
tv

R
tv

ti

tvtvtv
titititi

SL
C

C

CR
R

CLR

SLRC

  

  :چنين نتيجه مي شود  tiC)(و tvC)(با قرار دادن مقدار بجاي 
  )2(دستگاه معادلات 

بر حسب ) 2(كه دستگاه معادله درجه اول 
متغيرهاي حالت را دستگاه معادلات حالت گويند و 

اين است كه ) 1(تفاوت آن با دستگاه معادلات 
  .بدليل وجود ورودي علاوه بر متغير هاي حالت تأثير ورودي نيز در معادلات اضافه شده است 

  :معادلات حالت ماتريسي 
را مي توان   2و  1بردار حالت و بردار سرعت متغير حالت را در نظر بگيريم دستگاه معادلات اگر 

  .بصورت ماتريسي نوشت 
  .به فرم مقابل نوشته مي شود ) 1(دستگاه معادلات حالت : الف 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

)(
)(

01

11

ti
tv

L

CRC

dt
di
dt

dv

L

C

L

C

  

كه اجزاء آن بستگي  .گويند  A  را ماتريس X در معادله ماتريس حاصل ماتريس مربع ضريب بردار
  .مي باشد  ×nnبه اجزاء مدار دارد و با توجه به تعداد متغيرهاي حالت 

  .برداري مي توان آن را به فرم زير خلاصه نمود كه از لحاظ 

AXX
dt
dX

==  
  .را نيز مي توان بدين صورت نوشت ) 2(دستگاه معادلات حالت : ب 

)(
0

1

)(
)(

01

11

tiCti
tv

L

CRC

dt
di
dt

dv

S
L

C

L

C

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

  

بعدي بر حسب اجزاء مدار  nبرداري  b نيز بردار Aعلاوه بر ماتريس در اين معادله ماتريسي 
  .رعت تغيير حالت معين مي نمايد را با س tw)(است كه رابطه ورودي 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

+−−=

L
tv

dt
di

C
ti

C
ti

RC
tv

dt
dv

LL

SLCC

)(

)()()(
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tbwAXX)(                                           :و معادله ماتريس در حالت عمومي عبارت است از  +=  
  :فوق عبارتند از  RLCنتايج حاصل از بحث تحليل مدار هاي  •
ه انرژي دارد و از آنجائيكه تحليل حالت مدارها چون بستگي به تعداد اجزاء ذخيره كنندمتغير هاي  - 1

معادله خصوصاً در مورد مدارهاي غير خطي يا خطي تغيير پذير  n يك دستگاه معادله درجه اول با
  .ام با ضرايب متغير مي باشد nساده تر از تحليل يك معادله درجه 
  .تحليل مدارها كاربرد فراواني دارد  فضاي حالت و دستگاه معادلات براي

bwAXX از معادله - 2 در مورد مدارهاي خطي تغيير ناپذير با زمان بكار مي رود و معادلات  =+
  حالت بطور عموم براي كليه مدارها خطي و غير خطي مي تواند بصورت

),,( twXf
dt
dXX ==  

  
  : از بيان مي شود كه مفهوم آن عبارت است 

تابعي از بردار حالت و ورودي مدار و زمان ) مشتق مرتبه اول بردار حالت ( سرعت تغيير حالت مدار 
  .مي باشد 

⎥ موازي خطي تغيير ناپذير با زمان بدون تحريك RLC در يك مدار  :)7-5(مثال  •
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

C

L

v
i

X  به

  عنوان بردار حالت به كار رفته است در صورتيكه بازاء 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−==⇒⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡
−

=
3
5

1
1

X
dt
dXX)1  

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
−

==⇒⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

15
10

2
1

X
dt
dXX)2  

  
  .را بدست آوريد  Cو  Lو  Rمقادير اجزاء مدار . حاصل شود 

  :پاسخ  •
 مدار و بردار سرعت تغيير حالت KVLو  KCLه به با توج )33-5(موازي شكل  RLCدر مدار 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

dt
dv
dt
di

dt
dX

C

L

AXX و متغيرهاي حالت رابطه    .را بدست مي آوريم  =

  
  )33-5(شكل
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⎩
⎨
⎧

==
=++
)()()(

0)()()(
tvtvtv

tititi

CLR

CLR  

 با توجه به رابطه
dt
di

Ltv L
L   .مدار چنين نتيجه مي شود  KVLو   )(=

L
tv

dt
di

L
tv

dt
di CLLL )()(

=⇒=  

 با توجه به رابطه
dt

dv
Cti C

C   .چنين نتيجه مي شود  KCLو  )(=

 )()()( tititi LRC و  =−−
C

ti
dt
di CC )(

=  
  .مقدار قرار مي دهيم  tvC)(بر حسب متغير  tiR)( بجاي

R
tv

titvtRitv C
RCRR

)(
)()()()( =⇒==  

  :در نتيجه 

)(
)(

)( ti
R

tv
ti L

C
C −−=  

C
ti

RC
tv

dt
di LCC )()(

−−=  
  :بنابر اين دستگاه معادلات حالت عبارت است از  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
=

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⇒
−−=

=

)(
)(

11

10

)()(

)(

tv
ti

RCC

L

dt
dv
dt
di

C
ti

RC
tv

dt
dv

L
tv

dt
di

C

L

C

L

LCC

CL

  

  .بدست مي آيند  Cو  Lو  Rدر دو حالت مقدار قرار دهيم مقادير  Xو  Xاگر بجاي

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+−=

−=−
⇒⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡
−⎥

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡−⇒
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L
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L
113
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1
1
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3
5 )1  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−−=−

=
⇒⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡
−

⇒

RCC

L

RCC

L
2115

210

2
1

11

10

15
10 )2  

  .را حساب مي كنيم  Lابتدا مقدار  2و  1از دستگاه 

HLL 2.0
5
1

10
1

2
HLيا  =⇒==

L
2.0

5
115 ==⇒−=−  

 حال با استفاده از دستگاه حاصل از رابطه
dt

dvC  در دوحالت مقدارR  وC  را حساب مي كنيم.  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−

=+
⇒

−−=−

+−=
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RCC

RCC

RCC
2115

113
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  :جديد بر هم چنين نتيجه مي شود تعميم دو رابطه دستگاه  از 

FCC
CCCCC

Rc

RC

C

C
3
1

9
396153115261152)13(

2

1

115

13
=⇒=⇒=−=⇒−=+⇒−=×+⇒=

−

+  

با توجه به رابطه 
RCC
113   .را بدست مي آوريم  Rمقدار   =−+

Ω=⇒=⇒
×

=+⇒=+
2
136

3
1

1

3
1
13113 R

RRRCC
  

  : حل دستگاه معادلات حالت در حوزه زمان -7-2- 5 •
دو روش تحليل در حوزه زمان را براي معادلات حالت مدارهاي خطي تغيير ناپذير با   در اين قسمت

  .زمان مطرح مي كنيم 

AXX  معادلات حالت وRLC  هايمدارورودي صفر  پاسخ :لفا: 1روش
dt
dX

==   

ax اگر معادله عددي
dt
dx

مي شود كه پاسخ اين چنين مداري  مشاهده, را در نظر بگيريم  =
atextx )0()(   است  و با توجه به بسط تيلور  tx)( مي باشد كه شرايط اوليه =

!
...

!2!1
1

22

n
tataate

nn
at ++++=  

  :و با جايگذازي رابطه در پاسخ چنين نتيجه مي شود 

)0()
!

...
!2!1

1()(
22

x
n
tataattx

nn

++++=  

AX حال معادله برداري
dt
dX

را نيز مي توان بر اساس معادله عددي فوق حل كرد و چنين نتيجه  =
AteXX                                                                                                                   :مي شود  0=  

  .حالت اوليه مي باشد  0Xكه در اين معادله 
  .چنين نتيجه مي شود  A با توجه به ماتريس مربع, و اگر بسط تيلور را بكار ببريم 

0

22

]
!

...
!2!1

[ X
n
tAtAAtIe

nn
At ++++=  

  .است  ×nnماتريس واحد  I اين رابطهدر 
  tX)(و با جايگذاري در رابطه پاسخ 

0

22

]
!

...
!2!1

[)( X
n
tAtAAtItX

nn

++++=  
  .بايد توجه نمود كه در اين روش تحليلي با انتخاب بزرگ پاسخ به مقدار واقعي نزديك مي گردد 
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  ):8-5(مثال  •

⎥معادلات حالت را با توجه به بردار حالت  ) 34-5( سري شكل RLCدر مدار :  الف 
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

)(
)(

ti
tv

X
L

C  و

⎦⎥حالت اوليه 
⎤

⎢⎣
⎡=
2
1

0X  نوشته و آن را حل مي كنيم. 

  .محاسبه كنيد  sec1=tولتاژ خازن را در  :ب 

  
  )34-5(شكل

  :پاسخ  •

مدار رابطه بردار سرعت تغيير حالت را بر حسب متغير هاي  KVLو  KCLبه ابتدا با توجه : الف 
  .حالت بدست مي آوريم 

⎩
⎨
⎧

=++
==

0)()()(
)()()(
tvtvtv

tititi

CLR

CLR  

L
ti

dt
dv

C
ti

dt
dv LCCC )()(

=⇒=  

)()()( tvtvtv CRL و =−−
L

tv
dt
di LL )(

=  
)()()( tRitRitv LRR ==  

  :در نتيجه 

L
tv

ti
L
R

dt
di C

L
L )(

)( )()()(و =−− tvtRitv CLL −−=  
  :بنا بر اين معادلات حالت مدار عبارتند از 

 ⎥
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⎡
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L
R
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C

dt
di
dt

dv

L

C

L

C

يا   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−−=

=

L
tv

ti
L
R

dt
di

C
ti

dt
dv

C
L

L
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)(
)(

)(

  

  
  :با جايگذاري مقادير اجزاء چنين نتيجه مي شود 

⎥
⎦

⎤
⎢
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tv

dt
di
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C

  

  .پاسخ را بدست مي آوريم   Ate حال با روش بسط تيلور
  .را محاسبه مي كنيم  4Aو  3Aو 2Aماتريس هاي  A استفاده از ماتريس ابتدا با 
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  ي در معادله با جايگذار
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bwAX                                    پاسخ كامل با RLCحل معادلات حالت مدار هاي : ب 
dt
dX

+=   
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پاسخ معادله ديفرانسيل عددي , همانگونه كه در مبحث معادلات ديفرانسيل مطالعه نموده ايد 

bwax )اسكالر ( 
dt
dx

)0(0 به شرايط اوليه با توجه =+ xx . از رابطه مقابل محاسبه مي گردد  =

∫:                                                                                       بنابر اين  ′′+= ′−
t

ttaat tdtbweexx
0

)(
0 )(  

  .جمله انتگرالي بيانگر پاسخ حالت صفر مي باشد پاسخ ورودي صفر و  atex0اين رابطه جمله كه در 

bwAXXبنابر اين پاسخ معادلات حالت مدار خطي تغيير ناپذير با زمان به صورت  و حالت  =+
   :برابر است با  0X اوليه

∫ ′′+= ′−
t

ttAAt tdtbweXeX
0

)(
0 )(  

0Xe كه در اين عبارت نيز جمله اول At  پاسخ ورودي صفر است و جمله انتگرال بيانگر پاسخ حالت
را مي توان با استفاده از بسط  Xدارد و مقدار تقريبي Ateبستگي به محاسبه  X صفر است و مقدار

  . بدست آورد Ate تابع نمائي
  :روش نموي :  2روش 

فرض مي كنيم مسير حركت يك . اين روش را بيان نماييم به يك مثال فيزيكي مي پردازيم  براي اينكه

ax داراي معادله )35- 5( محرك مانند شكل
dt
dx

محرك  با فرض اينكه در مبدأ زمان, باشد  =
  ,بدست آوريم  t را در مدت زمان tx)( بخواهيم مسافت طي شده ورا پيموده باشد   0x مسافت

  

  
  )35-5(شكل

  
 tΔقسمت مساوي زماني برابر  n را به  t چون مسير منحني الخط مي باشد فاصله بين صفر تا 

t         .تقسيم مي كنيم 
n
t

Δ=  



٢۵٢ 
 

t)( با توجه به اينكه
dt
dx  در شروع حركت در هر فاصله زماني, بيانگر سرعت محرك مي باشد tΔ 

ax عتثابت فرض مي كنيم و بر اساس معادله سر tΔسرعت را تا پايان زمان
dt
dx

=  ,x  را در
  .محاسبه مي كنيم   tΔ زمان

 0)0( ax
dt
dx

tو =
dt

dxxtx Δ+=Δ
)0()( 0  

000 ]1[)( xtataxxtx Δ+=Δ+=Δ  
)( حال با توجه به معين شدن tx Δ 2(مسافت طي شده در زمان( tx Δ  محاسبه مي نماييم.  

)()( taxt
dt
dx

Δ=Δ 2()()(و( t
dt
dxtxtx Δ+Δ=Δ  

)(]1[)()()2( txtattaxtxtx ΔΔ+=ΔΔ+Δ=Δ  
tK همانطور كه از روابط فوق مشاهده مي شود مسافت طي شده در زمان Δ+ به مسافت طي  )1(

  :     رت كليبستگي دارد و رابطه بصو tKΔشده در 
               )(]1[])1[( tKxtatKx ΔΔ+=Δ+  

توجه شود مي توان بر اساس تعيين پاسخ  )36-5(اگر به مسير حالت فضاي دو بعدي شكل حال 
  .تقريبي مثال اسكالر فوق معادلات حالت مدار را به روش نموي تحليل كرد 

  
  )36-5(شكل

AX اگر معادله مسير حالت
dt
dX

 در لحظه حالت بردار, را در نظر بگيريم  0X با حالت اوليه =

tttK ΔΔΔ+ t)( را مي توان با ثابت فرض كردن سرعت تغيير حالت )1(,...,2,
dt
dX  در شروع هر

  .محاسبه نمود  tΔ فاصله زماني

tt
dt
dXXtX ΔΔ+=Δ )()( 0  

tt بردار حالت اوليه 0X ر اين عبارتد
dt
dX

ΔΔ جمع مي گردد و  0Xنيز برداري است كه با بردار  )(

)()( با توجه به معادله tAXt
dt
dX

  .نتيجه مي شود  =
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00 ][)0()( XtAItAXXtX Δ+=Δ+=Δ  
  :و بر همين منوال داريم 

)(][)()()()()2( tXtAIttAXtXtt
dt
dXtXtX ΔΔ+=ΔΔ+Δ=ΔΔ+Δ=Δ  

))1((][)(                                                                             :در نتيجه  tKXtAItkX ΔΔ+=Δ+  
  .را خيلي كوچك انتخاب نمود  tΔ در اين روش تقريبي براي نزديك شدن به پاسخ واقعي بايد

خيلي كوچك بدست آوردن مسير ممكن نيست و مناسب  tΔ ت دستي ومسلماً با استفاده از محاسبا
را در زمان هاي مورد نظر  X مسير را محاسبه و مقدار tΔاست با نوشتن برنامه رايانه اي و انتخاب

  .محاسبه كرد 

به ) 2(از روش  )8-5( مربوط به مثال )34-5(ل ري شكس RLCمسير حالت مدار  ):9-5(مثال  •
 .رسم نماييد  sec2.0=Δt ازاء

 :عبارتند از  )34- 5(سري شكل  RLCمعادلات حالت مدار  :پاسخ  •
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  :بنابر اين 
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  :داريم  Δt=2.0 بنابر اين به ازاء
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 معادلات حالت و پاسخ كامل   •

tbwAX)( معادلات حالت مدار را اگر بصورت
dt
dX

در نظر گيريم در اين  0X و حالت اوليه =+
شرح ذيل قابل محاسبه به  tΔو به ازاء نمو زماني  tX)( صورت با استفاده از روش نموي پاسخ

  .است 

t
dt
dXXtX Δ+=Δ )0()( 0  

)0()0( 0 bwAX
dt
dX

+=  
tbwXtAItbwtAXXtX Δ+Δ+=Δ+Δ+=Δ )0(][)0()( 000  

ttbwttAXtXtt
dt
dXtXtX ΔΔ+ΔΔ+Δ=ΔΔ+Δ=Δ )()()()()()2(  

ttbwtXtAItX ΔΔ+ΔΔ+=Δ )()(][)2(  
tKو بطور كلي در زمان  Δ+   :پاسخ عبارت است از  )1(

ttKbwtKXtAItKX ΔΔ+ΔΔ+=Δ+ )()(][])1[(  
مرتبط بودن به ه مشاهده مي شود بردار حالت در هر مرحله علاوه بر همانگونه كه از اين رابط

  .مقدار بردار در حالت قبل به مقدار ورودي در حالت قبل نيز بستگي دارد 
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 تاليف وتدوين مهدي حاجي پور                                        ششمفصل  

  عمومي RLCتجزيه وتحليل وتعيين پاسخ مدار هاي 
موازي وسري آشنا گشته ودرمورد نوع  RLCدر فصل قبل با تجزيه وتحليل مدار هاي مرتبه دوم 

پاسخ آن ها بحث گرديد  در اين فصل ابتدا با فرض مشخص بودن معادله ديفرانسيل مدار برحسب 
دايم وهمگن بحث نموده و سپس درمورد چگونگي تعيين ورودي  در مورد پاسخ هاي  متغير پاسخ و

ضرايب پاسخ همگن با استفاده از شرايط اوليه مدار بحث را ادامه مي دهيم در ادامه به روش تعيين 
از مطالب ديگري كه در اين فصل بدان اشاره .پاسخ پله واحد و پاسخ ضربه مدارهاي كلي مي پردازيم 

مدار برحسب متغير پاسخ است كه باچند مثال آن را مورد بررسي  مي شود نوشتن معادله ديفرانسيل
نتگرال كانولوشن و روش تعيين پاسخ حالت صفر به هر ورودي ر مي دهيم و در نهايت به مسئله اقرا

  با استفاده از آن پرداخته مي شود
 ام nعمومي مرتبه  RLC. پاسخ مدار هاي وتعيين بررسي -1- 6 •

در نظر بگيريم كه معادله ) 1-6(مطابق شكل  y(t)وپاسخ   x(t) با ورودي RLCاگر يك مدار 
  :ديفرانسيل آن عبارت باشد از 

xb
dt
dxb
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1 ++++=++++ −
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)1-6(شكل  
 

  براي تعيين پاسخ اين معادله كه شامل دو پاسخ همگن ودائم مي باشد به شرح زير عمل مي نماييم
معادله مشخصه ي  معادله ديفرانسيل همگن را , راي تعيين پاسخ همگن ب : hyتعيين پاسخ همگن - 1

. تشكيل داده و آن را حل نمود ه ريشه هاي معادله مشخصه فركانس هاي طبيعي پاسخ همگن هستند
  :بنابراين

0011

1

1 =++++ −
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− ya
dt
dya

dt
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n  
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1

1 =++++ −
− aSaSaSa n

n
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n  
امكان دارد كليه ريشه هاي آن ساده حقيقي يا  ثانياً, ريشه است   nمعادله مشخصه حاصل اولاً داراي 

در صور تيكه ريشه ها ساده باشند فرم . مختلط باشند وممكن است بعضي از ريشه ها مكرر باشند 
  :پاسخ همگن عبارت است از

∑∑
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==+++=
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ه هاي معادله مشخصه ريشه مكرر اما اگر تعدادي از ريش. ها فركانس هاي طبيعي مي باشند iSكه 
21(باشند و فرضاً سه ريشه مكرر  ++ == KKK SSS ( در نظر گرفته شود پاسخ همگن به صورت چند
  :جمله اي مقابل مي تواند باشد

+++++++= ++ )exp()exp()exp()exp()exp()( 212211 tSAtSAtSAtSAtSAty KKKKKKh  
اشند كه در نيز مجهول مي ب  iAو   iKپاسخ همگن ذكر شده در فوق ضرايب  دو صورت در هر

  .د روش تعيين آن ها بحث مي كنيم قسمت هاي بعد در مور
همان گونه كه در مباحث قبلي تحليل مدار ها بيان شد  پاسخ دائم مشابه  : pyتعيين پاسخ دائم -2

  .ورودي مدار مي باشد و بستگي به ورودي مدار دارد
Ky باشد پاسخ دائم را) dc(ورودي مدار مقدار ثابت ر اگ: الف  p نموده از طريق معادله   فرض =

  :عبارت است از Xمعادله ديفرانسيل به ازاء ورودي ثابت. ديفرانسيل مدار آن را بدست مي آوريم 

Xbya
dt
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X                               :               در نتيجه پاسخ دائم برابر است با
a
b

KyXbKa p
0

0
00 ==⇒=  

  .آن را حساب مي نماييم   t=∞يا اين كه با استفاده از مدار معادل مدار در 
مدار معادل مدار از اتصال كوتاه قرار دادن سلف ها و مدار باز قرار دادن خازن ها : تذكر  

  .بدست مي آيد
  : tx)(ئم به ازاء ورودي متغير با زمانپاسخ دا:  ب 

مدار مي توان پاسخ دائم در اين حالت همانگونه كه قبلاً بيان شد تنها با استفاده از معادله ديفرانسيل 
tXetx در اين حالت اگر. را تعيين كرد  β=)(   فرم پاسخ دائم بستگي به فركانس هاي , فرض شود

  .فركانس ورودي دارد  βها و iSعي پاسخ همگن مدار طبي
tباشد در اينصورت پاسخ دائم عبارت است از  iS≠β در صورتيكه

P Yey β=   و با قرار دادن و
  .را بدست مي آوريم  Y, در معادله ديفرانسيل  tx)( ورودي و جايگذاري اين پاسخ
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  :در نتيجه 
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برابر باشد پاسخ دائم در  KS فرضاً با يكي از فركانس هاي طبيعي پاسخ همگن مثلاً β در صورتيكه
t                                                                         :اين صورت عبارت است از 

P eYtYty β)()( 21 +=  
  .را بدست آورد  2Yو  1Y كه بايد با استفاده از معادله ديفرانسيل

  :و تعيين ضرائب پاسخ همگن  ty)( پاسخ: ج 
Ph: بنابر اين پاسخ مدار برابر است با  yyty پاسخ همگن و در صورتيكه فركانس هاي طبيعي  )(=+

 در نظر بگيريم و فركانس ورودي مخالف فركانس هاي طبيعي فرض شود مي توان پاسخ را ساده
)(ty  را بصورت زير نوشت:  
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ttS
n

i
i YeeKty i β+= ∑

=1
)(  

  .را محاسبه نمود ها iK و بايد با توجه به شرايط اوليه مدار
=+ر و مشتق هاي آن د ty)( ها استفاده از مقدارiKيكي از روشهاي تعيين  0t  مي باشد.  

  پاسخ  ي مطابق زير تشكيل داده و ضرايب معادلهبدين مفهوم كه دستگاه 
ttS

n
tStS YeeKeKeKty n β++++= ...)( 21

21  
  .را محاسبه مي كنيم  

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

++++=

++++=

++++=

++++=

−−−−+
−

−

+

+

+

111
22

1
111

1

222
22

2
112

2

2211

21

...)0(

...)0(

...)0(

...)0(

nn
nn

nn
n

n

nn

nn

n

YSKSKSK
dt

yd

YSKSKSK
dt

yd

YSKSKSK
dt
dy

YKKKy

β

β

β

  

  
)0( مجهول مي باشند مشروط بر اينكه nKتا  2K و 1K در اين دستگاه +y و مشتق هاي آن در 

+= 0t   معلوم باشند.  
)0( تعيين شرايط اوليه:  د   +y و مشتق هاي آن در += 0t  

به راحتي بتوانيم چگونگي تعيين شرايط اوليه را مورد بحث قرار دهيم با توجه به نكات ذيل  براي اينكه
  .دار ساده مي پردازيم به تحليل يك م

=−ابتدا مدار را در زمان  - 1 0t   مورد تجزيه و تحليل قرار داده و ولتاژها و جريان سلف ها را در
−= 0t  محاسبه مي نماييم .  

لف ها ولتاژ ها و جريان س) غير ضربه ( در صورتيكه ورودي هاي مدار محدود و كرانه دار باشد 
)0()0(( در نتيجه , تغيير ناگهاني را نمي پذيرد  +− = CC vv  0()0(و( +− = LL ii  ( مقدار آنها در 

+= 0t  بدست مي آيد.  

 مدار و در صورت لزوم با استفاده از روابط KVLو  KCLبا استفاده از روابط  - 2
dt

dv
Cti C

C و  )(=

dt
di

Ltv L
L =+در )(= 0t  0( مقدار( +y  را محاسبه مي كنيم.  

 مدار و KVLو  KCLبا استفاده از مشتق مرتبه اول معادلات  - 3
C

ti
dt

dv CC )(
و  =

L
ti

dt
di LL )(

و  =

 همچنين در صورت لزوم
dt
di

Cdt
vd CC 1
2

2

و  =
dt
di

Ldt
id LL 1
2

2

=+ در = 0t 0( مقدار( +

dt
dy  را

محاسبه نموده و براي تعيين مرتبه هاي بالاتر مشتق پاسخ اين عمل را با استفاده از مشتق هاي بالاتر 
KCL  وKVL تر رابطه بين ولتاژ و جريان خازن و ولتاژ و جريان سلف ادامه و مشتق هاي بالا  

  .مي دهيم 
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  بسته   t=0مدت ها باز بوده و در لحظه Sكليد ) 2- 6(در مدار شكل  :الف  : )1-6(مثال •

0)( مقدار, مي شود  ti  و
dt
di0 را در += 0t  محاسبه نماييد. 

2: ب 
0

2

dt
id را در+= 0t  بدست آوريد.  

  
)2-6(شكل  

 : پاسخ •
=−مدار در زمان: الف   0t  در حالت پايدار است و با توجه به اينكه وروديdc  مي باشد سلف اتصال

  .نشان داده شده است ) 3- 6(كوتاه و خازن مدار باز مي باشد و مدار در شكل 
  

  
  )3-6(شكل

  
)0( مدارابتدا از اين  −

Li 0( و( −
Cv  را حساب مي كنيم.  

AiL 2
24

12)0( =
+

=−  
Viv LC 422)0(2)0( =×== −−  

=+بعد از بسته شدن كليد در زمان 0t  تغيير ناگهاني ) 4-6(ولتاژ خازن و جريان سلف مدار شكل
  .ندارند 

  
)4-6(شكل  
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  :بنابر اين 
Vvv CC 4)0()0( == −+  

Aii LL 2)0()0( == −+  
  :بنا بر اين , موازي است  Cبا خازن  Ω4و چون مقاومت 

4
)(

)()(4)( 00

tv
tititv C

C =⇒=  

)0( حال با توجه به +
Cv 0)0( مقدار

+i از رابطه 
4

)0(
)0(0

+
+ = Cv

i آيد  بدست مي:  

Aii 1)0(
4
4)0( 00 =⇒= ++  

0)0( براي تعيين +

dt
di (4)( ابتدا از رابطه( 0 titvC   :نتيجه مي شود , مشتق مي گيريم  =

dt
di

dt
dvC 04=  

 سپس با توجه به رابطه
C

ti
dt

dv CC )(
)0( مقدار) 4- 6(در مدار شكل ) 1(گره  KCLو  = +

dt
dvC  و

0)0( سپس +

dt
di  را حساب مي كنيم.  

)(
2

)(
)()()1( 0 ti

tv
titiKCL C

CL ++=⇒  
=+ در همه زمان ها بايد صادق باشد آنرا در لحظه KCLاز آنجاكه  0t   مورد بررسي قرار  

)0( مي دهيم و با جايگذاري مقدار در آن +
Ci  را حساب مي كنيم.  

Aii

i
v

ii

CC

C
CL

1)0(1
2
4)0(2

)0(
2

)0(
)0()0( 0

−=⇒+==

++=

++

+
+

++

  

  :نتيجتاً 

sec4

4
1
1)0(

)0( V
C

i
dt

dv CC −=
−

==
+

+  

)0(4)0( با استفاده از رابطه 0 ++ =
dt
di

dt
dvC 0)0( مقدار +

dt
di  بدست مي آيد.  

sec1)0()0(44)0( 00 A
dt
di

dt
di

dt
dvC −=⇒=−= +++  

0)(بايد توجه نمود كه براي تحليل مدار فوق و تعيين : ب  ti اما براي , كافي است ) الف(د محاسبات بن

2)0(اينكه با محاسبات مشتق هاي بالاتر آشنا شويم مقدار 
0

2
+

dt
id  را نيز محاسبه مي كنيم.  

)(4)(در اين قسمت اگر از رابطه  0 titvC   چنين نتيجه , مشتق مرتبه دوم آن را حساب كنيم  =
  :مي شود 
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2
0

2

2

2

4
dt

id
dt

vd C =  

( با استفاده از مشتق مرتبه دوم رابطه ولتاژ و جريان خازنحال 
dt
di

Cdt
vd CC 1
2

2

و مشتق مرتبه )  =

2)0( ابتدا) 4-6(مدار شكل ) Ι(حلقه  KVLو همچنين ) 1(گره  KCLاول 

2
+

dt
vd C  را به ترتيب زير

  .محاسبه مي كنيم 
  .مشتق مي گيريم  KCLاز معادله  - 1

dt
di

dt
dv

dt
di

dt
di CCL 0.

2
1

++=  

)0( را مي نويسيم و مقدار ) Ι(معادله حلقه  - 2 +

dt
diL را در+= 0t  حساب مي كنيم.  

)(2212 tv
dt
di

i C
L

L ++=  

4)0(22412 ++×= +

dt
diL 412)0(2)0()0(يا +++ ++= C

L
L v

dt
di

i  

0)0( =+

dt
diL  

.)0()0(در معادله  - 3
2
1)0()0( 0 ++++ ++=

dt
di

dt
dv

dt
di

dt
di CCL قدار قرار مي دهيم م.  

sec2
1)0(1)1(

2
1)0(0 A

dt
di

dt
di CC −=⇒+−×+= ++  

  :بنابر اين 

)
2
1(

4
1
1)0()0(1)0( 2

2

2

2

−×=⇒= +++

dt
vd

dt
di

Cdt
vd CCC  

22

2

sec2)0( V
dt

vd C −=+  

)0(حال با استفاده از رابطه 
4
1)0( 2

2

2
0

2
++ =

dt
vd

dt
id C 2)0( مقدار

0
2

+

dt
id  را بدست مي آوريم.  

22
0

2

2
0

2

sec2
1)0()2(

4
1)0( A

dt
id

dt
id

−=⇒−×= ++  

 رقاديم) 5- 6(در مدار شكل  : )2-6(مثال •
dt
diL و 

dt
dvC را در += 0t  بدست آوريد. 

AtutiS )(64)( += 
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  )5-6(شكل

  
 : پاسخ •
)0( )6-6(با استفاده از مدار معادل شكل  - 1  −

Cv 0( و( −
Li  توجه نمود بايد . را حساب مي نماييم

≥− كه در زمان هاي 0t  ,AtiS 4)(   .مي باشد   =

  
 
)6-6(شكل  
 

  :در نتيجه 
Atii SL 4)()0( ==−  

Viv LC 842)0(2)0( =×== −−  
=+ در زمان - 2 0t  چون ولتاژ خازن و جريان سلف تغيير ناگهاني ندارند بنابر اين:  

Vvv CC 8)0()0( == −+  
Aii LL 4)0()0( == +−  

  :مي توان رابطه زير را نوشت ) 6- 6(در مدار شكل  - 3

)()( tvtRi
dt
di

L CL
L =+  

=+با جايگذاري مقدار در رابطه فوق در زمان 0t , )0( +

dt
diL  را حساب مي كنيم.  

0)0(842)0( =⇒=×+ ++

dt
di

dt
di LL 0(2)0()0(يا( +++ =+ CL

L vi
dt
di  

)()()( مدار KCLو با استفاده از معادله  tititi CLS )0( مقدار =+ +
Ci  در . را حساب مي نماييم

≤+ زمان 0t مقدار )(tiS  برابر است با:  
)0()0()0(,1064)( +++ +==+= CLSS iiiAti  
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Aii CC 6)0()0(410 =⇒+= ++  
  :ه در نتيج

sec6)0(
1
6)0(

)0(
)0( V

dt
dv

dt
dv

C
i

dt
dv CCCC =⇒=⇒= ++

+
+  

   ty)( نوشتن معادله ديفرانسيل مدار بر حسب متغير پاسخ -2- 6 •
براي نوشتن معادله ديفرانسيل مدار بر حسب متغير پاسخ به تحليل چند مثال با استفاده از روش هاي 

يفرانسيل بهينه مدار لازم است تحليلي گره و مش پرداخته و نكاتي را كه براي بدست آمدن معادله د
 .بيان مي نماييم 

 2iاولاً معادله ديفرانسيل مدار را بر حسب متغير   )الف- 7-6(در مدار شكل  : )3-6(مثال •

)()( ثانياً به ازاء. بنويسيد  0 tuVtuS )0( اجزاء مدار  = +

dt
diL  را بدست آوريد. 

 

  
  )الف)                         (7-6(شكل                          )ب(

  
 : پاسخ •
2)0()0(و  Cv)0(اگر از روش مش استفاده نماييم و شرايط اوليه مدار را : اولاً   Lii در نظر  =

1)( گيريم براي مش ها جريان هاي ti  2)(و ti انتخاب و  )ب-7 -6( را مطابق شكلKVL  مي نويسيم:  

0)()0()(1)()1(
0

2111 =−+−+⇒ ∫ tvvdtii
C

tiRKVL SC

t

  

0)0()(1)()2(
0

1222
2 =−−++⇒ ∫ C

t

vdtii
C

tiR
dt
di

LKVL  

2)(براي بدست آوردن يك معادله ديفرانسيل بر حسب  ti  ابتداء دو معادله ديفرانسيل انتگرال مش
1)(ها را با هم جمع مي كنيم و  ti 2)( را بر حسب ti  بدست مي آوريم.  

)()()(0                                                         2و  1جمع دو معادله  22
2

11 =−++ tvtiR
dt
di

LtiR S  

)()()( 2
2211 tv

dt
di

LtiRtiR S+−−=  

                                                                            )3(معادله 
1

2

1
2

1

2
1

)(
)()(

R
tv

dt
di

R
Lti

R
R

ti S+−−=  
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1)( پس از تعيين ti 2)( بر حسب ti  , 1(از يكي از دو معادله(KVL  يا)2(KVL  اولاً مشتق گرفته و
1)(سپس بجاي  ti  2(همانگونه كه مشاهده مي شود مشتق گرفتن از . مقدار قرار مي دهيم(KVL 

  :بنابر اين داريم . مناسبتر است 

1)(1)(0                                                                    )4(معادله 
12

2
22

2
2

=−++ ti
C

ti
Cdt

di
R

dt
id

L  
1)( اگر بجاي ti  نماييم مقدار قرار دهيم و معادله را مرتب ) 3(از معادله  )4(در معادله.  

0
)(

)(1)(1

1

2

1
2

1

2
2

2
22

2
2

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−−−++

R
tv

dt
di

R
Lti

R
R

C
ti

Cdt
di

R
dt

id
L S  

CR
tv

ti
CR

R
ti

Cdt
di

CR
L

dt
di

R
dt

id
L S

1
2

1

2
2

2

1

2
22

2
2 )(

)()(1
=++++  

CR
tv

ti
R
R

Cdt
di

CR
LR

dt
id

L S

1
2

1

22

1
22

2
2 )(

)()1(1)( =++++  

1
2

1

22

1

2
2
2

2 )(1)()1(1)1(
R

tv
LC

ti
R
R

LCdt
di

CRL
R

dt
id S=++++  

اگر به معادله ديفرانسيل بدست آمده توجه شود مشاهده مي شود كه يك معادله ديفرانسيل مرتبه 
مقايسه  0ω و α دوم است كه اگر آن را با معادله ديفرانسيل عمومي مرتبه دوم با فركانس هاي

  :نماييم نتيجه مي شود 

))(()(2 2
2
0

2
2
2

2

tvfti
dt
di

dt
id

S=++ ωα  
  :است  RLCدر اين مدار كه يك مدار عمومي 

)1(
2
1

1

2

CRL
R

+=α  فركانس ميرائي  

)1(

1

1

2
0

R
R

LC +

=ω  فركانس همنوائي  

  .مي باشد 
  :داريم ) 2(در حلقه : ثانياً 

)()(2 titi L= و)()( 22 tiR
dt
di

Ltv L
C +=  

                                                                                               :بنابر اين 
dt
di

LtiRtv L
LC =− )()( 2  

)(
)( 2 ti

L
R

L
tv

dt
di

L
CL −=  

  :مي توان چنين نوشت  Cv)0( و Li)0( در نتيجه با توجه به شرايط اوليه

)0(
)0(

)0( 2
L

CL i
L
R

L
v

dt
di

−=+  

 .بنويسيد  tvC)( حسب را بر ) الف-8- 6(معادله ديفرانسيل مدار شكل  : )4-6(مثال •
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  )الف)                          (8-6(شكل)                        ب(

  
 : پاسخ •
  مشخص ) ب-8- 6(پتانسيل گره ها را مطابق شكل . ل مي نماييم اين مدار را به روش گره تحلي 

   KCL) 2(و ) 1(در نظر مي گيريم و براي گره ها  Li)0(و  Cv)0( مي نماييم و شرايط اوليه مدار را
  .مي نويسيم 

0)(
)()()(

)1(
21

=−
−

++⇒ ti
R

tvtv
dt

dv
C

R
tv

KVL S
LCCC  

0
)()(

)0()(1)2(
20

=
−

++⇒ ∫ R
tvtv

idttv
L

KVL CL
L

t

L  

  :مي نماييم را محاسبه  tvL)(, ) 1(از معادله  tvC)( ادله ديفرانسيل بر حسببراي تعيين مع

)(
)()()(

212

ti
dt

dv
C

R
tv

R
tv

R
tv

S
CCCL −++=  

⎥                                                         )3(معادله 
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−++= )()()11()(

21
2 ti

dt
dv

Ctv
RR

Rtv S
C

CL  

  .حاصل مي گردد ) 4(دله مشتق بگيريم معا) 2(اگر از معادله 

1)(011                                                                              )4(معادله 

2

=−+
dt

dv
RCdt

dv
R

tv
L

CL
L  

 و tvL)( و قرار دادن مقدار بجاي) 3(از معادله و با مشتق گرفتن 
dt

dvL  له معاد) 4(در معادله
  .بدست مي آيد  tvC)( ديفرانسيل بر حسب

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−++=

dt
di

dt
vd

C
dt

dv
RR

R
dt

dv SCCL
2

2

21
2 )11(  

01)11(1)()()11(1

2
2

2

21
2

221
2 =−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−++×+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−++

dt
dv

Rdt
di

dt
vd

C
dt

dv
RR

R
R

ti
dt

dv
Ctv

RR
R

L
CSCC

S
C

C
  

  :حال با مرتب كردن معادله ديفرانسيل حاصل مي توان چنين نوشت 

dt
di

ti
L
R

v
RR
RR

L
R

dt
dv

RR
RR

dt
dv

Rdt
dv

C
L
R

dt
vd

C S
SC

CCCC +=
+

+
+

+−×+ )()()(1 2

21

212

21

21

2

2
2

2

  

dt
di

C
ti

LC
R

v
R
R

LCdt
dv

RR
RR

CRL
R

dt
vd S

SC
CC 1)()1(1)1( 2

1

2

21

21

2

2
2

2

+=++
+

+−+  
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dt
di

C
ti

LC
R

v
R
R

LCdt
dv

CRL
R

dt
vd S

SC
CC 1)()1(1)1( 2

1

2

1

2
2

2

+=++−+  

  .مقدار قرار داده و سپس مشتق مي گيريم ) 2(در معادله ) 3(از معادله  tvL)( يا اينكه بجاي
  )5(معادله 

0
)(

)()()()0()()(1

221

21

1

2

0 21

21
2 =−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+

+
++⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+

+
∫ R

tv
ti

dt
dv

Ctv
RR
RR

R
R

idtti
dt

dv
Ctv

RR
RR

R
L

C
S

C
CL

t

S
C

C
  

  .مشتق مي گيريم ) 5(از معادله 

01)()()()(
2

2

2

21

2122

21

212 =−−+
+

+−+
+

dt
dv

Rdt
di

dt
vd

C
dt

dv
RR
RR

ti
L
R

dt
dv

C
L
R

tv
RR
RR

L
R CSCC

S
C

C
  

  .اگر معادله ديفرانسيل را مرتب نماييم چنين حاصل مي گردد 

dt
di

C
ti

LC
R

tv
R
R

LCdt
dv

CRR
RR

CRL
R

dt
vd S

SC
CC 1)()()1(111 2

1

2

21

21

2

2
2

2

+=++⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
×

+
+−+  

را مورد بررسي قرار دهيم نتايج زير  ) 4-6و 3- 6(ل اگر معادلات ديفرانسيل حاصل از مثال هاي حا
  .حاصل مي گردد 

dt
di

C
ti

LC
R

tv
R
R

LCdt
dv

CRL
R

dt
vd S

SC
CC 1)()()1(11( 2

1

2

1

2
2

2

+=++⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++  

تبديل ) 1Rو tiS)((به منبع جريان فيزيكي )  tvS)(و 1R(منبع ولتاژ فيزيكي ) 8-6(در مدار شكل  - 1
بنابر اين معادله ديفرانسيل در دو مدار يكي است و همانگونه كه قبلاً بحث گرديد معادله . شده است 

  .ديفرانسيل همگن و فرم پاسخ همگن بستگي به متغير مدار ندارد 
ي از معادلات يك متغير را بر در نوشتن معادله ديفرانسيل يا از طريق جمع كردن معادلات يا از يك - 2

حسب متغير ديگر بدست آورده و در معادله ديگر قرار داديم و معادلات چون معادلات ديفرانسيل 
زيرا اگر مشتق نابجا گرفته شود معادله . انتگرال مي باشند مجموعاً يك مرتبه مشتق گرفته مي شود 

  .بدست نمي آيد  ديفرانسيل
معادله ديفرانسيل درجه دوم بايد حاصل گردد و با مشتق گيري نا بجا  زيرا در مدار هاي فوق الذكر

  .مدار نمي باشد  بهينهحاصل مي شود كه معادله  سوم معادله درجه
تگرال مدارهاي فوق الذكر مشاهده شد كه در مورد معادلات ندر نوشتن معادلات ديفرانسيل ا - 3

KVL  ولتاژ اوليه خازن ظاهر گرديد و در معادلاتKCL  اما براي . جريان اوليه سلف ظاهر گرديد
  .حل معادلات بايد هر دو شرط اوليه معلوم باشند در غير اينصورت تحليل امكان پذير نمي باشد 

)0( بخواهيم) 4-6(بطور مثال اگر در مثال  +

dt
dvC  حساب كنيم مشاهده مي شود با نوشتن راKCL 

  :داريم ) 1(در گره 

)(
)(

)(
1

ti
dt

dv
C

R
tv

ti L
CC

S ++=  

  :در نتيجه 

)()(
)(

1

titi
R

tv
dt

dv
C SL

CC +−−=  
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C
ti

C
ti

CR
tv

dt
dv SLCC )()()(

1

+−−=  

)0( بنابر اين +

dt
dvC  برابر است با:  

C
i

C
i

CR
v

dt
dv SLCC )0()0()0(

)0(
1

+−−=+ 

  
 u(t) عمومي به ورودي RLC. مدار هاي پاسخ - 6-3 •

داراي معادله ديفرانسيل عمومي زير  ty)(و خروجي tx)( عمومي با ورودي RLCاه يك مدار هرگ
  :باشد 

)(...)(... 011

1

1011

1

1 txb
dt
dxb

dt
xdb

dt
xdbtya

dt
dya

dt
yda

dt
yda m

m

mm

m

mn

n

nn

n

n ++++=++++ −

−

−−

−

−  
)()( در صورتيكه ورودي مدار tutx در اين صورت معادله ديفرانسيل مدار به صورت زير , باشد  =

  :در مي آيد 

)()(... 0011

1

1 tubtya
dt
dya

dt
yda

dt
yda n

n

nn

n

n =++++ −

−

−  
  .بايد به نكات ذيل توجه نمود  ty)( براي تعيين پاسخ اين معادله

برابر صفر است در نتيجه  ها شرايط اوليه اين مدار يعني ولتاژ اوليه خازن ها و جريان اوليه سلف - 1
Phاست و شامل دو قسمت  ts)( پاسخ مدار پاسخ حالت صفر مي باشد و yyty +=)(  

يا برابر صفر يا مقدار ) ولتاژ خازن يا جريان سلف ( ر نيز با توجه به متغير پاسخ پاسخ دائم مدا - 2
  .ثابت مي باشد 

  ريشه هاي معادله مشخصه براي تعيين پاسخ همگن  - 3
0... 01

1
1 =++++ −
− aSaSaSa n

n
n

n  
را  ts)(را بدست آورده و با توجه به فركانس هاي طبيعي حاصل از معادله مشخصه مي توان پاسخ 

  .عمومي تحليل نمود  RLCمانند مدار هاي 
  :برابر است با  ts)( فرضاً اگر ريشه هاي معادله مشخصه متمايز باشند در اين صورت پاسخ

∑
=

+=
n

i

tS
i oreAts i

1
)10()(  

 ابتدا مقادير tu)( در پاسخ به هاiA و براي تعيين ها
dt
dS

dt
Sd

dt
Sd

n

n

,,..., 2

2

1

1

−

−

=+در   0t  محاسبه
  .ها را محاسبه مي نماييم iAمعادله اي  n نموده و سپس با تشكيل دستگاه

 tδ)( عمومي به ورودي RLC. اسخ مدار هايپ - 4- 6 •

روش كلي ذيل را علاوه بر روش هاي بيان شده در , عمومي  RLCپاسخ ضربه مدارهاي  براي تعيين
  .سري و موازي بيان مي نماييم  RLCمورد مدار هاي 

  .معادله ديفرانسيل مدار را بر حسب متغير پاسخ و ورودي مي نويسيم : الف 
  .شود  ام زير حاصل ميn فرضاً معادله ديفرانسيل مرتبه
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xb
dt
dxb

dt
xdb

dt
xdbya

dt
dya

dt
yda

dt
yda m

m

mm

m

mn

n

nn

n

n 011

1

1011

1

1 ...... ++++=++++ −

−

−−

−

−  
mnمقايسه نموده سه حالت ) m(را با درجه مشتق ورودي ) n(درجه مشتق پاسخ : ب  mnو  < = 
mnو   .جود داشته باشد ممكن است در مورد معادله ديفرانسيل و  >

حاصل از  nSتا  1S با فرض فركانس هاي طبيعي th)( در اين صورت بايد توجه نمود كه پاسخ ضربه
  .معادله مشخصه به صورت يكي از حالات زير مي باشد 

∑
=

=
n

i

tS
i tueAtu i

1

⇒=) مشابه پاسخ ورودي صفر()()( )(thحالت مناسبmn > )1  

)()( tKtu δ+) مشابه پاسخ ورودي صفر(=⇒ )(thحالت نا مناسبmn = )2  
  :در حالت دوم 

==
n

m

a
b

K  

  
mnحالت نا مناسب < )3  

  
ين حالت در پاسخ ضربه علاوه بر تابع ضربه مشتق هاي آن در پاسخ مي توانند وجود داشته در ا

  .دارد  mو   n باشند كه بستگي به تفاضل
...)()()()( )2(

3
)1(

21 ++++ tKtKtKtu δδδ) مشابه پاسخ ورودي صفر(=)(th 

ام بدست آورده و در معادله nرا تا مرتبه  th)(مشتق هاي th)(خ ضربهپس از تعيين فرم پاس: ج 
را قرار مي دهيم سپس با مرتب كردن معادله اولاً  tδ)( ديفرانسيل مدار قرار داده و بجاي ورودي

)1()(و مشتق هاي آن tδ)(برابر صفر مي گردد و ثانياً با مساوي قرار دادن ضرايب tu)(ضريب tδ 
)2()(و  tδ  از طرفين معادله ديفرانسيل ضرايب پاسخ... و)(th  نتيجتاً پاسخ . را بدست مي آوريم

  .آيد  ضربه مدار بدست مي
 :عمومي عبارت است از  RLCمعادله ديفرانسيل يك مدار  : )5-6(مثال •

)(2)(652

2

tx
dt
dxty

dt
dy

dt
yd

+=++ 

)()(در صورتيكه  ttx δ= باشد پاسخ ضربه)(th  را بدست آوريد.  
 : پاسخ •
  ورودي صفر را معين معادله مشخصه معادله ديفرانسيل همگن را تشكيل داده و نوع پاسخ : الف  

  .مي نماييم 

3,26
4
25

2
5065 21

2 −=−=⇒−±−=⇒=++ SSSSS  
در ) بالاترين درجه مشتق ورودي (  m=1و ) بالاترين درجه مشتق پاسخ (  n=2 با توجه به: ب 

mn معادله ديفرانسيل چون   :اسب را دارد و عبارت است از است بنابر اين پاسخ ضربه حالت من <
)()()( 3

2
2

1 tueKeKth tt −− +=  

 ضريب بالاترين درجه مشتق ورودي

 پاسخضريب بالاترين درجه مشتق 
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  .مشتق هاي اول و دوم را بدست مي آوريم  th)(از پاسخ: ج 

)()()()32( 3
2

2
1

3
2

2
1 teKeKtueKeK

dt
dh tttt δ−−−− ++−−=  

)()()0()( توجه به رابطهبا  tfttf δδ   :نتيجه مي شود  =

)()()()32( 21
3

2
2

1 tKKtueKeK
dt
dh tt δ++−−= −−  

  :عبارت مي شود از  th)(و مشتق دوم

)()()()32()()94( )1(
2121

3
2

2
12

2

tKKtKKtueKeK
dt

hd tt δδ ++−−++= −−  
را در معادله ديفرانسيل زير قرار مي دهيم و آن  th)(و پاسخ th)(حال روابط حاصل از مشتق هاي

  .را مرتب مي كنيم 

)()(2)(65 )1(
2

2

ttth
dt
dh

dt
hd δδ +=++  

[ ]
[ ] )()(2)()(6)()()()32(5

)()()()32()()94(
)1(3

2
2

121
3

2
2

1

)1(
2121

3
2

2
1

tttueKeKtKKtueKeK

tKKtKKtueKeK
tttt

tt

δδδ

δδ

+=++++−−

+++−−++
−−−−

−−

  

  

)()(2)()()()5532(

)()66151094(
)1()1(

212121

3
2

2
1

3
2

2
1

3
2

2
1

tttKKtKKKK

tueKeKeKeKeKeK tttttt

δδδδ +=++++−−

+++−−+⇒ −−−−−−

  

 برابر صفر مي گردد و با مساوي قرار دادن ضرايب tu)(همانگونه كه مشاهده مي شود ضريب
)(tδ و)()1( tδ 1از طرفين معادله ساده شدهK 2 وK  1يك دستگاه بر حسبK  2وK  بدست  

  .مي آيد 
)()(2)()()()23( )1()1(

2121 tttKKtKK δδδδ +=+++  

⎩
⎨
⎧

=
−=

⇒
⎩
⎨
⎧

=+
=+

5
3

2
123

2

1

21

21

K
K

KK
KK  

  
  :برابر است با  th)(بنابر اين پاسخ ضربه

)()53()( 32 tueeth tt −− +−=  
  .پردازيم عمومي مي  RLCحال به تحليل مثالي كلي در مورد تجزيه و تحليل مدار هاي 

 و tiL)( معادله ديفرانسيل مدار را بر حسب: الف  )الف - 9-6(در مدار شكل  : )6-6(مثال •
  .   بنويسيد  tvS)(ورودي 

)(64)( را به ازاء tiL)(:ب  tutvS   .به دست آوريد  =+

⎥ ه صورت ماتريس براي بردار حالتمعادلات حالت مدار رات ب: ج 
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

)(
)(

ti
tv

X
L

C  بنويسيد.  

  .ضريب كيفيت مدار را حساب كنيد  Q: د 
  .چقدر باشد تا نوع پاسخ ميرائي بحراني گردد  1Rمقاومت منبع : ه 
)()( پاسخ ضربه: و  thtiL )()( را به ازاي = ttvS δ=  بدست آوريد.  
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  )الف)                         (9-6(شكل)                       ب(

  
 : پاسخ •

  .بدست مي آوريم  )ب- 9-6(معادله ديفرانسيل مدار را با استفاده از روش مش از مدار شكل : الف 
  )1(معادله                                          

                                                               
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=−−++

=+−+

∫

∫

0)0())()((1)(

)()0())()((1)(

0
12

0
111

C

t

LL
L

t

SCL

vdttiti
C

tiR
dt
di

L

tvvdttiti
C

tiR
  

  )2(معادله                                          
1)( ,) 2(و ) 1(با جمع كردن دو معادله  ti را بر حسب )(tiL  در بدست مي آوريم و با قرار دادن

  .معادله ديفرانسيل بدست مي آيد ) 2(مشتق معادله 
  :بنابر اين جمع دو معادله برابر است با 

)()()(                                                                               )3(معادله  211 tvtiR
dt
di

LtiR SL
L =++  

⎦⎥                                                                         )4(معادله 

⎤
⎢⎣

⎡ −−= )()(1)( 2
1

1 tiR
dt
di

Ltv
R

ti L
L

S  

  :عبارت است از ) 2(مشتق معادله 

1)(1)(0                                                                   )5(معادله 
122

2

=−++ ti
C

ti
Cdt

di
R

dt
id

L L
LL  

1)(بجاي) 5(در معادله  ti مقدار قرار مي دهيم  استفاده نموده و) 4(ه لاز معاد.  

0)()(1)(1
2

1
22

2

=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ −−−++ tiR
dt
di

Ltv
CR

ti
Cdt

di
R

dt
id

L L
L

SL
LL  

)(1)()(1

11

2

1
22

2

tv
CR

ti
CR

R
dt
di

CR
Lti

Cdt
di

R
dt

id
L SL

L
L

LL =++++  

)1(1)1()(1)(                                    )6(معادله 
11

2

1

2
2

2

tv
CLR

ti
R
R

LCdt
di

CRL
R

dt
id

SL
LL =++++  

معادله ديفرانسيل مدار است كه با جايگزين مقدار اجزاء مدار معادله بصورت زير در مي ) 6(معادله 
  .آيد 
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)(10010100202

2

tvi
dt
di

dt
id

SL
LL =++  

)(64)( با توجه به ورودي tiL)(پاسخ: ب  tutvS پاسخ كامل مي باشد و مناسب است كه پاسخ  =+
PhL همگن و پاسخ دائم را مشخص و از رابطه iiti +=)(  ,)(tiL  را بدست آورد.  

KiPاگر پاسخ دائم: تعيين پاسخ دائم  - 1 فرض نماييم بايد پاسخ در معادله ديفرانسيل صدق  =
  :بنابر اين نتيجه مي شود , نمايد 

AKKK
101
10

10100
10100)64(10010100 =⇒

×
=⇒+×=  

معادله مشخصه معادله ديفرانسيل را تشكيل و فركانس هاي طبيعي را بدست : تعيين پاسخ همگن  - 2
  .مي آوريم 

100101010010010010100202 jSSSS ±−=⇒−±−=⇒=++  
                                 . خ همگن از نوع ميرائي ضعيف است بنابر اين پاس

)100cos(10 φ+= − tKei t
P  

AtKeiiti                                                       :و در نتيجه  t
PhL 101

10)100cos()( 10 ++=+= − φ  

و  tiL)( اوليه استفاده كرد و بايد از شرايط φو  K براي تعيين - 3
dt
diL  را در+= 0t  محاسبه

  .نمود 
=− در زمان) الف -10-6(از مدار معادل شكل  0t  ,)0( −

Li 0(و( −
Cv  را بدست مي آوريم.  

AiL 101
4

1100
4)0( =
+

=−  

VvC 101
41

101
4)0( =×=−  

  

  
  )الف)                       (10- 6(شكل)                   ب(

=+در زمان )ب-10-6(حال از مدار شكل  0t و با توجه به مقادير
101

4)0()0( == −+
LL ii  و

101
4)0()0( == −+

CC vv 0(مقدار( +

dt
diL  را محاسبه مي كنيم.  

  :را مي نويسيم  )ب- 10- 6(معادله حلقه نشان داده شده در شكل 

0)0()0()0( 2 =−+ +++
CL

L viR
dt
di

L  
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0
101

4
101

41)0(1.0 =−×++

dt
diL  

  :در نتيجه 

0)0( =+

dt
diL  

با توجه به شرايط اوليه
101

4)0( =+
Li  0(0و( =+

dt
diL دستگاه زير را تشكيل و K  وφ  را محاسبه

  .مي كنيم  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−−==

+==

+

+

φφ

φ

sin100cos100)0(

101
10cos

101
4)0(

KK
dt
di

Ki

L

L  

101
6cossin10 =−= φφ KK و

101
6cos −=φK  

7.5)1.0(1.0

101
6

1010
6

cos
sin

1010
6sin 1 −=⇒−=⇒−=⇒−==⇒= − φφφ

φ
φφφ tgtg

K
KtgK  

06.0059.6
995.0101

6
101

6)7.5cos(
101

6cos 0 −≈−=
×

−=⇒
−

=−⇒
−

= KKK φ  
  :برابر است با  tiL)(بنابر اين

101
10)7.5100cos(06.0)( 10 +−−= − teti t

L  

 براي بدست آوردن معادلات حالت مدار همانطور كه مي دانيم: ج 
C
i

dt
dv CC  و =

L
v

dt
di LL . است  =

مدار ) Ι(حلقه در  KVLيك  Lvو براي محاسبه ) 1(گره در  KCLيك  Ci بنابر اين براي محاسبه
  .مي نويسيم  )11-6(شكل 

  
  )11-6(شكل

  

0)(
)()(

1

=+
−

+⇒ ti
R

tvtv
dt

dv
C L

SCCKCL(1) 

0)()(2 =−+⇒ tvtiR
dt
di

L CL
LKVL(Ι) 
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⎨
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+−
×

−=
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⎪
⎪
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⎪⎪
⎨

⎧

−=

+−−=
−−−

)(
1.0

1
1.0

)(
10

)(
10

)(
10100

)(

)(
)(

)()(
333

2

1

ti
tv

dt
di

tvtitv
dt

dv

ti
L
R

L
tv

dt
di

C
v

C
ti

CR
tv

dt
dv

L
CL

SLCC

L
CL

SLCC

 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=

+−−=

)(10)(10

)(10)(10)(10 33

titv
dt
di

tvtitv
dt

dv

LC
L

SLC
C

 

)(
0

10
)(
)(

1010
1010 33

tv
ti
tv

dt
di
dt

dv

S
L

C

L

C

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−−

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

  

 ضريب كيفيت: د 
α
ω
2

0=Q  بنابر اين اگر معادله ديفرانسيل مدار را در نظر بگيريم . است.  

)(100)(10100202

2

tvti
dt
di

dt
id

SL
LL =++  

2)(100)(                                                     :و با معادله درجه دوم  2
02

2

tvti
dt
di

dt
id

SL
LL =++ ωα  

  :مقايسه كنيم چنين نتيجه مي شود 
10100,202 2

0 == ωα  

5                                                                                      :در نتيجه 
20
10110

20
10100

≈==Q  

(براي اينكه پاسخ همگن مدار ميرائي بحراني گردد لازم است ضريب كيفيت مدار : ه 
2
1

=Q ( گردد .
  :دقت شود مشاهده مي شود كه  ) )6(معادله ( حال اگر به معادله ديفرانسيل مدار 

)1(2),1(1 2

11

22
0 L

R
CRR

R
LC

+=+= αω  

  :مقدار قرار دهيم نتيجه مي شود  1Rبه غير از  اگر بجاي اجزاء مدار. شد مي با

)11(10)11(
10

1

1

4

1
4

2
0 RR

+=+= −ω  

)1010()
1.0

1
10
1(2

1

3

3
1

+=+
×

= − RR
α  

11

1

1

4

0 10011120
)1001(10

)11(10

2
1

22
1

RR
R

R
+=+⇒

+

+

=⇒=
α
ω  

1
2

1

4

1

2

11

200101400400)1001()11(400
RRRRR

++=+⇒+=+  

2

11
2

1

4

)1001(400200101400
RRR

−=⇒−+=  
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غير قابل قبول
11

10019)1001(20
RR

−=⇒−=⇒  

Ω=⇒=⇒=⇒−−=⇒ 76.4
21

10010021)1001(20 11
11

RR
RR

  

 th)(براي تعيين پاسخ ضربه: و 

 را بر حسب پاسخ ضربه تنظيم كنيم مشاهده مي شود )) 6(معادله ( در معادله ديفرانسيل مدار اگر 
2=n  0و=m  صورت پاسخبنابر اين پاسخ ضربه داراي حالت مناسب است و بدين . است)(th  را

  .حساب مي كنيم 

10100202)(100)(                                                     معادله ديفرانسيل مدار

2

tth
dt
dh

dt
hd δ=++  

)()100cos()(                                                                     معادله پاسخ ضربه 10 tutKeth t φ+= −   
)()()0()(را با توجه به رابطه  th)( مشتق هاي مرتبه اول و دوم - 1 tfttf δδ   .حساب مي كنيم  =

  

  

)()cos()(]sin100cos10[)()]100cos(10000

)100sin(1000)100sin(1000)100cos(100[

)1(10

101010
2

2

tKtKKtutKe

tKetKetKe
dt

hd

t

ttt

δφδφφφ

φφφ

+−−++−

+++++=

−

−−−

  

 با جايگذاري - 2
dt
dh  2و

2

dt
hd  و مرتب كردن معادله و را محاسبه مي كنيم.  

)(100)()100cos(10100)()cos(20)()]100sin(100
)100cos(10[20)()cos()(]sin100

cos10[)()]100sin(2000)100cos(9900[

1010

10)1(

1010

ttutKetKtutKe
tKetKtK

KtutKetKe

tt

t

tt

δφδφφ

φδφδφ

φφφ

=++++−

+−++−

−++++−

−−

−

−−

  

  

)(100)()cos()(]cos20sin100
cos10[)()]100cos(10100)100sin(2000

)100cos(200)100sin(2000)100cos(9900[

)1(

1010

101010

ttKtKK
KtutKetKe

tKetKetKe
tt

ttt

δδφδφφ

φφφ

φφφ

=++−

−++++−

+−+++−
−−

−−−

  

  :پس از ساده كردن داريم 
)(100)()cos()()sin100cos10( )1( ttKtKK δδφδφφ =+−  

  .را محاسبه مي كنيم  φو  K حال از دستگاه معادله زير

⎩
⎨
⎧

⎩
⎨
⎧

=
−=

⇒
=

=−
0cos
1sin

0cos
100sin100cos10

φ
φ

φ
φφ

K
K

K
KK  

2cos
sin πφ

φ
φφ −=⇒−∞==

K
Ktg  

(1و در نتيجه 
2

sin( −=−
πK  1و يا=K  

  :بنابر اين پاسخ ضربه مدار برابر است با 

)()
2

100cos()( 10 tuteth t π
−= −  

[ ] )()cos()()100sin(100)100cos(10 1010 tKtutKetKe
dt
dh tt δφφφ ++−+−= −−
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 )()100sin()( 10 tuteth t−= يا  
  
 انتگرال كانولوشن و تعيين پاسخ حالت صفر مدارهاي خطي به ورودي دلخواه -6-5 •

 )12-6(كه يك موج مانند شكل  tx)( خطي تغيير ناپذير با زمان با ورودي RLCهرگاه يك مدار 
0)( باشد و بخواهيم پاسخ حالت صفر مدار ty را به ازاء )(tx  بدست آوريم بدليل شرايط خطي

د مي توان ثابت كرد مشخص باش th)( كه پاسخ ضربه مداردر صورتي) مع پذيري و همگن بودن ج( 

∫ از انتگرال tx)( كه پاسخ حالت صفر مدار به ازاء −=
t

t

dxthty
0

)()()(0 τττ  كه انتگرال كانولوشن

  .ناميده مي شود قابل محاسبه است 

  
  )12-6(شكل

  
   مدار خطي و تغيير پذير با زمان باشد بدليل اينكه پاسخ ضربه انتقال زماني رادر صورتيكه  

 .نمي پذيرد در اين صورت از انتگرال زير پاسخ حالت صفر قابل محاسبه مي باشد 

∫=
t

t

dxthty
0

)(),()(0 τττ 

تگرال قابل نپاسخ تا زمان حد بالاي ا, در مورد استفاده از انتگرال كانولوشن بايد توجه نمود  
شرايط ( امش است اما زمان حد پايين بدليل اينكه مدار در آن زمان در حالت آر, محاسبه است 

 .تأثيري در انتگرال ندارد ) اوليه صفر است 

 .انتگرال كانولوشن براي تعيين پاسخ مدار هاي گسترده نيز قابل كاربرد است  

00 انتگرال كانولوشن را با فرض  =t ) به دو صورت مي توان نوشت و به كار برد كه ) حد پايين
 .د در واقع قرينه هم مي باشن

∫ ∫
− −

−=−=
t t

dtxhdxthty
0 0

0 )()()()()( ττττττ 

∫  براي استفاده از انتگرال اول كانولوشنهمان گونه كه مشاهده مي شود  −=
t

dxthty
0

0 )()()( τττ  

 τ به t بدين صورت عمل مي گردد كه ابتدا متغير زمان ورودي و پاسخ ضربه را تغيير داده و از 
)( يعني τh)( س قرينه پاسخ ضربهپس. كنيم  تبديل مي τ−h  را مشخص مي كنيم و سپس اين تابع را
ضرب نموده و سپس انتگرال گيري انجام مي شود و براي  τx)(انتقال زماني داده و در  tبه اندازه

  . ود انتگرال از روش ترسيمي كمك مي گيريم معين كردن حد
  : و در مورد استفاده از انتگرال دوم كانولوشن همانطور كه مشاهده مي شود
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∫ −=
t

dtxhty
0

0 )()()( τττ   بدين مفهوم كه اول متغير زماني.نيز بصورت قرينه عمل مي كنيمt  را

)( يعني τx)( قرينهده و سپس تبديل نمو τ به τ−x را مشخص و سپس اين تابع را به اندازهt  انتقال
  .ضرب و سپس انتگرالي انجام مي شود  τh)(زماني داده و در پاسخ ضربه

)()( اگر )13- 6(ر با زمان شكل خطي تغيير ناپذي RLCدر مدار  : )7-6(مثال • 1tttx −= δ  باشد
0)( پاسخ مدار ty تگرال كانولوشن بدست آوريد نرا با استفاده از ا. 

 

  
  )13-6(شكل

  
 : پاسخ •

تگرال كانولوشن پاسخ را نابتدا با توجه به مطالب ارائه شده در قسمت هاي قبل بدون استفاده از ا
ر. ريم بدست مي آو  باشد يعني به ازاء th)(بدين صورت كه اگر پاسخ ضربه مدا

)()(),()( ttxthty δ==  بنابر اين انتقال را . چون مدار خطي تغيير ناپذير با زمان است . مي شود
)()( انتقال يابد 0t مي پذيرد و وقتي ورودي به اندازه 10 ttttx −=− δ پاسخ حالت صفر به اندازه 

1t يعني برابر انتقال مي يابد)( 1tty   .مي گردد  −
)()( در نتيجه 10 tthtty    .مي شود  −=−

  .حال اين پاسخ را با استفاده از انتگرال كانولوشن بدست مي آوريم 

∫
−

−=
t

dxthty
0

0 )()()( τττ  

)()(در  1tttx −= δ متغير t  را بهτ  بنابر اين. تبديل مي كنيم )()( 1tx −= τδτ  مي شود وقتي
  .در انتگرال قرار دهيم نتيجه مي شود 

∫
−

−−=
t

dthty
0

10 )()()( τττδτ  

)()()0()( از طرف ديگر در مورد تابع ضربه داشتيم tfttf δδ )( بنابر اين تابع ضربه = 1t−τδ  در
11      :قرار مي گيرد زيرا  1t متغير τ آرگومان صفر خود عمل نموده و بجاي 0)( tt =⇒=− ττ  

       :بنابر اين 

    ∫∫ −−=−−=
−

tt

dttthdthty
0

11
0

10 )()()()()( ττδτττδτ                                

)( چون 1tth   :به متغير انتگرال بستگي ندارد مي توان چنين نوشت  −

∫
+

−

−−=
1

1

)()()( 110

t

t

dttthty ττδ  
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∫و انتگرال برابر 
+

−

=−
1

1

1)( 1

t

t

dt ττδ  است.  

)()( :در نتيجه  10 tthty −=  
  
خ ضربه و پاس )الف- 14- 6(اگر ورودي مدار خطي تغيير ناپذير با زمان مطابق شكل  : )8-6(مثال •

  .پاسخ حالت صفر مدار را بدست آوريد  ,باشد  )ب-14- 6(مطابق شكل  th)( آن

  
  )الف)             (14-6(شكل)                ب(                    

 : پاسخ •
  :را در نظر بگيريم داريم  tx)( اول اگر معادله

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>

<<

<

=

Tt

Ttt
T

t

tx

,0

0,1
0,0

)(  

  :نتيجه مي شود , تغيير مي دهيم  τبه  th)( و tx)(را در  t در نتيجه متغير هاي زمان

)()( ττ τuAeh −=                                      
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>

<<

<

=

T

T
T

x

τ

ττ

τ

τ

,0

0,1
0,0

)(  

  :دوم اگر بخواهيم از انتگرال اول استفاده كنيم يعني 

∫ −=
t

dxthty
0

0 )()()( τττ  

)( )ب ولف  ا-15-6(مطابق شكل  τ−h و )(τx  را رسم مي كنيم.  

  
  )ا لف(                               )                  ب(
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  )ج)                                          (د)                                          (ه(

  )15-6(شكل
  

)(و اگر  τ−h  و)(τx  را در يك دستگاه مطابق شكل)0 چون رسم كنيم در اين حالت) ج-15-6=t 
0,)(0 :تگرال برابر صفر است يعني نا, يعني انتقال داده نشده  0 =< tyt  

)( و اگر τ−h  را به اندازهTt  تا 0 انتگرال در فاصله بين )د- 15-6(تقال دهيم مطابق شكل نا 0>>
t  بايد محاسبه گردد.  

)()(                                                                                        :زيرا داريم  )( ττ τ −=− −− tuAeth t  

∫ ×−= −−
t

t d
T

tuAety
0

)(
0 )()( ττττ  

∫∫ −−− ==
t

t
t

t dee
T
Ade

T
Aty

00

)(
0 )( ττττ ττ  

2)1( كه با استفاده از انتگرال −=∫ ax
a
edxxe

ax
ax  يا از روش جزء به جزء انتگرال را حساب مي كنيم ,

  :نتيجه مي شود 

Tte
T
Aee

T
Aty ttt <<−=−

+
×= −−− 0,|)1()1(

)1(
)( 0

)(
20 ττ τ

τ

  

Ttte
T
Ae

T
At

T
Aty tt ≤≤−+=+−= −− 0),1()1()(0  

Tt و پاسخ براي زمان هاي مي  T در نتيجه حد بالاي انتگرال. مي شود  )ه - 15-6(مطابق شكل  <
  .صفر است  τx)( ز آنباشد زيرا بعد ا

∫ ×−= −−
t

t d
T

tuAety
0

)(
0 )()( ττττ  

∫ −×== −−
T

Ttt ee
T
Adee

T
Aty

0
00 |)1(

1
)( τττ

τ
τ  

[ ] TteTee
T
Ae

T
ATe

T
Aty TTttTt ≥+−=+−= −−+− ,1)1()(0  

0,)(0 :داريم ) الف- 16-6(اگر از انتگرال دوم استفاده شود مطابق شكل   0 =≤ tyt  
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  )الف(                        )             ب)                                      (ج(

  )16-6(شكل
  

Ttاگر     ) :ب-16- 6(تغيير كند مطابق شكل  0>>

ττττ d
T

tuAety
t

∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
0

0 )()(  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−= ∫ ττ ττ dete

T
Aty

t

0
0 )()(  

[ ]1)1()1(|)1(
1

|)( 000 +−−−=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ −−= teet
T
Aete

T
Aty tttt τ

τ
τ  

)1()(0 −+= te
T
Aty t  

Ttاگر    :داريم ) ج- 16-6(گردد مطابق شكل  <

τττ d
T

tAety
t

Tt
∫
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=)(0  

[ ]tt
t

Tt

ete
T
Adete

T
Aty 000 |]1[|)()( −−=−= ∫

−

τττ τυττ  

Tt
T
Ate

T
Atte

T
Aty tt >⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +−−−= ,)1()()(0  
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 تاليف وتدوين مهدي حاجي پور                                       هفتمفصل  

  جريان متناوب سينوسي در حالت دائم
با ورودي سينوسي مي پردازيم و پاسخ دائم را مورد  RLCاين فصل به تجزيه و تحليل مدار هاي در 

تعريف جريان : مطالبي كه در اين فصل ارائه مي شوند عبارتند از . بحث و بررسي قرار مي دهيم 
ر موج هاي سينوسي و همچنين ضريب دامنه و ضريب متناوب سينوسي ، مقدار متوسط ، مقدار مؤث

شكل ، يادآوري اعداد مختلط و كاربرد آن ها در تحليل مدارهاي با جريان متناوب سينوسي ، اثر 
ژ  قوانين جريان و ولتا ، RLCجريان متناوب سينوسي بر مقاومت ، سلف و خازن و مدار هاي 

 هاي تحليلي با استفاده از مثال است و در ادامهروش  يادآوري كيريشهف در جريان متناوب سينوسي
و همچنين مسئله قضيه انتقال حداكثر توان و جمع پذيري به موضوع توان در جريان متناوب سينوسي 
  .توان ها و تصحيح ضريب توان مي پردازيم 

 تعريف جريان متناوب سينوسي -7-1 •

)()cos(است از سينوسي از نگاه تحليلي عبارت )  ولتاژ (يك نيروي محركه  φω += tVtv m  كه با
fπω فركانس زاويه اي   .ايجاد مي شود  =2

T
f 1
بطوريكه در سيستم هاي قدرت اين موج . فركانس موج بستگي به مولد و كاربرد آن دارد  =

در . هرتز ايجاد مي شود  400يا و  60يا  50توسط ژنراتورهاي آسنكرون با فركانس هاي تقريباً ثابت 
صورتيكه در سيستم هاي مختلف الكترونيكي و مخابراتي توسط سيگنال ژنراتورها تا فركانس هاي حتي 

  .مي گردد ) GHZ(ز توليد چند گيگا هرت
را زي. است )  تناوبي (مشاهده مي شود اين موج يك موج پريود يك ) 1- 7(همانطور كه در شكل 

)()( Ttftf   .مي باشد  =+

  
  )1-7(شكل 

 مقدار متوسط و مقدار مؤثر  -7-1-1 

د باشد از رابطه  T كه داراي دوره تناوب tf)(مقدار متوسط يك موج متناوب مانن

∫=
T

av dttf
T

F
0

  .بدست مي آيد  1)(

tIti سينوسي مانند در مورد يك جريان متناوب m ωsin)( مشاهده ) 2-7(گونه كه در شكل  همان =
  :مي شود مقدار متوسط يك پريود برابر صفر است 
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  )2-7(شكل

اما در عمل در مورد جريان يا ولتاژ متناوب سينوسي مقدار متوسط را براي نيم پريود محاسبه مي  
  :نمايند ، در نتيجه 

∫ ==
2

0

2
sin

2

1
T

m
mav

I
tdtI

T
I

π
ω  

ط جريان هاي متناوب سينوسي در تحليل دستگاههاي اندازه گيري سو يكي از كاربرد هاي مقدار متو
  .الكتريكي مي باشد 

اما آنچه در تحليل مدارهاي جريان متناوب سينوسي بيشتر مورد نظر مي باشد مقدار مؤثر موج 
  .متناوب سينوسي است و مقدار مؤثر به شرح زير تعريف مي گردد 

 tf)( )تناوبي ( مقدار مؤثر نيز خود به نوعي مقدار متوسط است و در مورد يك موج پريوديك  اولاً

=∫از رابطه 
T

RMS dttf
T

F
0

2 ...(و مقدار . بدست مي آيد  1)( SMR ( موج ناميده مي شود زيرا

  .بع تابع است مقدار متوسط مر) ريشه دوم ( مقدار مؤثر برابر جذر 
tIti ثانياً مقدار مؤثر موج متناوب سينوسي m ωsin)(   :برابر است با  =

2
sin1

0

22 m
T

mRMS

I
tdtI

T
I == ∫ ω  

 ب دامنه و ضريب شكل ضري -7-1-2 

دو ضريب در اندازه گيري ها داراي اهميت مي باشد كه در ) پريوديك ( در مورد موج هاي تناوبي 
  .اخته و مقدار آنها را براي جريان متناوب سينوسي محاسبه مي كنيم اين قسمت به تعريف آنها پرد

  :نمايش دهيم برابر است با  aKاگر اين ضريب را با :ضريب دامنه  -الف 
  

  =aK ضريب دامنه  
  

)()cos( كه در مورد جريان متناوب سينوسي φω += tIti m  برابر است با ضريب دامنه:  

2

2

==
m

m
a I

I
K  

 مقدار ماكزيمم دامنه موج متناوب

 مقدار مؤثر موج متناوب
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ولت را نشان  30و بطور مثال اگر ولتاژ متناوب سينوسي را با ولتمتر اندازه گيري نماييم و ولتمتر 
مشاهده نماييم و دامنه آن را اندازه بگيريم ، دامنه موج برابر دهد و اگر موج را روي اسيلوسكوپ 

  :است با 
3.42230ولت  ==mV  

  :نشان دهيم برابر است با  fK اگر اين ضريب را با :ضريب شكل  –ب 
  

  =fK ضريب دامنه  
  

)()cos( كه در مورد جريان متناوب سينوسي φω += tIti m  مقدار ضريب شكل برابر است با:  

11.1
222

2 ===
π

π
m

m

f I

I

K  

  .در طراحي و ساخت دستگاههاي اندازه گيري جريان متناوب سينوسي كاربرد دارد  fK اين ضريب
 يادآوري اعداد مختلط - 7-2 •

  .يك عدد مختلط را معمولاً به دو فرم در صفحه مختلط نمايش مي دهند 

  
  )3-7(شكل

و ) Real(ي نشان داده شده است داراي دو محور حقيق) 3-7(صفحه مختلط همانگونه كه در شكل 
و بردار واحد محور انگاري + 1مي باشد كه بردار واحد محور حقيقي ) Image(انگاري يا موهومي 

j+  1(مي باشد و−=+ j ( بنابر اين نقطه . استA ) بردارA (ان در صفحه مختلط را مي تو
  .چنين نشان داد 

jbaA فرم دكارتي - 1 +=  
است و تصوير نقطه يا بردار  aبر روي محور حقيقي برابر  Aكه در اين فرم تصوير نقطه يا بردار 

A  انگاري برابر بر روي محورb  است كه در بردار واحد محور انگاريj شده است  ضرب.  
ααفرم قطبي يا فازوري  - 2 jeAAA |||| =∠=  

|| كه در اين فرم نمايش A  طول فاصله بين مبدأ مختصات و نقطهA  ) طول بردارA ( مي باشد و
  .نسبت به جهت مثبت محور حقيقي است  Aزاويه بردار  α زاويه

  :حال به ارائه چند نكته در مورد اعداد مختلط مي پردازيم 
  اعداد مختلط به يكديگر  تبديل فرم هاي نمايش: الف 

 مقدار مؤثر موج متناوب

 مقدار متوسط موج متناوب
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بل تبديل مي باشند بطوريكه براي تبديل فرم دكارتي به اين دو فرم نمايش اعداد مختلط به هم قا
  .فرم فازروي چنين عمل مي شود 

  :داريم ) 3- 7(با توجه به شكل 
jbaA +=  
αjeAA ||=  

a
btg 1−=α  يا  

a
btg =α  22و|| baA +=  

  :بردار به فرم فازوري باشد براي تبديل به فرم دكارتي مي توان نوشت و بر عكس در صورتيكه 
αjeAA ||=  

αα sin||,cos|| AbAajbaA ==⇒+=  
  :كه مشاهده مي شود مي توان نتيجه گرفت كه در اين تبديل همان گونه 

[ ]αjeAb ||.Im=   و[ ]αjeAa ||Re .=  
  

   ضرب و تقسيم اعداد مختلط: ب 
بطور . براي ضرب و تقسيم اعداد مختلط از هر دو فرم دكارتي و فازوري مي توان استفاده كرد 

  :مثال 
1|| 1111

αjeAjbaA =+=  
2|| 2222

αjeAjbaA =+=  
)())(( 12212121221121 babajbbaajbajbaAA ++−=++=  

)(
212121

2121 |||||||| αααα +== jjj eAAeAeAAA  
)(

2

1

2

1

22

11

2

1 21

2

1

||
||
|| αα

α

α
−==

+

+
= j

j

j

e
A
A

eA
eA

jba
jba

A
A  

  
  جمع و تفريق اعداد مختلط : ج 

فريق اعداد مختلط فقط از فرم دكارتي مي توان استفاده نمود و بنابر اين اگر اعداد براي جمع و ت
داده شده باشند بايد آن ها را مطابق بند الف به فرم دكارتي ) قطبي ( مختلط به صورت فازوري 

  :برابر است با  2Aو  1A، و جمع و تفريق دو بردار تبديل نمود و سپس جمع يا تفريق را انجام داد 
)()()()( 2121221121 bbjaajbajbaAA +±+=+±+=±  

  
  بردار مزدوج : د 

در  A* و بردار مزدوج آن Aاست كه بردار  A*داراي يك بردار مزدوج مختلط  Aمختلط بردار 
  .نشان داده شده اند ) 4-7(شكل 
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  )4-7(شكل

  
  :و از لحاظ تحليلي عبارتست 

A : αjeAjbaAبردار  ||=+=  
A : αjeAjbaA* بردار مزدوج −=−= ||*  

  ) +j(در بردار واحد محور انگاري  Aب بردار ضر -1:ه 
902مي توان بصورت را نيز به فرم فازوري ) +j( بردار  jj

eej ==
π

  .نوشت  
αjeAA در نتيجه اگر بردار   :ضرب كنيم حاصل ضرب عبارت است از  +jرا در بردار  =||

)90(90 |||| +== αα jjj eAeAejA  
ضرب  jرا در بردار Aمي توان چنين بيان كرد كه اگر بردار ) 5-7(ا توجه به نتيجه تحليل و شكل ب

  .مي چرخد ) خلاف جهت عقربه هاي ساعت ( درجه در جهت مثلثاتي  90 برابرAكنيم بردار 

  
  )5-7(شكل

  )−j(در بردار  Aردار ضرب ب - 2:ه 
90jej :به فرم فازوري عبارت است از ) −j(بردار  −=−  

αjeAA در نتيجه اگر بردار   :ضرب كنيم حاصلضرب برابر است با ) −j(را در  =||
)90(90 |||| −− ==− αα jjj eAeAejA  

در جهت  90 به اندازهAچنين مي توان نتيجه گرفت كه بردار ) 5-7(با توجه به تحليل و شكل 
  .عقربه هاي ساعت مي چرخد 

  
  نمايش جريان متناوب سينوسي به فرم فازوري:  و
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در نظر بگيريم تصوير بردار بر محور حقيقي برابر است ) 6- 7(مطابق شكل  Aمختلطاگر يك بردار 
  :با 

[ ]αα jeAAa ||.Recos|| ==  
  

  
  )6-7(شكل

)()cos( مشاهده مي شود كه يك موج سينوسي جريان مانند φω += tIti m  را مي توان تصوير يك
mIAبردار مختلط با قدر مطلق  )(و زاويه  ||= φωα += t  بر محور حقيقي در نظر گرفت.  

[ ] [ ]tjj
m

tj
mm eeIeItIti ωφφωφω .ReRe)cos()( )( ==+= +  

tjeاز طرف ديگر جمله  ω  بردار ثابتφj
meII ) 7-7(را در صفحه مختلط مي چرخاند ، مانند شكل  =

1tt و t=0كه بردار زمان هاي  2tt و  =   .نشان داده شده است  =

  
  )7-7(شكل

  
0== teII j

m
φ  

1
11 tteeIIe tjj

m
tj == ωφω  

2
22 tteeIIe tjj

m
tj == ωφω  

φj فرض شود بردار t=0بنابر اين اگر 
meII يان جر) دامنه مختلط ( را دامنه فازوري جريان  =

براي آشنايي بيشتر با تبديل جريان . گويند كه شامل دامنه موج جريان و زاويه فاز جريان مي باشد 
  .و بر عكس به مثال هاي زير مي پردازيم ) فاز برداري ( متناوب سينوسي به فرم فازوري 

 .جريان و ولتاژ هاي سينوسي داده شده را به فرم فازوري تبديل كنيد  : )1-7(مثال •

)30100cos(2)( += tti  )1  
)45100cos(30)( −= ttv π  )2  
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)6010sin(100)( += ttv  )3  
 

 : پاسخ  •

[ ] [ ] [ ]tjtjjtj Ieeeetti ωRe2Re2Re)30100cos(2)( 10030)30100( ===+= +  )1  
 

  :برابر است با  I در نتيجه فازور جريان
A  302A 2 30 ∠== jeI  

[ ] [ ] [ ]tjtjjtj Veeeettv ωπππ Re30Re30Re)45100cos(30)( 10045)45100( ===−= −−  )2  
  :برابر است با  V در نتيجه فازور ولتاژ

V   4530V  30 45 −∠== − jeV  
)6010sin(100)( += ttv  )3  

چون تابع بصورت سينوسي داده شده است مناسب است كه ابتدا آن را به صورت تابع كسينوسي در 
  .آوريم و سپس عمليات را در مورد تبديل فازوري آن انجام دهيم 

[ ] [ ] [ ]tjtjjtj Veeeettv

ttttv
ωRe100Re100Re)3010cos(100)(

)3010cos(100)906010cos(100)6010sin(100)(
1030)3010( ===−=

−=−+=+=
−−

   

  :نتيجه فازور ولتاژ برابر است با  در
V30100100 30 −∠== − jeV  

 .جريان و ولتاژ هاي فازوري داده شده را در حوزه زمان بنويسيد  : )2-7(مثال •

sec2,A   305     rad=−∠ ω  )1  
HZf 50,V   6060     =∠  )2  

 : پاسخ  •

[ ] [ ])302(230 5Re5Re)( −−− == tjtjj eeeti  )1  
A   )302cos(5)( −= tti  

[ ] [ ])60100(10060 60Re60Re)( +== tjtjj eeetv ππ وπππω 1005022 =×== f  )2  
V   )60100cos(60)( += ttv π  

 
 RLCومدا ر  اثر جريان متناوب سينوسي بر مقاومت و سلف و خازن - 7-3 •

پرداخته و سپس  Cو  Lو  Rدر اين قسمت ابتدا به بررسي اثر جريان متناوب سينوسي بر اجزاء مدار 
  .سينوسي مي پردازيم ودي سري با ور RLCبه تجزيه و تحليل مدار 

 اثر جريان متناوب سينوسي بر مقاومت -1- 7-3 

)()cos( اگر جريان φω += tIti m از مقاومت R  الف-8-7(عبور نمايد مطابق شكل (  
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  )الف(                                    )         ب)                                            (ج(                              

  )8-7(شكل
  

)cos()cos()()( φωφω +=+== tVtRItRitv mmR  
mmمشخص مي شود اولاً ) ب- 8-7(و شكل  tvR)( همان گونه كه از معادله RIV احتلاف فاز بين و =

را بخواهيم مورد  ريان مقاومتبين ولتاژ و ج رابطه فازوري اگر ثانياً ولتاژ و جريان صفر است و
  .بررسي قرار دهيم مشاهده مي شود 

[ ] [ ]tjj
m

tj
mm eeIeItIti ωφφωφω ReRe)cos()( )( ==+= +  

[ ] φω j
m

tj eIIIeti =⇒= Re)(  
[ ] [ ]tjj

m
tj

mmR eeVeVtVtv ωφφωφω ReRe)cos()( )( ==+= +  
[ ] φω j

m
tj

R eVVVetv =⇒= Re)(  
RIVeRIeVV j

m
j

m =⇒== φφ  
  :بنابر اين نتيجه مي شود 

⎩
⎨
⎧

=
=

RR

RR

GVI
RIV  

  و جريان مقاومت بصورت برداري دو بردار هم فاز ه ولتاژ نشان مي دهد ك) ج- 8-7(و شكل 
   .مي باشند 

 اثر جريان متناوب سينوسي بر سلف -2- 7-3 

در نظر بگيريم كه جريان ) الف-9- 7(مطابق شكل  Lاگر سلف خطي تغيير ناپذير با زمان با القاگري 
)()cos( متناوب φω += tIti m  نمايداز آن عبور:  

  
  )الف)                                   (ب)                                              (ج(                                  

  )9-7(شكل
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  :ولتاژ دو سر سلف برابر است با  

dt
di

Ltv L
L =)(  

[ ] )sin()cos()( φωωφω +−=+= tILtI
dt
dLtv mmL  

)90cos()( ++= φωω tILtv mL  
)90cos()( ++= φωtVtv mL  

  :نتايج زير حاصل مي شود  tvL)( از رابطه
درجه وجود دارد كه بدين طريق قابل بيان است و در  90بين ولتاژ و جريان سلف اختلاف فاز  –الف 

  .نمايش داده شده است ) ب-9-7(اين حالت اختلاف فاز در شكل 
  )جلوتر است . ( جه تقدم فاز دارد در 90ولتاژ دو سر سلف نسبت به جريانش  -
 )عقب تر است ( درجه تأخير فاز دارد  90جريان سلف نسبت به ولتاژ دو سرش  -

mm :مي توان نوشت   tvL)(و ti)(با توجه به رابطه –ب  ILV ω=  

=Ω داراي ديمانسيون ωL كه با توجه به ديمانسيون جريان و ولتاژ
A
V  است يا از طرف ديگر

  :ديمانسيون عبارت است از 

[ ] Ω=×Ω=
sec
1secωL  

) واكنائي سلفي  (را راكتانس سلفي  ωL بنابر اين عكس العمل سلف در مقابل جريان متناوب سينوسي
  .نمايش مي دهند  ωLX)( معمولاً راكتانس سلفي را با. كانس است گويند كه وابسته به فر

ωω LX L =)(  
معكوس راكتانس . نشان داده مي شود  G و با است و همانطور كه عكس مقاومت رسانايي الكتريكي

يا  mhoگويند ، و واحد آن ) رسانايي واكنشي ( پتانس د و سوسنمايش مي دهن ωLB)(سلفي را با 
  .است ) S(زيمنس 

)(
11)(
ωω

ω
L

L XL
B ==  

  :رابطه فازوري ولتاژ و جريان سلف  –ج 
[ ] [ ]tjtjj

mm IeeeItIti ωωφφω ReRe)cos()( ==+=  
[ ] [ ]tj

L
tjj

mmL eVeeVtVtv ωωφφω ReRe)90cos()( )90( ==++= +  
90)90( ., jj

m
j

mL
j

m eeILeVVeII φφφ ω=== +  
IjLVeIjLV L

j
mL ωω φ =⇒=  

  :بنابر اين مي توان نتيجه گرفت 
LLLL IjXIjLV )(ωω ==  

LLLL VjBV
Lj

I )(1 ω
ω

−==  

  .است ) ج- 9-7(ولتاژ و جريان سلف در صفحه مختلط مطابق شكل ) فاز برداري ( روابط فازوري 
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 ωL را در مقدار LI مشاهده مي شود اگر بردار جريان) ج-9-7(همانطور كه در شكل : تذكر 
بردار واحد بايد در  اين بردارضرب كنيم برداري هم فاز جريان ايجاد مي شود كه ولتاژ سلف نيست و

  .محور انگاري ضرب شود تا بردار ولتاژ سلف بدست آيد
 اثر جريان متناوب سينوسي بر خازن - 3- 7-3 

در نظر بگيريم ، طبق ) الف-10-7(مطابق شكل  C زمان با ظرفيتخطي تغيير ناپذير با اگر يك خازن 
CVq تعريف )()cos(اگر ولتاژ  = φω += tVtv mخازن اعمال گردد باعث ايجاد بار متغير  سربه دو

  .در جوشن هاي خازن مي گردد 
)cos()( φω += tCVtq m  

  .يجاد جريان در مدار خازني مي شود و بار متغير باعث ا

[ ] )sin()cos()( φωωφω +−=+== tVCtCV
dt
d

dt
dqti mmC  

)90cos()()90cos()( ++=⇒++= φωφωω tItitVCti mCmC  

  
  )الف)                                  (ب)                                              (ج(                                    

  )10-7(شكل
  :عبارتند از  tiC)(نينتايج حاصل از رابطه جريان مدار خاز

  درجه وجود دارد ، كه در شكل  90بين ولتاژ و جريان در خازن اختلاف فاز همانند سلف  –الف 
  .نمايش داده شده است ) ب-7-10(

  .درجه تقدم فاز دارد  90جريان در مدار خازني نسبت به ولتاژ دو سر خازن  -
 .ر فاز دارد يدرجه تأخ 90ار خازني ولتاژ دو سر خازن نسبت به جريان مد -

mm نتيجه مي شود كه tiC)(و جريان tv)( از رابطه ولتاژ –ب  VCI ω=  كهωC  داراي ديمانسيون

S زيمنس
V
A
  :يت و فركانس داريم مي باشد يا با توجه به ديمانسيون ظرف =

[ ] mhoSSC ==××=
sec
1secω  

نمايش داده مي شود و همان گونه كه مشاهده  ωCB)( را سوسپتانس خازني گويند و با ωCمقدار

ωωگرددمي  CBC تابع فركانس است و معكوس آن )(=
ω

ω
C

X C

1)( واكنائي ( ازني راكتانس خ =
  .مي باشد )Ω (اهم كه داراي ديمانسيون. گفته مي شود ) خازني 

  ولتاژ و جريان خازن) فاز برداري ( روابط فازوري  –ج 
[ ] [ ] φωωφφω j

m
tjtjj

mmC eVVVeeeVtVtv =⇒==+= ReRe)cos()(  
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[ ] [ ]tj
C

tjj
mmC eIeeItIti ωωφφω ReRe)90cos()( )90( ==++= +  

90)90( . jj
m

j
mC eeIeII φφ ==⇒ +  

mm و با توجه به رابطه VCI ω=  مي توان نوشت:  

C
j

mC
jj

mC VjCeVjCIeeVCI ωωω φφ ==⇒= 90.  
  .نمايش داده شده است ) ج-10-7(اين رابطه بصورت برداري در شكل 

  :بنابر اين روابط فازوري بين ولتاژ و جريان عبارتند از 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−==

==

CCCC

CCCC

IjXI
jC

V

VjBVjCI

)(1
)(

ω
ω

ωω
  

  )δtg(ضريب تلفات دي الكتريك خازن  
را بيان كرديم و ديديم كه مقدار ضريب  LQفصل پنجم ضريب كيفيت  در مورد سيم پيچ ها در

  . كيفيت بستگي به مقاومت سيم پيچ دارد 
Dtg ن در مورد خازن هاي فيزيكي ضريب تلفات دي الكتريك خاز =δ  را چنين مي توان بيان كرد

-11-7(اومت خيلي بزرگي است موازي با خازن مطابق شكل خازن داراي مق) عايق ( الكتريك  كه دي
)()()( و بر اساس قانون جريان ها) الف tititi RCC و با توجه به روابط فازوري جريان و ولتاژ  =′+

CIمشاهده مي شود كه بين جريان در خازن ايده آل ) ب-11-7(مقاومت و خازن در شكل  و جريان  ′
را ضريب تلفات دي الكتريك خازن  δtgوجود دارد كه δ يك اختلاف فاز كوچك CI زيكيخازن في
  .گويند 

  
  )الف)                                                        (ب(

  )11-7(شكل
 متناوب سينوسي  سري با منبع RLCتحليل مدار  - 4- 7-3 

را در  ti)( را  مورد تجزيه و تحليل قرار داده و جريان) 12-7(در اين قسمت مداري مطابق شكل 
  .حالت دائم محاسبه مي كنيم 

  
  )12-7(شكل
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)()cos( در صورتيكه φω += tVtv mS باشد مي دانيم كه)(ti ي است بنابر پاسخ دائم مشابه ورود
)()cos( اين آن را بصورت θω += tIti m  فرض مي كنيم و با توجه بهKVL  مدار مي توان چنين

  :نوشت 
)()()()( tvtvtvtv SCLR =++  

)(1)( tvidt
Cdt

diLtRi S=++ ∫  
[ ] [ ]tj

S
tjj

mmS eVeeVtVtv ωωφφω ReRe)cos()( ==+=  
[ ] [ ]tjtjj

mm IeeeItIti ωωθθω ReRe)cos()( ==+=  
  KVLبا قرار دادن ولتاژ و جريان در معادله 

[ ] [ ] [ ]∫ =++× tj
S

tjtjtj eVdtIe
C

Ie
dt
dLIeR ωωωω Re)Re(1)Re(Re  

  يا

[ ] [ ] [ ]tj
S

tjtjtj eVIe
jC

LIejRIe ωωωω

ω
ω Re1Re)Re(Re =⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡++  

  :مختلط رابطه را مي توان چنين نوشت  دبا توجه به خاصيت اعدا
tj

S
tjtjtj eVIe

jC
LIejRIe ωωωω

ω
ω =++

1  

SVI
jC

LIjRI =++
ω

ω 1  
  :داريم  C و L و R و با توجه به روابط فازوري ولتاژ و جريان

SCLR VVVV =++  
  :را محاسبه كنيم چنين حاصل مي شود كه  I و اگر جريان

SV
jC

LjRI =++ )1(
ω

ω  

)1()1(
C

LjR

V
I

jC
LjR

V
I SS

ω
ω

ω
ω −+

=⇒
++

=  

)1( همان گونه كه از مخرج كسر بر مي آيد
C

LjR
ω

ω يك تابع مختلط است كه شامل قدر  +−

22 مطلق )1(
C

LR
ω

ω  و زاويه +−
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
−

R
C

L
tg

)1(
1 ω

ω
و از طرفي از لحاظ ديمانسيون داراي  

  ناميده ) رائي يپاگ( است كه عكس العمل كلي مدار در مقابل جريان مي باشد و امپدانس  Ω واحد
)(مي شود و با  ωjZ  نشان داده مي شود.  

R
C

L
tg

C
LR

C
LjRjZ

)1(
)1()1()( 122 ω

ω

ω
ω

ω
ωω

−
∠−+=−+= −  
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θj بنابر اين با جايگذاري
meII φj و =

mS eVV )(و = ωjZ  دامنه جريان و زاويه آن بدست  
  .مي آيند 

R
C

L
tg

C
LR

eV
eI

j
mj

m
)1(

)1( 122 ω
ω

ω
ω

φ
θ

−
∠−+

=

−

  

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
−=

−+
=

−

R
C

L
tg

C
LR

V
I m

m

ω
ω

φθ

ω
ω

1

)1(

1

22

  

سخ دائم مدار مي توان از روابط فازوري بنابر اين اگر ورودي مدار منبع سينوسي باشد براي تعيين پا
بجاي روابط در حوزه زمان استفاده نمود و سپس پاسخ فازوري را به حوزه زمان انتقال داد و 

  .به فرم فازوري مي توان به شرح زير عمل نمود همچنين براي تحليل 
فرض مي كنيم ، منبع سينوسي ورودي را بصورت فازوري مي نويسيم و پاسخ مدار را نيز فازوري  - 1

  )13-7(مطابق شكل 

  
  )13-7(شكل

 KCLيا  KVLبا توجه به روابط فازوري بين ولتاژ و جريان اجزاء مدار و پاسخ فازوري مدار  - 2
  .نوشته و پاسخ فازوري را محاسبه مي كنيم 

SCLR VVVV =++  

I
jC

VC ω
1

=         IjLVL ω=       RIVR =  

SVI
jC

IjLRI =++
ω

ω 1  

 
)1(

ω
ω

C
LjR

V
I S

++
=         SVI

jC
jLR =++ )1(

ω
ω  

  امپدانس نقطه تحريك  
IjZVS سري رابطه RLCحال اگر در يك مدار  )( ω=  را در نظر گيريم)( ωjZ  را امپدانس نقطه
  :است با  تحريك گويند و برابر
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)1()(
ω

ωω
C

LjR
I

V
jZ S −+==  

ωω با توجه به LX L  و )(=
ω

ω
C

X C

1)(   .امپدانس برابر است  =
[ ] )()()()( ωωωω jXRXXjRjZ CL +=−+=  

) كنائي وا(  ωX)( و جز انگاري R همان گونه كه مشاهده مي شود امپدانس شامل دو جزء حقيقي
  .مي باشد 

  .مي باشد  Zφفاز  از طرف ديگر شامل قدر مطلق و زاويه

R
XtgXRjZ Z

)(,)(|)(| 122 ωφωω −=∠+=  
  .مي پردازيم  RLCدر اين قسمت به چند نكته در مورد امپدانس مدار هاي 

  :الف 
)()(اگر  - ωω CL XX )(0 باشد < >ωX  0و>Zφ  است و اثر را سلفي گويند.  
)(0اگر  - =ωX 0در اين صورت=Zφ  است و اثر را اهمي خالص گويند. 

)()(اگر  - ωω CL XX )(0باشد > <ωX 0و<Zφ  است و اثر را خازني گويند. 

  :همان زاويه اختلاف فاز بين ولتاژ و جريان مدار است زيرا  Zφزاويه : ب 

Zj
m

j
m jZ
eI
eV

I
VjZ

i

v

φωω φ

φ

∠=== |)(|)(  

ivZ φφφφ −==  
به عنوان مبنا انتخاب مي شود  vφ و در مورد تحليل مدار هاي جريان متناوب سينوسي زاويه فاز ولتاژ

  .از آن كسر مي گردد  iφ و زاويه فاز
22)( از رابطه قدر مطلق امپدانس: ج  ωXRZ چنين مي توان نتيجه گرفت كه اين رابطه  =+

  )14-7(بيان گر يك مثلث قائم الزاويه به نام مثلث امپدانس است ، مطابق شكل 

  
  )14-7(شكل

در اين مثلث 
Z
R

=φcos يب توانبه نام ضر )Power Factor( ..FP  تعريف مي گردد.  
cos(cos( و از آنجا كه φφ مشخص نمي باشد در عمل و است مثبت يا منفي بودن زاويه فاز  =−

  مي شودتحليل به شرح زير اقدام 
بكار مي رود وبيانگر اين  Lagging) پس فاز(باشد همراه ضريب توان كلمه φ<0در صورتيكه  - 1

  است كه مدار داراي اثر سلفي است 
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 وبيانگر اين بكار مي رود Leading) پيش فاز(باشد همراه ضريب توان كلمه φ>0در صورتيكه  - 2
پيش  φCos=7.0پس فاز  يا φCos=8.0: بطور مثا ل  است كه مدار داراي اثر خازني مي باشد

  فاز
 )گذارائي ( تعريف ادميتانس  

)(گويند كه با ) گذارائي ( مدار به ولتاژش را ادميتانس  نسبت جريان ωjY  نمايش داده مي شود و
  .مي باشد ) Sيا  mho(واحد آن 

)(
1)(
ω

ω
jZV

IjY ==  

  :سري همانطور كه مشاهده شد  RLCو در مورد يك مدار 
)()( ωω jXRjZ +=  

  :بنابر اين ادميتانس آن برابر است با 

)(
)(

)()(
)(

)(
1

)(
1)( 222222 ω

ω
ωω

ω
ωω

ω
XR

jX
XR
R

XR
jXR

jXRjZ
jY

+
−

+
=

+
−

=
+

==  

) رسانايي ( اين رابطه بيانگر اين است كه ادميتانس نيز شامل دو جزء حقيقي 
)(22 ωXR

RG
+

و  =

) سوسپتانس ( جزء انگاري
)(

)()( 22 ω
ωω
XR

XB
+

  :با واحد زيمنس است و برابر است با  =

)()( ωω jBGjY −=  
yjyejYادميتانس را مي توان بصورت  φω 22)(نمايش داد كه قدر مطلق آن   )(= ωBGy += 

و زاويه فاز آن برابر 
  :است با 

  

  
ωjBGy)(قدر مطلق ادميتانس  . بيانگر مثلث قائم الزاويه اي به نام مثلث ادميتانس است  =−

  )15-7شكل (

  
  )15-7(شكل 

  :بنابر اين روابط بين جريان و ولتاژ يك مدار عبارتند از 
IjZV )( ω=  

VjYI )( ω=  

Zy R
Xtg

XR
R
XR

X

tg
G

Btg φω

ω

ω
ω

ωφ −=−=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

+−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= −−− )(

)(

)(
)(

)( 1

22

22
11



٢٩۴ 
 

  :قوانين كيرشهف در جريان متناوب سينوسي حالت دائم  -7-4
را ) 16- 7(هرگاه يك گره از يك شبكه مطابق شكل  ،: هاي كيرشهفقانون جريان  -7-4-1

در نظر گيريم و جريان شاخه ها داراي فركانس يكسان باشند و بصورت 
)()cos(رابطه KmKK tIti φω   درنتيجه . تعريف شده باشند  =+

  .به صورت فازوري چنين بيان مي گردند 

  
  )16-7(شكل 

  
[ ] [ ] [ ]tj

K
tjj

mK
tj

mKK eIeeIeIti KK ωωφφω ReReRe)( )( === +  
  :قانون جريان ها در گره داريم و طبق 

∑
=

=⇒
n

K
K tiKCL

1

0)( 

  KCLبا جايگذاري فرم فازوري جريان ها در رابطه 

[ ] 0ReRe)cos(
11 1

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡==+ ∑∑ ∑

== =

n

K

tj
K

n

K

n

K

tj
KKmK eIeItI ωωφω  

 :با توجه به خاصيت توابع برداري مي توان نوشت 

0
11

== ∑∑
==

n

K
K

tj
n

K

tj
K IeeI ωω  

 :بنابر اين چنين نتيجه مي شود 

∑
=

=
n

K
KI

1
0  

  .ه رابطه اخير نشان مي دهد همانطور ك
  :در جريان متناوب سينوسي حالت دائم قانون جريان هاي كيرشهف چنين بيان مي شود 

  .جمع برداري جريان ها در هر گره از يك شبكه فشرده برابر صفر است  
، هرگاه يك حلقه  قانون ولتاژ هاي كيرشهف در جريان متناوب سينوسي -7-4-2 •

ام  Kباشد را در نظر گيريم در مورد شاخه ) 17-7(اخه مطابق شكل شاخه و هر شn متشكل از 
 :داريم 

  
  )17-7(شكل
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KKSKK
K

KKSKK IjZVI
C

LjRVV )()1( ω
ω

ω +−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−++−=  

و طبق قانون ولتاژ ها جمع ولتاژ هاي پيرامون حلقه برابر صفر است و با جايگذاري مقادير فازوري در 
  : KVLرابطه 

[ ] 0ReRe
11

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= ∑∑

==

n

K

tj
K

n

K

tj
K eVeV ωω 0ا ي)(

1
=⇒∑

=

n

K
K tvKVL  

00
11

=⇒= ∑∑
==

n

K
K

n

K
K

tj VVe ω  

[ ] K

n

K
K

n

K
SK

n

K
KKSK IjZVIjZV )(0)(

111

ωω ∑∑∑
===

=⇒=+−  

  :بنابر اين قانون ولتاژ ها در جريان متناوب سينوسي در حالت سينوسي بيانگر اين است كه 
 . جمع برداري ولتاژ ها پيرامون يك حلقه برابر صفر است 

 :يا به عبارت ديگر 

امپدانس شاخه هاي  دو سرجمع برداري نيروهاي محركه در حلقه برابر جمع برداري ولتاژ 
 .حلقه مي باشد 

  :تحليل مدار هاي الكتريكي با ورودي سينوسي دائم  - 7-4-3 •
  با ورودي جريان متناوب سينوسي  RLCتعيين پاسخ دائم مدار هاي  -1

عبارت است از جمع دو  RLCيك مدار  همانطور كه در فصول گذشته مشاهده گرديد پاسخ كامل
  .پاسخ همگن و دائم 

بيان شد كه پاسخ دائم مشابه ورودي مدار مي باشد بنابر اين اگر ورودي يك مدار  از طرف ديگر
)(tx  با باشد برابر:  

)()cos()( tutXtx m φω +=  
  :پاسخ دائم مدار نيز برابر است با 

)cos()( θω += tYty mP  
  .زير عمل نمود  به فرم  پاسخ دائم نيز مي توان با توجه به مبحث فازوري  tyP)(براي تعيين 

φjفازور ورودي : الف 
meXX   .را مشخص مي نماييم  =

  .در نظر مي گيريم  Yفازور پاسخ را : ب 
سوسپتانس سلفي و ( خه ها را با توجه به واكنايي هاي سلفي و خازني يا امپدانس يا ادميتانس شا: ج 

  .مشخص مي نماييم ) خازني 
  با توجه به قوانين كيرشهف در حالت فازوري و روش هاي تحليلي فازور پاسخ را مشخص : د 

  .مي نماييم 
  .دائم مي باشد پاسخ  قل نموده پاسخ حاصل در حوزه زمانپاسخ فازوري را به حوزه زمان منت: ه 
  روش هاي تحليلي  -2

همانگونه كه در فصل سوم بيان شد روش هاي تحليلي براي ساده و منظم نمودن تحليل مدار ها بكار 
بنا بر اين روش هاي تحليلي را . مي باشد  KVLو  KCLمي روند و اساس تحليل بر مبناي قوانين 
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بكار برد و در صورتيكه فركانس منابع يكسان  نيز مي توان در جريان متناوب سينوسي حالت دائم نيز
استفاده نمود ، در نتيجه معادلات در اين حالت بصورت معادلات ) فاز برداري (باشد از روش فازوري 

در . بدست مي آيند ) عدد مختلط ( با اعداد مختلط نوشته مي شوند و پاسخ ها نيز بصورت فازور 
و همچنين به تحليل مثال هايي با استفاده از روش هاي  RLCاين قسمت ابتدا به تحليل يك مدار 

  .مي پردازيم ) بر همنهي ( تحليلي گره ، تحليل مش ، جمع اثر 
  
CosttutvSدر صورتي كه  )18- 7(در مدار شكل :   )3-7(مثال • )()(  :باشد =

  
 )18-7(شكل

  .را بدست آوريد tvP)(پاسخ دائم مدار ) فاز برداري(با استفاده از روش فازوري  :الف

)0(مقادير  :ب  +

dt
di 0(و( +

dt
dv را محاسبه نمائيد.  

  .بنويسيد tv)(معادله ديفرانسل مدار را بر حسب  :ج 
  .را بدست آوريد tv)(پاسخ كامل مدار  :د 
⎥مدار را با توجه به بردار حالت   حالتمعادلات  :ه 

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=
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tv
ti

X بصورت برداري بنويسيد.  

  
  :پا سخ  •

فازور ورودي را معين نموده و امپدانس سلف و خازن را حساب مي كنيم وباتوجه مدار معادل :  الف
زن را از ل گره فازور ولتاژ خايبه روش پتانس) الف-19- 7(در حالت فازوري نشان داده شده در شكل 

  :     دستگاه معادلات حساب مي نماييم وآن را به حوزه زمان انتقال مي دهيم 

  
  )الف)                                                 (ب(

  )19-7(شكل
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VVSو  LVاگر ولتاژگره ها را    :عبارت است از  KCLنامگذاري كنيم در نتيجه معادلات  ,
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  :زمان بدست مي آوريم حال ولتاژ خازن را در حوزه 

VtCoStveeetv jtjtj ),(
4
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4
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1Re)( 0 =⇒⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡=  

=−از آنجا كه ورودي مدار در  :ب  0t  برابر صفر است بنابراين ولتاژ خازن وجريان سلف برابر با
  :صفر مي باشند و با توجه به اين مسئله كه تغيير نا گهاني را نمي پذيرند نتيجه مي شود 

0)0()0()0(,0)0()0()0( ====== +−−+ iiivvv LLCC  
  :بنويسيم ، داريم  KCLمعادله  1در گره ) ب-19- 7(اگر در مدار شكل 
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=+و در لحظه  0t  در معادلهKCL 0(1مقدار قرار دهيم ، با توجه به( =+
Sv  نتيجه مي شود:  
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  :بنابر اين 
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di
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1)0( =+  

  :داريم  1و در حلقه 
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3
132 tv

dt
dv
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di

+×=  
=+و در لحظه  0t  داريم:  

0)0(
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12 +=× +

dt
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dt
dv
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1)0( =+  

بر  2و  1روش گره استفاده مي كنيم و براي گره هاي  براي نوشتن معادله ديفرانسيل مدار از :ج 
  :مي نويسيم  KCLحسب پتانسيل گره ها 
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قرار داده و با  KCL)1(محاسبه و در معادله  tv)(را بر حسب  tvL)(ولتاژ  KCL)2(و از رابطه 
  .معادله ديفرانسيل را بدست مي آوريم  KCL)1(انتگرال گيري از معادله 

  :چنين نتيجه مي شود  KCL)2(از 

dt
dvtvtvKCL L +=⇒ )()()2(  

  :چنين نتيجه مي شود  KCL)1(در معادله  tvL)(با جايگذاري

∫ =−++++++⇒
t

S tvtv
dt
dvtvidt
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  :مي شود  پس از مشتق گيري از طرفين معادله چنين حاصل
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dt
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  :داريم  tv)(براي تعيين پاسخ  :د 

Ph vvtv +=)(  

ttvPاز بند الف  cos
4
1)( ه ديفرانسيل را معادله مشخصه معادل hvبدست آمد براي محاسبه  =

  .نوشته و فركانس هاي طبيعي را محاسبه مي كنيم 
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3
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=++ tv
dt
dv
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vd  
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42 jSSS ±−=−±−=⇒=++  

  :بنابر اين 

ttKetv cos
4
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3
5cos()( 3

2

++=
−

φ  

)0(0از دستگاه زير با توجه به  φو  Kو براي محاسبه  =v  و
3
1)0( =+

dt
dv  استفاده مي كنيم.  
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−=⇒−= KK  
  :عبارت است از  tv)(بنابر اين پاسخ كامل 

)()cos
4
1)8.41

3
5cos(336.0()( 3

2

tuttetv ++−=
−  

  :توجه شود داريم ) ب-19-7(شكل در ) 1(نوشتن معادلات حالت مدار اگر به معادله گره  براي :ه 
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tvtv LSL  

  :با ساده كردن معادله چنين نتيجه مي شود 
0)(2)(6)()(3 =−+− tvtitvtv SL  

  يا
)()(2)(6)(3 tvtvtitv SL ++−=  

)()(2)(623 tvtvti
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S++−=  
  :داريم  )ب-19-7(شكل در )Ι(له حلقه با نوشتن معاد
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  :بنابر اين معادلات حالت عبارتند از 
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o 20- 7( در مدار شكل:   )4-7(مثال( ، )(tvL و )(tvR   را محاسبه نماييد. 

  

  
  )20-7(شكل 

  
  :پا سخ  •

اگر به منابع مدار توجه شود منابع جريان مدار داراي فركانس هاي متفاوت مي باشند ، بنابر اين براي 
تعيين پاسخ مدار بايد از اصل جمع اثر استفاده نمود و پاسخ ها را به ازاء هر يك از منابع مدار جداگانه 

  :بنابر اين ، اين چنين عمل مي كنيم . محاسبه و سپس در حوزه زمان آنها را با هم جمع كرد 
را باز نموده و از آنجا كه سلف در مقابل جريان مستقيم  tiS)(منبع جريان :  A 2اثر منبع  :الف 

  :داريم  )الف- 21- 7( اتصال كوتاه و خازن مدار باز مي باشد ، با توجه به مدار معادل شكل
0)( =′ tvL  

VtvR 422)( −=×−=′  

  
  )الف)                                         (ب)                                      (ج(

 )21-7(شكل
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AttiS  اثر منبع جريان :ب  cos)( ه و با استفاده از مدار را باز نمود A 2در اين حالت منبع :   =
tvL)( )ب-21- 7(شكل مدار معادل 

tvR)(و  ′′
  .را محاسبه مي كنيم  ′′

چون در اين حالت منبع سينوسي است از روش فازوري استفاده نموده و امپدانس سلف و خازن را 
  :محاسبه مي كنيم 

sec1rad=ω ⇒∠A 0و  SI  AttiS cos)( = 

 Ω−=
×

−=− 4
1

4
1

jj
C

j
ω

=××=Ωو 212 jjjLω  

LVمقادير فازوري ) ج-21-7(شكل حال با استفاده از مدار معادل  RVو  ′′   .را محاسبه مي كنيم  ′′
  

  .را حساب مي كنيم  1Iبا استفاده از تقسيم جريان 

2
1

1
1

22
012
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2
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j
jjjj

I
I S +

=
−

=
+
∠×

=
+−

×
=  

13521 +∠=+−=′′ jVL   
2

122 1
jjIjVL

+
×==′′  

  و

45212)
2

101(2)( 1 −∠=−=×
+

−∠=×−=′′ jjIIV SR  
LVاگر بردارهاي RVو  ′′   :را به حوزه زمان منتقل كنيم نتيجه مي شود    ′′

  V[ ] [ ] )135cos(2)(2Re.2Re)( )135(135 +=′′⇒==′′ + ttveeetv L
tjjtj

L  
  و

 V[ ] [ ] )45cos(2)(2Re.2Re)( )45(45 −=′′⇒==′′ +− ttveeetv R
tjjtj

R 
  : بنابر اين 

)135cos(20)()()( ++=′′+′= ttvtvtv LLL  
 V)135cos(2)( += ttvL  

Vttvtvtv RRR )45cos(24)()()( −+−=′′+′=                                
o 7-5-توان در جريان متناوب سينوسي:  

                                                                                                                                                 
o 7-5-1 -  توان لحظه اي: 

حاصلضرب ولتاژ دو سر يك عنصر در جريان آن را توان لحظه اي گويند و واحد توان لحظه اي وات 
)W ( مي باشد.  

)()cos(برابر  )22-7(شكل اگر ولتاژ دو سر يك شبكه قطبي مانند بنابر اين  vm tVtv φω و  =+
)()cos(يان آن برابر جر im tIti φω   : توان لحظه اي آن برابر است با . باشند   =+

)cos()cos()()()( ivmm ttIVtitvtp φωφω ++==  
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 )22-7(شكل 

  :بنابر اين توان لحظه اي يك مقاومت برابر است با 

)(2cos
22

)(cos)()()( 2 φωφω ++=+== t
IVIV

tIVtitvtp mmmm
mm  

  .رسم شده است  )الف-23-7(كه در شكل 

  
  )الف)                                                     (ب(

  )23-7(شكل 
  

  :توان لحظه اي يك سلف يا خازن برابر است با 

)(2sin
2

)sin()cos()()()( φωφωφω +=++== t
IV

ttIVtitvtp mm
mm  

  .رسم شده است  )ب-23-7(كه در شكل 
 :، توان ظاهري توان ميانگين ، توان راكتيو  -7-5-2 •

  ) :توان اكتيو ( توان ميانگين  

ωjXRZ)(با توجه به توان لحظه اي يك شبكه يك قطبي با امپدانس  كه يك تابع تناوبي با دوره  =+
 :آن برابر است با ) ميانگين ( است ، مقدار متوسط  Tتناوب 

∫∫ ++=⇒=
T

ivmmav

T

av dtttIV
T

Pdtth
T

P
00

)cos()cos(1)(1 φωφω  

[ ]dttIV
T

P
T

ivivmmav ∫ +++−=
0

)2cos()cos(
2
11 φφωφφ 

برابر صفر است در نتيجه مقدار  Tاز آنجاكه مقدار متوسط يك تابع سينوسي در يك دوره تناوب
  :ميانگين توان برابر است با 

dtIV
T

P
T

ivmmav ∫ −=
0

)cos(
2
11 φφ  
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   Wφφ coscos
2 ee

mm
av IV

IV
P == 

بصورت حرارت و گرما ايجاد  Rتوان ميانگين چون در مقاومت  است و) W(واحد توان ميانگين وات 
  .مي گردد آن را توان مصرفي نيز گويند 

  : بر اساس رابطه 

φφφ coscos
22

cos
2 ee

mmmm
av IV

IVIV
P ===  

  .ولتاژ و جريان متناسب است ) RMS( توان در جريان متناوب سينوسي با مقادير مؤثر
  : راكتيو توان  

 Qدر قسمت انگاري يك امپدانس ، تواني كه ايجاد مي گردد توان راكتيوي ناميده مي شود و با 
  :نمايش داده مي شود و عبارت است از 

φsinee IVQ =  
  . گويند ) وار ( VARيا  ولت آمپر راكتيوواحد توان راكتيو را 

  : ظاهري توان  

نمايش داده مي شود و واحد Sبوجود مي آيد را توان ظاهري گويند و با تواني كه در يك امپدانس
  :مي باشد و برابر است با ) VA) (ولت آمپر ( آن 

ee IVS =  
φcoseeavو اگر به روابط  IVP φsineeو  = IVQ eeو  = IVS   :توجه كنيم مشاهده مي شود كه  =

22 QPS av +=  
  .و اين رابطه بيانگر يك مثلث قائم الزاويه بنام مثلث توان است 

زاويه اختلاف فاز بين ولتاژ و  φرسم شده است و در اين مثلث زاويه  )24- 7(شكل مثلث توان در 
iv: برابر است با جريان  φφφ   :برابر است با ) PF(و همچنين ضريب توان  =−

S
Pav=φcos  

  
  )24-7(شكل 

 : Sتوان مختلط -7-5-3 •

ن ها بر حسب با توجه به اساس تحليل مدارهاي جريان متناوب سينوسي در حالت دائم ولتاژها و جريا
بيان مي گردند بنابر اين توان را مي توان بصورت مختلط محاسبه نمود و توان ) فاز برداري ( فازور 
  :برابر است با  Sمختلط

∗

= IVS
2
1  
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vjدر اين رابطه فازور ولتاژ 
meVV φ= و فازور جريانij

meII φ=  و مزدوج آنij
meII φ−

∗

=  
  :مي باشد ، در نتيجه  
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1 )( === −−  

φjmmبا بسط تابع  e
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  :نتيجه مي شود   =
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j
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e
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S av
mmmmjmm +=+== φφφ sin

2
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φcosو بر اساس 
2
1

mmav IVP φsinو  =
2
1

mm IVQ   :نتيجه مي شود  =

jQPIVS av +==
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2
1  

  :يا به عبارت ديگر 

]توان ميانگين   ] ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡==

∗

IVSPav 2
1ReRe  

]توان راكتيو    ] ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡==

∗

IVSQ
2
1.Im.Im  

ضمناً توان مختلط را مي توان از روابط 
)(

||
2
1 2

ωjZ

VS )(||2يا  =×∗
2
1 IjZS ω=  محاسبه نمود.  

نتقال حداكثر توان ، جمع پذيري در ادامه مبحث بررسي توان در جريان متناوب سينوسي به قضيه ا
  .توان ها و بهبود ضريب توان در شبكه ها مي پردازيم 

 :قضيه انتقال حداكثر توان  -7-5-4 •

كه در سيستم هاي مخابراتي ) توان اكتيو ( اين قضيه به مسئله شرايط انتقال حداكثر توان ميانگين در 
  .داراي اهميت ويژه است پرداخته مي شود 

)(با امپدانس  SVولتاژ فرضاً منبع  ωjZ S امپدانس بار  كه)( ωjZ L در نظر مي  را تغذيه مي نمايد
  ))25- 7(شكل (. گيريم

  
  )25-7(شكل 

  
)()(در صورتيكه  ωω SSS jXRjZ )()(و  =+ ωω LLL jXRjZ   :باشند جريان مدار  =+
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  :ايجاد مي شود بنابر اين  LRاز آنجا كه توان ميانگين در مقاومت 
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1||
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ωω LSLS

S
LLLL XXRR
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RPIRP

+++
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  .مي پردازيم ) LMaxP(حال به بررسي شرايط انتقال حداكثر توان 
ء تشكيل شده است ، كه هر يك از دو جزء حقيقي و انگاري و يا بايد توجه نمود كه امپدانس از دو جز

  :هر دو جزء مي توانند تغيير نمايند ، بنابر اين به هر يك از حالات تغيير پذيري مي پردازيم 
  :تغيير پذير است  ωLX)(ثابت و مقدار LRمقدار:  الف 

=0ل حداكثر توان از رابطهدر اين حالت براي انتقا
L

L

dX
dP  شرط انتقال حداكثررا بدست مي آوريم

)()(:چنين نتيجه مي شود ωω SL XX 2و توان ماكزيمم =−

2

)(2
1

LS

S
LLMax RR

V
RP

+
بدست    =

  ..مي آيد 
زيرا مقدار  بطور مثال بار هايي مانند سلف متغير يا خازن متغير نيز داراي اين شرايط مي باشند ،

  .مقاومت آنها تغيير ناپذير است 
  :ثابت است  ωLX)(متغير و مقدار LRمقدار: ب 

=0در اين حالت براي تعيين شرايط انتقال حداكثر توان از رابطه
L

L

dR
dP   شرط انتقال حداكثر توان را

  :جه مي شود كه چنين نتي. محاسبه مي كنيم 
22 )]()([ ωω LSSL XXRR ++=  

تابع اين شرط مي باشند ، زيرا راكتانس آن ها صفر است ) مقاومتي ( بطور مثال بار هاي اهمي خالص 
  :و تغيير نمي كند و در نتيجه براي اين بارها مي توان نوشت 

)()(22 ωω jZXRR SSSL =+=  
  . مي برابر قدرمطلق امپدانس منبع باشد يعني شرط انتقال حداكثر توان اين است كه بار اه

  :هر دو متغيرند  ωLX)(و LRمقادير: ج 

=0در اين حالت از شرايط
L

L

dX
dP 0و=

L

L

dR
dP   استفاده مي شود و چنين نتيجه مي شود:  

⎩
⎨
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SLSSL
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  :ط انتقال حداكثر توان عبارت است از بنابر اين شر

)()()()()()( ωωωωωω jZjZjZjXRjXRjZ SLSSSLLL

∗∗

=⇒=−=+=  
  :بدين مفهوم كه امپدانس بار مزدوج امپدانس منبع مي باشدو حداكثر توان از رابطه 
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  .بدست مي آيد   
  
به مدار اعمال گردد توان ماكزيمم از رابطه ) 26- 7(در صورتي كه منبع جريان شكل  •

8

2

S
LLMax

I
RP  .به دست مي آيد =

  
 )26-7(شكل 

مشخص باشند ، توان ماكزيمم از  RMS)(بر حسب مقادير موثر  SIو يا  SVدر صورتي كه   •
 رابطه

4

2

S
LLMax

I
RP يا              =

L

S
LMax R

V
P

4

2

=  

 .حاصل مي شود 

  
  
 : جمع پذيري توان هاقضيه  -7-5-5 •

12توسط منابع سينوسي با فركانس هاي متفاوت   هرگاه شبكه اي يك قطبي ,, ωω  تغذيه
و ع توان ها يي كه هريك از منابع به متواني كه شبكه جذب مي كند برا بر است با مج گردد 

  .تنهايي به شبكه تحويل مي دهند 
  :اي اثبات موضوع اگر فرض كنيم كه دو منبع بر

⎩
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)cos()(
)cos()(

2222
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φω
φω

tVtv
tVtv

mS

mS  

را از طريق جمع اثر محاسبه   ti)(اعمال گردند مي توان جريان ورودي  ) الف -27- 7(به شبكه شكل 
1)( منبع در نتيجه به ازاء. كرد  tvS  2)(واتصال كوتاه فرض كردن منبع tvS ب -27- 7(مطابق شكل( 

1)(جريان  ti 2)(وبه ازاء منبع tvS 1)(واتصال كوتاه فرض كردن tvS جريان   )ج -27-7(مانند شكل
)(2 ti   مطابق روابط زير حاصل مي شوند  

⎩
⎨
⎧
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+=

)cos()(
)cos()(

222

1111

θω
θω

tIti
tIti

m

m  

  :بنابراين نوان لحظه ا ي شبكه برابراست با 
)()()()()()()()()]()()][()([)( 122122112121 titvtitvtitvtitvtititvtvtp SSSSSS +++=++=  
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)الف)                                      (ب)                                       (ج(  

)27-7(شكل   
  :با توجه به اينكه توان لحظه اي  موجي تناوبي است و مقدار توان ميانگين از رابطه 

∫=
T

av dttp
T

P
0

)(1  

ولتاژ منابع در جريان ها بدست مي آيد واز طرف ديگر توان لحظه اي برا بربا مجموع حاصلضرب 
  :است بنابراين توان ميانگين برابر است با 

)cos(
2
1)cos(

2
1)()(1)()(1

22221111
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θφθφ −+−=+= ∫∫ mmmm

T
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Sav IVIVdttitv
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dttitv
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21 avavav PPP +=  

)()(0فركانس ها  بدليل متفاوت بودن بايد توجه نمود كه :تذكر  •
0

21 =∫
T

S dttitv و 

0)()(
0

12 =∫
T

S dttitv  است. 

باشد در اين صورت با  Rمقاومتي وامپدانس آن برابر با  )الف - 27-7(شكل  يك قطبياگر شبكه  •
12فرض  , ee II وeI  1)(مقادير موثر جريان هاي ti , )(2 ti و)(ti   مي توان در رابطه جمع توان ها

 :مقدار قرار داد وروش تعيين جريان موثر ورودي شبكه را نتيجه گرفت 

 2
2

2
1

22
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2
1

2
21 eeeeeeavavav IIIRIRIRIPPP +=⇒+=⇒+=  

2
2

2
1 eee III +=  

  :و بر همين اساس ولتاژ موثر شبكه برابر است با 
2
2

2
1 eee VVV +=  

 
 
 تصحيح ضريب توان - 6 -7-5 •

از نكات مورد توجه در تحليل سيستم ها و شبكه هاي الكتريكي تصحيح ضريب توان است براي  يكي
)()(آشنايي با اين موضوع يك شبكه با امپدانس  ωω NNN jXRjZ )  الف -28- 7(مطابق شكل =+

  .وارد شبكه مي شود در نظر گرفته شده است  NIبه آن اعمال شده وجريان Vكه ولتاژ 
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  )الف)                                   (ب)                                 (ج(                     

  )28-7(شكل 
بنابراين اگر شبكه .وع راكتانس دارد بستگي به مقادير مقاومت و راكتانس ونNφزاويه اختلاف فاز : اولاً 

از دياگرام ) ب-7(سلفي فرض شود جريان نسبت به ولتاژ تاخير فاز دارد وهمان طور كه در شكل 
Nφφمشاهده مي شود است  )ب -28 - 7(شكل ) دياگرام فازوري (برداري  NIIو   = =  
 .ضريب توان كوچكتر مي شود ) راكتانس بزرگتر باشد ( بزرگتر باشد  φ هرچه

  
خازن را با شبكه موازي مي كنيم ، در ،  Nشبكه جريان و ولتاژ  براي كاهش زاويه اختلاف فاز بين:  ثانياً

CNبرابر است با  Iجريان كلي KCLاز خازن عبور مي كند و بر اساس  CIنتيجه جريان  II و  +
  . درجه تقدم فاز دارد  90) ولتاژ دو سر خازن (  Vنسبت به  CIجريان 

مشاهده مي شود كه با موازي كردن خازن با شبكه سلفي زاويه  )ج -28 - 7(شكل بنابر اين از دياگرام 
φ   و ضمناً قدر مطلق جريان. را كاهش داده در نتيجه ضريب توان افزايش مي يابدI  كاهش مي

در توزيع جريان بين بارهاي ) مولد هاي فيزيكي ( يابد و كاهش جريان دريافتي از منابع فيزيكي 
  .موازي داراي اهميت است 
 φcosو پس از بهبود برابر  Nφcosفوق اگر ضريب توان در مرحله اول بنابر اين بر اساس مطالب 

  :مي توان نتيجه گرفت  )ج  - 28 - 7(شكل فرض شود ، با توجه به دياگرام فازوري 
تغيير توان ميانگين كه از مولد دريافت مي شود قبل از اعمال خازن و پس از آن ثابت است و  :الف 

NPP. نمي كند  =  
CNپس از اعمال خازن از رابطه  Qتوان راكتيو  :ب  QQQ محاسبه مي گردد ، كه در اين   =−

  .توان راكتيو خازن مي باشد  CQو   Nتوان راكتيو شبكه  NQرابطه 
  .رابطه توان در مورد تصحيح ضريب توان را نشان مي دهد  )29-7(شكل دياگرام فازوري  :ج 

  
  )29-7(شكل 
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||بين مقدار جريان هاي  :د  NI و|| I  و جريان خازن|| CI اژ با توجه به ثابت بودن ولت||V  روابط
  :زير برقرار است 

⎩
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⎧
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=

||sin||sin||
cos||cos||

CNN

NN

III
II

φφ
φφ  

  .حال با توجه به مسئله توان و قضاياي ذكر شده در اين مبحث به ذكر چند مثال مي پردازيم 
 .مفروض است) 30-7(مدار شكل  :)5-7(مثال •

  
 )30-7(شكل

  .آوريدبدست  bو   aمدار معادل تونن را از دو نقطه : الف 
متصل شود مقدار آن را چنان  bو   aبعنوان بار انتخاب وبين دو سر  Rاگر مقاومت متغيير : ب 

  .تعيين كنيد كه حداكثر توان را از مدار در يافت نمايد 
)(از امپدانس متغيير  Rاگر به جاي  : ج  ωjZ L  استفاده شود امپدانس)( ωjZ L  كثر توان را و حدا

  .بدست آوريد 
 :  پاسخ •

مدار در حالت فازوري داده شده ابتدا با استفاده از روش مش ولتاژ مدار باز با توجه به اين كه  :الف 
abOC VV  .بدست مي آوريم) 1(از رابطه ) الف-31- 7(را در مدار شكل  =
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IjIjVab 55 −′= )1(رابطه                                 
VjjjVab 458.844590260)11(12505 −∠=+−∠=+×−×=  

  
  )الف)                                                                 (ب(

  )31-7(شكل 
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ساب ح)  ب- 31- 7(پس از محاسبه ولتاژ مدار باز جريان اتصال كوتاه را مجدداً از روش مش در شكل 
 .مي نماييم 
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  :ساده مي نماييم  Iدستگاه را با جايگذاري مقدار به جاي 
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  :را حساب مي كنيم  SCIاز روش كرامر 
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  .رسم شده است ) 32 - 7(مدار معادل مدار در شكل بنابراين  :ب 

  
  )32-7(شكل 

  :حال مقاومت را حساب مي كنيم  
)())(( 22 ωω jZXRR SSS =+=  

Ω==+= 58.1
2
10)5.0()5.1( 22R  

)()(شرايط انتقال حداكثر توان : ج  * ωω jZjZ SL   :است ، بنابراين  =
Ω−= 5.05.1)( jjZ L ω  

( ) WPP
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تركيب سري يك مقاومت و يك راكتانس آنها را به  ωX)(و  Rبراي تعيين مقدار : )6-7(مثال •

)0(يك منبع ولتاژ سينوسي با امپدانس صفر  =SZ  وصل مي نماييم و اندازه گيري هاي زير را انجام
 :مي دهيم 

ريان متناوب مقادير ولتاژ دو سر منبع ولتاژ و دو سر راكتانس را اندازه گيري توسط ولتمتر ج : الف
  .را نشان مي دهد  V100و  V150مي نماييم ، ولتمتر به ترتيب مقادير 

اندازه  داده شده  توسط منبع را )ميانگين( دقيق توان متوسط) وات سنج ( توسط يك واتمتر  :   ب
  .را نشان مي دهد  W100واتمتر . گيري مي نماييم 

  .و مقدار موثر جريان را به دست آوريد  ωX)(و  Rمقادير 
 :در نظر بگيريم ) 33-7(اگر مداري مطابق شكل : پاسخ   •

  
  )33-7(شكل

 
قادير موثر ولتاژهاي فازوري را نشان مي دهد و امپدانس مدار به دليل ولتمتر م) الف(در آزمايش  

ωjXRZ)(نامعين بودن نوع راكتانس به صورت  فازور جريان  Iبا فرض . نوشته مي شود  =±
 :ميتوان نوشت 

XRSS jVVVIjXRIV ±=⇒±= )(ω  
  :با  بنابراين رابطه مقادير ولتاژها برابر است

22
XRS VVV +=  

)(از اين رابطه مقدار ولتاژ  RV  را حساب مي كنيم:  
1000022500)100()150( 2222222

−=⇒+=⇒+= RRXRS VVVVV  

RMSRR VVV 550125002 =⇒=  
تواني را كه واتمتر نشان مي دهد توان ميانگيني است كه در مقاومت مصرف ) ب(با توجه به آزمايش 

از رابطه  شده و
R

V
P R

av

2

  . باشدمحاسبه مي قابل  =
  :را حساب مي كنيم  Iو سپس  Rبنابراين 

Ω=⇒= 125
12500

100 R
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I R 89.0

5
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≈=⇒=⇒=  
  :مي توان نوشت  ωX)(و در مورد راكتانس 
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5
52)(100)( ×=⇒= ωω XIXVX  

Ω=⇒= 550)(
52

500)( ωω XX  
  

5cos(20)2cos(10)(1(جريان هاي ) : 7- 7(مثال  • ttti oo ωω cos(5)(2(و  =+ tIti oo ω+= 
)(. مقادير موثر آنها برابرند  oIبه ازاي چه مقادير. مفروضند  21 ee II = 

1)(جريان ها ي از  با توجه به خاصيت جمع پذيري توان ها مقدار موثر هر يك: پاسخ   • ti  2)(و ti 

( عمومي زير و همچنين رابطه بين دامنه و مقدار موثر موج سينوسياز رابطه 
2

( mI
I به دست  =

  .مي آيد 
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2

2
1 ++= III e  
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2
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2
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1 =+=⇒+= ee II 

  :مقدار آن است ، بنابراين  برابر dcمقدار موثر موج 

2
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2
5()( 222

2 +=+= ooe III  
  :را مساوي قرار دهيم ، نتيجه مي شود  2eIو 1eIبنابراين اگر مقادير 

5.237
2

475
2
25250

2
25250

2
25250 2222 ==⇒−=⇒+=⇒+= oooo IIII

4.155.237 ±≈⇒±= oo II  
  

  
  
  
  
  
  
  

 
 
  
  
  
  

 


