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 سٔاهٓ ػمًمٓ:

 مىاتغ:

 تًماع-تًاتغ ػذدْ ي تشداسْ )دکتش امٕش ًَؿىگ ٔمٕىٓ(-دکتش مؼؼًد وٕکًکاس

 :متغٕشٌ تًاتغ چىذ

 متغٕشٌ گًٕٔم َشگاٌ:2سا ٔک تاتغ   D  f:Eتاتغ

 (   )                         (   )    

 =*(   )|     +    2 

 

 

                      D=* |   +   R )دامىٍ تاتغ لؼمتٓ اص كفحٍ اػت ي تشد تاتغ دامىٍ اْ اص اػذاد حمٕمٓ اػت(

  

 

                                                                                              √=(   )  دامىٍ ي تشد تاتغ صٔش سا تٕاتٕذ؟

 

 3                  اگش                               ي ؿؼاع(   ) دأشٌ اْ تٍ مشکض

  (3)وشعاعO(0,0)دامىٍ:  دٔؼک تً پش تٍ مشکض

 تشد: 
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      0     

                       0  √                             

                                                       

0   f   ٔا      ,   - 

  

 اػت.       f   تشد  

 وکتٍ:

 مؼادلات كفحٍ

0دأشٌ اْ تٍ مشکض
 
 
1 o  ي ؿؼاعR                                                                 1- (   )  (   )     

 

0تٕوٓ تٍ مشکض 
 
 1 O)ي وٕم الٌاس )لٌشb,a                                                             2- 

(   ) 

   +
(   ) 

     

 

0 َزلًل تٍ مشکض
 
 1 O  ي وٕم الٌاسb,a                                                          

(   ) 

   –
(   ) 

     3- 

 دامىٍ تًاتغ صٔش سا تٕاتٕذ؟ تمشٔه:

 

   (   )  =  (
     

     
  )                              (   )  =      (   ) 

 
     

     
                                                  -1         -
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                                                                                                 y=                         

       

 

 تؼشٔف:

اػت  کٍ دس آن  اػذاد    xnymتٓ تٍ رش  اص مدمًػٍ خملا f(x,y)تاتؼٓ ماوىذ   y,xمتغٕش  2ٔک چىذ خملٍ اْ اص 

,+zحمٕمٓ   𝜖   m,n 𝜖  تا تضسگتشٔه مدمًع تًان َاْ َؼتىذ ي دسخٍ خملٍ اْ تشاتش اػتX,Y ٍکٍ دس چىذ خمل

 اْ ظاَش مٓ ؿًد.

 متغٕشٌ: nتاتغ 

 ٔک ػذد حمٕمٓ اص تشداس مىظًس مٓ کىذ.    (اصX1,X2,….,Xnتأٓ مشتة ماوىذ) nتاتؼٓ اػت کٍ تٍ َش 

F(x,y,z)=2x+3y-z 

 تؼذْ: nومٌٍ دس رواْ 2تؼشٔف راكلٍ 

| Aاگش ومٌٍ  
|

  
  
 
 

  

|B ي 
|

  
  
 
 

  

   ش وآوگاٌ راكلٍ آن دي سا تا (Rn A,B𝜖تاؿىذ)ٔؼىٓ  Rnومٌٍ دس رواْ  2 

 ومأؾ مٓ دَىذ.‖   ‖

‖   ‖=√(     )  +(a2-b2)2+…..+(an-bn)2    

 ذ تاتغ دي متغٕشٌ:ح

   
   

     

              s.t |   |          | ( )   |    
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 تؼشٔف سٔاهٓ حذ تاتغ دي متغٕشٌ:

   (   ) (   )  (   )       

    𝜖             s.t√(   )  (   )        | (   )   |  𝜖              

 مثال: ثاتت کىٕذ؟

    (   ) (   )        

    𝜖             s.t√(   )  (   )     |      |  𝜖   

 |      |  |        |=| (   )  (   )|   

  | (   )|  |   | 

   |   |  |   |   

|   |  √(   )2 √(   )
 
 (   )2     

                           δ 
 

 
  

|   |  √(   )2 √(   )
 
 (   )2    

 حذيد مکشس:

    (   ) (   )  (   ) 

{
   
   

[   
   

 (   )]     

   
   

0   
   

 (   )1       
 

             

 ,L21حذ وخًاَذ داؿت اگش     a,bتاؿذ آوگاٌ تاتغ دي متغٕشٌ دس ومٌٍ     L21  L12مًخً تاؿىذ يلٓ      L21, L12اگش 

L12     يخًد تاؿىذ ي حذ تاتغ وٕض مًخًد تاؿذ)حذ تاتغ تشاتش تا(آوگاٌ حتما تأذL21= L12   .تاؿذ 

 وٍ تک متغٕشٌ .متغٕشٌ اػت  2ومٓ تًان گفت کٍ تاتغ حتما حذ داسد صٔشا تاتغ   L21, L12 وکتٍ:تا يخًد تشاتش تًدن 

 مثال:حذ تاتغ صٔش سا تشسػٓ کىٕذ؟

   (   ) (   )
      

      
  

 

 
     

L12=       0      
      

      
1 =       (

    

 
 )         

 

 
  =1 
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 L21=      0      
      

      
1=       (

  

    
 )        

  

 
 =-1 

  L12 L21پغ تاتغ حذ وذاسد.

 دػتٍ مؼٕش َاْ گزساوذٌ اص مثذاء:

Y=mx 

X=my 

 دػتٍ خًٌى گزساوذٌ اص مثذاء

Y=mx2 

X=my2 

 دػتٍ ػؼٓ َاْ گزساوذٌ اص مثذاء

 

 

 َالشٔىٍ مٓ ؿذ.xاگش هاتٌٍ مىفٓ تخًسد ومًداس وؼثت تٍ محًس

Y=mx3 

X=my3

Y= √    

Y=m √    

Y=-m √    

 :وکتٍ

سا اػتفادٌ  y=mx ست ي مخشج ٔکؼان تاؿذ دػتٍ خًٌىاگش حذْ کٍ آن سا تشسػٓ مٓ کىٕم اص لحاٍ دسخٍ كً

مٓ کىٕم.دس كًست تشاتش وثًدن دسخٍ كًست ي مخشج اص مؼٕشَاْ کمک  مٓ گٕشٔم کٍ كًست ي مخشج سا َم 

 دسخٍ کىىذ.

 ساحل کشد.حال كًست ي مخشج َم دسخٍ َؼتىذ مٓ تًان حذ 

   (   ) (   )
     

      
  
     

خاگزاسْ
   

   (   ) 

     (   )
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   (   ) (   )
      

      
   

  (   )

  (   )
        

 خلؼٍ دي :

 اػت.   L12=L21=0مثال:ثاتت کىٕذ کٍ حذسيتٍ سي مًخًد وٕؼت اما   

 (   )= 
   

    
   

   L12=L21=0     مًخًد وٕؼت       (   ) (   )  (   ) 

L12=      0      
   

     
1    

   (   ) (   )
   

     
   

       

L21=    (   ) 0   (   )
   

     
  1=0   

دػتٍ مؼٕش

     
       

  (   )

   (   ) 
=      

   

       
=       

   

  (    )
  

 

    
                    

 خًاب حذ تغٕٕش مٓ کىذلزا حذ وذاسد.xمُم:تا تغٕٕش 

M=1 
 

 
   m=2  

 

 
       

 مثال:آٔا حذ سيتشي مًخًداػت.

   (   ) (   )
  

     
        

 (لزاتشاْ أه حذ مؼٕشَاْ    مىاػة اػت.2چًن كًست ي مخشج َم دسخٍ َؼتىذ)دسخٍ

      
 (  )

   (  ) 
 Lim

 (  )

   (  ) 
 =lim

   

       
 

 

    
          

 خًاب حذ تغٕٕش مٓ کىذ لزا حذ وذاسد. xتا تغٕٕش

(   ) (   )    تمشٔه
    

     
                                                                                                                           :  

      
    (   )

   (   ) 
=      

    

       
       

    

       
=      

    

  (    )
=
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 دي متغٕشٌ: پًٕػتگٓ تاتغ

 پًٕػتٍ اػت اگش ي تىُا اگش َش ػٍ ؿشى صٔش تشلشاس تاؿذ.  Rn X0𝜖دس ومٌٍ fمتغٕشٌ nتاتغ 

 مًخًد تاؿذ. F(X0)تؼشٔف ؿذٌ تاؿذ ٔؼىٓ     X0تاتغ دس ومٌٍ   -1

2-           
 مًخًد تاؿذ.  ( ) 

3-  =f(X0)        
 حذ تاتغ تا ممذاس تاتغ تشاتش تاؿذ. ( ) 

 (پًٕػتٍ اػت.o,oدس)  f(x,y)    مثال: آٔا تاتغ

F(x,y)=,
   

     

  
                  {

(   )  (   )
(   )  (   )

                                        

   (   ) (   )
   

      
 
كًست ي مخشج َم دسخٍ

    
    

  (  )

   (  ) 
 =

 

    
  

 حذ تغٕٕش مٓ کىذ لزا حذ وذاسدپغ پًٕػتٍ وٕؼت. خًابxتا تغٕٕش 

 اوًاع واپًٕػتگٓ:

ؿشى دي  تشلشاس وثاؿذ گًٕٔم واپًٕػتگٓ اػاػٓ اػت دس غٕش أه كًست  fاگش دس تشسػٓ پًٕػتگٓ تاتغ 

 واپًٕػتگٓ سا سرغ ؿذوٓ گًٕٔم.

 تمشٔه:

(   )       پًٕػتٍ تاؿذR 2دس    f(x,y)   سا ًًسْ تٕاتٕذ کٍ تاتغ  h(xتاتغ )   {
     

   

 ( )

(   ) (   )
(   ) (   )

                    

      (   ) (   )
     

   
                                                   

    (   ) (   )
(   )(   )

   
   =0                                      

 ( )  0                                 

 تمشٔه:

 (پًٕػتٍ اػت؟0ي0آٔا تاتغ سيتشي دس )

F(x,y)={
    

 

 
     

 

 
          (   )  (   )

                             (   )  (   )
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    (   ) (   )       
 

 
      

 

 
   

   (   ) (   )  
    

 

 
        

 

 
     

 مـتك:

 ( )                                                                                                                    مـتمات خضئٓ ٔا وؼثٓ:

                                                                مـتك تاتغ ٔک متغٕشٌ)دس حالت کلٓ(
 (    )  ( )

  
  ( )=      

                                             xمتغٕشٌ وؼثت تٍ nمـتك تاتغ 
 
(   )         

 (      )  (   )

 ( )
 

  

  
   

                                              yمتغٕشٌ وؼثت تٍ  nمـتك تاتغ
 

 (x,y)=       
 (        )  (   )

 ( )
 

  

  
   

    

       =x0                                                                                            (x0)مـتك تاتغ دس ومٌٍ 
 ( )  (  )

    
 

     |                                                                            x0متغٕشٌ وؼثت تٍ 2مـتك تاتغ 
 (    )  (    )

    
  

  

  
 

     |                                                                           y0متغٕشٌ وؼثت ت2ٍمـتك تاتغ 
 (    )  (     )

    
  

  

  
 

,مثال:    
  

  
   

  
 (تذػت آيسٔذ.0ي1سا تشاْ تاتغ سيتشي دس ومٌٍ )  

F(x,y)= 
 

 
  cosx2 

 تاؿذ تا آن ماوىذ ػذد تشخًسد مٓ کىٕم. xَش متغٕشْ کٍ غٕش xدس مـتك گٕشْ وؼثت تٍ 

  

  
 =

 

 
 (2cosx2)x=

 

 
 (-2xsinx2)=-

  

 
sinx2              

 
  

  
 =cosx2.

 

 
/   cosx2(

   

  
)=

      

  
                

 :رشمًل َاْ مـتك وکتٍ:

Y=c   y,=0                 

Y=xn nxn-1   y=√   y=
 

 √ 
  

Y=sinx    y,=cosx 

Y=cosx   y,=-sinx          

Y=tanx   y,=1+tan2x    
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Y=cotx     y,=-(1+cot2x)     

Y=Lnx   y
,= 

 

 
     

Y=ex    y,=ex       

Y=ax   y,=axLna    

Y=Arcsinx    y,=
 

√    
     

Y=Arc cosx    y,=
  

√    
   

Y=Arcc tan x    y,= 
 

    
 

Y=Arc cotx    y,=
  

    
   

Y=u+v   y,=u,+v,   

Y=uv    y,=u,.v+v,.u  

Y=
 

 
    y,=

       

  
     

(nu)=nu.un-1     

 

 

 

 خلؼٍ ػً :

 مـتك پزٔشْ ي دٔفشاوؼٕل:

{
 (    )   ( )     (    )

 (    )   ( )     (    )
     

 دٔفشاوؼٕل تاتغ دي تؼذْ )دي متغٕشٌ(:

f(x+   ,y+    ) f(x,y)+    x (x,y)  +   y(x,y)    

   

 لغً تاتغ دي متغٕشٌ:

f(x+  x,y+    )-f(x,y)       (x,y)  +   (x,y)   

   =fx   +                                                               
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 مثال :

تشػاوٕم چٍ  2/5ي استفاع  آن سا تٍ  9/3مفشيم اػت اگش ؿؼاع سا تٍ    5cmي استفاع     4cmاػتًاوٍ اْ تٍ ؿؼاع  

 تغٕٕشْ دس حدم تٍ يخًد مٓ آٔذ؟

V(r,h)= r2h 

Vr(r,h)=2 rh   

Vh(r,h)=  r2             

∆r=-0/1        ∆h=+0/2                                                            

∆v=v2(r,h)∆r+vh(r,h)∆h                                                                    

=2 rh(-0/1)+  r2(0/2)=2  (4)(5)(-0/1)+   (4)2(0/2)=-0/8        

 (لوٍٕمثال: )

 پًٕػتٍ اػت.  (x0,y0)دس f(x,y)مـتك پزٔش تاؿذ آوگاٌ      دس ومٌٍ )f (x,y)اگش

 مثال(

 fy(2,2)       ,       fx(2,2)                                                         تٍ كًست صٔش مفشيم اػت ثاتت کىٕذ: fتاتغ 

 (مـتك پزٔشوٕؼت.2ي2يلٓ تاتغ دس ومٌٍ )

f(x,y)=,
    ٔا                   

                                  
        

 واپًٕػتگٓ داسٔم تىُا تأذ اص ساٌ تؼشٔف حل کىٕم.2چًن دس ومٌٍ 

fx(2,2)=        
 (      )  (   )

  
=        

(        ) (     )

  
 =        

      

  
 =1       

fy(2,2)=        
 (      )  (   )

  
 =        

(        ) (     )

  
 =        

  

  
=1       

 تأذ اص تاتغ حذ تگٕشٔذ تا وـان دَٕم پًٕػتٍ وٕؼت.

   
(   ) (   )

 (   ) 

 (مٓ گزسوذسا اوتخاب مٓ کىٕم ي حذ سا تشاْ آن َا تشسػٓ مٓ کىٕم.2ي2دي مؼٕش کٍ اص ومٌٍ)

X=2                       

                                  پغ تاتغ حذوذاسد لزا پًٕػتٍ وٕؼت چًن
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Y=x            (   ) (   )      

  پًٕػتٍ وٕؼت پغ مـکل پزٔش َم وٕؼت

 لاػذٌ صودٕشٌ اْ:

 ٕشٌ تاؿىذتٍ ًًسٔکٍ: دي تاتغ دي متغ y=y(r,s)ي  x=x(r,s)مـتك پزٔش تاؿذ ي   z=f(x,y)لوٍٕ: رشم کىٕذ تاتغ 

  

  
 
  

  
 
  

  
 
  

  
 َمگٓ مًخًد ي پًٕػتٍ تاؿىذ آوگاٌ:      

  

  
 

  

  
 
  

  
 

  

  
 
  

  
     

  

  
 

  

  
 
  

  
 

  

  
 
  

  
     

 مثال:

Z=exy^2 يy=tsin t , m=tcost  ممذاس  

  
=tسا دس ومٌٍ   

 

 
 محاػثٍ کىٕذ؟  

   
  

  
 

  

  
 
  

  
 

  

  
 
  

  
    

=y2exy2,      (     )-  (   ) exy2(sint+tcost) 

=(t2sin2t)e(tcost)(t2sin2t),          -+2(tsint)(tcost)e(tcost)(t2sin2t)(sint+tcost) 

=
 

 
(  

 

 
) +0=(

  

 
)3=

   

 
        

 

 ل:مثا

افسایش می یابد حجم این استوانه با چه  ⁄   5و ارتفاع آن با سرعت   ⁄   3شعاع استوانه ای با سرعت 

 است؟  25cmو ارتفاع  15cmی افسایش می یابد زمانی که شعاعسرعت
  

  
 =3   ⁄            r=15cm      

H=25cm   

  

  
 =5   ⁄         

  

  
              v(r,h)=      

  

  
 

  

  
 
  

  
 

  

  
 
  

  
                                    

=(2 rh)(3)+  r2(5)=6 rh+5 r2=6  (15)(25)+5  (5)2=2250 +1125  

=y سي مفشيم تاؿىذ ي دس آن تمشٔه:اگش تاتغ سي تٍ
 

 
 ,x=

 

 
Z=sin                                                    مٓ تاؿذ.    
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                                                                           سا محاػثٍ کىٕذ؟                    

  

  
 

  

  
 
  

  
 

  

  
 
  

  
 

  

  
  (

 

 
 cos

 

 
  )(

 

 
)+(

  

  
)(cos 

 

 
)(
  

  
)=(-

 

 
 cos

 

 
  )0

 

 
 

 

 
 
 

  
1                                                                     

  

  
 

  

  
 
  

  
 

  

  
 
  

  
 =(

 

 
 cos

 

 
  )(

  

  
)+(

  

  
)(cos

 

 
)(

 

 
)                                                                              

=(
 

 
 cos

 

 
  )0

  

  
 .

  

 
/ (

 

 
) 1                                                                                                                      

ٓ اػتفادٌ همى سا اص َم تفکٕک کشد اص مـتك خًٌى تاؿذ ي وتًان آن َامتٍ كًست  x,yمـتمات مىفٓ:َش گاٌ 

xy2=cosٔم ماوىذ  شدمٓ ک
 

 
ٓ اػتفادٌ مٓ کشدٔم کٍ ومٓ  تًاوؼتٕم ىمهدس دتٕشػتان صماوٓ اص مـتك گٕشْ  

تىًٔؼٕم. دس أه كًست اص مـتك  y=f(x)سا دس ٔک ًشف تؼايْ تىُا کىٕم ٔا آن سا تٍ رش     yمتغٕش ياتؼتٍ ٔؼىٓ 

ادٌ مٓ کشدٔم َم اکىًن وٕض اگش وتًاوٕم متغٕش مؼتمل سا اص متغٕشَاْ ياتؼتٍ خذا کىٕم اص گٕشْ حتمٓ اػتف

 مـتك گٕشْ حتمٓ اػتفادٌ کىٕم.

F(x,y,z)=o 
  

  
 =-

  

  
               

  

  
 =-

  

  
 
  

  
 -

  

  
        

  

  
 -

  

  
            

 ثال:م

  تاؿذ  sin xy+sin xz+sin z=1 اگش

  
 سا محاػثٍ کىٕذ. 

F(x,y,z)=0   sinxy +sin xz+sinyz-1=0      

  

  
  

  

  
 =-

             

             
   

 تمشٔه)خٕلٓ مُم(:

 مـتمات خضئٓ پًٕػتٍ داؿتٍ تاؿذ وـان دَٕذ.  u=x+y,v=x-yي وؼثت تٍ  w=f(x+y,x-y)اگش 

  

  
 
  

  
 (

  

  
)2-(

  

  
)2                                                                                f 

  

  
           

  

  
                    a2-b2=(a-b)(a+b)                             u      v 

(
  

  
 

  

  
)(

  

  
 

  

  
)                                                                        x        y   x      y 
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(
  

  
 
  

  
 

  

  
 
  

  
)(

  

  
 
  

  
 

  

  
 
  

  
)     

  

  
 (
  

  
 

  

  
).
  

  
 (
  

  
 

  

  
) 
           

           
     

  

  
 
  

  
 

  

  
 
  

  
      

  

  
 
  

  
 (

  

  
 
  

  
 

  

  
 
  

  
) (

  

  
 
  

  
 

  

  
 
  

  
)=(fu+fv)(fu.fv)=(fu)2-(fv)2             

 خلؼٍ چُاس :

 مـتمات خضئٓ مشاتة تالاتش:

X=
   

   
 

 

  
 (
  

  
)  

X=
   

    
 

 

  
(
  

  
)          

Fxy=
   

    
 

 

  
(
  

  
)        

Fyy=
   

   
 

 

  
(
  

  
) 

                   

 مثال:

 تاؿذ وـان دَٕذ:  z=xyاگش 

   

    
 

   

    
       

   

    
 

 

  
(
  

  
)      

  

  
 xyLnx  

 

  
(
  

  
) =yxy-1Lnx+xy 

 
  

=yxy-1Lnx+xy-1=xy-1(yLnx+1)      

   

    
 

  

  
(
  

  
)    

  

  
 =yxy-1    

 

  
(
  

  
) =xy-1+yxy-1Lnx=xy-1(yLnx+1) 

  

                                                                                                                                 Lnu   =au=  ٔادايسْ: 

  =
  

 
       =  auLna     

  

 لوٍٕ:
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( x0,y0تاؿذ کٍ َمگٓ آن َا دس َمؼأگٓ ) fyx,fxy,fy,fxتاتؼٍ اْ دي متغٕشٌ تا مـتمات خضئٓ      f(x,y)اگش 

 پًٕػتٍ تاؿىذ آوگاٌ:

Fxy(x0,y0)=fyx(x0,y0)      

 مثال:

 وـان دَٕذ: y=2s-t, x=s+3t, u=x2+y2اگش 

   

   
  

   

   
        

  

  
 

  

  
 
  

  
 

  

  
 
  

  
 2x(3)+2y(-1)=6x-2y           

   

   
 

 

  
 (6x-2y)=6

  

  
  

  

  
 =6(3)-2(-1)=20          

  

  
 

  

  
 
  

  
 

  

  
 
  

  
  2x(1)+2y(2)=2x+4y           

   

   
 

 

  
 (2x+4y)=2

  

  
  

  

  
 =2+4(2)=10=20        

   

   
  

   

   
         

 ٌ:ماکؼٕمم ي مٕىٕمم تًاتغ دي متغٕش

 تؼشٔف ؿذٌ تاؿىذ: (x0,y0)دس َمؼأگٓ ومٌٍ   z=f(x,y)رشم کىٕذ تاتغ  

يخًد داؿتٍ تاؿذ تٍ   (x0,y0)داساْ ٔک ممذاس مٕىٕمم وؼثٓ اػت اگش ٔک َمؼأگٓ اص   (x0,y0)دس  fالف(

 f(x,y)  f(x0,y0)دس َمؼأگٓ     (x,y)ًًسٔکٍ تٍ اصاْ َش 

يخًد داؿتٍ تاؿذ تٍ   (x0,y0)م وؼثٓ اػت اگش ٔک َمؼأگٓ  اص داساْ ٔک ممذاس ماکؼٕم  (x0,y0)دس   fب(

 f(x,y)  f(x0,y0)دس َمؼأگٓ   (x,y)ًًسٔکٍ تٍ اصاْ َش  

داساْ ٔک ممذاس   (x0,y0)دس   fداساْ ٔک ماکؼٕمم وؼثٓ ٔا مٕىٕمم وؼثٓ تاؿذ گًٕٔم   (x0,y0)دس  fج(اگش 

 گًٕٔم. fم تاتغ مسا ومٌٍ اکؼتش  (x0,y0)م وؼثٓ اػت ي ومٌٍ ماکؼتش 

 وکتٍ:

م مٌلك مسا اکؼتش (x0,y0)استماء دادٌ ؿًد آوگاٌ ومٌٍ    fاگش دس تؼاسٔف تالا َمؼأگٓ مًسد وظش تٍ دامىٍ تاتغ 

 گًٕٔم. fتاتغ 
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 ٍٕ:لو

ي تشاتش  fx(x0,y0)تاؿىذ آوگاٌ َش ٔک اص مـتمات خضئٓ    (   ) م وؼثٓ تاتغ  مٔک ومٌٍ اکؼتش (x0,y0)اگش  

 كفش َؼتىذ ٔا يخًد وذاسوذ.

 تؼشٔف:

 fy(x0,y0)ي      fx(x0,y0)مـتك پزٔش وثاؿذ ٔا    (x0,y0)دس  fگًٕٔم َشگاٌ  fسا ومٌٍ تحشاوٓ تاتغ   (x0,y0)ومٌٍ  

 تاؿذ.

 مثال:

 م تاتغ سي تٍ سي سا تشسػٓ کىٕذ:موماى اکؼتش 

F(x,y)=y2-xy+2x+y+1 

Fy=2y-x+1       fy=0    -x+1=-4      x=51     

                                                                   f(2,5)=7تاؿذ.fم وؼثٓ تاتغ مومٌٍ اکؼتش (5,2)تٍ وظش مٓ ٔاد کٍ   

 (وـان مٓ دَٕذ:h,2+k+5(سا تٍ كًست )5ي2َمؼأگٓ ومٌٍ)

F(5+h,2+k)=(2+k)2-(5+h)(2+k)+2(5+h)+(2+k)+1     

=4+4k+k2-(10+2h+5k+hk)+10+2h+k+3        

=k2-hk+7         k(k-h)  

ومٓ تًان (5,2)مىفٓ ٔا مثثت دس وظش گشرتٍ ؿًد ممذاس َمؼأگٓ تغٕٕش کشدٌ لزا  h,kوکتٍ: تؼتٍ تٍ أىکٍ ممذاس 

 م گشرت .ماکؼتش

{
    (   )         
    (   )         

         

 تمشٔه:

 م تاتغ سي تٍ سي سا دس كًست يخًد تٕاتٕذ.موماى اکؼتش

  (   )=
     

(   ) 
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 لوٍٕ آصمًن مـتك دي :

   (x0,y0)تاؿىذ ي مما  مـتمات وؼثٓ مشتثٍ ايل  ي دي  دس َمؼأگٓ    (   )  ومٌٍ تحشاوٓ تاتغ   (x0,y0)اگش  

 پًٕػتٍ تاؿىذ آوگاٌ لشاس مٓ دَٕم:

A=fxx(x0,y0)          

B=fxy(x0,y0)          

C=fy(x0,y0)           

 لشاس مٓ دَٕم.            كًستمثٕه تاتغ مًسد وظش سا تٍ 

 صمٕىٓ اػت.  (x0,y0)ومٌٍ   ٔک ومٌٍ   D 0الف(اگش 

 آصمًن وتٕدٍ اْ وذاسد.  D=0ب(اگش   

 وؼثٓ مٓ ؿًد.  minومٌٍ  (x0,y0)ومٌٍ   A 0ومٌٍ    D 0ج(اگش    

 وؼثٓ مٓ ؿًد. maxومٌٍ     (x0,y0)ومٌٍ    A 0,D 0=اگش   

 مثال:

 تشسػٓ کىٕذ. سا مإَت ومٌٍ تحشاوٓ تاتغ سي تٍ سي

F(x,y)=x3+3xy2+3y2-15x+2      

   =3x2+3y2-15=0        {
                                     √ 

                                    
     

  =6xy+6y=0         (x+1)=0       

A|√ 
 

          B| √ 
 

            C|
  
 

                  D|
  
  

    

A=fxx=6x   

B=fxy=6y   

C=fyy=6x+6          

D=36y2-36x2+36x=36(y2-x2+x)           

 √|مإَت ومٌٍ   -
 

 A: D=36(-5+√ ) 0                                                                                             
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A=6√   0          

 √|دس وتٕدٍ ومٌٍ   
 

 min   A ٓوؼثf .اػت  

 √ |مإَت ومٌٍ  -
 

 B: D=36(-5+√ ) 0                                                                                            

A=6(-√ ) 0                  

 √ |دس وتٕدٍ ومٌٍ 
 

  max     B  ٓوؼثf .اػت 

|مإَت ومٌٍ   -
  
 

 C : D=36(4-1-1) 0                                                                                              

 مثثت اػت پغ صٔىٓ اػت. dچًن 

|مإَت ومٌٍ  -
  
  

 D ٓصٔى        : D=36(4-1-1) 0                                                                                

 

 

 

 

 خلؼٍ پىدم:

 ػٌح ٔا سئٍ:

|کان َىذػٓ ومآً ماوىذ  م
 
 
 

 p ٍدس مؼادلٍ    ک (     ) كذق مٓ کىذ سا ٔک سئٍ ٔا ػٌح مٓ وامٕم.      

اص دسخٍ دي  تاؿذ ػٌح ٔا سئٍ دسخٍ دي  تاؿذ ػٌح ٔا سئٍ  x,y,zػٌحٓ کٍ مؼادلٍ اؽ وؼثت تٍ متغٕشَاْ 

 دسخٍ دي  گًٔىذ.

 اػتًاوٍ تٕوًْ:
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 مخشيى تٕوًْ

  

  
 

  

  
 

  

  
                       

        تٕوٓ گًن:

  

  
 

  

  
 

  

  
          

  َزلًلٓ گًن ٔکپاسچٍ:

   
  

  
 

  

  
 

  

  
         

 ٓ)چًن ؿکل خذا وٕؼت ٔکپاسچٍ مٓ ؿًد(.تٕوتا َزلًلٓ ي ٔک  2

 

 َزلًلٓ گًن دي پاسچٍ:

  
  

  
 

  

  
 

  

  
     

 َزلًلٓ مٓ دٌ ي اص ٔک دٔذگاٌ تٕوٓ دي پاسچٍ )چًن اص َم خذاػت(.دٔذگاٌ تٍ ما 2چًن اص 

 

 اػتًاوٍ َزلًلٓ:

  

  
 

  

  
                

 

                                                                                                                          ػُمٓ گًن َزلًلٓ
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 ٔادآيسْ:

                                                                         (   )  (   )1مؼادلٍ دأشٌ )    

 

2مؼادلٍ تٕوٓ)   
(   ) 

( ) 
 

(   ) 

( ) 
      

  

  
 

  

  
                                                                            

 

مؼادلٍ    

3َزلًلٓ)
(   ) 

  
 

(   ) 

  
        

  

  
 

  

  
                                                                                      

 

(   )    (   )4مؼادلٍ ػُمٓ)                                                                                     

 

  اثثات مؼادلٍ:

  
 

  

  
 

  

  
                                                                                                                         

    
  

  
 

  

  
                                                                                                                                

    
  

  
 

  

  
   

  

  
                 

ًشرٕه     تمؼٕم تش 

(  
  

  
)

 
  

  (  
  

  
)
 

  

  (  
  

  
)
    

      مٓ ؿًد ي تٍ ومٌٍ تثذٔل مٓ ؿًوذ دٔگش ومٓ تًان ؿکل سا ادامٍ داد ٔؼىٓ دس خأٓ کٍ وٕم الٌاس كفش

 يخًد وذاسد دٔگش

 k cکٍ     تـکٕل ؿًد ػپغ تشاْ مشحلٍ دي     تاؿکل دس كفحٍ  ٌلشاس داد     تشاْ مشحلٍ ايل 

  دس مٓ آٔذ ػپغ اص تلمٕم مؼادلٍ رًق تش   2کٍ مؼادلٍ تٍ كًست مؼادلٍ  اػت لشاس مٓ دَٕم
  

  
 3تٍ مؼادلٍ   

  اػت ػذد   k cمٓ سػٕم چًن 

  
  کمتش اص ٔک تًدٌ لزا موشب )  

  

  
( وٕض کمتش اص ٔک اػت ي أه وـان 

  ) موشب اٌ تاؿذ آوگ k cدَىذٌ أه اػت کٍ وٕم الٌاس تٕوٓ دس حال کًچک ؿذن َؼتىذ.اگش 
  

  
( ٔک 
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وخًاَذ ؿذ. ػپغ  1ػذد مىفٓ خًاَذ ؿذ کٍ تا كًست مؼادلٍ تىالق داسد صٔشا خمغ دي ػذد مىفٓ َٕچگاٌ تشاتش 

 ادامٍ مٓ ٔاتذ. c–داسد َمٕه اػتذلال تا  2تًان  kخًاَذ ؿذ چًن دس أه رشمًل  cَا تشاتش zومٌٍ  اوتُأٓ محًس 

  اػتذلال مؼادلٍ:

  
+
  

  
 

  

  
                                                                                                                      

    .ومٓ ؿًد پغ أه مؼادلٍ َٕچًلت دس کف مًخًد وٕؼت -1ػذد + َشگض 2چًن خمغ 
  

  
 

  

  
                     

  

    
  

   
  

   
  

       
  

   
  

                                                                      

 اوتگشال ديگاوٍ:

ٔارت ؿًد تٍ   تؼشٔف ؿذٌ تاؿذ اگش ػذدْ چًن   ٔک تاتغ دس متغٕشٌ تاؿذ کٍ تش واحٍٕ  (   ) رشم کىٕذ 

  (‖ ‖)کٍ رش    مثثت، دلتاْ مثثتٓ يخًد داؿتٍ تاؿذ تٍ لؼمتٓ کٍ تشاْ َش ارشاص  εًًسٔکٍ تشاْ َش 

‖ ‖)تاؿذ  δکًچکتش اص   داؿتٍ تاؿٕم:   دس  (     )ي تما  اوتخاب َاْ ممکىٍ  (  

|∑ (     )    

 

   

  |    

    
‖ ‖  

∑ (     )    

 

   

   

مٓ وامٕم ي تا وماد    سيْ   گاوٍ تاتغ  2سا اوتگشال   اوتگشال پزٔش گًٕٔم ي حذ   سا سيْ   دس أىلًست تاتغ 

∬ (   )  وـان مٓ دَٕم.   

يالغ دس   وامىفٓ تاؿذ حدم خؼمٓ کٍ اص پإٔه تٍ يػٕلٍ واحٍٕ   سيْ واحٍٕ تؼتٍ ي متىآَ  (   )   اگش 

 محلًس ؿذٌ اػت تشاتش اػت تا: (   )   ْ  ْ سئٍ ي اص تالا تٍ يػٕلٍ   كفحٍ 

  ∬ (   )    
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 پغ:

 

مؼاحت واحٍٕ   ∬   

 اوتگشال ديگاوٍ سيْ ػٌح مؼاحت سا حؼاب مٓ کىذ.

 چًن اوتگشال ديگاوٍ تؼمٕم اوتگشال ٔگاوٍ اػت لزا تما  خًاف اوتگشال ٔگاوٍ سا داسد.

 حالت َاْ مختلف محاػثٍ لاػذٌ:

 ٔک واحّٕ مؼتٌٕلٓ تاؿذ.  الف( اگش 

∫ *∫  (   )  
 

 

+
 

 

   ∫ *∫  (   )  
 

 

+
 

 

   

دس أه حالت اتتذا اوتگشال داخل سا محاػثٍ مٓ کىٕم. وًخٍ مٓ کىٕم کٍ اوتگشال  تشاْ محاػثٍ اوتگشال ديگاوٍ

گٕشْ سا وؼثت تٍ متغٕشْ اودا  دَٕم کٍ دٔفشاوؼٕٕل آن دس اتتذا َؼت ي متغٕش دٔگش سا دس أه اوتگشال گٕشْ 

 ثاتت رشم مٓ کىٕم.

 واحٍٕ ؿکل صٔش تاؿذ.  ب( اگش 

مؼتمل اػت/آصاد.  ∫ *∫  (   )  
  ( )

  ( )

+
 

 

   

أه اوتگشال ديگاوٍ خاكٕت خاتدأٓ وذاؿتٍ صٔشا َمٕـٍ حذيدْ کٍ مؼتمل َؼتىذ تأذ تٕشين اوتگشال ديگاوٍ 

 لشاس گٕشوذ ي حذيد ياتؼتٍ داخل تاؿىذ.

 واحٍٕ ؿکل صٔش تاؿذ.  ج( اگش 

∫ *∫  (   )  
  ( )

  ( )

+
 

 

   

شين اوتگشال ديگاوٍ لشاس أه اوتگشال وٕض خاكٕت خاتدأٓ وذاسد صٔشا َمـٍ حذيدْ کٍ مؼتمل َؼتىذ تأذ تٕ

 گٕشوذ ي حذيد ياتؼتٍ داخل تاؿىذ.

 خلؼٍ ؿـم:
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 مثال:

∫ ∫    
       

  

 

 

 

 

∫    
     

  

 

   
∫      

  

 

   
 
  

 
|
  
 

     

 
(     )        

 

∫       
   

 

 

 

 
∫    

 

 

   
    

 
 

 
   

|
 
 
 

 

 
(     )  

 

 
(   ) 

 مثال: 

تاؿذ حاكل اوتگشال ديگاوٍ       واحّٕ مثلثٓ ؿکل أداد ؿذٌ دس ستغ ايل تًػٕلٍ خي   اگش 

 سا محاػثٍ کىٕذ.   ( √  )∬

∫ ∫ (  √ )      
   

 

 

 

 

∫ (  √ )   
  

 
 √  |

   
 

   

 

 
(   ) 

 
 √ (   ) 

∫ *
(   ) 

 
 √ (   )+     

 

 
∫  (   )    

 

 

∫ (√   
 
 )   

 

 

 

 

 

 
 

 

(   ) 

 
 

 
 
 

   
 

 
 
 

   
|
 
 
 ( 

 

 
 

 

 
)  ( 

 

 
)  

 

 
 

 

 
 

 

 
  

       

  
 

  

  
  

 

  
      

 تمشٔه:

∫ ∫ (  √ )      
   

 

 

 

 

∫ (  √ )      
 
 
 

   
 |

   
 

   

 

   
(   )

 
 

   
(   ) 

∫   
(   )

 
 

   
(   )   

 

 

∫      
 

 
∫ (   )

 
    ∫ (   )  
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+
 
 
 

 

 
 

 مثال:

∫ ∫ |  √ |      
 

 

 

 

 

∫ ∫ (   )      
 

 

 

 

 ∫ ∫  (   )      
 

 

 

 

 

 ∫    
  

 

 

 

|
 
 
   ∫ (

  

 
   )

 

 

|
 
 
   

 ∫ (   
  

 
)   

 

 

∫ (
  

 
   )   

 

 

 

 
 
  

 
 |
 
 
 

 

 
 
  

 
 |
 
 

 

 
 

 
 

 

 
 

 

 
 

 مثال:

 تاؿذ اوتگشال ديگاوٍ     ي     ي     ي خًٌى   √  واحٍٕ محلًس تٕه مىحىٓ   اگش 

∬   
  

  
 سا تذػت آيسٔذ.   

∫ ∫    
  

  

  

 

 

 

      

 ∫  
  

 

 

 

   
  

  
|
  

 
   ∫  

  

 

 

 

(   
  

  
    

 

 
)    

 
 

 
∫     

  

 

 

 

    
 

 
[
  

 
   

  

 
 

 

  
   

  

 
]
 
 

 

  
 

 
[(

 

 
     

 

  
    )  (

 

 
   

 

 
 

 

  
   

 

 
)] 

 
 

  
 

 

  
 

 تمشٔه:

1 ) 
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∫ ∫
 

(   ) 

 

 

 

 

      

2) 

    واحٍٕ دسين دأشٌ                                               √  ∬

3) 

    واحٍٕ مثلثٓ محذيد تٍ ػٍ سأع(   )(   )(   )                                           ∬

2) 

 ∬  √       

  ∫ ∫   √    
√    

 

 

 

      

  ∫ √    
 

 

  

 
|√    

 
    

 

 
∫ √    

 

 

.√    /
 
     

 

 
∫ (    )

 

 

(    )    
 

 
∫ (          )   

 

 

 

 
(        

  

 
) |

 
 

 

  ( )   ( )  
  

 
 

3) 

     
     

     

(    )                            |
 
 
           |

 
 

 

     

                                   
 

 
 

∫
 

 

 

 

 ∫      

 
 
 

 

       

∫
 

 

 

 

       |
 

 
 

 

    ∫
 

 

 

 

(      )   

 
 

 
 ∫  

 

 

       
 

 
    ∫  

 

 

 

 
(     )  

 

 
(
 

  
  )  
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 وکتٍ:

سا مٓ تًان تٍ ساحتٓ تٍ يػٕلٍ ٔکٓ اص دي حالت اوتگشال مکشس ب ي ج محاػثٍ کشد يلٓ  ٔک اوتگشال مواػف

 ممکه اػت ٔکٓ اص اوتگشال َا اص دٔگشْ آػان تش تاؿذ.

 مثال:

     ي     واحٍٕ محلًس دس ستغ ايل تًػٕلٍ خًٌى   

∬
    

 
    

َا مؼتمل ؿًد آوگاٌ اوتگشال داخلٓ لاتل حل   َا آصاد ي   اگش اوتگشال ديگاوٍ ًًسْ حذيدؽ تٕان ؿًد کٍ 

 وخًاَذ تًد. 

 مٓ ؤًؼٕم.  سا ياتؼتٍ تٍ   سا آصاد مٓ کىٕم ي   پغ تشاْ وًؿته حذيد 

∫ ∫
    

 

 

 

 

 

      

∫
    

 

 

 

  |
 
 
      ∫              

 

 

|
 
 
                

 وکتٍ:

سا تؼًٔن کىٕم تٍ أه کاس  دس اوتگشال ديگاوٍ  اگش اوتگشال داخل مثل مثال تالا لاتل حل وثاؿذ تأذ آصادْ متغٕشَا

 تؼًٔن تشتٕة گًٔىذ.

 مثال:

 اوتگشال صٔش سا تؼًٔن تشتٕة ومإٔذ.

 سا آصاد کىٕم.  آصاد اػت تأذ   دس أىدا 

∫ ∫  (   )
  

 

 

 

      

∫ ∫  (   )
  

   

  

 

      

 مثال:
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 تؼًٔن تشتٕة:

∫ ∫  (   )
√     

 √     

√ 

 

      

  √                       

   √                     √  

                  
  

 
 

  

 
              مؼادلٍ تٕوٓ       

                                                                                                              √  

 
  

 
   

  

 
 

   √  
  

 
 

 وکتٍ: 

          

∫ ∫  (   )
√  

  

 

 

 

  

      

 تمشٔه:

1 ) 

∫ ∫  (   )
√    

   

 

  

      

2) 

∫ ∫    
 

 

 

 

      

1) 

∫ ∫  (   )
√    
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                √         (    )  دأشٌ               

                     

2) 

∫ ∫    
 

 

 

 

      

                                   

                                   

 خلؼٍ َفتم:

 مثال:

 سا تٕاتٕذ.       ي        مؼاحت واحّٕ محلًس تٕه دي مىحىٓ 

                   

                   

 َا سا آصاد رشم مٓ کىٕم چًن حل اوتگشال ساحتتش خًاَذ تًد.  تشاْ وًؿته اوتگشال 

  ∫ ∫   
    

    

 

  

    ∫ ,     (    )-  
 

  

 

∫ (       )  
 

  

   
  

 
    |

 
  

 [ 
 

 
( )    ( )  (     )] 

            

 وکتٍ:

 (   )  ي  (   )  ي اص اًشاف تٍ سئٍ َاْ  (   )   ْ  تشاْ محاػثٍ حدم خؼم محلًسْ کٍ اص تالا تٍ سئٍ

  خًاَذ تًد کٍ   محاػثٍ ؿًد أه اوتگشال ديگاوٍ تش سيْ واحٍٕ     ∬محذيد اػت تأذ اوتگشال ديگاوٍ 

 اػت.   تلًٔش سئّ محلًس سيْ كفحٍ 

 مثال:

محلًس اػت سا تٕاتٕذ. چًن مؼادلٍ ايل         ي         حدم خؼمٓ سا کٍ تًػٕلٍ دي سئّ 

 ومٓ تاؿذ لزا تأثٕش گزاس دس مؼاحت لاػذٌ خًاَذ ؿذ.  ؿامل  (       )
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    √     

 تٍ ػلت تماسن ؿکل مٓ تًان وتأح تالا سا دس وظش گشرت ي آوشا ديتاسٌ رکش کشد.

 ومًوٍ دٔگش اوتگشال گٕشْ: 

∫ ∫  
√    

 √    

 

  

 ∫ ∫  
√    

 

 

 

√          

  ∫ √    
 

 

.√      /    ∫ .√    /
 

 

    (   
  

 
)
 
 
  

 (  
 

 
)  

   

 
 

 وکتٍ:

 َا سا آصاد دس وظش مٓ گشرتٕم حل اوتگشال تٓ وُأت ػخت مٓ ؿذ.  دس مثال لثل اگش محذيدِ 

 ∫ ∫  
√    

 

 

 

√          

 ∫ [∫ √      
√    

 

]
 

 

   

∫√          |  √     | 

 مؼادلٍ سا مؼايْ َم لشاس دَٕم. 2سا اص مؼادلٍ دسآيسدٌ    داؿتٍ تاؿٕم ممذاس  اگش دس َش دي مؼادلٍ 

 وکتٍ:

مؼألٍ تىُا اص سئٍ دي  تذػت مٓ آٔذ ي سئٍ ايل تىُا دس لاػذٌ مؼألٍ   وثًدٌ ي   دس أه مثال ٔک سئٍ ؿامل 

َاْ آن َا سا پٕذا کشد ي تا َم مؼايْ   تاؿىذ تأذ   ومؾ خًاَذ داؿت اما اگش دس مؼاألٍ اْ َش دي سئٍ ؿامل 

 (  تذػت آٔذ کٍ ػاصوذٌ مؼاحت لاػذٌ اػت. )دس كفحٍ     لشاس داد تا ممالٍ اْ تش حؼة 

 تمشٔه:

     ي      ي اص اًشاف تٍ اػتًاوٍ َاْ          حدم خؼم محلًسْ کٍ اص تالا تٍ ػُمٓ گًن 

 محذيد اػت سا تذػت آيسٔذ.
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 تغٕٕش متغٕش دس اوتگشال ديگاوٍ:

 تٍ كًست صٔش تؼشٔف مٓ کىٕم.   تٍ    تاؿذ وگاؿت ٔک تٍ ٔکٓ اص    دس صٔش مدمًػٍ اص رواْ    ي    اگش 

 

 

 

∬ (   )     ∬ , (   )  (   )- | |     

 طاکًتٕه تغٕٕش دػتگاٌ                                                                        

| |  
 (   )

 (   )
 |

  

  

  

  
  

  

  

  

| 

 مثال:

 اوتگشال ديگاوٍ صٔش سا محاػثٍ کىٕذ:

∫ ∫    
   

   

   

 

 

 

      

                                             

                                            

                  

       
   

 
                                                 

   

 
    

  

  
 

 

 
                                      

  

  
 

 

 
  

  

  
  

 

 
                                   

  

  
 

 

 
 

- - + 
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| |  |

 

 

 

 

 
 

 

 

 

| 

      
   

 
       

      
   

 
         

      
   

 
        

        
   

 
   

   

 
               

v                          

 

u   

∫ ∫    
 

 
 
 

 

 

  

 

 

      
 

 
∫ ∫    

 

 
       

 

  

 

 

 

 

 
∫     

 

 

 

 

|
 
  

   
 

 
∫  (         )

 

 

   

     ∫      
    

 

 

 

 

 وکتٍ:

   (  )        

 تمشٔه:

 اوتگشال ديگاوٍ صٔش سا حل کىٕذ:

∬(   )    (   )       

|واحٍٕ اْ اػت تٍ سئًع   
 
 

|ي  
 
  

|ي  
  
 

|ي  
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 تغٕٕش متغٕش دس دػتگاٌ لٌثٓ:

 مٓ داوٕم متغشُٔا دس دػتگاٌ لٌثٓ تٍ كًست صٔش تٍ دػتگاٌ دکاستٓ تثذٔل مٓ ؿًوذ.

        

        

 

                                                                                                                                         

 

(   )                              √    تثذٔل دکاستٓ تٍ لٌثٓ  (   ) 

                                         
 

 
 

| |  |

  

  

  

  
  

  

  

  

|  |
          
         

|                   (           ) 

                                                                                                            

             

         

 مثال:

 اوتگشال ديگاوٍ صٔش سا تا تغٕٕش متغٕش لٌثٓ حل کىٕذ:

∫ ∫ √       
√    

 

 

  

      

√  (     ) 

                     

    

     

    

  √               
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∫ ∫ √    

 

 

 

 

           
 

 
∫

(    )
 
 

 
 

 

 

|
 
 
   

  
 

 
∫ (  

 

 
)  

 

 

 

 
 

 
∫    

 

 

 

 

 

 اهارٍ متمم کىٕم. -2أىکٍ اوتگشال صٔش سادٔکال أداد ؿًد تأذ ٔک تشاْ 

       

           

 خلؼٍ َـتم:

 مثال:

∫  تا اػتفادٌ اص اوتگشال ديگاوٍ ممذاس       

 
 سا محاػثٍ کىٕذ.    

خًدمان دس وظش مٓ گٕشٔم    ∫     
 

 

    

   ∫ ∫     
 

 

     
    

 

 

   ∫ ∫   (     )
 

 

    
 

 

   

   ∫ ∫     
 

 

    

 
 

 

   

 

 

 

∫     
 

 

     
 

  
∫     

 

 

(  )     
 

  
    

|
 
 

 
 

  
(      )  
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   ∫
 

 

 
 

 

    
 

 
 
 

 
 

 

 
         

√ 

 
 

 وکتٍ:

 دس چٍ مًالؼٓ اص تغٕٕش متغٕش لٌثٓ اػتفادٌ مٓ ؿًد؟

تٍ َش ػىًان ظاَش ؿًد ي ٔا واحٍٕ اوتگشال گٕشْ کٍ اص حذيد اوتگشال       اگش دس ػثاست تحت اوتگشال ػامل 

 .ديگاوٍ مـخق مٓ ؿًد تما  ٔا لؼمتٓ اص ٔک دأشٌ تاؿذ اص تغٕٕش متغٕش لٌثٓ اػتفادٌ مٓ کىٕم

 مثال:

اص  ي    کٍ اص تالا تٍ يػٕلّ كفحٍ         مٌلًب اػت محاػثٍ حدم خؼم يالغ دس داخل اػتًاوٍ 

 محلًس اػت.             پإٔه تٍ يػٕلّ سئٍ

اص تالا ي دٔگشْ   پإٔىٓ کمک کىٕم. )ٔک   تالأٓ سا اص   دس كًست ػًال تًد تأذ دس اوتگشال گٕشْ    َش گاٌ 

 پإٔه مٓ ؤًؼٕم.   -تالا    اصپإٔه واحٍٕ سا خذا مٓ کىىذ( تٍ خاْ 

  ∬    ∬  
 

 
(        )    

 
 

 
∬(     )     

            

  
 

 
(        ) 

 اػت. 3داخل دأشٌ تٍ ؿؼاع   

 

      -3                             3                                                                 

 

 تشاتش مٓ کىٕم )تشاْ ساحتٓ کاس( 4خًدمان ٔک ستغ سا اوتگشال مٓ گٕشٔم ي تؼذ 
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  ∫ ∫    

 

 

   

 
 

 

   ∫ ∫   
 

 

    

 
 

 

   ∫
  

 

 
 

 

|
 
 
    

 
  

 
∫    

   

 

 
 

 

 

 مُم

 مثال:

 سا تٕاتٕذ.            ي کشٌ          ي اػتًاوٍ    حدم خؼم محلًس تٍ كفحٍ 

 ؿًد. ( کم م2ٓولف مٓ ؿًد ي خملٍ دي  اتحاد وًع ايل لشاس مٓ گٕشد. ي تؼذ خملٍ دي  اتحاد تٍ تًان )  هشب 

                     

.  
 

 
/
 

 
  

 
      .  

 

 
/
 

    
  

 
 

 

 

 

| دأشٌ اْ تٍ مشکض 
 

 

 
 ي ؿؼاع  

 
 لٌثٓ: 

         

           

        

            

       

  
 

 
   

 

 
 

  ∬    ∬√                       ∫ ∫ √         
     

 

 

 

 
 

 

  dx                     
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y                                                                                        y                              

 :مثال

 
                  

x                                                           x            

 

 

   
 

 
        . 

 

 
/    

  
 

 
        .

 

 
/    

         

          

        

               

      

  
 

 
∫ ∫ √     

     

 

 
 

 
 
 

(  )         
 

 
∫

(     )

 
 

 
 

 
 
 

|
     

 
   

  
 

 
 

 

 
∫ [(          )

 
  (  )

 
 ]

 
 

 
 
 

   

  
 

 
∫ *(  (       ))

 
    +

 
 

 
 
 

   

  
 

 
∫ (          )    

  

 
∫ (       )  

 
 

 
 
 

 
 

 
 
 

 

  
  

 
∫          

  

 
∫   

 
 

 
 
 

 
 

 
 
 

 

  
  

 
∫              

   

 
∫       

 
 

 
 
 

 
 

 
 
 

 ( )
  

 
∫ ( )     
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(     )

 

 

 
 

 

 
  

 
 
     

 
|

 

 

 
 

 

 
   

 
 

   

 
 

 تمشٔه:

مؼاحت واحّٕ  2سا تٕاتٕذ.          ي ػُمٓ گًن            حدم خؼم محلًس تٕه کشِ 

 سا تٕاتٕذ.    ي خاسج دأشٌ           داخل دأشٌ 

           

          

 سا تًػٕلٍ متغٕشَاْ لٌثٓ تٕاتٕذ.      ي       خي  2حذيد واحٍٕ تٕه  3

 اوتگشال ديگاوٍ صٔش سا حل کىٕذ 4

∫ ∫       
        

 

 
 

 

       

 خلؼٍ وُم:

 مٓ تًان وًؿت: (     ) َماوىذ اػتذلالٓ کٍ تشاْ اوتگشال ديگاوٍ داؿتٕم تشاْ تاتغ ػٍ متغٕشٌ 

∭ (     )    

(   )  اػت پغ اگش           مٓ داوٕم       (   ) 

  *(   )|              ( )        ( )    + 

∫ ∫ ∫  (     )
  (   )

  (   )

  ( )

  ( )

 

 

      

(     ) اگش دس رشمًل مزکًس   گاوٍ َمان محاػثٍ حدم خًاَذ ؿذ. 3تاؿذ محاػثٍ أه اوتگشال    

 مثال:

   ي تالاْ كفحٍ     ي     ي       ي كفحات         واحٍٕ محلًس تٍ اػتًاوٍ   اگش 

 تاؿذ مٌلًب اػت محاػثٍ 

∭(     )    
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           √     

 

 

3                                                                      

∫ ∫ ∫ (     )
√    

 

   

 

 

  
                                   3                                                              

 ∫ ∫  
  

 

   

 

 

 

  
  

 
|√    

 
     

 ∫ ∫
(   )

 

   

 

 

  

(      )      

 
 

 
∫ ∫ (             )

   

 

 

  

      

 
 

 
∫ (             ) 

 

  

 |
   

 
   

 
 

 
∫ (             )(   )   

 

 

 

  

 ∫           
 

  

    

 
 

 
(
  

 
   

  

 
    ) |

 
  

 
   

 
 

 مثال:

       ي كفحّ       (   )   مٌلًب اػت محاػثٍ حدم خؼم كلثٓ کٍ تٍ ػُٓ گًن 

 محلًس اػت ...

        (   )  

                (       )       

                                      

 )الف(   دس كفحٍ   ػاصوذِ واحٍٕ 

|ومٌٍ   تشاْ تذػت آيسدن حذ تالا ي پإٔه دس 
 
 

رشمًل خاگزاسْ کشدٌ َش کذا  کٍ ممذاس تٕـتشْ ؿذ   2سا دس  

 كفحٍ تالأٓ سا تـکٕل مٓ دَذ.
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    (   )      

    

            

 ∫ ∫ ∫         
     (   ) 

    

√    

 

 

 

 

   ∫ ∫ (       )
√    

 

 

 

        ∫ ∫ (    )
 

 

 
 

 

        

   ∫ ∫ (    )
 

 

 
 

 

        ∫
  

 
 

  

 

 
 

 

|
 
 
      ∫ (

 

 
 

 

 
)

 
 

 

    

∫    
 

 

 
 

 

 

 تمشٔه:

         ي اص پإٔه تٍ كفحّ        مٌلًب اػت محاػثٍ حدم خؼم كلثٓ کٍ اص تالا تٍ سيئٍ 

 محلًس اػت.    ي     ي اص ًشف چپ ي ساػت تًػٕلّ كفحات 

 

 

 

 تمشٔه:

∫ ∫ ∫
 

√     
        

 

 (     )

√    

 √    
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 ؼّ آصاد:مٌال

تشاتش   تاؿذ آوگاٌ خش  خؼم محلًس تٍ  (     ) دس ومٌٍ   اگش چگالٓ حدمٓ خؼم محلًس تٍ واحٍٕ  - 1

 اػت تا:

  ∭ (     )    

 مختلات مشکض ثمل: -2

 ̅  
∭    (     )   

 
 

 ̅  
∭     (     )   

 
 

 ̅  
∭     (     )   

 
 

 مختلات گشاوٕکاٌ: -3

 ̅  
∭      

 
                       ̅  

∭      

 
                    ̅  

∭       

 
 

 گـتايس دسماوذ وؼثت تٍ كفحات: -4

    ∭     (     )    

    ∭     (     )    

    ∭     (     )    

 گـتايس دسماوذ وؼثت تٍ محًسَا: -5

   ∭(      )  (     )    

   ∭(      )  (     )    
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   ∭(      )  (     )    

 گـتايس دسماوذ وؼثت تٍ مثذأ: -6

   ∭(          )  (     )    

 ؿؼاع چشخـٓ: -7

   √
  
 

                                                 √
  
 

 

 ؿؼاع چشخؾ وؼثت تٍ مثذأ: -8

   √
  
 

                                                 √
  
 

 

 مختلات کشيْ:

،    اػت کٍ دس آن  (     ) داساْ ػٍ تأٓ مشتة   دس دػتگاٌ مختلات کشيْ َش ومٌٍ ماوىذ 

 لشاس داسد.       ي       

 : راكلٍ ومٌٍ اص مثذأ  

 َا  : صائٍ ؿؼاع حامل آن ومٌٍ تا خُت مثثت محًس   

 

 

 

 تا خُت مثثت   : صائٍ ؿؼاع حامل تلًٔش ومٌٍ دس كفحٍ   

 تثذٔل مختلات کشيْ تٍ دکاستٓ ي تلؼکغ:

  √         

       
 

√        
 تثذٔل دکاستٓ تٍ کشيْ                                    
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 تثذٔل کشيْ تٍ دکاستٓ                                               

        

 طاکًتٕه:

| |         

                         

            

 مثال:

 سا تٕاتٕذ.    تًػٕلٍ مخشيى     حدم خذا ؿذٌ اص کشِ 

 سا داسد.  : مکان َىذػٓ تما  ومآً اػت کٍ اص ٔک ومٌٍ مـخق راكلٍ     

 مٓ چشخذ.   ي   تٕه   چًن دأشاٌ کامل اػت پغ  -

 تشيد ؿکل تـکٕل ومٓ ؿًد  اػت چًن اگش تالاتش اص   تا   صائٍ اص  -

 اػت ...  تا   ؿؼاع َم اص -

 

 

 

  ∫ ∫ ∫               
 

 

 

 

  

 

 

 ∫ ∫     (
  

 
) |

 
 
 

  

 
∫ ∫           

 

 

  

 

 

 

  

 

 

 
  

 
∫ (     ) |

 
 

  

 

    
  

 
∫ (       )  

  

 

 

 
  (      )

 
∫    

  

 
  (      )
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وثأذ َٕچ حدمٓ أداد کىذ ي     ممذاس مٓ دَٕم.   تشاْ چک کشدن أىکٍ آٔا دسػت حل کشدٔم ٔا وٍ تٍ  -

  
 

 
 تأذ ػخت حدم سا أداد کىذ. 

 تمشٔه:

      کٍ     ي     تًػٕلّ مخشيى َاْ     حدم خذا ؿذٌ اص کشِ 
 

 
 اػت، سا تٕاتٕذ. 

 

 

 

 

 تًاتغ تشداسْ:

تٍ    |   |  تؼشٔف مٓ ؿًوذ. مثلاً تًاتغ تشداسْ    ي    تًاتغ تشداسْ تًاتؼٓ َؼتىذ کٍ اص رواْ 

 كًست:

 (   )    (   ) ⃗    (   ) ⃗    (   ) ⃗⃗  

 تا هاتٌّ:   |  |  حذ ي پًٕػتگٓ تًاتغ تشداسْ تٍ حذ ي پًٕػتگٓ مؤلفٍ َاْ تاتغ تؼتگٓ داسد مثلاً تاتغ  -

 ( )    ⃗       ⃗     ⃗⃗ 

 پًٕػتٍ اػت.    دس   پًٕػتٍ اػت صٔشا َش ٔک اص ػٍ مؤلفٍ تاتغ     دس 

 ٔٓ:مىحىٓ َاْ روا

ٔا  〈( )  ( ) 〉ممادٔش   تاؿذ ي تٍ ممذاس حمٕمٓ    |ٔا    |تٍ   |ٔک تاتغ تشداسْ اص   رشم کىٕذ 

 تٍ تشتٕة دس كفحٍ ي روا وؼثت مٓ دَذ. 〈( )  ( )  ( ) 〉

        

 مؼادلٍ دأشٌ تا ؿؼاع                                      

       

        

                   
  

  
 

  

  
 تٕوٓ تٍ وٕم الٌاس              
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 َزلًلٓ تٍ وٕم الٌاس              

       

 وکتٍ:

       
      

 
 َٕپًتًلٕک                            

       
      

 
 

 :مثال

 

 

 

        

         

      

       

 :مثال
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