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Fluid Mechanic 1:

References:

Transport  Phenomena 

Bird , Stewart & Lightfoot (chapters 1,2,3)

Fluid mechanics
Streeter (chapter 2)

 Unit Operations of Chemical Engineering

McCabe, Smith & Harriot (chapters1 to 5 and 8)
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:تعریف سیال

را بدون توجه به مقدار آن ،تحمل نکرده و با عاملی که تنش برشی را ایجاد کرده تنش برشی سیال ماده ای است که 

.                                                                                                                            است به طور پیوسته تغییر شکل می دهد
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)( stressshear



1. Compressible (تراکم پذیر)
Like  gases

2. Incompressible (تراکم ناپذیر)
Like liquids
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Fluids



اگر صفحه بالایی را بکشیم چه اتفاقی می افتد؟.سیالی بین دو صفحه ی بی نهایت بزرگ موازی قرار دارد:مثال
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v

Fluid



t=2 s
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:خواهیم داشتاگر تاریخچۀ تغییرات سرعت را در نظر بگیریم

t=0t<0

t=5 s

V

VV
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t=10 s t=15 s

At   t=∞

z

x

V

VV

𝑆𝑡𝑒𝑎𝑑𝑦 − 𝑠𝑡𝑎𝑡𝑒 𝑐𝑜𝑛𝑑𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛



At   t = ∞

z

x

8

V

.در یک فرایند شرایطی است که هیچ یک از متغیرهای سیستم در هیچ یک  ازنقاط با گذشت زمان تغییر نکند

Steady-state

پایا − یکنواخت 𝑆𝑡𝑒𝑎𝑑𝑦)حالت − 𝑠𝑡𝑎𝑡𝑒)



 ٌ    بررسی می نماییم که چه عواملی بر توزیع سرعت موثر. حال در نظر داریم به نحوهً یافتن توزیع سرعت به پردازیم بدین منظور ابتدا

ثیر میگذارد .است   وهرعامل چگونه تاً

.که پدید آورندهً حرکت است پرداخته می شود  𝐹𝑧 برای این مطلب به بررسی نیروی افقی
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z

x

V

𝑉𝑧 𝑥 : 𝑉𝑒𝑙𝑜𝑐𝑖𝑡𝑦 𝐷𝑖𝑠𝑡𝑟𝑖𝑏𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛

𝑉𝑧 𝑥 : 𝑉𝑒𝑙𝑜𝑐𝑖𝑡𝑦 𝑃𝑟𝑜𝑓𝑖𝑙𝑒

سرعت توزیع

𝑉𝑧 𝑥



𝐹𝑧

(نیروی برشی)
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d

z

x

VType  of  fluid

V

d

A 

𝐹𝑧 ∝ →
𝐹𝑧
𝐴
∝
𝑉

𝑑 → 𝜏 ∝
𝑉

𝑑

→ 𝜏 ∝
𝑉 − 0

𝑑 − 0

𝐴𝑉
𝑑



dx
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z

x

V

𝜏 ∝  
𝑑𝑉𝑧
𝑑𝑥

 

𝑣𝑧

𝑣𝑧 + 𝑑𝑣𝑧



Viscosity

Shear-Stress

z

x

z
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V:قانون ویسکوزیته نیوتن

Velocity Gradient

𝝉𝒙𝒛 = 𝝁
𝒅𝒗𝒛
𝒅𝒙

−



 ونیوتنیسیالباشد،آنترمودینامیکیشرایطوسیالنوعتابعفقطیعنیباشدثابتسیالویسکوزیتهاگر

 .شودمینامیدهنیوتنیغیرسیالصورت،اینغیردر
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compressible

Incompressible

Newtonian

Non-Newtonian

:تعریف ویسکوزیته

. ویسکوزیته یا ضریب چسبندگی مشخصهً مقاومت سیال در مقابل حرکت است

.یعنی هر چه مقاومت سیال در مقابل حرکت بیشتر باشد ویسکوزیته اش بیشتر است و بالعکس

.برای یافتن بعد وواحدهای ویسکوزیته، بایستی طرفین رابطهٌ قانون ویسکوزیتهٌ نیوتن همگن باشند

گرانروی) − لزجت − چسبندگی (ضریب
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z

x

z
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We also use, centi-poise or (cp) which is:
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(واحد مرسوم ویسکوزیته)

𝑆𝐼:
𝑘𝑔

𝑚. 𝑠

𝐶𝐺𝑆:
𝑔𝑟

𝑐𝑚. 𝑠

𝐹𝑃𝑆:
𝑙𝑏𝑚
𝑓𝑡. 𝑠

(𝑝𝑜𝑖𝑠𝑒)

1𝑐𝑝 = 10−3
𝑘𝑔

𝑚. 𝑠



Kinematic viscosity
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𝑣 =
𝜇

𝜌
𝑣 =

𝐿2

𝑇

𝑆𝐼:
𝑚2

𝑠

𝐶𝐺𝑆:
𝑐𝑚2

𝑠

𝐹𝑃𝑆:
𝑓𝑡2

𝑠

𝑠𝑡𝑜𝑘𝑒𝑠 𝑜𝑟 𝑐𝑒𝑛𝑡𝑖 − 𝑠𝑡𝑜𝑘𝑒𝑠
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. کندافزایش دما ویسکوزیته کاهش پیدا می با 

:تاثیر درجه حرارت و فشار بر ویسکوزیته سیالات تراکم ناپذیر

.با افزایش فشار تغییر نمی کند

: پذیردرجه حرارت و فشار بر ویسکوزیته سیالات تراکم تاثیر 

.با افزایش دما ویسکوزیته افزایش پیدا می کند

.با افزایش فشار ویسکوزیته افزایش پیدا می کند

𝜇 ∝ 𝑇

𝜇 ∝ 𝑃



mPa.s = cp
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Momentum Transfer :
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v
z

x

z

Rate =

Flux =

کمیت

زمان

کمیت

.سطح زمان

→ 𝑅𝑎𝑡𝑒

𝐹𝑙𝑢𝑥
= سطح

𝑴𝒐𝒎𝒆𝒏𝒕𝒖𝒎 = 𝒎𝒗𝒛
𝑑(𝑚𝑣𝑧)

𝑑𝑡
= 𝑚

𝑑𝑣𝑧
𝑑𝑡

= 𝑚𝑎𝑧 = 𝐹𝑧

سرعت) − میزان − نرخ − (بهره

(شار)



More about rate of momentum transfer:

22

شوداعمالمومنتومانتقالواسطهبهتواندمیکهنیرویی!

کشدمیرا دیگریلایهآنبالایههرکهمماسینیروی!(Fz)

.مومنتوم نیز کمیتی برداری استRateمومنتوم کمیتی برداری است درنتیجه  

Rate of momentum transfer:



More about flux of momentum transfer:
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.استجهت انتقال سطح عمود بر 
!استجهت دارد و برداری 

!برداری استجرم  Flux

تنش برشی بین لایه 

هاست

Mass flux : Flux =
کمیت

.سطح زمان

=تنش  برشی 
مماسی نیروی

سطح

𝑭𝒍𝒖𝒙 𝒐𝒇𝑴𝒐𝒎𝒆𝒏𝒕𝒖𝒎 𝑻𝒓𝒂𝒏𝒔𝒇𝒆𝒓



!حرکت می کند(  zراستای )تابلودریک کانال مایع در راستای عمود بر 

؟تغییرات سرعت داریمyآیا درجهت  

𝜏𝑦𝑧بلی      

؟چطورxدر جهت 

𝜏𝑥𝑧بلی       

.تغییرات سرعت داریمyوxاست،در جهات zدر عین اینکه حرکت در جهت

.دهیداست توضیح xانتقال مومنتوم وقتی تغییر سرعت درراستایfluxراجع به  

x

y

z
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( برشیتنش) کند،دو راستا باید در آن تعریف شود تا معنا پیدا کهTensor است2درجه             .

n : Tensor order
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 تمامی کمیت هایی که می شناسیمTensorهستند.

 کالر .درجه ی یک هستندTensorدرجه ی صفر و کمیت های برداری  Tensorکمیت های اس

Tensorتعداد مولفه های هر = 𝟑𝒏
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𝑵𝒖𝒎𝒃𝒆𝒓 𝒐𝒇 𝒄𝒐𝒎𝒑𝒐𝒏𝒆𝒏𝒕𝒔 = 𝟑𝟐= 𝟗

𝜏𝑦𝑥𝜏𝑥𝑥 𝜏𝑧𝑥
𝜏𝑥𝑦

𝜏𝑥𝑧 𝜏𝑧𝑧

𝜏𝑦𝑦 𝜏𝑧𝑦

𝜏𝑦𝑧
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𝑁𝑜𝑛 − 𝑁𝑒𝑤𝑡𝑜𝑛𝑖𝑎𝑛 𝐹𝑙𝑢𝑖𝑑𝑠 نیوتنی غیر سیالات

:یعنی. تعریف شده است نیوتنی این سیالات شبیه به سیالات (رفتاری )رابطه رئولوژیک 

𝜏𝑥𝑧 = −𝜇
𝑑𝑣𝑧
𝑑𝑥

(𝑁𝑒𝑤𝑡𝑜𝑛𝑖𝑎𝑛 𝐹𝑙𝑢𝑖𝑑𝑠)

𝜏𝑥𝑧 = ױ−
𝑑𝑣𝑧
𝑑𝑥

(𝑁𝑜𝑛 − 𝑁𝑒𝑤𝑡𝑜𝑛𝑖𝑎𝑛 𝐹𝑙𝑢𝑖𝑑𝑠)

حرکتمی باشد که تابعی از نوع سیال، شرائط ترمودینامیکی و شرائط نیوتنی ویسکوزیته سیال غیر ױدر این رابطه    

ذکر شده را وعوامل ویسکوزیته سیال بینارتباطروابط خاصی که .می باشد (سرعت و تنش برشی گرادیان )سیال

. که در ادامه به چند مدل اشاره می شود می نامند  سیال رئولوژیک مدلمی کند بیان 
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1) 𝑇ℎ𝑒 𝐵𝑖𝑛𝑔ℎ𝑎𝑚′𝑠 𝑀𝑜𝑑𝑒𝑙 𝐵𝑖𝑛𝑔ℎ𝑎𝑚 𝑃𝑙𝑎𝑠𝑡𝑖𝑐𝑠 :

𝜏𝑥𝑧 = −𝜇0
𝑑𝑣𝑧
𝑑𝑥

± 𝜏0 𝑖𝑓 𝜏𝑥𝑧 > 𝜏0 𝑎𝑛𝑑

𝑑𝑣𝑧
𝑑𝑥

= 0 𝑖𝑓 𝜏𝑥𝑧 < 𝜏0

رکتح  به از پس سیال ویسکوزیته 𝜇0 و تسلیم 𝜏0تنش آن در .در  آمدن  آن  می باشد که

تشکیل شده از ذرات بسیار ریز
خمیر ها ،(Suspensions of fine particles)این مدل برای شربت های 

.  استو مذاب پلاستیک ها مناسب 

𝜏0 ∶ 𝑌𝑖𝑒𝑙𝑑 𝑆𝑡𝑟𝑒𝑠𝑠 تسلیم تنش
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2) 𝑇ℎ𝑒 𝑂𝑠𝑡𝑤𝑎𝑙𝑑 − 𝑑𝑒 −𝑊𝑎𝑒𝑙𝑒 𝑀𝑜𝑑𝑒𝑙 𝑃𝑜𝑤𝑒𝑟 𝐿𝑎𝑤 𝑀𝑜𝑑𝑒𝑙 :

𝜏𝑥𝑧 = −𝑚
𝑑𝑣𝑧
𝑑𝑥

𝑛−1
𝑑𝑣𝑧
𝑑𝑥

𝐼𝑛 𝑤ℎ𝑖𝑐ℎ 𝒎 𝑎𝑛𝑑 𝒏 𝑎𝑟𝑒 𝑡ℎ𝑒 𝑚𝑜𝑑𝑒𝑙′𝑠 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑚𝑒𝑡𝑒𝑟𝑠.

𝐹𝑜𝑟 𝒏 = 𝟏, 𝑖𝑡 𝑟𝑒𝑑𝑢𝑐𝑒𝑠 𝑡𝑜 𝑁𝑒𝑤𝑡𝑜𝑛′𝑠 𝑙𝑎𝑤 𝑜𝑓 𝑣𝑖𝑠𝑐𝑜𝑠𝑖𝑡𝑦 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑚 = 𝜇 ;

𝑡ℎ𝑢𝑠 𝑡ℎ𝑒 𝑑𝑒𝑣𝑖𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑜𝑓 𝑛 𝑓𝑟𝑜𝑚 𝑢𝑛𝑖𝑡𝑦 𝑖𝑛𝑑𝑖𝑐𝑎𝑡𝑒𝑠 𝑡ℎ𝑒 𝑑𝑒𝑔𝑟𝑒𝑒 𝑜𝑓

𝑑𝑒𝑣𝑖𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑓𝑟𝑜𝑚 𝑁𝑒𝑤𝑡𝑜𝑛𝑖𝑎𝑛 𝑏𝑒ℎ𝑎𝑣𝑖𝑜𝑟.

𝐹𝑜𝑟 𝑛 < 1 𝑏𝑒ℎ𝑎𝑣𝑖𝑜𝑟 𝑖𝑠 𝑝𝑠𝑒𝑢𝑑𝑜𝑝𝑙𝑎𝑠𝑡𝑖𝑐 ∶
𝑑𝑣𝑧
𝑑𝑥

↑ 𝜇 ↓

𝐹𝑜𝑟 𝑛 > 1 𝑏𝑒ℎ𝑎𝑣𝑖𝑜𝑟 𝑖𝑠 𝑑𝑖𝑙𝑎𝑡𝑎𝑛𝑡: 𝑑𝑣𝑧
𝑑𝑥

↑ 𝜇 ↑

پلاستیک شبه

اتساع قابل غیر



Velocity Distribution in Laminar Flow :

(توزیع سرعت در جریان آرام)

فرض نهفته در عنوان، آرام بودن جریان 
!!                                                                                                                           است

30

حرکت می کندو لایه هاصورت لایه لایه فقط به جریانی است که در آن سیال :آرام جریان 

.جابجا نشده ویا با یکدیگر ادغام  نمی شوند



 :وردن  توزیع سرعتآقدم های لازم برای بدست 

مشخص نمودن فرضیات.1

31

:مناسبنمودن محورهای مختصات انتخاب . 2

المنت)      یک جزء کوچک انتخاب . 3

:موازنه ی مومنتوم بر روی المنت در جهت حرکتنوشتن . 4

ادامه چند صفحه بعد 

... (مثل حالت یکنواخت سیال تراکم پذیر سیال نیوتونی و :)

مناسب  دلخواه از سیستم( Element



:یادآوری 

32

Mass Balance:

Input - Output + Generation - Consumption = Accumulation

Input – Output = Accumulation

𝑂𝑣𝑒𝑟𝑎𝑙𝑙 𝑀𝑎𝑡𝑒𝑟𝑖𝑎𝑙 𝐵𝑎𝑙𝑎𝑛𝑐𝑒:

𝑆𝑝𝑒𝑐𝑑𝑖𝑓𝑖𝑐 𝑀𝑎𝑡𝑒𝑟𝑖𝑎𝑙 𝐵𝑎𝑙𝑎𝑛𝑐𝑒:



:  انواع فرآیندها
Batch

Semi-Batch

Continuous

33

processes

Steady State

Unsteady State



:موازنه مومنتوم

34

Rate of 
Momentum          

In

Rate of 
Momentum 

Out

Sum of 
Acting 
Forces

Rate of 
Accumulation 

of 
Momentum

_ + =

سرعت مومنتوم ورودی -سرعت مومنتوم خروجی +مجموع نیروهای موثر=مومنتومذخیرۀ سرعت 



: مراحل بعدی بدست آوردن توزیع سرعت

به دست آوردن معادله دیفرانسیل توزیع تنش برشی. 5•

و به دست آوردن فرم توزیع تنش برشی5حل معادله دیفرانسیل بند  . 6•

به دست آوردن معادله دیفرانسیل توزیع سرعت با توجه به نوع سیال. 7•

توزیع سرعتآوردن فرمدست و به 7حل معادله دیفرانسیل بند . 8•

(Boundary Conditions )تعیین ثوابت عددی با توجه به شرایط سرحدی. 9•

35



.واقعیت های فیزیکی موجود در مرزهای سیستمبیان 

:تعریف ریاضی 

متغیربیان مقدارتابع به ازای مقادیر خاصی از 

36



:متداول ترین شرایط سرحدی
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ز   ر م در  د   م جا ر   م  
ل - یا س ی  ر  با به   ت   س ا د  م جا ه  ر دا ت   ع ر س ا  ب بر  برا ل  یا س ت  ع ر س  ، ل یا س

د  ر و خ ی  م ن ز  ی و   ه  د ی ب س چ ه  ر دا                       به  

زدر.  ر ر  م م  
ز یع- ا ت  ما س ا ک  ی د ر   ف ص به  ر  ا ی س ب ی  ش بر ش  ز   تن ت  ا رک ح ی  ر  با بر  به   ی  ر ی ث

یع د ما سن عک ل ا ب و  د  ر .ا  

  
م 

ز  ر درم یع   ما ر   د -  و م ع ی  تا س را در  یع  ی بر ما ع ب وا ت ی  ش بر ش  تن و  ت  ع ر س یع  ز و ت ر   م  
ل 

  

ت   د پیوس ن بر برا ر   م  
ل 

  
در  ها  ش  تن و  ها  ت  ع ر س ی  ر  با به   د   ن ت س ه ه 



نفت

آب

نفت

آب

دیکم  ر   لبهکهدوطرفاززیرا.باشددرستتواندنمی 

استمرزنقطهدرپیوستگیمغایروایننیستندبرابرهاسرعتشویممی.

درچونباشددرستتواندمیسرعتتوزیعاین

استپیوستهسرعتتوزیعم  ر   ل.

:مایع-مثالی برای مرز م  ر  مایع

38



تشکیل می دهد   در جریان 𝛼تای قایم زاویه     یک  فیلم بسیار ناز  از یک مایع،     برروی سطح شیب داری  که  به صورت مایل قرار گرفته  و با راس 1.

 بدست توزیع تنش برشی و سرعت را در این مایع.استδوضخامت  سیال    Wعرض آن       Lطول صفحه. است 

.آورید
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δ

α

L

:مثال اول



:روش حل مسئله

:اولین اقدام تعیین دقیق فرضیات•

δ

α

L

.( تغییرات زمانی کلیه کمیات برابر با صفر است)حالت یکنواخت .1

.جریان آرام. 2

.حرکت یک بعدی. 3

(.دانسیته و ویسکوزیته ثابت)خواص فیزیکی ثابت . 4

.سیال نیوتنی. 5

.آثار لبه ای نا چیز. 6



تعیین محور های مختصات                                                •

(                         مسئلهچه ممکن است ساده تر ومتناسب با صورت هر )المنت مناسبانتخاب •

ZX

α

L

ΔX

41

δ



کانیزم های مختلف انتقال حرارت  Conduction:م

Convection

Radiation 

42

کانیزم های  مختلف   :  انتقال مومنتومم
Molecular

Convective



سرعت مومنتوم ورودی -مومنتوم خروجی سرعت +موثرنیروهای مجموع =ذخیرۀمومنتومسرعت 

Rate of z-momentum in
Across surface at x

𝜏𝑥𝑧.(LW)│𝑥

Rate of z-momentum 
In across surface at 
z=0

Rate of z-momentum 
out across surface at 
x+Δx

−𝜏𝑥𝑧.(LW)│𝑥+∆𝑥

Rate of z-momentum out 
across surface at z=L

43

+𝜌(𝑤∆𝑥𝑣𝑧)𝑣𝑧│𝑧=0

−𝜌(𝑤∆𝑥𝑣𝑧)𝑣𝑧│𝑧=𝐿
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Element Mass Balance:

(𝜏𝑥𝑧. 𝐿𝑊)│𝑥

+𝜌(𝑊∆𝑥𝑣𝑧)𝑣𝑧│𝑧=0

−(𝜏𝑥𝑧. 𝐿𝑊)│𝑥+∆𝑥

−𝜌(𝑊∆𝑥𝑣𝑧)𝑣𝑧│𝑧=𝐿

+𝜌 𝐿𝑊∆𝑥 𝑔𝑐𝑜𝑐𝛼 =
𝜕(𝑚𝑣𝑧)

𝜕𝑡
=

0

𝜕( 𝜌𝐿𝑊∆𝑥𝑣𝑧)

𝜕𝑡
=

𝜌𝐿𝑊∆𝑥
𝜕𝑣𝑧
𝜕𝑡

=

𝜌 𝑊∆𝑥𝑣𝑧 │𝑧=0 = 𝜌 𝑊∆𝑥𝑣𝑧 │𝑧=𝐿 → (𝑣𝑧)│𝑧=0 = (𝑣𝑧)│𝑧=𝐿
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→ (𝜏𝑥𝑧. 𝐿𝑊)│𝑥 − (𝜏𝑥𝑧. 𝐿𝑊)│𝑥+∆𝑥 +𝜌 𝐿𝑊∆𝑥 𝑔𝑐𝑜𝑠𝛼 = 0

÷ 𝐿𝑊∆𝑥 →
𝜏𝑥𝑧 │𝑥 − (𝜏𝑥𝑧)│𝑥+∆𝑥

∆𝑥
+ 𝜌𝑔𝑐𝑜𝑠𝛼 = 0

∆𝑥 → 0 → −
𝑑𝜏𝑥𝑧
𝑑𝑥

+ 𝜌𝑔𝑐𝑜𝑠𝛼 = 0 →
𝑑𝜏𝑥𝑧
𝑑𝑥

= 𝜌𝑔𝑐𝑜𝑠𝛼

𝜏𝑥𝑧 = 𝜌𝑔𝑐𝑜𝑠𝛼 𝑥 + 𝑐1→ 𝐵. 𝐶. 1 𝑎𝑡 𝑥 = 0 𝜏𝑥𝑧 ≈ 0

𝑐1 = 0→ → 𝜏𝑥𝑧 = 𝜌𝑔𝑐𝑜𝑠𝛼 𝑥

𝜏𝑥𝑧 = −𝜇
𝑑𝑣𝑧
𝑑𝑥

= → 𝑣𝑧 = −
𝜌𝑔𝑐𝑜𝑠𝛼

2𝜇
𝑥2 + 𝑐2→ 𝜌𝑔𝑐𝑜𝑠𝛼 𝑥
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Velocity profile

𝐵. 𝐶. 2 𝑎𝑡 𝑥 = 𝛿 𝑣𝑧 = 0 →

𝑣𝑧 =
𝜌𝑔𝛿2𝑐𝑜𝑠𝛼

2𝜇
1 −

𝑥

𝛿

2

𝑐2 =
𝜌𝑔𝛿2𝑐𝑜𝑠𝛼

2𝜇

→ 𝜏𝑥𝑧 = 𝜌𝑔𝑐𝑜𝑠𝛼 𝑥&

𝑥 = 0 𝑣𝑧,𝑚𝑎𝑥 =
𝜌𝑔𝛿2𝑐𝑜𝑠𝛼

2𝜇→ 𝑣𝑧 = 𝑣𝑧,𝑚𝑎𝑥 →

𝑣𝑧 = 𝑣𝑧,𝑚𝑎𝑥 1 −
𝑥

𝛿

2

ماکزیمم سرعت کجا اتفاق می افتد؟: 1



α

L

47

x
z

𝑣𝑧(𝑥)

𝜏𝑥𝑧(𝑥)
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𝑑𝑄 = 𝑣𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑄 =  
0

𝑊

 
0

𝛿

𝑣𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦 =  
0

𝑊

 
0

𝛿 𝜌𝑔𝛿2𝑐𝑜𝑠𝛼

2𝜇
1 −

𝑥

𝛿

2

𝑑𝑥𝑑𝑦 =

𝑊 
0

𝛿 𝜌𝑔𝛿2𝑐𝑜𝑠𝛼

2𝜇
1 −

𝑥

𝛿

2

𝑑𝑥 =
𝜌𝑔𝑊𝛿3𝑐𝑜𝑠𝛼

3𝜇

𝑄 =
𝜌𝑔𝑊𝛿3𝑐𝑜𝑠𝛼

3𝜇
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< 𝑣𝑧 >=  𝑣𝑧

 𝑣𝑧 =
𝑄

𝐴
=
 0
𝑊
 0
𝛿
𝑣𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦

 0
𝑊
 0
𝛿
𝑑𝑥𝑑𝑦

=

𝜌𝑔𝑊𝛿3𝑐𝑜𝑠𝛼
3𝜇

𝛿𝑊
=
𝜌𝑔𝛿2𝑐𝑜𝑠𝛼

3𝜇
=
2

3
𝑣𝑧,𝑚𝑎𝑥
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مولفه ی نیروی وزن در جهت حرکت

4) 𝐹𝑧

𝐹𝑧 = 𝜏𝑥𝑧 │𝑥=𝛿𝐿𝑊 = 𝜌𝑔𝑐𝑜𝑠𝛼 𝛿𝐿𝑊 = 𝜌(𝐿𝑊𝛿)𝑔𝑐𝑜𝑠𝛼

کلیف گاه محورهای مختصات را بر روی صفحه قرار  :   سرعت، سرعت ماکزیمم،داده وتوزیع تنش برشی و  دست

.                                                                                                                           دبی حجمی، سرعت متوسط ونیروی جهت حرکت سیال را بدست آورید



چگونه می توان از آرام بودن سیال اطمینان یافت؟: سوال

51

با اندازه گیری زمان وحجم معینی )توانیم مقدار  دبی حجمی    بدست آمده از  فرمول را بادبی حجمی اندازه گیری شده از طریق آزمایش می

. ماییمن  مقایسه ازسیال)



• l : Characteristic Length

• ρ : Fluid density

• μ : Fluid viscosity

• vz : Fluid average velocity

if   NRe < 4 to 25 → laminar flow

if  25 < NRe <1000 to 2000  →laminar flow with Rippling

if  NRe >2000 →Turbulent flow 

52

𝑁𝑅𝑒 =
𝜌  𝑣𝑧𝑙

𝜇

𝑁𝑅𝑒 =
4𝜌  𝑣𝑧𝛿

𝜇
صفحات ازروی سیالات جریان در
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:اگردبی حجمی را داشته باشیم وضخامت فیلم مایع را بخواهیم میتوانیم از رابطۀ  زیر استفاده نماییم

𝛤 =
 𝑚

𝑊
 𝑚 = 𝜌𝑄 𝛿 =

3𝜇𝛤

𝜌2𝑔𝑐𝑜𝑠𝛼

1
3

𝑄 =
𝜌𝑔𝑊𝛿3𝑐𝑜𝑠𝛼

3𝜇
→ 𝛿 =

3𝜇𝑄

𝜌𝑔𝑊𝑐𝑜𝑠𝛼

1
3



؟شودآب ذبممکنآمونیا مقدارترینبیشتاباشدچقدرباید

54

H2O
H2Oفیلمی از

:کاربرد    

𝛿

𝑁𝐻3 + 𝐺𝑎𝑠



Velocity profile in circular Tubes: توزیع سرعت در لوله ها

55

آن𝑝𝐿وبا فشار وارد شده RوشعاعLیک لوله با طول به 𝑝0فشارتراکم ناپذیری با سیال :سوال 

.توزیع تنش برشی و سرعت را در سیال بدست آورید.را تر  می نماید

L

R

Po

PL

.فرضیات مانند مثال قبل می باشد1-

.محورهای مختصات استوانه ای می باشد-2

z

r



:روش حل مسئله

56

موازنۀ جرم المنت

(𝜏𝑟𝑧2𝜋rL)|𝑟 − (𝜏𝑟𝑧2𝜋rL)|𝑟+∆𝑟

+𝜌(2𝜋𝑟∆𝑟𝑉𝑧)𝑉𝑧|𝑧=0 − 𝜌(2𝜋𝑟∆𝑟𝑉𝑧)𝑉𝑧|𝑧=𝐿

+(2𝜋𝑟∆𝑟𝑃)|𝑧=0 −(2𝜋𝑟∆𝑟𝑃)|𝑧=𝐿 +𝜌 2𝜋𝑟∆𝑟𝐿 𝑔

=
𝜕(𝑚𝑉𝑧)

𝜕𝑡
= 2𝜋𝑟∆𝑟𝐿𝜌

𝜕𝑉𝑧
𝜕𝑡

𝜕(2𝜋𝑟∆𝑟𝐿𝜌𝑉𝑧)

𝜕𝑡
= = 0

𝜌 2𝜋𝑟∆𝑟𝑉𝑧 |𝑧=0 = 𝜌(2𝜋𝑟∆𝑟𝑉𝑧) |𝑧=𝐿 → 𝑉𝑧 |𝑧=0= 𝑉𝑧 |𝑧=𝐿



𝜏𝑟𝑧 =
𝑃0 − 𝑃𝐿

𝐿
+ 𝜌𝑔

𝑟

2
+
𝑐1
𝑟

𝜏𝑟𝑧 =
𝑃0 − 𝑃𝐿

𝐿
+ 𝜌𝑔

𝑟

2→

→

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟𝜏𝑟𝑧) =

𝑃0 − 𝑃𝐿
𝐿

+ 𝜌𝑔 𝑟

→ 𝑟𝜏𝑟𝑧 =
𝑃0 − 𝑃𝐿

𝐿
+ 𝜌𝑔

𝑟2

2
+ 𝑐1

÷ 2𝜋∆𝑟𝐿 →

→

𝑟𝜏𝑟𝑧 │𝑟 − (𝑟𝜏𝑟𝑧)│𝑟+∆𝑟
∆𝑟

+
𝑃0 − 𝑃𝐿

𝐿
+ 𝜌𝑔 𝑟 = 0

÷ 𝑟 ≠ 0

𝐵. 𝐶. 1 𝑎𝑡 𝑟 ≈ 0 𝜏𝑟𝑧 = 𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡𝑒 𝑐1 = 0→
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→

𝑣𝑧 =

𝑃0 − 𝑃𝐿
𝐿

+ 𝜌𝑔 𝑅2

4𝜇
1 −

𝑟

𝑅

2

𝑉𝑧,𝑚𝑎𝑥= 

𝑃0−𝑃𝐿
𝐿

+𝜌𝑔 𝑅2

4µ
𝑣𝑧 = 𝑣𝑧,𝑚𝑎𝑥 1 −

𝑟

𝑅

2

𝜏𝑟𝑧 = −𝜇
𝑑𝑣𝑧
𝑑𝑟

=
𝑃0 − 𝑃𝐿

𝐿
+ 𝜌𝑔

𝑟

2

→ 𝑣𝑧 = −

𝑃0 − 𝑃𝐿
𝐿

+ 𝜌𝑔

4𝜇
𝑟2 + 𝑐2

𝐵. 𝐶. 2 𝑎𝑡 𝑟 = 𝑅 𝑣𝑧 = 0 → 𝑐2 =

𝑃0 − 𝑃𝐿
𝐿

+ 𝜌𝑔 𝑅2

4𝜇

→ & 𝜏𝑟𝑧 =
𝑃0 − 𝑃𝐿

𝐿
+ 𝜌𝑔

𝑟

2

&



59

r

z
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2) Volumetric flow rate Q :
drdrd

r

Haggen-Poiseuille Equation

𝑑𝑄 = 𝑣𝑧𝑑𝐴 = 𝑣𝑧 𝑟𝑑𝜃 𝑑𝑟 = 𝑣𝑧𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃

𝑄 =  
0

2𝜋

 
0

𝑅

𝑣𝑧𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 =  
0

2𝜋

 
0

𝑅 (
𝑃0 − 𝑃𝐿

𝐿
+ 𝜌𝑔)𝑅2

4𝜇
1 −

𝑟

𝑅

2

𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃

= 2𝜋 
0

𝑅 (
𝑃0 − 𝑃𝐿

𝐿
+ 𝜌𝑔)𝑅2

4𝜇
1 −

𝑟

𝑅

2

𝑟𝑑𝑟 =
𝜋𝑅4(

𝑃0 − 𝑃𝐿
𝐿

+ 𝜌𝑔)

8𝜇

𝑄 =
𝜋𝑅4(

𝑃0 − 𝑃𝐿
𝐿

+ 𝜌𝑔)

8𝜇

dr
𝑑𝜃
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 𝑣𝑧 =
𝑄

𝐴
=
 0
2𝜋
 0
𝑅
𝑣𝑧𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃

 0
2𝜋
 0
𝑅
𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃

=
𝜋𝑅4

𝑃0 − 𝑃𝐿
𝐿

+ 𝜌𝑔

8𝜇

𝜋𝑅2

 𝑣𝑧 =
(
𝑃0 − 𝑃𝐿

𝐿
+ 𝜌𝑔)𝑅2

8𝜇

3)  𝑣𝑧

→

 𝑣𝑧 =
1

2
𝑣𝑧,𝑚𝑎𝑥 𝑣𝑧,𝑚𝑎𝑥 = 2  𝑣𝑧



62

4) 𝐹𝑧 = (𝜏𝑟𝑧)│𝑟=𝑅 × 2𝜋𝑅𝐿

→ 𝐹𝑧 =
𝑃𝑜 − 𝑃𝐿

𝐿
+ 𝜌𝑔

𝑅

2
× 2𝜋𝑅𝐿 =

𝑃0 − 𝑃𝐿 𝜋𝑅2 + (𝜋𝑅2𝐿)𝜌𝑔
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NREجریان آرام <2100                   laminar flow

2100<NRE<4000          Transition flow جریان گذرا 

NRE>4000                    Turbulent flow جریان درهم

𝑁𝑅𝑒 =
𝜌  𝑣𝑧𝐷

𝜇
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Ostwald’s Viscometer
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ف  کره  دیک شده به آن برخورد می کند و به صورت خزشی از  اطرا Rبه یک کره ی جامد با شعاع ∞𝑢سرعت باسیال  تراکم نا پذیری: سوال

.عبور می کند

.کنیدمی کند محاسبه کره اعمال را که سیال در راستای حرکتش به نیرویی 
𝑢∞ : Approaching velocity

جامد کره اطراف یک خزشی حرکت



چه نوع حرکتی است؟حرکت خزشی

66

Creeping flow Around a solid sphere

𝑁𝑅𝑒,𝑃 =
𝜌𝑢∞𝐷𝑃

𝜇
˂0.1 𝐷𝑃 قطرکره

جامد کره اطراف یک خزشی حرکت

کنیدتصوررا ساچمهیکبهسنگینروغننوعیکبرخورد

.تبرای سیالی با ویسکوزیته و دانسیته معین چنانچه شرط زیر برقرار باشد ،حرکت خزشی اس 
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Turbulent Flow:



:روش حل مسئله

68

:بعدی دنبال می کنیم یک مراحل بدست آوردن  توزیع سرعت و تنش و نیرو را برای جریان خزشی همانند جریان

فیزیکی ثابت،خواصدوبعدیرکت خزشی،سیال نیوتونی،حرکت یکنواخت،ح جریان :فرضیات-1

(r,θ,φ)مختصات کروی:محورهای مختصاتانتخاب -2

:         انتخاب المنت- 3

dAنیروی این المنت دو به . راروی سطح کره اختیار می کنیم𝑓𝑡و𝑓𝑛 می شودوارد.

dA

𝑓𝑡

𝑓𝑛
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ft = Tangential Force

fn = Normal Force

dA:𝑓𝑡 ودیوارۀ جامداست که از درگیری سیال نیرویی

نیرویاز جنس )آن تنش برشی استشودومنشا حاصل می 

کاکی  .(استاصط

: 𝑓𝑛 شودنیروهای فشاری حاصل می از.

𝑓𝑡 = (𝜏𝑟𝜃)│𝑟=𝑅𝑑𝐴

𝑓𝑛 = (𝑝)│𝑟=𝑅𝑑𝐴

𝑓𝑡

𝑓𝑛
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یمولفه 4جهت حداقل هردو حرکتی و تغییرات سرعت در دوراستای بدلیل وجود 

𝜏 خواهیم داشت :

کا  داریمθمماس بر سطح کره در راستای ، چون باشدمی 𝜏𝑟𝜃بدلیل آرام بودن بیش از حد سیال تنها مورد قابل توجه  .اصط

.توزیع تنش برشی وفشار درسیال ازروابط زیر بدست می آید

𝜏𝑟𝑟 , 𝜏𝜃𝑟 ,𝜏𝑟𝜃 ,𝜏𝜃𝜃

𝜏𝑟𝜃 =
3

2

𝜇𝑢∞
𝑅

(
𝑅

𝑟
)4𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑝 = 𝑝0 − 𝜌𝑔𝑧 −
3

2

𝜇𝑢∞
𝑅

(
𝑅

𝑟
)2𝑐𝑜𝑠𝜃

(𝑃𝑎𝑔𝑒 57)
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𝜏𝑟𝜃, 𝑝,𝑉𝜃,𝑉𝑟:معادلات مربوط به 

𝜏𝑟𝜃 =
3

2

𝜇𝑢∞
𝑅

𝑅

𝑟

4

𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑝 = 𝑝0 − 𝜌𝑔𝑧 −
3

2

𝜇𝑢∞
𝑅

𝑅

𝑟

2

𝑐𝑜𝑠𝜃

(𝜏𝑟𝜃)|𝑟=𝑅 =
3

2

𝜇𝑢∞
𝑅

𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑝 |𝑟=𝑅 = 𝑝0 − 𝜌𝑔𝑅𝑐𝑜𝑠 −
3

2

𝜇𝑢∞
𝑅

𝑐𝑜𝑠𝜃
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Friction dragکا یواسطهبهکهکششینیروی .افتدمیاتفاقاصط

𝐹𝑛 =  
0

2𝜋

 
0

𝜋

[ −𝑝)|𝑟=𝑅 𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑑𝐴

𝐹𝑡 =  
0

2𝜋

 
0

𝜋

[(𝜏𝑟𝜃)|𝑟=𝑅 𝑠𝑖𝑛𝜃]𝑑𝐴

=  
0

2𝜋

 
0

𝜋

[(𝜏𝑟𝜃)|𝑟=𝑅 𝑠𝑖𝑛𝜃]𝑅
2𝑠𝑖𝑛𝜃𝑑𝜃𝑑𝜙

→ 𝐹𝑡 = 4𝜋𝑅𝜇𝑢∞ 𝐹𝑟𝑖𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 𝐷𝑟𝑎𝑔

𝐹𝑛 =  
0

2𝜋

 
0

𝜋

[(−𝑝)|𝑟=𝑅 𝑐𝑜𝑠𝜃]𝑅
2𝑠𝑖𝑛𝜃𝑑𝜃𝑑𝜙=

4

3
𝜋𝑅3𝜌𝑔 + 2𝜋𝑅𝜇𝑢∞

𝐹𝑛 =
4

3
𝜋𝑅3𝜌𝑔 𝐵𝑢𝑜𝑦𝑎𝑛𝑐𝑦 𝑜𝑟 𝐵𝑢𝑜𝑦𝑎𝑛𝑡 𝑓𝑜𝑟𝑐𝑒 + 2𝜋𝑅𝜇𝑢∞(𝐹𝑜𝑟𝑚 𝐷𝑟𝑎𝑔)
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FD: Drag Force

FB: Buoyant Force

𝐹 =
4

3
𝜋𝑅3𝜌𝑔 + 6𝜋𝑅𝜇𝑢∞

𝐹 = 𝐹𝐵 + 𝐹𝐷

𝐹𝐷 = 6𝜋𝑅𝜇𝑢∞ 𝑆𝑡𝑜𝑘𝑒′𝑠 𝐿𝑎𝑤

→
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FB

mg

FDm: mass of particle
ρp: density of particle
ρf: fluid’s density
R: particle’s radius
µ: fluid’s viscocity

Falling of a particle in a fluid :

گالی               با mبا جرم جسمی گالی            𝜌𝑝چ درنظر .در حال حرکت است𝜇وویسکوزیته            𝜌𝑓در سیالی با چ

.نماییماست  نحوه  حرکت آن را بررسی  

 𝐹 = 𝑚𝑎

𝑚𝑔 − 𝐹𝐵 − 𝐹𝐷 = 𝑚𝑎

4

3
𝜋𝑅3𝜌𝑝𝑔 −

4

3
𝜋𝑅3𝜌𝑓𝑔 − 6𝜋𝑅𝜇𝑢 =

4

3
𝜋𝑅3𝜌𝑝

𝑑𝑢

𝑑𝑡 → 𝑢 = 𝑢(𝑡)



75

𝜇 =
2𝑅2 𝜌𝑝 − 𝜌𝑓 𝑔

9𝑢𝑡

𝐼𝑓
𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 0 → 𝑢 = 𝑢𝑡 =

2𝑅2 𝜌𝑝 − 𝜌𝑓 𝑔

9𝜇

𝑢𝑡 = 𝑇𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑙 𝑉𝑒𝑙𝑜𝑐𝑖𝑡𝑦 = حد سرعت

→
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معین ،داخل سیالی معین انداخته شوند  و سرعت حد حرکت  اندازه گیری  شود،Rوρاگر ذرا ی کروی با 

.را تعیین  کردμمی توان مقدار    

𝜇 =
2𝑅2 𝜌𝑝 − 𝜌𝑓 𝑔

9𝑢𝑡
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بارا سیالسرعتوجرمتغییراتاستدرنظر.(تاس بعدیچندحرکت)کندمیتغییر(دانسیته)خواصشو،سرعتجهاتهمهدروزمانباکهگیریممینظردررا سیالی

کانوزمان .آوریمدستبهم

ازشوند بارتندبررسیاستقرارکهمعادلا ی:

1. The Equation of Continuity  معادله پیوستگی
2. The Equation of Motion معادله حرکت
3. The Equation of Energy انرژیمعادله 

معادلات تغییر در سیستم های همد ما
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ل ها اینبرای توضیح انواع دیفرانسی . در این ارتباط معادلات دیفرانسیل چند متغیره مطرح خواهند شد

از شما خواسته باشند که تغییرات تعداد ماهی های آب یک فرض کنید . مثال می تواند مطرح شود

بررسی کنید، چگونه  این کاررا انجام میدهید؟ را با زمان رودخانه 

:برای بیان معادلاتسه روش 

ثابتنقطه نظر ناظری از ( معادلهیا شکل )تغییرات کمیت ها -1

.دید ناظری که با سر تی دلخواه در سیال حرکت می کنداز ( یا شکل معادله)تغییرات کمیت ها-2

.دید ناظری که با سرعت سیال در حرکت استاز ( معادلهیا شکل )تغییرات کمیت ها -3
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مشتق جزیی زمان

مشتق کامل زمان

مشتق واقعی زمان

1) 𝑇ℎ𝑒 𝑃𝑎𝑟𝑡𝑖𝑎𝑙 𝑇𝑖𝑚𝑒 𝐷𝑒𝑟𝑖𝑣𝑎𝑡𝑖𝑣𝑒
𝜕𝑐

𝜕𝑡

2) 𝑇ℎ𝑒 𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙 𝑇𝑖𝑚𝑒 𝐷𝑒𝑟𝑖𝑣𝑎𝑡𝑖𝑣𝑒
𝑑𝑐

𝑑𝑡

𝑑𝑐

𝑑𝑡
=
𝜕𝑐

𝜕𝑡
+
𝑑𝑥

𝑑𝑡

𝜕𝑐

𝜕𝑥
+
𝑑𝑦

𝑑𝑡

𝜕𝑐

𝜕𝑦
+
𝑑𝑧

𝑑𝑡

𝜕𝑐

𝜕𝑧

3) 𝑇ℎ𝑒 𝑆𝑢𝑏𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑖𝑎𝑙 𝑇𝑖𝑚𝑒 𝐷𝑒𝑟𝑖𝑣𝑎𝑡𝑖𝑣𝑒

𝐷𝑐

𝐷𝑡
=
𝜕𝑐

𝜕𝑡
+ 𝑣𝑥

𝜕𝑐

𝜕𝑥
+ 𝑣𝑦

𝜕𝑐

𝜕𝑦
+ 𝑣𝑧

𝜕𝑐

𝜕𝑧

𝐷𝑐

𝐷𝑡
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The Equation of continuity

(Rate of mass in) - (Rate of mass out) =
Rate of accumulation of mass

y

x

z

The Overall Mass Balance On The Element

To obtain this equation an element with dimensions of Δx, Δy and Δz has been selected

(𝜌𝑣𝑥)│𝑥+∆𝑥

(𝜌𝑣𝑧)│𝑧+∆𝑧

(𝜌𝑣𝑧)│𝑧

(𝜌𝑣𝑦)│𝑦
(𝜌𝑣𝑦)│𝑦+∆𝑦

(𝜌𝑣𝑥)│𝑥

[ 𝜌𝑣𝑥 │𝑥∆𝑦∆𝑧 + (𝜌𝑣𝑦)│𝑦∆𝑥∆𝑧 + 𝜌𝑣𝑧 │𝑧∆𝑥∆𝑦] −

[ 𝜌𝑣𝑥 │𝑥+∆𝑥∆𝑦∆𝑧 + 𝜌𝑣𝑦 │𝑦+∆𝑦∆𝑥∆𝑧 + 𝜌𝑣𝑧 │𝑧+∆𝑧∆𝑥∆𝑦] =
𝜕𝑚

𝜕𝑡

=
𝜕(𝜌∆𝑥∆𝑦∆𝑧)

𝜕𝑡
= ∆𝑥∆𝑦∆𝑧

𝜕𝜌

𝜕𝑡

÷ ∆𝑥∆𝑦∆𝑧 →

𝜌𝑣𝑥 │𝑥 − (𝜌𝑣𝑥)│𝑥+∆𝑥
∆𝑥

+
𝜌𝑣𝑦 │𝑦 − (𝜌𝑣𝑦)│𝑦+∆𝑦

∆𝑦
+

𝜌𝑣𝑧 │𝑧 − (𝜌𝑣𝑧)│𝑧+∆𝑧
∆𝑧

=
𝜕𝜌

𝜕𝑡
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𝜕𝜌

𝜕𝑡
= −

𝜕

𝜕𝑥
(𝜌𝑣𝑥) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝜌𝑣𝑦) +

𝜕

𝜕𝑧
(𝜌𝑣𝑧)→

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ 𝛻. 𝜌𝑣 = 0

پیوستگی نسبت  به  ناظر ساکن                      𝑇ℎ𝑒معادله 𝑃𝑎𝑟𝑡𝑖𝑎𝑙 𝑇𝑖𝑚𝑒 𝐷𝑒𝑟𝑖𝑣𝑎𝑡𝑖𝑣𝑒

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝑥
𝜌𝑣𝑥 +

𝜕

𝜕𝑦
𝜌𝑣𝑦 +

𝜕

𝜕𝑧
𝜌𝑣𝑧 = 0𝑂𝑅
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𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ 𝛻. 𝜌𝑣 =

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝑥
𝜌𝑣𝑥 +

𝜕

𝜕𝑦
𝜌𝑣𝑦 +

𝜕

𝜕𝑧
𝜌𝑣𝑧 = 0

=
𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ 𝜌

𝜕𝑣𝑥
𝜕𝑥

+ 𝑣𝑥
𝜕𝜌

𝜕𝑥
+𝜌

𝜕𝑣𝑦

𝜕𝑦
+ 𝑣𝑦

𝜕𝜌

𝜕𝑦
+ 𝜌

𝜕𝑣𝑧
𝜕𝑧

+ 𝑣𝑧
𝜕𝜌

𝜕𝑧
= 0

→ 𝐷𝜌

𝐷𝑡
+ 𝜌

𝜕𝑣𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑣𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣𝑧
𝜕𝑧

= 0

𝑂𝑅
𝐷𝜌

𝐷𝑡
+ 𝜌 𝛻. 𝑣 = 0

(𝑆𝑢𝑏𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑖𝑎𝑙 𝐹𝑜𝑟𝑚)
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1. At steady state condition:

2. For incompressible fluids:

𝜕𝜌

𝜕𝑡
= 0 → 𝛻. 𝜌𝑣 = 0

𝛻. 𝑣 = 0

(𝐸𝑣𝑒𝑛 𝑎𝑡 𝑈𝑛𝑠𝑡𝑒𝑎𝑑𝑦 − 𝑠𝑡𝑎𝑡𝑒 𝐶𝑜𝑛𝑑𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛)
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x-component:

Rate of momentum in - Rate of momentum out + sum of acting forces =
Rate of accumulation of momentum

Convective 

mechanism

Molecular 

mechanism

+ (𝑃Δ𝑦Δ𝑧)|𝑥 −(𝑃Δ𝑦Δ𝑧)|𝑥+Δ𝑥 + (𝜌Δ𝑥Δ𝑦Δ𝑧𝑔𝑥) =
𝜕(𝜌Δ𝑥Δ𝑦Δ𝑧𝑣𝑥)

𝜕𝑡

= Δ𝑥Δ𝑦Δ𝑧
𝜕(𝜌𝑣𝑥)

𝜕𝑡

[(𝜌𝑣𝑥∆𝑦∆𝑧)𝑣𝑥│𝑥 +(𝜌𝑣𝑦∆𝑥∆𝑧)𝑣𝑥│𝑦 +(𝜌𝑣𝑧∆𝑥∆𝑦)𝑣𝑥│𝑧]

−[(𝜌𝑣𝑥∆𝑦∆𝑧)𝑣𝑥│𝑥+∆𝑥 +(𝜌𝑣𝑦∆𝑥∆𝑧)𝑣𝑥│𝑦+∆𝑦 +(𝜌𝑣𝑧∆𝑥∆𝑦)𝑣𝑥│𝑧+∆𝑧]

+[(𝜏𝑥𝑥∆𝑦∆𝑧)│𝑥 +(𝜏𝑦𝑥∆𝑥∆𝑧)│𝑦 +(𝜏𝑧𝑥∆𝑥∆𝑦)│𝑧]

−[(𝜏𝑥𝑥∆𝑦∆𝑧)│𝑥+∆𝑥+(𝜏𝑦𝑥∆𝑥∆𝑧)│𝑦+∆𝑦+(𝜏𝑧𝑥∆𝑥∆𝑦)│𝑧+∆𝑧]

𝜕(𝑚𝑣𝑥)

𝜕𝑡
=
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÷ ∆𝑥∆𝑦∆𝑧

𝜕(𝜌𝑣𝑥)

𝜕𝑡
=−[

𝜕

𝜕𝑥
(𝜌𝑣𝑥𝑣𝑥) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝜌𝑣𝑦𝑣𝑥) +

𝜕

𝜕𝑧
(𝜌𝑣𝑧𝑣𝑥] −

(
𝜕𝜏𝑥𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝜏𝑦𝑥

𝜕𝑦
+
𝜕𝜏𝑧𝑥
𝜕𝑧

) −
𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ 𝜌𝑔𝑥

𝜌
𝐷𝑣𝑥
𝐷𝑡

= −(
𝜕𝜏𝑥𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝜏𝑦𝑥

𝜕𝑦
+
𝜕𝜏𝑧𝑥
𝜕𝑧

) −
𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ 𝜌𝑔𝑥
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𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝑣) =− (𝛻. 𝜌𝑣𝑣) − [𝛻. 𝜏] − 𝛻𝑝 + 𝜌𝑔

𝜌
𝐷𝑣

𝐷𝑡
= − 𝛻. 𝜏 − 𝛻𝑝 + 𝜌𝑔

𝑀𝑎𝑠𝑠 𝑝𝑒𝑟 𝑢𝑛𝑖𝑡
𝑣𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒 𝑡𝑖𝑚𝑒𝑠
𝑎𝑐𝑐𝑒𝑙𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛

𝑃𝑟𝑒𝑠𝑠𝑢𝑟𝑒
𝑓𝑜𝑟𝑐𝑒 𝑜𝑛
𝑒𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡
𝑝. 𝑢. 𝑣

𝐺𝑟𝑎𝑣𝑖𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙
𝑓𝑜𝑟𝑐𝑒 𝑜𝑛
𝑒𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡
𝑝. 𝑢. 𝑣

𝑅𝑎𝑡𝑒 𝑜𝑓 𝑖𝑛𝑐𝑟𝑒𝑎𝑠𝑒
𝑜𝑓 𝑚𝑜𝑚𝑒𝑛𝑡𝑢𝑚
𝑝𝑒𝑟 𝑢𝑛𝑖𝑡 𝑣𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒

𝑅𝑎𝑡𝑒 𝑜𝑓 𝑔𝑎𝑖𝑛
𝑜𝑓𝑚𝑜𝑚𝑒𝑛𝑡𝑢𝑚
𝑏𝑦 𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛

𝑝. 𝑢. 𝑣

𝑅𝑎𝑡𝑒 𝑜𝑓 𝑔𝑎𝑖𝑛 𝑜𝑓
𝑚𝑜𝑚𝑒𝑛𝑡𝑢𝑚 𝑏𝑦
𝑣𝑖𝑠𝑐𝑜𝑢𝑠 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝑓𝑒𝑟

𝑝. 𝑢. 𝑣

𝑃𝑟𝑒𝑠𝑠𝑢𝑟𝑒
𝑓𝑜𝑟𝑐𝑒 𝑜𝑛
𝑒𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡
𝑝. 𝑢. 𝑣

𝐺𝑟𝑎𝑣𝑖𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙
𝑓𝑜𝑟𝑐𝑒 𝑜𝑛
𝑒𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡
𝑝. 𝑢. 𝑣

𝑉𝑖𝑠𝑐𝑜𝑢𝑠
𝑓𝑜𝑟𝑐𝑒 𝑜𝑛
𝑒𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡
𝑝. 𝑢. 𝑣
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1) 𝐹𝑜𝑟 𝑁𝑒𝑤𝑡𝑜𝑛𝑖𝑎𝑛 𝑓𝑙𝑢𝑖𝑑𝑠 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 𝜌 & 𝜇 

2)  𝐹𝑜𝑟 𝑓𝑙𝑢𝑖𝑑𝑠 𝑤ℎ𝑒𝑛 [∇. τ] is negligble: 

𝜌
𝐷𝑣

𝐷𝑡
= − 𝛻. 𝜏 − 𝛻𝑝 + 𝜌𝑔

𝜌
𝐷𝑣

𝐷𝑡
= 𝜇𝛻2𝑣 − 𝛻𝑝 + 𝜌𝑔 Navier Stoke’s Equation

𝜌
𝐷𝑣

𝐷𝑡
= −𝛻𝑝 + 𝜌𝑔 Euler’s Equation
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δ

α

L

که باwو عرض Lبرروی سطح شیب دار ی به طول δناز  از یک مایع با ضخامت filmیک •

تشکیل می دهددر جریان است αراستای قایم زاویه•
.

:مایع بدست آوریدfilmتوزیع تنش برشی و سرعت را در این •

:مثال اول

x

z



:اولین اقدام ،تعیین دقیق فرضیات

89

:روش حل مسئله

حالت یکنواخت -1

جریان آرام -2

حرکت یک بعدی -3

سیال نیوتنی- 4                                             

خواص فیزیکی ثابت-5

آثار لبه ای ناچیز- 6     



and
90

حرکت یک بعدی 

آثار لبه ای ناچیز

خواص فیزیکی ثابت

System at  steady-state

جریان آرام

The Equation of continuity

° ° °
𝜕𝜌

𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝑥
(𝜌𝑣𝑥) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝜌𝑣𝑦) +

𝜕

𝜕𝑧
(𝜌𝑣𝑧) = 0
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The Equation of Motion (Z-component):

App. B, Page 843 (Bird)
= 0

= 0

−(
𝜕𝜏𝑥𝑧

𝜕𝑥
+

𝜕𝜏𝑦𝑧

𝜕𝑦
+

𝜕𝜏𝑧𝑧

𝜕𝑧
) + 𝜌𝑔𝑧

°°°° °

° °

𝜏𝑦𝑧 = −𝜇[
𝜕𝑣𝑦
𝜕𝑧

+
𝜕𝑣𝑧
𝜕𝑦

]

𝜏𝑧𝑧 = −𝜇 2
𝜕𝑣𝑧
𝜕𝑧

−
2

3
𝛻. 𝑣

°

°

°

°

𝜌
𝜕𝑣𝑧
𝜕𝑡

+ 𝑣𝑥
𝜕𝑣𝑧
𝜕𝑥

+ 𝑣𝑦
𝜕𝑣𝑧
𝜕𝑦

+ 𝑣𝑧
𝜕𝑣𝑧
𝜕𝑧

= −
𝜕𝑝

𝜕𝑧

0 = −
𝜕𝜏𝑥𝑧
𝜕𝑥

+ 𝜌𝑔𝑧

𝑑𝜏𝑥𝑧
𝑑𝑥

= 𝜌𝑔𝑧 = 𝜌𝑔𝑐𝑜𝑠𝛼



:سوال دوم

تر را آن 𝑃𝐿و با فشار         شده وارد Rوشعاع Lیک لوله با طول به 𝑃0فشارتراکم ناپذیری با سیال 

. توزیع تنش برشی و سرعت را در سیال بدست آورید.می نماید

L

R

Po

PL

:فرضیاتتعیین ( 1

و ویسکوزیته ثابت، یکنواخت، نیوتونی، دانسیته جریان آرام

:محورهای مختصاتانتخاب ( 2

:المنتانتخاب ( 3

.تغییر سرعت نداریمzسرعت داریم ودر راستای تغییر rراستایدر نظر می گیریم که در 

z

r

92
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The Equation of motion:
Z-component:

The equation of continuity: 

=0

=0

° ° °

°

a𝑛𝑑
𝜕𝑣𝑧
𝜕𝜃

= 0 → 𝑣𝑧 = 𝑣𝑧(𝑟)

° ° °

° °

° °

° °

→
𝜕𝑣𝑧
𝜕𝑧

= 0

𝜏𝜃𝑧 = −𝜇[
𝜕𝑣𝜃
𝜕𝑧

+
1

𝑟

𝜕𝑣𝑧
𝜕𝜃

]

𝜏𝑧𝑧 = −𝜇[2
𝜕𝑣𝑧
𝜕𝑧

−
2

3
(𝛻. 𝑣)]

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝜌𝑟𝑣𝑟) +

1

𝑟

𝜕

𝜕𝜃
(𝜌𝑣𝜃) +

𝜕

𝜕𝑧
(𝜌𝑣𝑧) = 0

𝜌
𝜕𝑣𝑧
𝜕𝑡

+ 𝑣𝑟
𝜕𝑣𝑧
𝜕𝑟

+
𝑣𝜃
𝑟

𝜕𝑣𝑧
𝜕𝜃

+ 𝑣𝑧
𝜕𝑣𝑧
𝜕𝑧

= −
𝜕𝑝

𝜕𝑧

−
1

𝑟

𝜕 𝑟𝜏𝑟𝑧
𝜕𝑟

+
1

𝑟

𝜕𝜏𝜃𝑧
𝜕𝜃

+
𝜕𝜏𝑧𝑧
𝜕𝑧

+ 𝜌𝑔𝑧



𝑝0 − 𝑝𝐿
𝐿

+ 𝜌𝑔𝑧
94

F(r) G(z) 

𝑝0 − 𝑝𝐿
𝐿

+ 𝜌𝑔𝑧 𝑟
94

→

→

→

→

→

→

→

0 = −
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
𝑟𝜏𝑟𝑧 −

𝜕𝑝

𝜕𝑧
+ 𝜌𝑔𝑧

1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟𝜏𝑟𝑧) = 𝑘1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
𝑟𝜏𝑟𝑧 = −

𝜕𝑝

𝜕𝑧
+ 𝜌𝑔𝑧 = 𝑘

−
𝑑𝑝

𝑑𝑧
+ 𝜌𝑔𝑧 = 𝑘

−𝑑𝑝 = 𝑘 − 𝜌𝑔𝑧 𝑑𝑧  
𝑝0

𝑝𝐿

𝑑𝑝 =  
0

𝐿

𝜌𝑔𝑧 − 𝑘 𝑑𝑧

𝑘 =
𝑝0 − 𝑝𝐿

𝐿
+ 𝜌𝑔𝑧

1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟𝜏𝑟𝑧) =

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟𝜏𝑟𝑧) =
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قرارLوطول KRو Rسیال تراکم ناپذیری در  ضای بین دو استوانه ی هم محور با شعاع های :سوال سوم

.حول محور دوران می کندω0معینای استوانه ی بیرونی با سرعت زاویه .گرفته است

.توزیع سرعت را در سیال بدست آورید(الف

.   رابطه ای برای محاسبه ی گشتاور لازم جهت به دوران در آوردن استوانه ی بیرونی بدست آورید( ب

R
KR

r
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R

kR

r

The Equation of Continuity

جریان آرام

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝜌𝑟𝑣𝑟) +

1

𝑟

𝜕

𝜕𝜃
(𝜌𝑣𝜃) +

𝜕

𝜕𝑧
(𝜌𝑣𝑧) = 0

°° °

→
𝜕

𝜕𝜃
(𝜌𝑣𝜃) = 0

𝜌 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡
𝜕𝑣𝜃
𝜕𝜃

= 0→

→ 𝑣𝜃 = 𝑣𝜃(𝑟)

→
𝜕𝑣𝜃
𝜕𝑧

= 0



θ- component:

Z- component:

r- component: −𝜌
𝑣𝜃

2

𝑟
= −

𝜕𝑝

𝜕𝑟

The Equation of Motion (All components):

𝑣𝜃 = 0

0 =
𝑑

𝑑𝑟

1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟
𝑟𝑣𝜃

0 = −
𝜕𝑝

𝜕𝑧
+ 𝜌𝑔𝑧

1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟
𝑟𝑣𝜃 = 𝑐1 →→ 𝑑

𝑑𝑟
𝑟𝑣𝜃 = 𝑐1𝑟 𝑟𝑣𝜃 = 𝑐1

𝑟2

2
+ 𝑐2→

𝐵. 𝐶. 1 𝑎𝑡 𝑟 = 𝑅 𝑣𝜃 = 𝑅𝜔0

𝐵. 𝐶. 2 𝑎𝑡 𝑟 = 𝑘𝑅 𝑣𝜃 = 𝑅𝜔0

𝑘𝑅
𝑟
−

𝑟
𝑘𝑅

𝑘 −
1
𝑘

→

→ 𝑣𝜃 =
𝑐1𝑟

2
+
𝑐2
𝑟



98

𝜏𝑟𝜃 = −𝜇 𝑟
𝜕

𝜕𝑟

𝑣𝜃
𝑟

+
1

𝑟

𝜕𝑣𝑟
𝜕𝜃

𝜏𝑟𝜃 = −𝜇 𝑟
𝑑

𝑑𝑟

𝑣𝜃
𝑟

𝑇 = 𝑅𝐹𝑡 (𝑇𝑜𝑟𝑞𝑢𝑒)

𝐹𝑡 = (−𝜏𝑟𝜃)│𝑟=𝑅2𝜋𝑅𝐿

→ 𝜏𝑟𝜃 = −2𝜇𝑅2𝜔0

𝑘2

1 − 𝑘2
1

𝑟2

→ 𝑇 = 4𝜋𝑅2𝜔0𝐿𝜇
𝑘2

1 − 𝑘2
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:چند نکته

1نکته

2نکته

Couette-Hatschek viscometerاساس کار ویسکوم ر :

.برای اندازه گیری ویسکوزیته خمیرهاوسیالات نفتی از این ویسکوم راستفاده می شود:  

z

r

اگردر نظر باشدکه توزیع فشار در سیال بین  دواستوانه  به  دست آید،   چگونه بایستی اقدام نمود ؟ 3:نکته

𝜇 =
𝑇(1 − 𝑘2)

4𝜋𝑅2𝐿𝜔0𝑘
2

𝑝 = 𝑝(𝑟, 𝜃, 𝑧)



100

𝑝 = 𝐹 𝑟 + 𝜌𝑔𝑧𝑍 + 𝑝0

𝑑𝑝 = 𝜌
𝑣𝜃

2

𝑟
𝑑𝑟 + 𝜌𝑔𝑧𝑑𝑧

𝑑𝑝 =
𝜕𝑝

𝜕𝑟
𝑑𝑟 +

𝜕𝑝

𝜕𝜃
𝑑𝜃 +

𝜕𝑝

𝜕𝑧
𝑑𝑧



:استاتیک سیالات

ا در برار این بخش  درنظر  است  نیروهای وارد شده از طرف سیالات ساکن به  داره های  جامدی که در آنها قرار گرفته ویا دیواره ظرف هایی که آنهرد

.لذا در ابتدا پس از تعریف فشاربه بیان توزیع فشاردرحالات مختلف  پرداخته خواهد شد. گرفته اندو همچنین نقطه اثر آنها پرداخته حواهد شد

توزیع فشار درسیالات ساکن -1

درحال حرکت بدون تنش برشی-2

:تعریف فشار

F

F

:تعریف فشار موضعی

A

𝑷𝑳𝒐𝒄𝒂𝒍 = lim
𝑨→𝟎

𝑭

𝑨

𝑃 =
𝐹

𝐴
→ 𝐹⏊ 𝐴

:توزیع فشار 



:توزیع فشار در سیال ساکن

 𝐹𝑥 = 0

:تغییر فشار در راستای افقی

:تعادل هیدروستاتیک

.در کلیه نقاطی از یک سیال ساکن که به یک فاصله از سطح زمین و یا هر سطح افقی دیگر قرار دارند،فشار برابر است

dA:اثبات

به علت سکون سیال

x

𝑃𝑎𝑑𝐴 − 𝑃𝑏𝑑𝐴 = 0 ⟹ 𝑃𝑎 = 𝑃𝑏⟹

𝑃𝑎𝑑𝐴 𝑃𝑏𝑑𝐴



:روش دیگر اثبات

dxx

dA

𝑃 +
𝜕𝑃

𝜕𝑥
𝑑𝑥 𝑑𝐴

 𝐹𝑥 = 0 ⟹ 𝑃𝑑𝐴 − 𝑃 +
𝜕𝑃

𝜕𝑥
𝑑𝑥 𝑑𝐴 = 0

⟹
𝜕𝑃

𝜕𝑥
= 0

𝑃𝑑𝐴



b) Z-Component: عمودیتغییر فشارد ر راستای

dZ

Z

dA

𝑃 +
𝜕𝑃

𝜕𝑍
𝑑𝑍 𝑑𝐴

𝑃𝑑𝐴
𝜌
𝑔

𝑔𝑐
𝑑𝑍𝑑𝐴

 𝐹𝑍 = 0 ⟹ 𝑃𝑑𝐴 − (𝑃 +
𝜕𝑃

𝜕𝑍
d𝑍)𝑑𝐴 − 𝜌

𝑔

𝑔𝑐
𝑑𝑍𝑑𝐴 = 0

𝜕𝑃

𝜕𝑍
= −𝜌

𝑔

𝑔𝑐

𝑑𝑃 =
𝜕𝑃

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑃

𝜕𝑍
𝑑𝑍 ⟹ 𝑑𝑃 = −𝜌

𝑔

𝑔𝑐
𝑑𝑍⟹



:میدانیم

a)تراکم ناپذیر

b)تراکم پذیر

.یعنی افزایش ارتفاع موجب کاهش فشار می شود

:حل معادله جهت دستیابی به توزیع فشار

𝜌 = 𝑐𝑡𝑒

𝜌 ≠ 𝑐𝑡𝑒

𝑎) 𝜌 = 𝑐𝑡𝑒 ⟹ 𝑃 = −𝜌
𝑔

𝑔𝑐
𝑍 + 𝑃0



:روش حل معادله برای سیالات تراکم نا پذیر

.یعنی در هر نقطه ای  از سیال تراکم ناپذیرمجموع این دو جمله مقدار ثابتی است

:خواهیم  داشتbو     aدر نقاط  
𝑃𝑎
𝜌
+
𝑔

𝑔𝑐
𝑍𝑎 =

𝑃𝑏
𝜌
+
𝑔

𝑔𝑐
𝑍𝑏

∆𝑃

𝜌
+
𝑔

𝑔𝑐
∆𝑧 = 0

𝑑𝑃

𝜌
+
𝑔

𝑔𝑐
𝑑𝑍 = 0 ⟹

𝑃

𝜌
+
𝑔

𝑔𝑐
𝑍 = 𝐶

𝑃𝑏 − 𝑃𝑎
𝜌

=
𝑔

𝑔𝑐
(𝑍𝑎 − 𝑍𝑏)



b)اگر سیال  از ایده آل باشد خواهیم داشت:سیالات تراکم پذیر  :

𝑃𝑉 = 𝑛𝑅𝑇 𝑃𝑉 =
𝑚

𝑀
𝑅𝑇 ⟹⟹

𝑃𝑉

𝑚
=
𝑅𝑇

𝑀

⟹
𝑃

𝜌
=
𝑅𝑇

𝑀
⟹ 𝜌 =

𝑃𝑀

𝑅𝑇

⟹ 𝑑𝑃 = −
𝑃𝑀

𝑅𝑇

𝑔

𝑔𝑐
𝑑𝑍

⟹
𝑑𝑃

𝑃
= −

𝑀

𝑅𝑇

𝑔

𝑔𝑐
𝑑𝑍

⟹ 𝑙𝑛
𝑃𝑏
𝑃𝑎

= −
𝑀

𝑅𝑇
(
𝑔

𝑔𝑐
)(𝑍𝑏 − 𝑍𝑎)

⟹
𝑃𝑏
𝑃𝑎

= 𝑒𝑥𝑝[−
𝑀

𝑅𝑇

𝑔

𝑔𝑐
𝑍𝑏 − 𝑍𝑎 ]



:کاربرد این روابط در یک مانوم ر قابل استفاده خواهد بود

1(a)

2

4

5(b)

3

Manometer

𝑃𝑎 − 𝑃𝑏 =?

𝑃𝑎 − 𝑃𝑏 = 𝑃1 − 𝑃5

𝑃2 = 𝑃1 + 𝜌𝑓
𝑔

𝑔𝑐
(𝑅𝑚 + 𝑍𝑚)

𝑃3 = 𝑃2

𝑃4 = 𝑃3 − 𝜌𝑚
𝑔

𝑔𝑐
𝑅𝑚

𝑃1 − 𝑃5 = 𝑃𝑎−𝑃𝑏 = 𝑅𝑚
𝑔

𝑔𝑐
(𝜌𝑚 − 𝜌𝑓)

𝑃5 = 𝑃4 − 𝜌𝑓
𝑔

𝑔𝑐
𝑍𝑚

𝑅𝑚

𝑍𝑚

𝐹𝑙𝑢𝑖𝑑



P

a) x- COMPONENT:

y
توزیع فشار در سیالات در حال حرکت بدون تنش برشی

x

 𝐹𝑥 =
𝑚𝑎𝑥
𝑔𝑐

⟹ 𝑃 −
𝜕𝑃

𝜕𝑥

𝑑𝑥

2
𝑤𝑑𝑦 − 𝑃 +

𝜕𝑃

𝜕𝑥

𝑑𝑥

2
𝑤𝑑𝑦

⟹
𝜕𝑃

𝜕𝑥
= −𝜌

𝑎𝑥
𝑔𝑐

=
𝜌𝑤𝑑𝑥𝑑𝑦𝑎𝑥

𝑔𝑐

(𝑃 −
𝜕𝑃

𝜕𝑦

𝑑𝑦

2
)𝑤𝑑𝑥

(𝑃 +
𝜕𝑃

𝜕𝑦

𝑑𝑦

2
)𝑤𝑑𝑥

(𝑃 −
𝜕𝑃

𝜕𝑥

𝑑𝑥

2
)𝑤𝑑𝑦

(𝑃 +
𝜕𝑃

𝜕𝑥

𝑑𝑥

2
)𝑤𝑑𝑦

𝜌𝑤𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑔

𝑔𝑐

𝑎𝑥
𝑎𝑦



Y-Component:

𝑃 −
𝜕𝑃

𝜕𝑦

𝑑𝑦

2
𝑤𝑑𝑥 − 𝑃 +

𝜕𝑃

𝜕𝑦

𝑑𝑦

2
𝑤𝑑𝑥−𝜌𝑤𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑔

𝑔𝑐
= 𝜌𝑤𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑎𝑦

𝑔𝑐

⟹
𝜕𝑃

𝜕𝑦
= −𝜌

𝑎𝑦 + 𝑔

𝑔𝑐

 𝐹𝑦 = 𝑚
𝑎𝑦

𝑔𝑐



:معادله سطوح هم فشار

Isobarشیب صفحات          

:در اینصورت توزیع فشار از رابطه زیر به دست خواهد آمد

𝑑𝑃 =
𝜕𝑃

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑃

𝜕𝑦
𝑑𝑦

⟹ 𝑑𝑃 = −𝜌
𝑎𝑥
𝑔𝑐
𝑑𝑥 − 𝜌

𝑎𝑦 + 𝑔

𝑔𝑐
𝑑𝑦

⟹ 𝑃 = −𝜌
𝑎𝑥
𝑔𝑐

𝑥 − 𝜌
𝑎𝑦 + 𝑔

𝑔𝑐
𝑦 + 𝑃0

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −

𝑎𝑥
𝑎𝑦 + 𝑔

𝑑𝑃 = 0



گالی نسبی  ft 2جعبه ای به ابعاد  این جعبه با شتاب. پر شده است 0.9تا نیمه از روغنی از روغنی به چ

8.05 
𝑓𝑡

𝑠2
است به سمت بالا حرکت میکند؛°30بر روی سطح شیبداری که دارای زاویه     

(aشیب مایع  را در ظرف معین کنید.

(bتوزیع فشار در روغن را بدست آورید.

x

y

A

H

D

C

B

α

𝑓𝑡

𝑠28.05

𝜃 = 30°



𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −0.1925

x

y

B

30

A

H

D

C



α

8.05 
𝑓𝑡

𝑠2

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −

𝑎𝑥
𝑎𝑦 + 𝑔

= −
8.05 × 𝑐𝑜𝑠30

8.05 × 𝑠𝑖𝑛30 + 32.2
→ 𝛼 = 𝑡𝑎𝑛−1 −0.1925 = 169.1°→

𝑃 = 𝑃0 − 𝜌
𝑎𝑥
𝑔𝑐

𝑥 − 𝜌
𝑎𝑦 + 𝑔

𝑔𝑐
𝑦 = 𝑃0−0.9 × 62.4 ×

6.98

32.2
𝑥 − 0.9 × 62.4 ×

4.02 + 32.2

32.2
𝑦

→ 𝑃 = 𝑃0 − 12.18𝑥 − 63.15𝑦

𝛽 = 30 + 180 − 169.1 = 40.9°° 𝑡𝑎𝑛𝛽 =
𝐵𝐻

𝐴𝐻
→ 𝐵𝐻 = 1.73 𝑓𝑡

:حل



حجم جعبه

حجم روغن داخل جعبه

𝑉 = 2 × 2 × 2 = 8 𝑓𝑡3

8

2
𝑓𝑡3= 4 𝑓𝑡3

𝑉 =
𝐴𝐶 + 𝐵𝐷

2
× 2 × 2 = 4 𝑓𝑡3

𝐴𝐶 + 𝐵𝐷 = 2′

𝐴𝐶 + 𝐵𝐻 + 𝐷𝐻 = 2′ → AC = 0.135′ → 𝐴
𝑥𝐴=1.665′

𝑦𝐴=1.117′

0 = 𝑃0 − 12.18 × 1.665 − 63.15 × 1.117→ → 𝑃0 = 91
𝑙𝑏𝑓

𝑓𝑡2
𝑔𝑎𝑢𝑔𝑒

2116.8 = 𝑃0 − 12.18 × 1.665 − 63.15 × 1.117

→ 𝑃0 = 2207.8
𝑙𝑏𝑓
𝑓𝑡2

𝑎𝑏𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑒

1 𝑎𝑡𝑚 = 14.7 × 144 = 2116.8
𝑙𝑏𝑓

𝑓𝑡2



:توزیع فشار در دوران اجباری 

r

z

0z

𝜔 = ای زاویه سرعت 𝑎𝑟=جانب مرکز شتاب



:این حالت را مشابه مختصات کارتزین در نظر میگیریم با این فرض که 

𝑎𝑥=



.همانطور که ملاحظه می شود سطوح هم فشار سهمی شکل هستند



معادله سطح آزاد سیال



پر از آب است و با سرعت زاویه ای معینRوشعاع      Lاستوانه ای به طول     ( 1مثال 

𝜔حجم آب بیرون ریخته را محاسبه کنید. دوران میکند.

𝑑𝑧

dV = π𝑟2𝑑𝑧 𝑉 =  𝑑𝑉 =  

𝑧0

0

𝜋𝑟2 𝑑𝑧

𝑧 =
𝜔2

2𝑔
𝑟2 + 𝑧0 𝑟2 =

𝑧 − 𝑧0 2𝑔

𝜔2



استوانه سوال قبل با چه سرعت  زاویه  ای  دوران کند که قعر سهموی به کف ظرف برسد ؟(  2مثال

𝑉 =  
𝑧0

0 (𝑧 − 𝑧0)

𝜔2
2𝑔𝜋𝑑𝑧 𝑉 =

𝜋𝑅4𝜔2

4𝑔
=
𝜋𝑅2𝑧0
2

𝑧0 = −
𝑅2𝜔2

2𝑔
−𝐿 = −

𝑅2𝜔2

2𝑔

𝜔 =
2𝑔𝐿

𝑅2
=

1

𝑅
2𝑔𝐿



درکف ظرف خالی بماند؟𝑅0این استوانه با چه سرعت  زاویه  ای دوران کند تا دایره ای به شعاع (  3مثال

:راه اول 

:را در معادله سطح آزاد قرار می دهیم 𝑅0مقدار : راه دوم 

−
𝑅0

2𝜔2

2𝑔
− 𝐿 = −

𝑅2𝜔2

2𝑔
𝜔 =

2𝑔𝐿

𝑅2 − 𝑅0
2

(𝑅2 − 𝑅0
2)𝜔2

2𝑔
= 𝐿 𝜔 =

2𝑔𝐿

𝑅2 − 𝑅0
2



حجم. دوران میکند𝜔پراز آب است با سرعت زاویه ای Hکه تا ارتفاع     RوشعاعLاستوانه ای به طول( 4مثال 

.آب بیرون ریخته را محاسبه کنید

: تا قبل از رسیدن به سرعت دوران بحرانی حجم خالی برابر همان حجم خالی اولیه است

𝑉 =
𝜋𝑅4𝜔𝑐

2

4𝑔
= π𝑅2(𝐿 − 𝐻) →

𝑉 =
𝜋𝑅4𝜔2

4𝑔
− π𝑅2(𝐿 − 𝐻)

𝑅2𝜔𝑐
2 = 4𝑔(𝐿 − 𝐻)



سیالاتاستاتیکهیدرو

.  کرده اند پرداخته خواهد شدجامد یا  داره هایی که سیال را احاطه  دارهٌ نیروهای وارده از طرف سیال ساکن به در این بخش به بررسی 

سطحمرکز اول و دوم سطح و گشتاورهای 

First & Second Moments, Centroid



x

y

A

x

y

گشتاورهای اول سطح نسبت به محورهای مختصات

𝐼𝑥 =  𝑦𝑑𝐴
𝐴

𝐼𝑦 =  𝑥𝑑𝐴
𝐴

𝒅𝑨



x

y
k

A

(محورمرکزی)

:خواهیم داشتکنیمموازات خودش جابجا واحد به kبه انداره را xاگر محور حال 

(                    مختصا   ت هایانتقال محور)

.اگرگشتاور حول این محور صفر باشد، در اینصورت این محور یک محور مرکزی است

.به همین طریق می توان محور مرکزی به موازات محور                        ها را تعیین نمود. یعنی                     یک محور مرکزی است k
y

x

y

dA

𝐼𝑘 =  
𝐴

𝑦 − 𝑘 𝑑𝐴 =  
𝐴

𝑦𝑑𝐴 − 
𝐴

𝑘𝑑𝐴 = 𝐼𝑥 − 𝑘𝐴

x

𝐼𝑓 𝐼𝑘= 0→ 𝐼𝑥 − 𝑘𝐴 = 0 → 𝑘 =
𝐼𝑥
𝐴
= 𝑦 →  

𝑨

𝒚𝒅𝑨 = 𝒚𝑨



Y

x

y

A

:کنیم خواهیم داشترا به موازات خودش جابجا yمحورحال اگر 

:اگرگشتاور حول این محور برابر با صفر باشد، خواهیم داشت
x

dA

Y

𝐼𝑘′ =  
𝐴

𝑥 − 𝑘′ 𝑑𝐴 =  
𝐴

𝑥𝑑𝐴 −  
𝐴

𝑘′𝑑𝐴

= 𝐼𝑦 − 𝑘′𝐴

𝐼𝑓 𝐼𝑘′ = 0 → 𝐼𝑦 − 𝑘′𝐴 = 0 → 𝑘′ =
𝐼𝑦

𝐴
=
 𝐴 𝑥𝑑𝐴

𝐴
= 𝑥

→  
𝑨

𝒙𝒅𝑨 = 𝒙𝑨

𝒌′



.گویندرا مرکز سطح 𝒚و    𝒙محورمرکزی    محل برخورد دو 

.ثقل منطبق استدر یک صفحه ناز    و هموژن  مرکز سطح  بر مرکز 

.آن برابراستدر قسمتهای مختلف دانسیته آن صفحه هموژن صفحه ای است که 



Moment Inertiaیا ممان اینرسی مختصات، دوم سطح نسبت به محور گشتاورهای  



A

yy dAxI 2



A

xx dAyI 2

گاه صفر نمی شوند زیرا  .مثبت  می باشند برابر با دو می باشندوهموارهyو       xتوان های      گشتاور های دوم سطح نسبت به محور مختصات هیچ

𝐼𝑥−𝑥 =  
𝐴

𝑦2𝑑𝐴 𝐼𝑦−𝑦 =  
𝐴

𝑥2𝑑𝐴



دوم سطح نسبت به محورهای مرکزیگشتاور 

𝑰𝑮: محور مرکزیی است که به موازات  محور        نسبت به گشتاور دوم سطحxهاست.

𝑰𝑮 همچنین به ما داده میشود و (، نامعین معین(است که برای هر سطح کمیتی𝒚 ,   𝒙 و𝑰𝑮 استبر حسب ابعاد سطح معین همیشه.

𝑰𝑮 =  
𝑨

(𝒚 − 𝒚)𝟐𝒅𝑨

𝑰𝑮 = 𝑰𝒙−𝒙 − 𝟐𝒚
𝟐
𝑨 + 𝒚

𝟐
𝑨

𝑰𝑮 =  
𝑨

𝒚𝟐𝒅𝑨 − 𝟐 
𝑨

𝒚𝒚𝒅𝑨 + 
𝑨

𝒚
𝟐
𝒅𝑨

𝑰𝑮 = 𝑰𝒙−𝒙 − 𝒚
𝟐
𝑨 → 𝑰𝒙−𝒙 = 𝑰𝑮 + 𝒚

𝟐
𝑨



𝑰𝒄 : محورگشتاور دوم سطح نسبت به محور مرکزی که موازی باyهاست

𝑰𝑪 =  
𝑨

(𝒙 − 𝒙)𝟐𝒅𝑨

𝑰𝑪 =  
𝑨

𝒙𝟐𝒅𝑨 − 𝟐 
𝑨

𝒙𝒙𝒅𝑨 + 
𝑨

𝒙
𝟐
𝒅𝑨

𝑰𝑪 = 𝑰𝒚−𝒚 − 𝟐𝒙
𝟐
𝑨 + 𝒙

𝟐
𝑨

𝑰𝑪 = 𝑰𝒚−𝒚 − 𝒙
𝟐
𝑨 → 𝑰𝒚−𝒚 = 𝑰𝑪 + 𝒙

𝟐
𝑨



کال   مغمولًا   برای  برخی از  مرکز سطح نقطه ای.... معین    مانند   دایره ، مثلث    وهندسی   اش

.  ستندو محور های مرکزی معین ه شناخته شده   

𝑰𝑪معمولًا  مقادیر و 𝑰𝑮 ندمی شوداده ابعادسطح  صورت توابعی از به.

کات ن



𝐼𝑥𝑦 =  
𝐴

𝑥𝑦𝑑𝐴

Product of Inertiaحاصلضرب ماند

گاه مختصاتحاصلضرب ماند  نسبت به دست

حورم حال اگر مبدا مختصات را روی مرکز سطح قرار دهیم می خواهیم ببینیم که حاصلضرب ماند نسبت به 

.میکندهای مختصات  دید چه تغییری 
𝐼𝑥𝑦 =  

𝐴

(𝑥 − 𝑥 )(𝑦 − 𝑦 )𝑑𝐴

𝐼𝑥𝑦 =  
𝐴

𝑥𝑦𝑑𝐴 − 
𝐴

𝑥𝑦𝑑𝐴 −  
𝐴

𝑦𝑥𝑑𝐴 + 
𝐴

𝑥 𝑦𝑑𝐴

𝐼𝑥𝑦 = 𝐼𝑥𝑦 − 𝑥 𝑦𝐴 − 𝑥 𝑦𝐴𝑦 𝑥𝐴 +

𝐼𝑥𝑦 = 𝐼𝑥𝑦 − 𝑥 𝑦𝐴 → 𝐼𝑥𝑦 = 𝐼𝑥𝑦 + 𝑥 𝑦𝐴



در سطوح هموژن و صاف مرکز سطح و مرکز ثقل بر هم منطبقند:1نکته 

گاه  :اگریکی از محورهای مرکزی محور تقارن سطح باشد؛ آن :2نکته 

𝐼𝑥𝑦=0



محاسبه نیروهای وارده از طرف سیال ساکن به  داره های جامد

کا ی چند در  مورد محاسبۀ نیروی هیدرواستاتیکن

a )،یک  المنت  سطح  در نظر گرفته میشود

b   ) اندازهنام دارد که به محل المنت سطح و به این نیرو،نیروی جزییوارد بر المنت سطح را   محاسبه می نماییم ،فشاری مقدارنیروی

،بستگی داردفشارموضعی آن 

c  ) ،مقدار این نیرواز حاصلضرب اندازه سطح در مقدار فشار موضعی بدست خواهد آمد

d )پس از محاسبه نیروی جزیی،  برروی سطح انتگرال گیری خواهد شد  .



y

x

dA

dF

.سطح قرارگرفته استکه بالای یعنی   وزن سیالی 

dA

h

𝑑𝐹 = 𝑝𝑑𝐴 → 𝐹 =  
𝐴

𝑝𝑑𝐴

↔

𝐹 =  
𝐴

𝜌
𝑔

𝑔𝑐
ℎ𝑑𝐴 = 𝜌

𝑔

𝑔𝑐
ℎ𝐴

یافتن نیروی وارد شده بر یک صفحۀ افقی و محاسبۀ نقطه اثر آن: الف



نیرواثر بدست آوردن نقطه 

(F)گشتاورحاصل از نیروی منتجه dF   =مجموع گشتاور نیرو های جزئی 

Pressureمرکز فشار یا اصطلاحًا نفطه اثر نیرو را  Center گویند

گاه دلخواهxگشتاور حول محور  یک دست

𝑷│
𝒙𝑷
𝒚𝑷

𝐹 ∙ 𝑦𝑃 =  
𝐴

𝑦𝑑𝐹

→ 𝜌
𝑔

𝑔𝑐
ℎ𝐴 ∙ 𝑦𝑃 =  

𝐴

𝑦𝑝𝑑𝐴 = 
𝐴

𝑦𝜌
𝑔

𝑔𝑐
ℎ𝑑𝐴 = 𝜌

𝑔

𝑔𝑐
ℎ𝐴𝑦

→ 𝜌
𝑔

𝑔𝑐
ℎ𝐴 ∙ 𝑦𝑃 = 𝜌

𝑔

𝑔𝑐
ℎ𝐴 ∙ 𝑦 → 𝑦𝑃 = 𝑦



𝜌
𝑔

𝑔𝑐
ℎ𝐴 ∙ 𝑥

:                                                                به روش  مشابه  عمل نمود، یعنی درموردمحوردیگرنیزمیتوان

گاه دلخواهیک yگشتاور حول محور  دست 𝐹 ∙ 𝑥𝑃 =  
𝐴

𝑥𝑑𝐹

→ 𝜌
𝑔

𝑔𝑐
ℎ𝐴 ∙ 𝑥𝑃 =  

𝐴

𝑥𝑝𝑑𝐴 =  
𝐴

𝑥𝜌
𝑔

𝑔𝑐
ℎ𝑑𝐴 = 𝜌

𝑔

𝑔𝑐
ℎ𝐴𝑥

→ 𝜌
𝑔

𝑔𝑐
ℎ𝐴 ∙ 𝑥𝑃 = → 𝑥𝑃 = 𝑥



بریک صفحٍۀ ما یلبدست آوردن نیروی وارد : ب

h h



𝑷 سطح  استدر مرکز فشار.

y

x

A

A

→

𝐹 =  
𝐴

𝜌
𝑔

𝑔𝑐
ℎ𝑑𝐴

𝑑𝐹 = 𝜌
𝑔

𝑔𝑐
ℎ𝑑𝐴

→ ℎ = 𝑦𝑆𝑖𝑛𝛼

→ 𝐹 =  
𝐴

𝜌
𝑔

𝑔𝑐
(𝑦𝑆𝑖𝑛𝛼)𝑑𝐴

𝐹 = (𝜌
𝑔

𝑔𝑐
𝑆𝑖𝑛𝛼) 

𝐴

𝑦𝑑𝐴→

→ 𝐹 = (𝜌
𝑔

𝑔𝑐
𝑆𝑖𝑛𝛼)𝑦A ℎ = 𝑦𝑆𝑖𝑛𝛼

→ 𝐹 = 𝜌
𝑔

𝑔𝑐
ℎA = 𝑃𝐴

𝒙

𝒚



بدست آوردن نقطه اثر نیرو

.ها باشدمحور حول آن  جزئی گشتاورهای نیروهای مجموع  برابربا باید yوxمحورهایحول Fگشتاور نیروی 

:خواهیم مختصات مرکز فشاررا بدانیم  می 

گاه   گاه صفر نمی شود ودر اینصورت  هیچ وهیچ 𝑦𝑝𝑦با یکدیگر برابر نمی شوند.

x:حول محور 
𝒙𝑷

│𝒚𝑷𝑷

𝑦𝑝 ∙ 𝐹 =  
𝐴

𝑦𝑑𝐹 → 𝜌
𝑔

𝑔𝑐
( 𝑦𝑆𝑖𝑛𝛼 )𝐴𝑦𝑝 =  

𝐴

𝑦𝜌
𝑔

𝑔𝑐
𝑦𝑆𝑖𝑛𝛼 𝑑𝐴

→ 𝑦𝐴𝑦𝑝 =  
𝐴

𝑦2𝑑𝐴 = 𝐼𝑥−𝑥 = 𝐼𝐺 + 𝑦
2
𝐴

→ 𝑦𝑝 =
𝑦
2
𝐴 + 𝐼𝐺
𝑦𝐴

= 𝑦 +
𝐼𝐺
𝑦𝐴

𝑰𝑮



y:حول محور 

𝑥𝑝 ∙ 𝐹 =  
𝐴

𝑥𝑑𝐹 → 𝜌
𝑔

𝑔𝑐
(𝑦𝑆𝑖𝑛𝛼 )𝐴𝑥𝑝 =  

𝐴

𝑥𝜌
𝑔

𝑔𝑐
𝑦𝑆𝑖𝑛𝛼 𝑑𝐴

→ 𝑦𝐴𝑥𝑝 =  
𝐴

𝑥𝑦𝑑𝐴 = 𝐼𝑥𝑦 = 𝐼𝑥𝑦 + 𝑥 𝑦𝐴

→ 𝑥𝑝 =
𝐼𝑥𝑦 + 𝑦  𝑥𝐴

𝑦𝐴
→ 𝑥𝑝 = 𝑥 +

𝐼𝑥𝑦
𝑦𝐴



نقطهدرکهPقائمنیروییکباواستشدهلولاCDطولدرشکلمطابقCDEشکلمثلثیدریچه

Eگالیبهروغنیدریچهاین.میگرددمیشود،بازاعمال تحتا یجانبودراستداشتهنگهخودرویرا 0.8نسبیچ

.داردارتباطاتمسفربا

با صرفنظر از وزن دریچه  

a)کنیدمحاسبهگیری انتگرالورابطهازاستفادهبارا دریچهبرشدهواردنیرویمقدار.

b )موقعیت مرکز فشار را تعیین کنید  .

c) کنیدرا محاسبه مقدار نیروی مورد نیاز برای باز کردن دریچه.

30

S.G. =0.8

E

D

C

E

D

c



فشار در مرکز سطح

30

محل برخورد میانه ها
K” “مرکز سطح مثلث (متساوی الساقین)از راس مثلث2/3

D C

E

K

مرکز سطح

مرکز فشار p

وارد از طرف سیال بر سطح دریچهنیروی 

E c

D

𝑃 𝐹 = 𝑃A

𝑭 = 𝟗𝟕𝟑𝟒. 𝟒 𝒍𝒃𝒇

𝐹 = 𝑃𝐴 = 𝜌
𝑔

𝑔𝑐
ℎ𝐴 = 0.8 × 62.4 ×

32.2

32.2
× 13𝑆𝑖𝑛30° ×

6 × 10

2

K
𝑥𝑘 =

1

3
× 6 = 2′

𝑦𝑘 =
10

2
+ 5 = 13′│

→



h

مقدار نیروی وارد شده بر درریچه با استفاه از انتگرال گیری 

x

y

𝒉

𝒙

𝒚

𝟔′ 𝟏𝟎′

𝟖′



𝐹 =  
𝐴

𝑝𝑑𝐴 =  
𝐴

𝜌
𝑔

𝑔𝑐
ℎ𝑑𝐴

=  

8

18

𝜌
𝑔

𝑔𝑐
ℎ𝑥𝑑𝑦 =  

8

18

𝜌
𝑔

𝑔𝑐
(𝑦𝑆𝑖𝑛α)𝑥𝑑𝑦

→ 𝐹 = (𝜌
𝑔

𝑔𝑐
𝑆𝑖𝑛𝛼) 

8

18

𝑦𝑥𝑑𝑦 = 𝜌
𝑔

𝑔𝑐
𝑆𝑖𝑛𝛼 [ 

8

13

𝑦𝑥𝑑𝑦 +  

13

18

𝑦𝑥𝑑𝑦]



:میدانیم که

CEمعادله خط  

DEمعادله خط  

𝑦 − 𝑦1 =
𝑦2 − 𝑦1
𝑥2 − 𝑥1

(𝑥 − 𝑥1)

𝑥 =
6

5
(𝑦 − 8)

𝑥 =
6

5
(18 − 𝑦)



→ 𝐹 = 𝜌
𝑔

𝑔𝑐
𝑆𝑖𝑛30° [ 

8

13
6

5
𝑦 − 8 𝑦𝑑𝑦 +  

13

18
6

5
18 − 𝑦 𝑦𝑑𝑦]

→ [ 

8

13
6

5
𝑦 − 8 𝑦𝑑𝑦 +  

13

18
6

5
18 − 𝑦 𝑦𝑑𝑦]0.8 × 62.4 ×

32.2

32.2
×
1

2

→ 𝑭 = 𝟗𝟕𝟑𝟒. 𝟒 𝒍𝒃𝒇



بدست آوردن مختصات

محورمرکزیی  که به موازاتاست پس محور از آنجا که دریچه مثلثی شکل به شکل یک مثلث متساوی الساقین  

x است ، یعنیمحور تقارن هاست همان:𝐼𝑥𝑦 = 0

𝑃
𝑦𝑃

𝑥𝑃
│

𝑥𝑝 = 𝑥 +
𝐼𝑥𝑦
𝑦𝐴

𝑥𝑃 = 𝑥 = 2′

𝑦𝑝 = 𝑦 +
𝐼𝐺
𝑦𝐴



𝐼𝐺بدست آوردن



b

x

h

𝛼محورگشتاردوم سطح نسبت به 

 xگشتاردوم سطح نسبت به محور

شکل مشکل است پس دریچه را به صورت دو مثلث در نظر میگیریمبدین چون محاسبه   

𝐼𝐺 =
𝑏ℎ3

36

𝐼𝑥−𝑥 =
1

12
𝑏ℎ3

𝐼𝐺



EF=6

 , ECFEDFمثلثدو 

E

D

C

.      استآن همان پایین ترقرار دارد ولی   سطح مرکز از مرکز فشار به اندازه

F

DF=5

𝑦𝑝 = 13 +
2 × 6 × 53

12 × 13 × 30
= 13.32′

0.32′𝑥𝑝𝑥 = 2′



دوران،چرخش دریچه

شدن دریچهجابجا 

D

C

E 𝐹 × 2′ ≤ 𝐹′ × 6′

9734.4 × 2′ ≤ 𝐹′ × 6′

→ 𝐹′ ≥ 3244.8 𝑙𝑏𝑓



A

B



y

x dA

y

x

dA

dA

محاسبۀ نیرو بر روی سطوح خمیده:ج 

dF

dF



.داردوزن سیالی که روی سطح قرار = قائم نیرو مولفه 

.بر تصویر سطح برروی یک صفحهٌ عمودیستنیروی وارد = افقی نیرو مولفه 

y

x
dA

dF

xz

yz

𝑑𝐹𝑥 = 𝑃𝑑𝐴𝐶𝑜𝑠𝜃 → 𝐹𝑥 =  
𝐴

𝑃𝐶𝑜𝑠𝜃 𝑑𝐴

𝑑𝐹𝑦 = 𝑃𝑑𝐴𝑆𝑖𝑛𝜃 → 𝐹𝑦 =  
𝐴

𝑃𝑆𝑖𝑛𝜃 𝑑𝐴

𝐹 = 𝐹𝑥
2 + 𝐹𝑦

2

𝑑𝐴𝐶𝑜𝑠𝜃 = 𝑑𝐴′

𝑑𝐴𝑆𝑖𝑛𝜃 = 𝑑𝐴"

𝑑𝐴′

𝑑𝐴"

𝜃
𝑑𝐹𝑥

𝑑𝐹𝑦



    The Pressure Prismفشارمنشور 

dF

dA

ارتفاع سطح قاعده

یعنی نیروی وارده ،حجم منشورناقصی    است که در هر نقطه از آن ،ارتفاع برابر با فشار سیال در آن نقطه می باشد

dAنیروی وارد شده بر المنت سطح

𝑑𝐹 = 𝑃𝑑𝐴

𝐹 =  

𝐴

𝑃𝑑𝐴

𝜶



A
B

C

منشوری که بر روی صفحه ساخته می شودحجم = ه بر صفحه   مقدار نیروی وارد 

D

H

E

F



Bernoulli’s Equation

155

کان هندسی نقاطی است که یک ذره سیال اگر خط جریان پیوسته نباشد، . در مسیر حرکت بر روی آن جابجا می شودم

خط جریان قطع شده است.

خطی است که در هر نقطه مماس بر بردار سرعت سیال در آن نقطه است.

:Plug 
flow

.در این جریان بردار های سرعت در هر مقطع موازی و هم اندازه هستند

:Stream line

u∞



156

We had a previous view of :

چون.درحالت یکنواخت  ، مقدارجرم سیالی که  از هر مقطع  مجرا عبور کند ثابت است

جرمی در مسیر  ذخیره نمی شود  ،یعنی در هر مقطع:

 𝑚 = 𝜌𝑣𝑠

The Equation of continuity

=مقدار ثابت 

 𝑚 = 𝜌𝑣s = 𝜌𝑎𝑣𝑎𝑠𝑎 = 𝜌𝑏𝑣𝑏𝑠𝑏 = ∙ ∙ ∙



157

 𝑚 =  
𝑠

𝜌𝑣𝑑𝑠

ds

s

𝑑  𝑚 = 𝜌𝑣𝑑𝑠 →

 𝑚 = 𝜌  𝑣𝑠

 𝑣 =
 𝑠 𝜌𝑣𝑑𝑠

𝜌𝑠
→  𝑣 =

1

𝑠
 
𝑠

𝑣𝑑𝑠→



158

و نحوه ی ارتباط سرعت ،فشارpositionسیال در طول مسیر چگونه است؟

م در باشد، با نوشتن موازنۀ  مومنتوPlug flowاز مسیری عبور کند و در طی مسیر    ، جریان Steady stateاگر سیال در حالت 

:  راستای حرکت سیال خواهیم داشت

𝑷 +
𝒅𝑷

𝒅𝒍
𝒅𝒍 𝒅𝒔

𝝆
𝒈

𝒈𝒄
𝒅𝒍𝒅𝒔

 𝐹𝑙 =
𝑚𝑎𝑙
𝑔𝑐

𝑷𝒅𝒔

𝑃𝑑𝑠 − 𝑃 +
𝑑𝑃

𝑑𝑙
𝑑𝑙 𝑑𝑠 − 𝜌𝑑𝑙𝑑𝑠

𝑔

𝑔𝑐
𝐶𝑜𝑠𝜃 = 𝜌𝑑𝑙𝑑𝑠

𝑎𝑙
𝑔𝑐



159

 𝐹𝑙 =
𝑚𝑎𝑙
𝑔𝑐

:با صرف نظر از آثار ویسکوز

Bernoulli’s Eq.

𝑃𝑑𝑠 − 𝑃 +
𝑑𝑃

𝑑𝑙
𝑑𝑙 𝑑𝑠 − 𝜌𝑑𝑙𝑑𝑠

𝑔

𝑔𝑐
𝐶𝑜𝑠𝜃 = 𝜌𝑑𝑙𝑑𝑠

𝑎𝑙
𝑔𝑐

→ −
𝑑𝑃

𝑑𝑙
− 𝜌

𝑔

𝑔𝑐
𝐶𝑜𝑠𝜃 = 𝜌

𝑎𝑙
𝑔𝑐

𝑑𝑃

𝑑𝑙
+ 𝜌

𝑔

𝑔𝑐
𝐶𝑜𝑠𝜃 + 𝜌

𝑎𝑙
𝑔𝑐

= 0→

𝐶𝑜𝑠𝜃 =
𝑑𝑧

𝑑𝑙
𝑎𝑙 =

𝑑𝑢

𝑑𝑡
=
𝑑𝑢

𝑑𝑙
𝑥
𝑑𝑙

𝑑𝑡
= 𝑢

𝑑𝑢

𝑑𝑙
&

→
𝑑𝑃

𝑑𝑙
+ 𝜌

𝑔

𝑔𝑐

𝑑𝑧

𝑑𝑙
+ 𝜌

𝑢𝑑𝑢

𝑔𝑐𝑑𝑙
= 0

(𝐸  𝑢𝑙𝑒𝑟′𝑠 𝐸𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛)

𝜌
𝐷𝑣

𝐷𝑡
= −𝛻𝑝 + 𝜌𝑔

𝐹𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 𝜌 →
𝑃

𝜌
+
𝑔

𝑔𝑐
𝑧 +

𝑢2

2𝑔𝑐
= 𝐶

→ 𝑑𝑃

𝜌
+
𝑔

𝑔𝑐
𝑑𝑧 +

𝑢𝑑𝑢

𝑔𝑐
= 0

→

ثابت مقدار 



𝑝𝑏
𝜌
+
𝑢𝑏

2

2𝑔𝑐

Head ( راس):

Pressure head                 فشاری

Altitude head ارتفاع

Velocity  head                جنبشی

:اگر سیال در مسیر افقی حرکت کند

اگر به بعد وواحد هر یک از جملات. حال در نظر داریم مفاهیم جملات موجود در رابطهً برنولی را بیان نماییم

.دقت شود ملاحظه می شود که همگی دارای بعد انرژی به ازای واحد جرم هستند که هر یک از آنها را هد می نامند

:که برروی یک خط جریان واقع هستند می توان نوشت  bو     aبرای مقاطع  

𝑝𝑎
𝜌
+
𝑔

𝑔𝑐
𝑧𝑎 +

𝑢𝑎
2

2𝑔𝑐
=

𝑝𝑏
𝜌
+
𝑔

𝑔𝑐
𝑧𝑏 +

𝑢𝑏
2

2𝑔𝑐

𝑝𝑎
𝜌
+
𝑢𝑎

2

2𝑔𝑐
=

.یعنی اگر در مسیر حرکت سیال سرعت زیاد شود،فشار کاهش می یابد و بالعکس



:تصحیحات رابطه ی برنولی

161

- یح مربوط به افت انرژی1
تصح

جریان𝑏بر روی یک خط جریان به مقطع      𝑎بی تردید اگر سیال ازمقطع :

یابد در مسیر دچار افت انرژی خواهد شد.

افت انرژی به ازای واحد جرم سیال

:جایگزینی جمله مربوط به انرژی جنبشی-2

𝑝𝑎
𝜌
+
𝑔

𝑔𝑐
𝑧𝑎 +

𝑢𝑎
2

2𝑔𝑐
=
𝑝𝑏
𝜌
+
𝑔

𝑔𝑐
𝑧𝑏 +

𝑢𝑏
2

2𝑔𝑐
+ ℎ𝑓

S

 𝐸𝑘 =  
𝑠

𝜌
𝑣3

2𝑔𝑐
𝑑𝑠

𝑑  𝑚 = 𝜌𝑣𝑑𝑠 →  𝑚 =  
𝑠

𝜌𝑣𝑑𝑠

𝑑  𝐸𝑘 = 𝑑  𝑚 ×
𝑣2

2𝑔𝑐
→ 𝒅𝒔
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Kinetic Energy correction factor

یح 
تصح

جنبشیانرژیضریب 

𝑝𝑎
𝜌
+
𝑔

𝑔𝑐
𝑧𝑎 +

 𝑠𝑎
𝜌
𝑣𝑎

3

2𝑔𝑐
𝑑𝑠𝑎

 𝑠𝑎
𝜌𝑣𝑎𝑑𝑠𝑎

=
𝑝𝑏
𝜌
+
𝑔

𝑔𝑐
𝑧𝑏 +

 𝑠𝑏
𝜌
𝑣𝑏

3

2𝑔𝑐
𝑑𝑠𝑏

 𝑠𝑏
𝜌𝑣𝑏𝑑𝑠𝑏

+ ℎ𝑓

𝑢2

2𝑔𝑐
=

 𝑣2

2𝑔𝑐
𝛼

𝑢2

2𝑔𝑐
= 𝛼

 𝑣2

2𝑔𝑐
=
 𝑠 𝜌

𝑣3

2𝑔𝑐
𝑑𝑠

𝜌  𝑣𝑠

𝛼 =
1

𝑠
 
𝑠

(
𝑣

 𝑣
)3𝑑𝑠
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.  اضافه کردن جمله ای برای وسائلی که به سیال انرژی می دهند یا از آن انرژی می گیرند. 3

راندمان  وسیله  :

انرژی به ازای واحد جرم سیال:

𝑝𝑏
𝜌
+
𝑔

𝑔𝑐
𝑧𝑏 +

𝛼𝑏𝑣𝑏
2

2𝑔𝑐
+ ℎ𝑓

𝑝𝑎
𝜌
+
𝑔

𝑔𝑐
𝑧𝑎 +

𝛼𝑎𝑣𝑎
2

2𝑔𝑐
=

𝑝𝑎
𝜌
+
𝑔

𝑔𝑐
𝑧𝑎 +

𝛼𝑎𝑣𝑎
2

2𝑔𝑐
± 𝑤𝑝ױ =

𝑝𝑏
𝜌
+
𝑔

𝑔𝑐
𝑧𝑏 +

𝛼𝑏𝑣𝑏
2

2𝑔𝑐
+ ℎ𝑓

ױ

𝒘𝒑
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گالیبا،محلولیرصدد60راندمانباپمپیشکلمطابق:سوال اینچ3قطربالولهیکبهکهمنبعیداخلازرا 1.84نسبیچ

میتغذیهاستمت لپمپخروجیبهکهاینچ2قطربالولهیکتوسطدوممخزن.دهدمیانتقالدیگریمخزنبهاستمت ل

.باشدمیثانیهبرفوت3،اینچ3لولهدرسرعت.استگرفتهقراراولیمخزندرمایعازسطحفوت50ارتفاعدراینچ2لولهانتهای.شود

.کنیدمحاسبهرا پمپتوان(الف

𝑓𝑡.𝑙𝑏𝑓سیستمولولهخطتمامیدرانرژیشود؟افتمیایجادپمپطرفدودرفشاری اختلافچه(ب

𝑙𝑏𝑚
.باشدمی10

𝑣 = 3
𝑓𝑡

𝑠

𝐷 = 3" 𝐷 = 2"

50′



→

قابل صرف نظر

:که بین آنها خط جریان وجود دارد خواهیم داشتbو    aبا نوشتن رابطۀ بر نولی بین مقا طع 

𝑝𝑎
𝜌
+
𝑔

𝑔𝑐
𝑧𝑎 +

𝛼𝑎𝑣𝑎
2

2𝑔𝑐
+ 𝑤𝑝ױ =

𝑝𝑏
𝜌
+
𝑔

𝑔𝑐
𝑧𝑏 +

𝛼𝑏𝑣𝑏
2

2𝑔𝑐
+ ℎ𝑓

𝑣𝑏𝑠𝑏 = 𝑣𝑐𝑠𝑐 → 𝑣𝑏 = 𝑣𝑐
𝑠𝑐
𝑠𝑏

= 𝑣𝑐(
𝐷𝑐
𝐷𝑏
)2 𝑣𝑏 = 3(

3

2
)2= 6.75

𝑓𝑡

𝑠→

𝑝𝑎
𝜌
+
𝑔

𝑔𝑐
𝑧𝑎 +

𝛼𝑎𝑣𝑎
2

2𝑔𝑐
+ 𝑤𝑝ױ =

𝑝𝑏
𝜌
+
𝑔

𝑔𝑐
𝑧𝑏 +

𝛼𝑏𝑣𝑏
2

2𝑔𝑐
+ ℎ𝑓

𝛼𝑏 ≅ 1.0 𝑤𝑝ױ =
𝑔

𝑔𝑐
𝑧𝑏 − 𝑧𝑎 +

𝑣𝑏
2

2𝑔𝑐
+ ℎ𝑓
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0.6 × 𝑤𝑝 =
32.2

32.2
50 +

1 × 6.752

2 × 32.2
+ 10→ 𝑤𝑝 = 101.1

𝑓𝑡. 𝑙𝑏𝑓

𝑙𝑏𝑚

 𝑚 = 𝜌𝑐𝑣𝑐𝑠𝑐 = 1.84 × 62.4 × 3 ×
𝜋

4
(
3

12
)2= 17.66

𝑙𝑏𝑚
𝑠

𝑝𝑜𝑤𝑒𝑟 =
 𝑚 × 𝑤𝑝

550
=
17.66 × 101.1

550
= 3.25 ℎ𝑝 1 ℎ𝑝 = 550

𝑓𝑡. 𝑙𝑏𝑓

𝑠
= 746

𝑁.𝑚

𝑠
=
𝐽

𝑠

𝑝𝑐
𝜌
+
𝑔

𝑔𝑐
𝑧𝑐 +

𝛼𝑐𝑣𝑐
2

2𝑔𝑐
+ 𝑤𝑝ױ =

𝑝𝑑
𝜌
+
𝑔

𝑔𝑐
𝑧𝑑 +

𝛼𝑑𝑣𝑑
2

2𝑔𝑐
+ ℎ𝑓

𝑣𝑑 = 𝑣𝑏 → 𝑣𝑑 = 𝑣𝑏 = 6.75
𝑓𝑡

𝑠

𝑝𝑑 − 𝑝𝑐
1.84 × 62.4

= 0.6 × 101.1 +
1 × 32 −1 × 6.752

2 × 32.2

→ ∆𝑃 = 6902
𝑙𝑏𝑓

𝑓𝑡2
÷ 144 = 47.6 𝑝𝑠𝑖 ÷ 14.7 = 3.26 𝑎𝑡𝑚
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Rateمومنتوم خروجی و ورودی سیال

Momentum Correction Factor

 𝐹 =
1

𝑔𝑐
(  𝑀𝑏 −  𝑀𝑎)

𝑃𝑎𝑠𝑎 − 𝑃𝑏𝑠𝑏 + 𝐹𝑤 − 𝐹𝑔 =
1

𝑔𝑐
(  𝑀𝑏 −  𝑀𝑎)

𝑑  𝑚 = 𝜌𝑣𝑑𝑠 → 𝑑  𝑀 = 𝜌𝑣2𝑑𝑠 →  𝑀 =  
𝑠

𝜌𝑣2𝑑𝑠

→ 𝑀 = 𝜌  𝑣2𝑠𝛽 𝛽 =
1

𝑠
 
𝑠

(
𝑣

 𝑣
)2𝑑𝑠

یح مومنتوم
تصح

ضریب 

𝑀𝑜𝑚𝑒𝑛𝑡𝑢𝑚 𝑀𝑎𝑐𝑟𝑜𝑠𝑐𝑜𝑝𝑖𝑐 𝐵𝑎𝑙𝑎𝑛𝑐𝑒 ماکروسکپیک  مومنتومموازنه
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𝑃𝑎𝑠𝑎 − 𝑃𝑏𝑠𝑏 + 𝐹𝑤 − 𝐹𝑔 =

:در نتیجه خواهیم داشت

1

𝑔𝑐
(𝛽𝑏𝜌𝑏  𝑣𝑏

2𝑠𝑏 − 𝛽𝑎𝜌𝑎  𝑣𝑎
2𝑠𝑎) →

𝑃𝑎𝑠𝑎 − 𝑃𝑏𝑠𝑏 + 𝐹𝑤 − 𝐹𝑔 =
1

𝑔𝑐
(𝛽𝑏  𝑚  𝑣𝑏 − 𝛽𝑎  𝑚  𝑣𝑎) →

𝑃𝑎𝑠𝑎 − 𝑃𝑏𝑠𝑏 + 𝐹𝑤 − 𝐹𝑔 =
 𝑚

𝑔𝑐
(𝛽𝑏  𝑣𝑏 − 𝛽𝑎  𝑣𝑎)

.در جریان درهم درون لوله ها بسیار به یک  دیک است 𝛼 مانند 𝛽هم
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998دانسیتهباآب:سوال
𝐾𝑔

𝑚3،1سرعتباافقیطوربه
𝑚

𝑠
100وفشار

𝐾𝑁

𝑚2 𝑔𝑎𝑢𝑔𝑒یلیم ر50ورودیقطربااتصالیکبه
م

وارد

یحضرایباینکهفرضبا.باشدمیمیلیم ر20اتصالخروجیقطرنمایدمیتر درجه45زاویهباوقبلیسطحهماندرافقیطوربهرا اتصالاینآب.شودمی
تصح

انرژی

کا یکبابرابراتصالوخروجیورودی،در𝛽ومومنتوم𝛼جنبشی .باشدناچیزنیزباشندواصط

است؟چقدرشوندمیواردسیالبهyوxجهاتدرکهنیروهایی(ب؟استچقدرخروجی𝑔𝑎𝑢𝑔𝑒فشار(الف

45



:روش حل مسئله

170

0𝑝𝑎
𝜌
+
𝑔

𝑔𝑐
𝑧𝑎 +

𝛼𝑎𝑣𝑎
2

2𝑔𝑐
=
𝑝𝑏
𝜌
+
𝑔

𝑔𝑐
𝑧𝑏 +

𝛼𝑏𝑣𝑏
2

2𝑔𝑐
+ ℎ𝑓

 𝑣𝑏 =  𝑣𝑎
𝑠𝑎
𝑠𝑏

=  𝑣𝑎
𝐷𝑎
𝐷𝑏

2

=1 ×
50

20

2

= 6.25
𝑚

𝑠

100000

998
+
1 × 12

2 × 1
=

𝑃𝑏
998

+
1 × 6.252

2 × 1 → 𝑃𝑏 = 81010 𝑝𝑎 𝑔𝑎𝑢𝑔𝑒

X−𝒄𝒐𝒎𝒑𝒐𝒏𝒆𝒏𝒕 ∶

𝑃𝑎𝑠𝑎,𝑥 − 𝑃𝑏𝑠𝑏,𝑥 + 𝐹𝑤,𝑥 − 𝐹𝑔,𝑥 =
 𝑚

𝑔𝑐
(𝛽𝑏  𝑣𝑏,𝑥 − 𝛽𝑎  𝑣𝑎,𝑥)

𝑠𝑎,𝑥 = 𝑠𝑎 =
𝜋

4

50

1000

2

= 0.001964 𝑚2

𝑠𝑏,𝑥 = 𝑠𝑏𝑐𝑜𝑠𝜃 =
𝜋

4

20

1000

2

×
2

2
= 0.000222 𝑚2
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 𝑣𝑎,𝑥 =  𝑣𝑎 = 1.0
𝑚

𝑠
 𝑣𝑏,𝑥 =  𝑣𝑏𝑐𝑜𝑠𝜃 = 6.25 ×

2

2
= 4.42

𝑚

𝑠

 𝑚 = 𝜌𝑎  𝑣𝑎𝑠𝑎 = 998 × 1.0 × 0.001964 = 1.96
𝑘𝑔

𝑠

→

100000 × 0.001964 − 81010 × 0.000222 + 𝐹𝑤,𝑥 =
1.96

1
(1 × 4.42 − 1 × 1)

𝐹𝑤,𝑥 = −171.4 𝑁

𝒀 − 𝒄𝒐𝒎𝒑𝒐𝒏𝒆𝒏𝒕:

𝑃𝑎𝑠𝑎,𝑦 − 𝑃𝑏𝑠𝑏,𝑦 + 𝐹𝑤,𝑦 − 𝐹𝑔,𝑦 =
 𝑚

𝑔𝑐
(𝛽𝑏  𝑣𝑏,𝑦 − 𝛽𝑎  𝑣𝑎,𝑦)

𝑠𝑎,𝑦 = 0 , 𝑠𝑏,𝑦 = 𝑠𝑏𝑠𝑖𝑛𝜃 = 0.000222 𝑚2

 𝑣𝑎,𝑦 = 0 ,  𝑣𝑏,𝑦 =  𝑣𝑏𝑠𝑖𝑛𝜃 = 4.42
𝑚

𝑠

100000 × 0 − 81010 × 0.000222 + 𝐹𝑤,𝑦 =
1.96

1
(1 × 4.42 − 1 × 0)

→ 𝐹𝑤,𝑦 = 26.64 𝑁 → 𝐹 = 𝐹𝑤,𝑥
2 + 𝐹𝑤,𝑦

2 = 173.457 𝑁
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𝒙

𝑠𝑎,𝑥 = 𝑠𝑎 , 𝑠𝑏,𝑥 = 𝑠𝑏𝑐𝑜𝑠𝜃 ,  𝑣𝑎,𝑥 =  𝑣𝑎 ,  𝑣𝑏,𝑥 =  𝑣𝑏𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑠𝑎,𝑦 = 0 , 𝑠𝑏,𝑦 = 𝑠𝑏𝑠𝑖𝑛𝜃 ,  𝑣𝑎,𝑦 = 0 ,  𝑣𝑏,𝑦 =  𝑣𝑏𝑠𝑖𝑛𝜃
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Turbulent  Flow, Turbulency :

𝑪𝒉𝒂𝒑𝒕𝒆𝒓 𝟔
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Reynold's Experiment              آزمایش رینولدز

ظرف شیشه ای

ماده رنگی

لولۀ مویین

شیر فلکه

لولۀ شیشه ای

سیالسیال

𝑵𝑹𝒆 =
𝝆 𝒗𝑫

𝝁

𝑁𝑅𝑒 < 2100 𝐿𝑎𝑚𝑖𝑛𝑎𝑟 𝐹𝑙𝑜𝑤

𝑁𝑅𝑒 > 4000 𝑇𝑢𝑟𝑏𝑢𝑙𝑒𝑛𝑡 𝐹𝑙𝑜𝑤

2100 < 𝑁𝑅𝑒 < 4000 𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛 𝐹𝑙𝑜𝑤
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Eddy  چرخانه :



178
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𝑢𝑖 =  𝑢 +  𝑢

𝑣𝑖 =  𝑣 +  𝑣

𝑤𝑖 =  𝑤 +  𝑤

𝑢𝑖 , 𝑣𝑖 , 𝑤𝑖 𝐼𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑎𝑛𝑒𝑜𝑢𝑠 𝑉𝑒𝑙𝑜𝑐𝑖𝑡𝑖𝑒𝑠

 𝑢 ,  𝑣 , 𝑤 Average Velocities

 𝑢 ,  𝑣 ,  𝑤 Deviating Velocities

𝑃𝑖 =  𝑃 +  𝑃

𝑀𝑜𝑑𝑒𝑙𝑖𝑛𝑔 𝑜𝑓 𝑇𝑢𝑟𝑏𝑢𝑙𝑒𝑛𝑡 𝐹𝑙𝑜𝑤
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  𝑢 =
1

𝑡0
 

0

𝑡0

 𝑢𝑑𝑡 𝐴𝑣𝑒𝑟𝑎𝑔𝑒 𝐷𝑒𝑣𝑖𝑎𝑡𝑖𝑛𝑔 𝑉𝑒𝑙𝑜𝑐𝑖𝑡𝑦

 𝑢2 =
1

𝑡0
 

0

𝑡0

 𝑢2𝑑𝑡 ≠ 0

  𝑢 =   𝑣 =   𝑤 = 0 𝑢

𝑡
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Nature of 
Turbulency:

Wall: کاکی که سیال با دیواره دارد .                  اصط

Free: برخورد دو جریان سیال در یک مقطع              

If Isotropic Turbulency 𝑢2 =  𝑣2 =  𝑤2
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Intensity and scale of Turbulency:

شدت توربولنسی

یتوربولنسی معمول 

توربولنسی شدید

 𝑢1

𝐼 = 100
 𝑢2

 𝑢

𝐿𝑦 =  

0

∞

𝑅  𝑢𝑑𝑦

0.5 − 2%

5 − 10%

𝐶𝑜𝑟𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝐶𝑜𝑒𝑓𝑓𝑖𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡: 𝑅  𝑢 =
 𝑢1 ×  𝑢2

 𝑢1
2 ×  𝑢2

2

 𝑢2

𝑆𝑐𝑎𝑙𝑒 𝑜𝑓 𝑇𝑢𝑟𝑏𝑢𝑙𝑒𝑛𝑐𝑦
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ds

s

𝑑  𝑚 = 𝜌𝑢′𝑑𝑠

𝑑  𝑀 = 𝜌𝑢′
2
𝑑𝑠

 𝑀 =  
𝑠

𝜌𝑢′
2
𝑑𝑠 > 0

(𝜏𝑥𝑧)𝑙𝑎𝑚= −
𝜇

𝑔𝑐
(
𝑑𝑣𝑧
𝑑𝑥

)

(𝜏𝑥𝑧)𝑡𝑢𝑟= −
𝐸𝑚
𝑔𝑐

(
𝑑𝑣𝑧
𝑑𝑥

)

(𝜏𝑥𝑧)𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙= −
𝐸𝑚 + 𝜇

𝑔𝑐
(
𝑑𝑣𝑧
𝑑𝑥

)

𝐸𝑚: 𝐸𝑑𝑑𝑦 𝑉𝑖𝑠𝑐𝑜𝑠𝑖𝑡𝑦
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کا   دیواره ای ℎ𝑓𝑠افت انرژی بواسطه اصط 𝑆𝑘𝑖𝑛 𝐹𝑟𝑖𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛

2𝜋𝑟𝑑𝐿𝜏
𝜋𝑟2𝑃 𝑟

(𝑃 +
𝑑𝑃

𝑑𝐿
𝑑𝐿)𝜋𝑟2

𝑑𝐿

𝐿

𝑃2𝑃1
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→ 𝜏𝑤 = −
𝑑𝑃

𝑑𝐿

𝑟𝑤
2

𝜋𝑟2𝑃 − 𝑃 +
𝑑𝑃

𝑑𝐿
𝑑𝑃 𝜋𝑟2 − 2𝜋𝑟𝑑𝐿𝜏 = 0 → 𝜏 = −

𝑑𝑃

𝑑𝐿

𝑟

2

→ 𝜏𝑤 = −
𝑑𝑃

𝑑𝐿

𝐷

4
= −

∆𝑃

𝐿

𝐷

4

𝑃1
𝜌
+
𝑔

𝑔𝑐
𝑧1 +

𝛼1𝑣1
2

2𝑔𝑐
=
𝑃2
𝜌
+
𝑔

𝑔𝑐
𝑧2 +

𝛼2𝑣2
2

2𝑔𝑐
+ ℎ𝑓𝑠

𝐹𝑎𝑛𝑛𝑖𝑛𝑔 𝐹𝑟𝑖𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 𝐹𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟 𝑓 =
𝜏𝑤

𝜌
𝑣
2

2𝑔𝑐

=
دیواره در تنش

دانسیته × متوسط عتسر هد

→ ℎ𝑓𝑠 =
𝑃1 − 𝑃2

𝜌
= −

∆𝑃

𝜌
→ −∆𝑃 = 𝜌ℎ𝑓𝑠

𝑓 =
−
∆𝑃
𝐿
𝐷
4

𝜌
𝑣
2

2𝑔𝑐

=

𝜌ℎ𝑓𝑠
𝐿

𝐷
4

𝜌
𝑣
2

2𝑔𝑐

→ ℎ𝑓𝑠 = 4𝑓
𝐿

𝐷

𝑣
2

2𝑔𝑐
= 𝑓′

𝐿

𝐷

𝑣
2

2𝑔𝑐

𝑓′: 𝐷𝑎𝑟𝑐𝑦′𝑠 𝐹𝑟𝑖𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 𝐹𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟
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کا     در جریان   درون لوله ها :محاسبات ضریب اصط

a) Laminar Flow

𝐹𝑟𝑖𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 𝐹𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟 𝐶𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠

𝜏 = −
𝜇

𝑔𝑐

𝑑𝑢

𝑑𝑟
= −

∆𝑃

𝐿

𝑟

2 → 𝑑𝑢 =
𝑔𝑐
𝜇

∆𝑃

𝐿

𝑟

2
𝑑𝑟 →  

0

𝑢

𝑑𝑢 =
𝑔𝑐
2𝜇

∆𝑃

𝐿
 

𝑟𝑤

𝑟

𝑟𝑑𝑟

→ →

→

→𝑢 = −
𝑔𝑐
4𝜇

∆𝑃

𝐿
𝑟𝑤

2[1 −
𝑟

𝑟𝑤

2

] 𝑢𝑚𝑎𝑥 = −
𝑔𝑐
4𝜇

∆𝑃

𝐿
𝑟𝑤

2 𝑢

𝑢𝑚𝑎𝑥
= 1 − (

𝑟

𝑟𝑤
)2

𝑄 =  
𝑠

𝑢𝑑𝑠 =  

0

𝑟𝑤

2𝜋𝑢𝑟𝑑𝑟 = 

0

𝑟𝑤

[−
𝑔𝑐
4𝜇

∆𝑃

𝐿
𝑟𝑤

2 1 −
𝑟

𝑟𝑤

2

2𝜋𝑟𝑑𝑟

𝑄 = −
𝑔𝑐
8𝜇

∆𝑃

𝐿
𝜋𝑟𝑤

4
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𝑣 =
𝑄

𝐴
=
−
𝑔𝑐
8𝜇

∆𝑃
𝐿
𝜋𝑟𝑤

4

𝜋𝑟𝑤
2

= −
𝑔𝑐
8𝜇

∆𝑃

𝐿
𝑟𝑤

2 → 𝑣 = −
𝑔𝑐
32𝜇

∆𝑃

𝐿
𝐷2

→ 𝑓 =
𝜏𝑤

𝜌
𝑣
2

2𝑔𝑐

=
−
∆𝑃
𝐿
𝐷
4

𝜌
𝑣
2𝑔𝑐

(−
𝑔𝑐
32𝜇

∆𝑃
𝐿
𝐷2)

→ 𝑓 =
−64𝜇𝐿𝐷∆𝑃𝑔𝑐
−4𝐿𝜌∆𝑃𝐷2𝑔𝑐𝑣

=
16𝜇

𝜌𝑣𝐷 → 𝑓 =
16

𝜌𝑣𝐷
𝜇

=
16

𝑁𝑅𝑒

→ 𝑓 =
16

𝑁𝑅𝑒
𝐹𝑜𝑟 𝐿𝑎𝑚𝑖𝑛𝑎𝑟 𝐹𝑙𝑜𝑤
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Universal Velocity Distribution :

1)Viscous Sublayer زیرلایه ویسکوزیته

2)Buffer layer        منطقه بی طرف

3)Turbulent  core       منطقه درهم

𝑏)𝑇𝑢𝑟𝑏𝑢𝑙𝑒𝑛𝑡 𝐹𝑙𝑜𝑤
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𝑢∗ =  𝑣
𝑓

2
=

𝜏𝑤𝑔𝑐
𝜌

𝐹𝑟𝑖𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑉𝑒𝑙𝑜𝑐𝑖𝑡𝑦

𝑢+ =
𝑢

𝑢∗
𝐷𝑖𝑚𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛𝑙𝑒𝑠𝑠 𝑉𝑒𝑙𝑜𝑐𝑖𝑡𝑦

𝑦+ =
𝜌𝑢∗𝑦

𝜇
=
𝑦

𝜇
𝜌𝜏𝑤𝑔𝑐 𝐷𝑖𝑚𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛𝑙𝑒𝑠𝑠 𝐷𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒

𝑟 + 𝑦 = 𝑟𝑤 = 𝑅

→ 𝑑𝑟 + 𝑑𝑦 = 0 → 𝑑𝑟 = −𝑑𝑦

𝑟

𝑧
𝑟

𝑦
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بدلیل ناز  بودن لایه

𝜏 = −
𝜇

𝑔𝑐

𝑑𝑢

𝑑𝑟
=

𝜇

𝑔𝑐

𝑑𝑢

𝑑𝑦
𝑢 = 𝑢∗𝑢+ 𝑑𝑢 = 𝑢∗𝑑𝑢+→

𝑦 =
𝜇𝑦+

𝜌𝑢∗ → 𝑑𝑦 =
𝜇

𝜌𝑢∗
𝑑𝑦+

→ 𝜏 =
𝜇

𝑔𝑐

𝑢∗𝑑𝑢+

𝜇
𝜌𝑢∗

𝑑𝑦+
=
𝜌𝑢∗2

𝑔𝑐

𝑑𝑢+

𝑑𝑦+
= 𝜏𝑤

𝑑𝑢+

𝑑𝑦+

𝜏 ≈ 𝜏𝑤 = 𝜏𝑤
𝑑𝑢+

𝑑𝑦+→

→

→

→
→

𝑑𝑢+

𝑑𝑦+
= 1 𝑢+ = 𝑦+ + 𝑐

𝐵. 𝐶. 1 𝑎𝑡 𝑦 = 0 𝑜𝑟 𝑦+ = 0 𝑢 𝑜𝑟 𝑢+ = 0 𝑐 = 0

𝑢+ = 𝑦+

𝟏) 𝑽𝒊𝒔𝒄𝒐𝒖𝒔 𝑺𝒖𝒃𝒍𝒂𝒚𝒆𝒓
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𝑢+= 5.00𝑙𝑛𝑦+ − 3.05

𝟐) 𝑩𝒖𝒇𝒇𝒆𝒓 𝑳𝒂𝒚𝒆𝒓

تجربی رابطه

𝟑) 𝑻𝒖𝒓𝒃𝒖𝒍𝒆𝒏𝒕 𝑪𝒐𝒓𝒆

𝜏 = −
𝜇 + 𝐸𝑚
𝑔𝑐

𝑑𝑢

𝑑𝑟
≈ −

𝐸𝑚
𝑔𝑐

𝑑𝑢

𝑑𝑟
=
𝐸𝑚
𝑔𝑐

𝑑𝑢

𝑑𝑦

→
𝜏𝑔𝑐
𝜌

=
𝐸𝑚
𝜌

𝑑𝑢

𝑑𝑦
= 𝜖𝑚

𝑑𝑢

𝑑𝑦

𝜖𝑚 ∶ 𝐸𝑑𝑑𝑦 𝐾𝑖𝑛𝑒𝑚𝑎𝑡𝑖𝑐 𝑉𝑖𝑠𝑐𝑜𝑠𝑖𝑡𝑦



→

𝑃𝑟𝑎𝑛𝑑𝑡𝑙𝑒 𝑖𝑛 ℎ𝑖𝑠 𝑒𝑥𝑝𝑒𝑟𝑖𝑚𝑒𝑛𝑡𝑠 𝑓𝑜𝑢𝑛𝑑 𝑡ℎ𝑎𝑡 ∶

𝐴𝑏𝑜𝑢𝑡 𝜖𝑚

1) 𝜖𝑚 = 𝑓(𝑦,
𝑑𝑢

𝑑𝑦
)

2)
𝜖𝑚

𝑦2
𝑑𝑢
𝑑𝑦

= 𝑘2 → 𝜏𝑔𝑐
𝜌

= 𝑘2𝑦2
𝑑𝑢

𝑑𝑦

2

3) 𝑃𝑟𝑎𝑛𝑑𝑡𝑙𝑒 𝑎𝑠𝑠𝑢𝑚𝑒𝑑 𝑡ℎ𝑎𝑡 𝑖𝑛 𝑡𝑢𝑟𝑏𝑢𝑙𝑒𝑛𝑡 𝑐𝑜𝑟𝑒 𝜏 ≈ 𝜏𝑤(𝑢𝑛𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡𝑎𝑏𝑙𝑒 𝑎𝑠𝑠𝑢𝑚𝑝𝑡𝑖𝑜𝑛)

𝜏 ≈ 𝜏𝑤 → 𝜏𝑤𝑔𝑐
𝜌

= 𝑘2𝑦2
𝑑𝑢

𝑑𝑦

2

→ 𝜏𝑤𝑔𝑐
𝜌

= 𝑘𝑦
𝑑𝑢

𝑑𝑦
= 𝑢∗

→ 𝑘𝑦
𝑑𝑢

𝑑𝑦
= 𝑢∗ 𝑑𝑢 =

𝑢∗

𝑘

𝑑𝑦

𝑦→

→

→→ 𝑢 =
𝑢∗

𝑘
𝑙𝑛𝑦 + 𝑐′

𝑢

𝑢∗
=
1

𝑘
𝑙𝑛𝑦 + 𝑐" 𝑢+ =

1

𝑘
ln

𝜌𝑢∗𝑦

𝜇
×

𝜇

𝜌𝑢∗
+ 𝑐" 𝑢+ =

1

𝑘
𝑙𝑛𝑦+ +𝐶1

→𝑜𝑟 𝜖𝑚 = 𝑘2𝑦2
𝑑𝑢

𝑑𝑦
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𝑃𝑟𝑎𝑛𝑑𝑡𝑙𝑒 ∶
𝑘 = 0.407

𝐶1 = 5.67

𝑢+ = 2.457𝑙𝑛𝑦+ + 5.67

𝑉𝑜𝑛 − 𝐾𝑎𝑟𝑚𝑎𝑛 ∶
𝑘 = 0.4

𝐶1 = 5.5

𝑢+ = 2.5𝑙𝑛𝑦+ + 5.5

𝐸𝑥𝑝𝑒𝑟𝑖𝑚𝑒𝑛𝑡𝑎𝑙 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒𝑠 𝑜𝑓 𝑘 𝑎𝑛𝑑 𝐶1 𝑎𝑟𝑒 ∶
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𝑢+

𝑦+

𝑉𝑖𝑠𝑐𝑜𝑢𝑠 𝑆𝑢𝑏𝑙𝑎𝑦𝑒𝑟 ∶ 𝑦+ < 5

𝐵𝑢𝑓𝑓𝑒𝑟 𝐿𝑎𝑦𝑒𝑟 ∶ 5 < 𝑦+ < 30

𝑇𝑢𝑟𝑏𝑢𝑙𝑒𝑛𝑡 𝐶𝑜𝑟𝑒 ∶ 𝑦+ > 30

𝐿𝑎𝑚𝑖𝑛𝑎𝑟 𝐹𝑙𝑜𝑤 ∶ 𝑓 =
16

𝑁𝑅𝑒

𝑃𝑟𝑎𝑛𝑑𝑡𝑙𝑒 ∶
1

𝑓
= 4.06 log 𝑁𝑅𝑒 𝑓 − 0.6

𝑉𝑜𝑛 − 𝐾𝑎𝑟𝑚𝑎𝑛 ∶
1

𝑓
= 4.0 log 𝑁𝑅𝑒 𝑓 − 0.4

𝐹𝑜𝑟 𝑇𝑢𝑟𝑏𝑢𝑙𝑒𝑛𝑡 𝐹𝑙𝑜𝑤 ∶
𝑖𝑛 𝑆𝑚𝑜𝑜𝑡ℎ 𝑃𝑖𝑝𝑒𝑠:



195

𝑴𝒐𝒐𝒅𝒚 𝒅𝒊𝒂𝒈𝒓𝒂𝒎(𝑭𝒂𝒏𝒏𝒊𝒏𝒈 𝑭𝒓𝒊𝒄𝒕𝒊𝒐𝒏 𝑭𝒂𝒄𝒕𝒐𝒓)



196

Moody diagram (Darcy’s Friction Factor)
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در جریان درهم:

𝑓 = 𝑓 𝑁𝑅𝑒 ,
𝜖

𝐷
= 𝑓 𝑁𝑅𝑒 ,

𝑘

𝐷

𝐺𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑙𝑙𝑦 𝑖𝑛 𝑝𝑖𝑝𝑒𝑠 ∶

𝜖 𝑜𝑟 𝑘 ∶ 𝑅𝑜𝑢𝑔ℎ𝑛𝑒𝑠𝑠 [𝐿]

𝜖

𝐷
𝑜𝑟

𝑘

𝐷
∶ 𝑅𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑣𝑒 𝑅𝑜𝑢𝑔ℎ𝑛𝑒𝑠𝑠

زبری

زبری نسبی

𝛼 = 1 + 0.78𝑓(15 − 22.5 𝑓)

𝛽 = 1 + 3.91𝑓

𝐷



Friction from changes in velocity or direction :

1. Sudden expansion 

2. Sudden contraction

3. Fittings

198
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1) Sudden Expansion     انبساط ناگهانی

ℎ𝑓𝑒 = 𝐾𝑒
 𝑣𝑎
2

2𝑔𝑐

 𝑣𝑎:

𝐷𝑜𝑤𝑛 − 𝑆𝑡𝑟𝑒𝑎𝑚 𝑆𝑒𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 𝐴𝑣𝑒𝑟𝑎𝑔𝑒 𝑉𝑒𝑙𝑜𝑐𝑖𝑡𝑦

𝑆𝑎 𝑆𝑏

𝐾𝑒 ∶ 𝐸𝑥𝑝𝑎𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛 𝐶𝑜𝑒𝑓𝑓𝑖𝑐𝑖𝑒𝑡 (𝐴𝑛 𝐸𝑚𝑝𝑖𝑟𝑖𝑐𝑎𝑙 𝑓𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟)

𝑈𝑠𝑢𝑎𝑙𝑙𝑦 𝑏𝑒𝑡𝑤𝑒𝑒𝑛 0.4 𝑎𝑛𝑑 0.9 (𝐷𝑒𝑝𝑒𝑛𝑑𝑖𝑛𝑔 𝑜𝑛
𝑆𝑎
𝑆𝑏

𝑅𝑎𝑡𝑖𝑜)
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𝑝𝑎
𝜌
+
𝑔

𝑔𝑐
𝑧𝑎 +

𝛼𝑎𝑣𝑎
2

2𝑔𝑐
=

𝑝𝑏
𝜌
+
𝑔

𝑔𝑐
𝑧𝑏 +

𝛼𝑏𝑣𝑏
2

2𝑔𝑐
+ ℎ𝑓

ℎ𝑓𝑒 =
𝑃𝑎 − 𝑃𝑏

𝜌
+
𝛼𝑎  𝑣𝑎

2 − 𝛼𝑏  𝑣𝑏
2

2𝑔𝑐

𝛼𝑎 = 𝛼𝑏 ≈ 1.0 → ℎ𝑓𝑒 =
𝑃𝑎 − 𝑃𝑏

𝜌
+

 𝑣𝑎
2 −  𝑣𝑏

2

2𝑔𝑐

𝑇ℎ𝑒 𝐸𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑜𝑓 𝐶𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑖𝑡𝑦 →  𝑣𝑏 =  𝑣𝑎
𝑆𝑎
𝑆𝑏

→ ℎ𝑓𝑒 =
𝑃𝑎 − 𝑃𝑏

𝜌
+

 𝑣𝑎
2

2𝑔𝑐
1 −

𝑆𝑎
𝑆𝑏

2

𝑇ℎ𝑒 𝐸𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑜𝑓 𝑀𝑜𝑚𝑒𝑛𝑡𝑢𝑚 𝐵𝑎𝑙𝑎𝑛𝑐𝑒

𝑃𝑎𝑠𝑎 − 𝑃𝑏𝑠𝑏 + 𝐹𝑤 − 𝐹𝑔 =
 𝑚

𝑔𝑐
𝛽𝑏  𝑣𝑏 − 𝛽𝑎  𝑣𝑎 , 𝛽𝑎 = 𝛽𝑎 ≈ 1.0
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→ 𝑃𝑎𝑆𝑏 − 𝑃𝑏𝑆𝑏 =
𝜌  𝑣𝑏𝑆𝑏
𝑔𝑐

 𝑣𝑏 −  𝑣𝑎 →
𝑃𝑎 − 𝑃𝑏

𝜌
=

 𝑣𝑏
𝑔𝑐

 𝑣𝑏 −  𝑣𝑎 =
 𝑣𝑎(
𝑆𝑎
𝑆𝑏
)

𝑔𝑐
 𝑣𝑎

𝑆𝑎
𝑆𝑏

− 1 =
 𝑣𝑎
2

2𝑔𝑐
2
𝑆𝑎
𝑆𝑏

𝑆𝑎
𝑆𝑏

− 1

→ ℎ𝑓𝑒 =
 𝑣𝑎
2

2𝑔𝑐
2
𝑆𝑎
𝑆𝑏

𝑆𝑎
𝑆𝑏

− 1 + 1 −
𝑆𝑎
𝑆𝑏

2

→ ℎ𝑓𝑒 =
 𝑣𝑎
2

2𝑔𝑐
1 −

𝑆𝑎
𝑆𝑏

2

→ 𝐾𝑒 = 1 −
𝑆𝑎
𝑆𝑏

2

, 0.6 ≤ 𝐾𝑒 ≤ 0.9
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2) 𝑆𝑢𝑑𝑑𝑒𝑛 𝐶𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 ناگهانی انقباض

ℎ𝑓𝑐 = 𝐾𝑐
 𝑣𝑏
2

2𝑔𝑐

𝐾𝑐 = 0.4 1 −
𝑆𝑏
𝑆𝑎

(𝑎) (𝑏)

𝑖𝑛 𝑤ℎ𝑖𝑐ℎ
 𝑣𝑏
2

2𝑔𝑐

𝑖𝑠 𝑡ℎ𝑒 ℎ𝑒𝑎𝑑 𝑜𝑓 𝑎𝑣𝑒𝑟𝑎𝑔𝑒 𝑣𝑒𝑙𝑜𝑐𝑖𝑡𝑦 𝑖𝑛 𝑢𝑝 − 𝑠𝑡𝑟𝑒𝑎𝑚, 𝑎𝑛𝑑
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اتصال 𝐾𝑓
Glob  valve(wide- open) 10.0

Angle valve(wide-open)    5.0

Gate valve(wide-open) 0.2

Gate  valve(half-open) 5.6

Return Bend 2.2

Tee 1.8

Elbow 45 0.4

Elbow 90 0.9

3) Fittings             اتصالات

ℎ𝑓𝑓 = 𝐾𝑓
 𝑣2

2𝑔𝑐

آن سایز .بستگی داردو

𝑪𝒐𝒏𝒄𝒍𝒖𝒔𝒊𝒐𝒏:

𝒉𝒇 = 𝒉𝒇𝒔 + 𝒉𝒇𝒆 + 𝒉𝒇𝒄 + 𝒉𝒇𝒇
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کا  در کانال های غیر استوانه ای :ضریب اصط

𝑁𝑅𝑒 =
4𝜌  𝑣𝑟𝐻
𝜇

𝐷𝑒 = 4𝑟𝐻

𝑟𝐻 =
سیال عبور مقطع سطح

سیال توسط شده تر محیط
𝐻𝑦𝑑𝑟𝑎𝑢𝑙𝑖𝑐 𝑅𝑎𝑑𝑖𝑢𝑠هیدرولیکی شعاع

معادل قطر 𝐸𝑞𝑢𝑖𝑣𝑎𝑙𝑒𝑛𝑡 𝐷𝑖𝑎𝑚𝑒𝑡𝑒𝑟
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𝑎 𝑟𝐻 =
𝑎2

4𝑎
=
𝑎

4 → 𝐷𝑒 = 𝑎

𝐿𝑖𝑘𝑒, 𝑆ℎ𝑒𝑙𝑙 & 𝑇𝑢𝑏𝑒 𝐻𝑒𝑎𝑡 𝐸𝑥𝑐ℎ𝑎𝑛𝑔𝑒𝑟𝑠

𝑟𝐻 =

𝜋
4
𝐷𝑜

2 −
𝜋
4
𝐷𝑖

2

𝜋𝐷𝑜 + 𝜋𝐷𝑖
=

1
4
(𝐷𝑜 + 𝐷𝑖)(𝐷𝑜 − 𝐷𝑖)

𝐷𝑜 + 𝐷𝑖
=

𝐷𝑜 − 𝐷𝑖
4

→ 𝐷𝑒 = 𝐷𝑜 − 𝐷𝑖
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𝑎

𝑏 𝑟𝐻 =
𝑎𝑏

2(𝑎 + 𝑏) → 𝐷𝑒 =
2𝑎𝑏

𝑎 + 𝑏

𝑟𝐻 =
𝑏2 − 𝑎2

4(𝑎 + 𝑏)
=

→

𝑏 − 𝑎

4

𝐷𝑒 = 𝑏 − 𝑎

𝑎𝑏
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𝐴𝑝𝑝𝑎𝑟𝑒𝑛𝑡 𝐷𝑒𝑛𝑠𝑖𝑡𝑦 & 𝑉𝑖𝑠𝑐𝑜𝑠𝑖𝑡𝑦

𝜇 =
 𝜇

𝛹

𝑁𝑅𝑒 > 2100

𝛹 = (
 𝜇

𝜇𝑤
)0.17 𝐹𝑜𝑟 𝐻𝑒𝑎𝑡𝑖𝑛𝑔

𝛹 = (
 𝜇

𝜇𝑤
)0.11 𝐹𝑜𝑟 𝐶𝑜𝑜𝑙𝑖𝑛𝑔

𝑁𝑅𝑒 < 2100

𝛹 = (
 𝜇

𝜇𝑤
)0.38 𝐹𝑜𝑟 𝐻𝑒𝑎𝑡𝑖𝑛𝑔

𝛹 = (
 𝜇

𝜇𝑤
)0.23 𝐹𝑜𝑟 𝐶𝑜𝑜𝑙𝑖𝑛𝑔

 𝜇:

𝜇𝑤:

آن متوسط دمای در سیال ویسکوزیته

دیواره دمای در سیال ویسکوزیته
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:انواع مسائل مربوط به حرکت سیالات

:مجهول :معلوم ها

مسئله نوع اول:

𝑸 → → → →→ 𝒗 𝑵𝑹𝒆 𝒇 𝒉𝒇𝒔 𝒉𝒇
𝑫

𝝐

𝑫 مسیر

دیاگرام
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.محاسبه  کنید  inch 8از لوله ای  چدنی  به قطر   ft 1000روغن در طول  gpm 2000جریانافت انرَژی را برای 

0.0001ویسکوزیتهَء سینماتیک  روغن    
𝑓𝑡2

𝑠
.می باشد 

𝑄:روش حل مسئله = 2000𝑔𝑝𝑚 , 448𝑔𝑝𝑚 = 1
𝑓𝑡3

𝑠

→ 𝑄 =
2000

448
= 4.46

𝑓𝑡3

𝑠 →  𝑣 =
4.46

𝜋
4
(
8
12
)2

= 12.8
𝑓𝑡

𝑠

𝑁𝑅𝑒 =
𝜌  𝑣𝐷

𝜇
=

 𝑣𝐷
𝜇
𝜌

=
 𝑣𝐷

𝑣
=
12.8 ×

8
12

0.0001
= 8.55 × 104 𝑎𝑛𝑑

𝜖

𝐷
=
0.00085

8
12

= 0.0013 → 𝐹𝑟𝑜𝑚 𝑀𝑜𝑜𝑑𝑦 𝐷𝑖𝑎𝑔𝑟𝑎𝑚 𝑓 = 0.006

→ ℎ𝑓𝑠 = 4 × 0.006 ×
1000

8
12

×
12.82

2 × 32.2
= 91.8

𝑓𝑡. 𝑙𝑏𝑓
𝑙𝑏𝑚

(𝑔𝑝𝑚: 𝑔𝑎𝑙𝑙𝑜𝑛 𝑝𝑒𝑟 𝑚𝑖𝑛𝑢𝑡𝑒)
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دیاگرام

مسئله نوع دوم:

جواب

حدس  دید

مجهول 𝜌, 𝜇, 𝐷, 𝐿, 𝜖, ℎ𝑓𝑠 𝑜𝑟 ℎ𝑓 ∶ 𝑄معلوم ها ∶

ℎ𝑓𝑠 = 4𝑓
𝐿

𝐷

 𝑣2

2𝑔𝑐

میزنیم حدس را  𝑓
ℎ𝑓𝑠  𝑣 𝑁𝑅𝑒

𝜖

𝐷
𝑓′ ∆𝑓

< 10−3

> 10−3

𝜌, 𝜇, 𝐷
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دیاگرام

جواب

حدس  دید

مجهول 𝜌, 𝜇, 𝐷, 𝐿, 𝜖, ℎ𝑓𝑠 𝑜𝑟 ℎ𝑓 ∶ 𝑄معلوم ها ∶

میزنیم حدس را  𝑓  𝑣 𝑁𝑅𝑒

𝜖

𝐷
𝑓′ ∆𝑓

< 10−3

> 10−3

ℎ𝑓 𝜌, 𝜇, 𝐷

ℎ𝑓 = ℎ𝑓𝑠 + ℎ𝑓𝑒 + ℎ𝑓𝑐 + ℎ𝑓𝑓

→ ℎ𝑓 = 4𝑓
𝐿

𝐷

 𝑣2

2𝑔𝑐
+ 𝐾𝑒

 𝑣1
2

2𝑔𝑐
+ 𝐾𝑐

 𝑣2
2

2𝑔𝑐
+ 𝐾𝑓

 𝑣3
2

2𝑔𝑐
=

(4𝑓
𝐿

𝐷
+ 𝐾𝑒

′ + 𝐾𝑐
′ + 𝐾𝑓

′)
 𝑣2

2𝑔𝑐
کنیم می عمل قبل مطابق مجددأ و



213

(1)

a

b

(2)

6 m

4m

20m 15m

15m

5m

𝑘𝑒 = 0.8

𝑘𝑐 = 0.4

𝑘𝑓 = 0.8𝑘𝑓 = 6

.می باشد inch 2قطر آنها  و mm 0.05زبری  لوله ها  . کنیدرا   محاسبه  2به  1مقدار جریان آب   از مخزن  درشکل زیر 

𝜌 = 1000
𝑘𝑔

𝑚3
, 𝜇 = 1 𝑐𝑝 , 𝑔 = 10

𝑚

𝑠2
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:می نویسیم b  و a  معادله ی برنولی  رابین دو مقطع : روش حل مسئله

𝑝𝑎
𝜌
+
𝑔

𝑔𝑐
𝑧𝑎 +

𝛼𝑎𝑣𝑎
2

2𝑔𝑐
=

𝑝𝑏
𝜌
+
𝑔

𝑔𝑐
𝑧𝑏 +

𝛼𝑏𝑣𝑏
2

2𝑔𝑐
+ ℎ𝑓

ℎ𝑓 = 4𝑓
4 + 20 + 15 + 15

2 × 0.0254
+ 0.8 + 0.4 + 3 × 0.8 + 6

 𝑣2

2 × 1
= 200

→ ℎ𝑓 =
𝑔(𝑍𝑎 − 𝑍𝑏)

𝑔𝑐
=
10(6 + 4 + 15 − 5)

1
= 200

𝐽

𝑘𝑔

→ 200 = 4320𝑓 + 9.6
 𝑣2

2 × 1
= (2160𝑓 + 4.8)  𝑣2
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𝑓         حدس  می زنیم                                 0.005را →  𝑣 = 3.58
𝑚

𝑠

→ 𝑁𝑅𝑒 = 181893 𝑎𝑛𝑑

→

𝜖

𝐷
=
0.05 × 10−1𝑐𝑚

2 × 2.54 𝑐𝑚
= 0.001

𝐹𝑟𝑜𝑚 𝑀𝑜𝑜𝑑𝑦 𝑑𝑖𝑔𝑟𝑎𝑚 𝑓 ≅ 0.005

یح است 
صح

:بنا بر این  دبی حجمی برا بر است  با . یعنی  حدس  با  دقت  خوبی 

𝑄 =
𝜋

4
𝐷2 ×  𝑣 → 𝑄 =

𝜋

4
(2 × 0.0254)2 × 3.58 = 7.25 × 10−3

𝑚3

𝑠

→ 𝑄 = 26.1
𝑚3

ℎ𝑟
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معین باشد، می توان  آن را از طریق مستقیم و بدون  استفاده از روش سعی و خطا ℎ𝑓𝑠اگر در مس له ای فقط

کان پذیر استMoodyکار با استفاده از دیاگرام ارائه شده در پشت دیاگرام این . نمود حل  .ام

ℎ𝑓𝑠 = 4𝑓
𝐿

𝐷

 𝑣2

2𝑔𝑐 → 𝑓 =
2𝑔𝑐𝐷ℎ𝑓𝑠
4𝐿  𝑣2

→ 𝑓 =
1

 𝑣
(
𝑔𝑐𝐷ℎ𝑓𝑠
2𝐿

)
1
2

𝑁𝑅𝑒 𝑓 =
𝜌  𝑣𝐷

𝜇
×
1

 𝑣
(
𝑔𝑐𝐷ℎ𝑓𝑠
2𝐿

)
1
2 =

𝜌𝐷

𝜇
(
𝑔𝑐𝐷ℎ𝑓𝑠
2𝐿

)
1
2

𝑓

𝑁𝑅𝑒 𝑓

→
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:روش حل مسئله

کا  .در حرکت است ft 1000و طول  inch 12در لوله  ای با قطر F 60آب در افت  انرژی به واسطه اصط

20مسیر در 
𝑓𝑡.𝑙𝑏𝑓

𝑙𝑏𝑚
𝑣ویسکوزیته سینماتیک  آب     . می باشد = 1.25 × 10−5

𝑓𝑡2

𝑠
وزبری لوله ها 

0.004 ft دبی حجمی آب را محاسبه کنید . می باشد.ℎ𝑓𝑠 = 20
𝑓𝑡. 𝑙𝑏𝑓

𝑙𝑏𝑚

𝑁𝑅𝑒 𝑓 =
𝜌𝐷

𝜇
(
𝑔𝑐𝐷ℎ𝑓𝑠

2𝐿
)
1
2 =

𝐷

𝑣
(
𝑔𝑐𝐷ℎ𝑓𝑠

2𝐿
)
1
2

→
12
12

1.25 × 10−5
(
32.2 ×

12
12

× 20

2 × 1000
)
1
2 = 4.47 × 104 𝑎𝑛𝑑𝑁𝑅𝑒 𝑓 =

𝜖

𝐷
=
0.004

12
12

= 0.004 → 𝑓 ≅ 0.007 → 𝑁𝑅𝑒 =
4.47 × 104

0.007
= 5.31 × 105

→  𝑣 =
𝑣 × 𝑁𝑅𝑒

𝐷
=
1.25 × 10−5 × 5.31 × 105

12
12

= 6.63
𝑓𝑡

𝑠

→ 𝑄 =  𝑣 ×
𝜋

4
𝐷2 → 𝑄 = 6.63 ×

3.14

4
(
12

12
)2 = 5.21

𝑓𝑡3

𝑠
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ممسئله نوع سو

جواب

,𝜌:ها معلوم 𝜇, 𝜖, 𝑄, 𝐿, ℎ𝑓 𝑜𝑟 ℎ𝑓𝑠𝐷 :مجهول

ℎ𝑓𝑠 = 4𝑓
𝐿

𝐷

 𝑣2

2𝑔𝑐
=4𝑓

𝐿

𝐷

𝑄2

𝑆2

2𝑔𝑐
= 4𝑓

𝐿

𝐷

𝑄2

(
𝜋
4
𝐷2)

2
× 2𝑔𝑐

=
32𝑓𝐿𝑄2

𝑔𝑐𝜋
2𝐷5

میزنیم حدس را  𝑓
ℎ𝑓𝑠

𝐷 Q  𝑣
𝜌, 𝜇, 𝐷

𝑁𝑅𝑒

𝜖

𝐷  𝑓 ∆𝑓
< 10−3

> 10−3

حدس  دید

دیاگرام
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جواب

,𝜌:ها معلوم 𝜇, 𝜖, 𝑄, 𝐿, ℎ𝑓 𝑜𝑟 ℎ𝑓𝑠𝐷 :مجهول

ℎ𝑓𝑠 = 4𝑓
𝐿

𝐷

 𝑣2

2𝑔𝑐
=4𝑓

𝐿

𝐷

𝑄2

𝑆2

2𝑔𝑐
= 4𝑓

𝐿

𝐷

𝑄2

(
𝜋
4
𝐷2)

2
× 2𝑔𝑐

=
32𝑓𝐿𝑄2

𝑔𝑐𝜋
2𝐷5

میزنیم حدس را  𝑓
ℎ𝑓 𝐷 Q  𝑣

𝜌, 𝜇, 𝐷
𝑁𝑅𝑒

𝜖

𝐷  𝑓 ∆𝑓
< 10−3

> 10−3

حدس  دید

دیاگرام

ℎ𝑓 = ℎ𝑓𝑠 + ℎ𝑓𝑐 +⋯ =
32𝑓𝐿𝑄2

𝑔𝑐𝜋
2𝐷5

+  𝐾𝑒
𝑄2

𝐷4
+  𝐾𝑐

𝑄2

𝐷4
+⋯

ℎ𝑓 =
32𝑓𝐿𝑄2

𝑔𝑐𝜋
2𝐷5

+
𝐴𝑄2

𝐷4 → ℎ𝑓 =
𝑎𝑓

𝐷5
+

𝑏

𝐷4 → 𝐷5 + 𝑐𝐷 + 𝑑 = 0

حدس  دید
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:روش حل مسئله

 75انرژیبا افت ft 10000روغن را در طول gpm 4000قطر لوله ای که بتواند 
𝑓𝑡.𝑙𝑏𝑓

𝑙𝑏𝑚
یک روغن ویسکوزیته سینمات . کند ، حساب کنید حمل 

𝑣 = 0.0001
𝑓𝑡2

𝑠
.باشد می ft 0.004موجود  و زبری لوله های 

ℎ𝑓𝑠 =
32𝑓𝐿𝑄2

𝑔𝑐𝜋
2𝐷5 → 𝐷5 =

32𝑓𝐿𝑄2

𝑔𝑐𝜋
2ℎ𝑓𝑠

=
32𝑓 × 10000 × 8.932

32.2 × 3.142 × 75
= 1068𝑓 (1)

𝑄 =
4000

448
= 8.93

𝑓𝑡3

𝑠

𝑁𝑅𝑒 =
𝜌  𝑣𝐷

𝜇
=

𝜋𝐷
4
(𝜌  𝑣𝐷)

𝜋𝐷
4
(𝜇)

=
4𝜌𝑄

𝜋𝐷𝜇
=

4𝑄

𝜋𝐷𝑣

4  𝑚

𝜋𝐷𝜇
=

𝑁𝑅𝑒 =
4 × 8.93

3.14 × 𝐷 × 0.0001
=
113800

𝐷
(2)→

حدس 𝑓 = 0.005
(1) 𝐷 = 1.398 𝑓𝑡 𝑁𝑅𝑒 = 8.14 × 104 𝑎𝑛𝑑

(2) 𝜖

𝐷
= 0.0029
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→ F𝑟𝑜𝑚 𝑀𝑜𝑜𝑑𝑦 𝐷𝑖𝑎𝑔𝑟𝑎𝑚 𝑓 = 0.008

حدس دید 𝑓 = 0.008 𝐷 = 1.535 𝑓𝑡 𝑁𝑅𝑒 = 7.41 × 104 𝑎𝑛𝑑
𝜖

𝐷
= 0.0026

→ F𝑟𝑜𝑚𝑀𝑜𝑜𝑑𝑦 𝐷𝑖𝑎𝑔𝑟𝑎𝑚 𝑓 = 0.007

→ 𝐷 ≈ 1.5 𝑓𝑡نتیجهلذا حدس خوب ا ودر ست

(1) (2)



طول لوله ای است که افت انرژی اش به  واسطه  :  طول معادل یک اتصال 

کا  برابر با افت انرژی .اتصال است اصط

222

𝐾
 𝑣2

2𝑔𝑐
= 4𝑓

𝐿𝑒
𝐷

 𝑣2

2𝑔𝑐 → 𝐿𝑒 =
𝐾𝐷

4𝑓

𝐸𝑞𝑢𝑖𝑣𝑎𝑙𝑒𝑛𝑡 𝐿𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ 𝐿𝑒
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a) Compressible Fluids :وسایلی که سیالات را به جریان می اندازند

Chapter 8

.وسایلی که سیالات را به جریان می اندازند و وسایلی که مقدار جریان سیالات را اندازه گیری می کنند 

𝑤𝑝𝑟 =
𝛾

𝛾 − 1

𝑃𝑎
𝜌𝑎

(
𝑃𝑏
𝑃𝑎
)

𝛾
𝛾−1 − 1 𝐴𝑑𝑖𝑎𝑏𝑎𝑡𝑖𝑐 𝐶𝑜𝑚𝑝𝑟𝑒𝑠𝑠𝑜𝑟s

𝑃𝑏
𝑃𝑎

𝐶𝑜𝑚𝑝𝑟𝑒𝑠𝑠𝑖𝑜𝑛 𝑅𝑎𝑡𝑖𝑜

𝑤𝑝𝑟 =
𝑅𝑇0
𝑀

𝑙𝑛
𝑃𝑏
𝑃𝑎

𝐼𝑠𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑚 𝐶𝑜𝑚𝑝𝑟𝑒𝑠𝑠𝑜𝑟𝑠
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𝐶𝑜𝑚𝑝𝑟𝑒𝑠𝑠𝑜𝑟𝑠
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Fan (2هواکش
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Blower (3دمنده



227

4) Ventilator تخلیه کننده
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b) Incompressible Fluids

Pumps
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pumps
Positive Displacement

Centrifugal

اجزاء
1. Suction 

2. Discharge

قسمت مکش

قسمت فشار

Positive Displacement
Reciprocal

Rotary

Single Action

Double Action

Pumps
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𝑃𝑢𝑚𝑝𝑠 𝑃𝑜𝑤𝑒𝑟 𝐶𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛

𝑝𝑎
𝜌
+
𝑔

𝑔𝑐
𝑍𝑎 +

𝛼𝑎  𝑣𝑎
2

2𝑔𝑐
+ 𝜂𝑤𝑝 =

𝑝𝑏
𝜌
+
𝛼𝑏  𝑣𝑏

2

2𝑔𝑐
+
𝑔

𝑔𝑐
𝑍𝑏 + ℎ𝑓

𝑝

𝜌
+
𝑔

𝑔𝑐
𝑍 +

𝛼  𝑣2

2𝑔𝑐
= H 𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙 𝐻𝑒𝑎𝑑

→ 𝐻𝑎 + 𝜂𝑤𝑝 = 𝐻𝑏 → 𝑤𝑝 =
𝐻𝑏 − 𝐻𝑎

𝜂
=
∆𝐻

𝜂

𝑃𝑜𝑤𝑒𝑟 =
 𝑚∆𝐻

550𝜂
𝐹𝑃𝑆 𝑜𝑟

 𝑚∆𝐻

746𝜂
𝑆𝐼 ℎ𝑜𝑟𝑠𝑒 𝑝𝑜𝑤𝑒𝑟

 𝑎

 𝑏×

× ×

×

𝑎 𝑏

𝑍𝑎

𝑝𝑢𝑚𝑝

→
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𝐶𝑎𝑣𝑖𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 شدن ای حفره پدیده

گامی که این بابخار به نواحی اگر در مسیر حرکت سیال به هر دلیلی فشار سیال به زیر فشار بخار آن تنزل یابد  سیال تبخیر شده  و هن

مپ فشار بالاتر انتقال یابد حباب های بخار ترکیده و کاهش حجم ایجاد شده سبب وارد آوردن ضربه به دیواره مجرا یا پره های پ 

.بنا بر این بایستی از بروز چنین پدیده ای جلوگیری نمود . شدخواهد 

  (Cavitation)از پدیده حفره ای شدنممانعت شرط 

𝑝𝑎
𝜌
+
𝛼𝑎  𝑣𝑎

2

2𝑔𝑐
>
𝑝𝑣
𝜌

𝑜𝑟 𝑝𝑎 − 𝑝𝑣
𝜌

+
𝛼𝑎  𝑣𝑎

2

2𝑔𝑐
> 0

𝑝𝑎 − 𝑝𝑣
𝜌

+
𝛼𝑎  𝑣𝑎

2

2𝑔𝑐
= 𝐻𝑠𝑣 𝑜𝑟 𝑁𝑃𝑆𝐻 > 0→

𝑝𝑣 ∶ 𝑉𝑎𝑝𝑜𝑟 𝑃𝑟𝑒𝑠𝑠𝑢𝑟𝑒 𝑜𝑓 𝐹𝑙𝑢𝑖𝑑 𝑎𝑡 𝑖𝑡𝑠
′ 𝑇𝑒𝑚𝑝𝑒𝑟𝑎𝑡𝑢𝑟𝑒

𝑁𝑃𝑆𝐻 ∶ 𝑁𝑒𝑡 𝑃𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑣𝑒 𝑆𝑢𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 𝐻𝑒𝑎𝑑
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 𝑎

 𝑏

× ×

×

𝑎 𝑏

𝑍𝑎

𝑝𝑢𝑚𝑝

×

.توان محل نصب پمپ را با توجه به مطالب گفته شده توسط روابط زیر تعیین نمود حال می 

گام نصب پمپ ها  نه فقط مقدار     کیرند،  بلکه  طراحی را به می مثبت در نظر را NPSHمعمولأ به هن

کم رای انجام میدهند که مقدار  آن از حد معینی          کونه  ( 𝑁𝑃𝑆𝐻𝑟𝑒𝑞)  نباشد.

𝑁𝑃𝑆𝐻𝑟𝑒𝑞(𝑅𝑒𝑞𝑢𝑖𝑟𝑒𝑑 𝑁𝑃𝑆𝐻)
5 − 10 𝑓𝑡 ∶ 𝑆𝑚𝑎𝑙𝑙 𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑖𝑓𝑢𝑔𝑎𝑙 𝑝𝑢𝑚𝑝𝑠

50 𝑓𝑡 ∶ 𝐿𝑎𝑟𝑔𝑒 𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑖𝑓𝑢𝑔𝑎𝑙 𝑝𝑢𝑚𝑝𝑠

𝑝  𝑎

𝜌
+
𝑔

𝑔𝑐
𝑍  𝑎 +

𝛼  𝑎  𝑣  𝑎
2

2𝑔𝑐
=
𝑝𝑎
𝜌
+
𝛼𝑎  𝑣𝑎

2

2𝑔𝑐
+
𝑔

𝑔𝑐
𝑍𝑎 + ℎ𝑓→

𝑝  𝑎

𝜌
=
𝑝𝑎
𝜌
+
𝛼𝑎  𝑣𝑎

2

2𝑔𝑐
+
𝑔

𝑔𝑐
𝑍𝑎 + ℎ𝑓

→→
𝑝  𝑎−𝑝𝑣
𝜌

=
𝑝𝑎 − 𝑝𝑣

𝜌
+
𝛼𝑎  𝑣𝑎

2

2𝑔𝑐
+
𝑔

𝑔𝑐
𝑍𝑎 + ℎ𝑓

𝑝  𝑎 − 𝑝𝑣
𝜌

= 𝑁𝑃𝑆𝐻 +
𝑔

𝑔𝑐
𝑍𝑎 + ℎ𝑓

→ 𝑁𝑃𝑆𝐻 =
𝑝  𝑎 − 𝑝𝑣

𝜌
−
𝑔

𝑔𝑐
𝑍𝑎 − ℎ𝑓 (

𝐽

𝑘𝑔
) 𝑜𝑟 𝑁𝑃𝑆𝐻 =

𝑔𝑐
𝑔

𝑝  𝑎 − 𝑝𝑣
𝜌

− ℎ𝑓 − 𝑍𝑎 (𝑚)
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:وسایلی که مقدار جریان سیال را اندازه گیری می کنند

1) 𝑉𝑒𝑛𝑡𝑢𝑟𝑖 − 𝑚𝑒𝑡𝑒𝑟
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𝑉𝑒𝑛𝑡𝑢𝑟𝑖 − 𝑚𝑒𝑡𝑒𝑟

𝑝𝑎
𝜌
+
𝑔

𝑔𝑐
𝑍𝑎 +

𝛼𝑎  𝑣𝑎
2

2𝑔𝑐
=
𝑝𝑏
𝜌
+
𝑔

𝑔𝑐
𝑍𝑏 +

𝛼𝑏  𝑣𝑏
2

2𝑔𝑐
+ ℎ𝑓

→ 𝑝𝑎 − 𝑝𝑏
𝜌

=
𝛼𝑏  𝑣𝑏

2 − 𝛼𝑎  𝑣𝑎
2

2𝑔𝑐
𝑅𝑚

 𝑣𝑎 =  𝑣𝑏
𝑆𝑏
𝑆𝑎

=  𝑣𝑏
𝐷𝑏
𝐷𝑎

2

= 𝛽2  𝑣𝑏

→  𝑣𝑏 =
1

𝛼𝑏 − 𝛼𝑎𝛽
4

2𝑔𝑐(𝑝𝑎 − 𝑝𝑏)

𝜌

𝑭𝒍𝒖𝒊𝒅

𝑀𝑎𝑛𝑜𝑚𝑒𝑡𝑒𝑟

𝑎
𝑏
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سیالات تراکم پذیر 

سیالات تراکم ناپذیر

 𝑣𝑏 =
𝑐𝑣

1 − 𝛽4

2𝑔𝑐(𝑝𝑎 − 𝑝𝑏)

𝜌
𝑖𝑓 𝛼𝑎 = 𝛼𝑏 ≈ 1.0 →

𝑐𝑣 ∶ 𝑣𝑒𝑛𝑡𝑢𝑟𝑖 𝑐𝑜𝑒𝑓𝑓𝑖𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡 0.98 − 0.99 (𝐸𝑥𝑝𝑒𝑟𝑖𝑚𝑒𝑛𝑡𝑎𝑙𝑙𝑦 𝑀𝑒𝑎𝑠𝑢𝑟𝑒𝑑)

𝐷 ∶ 2 − 8 𝑖𝑛𝑐ℎ 𝑐𝑣 = 0.98

𝐷 > 8 𝑖𝑛𝑐ℎ 𝑐𝑣 = 0.99

 𝑚 =
𝑐𝑣𝑆𝑏

1 − 𝛽4
2𝜌𝑔𝑐(𝑝𝑎 − 𝑝𝑏)

 𝑚 =
𝑐𝑣𝑆𝑏𝑌

1 − 𝛽4
2𝜌𝑔𝑐(𝑝𝑎 − 𝑝𝑏)
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2) 𝑂𝑟𝑖𝑓𝑖𝑐𝑒
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𝑂𝑟𝑖𝑓𝑖𝑐𝑒

𝛽 =
𝐷𝑜
𝐷𝑝

𝑁𝑅𝑒,𝑜 =
𝜌𝑢𝑜𝐷𝑜
𝜇

𝑅𝑚

𝐷𝑜 𝐷𝑝

𝑎 𝑏

𝑢𝑜 =
𝑐𝑜

1 − 𝛽4

2𝑔𝑐(𝑝𝑎 − 𝑝𝑏)

𝜌

𝑐𝑜 = 𝑐𝑜(𝑁𝑅𝑒,𝑜 , 𝛽)

𝑖𝑓 𝑁𝑅𝑒,𝑜 > 20000 𝑐𝑜 ≈ 0.61

→ 𝑢𝑜 =
0.61

1 − 𝛽4

2𝑔𝑐(𝑝𝑎 − 𝑝𝑏)

𝜌

𝐹𝑙𝑢𝑖𝑑
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سیال تراکم نا پذیر

سیال تراکم پذیر 

 𝑚 =
𝑐𝑜𝑠𝑜

1 − 𝛽4
2𝜌𝑔𝑐(𝑃𝑎 − 𝑃𝑏)

 𝑚 =
𝑐𝑜𝑠𝑜𝑌

1 − 𝛽4
2𝜌𝑔𝑐(𝑃𝑎 − 𝑃𝑏)

𝑌 =
𝑃𝑏
𝑃𝑎

1
𝛾 𝛾(1 − 𝛽4) 1 −

𝑃𝑏
𝑃𝑎

𝛾−1
𝛾

(𝛾 − 1) 1 −
𝑃𝑏
𝑃𝑎

1 − 𝛽4
𝑃𝑏
𝑃𝑎

2
𝛾

1
2

حجمی انبساط ضریب
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سیال
𝑢 = 𝑐

2𝑔𝑐(𝑝𝑠 − 𝑝0)

𝜌

3) 𝑃𝑖𝑡𝑜𝑡 − 𝑇𝑢𝑏𝑒

𝑝𝑠 ∶ 𝑆𝑡𝑎𝑔𝑛𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑝𝑟𝑒𝑠𝑠𝑢𝑟𝑒

𝑝0 ∶ 𝑆𝑡𝑎𝑡𝑖𝑐 𝑝𝑟𝑒𝑠𝑠𝑢𝑟𝑒
𝑆𝑡𝑎𝑡𝑖𝑐 𝑇𝑢𝑏𝑒

𝐼𝑚𝑝𝑎𝑐𝑡 𝑇𝑢𝑏𝑒

𝑅𝑚



241

4) 𝑅𝑜𝑡𝑎𝑚𝑒𝑡𝑒𝑟 (𝐴𝑟𝑒𝑎 − 𝑚𝑒𝑡𝑒𝑟)
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دستیابیدرفرایند های صنعتی داشتن اطلاعات دقیق از روابط بین متغیر های فرایند می تواند کمک شایانی در

:به موارد زیر داشته باشد

،(افزایش یا کاهش مقیاس)طراحی فرایند های  دید -الف 

پیش  ،بینی عملکرد یک فرایند در حال کار موجود -ب

.از پارام ر های مجهول فرایند بر اساس عملکرد فرایندبعضی آوردن بدست -ج
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لبقادروسادهصورتبهفرایندرا هایمتغیربینارتباطشودمیسعیسهولتجهتمعمولأ

تشکیلفراینداصلیهایمتغیرترکیبازکهبدونهایگروهبینارتباط
این.دنماینبیاناندشده

در.اشندبمی،استفرایندطبیعتونوعبهوابستهکهخاصفیزیکیمفاهیمبعددارایبدونهایگروه

نای بینارتباط.شوندمیتعیینبعدبدونهایگروهاینتعریفتعدادوابعادیآنا یزمقوله

.شدخواهدتعیینآزمایشتوسطهاگروه
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حاصل )ب شده اند پارام ر بدون بعد مستقل وجود خواهد داشت که این کمیت ها در آن ها مرت ( n-m)هستند، داشته باشیم ( م  ر  یا مستقل)بعد mکمیت که دارای  nاگر در مسئله ای  

.(نمایدکمیت اولیه را بیان می nضرب این پارام ر های مستقل بدون بعد ارتباط بین  

کهداشتخواهدوجودFمانندتابعیصورتایندر(...وفشار،سرعت،ویسکوزیتهمثل(دارندوجودمسئلهدرکهباشندهاییکمیت𝐴𝑛...,𝐴2,𝐴1اگر

,F(𝐴1,𝐴2درآن …𝐴𝑛)=0اگرضمناً .است𝜋1,𝜋2, … ,𝜋𝑛−𝑚ازترکیبیکهرا مستقلیبعدبدونهایگروه𝐴2,…

𝐴1,،ونمایندتعریفباشندmصورتبهنیزدیگریرابطهباشدداشتهوجودمسئلهدربعدf(𝜋1,𝜋2, … ,𝜋𝑛−𝑚)=0داشتخواهدوجودنیز.

𝑩𝒖𝒄𝒌𝒊𝒏𝒈𝒉𝒂𝒎 𝑻𝒉𝒆𝒐𝒓𝒚 𝒐𝒇 𝝅 𝑻𝒉𝒆𝒓𝒎𝒔



ونمودهانتخابندهست متفاوتبعدهایدارایکهرا اولیههایکمیتازعددmکهاستصورتاینبهبعدبدونهایگروهتعیینۀنحو

میتعریفبعدبدونگروههرترتیبدینبونماییممیادغامنداردمشارکتشدهانتخابگروهدرکههاکمیتازدیگریکیبارا هاآن

انتخاباببعدبدونهایگروهصورتایندرباشدداشتهوجودایمسئلهدرM,L,Tبعدسهاگرمثالعنوانبه.شود

𝐴1,𝐴2,𝐴3ازاند بارت:
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.یمده میقراراستصفربابرابرM,L,Tهایتوانآندرکهکمیتیبامساویرا دیگرسمتونمودهجاگزینهارابطهدررا Aابعادسپس...

بدونگروههایکمیتهایتوانمعادلاتلح ازپس.استحلقابلکهآیدمیبدستمجهولسهومعادلهسهبعدبدونگروههربراینتیجهدر

.شودمیمشخصبعد

جهتدیگرکمیاتازیکهرباوشدهخابانت  کراری هایکمیتعنوانبهکمیتدوصورتایندرباشدموجودبعددوفقطایمسئلهدراگر

.شتدا خواهدوجودمجهولدوومعادلهدوبعدبدونگروههربرایشوندومی لفیقبعدبدونگروهتعریف



کمیتدوحالتیدراگرAکمیتانتخابالبته.بودخواهدکمیتدوآننسبتبعدبدونهایگروهازیکیباشندم  ر بعددارای

.داردمسئلهازخوبشناختوتجربهبهنیازA کراری های

استکمیتهمانبعدبدونگروهایازیکیباشدبعدبیخودشهاکمیتازیکیاگر.
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فرم رابطه ای که . ویسکوزیته ی سیال بستگی داردجریان حجمی خروجی از یک لوله ی افقی مویین به افت فشار به ازای واحد طول لوله به قطر لوله و:سوال

.این متغیر ها را به یکدیگر مرتبط می نمایند بدست آورید

Quantity Symbol dimension
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𝑛روش حل مسئله = 4 , 𝑚 = 3 → 𝑛 −𝑚 = 1

𝜋1 = 𝑄𝑥1
∆𝑃

𝐿

𝑦1

𝐷𝑧1𝜇

𝜋1 = 𝐿3𝑇−1 𝑥1(𝑀𝐿−2𝑇−2)𝑦1𝐿𝑧1𝑀𝐿−1𝑇−1 = 𝑀0𝐿0𝑇0

𝐹𝑜𝑟 𝐿 ∶ 3𝑥1 − 2𝑦1 + 𝑧1 − 1 = 0 , 𝐹𝑜𝑟 𝑀 ∶ 𝑦1 + 1 = 0

→

→→

𝑦1 = −1 , 𝑧1 = −4𝐹𝑜𝑟 𝑇 :−𝑥1 − 2𝑦1 − 1 = 0 𝑥1 = 1 ,

𝜋1 = 𝑄(
∆𝑃

𝐿
)−1𝐷−4𝜇 𝜋1 =

𝑄𝜇

∆𝑃
𝐿
𝐷4

𝐶1 𝑄 = 𝐶1

∆𝑃
𝐿
𝐷4

𝜇→ →

𝐹 𝑄,
∆𝑃

𝐿
, 𝐷, 𝜇 = 0&

𝑂𝑟 𝑓
𝑄𝜇

∆𝑃
𝐿
𝐷4

= 0 𝜋1 =
𝑄𝜇

∆𝑃
𝐿
𝐷4

=

&
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φ
H

روش حل مسئله

−

𝑄𝑢𝑎𝑛𝑡𝑖𝑡𝑦 𝑄 H 𝑔 𝑉0
φ

𝐷𝑖𝑚𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛

𝑛 = 5 , 𝑚 = 2 → 𝑛 −𝑚 = 3

𝜋1 = 𝐻𝑥1𝑔𝑦1𝑄 → 𝜋1 = 𝐿𝑥1(𝐿𝑇−2)𝑦1𝐿3𝑇−1 = 𝐿0𝑇0

𝜋2 = 𝐻𝑥2𝑔𝑦2𝑉0 → 𝜋2 = 𝐿𝑥2(𝐿𝑇−2)𝑦2𝐿𝑇−1 = 𝐿0𝑇0

𝜋3 = φ

:به عنوان متغیر های  کراری gو   Hبا انتخاب      
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𝐹𝑜𝑟 𝑇 ∶ −2𝑦1 − 1 = 0
𝜋1

𝐹𝑜𝑟 𝐿 ∶ 𝑥1 + 𝑦1 + 3 = 0
→ 𝑥1 = −

5

2
𝑎𝑛𝑑 𝑦1 = −

1

2

𝜋2
𝐹𝑜𝑟 𝐿 ∶ 𝑥2 + 𝑦2 + 1 = 0

𝐹𝑜𝑟 𝑇 ∶ −2𝑦2 − 1 = 0
𝑥2 = −

1

2
𝑎𝑛𝑑 𝑦2 = −

1

2→

𝜋1 = 𝐻−
5
2𝑔−

1
2𝑄 =

𝑄

𝑔𝐻
5
2

, 𝜋2 = 𝐻−
1
2𝑔−

1
2𝑉0 =

𝑉0

𝑔𝐻
& 𝜋3 = φ

→ 𝑓
𝑄

𝑔𝐻
5
2

,
𝑉0

𝑔𝐻
,φ = 0 𝑂𝑟 𝑓1

𝑉0

𝑔𝐻
,φ

𝑄

𝑔𝐻
5
2

=

→ 𝑄 = 𝑔𝐻
5
2𝑓1

𝑉0

𝑔𝐻
,φ 𝑎𝑛𝑑 𝑎𝑙𝑠𝑜

𝑄 = 𝑉0𝐻
2𝑓2

𝑉0

𝑔𝐻
, φ→      با انتخابH  و𝑉0 عنوان متغیر های  کراری به:


