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ييه اه اييموازنه اندازه حرکت لاموازنه اندازه حرکت لا
وو

آرامآرامان ان ييع سرعت در جرع سرعت در جرييتوزتوز

::الالييه نازک سه نازک سي ي ک لاک لايي  ييموازنه اندازه حرکت برا  موازنه اندازه حرکت برا  

  

  .ن حالت ساده شده قانون بقای اندازه حرکت نام دارد       يا
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ت س   يدر ا• ه حرک ا ب ش م ت جرالين بخ ه    ي در جه ان توج
:ب استيترت اينم و روش به ي کنيم

ه-- همولف رعتمولف رعت س ه از بيي س ه از ب را ک ايين نمن نميي را ک ا رود را شناس د و د و يي کن کنيييي رود را شناس
.. است استيير مکانر مکانييمتغمتغد تابع کدام د تابع کدام ييننييبببب

ر         ييک لا ک لا يي  ييموازنه اندازه حرکت را برا    موازنه اندازه حرکت را برا    -- ود ب ه عم ازک ک ر         ه ن ود ب ه عم ازک ک ه ن
..ددييسسييبنوبنو مشخص شده است،  مشخص شده است، ييجهت مکانجهت مکان

ا توجه      ي ي ل ده ل ده ي ي ه نازک را به سمت صفر م       ه نازک را به سمت صفر م       ييضخامت لا ضخامت لا -- ا توجه      د و ب د و ب
 شار اندازه حرکت      شار اندازه حرکت     يي برا  برا ييللييفرانسفرانسييف مشتق معادله د   ف مشتق معادله د   ييتعرتعربه  به  

..ددييبه دست آوربه دست آور

ه ديياا-- ه دن معادل سيين معادل سفران ل کنييفران ل کنل را ح ا ييل را ح ا د ت دازه  ييتوزتوزد ت ار ان دازه  ع ش ار ان ع ش
..ددييحرکت بدست آحرکت بدست آ

انون و      -- ه ق انون و      با توجه ب ه ق ه        وتنوتني ي ته ن ته ن ييسکوزسکوزي ي با توجه ب ال آن در معادل ه         و اعم ال آن در معادل  و اعم
ر حسب سرعت بدست         ييفرانسفرانسييک معادله د  ک معادله د  ييبدست آمده،   بدست آمده،    ر حسب سرعت بدست         ل ب ل ب

..ددييآورآور
ه انتگرال گ     يياز ا از ا -- ه انتگرال گ     ن معادل ا    ي ي  کن  کن ييرري ي ن معادل ا    د ت ع سرعت بدست     ع سرعت بدست     ي ي توزتوزد ت

..ددييآآ
ر ر ي ي نظنظ را  را ييگر گر يي د  د ييت ها ت ها ييع سرعت کم  ع سرعت کم  ييتوزتوزن  ن  ييبا استفاده از ا   با استفاده از ا   --

ط و ن  رعت متوس داکثر، س رعت ح ط و ن س رعت متوس داکثر، س رعت ح طح ييروروييس ر س طح  وارد ب ر س  وارد ب
..ددييمحاسبه کنمحاسبه کن
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: شودي محاسبه ثابت ها استفاده ميط مرزی که برايشرا
 برابر سرعت   الي جامد سرعت س   – الي در سطح تماس س    ))الفالف

). مماسی  و هم سرعت     يهم سرعت عمود  (سطح جامد است  
.ندي به آن شرط عدم لغزش گومماسیدر مورد سرعت 

 سرعت در    مماسی ي ها مولفهع  ي ما –ع  ي در سطح تماس ما    ))بب
طح پ  رف س تهيدو ط ستندوس زش( ه دم لغ رط ع  يعني) ش

رعتها ساو در دو طرف الهاي سيس ستنديم ه.  ه امولف  ي ه
). برابرند(ن حالت را دارند يهم هم يمولکول تنش تانسور

نش    تانسور ي ها مولفه گاز   –ع  ي در سطح تماس ما    ))پپ  برشی  ت
رض م   فر ف ونديص ش  يگراد يعني.  ش رعت در بخ ان س

از زرگ نيگ ه دليت ين واقعيا. ستي ب رض ب ر يا ف ل کمت
. استعاتيته گازها نسبت به مايسکوزيبودن و

ا  مولکولن است که    ي بالا فرض برا   ي شرط ها  ي در تمام  -  ي ه
 و  يک يزي جذب ف   يعني کنند،   ي از سطح تماس عبور نم     اليس
دن، ييايميش ل ش نش شير، ذوب يتبخ، ح  در ييايميا واک

.ردي گيسطح تماس صورت نم
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Falling filmFalling filmز    ز    ييسررسرره ه ييان لاان لاييجرجر--

س  يطول و عرض لا        ر از ضخامت آن است و           يه ب ابرا ار بزرگت ن يبن
. صرف نظر کرديي توان از اثرات انتهايم

vz= vz(x)  
vx = 0  
vy = 0 

:نويسيم    ي مz جهت  ي موازنه اندازه حرکت را برا -
:: شود شوديي وارد م وارد مz=0z=0 که از سطح  که از سطح zz شدت اندازه حرکت جهت   شدت اندازه حرکت جهت  --

  يي خارج م خارج مz=Lz=L که از سطح  که از سطح zz شدت اندازه حرکت جهت   شدت اندازه حرکت جهت  --
::شودشود

:: شود شوديي وارد م وارد مxx که از سطح  که از سطح zz شدت اندازه حرکت جهت   شدت اندازه حرکت جهت  --

( )
0=

Δ
zzzxW φ

( )
LzzzxW

=
Δ φ

( )
xxzLW φ
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ه از سطح      zz شدت اندازه حرکت جهت         شدت اندازه حرکت جهت        -- ه از سطح       ک   يي خارج م   خارج م  x+x+ΔΔxx ک
::شودشود

::   z z در جهت در جهتالاليي جاذبه وارد بر س جاذبه وارد بر سييرورويينن

ه شده و   يي هم انتقال اندازه حرکت جابجا   يعني  در نظر گرفت
.يمولکولهم

( )
xxxzLW

Δ+
φ

( )( )βρ cosgxLWΔ

Δx      0 و بعد LWΔxم بر يتقس

م  ها از هم φ ين وقتيبنابرا ن  شوند  مي  آ ديگر  جملات  اي     يخنث  را هم
. کننديم

( ) ( )
( )( ) 0cos

0

=Δ+

−Δ+−
==Δ+

βρ

φφφφ

gxLW

xWLW
Lzzzzzzxxxzxxz

βρ
φφφφ

coslim 0 g
Lx

Lzzzzzzxxzxxxz
=

−
−⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

Δ

−
==Δ+

( ) βρφφφ cos1
0

g
Lx lzzzzzz

xz =−−
∂
∂

==

x
VVV z

zxxzxz ∂
∂

−=+= μρτφ

zz
z

zzzzzz VV
z
VpVVp ρμρτφ +
∂
∂

−=++= 2

www.Endbook.net



6

βρτ cosg
dx

d xz =

( ) 1cos Cxgxz +=⇒ βρτ

0,0:1.. == xzxCB τ

( )
dx
dVxg z

xz μβρτ −==⇒ cos

x
g

dx
dVz

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

μ
βρ cos

2
2

2
cos

Cx
g

Vz +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

μ
βρ

0,:2.. == zVxCB δ

2
2 2

cos
δ

μ
βρ
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

g
C

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=⇒

22

1
2

cos
δμ

βδρ xg
Vz
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 سرعت حداکثر ))الفالف

 سرعت متوسط ))بب
μ

βδρ
2

cos2

max,

g
Vz =

max.

2

1

0

22

0

00

00

3
2

3
cos

1
2

cos

1

z

zw

z

w

z

Vg

xdxg

dxV
dxdy

dxdyV
V

==

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

==

∫

∫
∫∫
∫∫

μ
βδρ

δδμ
βδρ

δ
δ

δ

δ

يان جرم ي شدت جر))پپ

ه  ي ضخامت لا ))تت

μ
βδρδρρ

δ

3
cos32

00

gWVWdydxVw zz

w
=== ∫∫

3 2 cos
3

cos
3

βρ
μ

βρ
μ

δ
Wg

w
g

Vz ==
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. وارد می شود(x=δ) بر صفحه z که در جهت  ييروي ن))ثث

. استz در جهت  ال يه سي وزن لا مولفه  قت ين در حقيا

( )( ) βδρ
μ

βδρ
μ

μτ
δδ

cos
cos

0000

LWg
g

LW

dzdy
dx
dVdzdyF

W zL

x

W

xz

L

z x

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−== ∫∫∫∫ ==

:ص استي تشخ ه قابل    ين لايان در ا يم جر يرژسه نوع 

Re<20Re<20 آرام آرام ان  ان  يي جر جر  :  :
20<Re<150020<Re<1500 مشخص  مشخص  ان آرام با تلاطم    ان آرام با تلاطم    يي جر جر  :  :

1500<Re1500<Re آشفته آشفته ان  ان  يي جر جر  :  :
.ان آرام اعتبار دارد    ي جر يعني Re<20 يز فقط برايآنال  ن  يا

μ
ρδ zV4

Re =
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:ان در لوله مدور يجر
ثابت  ثابت    μμته  ته  ييسکوز سکوز ييوو

ثابت  ثابت    ρρ    ييچگال چگال 
LLطول لوله   طول لوله   
  RRشعاع لوله  شعاع لوله  

 ي صرف نظر مانتهايیاز اثر 
 گردد
L>>Rچون   

بنابراين   
( )zppVVrVV rzz ==== ,0,)( θ

z=0z=0 در سطح   در سطح  zz شدت ورود اندازه حرکت جهت   شدت ورود اندازه حرکت جهت  --

z=Lz=L در سطح   در سطح  zz شدت خروج اندازه حرکت جهت    شدت خروج اندازه حرکت جهت   --

rr در سطح   در سطح  zz شدت ورود اندازه حرکت جهت   شدت ورود اندازه حرکت جهت  --

( ) 02 =Δ zzzrr φπ

( ) Lzzzrr =Δ φπ2

( ) rrzrL φπ2
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rr++ΔΔrr در سطح   در سطح  zz شدت خروج اندازه حرکت جهت     شدت خروج اندازه حرکت جهت    --

  zzه در جهت  ه در جهت  يي جاذبه وارد شونده به لا   جاذبه وارد شونده به لا  ييرورويي ن ن--

( )( ) rrrzLrr Δ+Δ+ φπ2

( ) grLr ρπ Δ2

::موازنه اندازه حرکت   موازنه اندازه حرکت   
( ) ( ) +− Δ+ rrrzrrz rLrL φπφπ 22

( ) ( ) ( ) 0222 0 =Δ+Δ−Δ == grLrrrrr Lzzzzzz ρπφπφπ

( )⇒Δ÷ rLπ2

( ) ( )

( ) rg
L

r
r

rg
Lr

rr

Lzzzzzz
rz

Lzzzzzzrrzrrrz

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
=

∂
∂

⇒

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
=

Δ
−

==

==Δ+

ρ
φφ

φ

ρ
φφφφ

0

0
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zr
z

zrrzrz VV
r
VVV ρμρτφ +
∂
∂

−=+=

( ) ( ) ( )

r
L

PP

r
L

gLpgpr
dr
d

VV
z
VpVVp

L

L
rz

zz
z

zzzzzz

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−×−

=⇒

+
∂
∂

−=++=

0

0 0

2

ρρτ

ρμρτφ

          
gzpPک يزو متر ي                          فشار پ ρ−=

انتگرال  

انتگرال  

r
Cr

L
PP L

rz
10

2
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=⇒τ

0,0:1.. 1 =⇒== CfiniterCB rzτ

r
L
PP L

rz ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
2

0τ

r
L
PP

dr
dV

dr
dV Lzz

rz ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−=⇒−=

μ
μτ

2
0

( )
L

RPPCVRrCB L
z μ4

0,:2..
2

0
2

−
=⇒==

( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

−
=⇒

22
0 1

4 R
r

L
RPPV L

z μ

2
20

4
Cr

L
PPV L

z +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−=⇒

μ
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سرعت ن ي شتري ب))الفالف

متوسط  سرعت ))بب

( )
L

RPPVr L
z μ4

0
2

0
max,

−
=⇒=

( )
max,

2
0

0

2

0

0

2

0

2
1

8 z
L

R

z

R

z V
L

RPP

rdrd

rdrdV
V =

−
==

∫∫
∫∫

μθ

θ
π

π

يان جرمي شدت جر))پپ
Hagen & Hagen & PoiseuillePoiseuilleمعادله معادله 

وازو  –گن  يبراساس رابطه ه     وان و   ي م  ييپ ا  يسکوزي  ت ته را ب
.نه اندازه گرفتيموئک لوله ي
ر سطح داخل   الي که از س z در جهت يروي ن ))تت ه وارد    ي ب  لول

: شوديم

( )
L

RPPVRW L
z μ

ρππρ
8

..
4

02 −
==

( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−== == Rr

z
Rrrzz dr

dVRLRLF μπτπ 22

( )
( ) gLRppR

PPR

L

L

ρππ

π
2

0
2

0
2

+−=

−=
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:م عبارتند از  ين مسئله کرد ي  حل ا ي که برايي فرض ها
Re<2100Re<2100    ييعن عن ييان آرام است   ان آرام است   ييجرجر--

))ررييناپذ ناپذ     تراآمتراآم  سيال سيال (( ثابت است     ثابت است    ييچگال چگال --
))ي ي وتن  وتن  ي ي  ن  ن الالييسس((ته ثابت است    ته ثابت است    ييسکوز سکوز ييوو--
(Steady)(Steady)ا است  ا است  ي ي ان پا  ان پا  ييجرجر--
.. قابل صرف نظر کردن هستند   قابل صرف نظر کردن هستند  يي يي اثرات انتها   اثرات انتها   --

Re035.0=Dورود                         طول  
Le

ه س   ي گر ا ي فرض د  ::نکتهنکته از پ ي  الين است ک ته يک ف  وس
ت را  يا. اس ط ب رض فق اين ف سي گازه ق يرقار ي ب

و ه در آن پ د ک ت نباش ت درس ن اس ش آزاد يممک
.سه با قطر لوله باشديمقان قابل يانگيم

..              استفاده شده است              استفاده شده استيين فرض بران فرض برايي از ا از ا-- 0==RrzV
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جدارهجدارهان در لوله دو ان در لوله دو ييجرجر--
:  قبل  ات يبا همان فرض  

( ) r
L

PPr
dr
d L

rz ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

= 0τ

r
Cr

L
PP L

rz
10

2
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=τ

r
Cr

L
PP

dr
dV Lz 10

2
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=− μ

r
Cr

L
PP

dr
dV Lz

μμ
10

2
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−= 2

120 ln
4

CrCr
L
PPV L

z +−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−=⇒

μμ

2
120 ln

4
CrCr

L
PPV L

z +−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−=⇒

μμ

( )
2

1
22

0 ln
4

00,:1.. CkRC
L

RkPPVkRrCB L
z +−

−
−=⇒==

μμ
( )

2
1

2
0 ln

4
00,:2.. CRC

L
RPPVRrCB L

z +−
−

−=⇒==
μμ

( )
⎥
⎥

⎦

⎤
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⎢

⎣

⎡
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⎠
⎞
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⎝
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⎠
⎞
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⎝
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μ
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⎥
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⎢
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⎠
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τ جايی که    يعنی  r=λR حداکثر سرعت در  ))الفالف rz=0است  .

سرعت حداکثر -

متوسط  سرعت ))بب

( )
)1ln(2

11
)1ln(2

1
2

0
2

2
2

0

k

k

k

k
L

RPP L −
=⇒

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

−
−

= λ
λ

λ

( )
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡ −
−

−
−−

==
∫∫
∫∫

)1ln(
1

1
1

8

2

2

42
0

2

0

2

0

k

k
k
k

L
RPP

rdrd

rdrdV
V L

R

kR

z

R

kR
z μθ

θ
π

π

( ) ( )[ ]22
2

0
max, ln11

4
λλ

μλ −−
−

== = L
RPPVV L

Rrzz

يان جرم ي شدت جر))پپ

جامد جداره بر  الي وارده از طرف سيروي ن))تت

ي فقط برا

( ) ( ) ( )
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡ −
−−

−
=−=

)1ln(
11

8
1

22
4

4
022

k

kk
L

RPPVkRw L
z μ

ρπρπ

( )( ) ( )( )
( )( )L

RrrzkRrrzz

PPkR

RLkRLF
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همجوار همجوار   امتزاج امتزاج ر قابل   ر قابل   يي غ  غ الالييان دو س ان دو س يي جر جر--
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( ) ( ) 0=−+ Δ+ xxxzxxz LWLW ττ

L
PP
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: کندي صدق م اليه سي هر دو لاين معادله برا   يا

ILI
xz Cx

L
pp

1
0 +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=τ IILII
xz Cx

L
pp

1
0 +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=τ

1,0:1.. CCCxatCB IIIII
xz

I
xz ==⇒== ττ

1
0

1
0

Cx
L

pp
dx

dV

Cx
L

pp
dx

dV

L
II

zII

L
I

zI

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=−

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=−⇒

μ

μ

II
IIII

LII
z

I
II

LI
z

CxCx
L
ppV

CxCx
L
ppV

2
120

2
120

2

2

+−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−=

+−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−=⇒

μμ

μμ

www.Endbook.net



17
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کرهکرهان خزنده اطراف   ان خزنده اطراف   ييجرجر--
 ي هم  ماستوکس  ان يار آرام است که به آن جر   ي ان بس يجر

.  ندي گو

ان در فصول    ين جر ي اي برااستوکس –ه  ي  حل معادله نو   
. شودي ارائه ميبعد

1.0Re <= ∞ μρ DV
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:م داشت ي  خواه  جهيدر نت

سطح وارد بر ي عمود  يروين
z جهت   مولفه
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θتنش برش وارد بر سطح در جهت   
zدر جهت 
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کل  يروين

استوکس                        قانون   
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کوچک کوچک ک ذره ک ذره يي سقوط آزاد  سقوط آزاد --
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