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 روش اجزاي محدود
 
 

 :ایده اصلی
ــزا   ــلی درروش اج ــده اص ــا   ي ای ــده ب ــاله پیچی ــک مس ــایگزینی ی ــدود ج ــانتر  مح ــاله اي آس ــد  مس ــی باش  .م

بــه انتخـــاب  (exact)کامـــل راه حلهــاي صددرصــد   روابـــط و در نبــود  درایــن آســان ســـازي معمــولا   
ــود     ــی ش ــنده م ــی بس ــل تقریب ــافتن راه ح ــود .وی ــا    در نب ــل ب ــق و کام ــل دقی ــزا  راه ح ــتفاده از روش اج اس

هرچــه بیشــتر بــه راه حــل دقیــق  بــا صــرف بیشــتر انــرژي محاســباتی مــی تــوان راه حــل تقریبــی را  محــدود
 . نزدیک نمود

ــدود، ــه      در روش اجــزاي مح ــدودي ک ــر مح ــه عناص ــت ب ــده اس ــنهاد ش ــل پیش ــه درآن راه ح ــه اي ک منطق
وابط تقریبــی مناســب راه حــل قطعــه یــا عنصــرر هــر در.در ارتبــاط بــا یکــدیگر هســتند تقســیم شــده اســت 

ــد     ــی آی ــت م ــازه ازآن بدس ــی س ــادلی کل ــرایط تع ــده وش ــته ش ــه اي   .نوش ــادل نتیج ــی تع ــرایط کل ــاع ش اقن
  .کلی براي سیستم تقسیم شده به قطعات بدست می دهد

روش شـبیه  .لیکن ایده کلـی آن قـدیمی اسـت    به این متد داده شده است، اخیرا گرچه نام روش اجزا محدود
پیشـنهاد   Courant توسـط 1943ادبیات ریاضیات کاربردي در سـال   در ز بکار برده می شودآنچه که امرو

ــت ــده اســ ــال    شــ ــروزي در ســ ــکل امــ ــه شــ ــدود بــ ــزاي محــ ــط 1956و روش اجــ     توســ

Topp,Martin,Clough,Turner جهـت آنـالیز    اولین کاربرد روش اجزاي محـدود  .پیشنهاد شده است
بـا پیشـرفت ماشـین     .ن استفاده می شـود آتمام شاخه هاي علوم از  امروزه در بوده است و aircraftسازه ي 

  .نیز به گونه اي بسیار سریع پیشرفت حاصل کرده است روش اجزا محدود گر و رایانه ها،هاي محاسبه 
تقسـیم  عمـده زیـر   بـه سـه بخـش     "يدمسایل مقادیر ح"روش اجزا محـدود را در  ربردمی توان زمینه کا

  .بندي کرد
    لی مسایل تعاد.1
  ویژه مسایل مقادیر.2
  مسایل مربوط به انتشار امواج.3
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بـا   یل میتواننـد ایـن گونـه مسـا    .که تابع زمان نبوده و بیانگر حالت پایـا مـی باشـند    مسایلی هستند گروه اول
بـه   "تـنش "یابـادرنظرگرفتن   "تغییرشـکل "یعنی اینکه با در نظـر گـرفتن    خاص حل شوند، نحوه ي برخورد

  .اصلی و متغیرعمده حل شوندعنوان پارامتر 
می توان این نـوع مسـایل    .بصورت واضح درآن ظاهر نمی شوند زمان مسایلی هستند که پارامتر گروه دوم

 این گروه مقادیر بحرانـی بعضـی از پارامترهـا    را ادامه مسایل گروه اول دانست با این تفاوت که مجبوریم در
 .علاوه بر حالت پایا محاسبه کنیم را

 پارامتر زمان در آنها نقـش عمـده اي بـازي مـی کنـد و      و مسایلی هستندکه تابع زمان می باشند ومگروه س
  .حالت گذرا می باشند بیانگر

می توان به بررسـی   بوط به مکانیک خاك به روش اجزا محدودمباحثی که در زمینه هاي مر یکدر جدول 
   .و حل آن مبادرت کرد به طور خلاصه یادآور می شویم

  
  *زمینه کاربرد روش اجزاي محدود-ل یکجدو*

  زمینه کاربرد  مسایل تعادلی  مسایل مقادیر ویژه  مسایل انتشاري
در  جریان گذراي حرارت

 و مکانیک جامدات
ساختمانها و ماشینهاي 

  حرارتی

پخش حرارت در جامد یا مایع در   -
  انتشار حرارت  حالت پایا

سازه -مسایل اندرکنش خاك
  تابع زمان

راي آب در خاك تراواي گذ
  وسنگ

انتشار امواج تنش در خاك 
  وسنگ

تعیین فرکانس طبیعی  آنالیز و
مودهاي ارتعاش سیستم  و

  ن زمخ-سد
بررسی اندرکنش دینامیکی  و

  سازه خاك و

آنالیز وبررسی 
گودبرداري،دیوارهاي 

حایل،تونلها،اتصالات سنگها 
  سازه-واندرکنش خاك

 سدها، آنالیز تنشها درخاك،
هاي ماشین آلات  پی و شمعها

  وساختمانها

  ژئومکانیک

 و پایا آنالیز جریان مایع نا
انتشار امواج در محیطهاي 
 و اشباع وصخره هاي آبگیر

مسایل جریان هاي 
  هیدرومغناطیسی دینامیکی

آنالیز وتعیین فرکانس طبیعی 
 دریاچه ها حوضه هاي آبگیر و

  بنادر و

 سطوح آزاد، آنالیز پتانسیل جریان،
جریانهاي  مرزي جریان، لایه هاي

بررسی سازه هاي  لزج و آنالیز و
  سدها آبی و

هیدرولیک و 
هیدرودینامیک 

  مهندسی
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    توضیحات کلی در مورد درس روش اجزاي محدود

 
راه حل هاي محیطهاي پیوسته توسط روش اجزاي محدود با گامهاي مهم توضیح داده شـده در زیـر همـراه    

  :است
  ط پیوستهشبکه بندي محی :گام اول

ارتباط با یکدیگر انجـام مـی    این عمل به منظور تقسیم کردن محیط پیوسته به یک سري عناصر کوچک در
یک سري شرایط خاص را مد نظرداشت تا راه حل تقریبی پیشنهاد شده بـه جوابهـاي    در این گام باید .پذیرد

ایـن مرحلـه    ي کنـار هـم گـذاري در    نحوه تعداد عناصر و تیپ عناصر، اندازه عناصر، .دقیق برسد و سازگار
  .تصمیم گیري می شود

  
  انتخاب تابع درون یابی مناسب جهت تبدیل صحیح فرم انتگرال به فرم ماتریسی :گام دوم

معادلات تعادل نوشته شـده روي هـر عنصـر بـا انتخـاب مـدل       "تغییر مکان"در نحوه نگرش وانتخاب راه حل
 .دقیـق باشـد   نقطه نظر نتـایج بایـد   از ازنقطه نظرمحاسباتی آسان ومناسبی تقریب می شود که این تقریب باید 

تـابع درون یـابی هرعنصـر بصـورت چنـد       معمـولا  .این مرحله کنتـرل شـود   شرایط همگرایی راه حل باید در
  .جمله اي درنظرگرفته می شود

  
                                           "نیـرو "و بردارهاي "ماتریس سختی عنصري"تعیین:گام سوم

تبدیل فرم انتگرالی معـادلات بـه    پس از ر اساس معادلات نوشته شده وتعیین شده درگام اول ب راي هرعنصرب
ي پـس از    اسـتفاده از  بـا  نیـروي هرعنصـر   بـردار  و ماتریسهاي سختی هرعنصر فرم ماتریسی آن، شـرایط حـد 

  .استفاده از اصل حساب تغییرات بدست می آیند
  

  ر هم گذاري معادلات عناصرکنا :گام چهارم
به منظور دست یافتن به فرم کلی ماتریسی معتبر روي کلّ محیط تقسیم شـده بـه عناصـر بایـد مـاتریس هـاي       

بردارهـاي حاصـل    مـاتریس هـا و   .بانظم خاصی تبدیل به ماتریس کلی معادلات نمود موجود درهرمرحله را
  .درکل محیط معتبر هستند
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  ي درماتریس نهاییمعرفی شرایط حد:گام پنجم
  

  حل معادله نهایی:گام ششم
] ت آمـده کـه بصـورت    س ـفرم نهـایی بد  ]{ } { }K j = F         اسـت توسـط راه حلهـاي کلاسـیک حـل معادلـه

  .دستگاههاي خطی یا غیرخطی حل می شوند
  

  نیاز مورد جنبیتعیین پارامترهاي محاسبات لازم به منظور  :گام هفتم
مـثلا اگـر    .عرضـه مـی نمـاییم    را محاسـبه کـرده و   مشخصـی برحسب نیـاز پارامترهـاي    در اینگونه محاسبات

بخـواهیم تـنش هـا را نیـز داشـته باشـیم لازم اسـت         و انجـام شـده باشـد    محاسبات بر حسب تغییـر مکـان هـا   
 .براي عناصر حساب کنیم درزیربرنامه اي تنشها را
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  ::فصل اولفصل اول
  صرمحدودصرمحدودتوسط عناتوسط عنا  ببییتقرتقر
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تقریبها 1- 1  
:تقریب گرهی 1-1- 1  

دقیق نامیده می شوند اسـتفاده   بع صحیح واتوابع که تو و از متغیرها در یک مدل ریاضی یک سیستم فیزیکی
) :می گردد )U xex .تابع تقریبیU(x)   ت همـواره اختلافـی بـا    که جواب مدل ریاضی سیستم مـورد نظـر اس ـ

)باید : جواب دقیق دارد )e x تا جواب تقریبی را جواب مساله بدانیم به حد کافی کوچک باشد:  
               ( )e( x) U( x ) U ( x ) 1 1ex= − − 

  :براي ساختن تابع جواب تقریبی می توان به طریق زیر عمل کرد
)یا انتخاب نمود   تعریف کرد  aiپارامتر  nتابعی وابسته به - )1 2, , ,..., nU x a a a  
ــاي - ــرد    aiپارامتره ــین ک ــف و تعی ــوري تعری ــه  را ط ــه رابط ــد )1-1(ک ــادق باش ــی    .ص ــال م ــوان مث ــه عن ب

ــوانیم ــابع جــواب   ت ــه ت ــد نقط )در چن )U x  ــا )راب )exU x ــیم ــان کن ــع   .یکس ــن تواب ــد ای ــاب بای طــوري انتخ
  .ساده باشد انتگرال گیري از آنها شوند که مشتق گیري و

 :ا مثال هاي زیرب

  گردد وند نقطه شناخته شده است معرفی میتابع تقریبی براي یک تابع شکل که فقط در چ)1
  .حل تقریبی یک معادله دیفرانسیل را عرضه می کنیم)2 

  
  :1-1مثال

               .براي نقاط دیگر توسط یک تابع حرارت را بیابید .حرارت در سه نقطه مطابق جدول شناخته شده است 
              

 
  
  

  .فرم چند جمله اي از درجه دوم را جهت جواب تقریبی اختیار می کنیم .حل
2( , , , )1 2 3 1 2 3

( 0) ( 0) 201

( 0.5) ( 0.5) 0.5 0.25 251 2 3

( 1) ( 1) 221 2 3

U x a a a a a x a x
oU x U x aex

oU x U x a a aex
oU x U x a a aex

= + +

= = = = =

= = = = + + =

= = = = + + =

  

20, 18, 161 2 3
2( ) ( ) 20 18 16

a a a

U x U x x xex

⇒ = = = −

→ ≈ = + −
 

1  0.5  0  x 

22o  25o  20o  ( )exU x  
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)تابع   تقریب یک معادله دیفرانسیل :1- 2مثال )exU x   را ارضا کند نید که شرایط زیرکرا پیدا:  

:معادله دیفرانسیل - 
2 ( )

0 1 , ( )2
d U xexx f x

dx
≤ ≤ =  

ي-  شرایط حد :( ) 0 0, 1exU x for x x= = =  
)تابع -  )f x   طوري است که( 0.75) 0.25 , ( 0.25) 1f x f x= = = =  
  

                                                         :انتخاب می کنیم را تابع زیر .حل

         

( ) ( ) sin( ) sin(2 )1 2
2

2 2sin(0.25 ) 4 sin(0.5 ) ( ) 10.25 1 2 12 1
2

2 2sin(0.75 ) 4 sin(1.5 ) 0.250.75 1 22 2
5 3

,1 22 24 2 32

5 3
( ) ( ) sin( ) sin(2 )2 24 2 32

U x U x a x a xex

d U
a a f xxdx

d U
a axdx

a a

U x U x x xex

π π

π π π π

π π π π

π π

π π
π π

≈ = +

= − − = ==

= − − ==

→ = − = −

≈ = − −

   

                                                         
  .معادله جبري دو معادله دیفرانسیل است با )discretisation( این حرکت یک نوع مجزاسازي

  :          می بینیم که مثال بالا دو در
  

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ... ( ) (1 2)n nU x P x a P x a P x a= + + + −                       

{ }

1

2

1 2( ) ( ) ( ) . . . ( ) . (1 3)
.

n

n

a
a

U x P x P x P x P a

a

 
 
  = = − 
 
 
  

 

  .همیشه نمی توان وضع خطی داشت توابع خطی مستقل، :Pتوابع 
ai  :،مفهوم فیزیکی ندارد ولیکن می توان بجاي  عموماً پارامترهاي تقریبa  مقادیر( )exU x  را درn   نقطه بـا

1مختصات 2, ,..., nx x x   که گره می نامیم انتخاب کنیم.                                          
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1 1 1

2 2 2

( ) ( )
( ) ( )

ex

ex

U x U x U
U x U x U

= =
= =  

  :این صورت تابع تقریب بصورت زیرخواهد بوددر 

{ }

1 1 2 2

1

2
1 2

( ) ( ) ( ) ... ( ) (1 4)

( ) ( ) ( ) .... ( ) (1 5)

n n

n

n

U x N x U N x U N x U
U
U

U x N x N x N x N U

U

= + + + −

 
 
 = = − 
 
  

M

 
Ni   ها ضرایبai  هستند که درUexact صدق می کنند.  

  پارامترهاي عمومی تقریب :ai پارامت
  گرهی یامتغیرهاي گرهیپارامترهاي  :Uiپارامتر
  .تعریف می کند یک تقریب غیرگرهی را) 1-3(رابطه
  .تعریف می کند ب گرهی رایک تقری) 1-5(رابطه
  )function de base(توابع پایه تقریب هستند : Pxتوابع 
 (function de interpolation)توابع درونیابی: N(x)توابع

یـک تقریـب گرهـی را بـا رابطـه       صـدق مـی کننـد    Uexactکـه در توابـع    N(x)با استفاده از توابـع درونیـابی  *
( ) ( ).U x N x U

n
  .می سازیم =

  :داشت اهدوخ را تقریب گرهی خواص زیر 1-5و  1-4با توجه به روابط 
)چون -  )U x U

i i
  :روابط زیر را اقناع می کند  Niمی باشد توابع  =

0
( )

1
if i j

N xj i if i j






≠
=

=
 

.  معادل صـفر اسـت   xiنقاط گره  خطاي تقریب تعریف شده توسط  بـراي  -
( ) 0e xi =  

  
  تقریب گرهی ازنوع لاگرانژ :1-3مثال
)تابع  )U xexکه در چهار نقطه شناخته شده است را در نظر می گیریم  

1 1 2 2 3 3 4 4( ) ( ) ( ) ( ) ( )U x N x U N x U N x U N x U= + + +  

( ) ( ) ( )e x U x U xex= −
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  :فرم زیر است درجه ي سوم با چندجمله اي لاگرانژ از  Niکه در آن 

 ( )
4

1

j
i

j i j
j i

x x
N x

x x=
≠

−
=

−∏  

  :به فرم زیراست  N1این فرم اقناع می شود مثلاً توسط  1-6رابطه 

( ) ( )( )( )
( )( )( )

2 3 4
1

1 2 1 3 1 4

x x x x x x
N x

x x x x x x
− − −

=
− − −

 

4مثلا اگر  3 2 17, 5, 2, 1x x x x= = =   :به شکل زیر است  N1باشد تابع  =
  
  
  
  
  
  

( )( )( )1
1 2 5 7
24

N x x x= − − − −  

x 1 1.5 2 3 4 5 6 7 
N1   1 77/192 0 -1/3 -1/9 0 1/6 0 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   .افتی خواهد گسترش زین ریمتغ چند به بالا میمفاه هیکل م،یباش داشته ریمتغ چند اگر
{ }i in u u= < ∆ > ∆  

( )X x y z=  
x قلمرو به متعلق v باشدی م .  

   شودیم نوشته ریز صورت به 1- 5 معادله

U3 

U4 

U(x) 

Uex(x) 
 u1 

u2 

x1 x2 x3 x4 

U,Uex 

X 
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{ } ( )

1

2
1 2( , , ) ( ) ( ) ( )...... ( ) 1 9n n

n

u
u

u x y z u X N X N X N X N u

u

 
 
 = =< > =< > − 
 
  

M
  

):باید اقناع شود1- 4رابطه  ) ( )i ex i iU X U X U= i,...,1,2: که در آن = i i iX x y z i n= = 
 .هستند مختصات گره ها

  
 :عناصر توسط بیتقر - 1-2- 1

 مشکلی بیتقر رابطه نیتخم مسأله دنشوی م ادیز پارامترها تعداد جهینت در و) n( ها گره تعداد کهیهنگام
  . شودیم مشکلتر مسأله باشد داشتهي ا چدهیپ فرم هم قلمرو اگر شود،یم

 وتریکامپ توسط را U(x) تابع ساختن اجازه که استی روشن روش "قلمرو ریز دری گره بیتقر" روش
  :است ریز مراحل شامل روش نیا. دهدی م
Ve قلمرو ریز ساختن -1

  V قلمرو از 
 Ue(x) تابع هری گره بیتقر متد توسط Veي قلمروها ریز از کی هري رو Ue(x)ی بیتقر تابع فیتعر-2

  Splineي بهایتقر مثل باشد داشته ارتباط زین گریدي قلمروها ریزی گرهي رهایمتغ به تواندیم
  :دارد را ریز اتیخصوص که است رقلمرویز توسط خاص بیتقر روش محدود، عناصر توسط بیتقر روش

  . دهد یم دخالت را Ve قلمرو ریزی گرهي رهایمتغ فقط که Ve قلمرو ریزي روی گره بیتقر - 
ی وستگیپ شرط و است شده ساخته Veي رو وستهیپ صورت به Ve قلمرو ریزي رو Ue(x) یبیتقر تابع - 
  . کندیم نیتأم زین را رقلمروهایز نیب

  
   فیتعار

  . شودیم دهینام» عنصر« کی رقلمرویز هر - 
  . دنشویم دهینامی گره نقاط ای یابی درون نقاط، است کسانی قیدق تابع بای بیتقر تابع کهی نقاط - 
 - xi »شودیم دهینام» یهگر مختصات .  
) ریمقاد -  ) ( )e

i ex i iU U x U x=   . شوندیم دهینام» یگرهي رهایمتغ« =
  :شودیم عرضه ریز مشخص نظر نقطه دو بیتقر نیا در
  . گردد فیتعر عناصر هندسهی لیتحل صورت به دیبا -1
  . شود ساخته المان هر برايی ابی درون توابع -2
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  : 1- 4 مثال
  يبعد کي یبراجزاء محدود ا توسط بیتقر

   
  
  
  
 
 
  
  
   المان هندسه فیتعر - 

   4 و3 و2 وs  :1 گره
4: یگره مختصات 3 2 1, , ,x x x x   

1: کامل قلمرو 4:V x x x≤ ≤   
  ):عناصر( قلمروها ریز

1
1 2V x x x= ≤ ≤  

2
2 3V x x x= ≤ ≤  

3
3 4V x x x= ≤ ≤  

  Ue(x)ی بیتقر تابع ساختن - 
1: یگره ریمتغ -  2 3 4U ,U ,U ,U az  
  المان هري روی خط بیتقر تابع - 
   V1 قلمرو ریز : 1 المان -

1
( ) 1 1 2 2xU NU N U= +  

1N 2 وN کنندی م اقناع را 1- 6 رابطه که هستندی خط توابع :  
2

1 1 1 1 2
1 2

1 2

1
2 2 1 2 2

2 1

( ) 1 , ( ) 0

( ) 0 , ( ) 1

x xN N x N x
x x

x x x
x xN N x N x
x x

−
= = =

−
≤ ≤

−
= = =

−
  

u3 

u4 

U(x) 

Uex(x) 
 u1 

u2 

x1 x2 x3 x4 

U,Uex 

X 

V1 V2 V3 

V 
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)           : 2 المان )2
1 2 2 3U x N U N U= +  

          3 2
1 2 2 3

2 3 3 2

, ;x x x xN N x x x
x x x x

− −
= = ≤ ≤

− −
  

  
  
  

 
 

  :  3 المان
( )3

1 3 2 4U x N U N U= +  
 

34
1 2 3 4

3 4 4 3

, ;x xx xN N x x x
x x x x

−−
= = ≤ ≤

− −
  

  
  

  
        

  
  
  

) توابع )eU x و ( )iN x جمع این توابع، . ارج از هر المان صفرندبراي هر عنصر متفاوت است، این توابع خ
1. دهد تابع کلی تقریب را می 2 3U U U U+ + =  

u1 

u2 

x1 x2 x3 x4 

U1(x) 

X 

x1 x2 x3 x4 

u3 
 u2 

U2(x) 

U3(x) 
 

u3 

u4 

x4 x3 x1 x2 
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X                              بعدي دو براي خطی تقریب : 1- 5 مثال x y=< >  
 

     
   

                   
  
  
  
  
  
  
 

  مسأله ندسهه تعریف
  1و2و3و4: گره

1: گرهی مختصات 2 3 4, , ,x x x x  
  1-2- 3-4 وجهی چهار  V: کامل قلمرو
   1-2- 4 مثلث:  V1: ها المان
  2-3- 4 مثلث:  V2: ها المان

 
) تقریب تابع ساختن )eU x  

   U1 و U2 و U3 و U4:  گرهی متغیر

u1 
u4 u3 

u2 

U 

x2 x3 x4 x1 

x 

y 

U,Uex(x) 

U2 (x) U1 (x) 

u4 u1 
 

u2 

V2 
V1 

X4 

X3 

X2 

X1 

u3 
Uex(x) 

Ui (x) 

X 
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) تقریبی تابع )eU x المان هر براي خطی:  
)  :  1 المان ) ( ) ( ) ( )1

1 1 2 2 3 4 N x u N x u N x uU x = + + 

N1 حسب بر خطی تابع x و y در که است x1 در و دارد را 1 مقدار x2 و  x4 است صفر.  
 

)   : 2 المان ) ( ) ( ) ( )2
1 2 2 3 3 4 N x u N x u N x uU x = + +  

 
   تقریب متدهاي خلاصه

  
  
  
  
  
  
  
  

  
  
  
 
 
  
  
  
 
  
  ها المان هندسه تقریب - 2
   هندسی گره:  1- 2

 نقاط این. شوند می انتخاب کنند می تعریف را ها المان هندسه که v قلمرو روي نقطه  از اي مجموعه
 زیر توسط v قلمرو کل. باشند یکسان یابی درون نقاط با توانند می و شوند می نامیده» هندسی هاي گره«

U(x)=<N(x)>{a}  
    

U(x)=<N(x)>{Un} 
 

Ue(x)=<Pe(x)>{a}   
Ue(x)=<Ne(x)>{Un}  

 

Ue(x)=<Ne(x)>{Ue
n}  

 

X 
 متعلق است به

Ve 

سازي  امجز  
 محیط به

 Ve 

X 
 متعلق است به

V 
غیرگرهی تقریب  

گرهی تقریب  
 قلمرو روي تقریب

 کامل

کلی تقریب  
  زیرقلمرو هر روي

 یا گرهی
 غیرگرهی

گرهی تقریب  

  روي در تقریب
 زیرقلمروها
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 مختصات حسب بر) عنصر( ve قلمرو زیر هر. شود می جایگزین دارند اي ساده هاي شکل که ve قلمروهاي
  . است شده تعریف کاملا تحلیلی طور به عنصر همان به متعلق هندسی هاي گره

ل مثال در هستند، هندسی هاي گره 1و2و3و4 هاي گره ، 1-5 و 1- 4 هاي مثال در است بعدي یک که او 
 مثلث دهنده تشکیل گره سه مختصات حسب بر عنصر هر دوم مثال در و شده تشکیل گروه دو از عناصر

  . است گردیده تشکیل
   عناصر توسط قلمرو سازي مجزا کلی قاعده: 2-2- 1

  :باشد پاسخگو را زیر کلی قاعده دو باید ve عناصر توسط کامل قلمرو کردن قسمت
 هم روي زا قاعده این با. دارند اشتراك در را خود مشترك مرزهاي بر واقع نقاط فقط مجاور عنصر دو - 

 یا و) منحنی یا مستقیم( خط نقطه، به تواند می ها المان بین مشترك مرز. کنیم می جلوگیري عناصر رفتن
  .باشد صفحه

  
. باشد موجود نباید ها المان بین در خالی فضاي هیچ بپوشاند، را v قلمرو کاملا باید عناصر کلیه مجموعه - 

 توسط است ممکن که است شکلی منحنی سطوح یا و است الخط منحنی V قلمرو مرز که هنگامی
 مجزاسازي خطاي« آن به که گردد می ایجاد اجتنابی غیرقابل هاي خط نشود، پوشیده کاملاً خطی هاي المان

 ممکن حد تا را خط این شکل منحنی هاي المان یا و کوچک هاي المان انتخاب با باید. گوییم می» هندسی
  . داد تقلیل

V2 
V1 

 مرز

v1 v2 

v1 v2 

مشترك مرز مشترك مرز   

v2 
v1 
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  : شوند می رعایت حتماً زیر روش با ها المان ساختن صورت در کرالذ فوق قاعده در
 شده تعریف فردي به منحصر صورت به عنصر این روي هندسی هاي گره مختصات توسط عنصر هر  - 

  . اند شده گذاشته اشتراك به عنصر چند بین و واقع ها المان مرزهاي روي ها گره این معمولا. باشد
 هر اند، شده تشکیل سطوح یا و ها منحنی از اي مجموعه از ها المان مرز که بعدي سه یا دو هاي المان در - 

 از بخش آن روي فقط که هندسی هاي گره مختصات توسط فردي به منحصر صورت به المان مرز از بخش
 تعریف واحدي صورت به عنصر دو مرز مشترك هاي بخش ترتیب این به. شوند تعریف واقعند مرز
  . گردند می

  
   عناصر کلاسیک هاي فرمول:  2-3- 1

 ها گره تعداد: گردند می تعریف عناصر بعدي سه یا و دو یک، هاي المان طبیعی و متداول هاي فرمول زیر در
  .است شده نوشته عناصر اسم کنار پرانتز در
a :(بعدي یک عناصر:  
  

  
 

          
b :(بعدي دو عناصر :  

ل، درجه اي جمله چند هاي منحنی از آنها اضلاع که ستنده وجهی چهار یا مثلث معمولا سوم و دوم او 
  : اند شده تشکیل

 
 : مثلثی عناصر - 
 
  

               
  

)4( بیککو )3( کوادراتیک  )2( خطی   

)9( کوبیک  )6( کوادراتیک      )3( خطی 
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  : وجهی چهار عناصر  - 
 
  
 

              
  
c :(بعدي سه عناصر :  
 

 که هستند) شکل نشوريم( وجهی پنج یا و) شکل مکعبی( وجهی شش ،)شکل هرمی( وجهی چهار عناصر
  : است شده تشکیل سوم و دوم اول، درجه اي جمله چند سطوح توسط وجه هر
  
  : وجهی چهار عناصر - 
  
 
 
 
 
 
  
  : وجهی شش عناصر  - 
  
 
 
 
 
 
  

)4(خطی )10(کوادراتیک  )16(کوبیک   

)20(کوادراتیک )32(کوبیک  )8(خطی   

)   8( کوادراتیک  )4( خطی        )12( کوبیک
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  : وجهی پنج عناصر  - 
  
  
 

        
  
  
  
   مرجع عنصر:  2-4- 1

 مرجع عنصر: شود می تعریف جعمر عنصر نمود، آسان را پیچیده عناصر تحلیلی تعریف بتوان اینکه براي
)Vr (واقعی عناصر به تواند می و گردد می تعریف مرجع فضاي در که است ساده بسیار شکل با عنصريVe 

  : نوشت توان می مثلث یک مورد در. شود تبدیل τeهندسی تبدیل یک توسط
  
  
  
  
  
  
  
 
 

             
  

 
 

 تعریف مرجع المان روي نظیر نقاط ξ مختصات حسب بر را واقعی عنصر از نقطه هر xe مختصات τe تبدیل
  . کند می

: ( )e eXe Xτ ξ ξ→ =  

)24(کوبیک )15(اتیککوادر  )6(خطی   

  ξ <= ξ η> 
ع      مرج عنصر  

y η 

  X <= x y>     
       عنصرواقعی

      

xj 

τe 
xi 

xk 

Ve 

Vr 

1,0 0,0 

0,1 

x ξ 
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) هندسی هاي گره( هندسی نقاط مختصات به نتیجه در دارد بستگی واقعی عنصر محل و شکل به τe تبدیل
 قیهب با مختلف و ویژه تبدیل یک واقعی المان هر براي نتیجه در. است وابسته کنند می تعریف را آن که

  .است موجود ها تبدیل
: ( , , , ,....)e e e

i j kX X x x xτ ξ ξ→ =  
xi و xj و xk المان به متعلق هندسی هاي گره مختصات...  و e هاي تبدیل. باشند می τe هاي المان بتوانند باید 

  :باشند دارا را زیر خواص باید ها تبدیل این لذا نمایند، تولید کنند اقناع را قبل در شده ذکر قواعد که واقعی
 مرجع المان روي نظیر نقطه یک فقط واقعی المان از نقطه هر ازاي به یعنی است» بیژکتیو« تبدیل این  - 

  . بالعکس و است موجود
  . هستند مرجع المان هندسی هاي گره نظیر واقعی المان هندسی هاي گره - 
 المان مرز از بخشی نظیر. اند شده تعریف مرز این هندسی هاي گره توسط که مرجع المان مرز از بخش هر - 

  . اند شده تعریف نظیر هایی گره توسط که است واقعی
 قلمرو یک واقعی هاي المان τe متفاوت هاي تبدیل توسط تواند می مرجع المان یک که کنیم می یادآوري

  . کند تولید را V کامل
  
  
 
 
  
  
  
  

           
1 1 1

1 3 2

2 2 2
1 5 3

3 3 3
5 4 3

1 : :  ( ,  x , x , x )

2 : :  ( ,  x , x , x )
3 : :  ( ,  x , x , x )

st element X X

nd element X X
rd element X X

τ ξ ξ

τ ξ ξ

τ ξ ξ

→ =

→ =

→ =

       

     
 واقعی عنصر هندسی هاي گره}xn{ مختصات به نسبت که کرد تعریف را اي خطی لتبدی توان می نتیجه در

Ve باشد شده نوشته :  
{ }: ( ) ( )X N xητ ξ ξ ξ → =    

x2 

x3 

x4 

x1 

x5 

1τ 2τ  3τ  

Y 

X 

η  

ξ  

Vr 

0,1 

0,0 1,0 
  مرجع فضاي           
          (ξ  η)        

                           

V1 

V2 

V3 

واقعی فضاي  
   (x , y)         
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  : کرد اختیار مختلف مختصات براي تبدیل یکسان توابع توان می
{ }
{ }
{ }

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

x N x

y N y

z N z

η

η

η

ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ

= < >

= < >

= < >

  

 :  xk xj xi مختصات با مثلث یک براي مثلا

1 2 3

1 2 3

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

i

i j k j

k

i

i j k j

k

x
x N x N x N x N x

x

y
y N y N y N y N y

y

ξ η ξ η ξ η ξ η

ξ η ξ η ξ η ξ η

 
 

= + + = < >  
 
 
 
 

= + + = < >  
 
 

  

 
 .شوند می نامیده» هندسی تبدیل توابع« هستند ξ حسب بر هایی اي جمله چند معمولا که iN توابع

  
   گره سه با مثلثی المان تحلیلی تعریف : 1-9 مثال

  
                      

  
  
  
  
 
 
 
 
  

k 

j 
i 3 

2 1 

  ξ <= ξ η> 

       

y η 

xj 
xi 

xk 

Ve 

Vr 

1,0 0,0 

0,1 

x ξ 

  مرجع المان مرجع، فضاي 
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    :  شود می تعریف زیر صورت به تحلیلی صورت به مرجع عنصر

( )

   1
  0
  0

1 1
1 1
1

m

ξ η
ξ
η

η ξ

+ =
≥
≥

− = −

= = −
−

 

  : گیریم می نظر در η و ξ حسب بر τ خطی تبدیل

( , ) 1

( , ) 1

i

j

k

i

j

k

x
x x

x

y
y y

y

ξ η ξ η ξ η

ξ η ξ η ξ η

 
 = < − − >  
 
 
 
 = < − − >  
 
 

  

  : اند شده اقناع شده ذکر خاصیت سه
0 مختصات با Vr هندسی هاي گره  -  1 , 1 0 , 0 0< > < > <  با Ve هندسی هاي گره به تبدیل <

  : مثلا اند شده xi وxj  وxk  مختصات

( 0, 0) 1 0 0
i

j i

k

x
x x x

x
ξ η

 
 

= = = < > = 
 
 

  

0 از گذرنده مرز مثلا. است شده تبدیل Ve در نظیر مرز به vr از مرز هر -  1 , 1 0< > <  آن معادله که <
1 –  0ξ η−  زیر شرح به آن پارامتریک معادله که است شده تبدیلxj  و xk از گذرنده مرز به است =

  : است

0 1 (1 )

0 1 (1 )

i

j j k

k

i

j j k

k

x
x x x x

x

y
y y y y

y

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

 
 

< − > = + − 
 
 
 
 

< − > = + − 
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 مزبور مرز روي هاي گره که باشند می وابسته xk و xj به فقط و هستند η و ξ حسب بر خطی معادلات
  . باشند می

  ) نباشد صفر( نباشد منفرد ژاکوبین ماتریس اگر است بیژکتیو t تبدیل -  

[ ]

det( ) ( )( ) ( )( ) 2

j i j i

k i k i

j i k i k i j i

x y
x x y y

J
x y x x y y

J x x y y x x y y A

ξ ξ

η η

∂ ∂ 
  − − ∂ ∂ = =  ∂ ∂ − −   
 ∂ ∂ 

= − − − − − =

  

  .گیرند قرار هم متدادا در رئوس که شود می صفر وقتی فقط است مساحت چون
  
   کلاسیک مرجع عناصر هاي شکل:  2-5- 1

  . شوند می داده کلاسیک مرجع عناصر تحلیلی عبارت ، فرم زیر در
a (هاي یک بعدي المان  
  
  
  
  

 
rV :  1    1ξ− ≤ ≤  

  
b (عناصر دو بعدي  

1    1
 1    1

1
: 0

0

rV

ξ
η

ξ η
ξ
η

− ≤ ≤
− ≤ ≤

+ ≤
 ≥
 ≥

  

)3(کوادراتیک  
-1 1 ξ ξ 0 -1 1 ξ 0 1 -1 0-1/3 1/3 

)4(کیوبیک )2(خطی   
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                                                                 عناصر مثلثی - 
            

 
 
  
  
  
  
  

1    1     عناصر مربعی - 
:

 1    1
rV

ξ
η

− ≤ ≤
− ≤ ≤

  

  
  
  
  
  
  
  
  
c ( عناصر مرجع سه بعدي   
  : عناصر چهار وجهی  - 

1
0

:
0
0

rV

ξ η ζ
ξ
η
ζ

+ + ≤
 ≥
 ≥
 ≥

 

 

η  

)6(کوادراتیک  

ξ  

η  

1,0 0,0

0,1 

ξ  

η  

1 ,0
2

 0,0
0 

0,1 

1,0 

10,
2

 

1 1,
2 2

 

1 ,0
3

 0,0
0 

0,1 

1,0 

1 2,
3 3

2 1,
3 3

2 ,0
3

 

20,
3

 

10,
3

 

)9(کیوبیک )3(خطی   

)12(کیوبیک )8(کوادراتیک  )4(خطی   

η  

ξ  

η  

ξ  

η  

ξ  
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  عناصر مکعبی  - 

1 1
: 1 1

1 1

rV
ξ
η
ζ

− ≤ ≤
− ≤ ≤
− ≤ ≤

 

 
 
  
  
  
  
 
 

      
  ر منشوري عناص - 

1
0

:
0

1 1

rV

ξ η
ξ
η

ζ

+ ≤
 ≥
 ≥
− ≤ ≤ 

 
 
 
 
 

)16(کیوبیک )4(خطی   

η  

ξ  

ξ
 

η  

ξ  

ξ
 

η  

ξ )10(کوادراتیک   

ξ  

η  

ζ  

ξ  

η  

ζ  

ξ  

η  

ζ  

)32(کیوبیک )20(کوادراتیک  )8(خطی   

ξ
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  تقریب روي یک المان مرجع : 1
                o(x)عبارت تابع تقریبی : 1- 1-3

هاي  ها همان گره این گره. اند انتخاب شده xiگره درون یابی با مختصات  nاي از  مجموعه V روي قلمرو 
  . کنیم را اختیار می) 1- 5(نوع تقریبی گره از  Ve روي عنصر . هندسی نیز هستند

{ } ( )

1

2
1 2( ) ( ) ( ) ( ) ..... ( ) ( ) 1 13e

e

ex nn

n

u
u

U x U x N x N x N x N x u

u

 
 
 ≈ = < > =< > − 
 
  

M

  

x  متعلق بهVe  2و 1,..., ,en
u u u  مقادیر دقیقUex  ،روي گره هاي درون یابی عنصر هستندN(x) 

اگر تقریب روي عنصر واقعی را با تقریب روي عنصر مرجع . توابع درون یابی روي المان واقعی می باشند
  : کنیم جایگزین

{ } ( )( ) ( ) ( ) 1 14ex nU U N uξ ξ ξ≈ = < > −    
}   با }: ( ) ( ) nx N xτ ξ ξ ξ → =   که در آن{ }nu و عنصر گرهی متغیرهاي ( )N ξ توابع درون

  . باشند یابی روي عنصر مرجع می

)6(خطی  

ξ  

η  

ζ  

ξ  

η  

ζ  

ξ  

η  

ζ  

)24(کیوبیک )15(کوادراتیک   
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  :  1- 11مثال 
  توابع درون یابی روي یک مثلث سه گرهی 

  
  
  
  
  

  .ي درون یابی همان گره هاي هندسی هستندگره ها

{ }
i

n j

k

u
U u

u

 
 = 
 
 

  

  : به صورت زیر نوشته می شود) 1- 15(درون یابی خطی روي عنصر واقعی با فرم 

[ ]

1 2 3

1

2

3

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

1( , ) ( )( ) ( )( )
2
1( , ) ( )( ) ( )( )

2
1( , ) ( )( ) ( )( )

2
2 ( )( ) ( )( )

i

j

k

k j j k j j

i k k i k k

j i i j i i

k j i j i j k j

u
U x y N x y N x y N x y u

u

N x y y y x x x x y y
A

N x y y y x x x x y y
A

N x y y y x x x x y y
A

A x x y y x x y y

 
 =< >  
 
 

 = − − − − − 

= − − − − −

 = − − − − − 

− − − − −

  

1 

3 

2 
Xj 

Xi 

x 

y 

Xki 

ξ 

η 
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  : است زیر صورت به مرجع عنصر روي تقریب

1 2 3

1

2

3

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) 1
( , )
( , )

i

j

k

u
U N N N u

u
N
N
N

ξ η ξ η ξ η ξ η

ξ η ξ η
ξ η ξ
ξ η η

 
 = < >  
 
 

= − −
=
=

  

)نقاط که آن شرط به , )ξ ηو )x,y (تبدیل توسط τ عبارت باشند مطابق زیر صورت به 
( ) ( ), , ,U x y U ξ η بود خواهند یکسان.  

1 2 3

1 2 3

( , )

:

( , )

i

j

k

i

j

k

x
x N N N x

x

y
y N N N y

y

ξ η

τ

ξ η

  
  = < >  

 
  


 
  = < >      

  

3 آن در که 3 2 2 1 1, ,N N N N N N← ≡ ≡   .بماند زوپارامتریکیا المان اینکه براي≡
  
   U(x) تقریبی تابع هاي ویژگی:  3-1- 2
a (هاي اصلی تقریب گرهی  ویژگی  
b ( پیوستگی روي عنصر  
c ( پیوستگی بین عناصر  
d ( توابع درون یابی چند جمله اي کامل 

  
) توابع ساختن:  1- 4 ) ( ) ,N Nξ ξ  

) هندسی تبدیل توابع )N ξیابی درون توابع و ( )N ξتابع دو این شده ذکر خواص انهم مرجع المان روي 
 )  1-2- 4 و 1- 3-2. (باشند دارا باید را واقعی المان براي
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  ساخت کلی روش: 4-1- 1
a (پایه اي جمله چند انتخاب :  

). است بالا توابع ساخت اصلی هاي گام از یکی پایه اي جمله چند انتخاب )U ξبه مرجع المان روي را 
 گرفته نظر در اي شده شناخته هاي اي جمله تک خطی ترکیب آن در که دهیم می مایشن زیر صورت

) اند شده ) ( )1 2P  ,  Pξ ξ :  

{ } ( )

1

2
1 2( ) ( ) ( ) ..... ( ) 1 18

nd

a
a

U P P P a

a

ξ ξ ξ ξ

 
 
 =< > =< > − 
 
  

M
  

) توابع مجموعه )P ξمتغیرهاي تعداد مساوي آنها تعداد. دهند می تشکیل را تقریب اي جمله چند پایه 
  ) nd. (باشد می عنصر آزادي درجه یا هیگر

 چند ساختن براي لازم هاي اي جمله تک تعداد زیر جدول. کنیم می استفاده کامل اي جمله چند پایه معمولا
  . کند می تشریح را کامل اي جمله

 اي چندجمله درجه بعدي یک بعدي دو بعدي سه

nd nd nd r 
4 3 2 1 

10 6 3 2 

20 10 4 3 

35 15 5 4 

56 21 6 5 
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nd اي جمله چند پایه <P> 
 چند درجه

 اي جمله
 دیمانسیون

 کامل

2  
3 

>ξ  1 خطی > 

ξ        1 2  کوادراتیک ξ< > 

1  
2 

1  
1 

3  
6 

ξ       1   خطی η< > 

2 کوادراتیک 21        ξ η ξ ξη η< > 

1  
2 

2  
2 

4  
10 

ξ     1  خطی η ζ< >  
2کوادراتیک 2 21          ξ η ζ ξ ξη η ηζ ζ ξζ< >  

 

1  
2 

3  
3 

 ناقص

4  
8 

ξ     1 ) خطی دو( η ξη< >  
 1          ξ η ζ ξη ηζ ξζ ξηζ< > 

2  
3 

2  
3 

  
  .را با همان فرم انتخاب می کنیم xعبارت  N هندسی تبدیل توابع ساختن براي

{ }
{ } ( )
{ }

( ) ( )

( ) ( ) 1 19

( ) ( )

x

y

z

x P a

y P a

z P a

ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ

=< >

=< > −

=< >

  

) توابع تعداد )P ξ

 

} ضرایب و } { } { }, ,z y xa a a عنصر هندسی هاي گره تعداد باen است برابر.  
  : تعاریف

}a{ :گرهی متغیرهاي مقابل در عنصر کلی متغیرهاي { }nu   
 - { }( ) ( )U P aξ ξ= < } مقابل در را کلی تقریب < }( ) ( ) nU N uξ ξ= < >

 

 گرهی تقریب
  . کند می تعریف
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 - { } { } { }, ,z y xa a a گرهی مختصات مقابل در شوند می نامیده کلی مختصات { } { } { }, ,n n nz y x   
 b (گرهی متغیرهاي و یکلّ متغیرهاي بین رابطه:  

} مختصات با یابی درون گره هر براي که دانیم می }iξ، تابع { }u ξ گرهی مقدار { }i ex iu u ξ= به را 
  . گیرد می خود

{ } { }

( ) ( ) ... ( )1 1 2 1 11
( ) ( ) ... ( )2 2 1 2 2 2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

( ) ( ) ... ( )1 2

P P Pnu d
u P P Pndu an

un P P Pn n n nd d d d d

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

< >

< >
= =

< >

  
  
  

   
   
      

M
  

{ } [ ]{ } ( )1 20u P an n= −  
 

   نتیجه در
  { } [ ] { } ( )1 1 21n na P u−= −  

  :بگیریم نظر در را) 1- 19( روابط اگر
  

{ } { }
{ } { } ( )
{ } { }

1 22
n n x

n n y

n n z

x P a

y P a

z P a

 =  
 = − 
 =  

 

  : نوشت کردن عکس از بعد توان می
{ } { }

{ } { } ( )

{ } { }

1

1

1

1 23

x n n

y n n

z n n

a P x

a P y

a P z

−

−

−

 =  

 = − 

 =  

 

c (عبارات ,N N  
  : داریم) 1-18( ر) 1- 21( روابط گذاشتن با

    
[ ] { }
{ } ( )

[ ]

1

1

( ) ( )

( ) ( ) 1 24

( ) ( )

n n

n

n

U P P u

U N u

N P P

ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ

−

−

=< >

=< > −

< > =< >
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  : داشت خواهیم طریق همین به N براي
{ }
{ }
{ } ( )

1

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) 1 25

( ) ( ) [ ]

n

n

n

n

x N x

y N y

z N z

N P P

ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ −

=< >

=< >

=< > −

< >=< >

  

                       
  

d (تابع از گیري مشتق u(ξ)   
  :داشت خواهیم گیري مشتق با) 1- 24( از

[ ] { } { } { } ( )1

, , ,
, , , 1 26
, , ,

n n n n

u P N
u P P u N u B u
u P N

ξ ξ ξ

η η η ξ

ζ ζ ζ

−

     < > < >
     

 = < > = < > = −       
     < > < >     

                 

  
   یکایزوپارامتر گرهی چهار المان یک براي N(ξ) تابع ساختن ) :1-16( مثال

  
  
  
  
  
  
  
  
a (اي جمله چند پایه انتخاب   
بهترین انتخاب که تقارن . و چهار متغیر گرهی از پایه کامل نمی توانیم استفاده کنیم nd= 4 آزادي درجه با

ξ,را از بین المان ها نیز تأمین می کند، یک پایه دو خطی برحسب  Uو پیوستگی  ηمی باشد .  
1P ξ η ξη< >= < >  

-1,-1 

-1,1 

1,-1 

1, 1 

xj 

xl 

xi 

xk 

y 

x 
X=<x  y> 

nd = 4 
ξ 

η 

1 2 

3 4 

ξ = < ξ   η >  
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}کنیم که  یادآوري می }U P aξ< >= < 1. شود روي هر ضلع خطی می< , 1ξ η=± =± 
  

b ( تعیین[ ]nP  : با تخمین( )P ξ<   : خواهیم داشت ξبراي هر چهار گره با مختصات <

{ }

{ }

1
1
1

1

1
1

1
1

n

n

ξ

η

−
= 

−

−
−= 



                    
[ ]

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1

1

1

nP

ξ η ξη

− − 
 − − =
 
 − − 

  

 
c ( معکوس کردن[ ]nP  :نرم هر ) هاي مختلف صفر است تونسحاصلضرب عددي (ون ارتوگونال است چ

  : است در نتیجه 4ستون 

[ ] [ ]1

1 1 1 1
1 1 1 11 1
1 1 1 14 4

1 1 1 1

T
n nP P−

 
 − − = =
 − −
 − − 

  

 
d ( عبارت< N >  :  

[ ] 1
1 2 3 4

1 1 1 1; ; ;
4 4 4 4

1 (1 )(1 );(1 )(1 );(1 )(1 );(1 )(1 )
4

nN N N N N P P

N

N

ξ η ξη ξ η ξµ ξ η ξη ξ η ξη

ξ η ξ η ξ η ξ η

−
< >=< > =< >

− − + + − − + + + − + −
< >=< >

< >= − − + − + + − + >

  

Nالمان ایزوپارامتریک است  N< >≡< >  
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1

2
1 2 3 4

3

4

1

2
1 2 3 4

3

4

( , )

( , )

x
x

x N N N N
x
x

y
y

y N N N N
y
y

ξ η

ξ η

 
 
 =< >  
 
  
 
 
 =< >  
 
  

  

 
N,ویژگی هاي توابع :  4-1- 2 N  
a ( هر تابع درون یابی( )iN ξ از ضرب عددي پایه چند جمله اي( )P ξ< ام ماتریس  iتون و س<

[ ] 1
nP   . به دست می آید −

    { } ( )( ) ( ) 1 27i iN p Cξ ξ=< > −            
 که در آن       

    [ ] { } { } { } ( )1
1 2 ... ... 1 28n iP C C C−

 = −      
)در نتیجه هر تابع  )iN ξ  یک ترکیب خطی از توابع( )P ξ<  {Ci}رایب، ترم هاي ستون می باشد و ض <

]از ماتریس  ] 1
nP ]در نتیجه می توان از ماتریس . هستند − ] 1

nP −

 Ni ماتریس کل کردن ذخیره براي 
 .استفاده نمود

  

b ( رابطه)1- 24 ([ ] 1( ) ( ) nN P Pξ ξ
−

< >=< ]با ضرب کردن دو طرف در  < ]nP  به صورت  

[ ] ( )( ) ( ) 1 29nN P Pξ ξ< > =< > −  
  : می توان نوشت) 1-20(در می آید، با استفاده از تعریف 

    ( )
1

( ) ( ) ( ) 1,2,..., 1 30
dn

i j i j d
i

N P P j nξ ξ ξ
=

≡ = −∑                 

بخشی از  pj(ξ)این رابطه نشان می دهد که عبارات . استفاده کرد Niاز این رابطه می توان در ساختن توابع 
  . می باشند  Niاده شده در ساخت پایه چند جمله اي استف
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به صورت تجربی ساخته شده باشند می توانیم اطمینان حاصل  Niاگر فرض کنیم که مجموعه اي از توابع 
)کنیم که تقریب  ) { }nj NU u=< > اگر رابطه زیر اقناع  را در بر می گیرد p(ξ)یک چند جمله اي    

  . شده باشد

   ( )
1

( ) ( ) ( ) 1 31
dn

i i j
i

N P Pξ ξ ξ
=

≡ −∑  

مثلا براي . وجود دارند u(ξ)در بررسی همگرایی لازم می آید که بدانیم چه تک جمله اي هایی در تابع 
,1کنترل اینکه بدانیم  ,ξ η درu(ξ) وجود دارد یا نه، کافی است ببینیم :  

     ( )

1

1

1

( ) 1

( ) 1 32

( )

d

d

d

n

i
i
n

i i
i
n

i i
i

N

N

N

ξ

ξ ξ ξ

ξ η η

=

=

=


=




= −



=


∑

∑

∑

  

  خطیی در یک چهارضلع Nتابع  ) :1-17(مثال 
کند و مطابق با تک جمله اي هاي  را اقناع می) 1- 30(روابط ) 1-16(مثال  Niتوان کنترل کرد که توابع  می

1, , ,ξ η ξηباشند می .  

( )

4
( , ) 11 2 3 41

4
( , ) 1 2 3 4 1 331

4
( , ) 1 2 3 41

4
( , ) 1 2 3 41

N N N N Nii

N N N N Ni ii

N N N N Ni ii

N N N N Ni i ii

ξ η

ξ η ξ ξ

ξ η η η

ξ η ξ η ξη

∑ = + + + =
=

∑ = − + + − =
−=

∑ = − − + + =
=

∑ = − + − =
=

  

c ( با مشتق گیري از رابطه)روابط بین مشتقات توابع ) 1- 30Ni به دست می آید.  

       ( )
1

( )( ) ( ) 1 34
dn

ji
j i

i

PN P
ξξ

ξ
ξ ξ=

∂∂
≡ −

∂ ∂∑  

هاي صریح  براي کنترل صحت فرم) 1- 30(و ) 1-17(و ) 1-16(و )1-15(اینگونه روابط همراه با روابط 
  .و مشتقات آن مفید هستند Niتوابع 



 روش هاي عددي در خاك
 

35 
 

  تبدیل عملگرهاي مشتق:  1- 5
  :  مشتقات درجه یک:  1- 1-5

از مشتق گیري متوالی استفاده  xه بر حسب مشتق آن تابع نسبت ب ξبراي محاسبه مشتق یک تابع نسبت به 
  . می کنیم

  ( )1 36

x y z
x

x y z
y

x y z
z

ξ ξ ξ ξ

η η η η

ζ ζ ζ ζ

   ∂ ∂ ∂ ∂  ∂
     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

∂ ∂ ∂ ∂ ∂     = −    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

  

}معادله بالا را به صورت  } [ ]{ }xJξ∂ = . ماتریس ژاکوبین تبدیل هندسی است [ J ]نویسیم که  می∂
م مشتق به همین صورت می توانی. عناصر ماتریس ژاکوبین با مشتق گیري از رابطه تبدیل به دست می آید

بنویسیم که به صورت   ξرا بر حسب مشتق آن تابع نسبت به  xتابع نسبت به 
{ } [ ]{ } ( )1 37x j ξ∂ = ∂ ]در این معادله  .نوشته می شود − ] [ ] 1j J   . می باشد=−

شتقات تابع را از م xزیرا لازم است مشتق تابع نسبت به . استفاده می شود [j]در برنامه نویسی ها معمولا از 
 .به دست آوریم ξنسبت به 

]عبارت -  ] [ ] 1(1 38) j j −− =  
]فرم صریح معکوس  ]J،دو و سه بعدي می نویسیم  را براي حالات یک :  

  یک بعدي * 

[ ] [ ] [ ] ( )1
11

11

1; 1 39J J j J
J

−
= = = −  

  دو بعدي * 

[ ] [ ]
( )

111 12 22 12

21 22 21 11

11 22 12 21

1;
det( )

1 40
det( )

J J j j
J J

J J j jJ

J J J J J

− −   
= =   −    −

= −
  

( )det 0 0J A≠ ⇔ ≠  
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 سه بعدي* 

 [ ]
11 12 13

21 22 23

31 32 33

J J J
J J J J

J J J

 
 =  
  

 

[ ]

( )

22 33 32 23 13 32 12 33 12 23 13 22

1
31 23 21 33 11 33 13 33 21 13 23 11

21 32 31 22 12 21 32 11 11 22 12 21

11 22 33 32 23 12 31 23 21 33 13

; ;
1 ; ;

det( )
; ;

1 41

det( ) ( ) ( ) (

J J J J J J J J J J J J

J J J J J J J J J J J J J
J

J J J J J J J J J J J J

J J J J J J J J J J J J J

−

− − − 
 
 = − − −
 
 − − − 

−

= − + − + 21 32 31 22)J J J−
  

  [ J ]محاسبه عبارت هاي ماتریس  -
  

از رابطه زیر که در فصل اول داده شده است به دست  ξبا مشتق گیري نسبت به  [ J ]عبارت هاي ماتریس 
  . می آید

{ } { } { } ( )( ) 1 42n n nx y z N x y zξ  < > =< > −   
{ } { } { }, ,n n nz y x  مختصاتz,y,x ماتریس ژاکوبین به صورت زیر . هاي هندسی یک عنصر هستند گره

  : شود نوشته می

[ ] { } { } { } ( )
,
, 1 43
,

3 3

n n n

e e

N
j x y z N x y z

N

n n

ξ ξ

η
η

ζ

ζ

 ∂
 ∂  < > 

 ∂ 
 = < >= < > −     ∂   < >  ∂

 ∂ 
× ×

  

یکی مشتقات توابع تبدیل هندسی  حاصلضرب دو ماتریس، ینشود، ماتریس ژاکوب همانطور که دیده می
  . باشد یهاي هندسی هر المان م و دیگري مختصات نقاط گره ξنسبت به 
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  تبدیل یک انتگرال  -
  : را برحسب انتگرال تابع روي المان مرجع بیان نمود Veتوان انتگرال روي المان واقعی  می

( )( ) ( ( )) det( ) 1 44
e rv v

f x dxdydz f x J d d dξ ξ η ζ= −∫ ∫  

)detاین عبارت از آنجا به دست آمده است که به جاي  )dv J d d dξ η ζ=ایم را گذاشته .  
  ک عنصر چهار وجهی با چهار گره ماتریس ژاکوبین ی:  1- 17مثال 

   :را به دست می آوریم) 1- 16(داده شده در مثال  Nمشتقات توابع 

[ ]

[ ]

1 1

2 2

3 3
2*4

4 4 4*2

1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3

(1 ) (1 ) (1 ) (1 )
1
4

(1 ) (1 ) (1 ) (1 )

( ) ( )1
4

( ) (

x y
x y

J
x y
x y

x x x x y y y y
x x x x y y y y

J
x x x x y y y y

x x x x y y y

η η η η

ξ ξ ξ ξ

η η

ξ ξ

 
− − − + − +   

   =    
 − − − + + −   

 
− + + − − + + −
+ − + − + − + −

=
− − + + − − + +
+ − + − + − +

[ ]

[ ]

[ ]

4

1 2

4 2 3 1 3 1 4 2

1 3 4 2 1 2 1 3 4

2 4 1 3 2 3 2 4 1

)

det( )
1 ( )( ) ( )( )
8
1 ( )( ) ( )( )
8
1 ( )( ) ( )( )
8

y

J A A A

A y y x x y y x x

A y y x x y y x x

A y y x x y y x x

ξ η

 
 
 
 
 
 

−  

= + +

= − − − − −

= − − − − −

= − − − − −

o

o

  

2در صورتی که المان مستطیلی باشد با اضلاع  1 2x x a− 4و = 1 2y y b− =  
1 4 2 3

1 2 3 4

x x x x
y y y y

= =
= =

  

[ ] ( )1, det( ) rectangular
4

a
J J ab area of

b
 

= = ≡ 
 

o

o
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  : و تبدیل انتگرال یک تابع روي المان به صورت زیر نوشته می شود
1 1

1 1

( ) ( ( ) )
ev

f x dxdy f x ab d dξ ξ η
− −

=∫ ∫ ∫  

 
  مشتقات درجه دوم :  5-1- 3

  : شود به صورت زیر نوشته می ξبرحسب مشتقات نسبت به  xمشتق درجه دوم یک تابع نسبت 

[ ] [ ] ( )

22

22

22

22

22

22

1 22 2

2 2

2 2

1 45

x

y

z T T

x y

y z

x z

ξ

η

ξ
ζ

η
ξ η

ζ

ξ ζ

η ζ

 ∂ ∂
   ∂∂   
 ∂∂ 
   ∂∂  ∂       ∂  ∂∂      ∂∂∂     = + −     ∂∂ ∂     

     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
     ∂∂   ∂   
   ∂ ∂ ∂ ∂
   

∂ ∂   
   ∂ ∂  ∂ ∂ 

  

  : این عبارت را به صورت زیر می نویسیم
          { } [ ]{ } [ ]{ }2 2

1 2(1 45 )b x T Tξ ξ− − ∂ = ∂ + ∂                      
]محاسبه  - ]1T   

]ماتریس  ]1T  از مشتقات عبارات ماتریس [ j ]  نسبت بهξ  داده شده است به دست ) 1- 27(که در عبارت
]. آید می ]1T  در صورتی که[ J ]  ثابت باشد یعنی توابع( )N ξ ز آنجایی که  ا. شود خطی باشند صفر می

]نداریم روش زیر جهت محاسبه  [ j ]به طور کلی عبارت صریح براي  ]1T  بدون استفاده از[ j ]  داده
  : خواهیم داشت ξبرحسب ) 1- 36(گیري از عبارت شود، با مشتق  می

{ } [ ]{ } [ ]{ } ( )2 2
1 2 1 46x xC Cξ∂ = ∂ + ∂ −  

  : که به صورت زیر می تواند نوشته شود
{ } [ ][ ]{ } [ ]{ } ( )2 2

1 2 1 46xC j C bξ ξ∂ = ∂ + ∂ − −  
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  ) :b-45-1(در ) b -46-1(با قرار دادن 
{ } [ ] [ ][ ][ ] { } [ ][ ]{ }2 2

1 2 1 2 2( )x xT T C j T Cξ∂ = + ∂ + ∂  
 :دو رابطه زیر به دست می آید

  ( ) [ ] [ ] [ ] [ ] 1
2 2 2 21 47 1a T C or T C −− = =    

( ) [ ] [ ][ ][ ] [ ] [ ][ ][ ]1 2 1 1 2 11 47 0b T T C j or T T C j− + = = −                  
]ماتریس هاي  ] [ ]1 2,C T به طور صریح در زیر داده شده اند . 

[ ]

2 2 2
11 12 13 11 12 12 13 13 11

2 2 2
21 22 23 21 22 22 23 23 21

2 2 2
31 31 33 31 32 32 33 33 31

2
11 21 12 22 13 23 11 22 12 21 12 23 13 22 11 23 13 21

21 31 22 32 23 33 21 3

31 11 32 12 33 13

2 2 2
2 2 2
2 2 2

j j j j j j j j j
j j j j j j j j j
j j j j j j j j j

T
j j j j j j j j j j j j j j j j j j
j j j j j j j j
j j j j j j

=
+ + +

[ ] 1
2

2 22 31 22 33 23 32 21 33 23 31

31 12 32 11 32 13 33 12 31 13 33 11

C

j j j j j j j j j j
j j j j j j j j j j j j

−

 
 
 
 

= 
 
 + + +  + + + 

 

[ ]

11 12 13

21 22 23

31 32 33

1

11 12 13 21 22 23

21 22 23 31 32 33

31 32 33 11 12 13

1
2

1
2

1
2

J J J

J J J

J J J

C
J J J J J J

J J J J J J

J J J J J J

ξ

η

ζ

η ξ

ζ η

ξ ζ

∂ 
 ∂ 

∂ 
 ∂ 

∂ 
 ∂ =   ∂ ∂

+  ∂ ∂  
  ∂ ∂ + ∂ ∂  
  ∂ ∂ +  ∂ ∂  

 

 : در حالت دو بعدي ماتریس هاي بالا به صورت زیر نوشته می شوند

[ ]

2 2
11 12 11 12
2 2

2 21 22 21 22

11 21 12 22 11 22 12 21

2
2

j j j j
T j j j j

j j j j j j j j

 
 

=  
 + 
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[ ]

11 12

1 21 22

11 12 21 22
1 ( )
2

j j

C j j

j j j j

ξ

η

η ξ

 ∂
< > ∂ 

∂ 
= < > ∂ 

∂ ∂ < > + < > ∂ ∂ 

  

  
 

  انتگرالفرمول بندي 
Formulation vareationnelle – Fonmulation inte'grale – Integral Form 

  

  
  طبقه بندي سیستم ها - 1

 ) discrete(و مجزا شده ) continue(سیستم پیوسته 

  نباشد tتابع اگر ) stationaire(سیستم پایا . یک سیستم تابع مختصات مکانی و زمانی است

 عناصر با مجهول توابع تقریب
ماتریسی ارگانیزاسیون و محدود  

ه سیستم پوست  

دار وزن هاي باقیمانده روش  

مهندسی علوم -فیزیکی قوانین  

نسبی مشتقات معادلات  

انتگرال بندي فرمول  

تقریبی جواب  

جبري ادلاتمع سیستم  

فیزیکی مدل  

سیستم عددي حل  

معادلات بندي فرمول  

معادلات تبدیل  

عددي حل  
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یکسري از مشخصات سیستم مثل ابعاد سیستم، مشخصات فیزیکی، شرایط حدي، بارگذاري شناخته شده 
  ) U. (و بخشی مثل تغییر مکان ها، سرعت و حرارت و تنش ها پارامترهاي مجهول هستند) d(هسته 

سیستم تعداد  درجات آزادي یک. نوشته می شود Uو  dیک مدل ریاضی روابطی است که بین مشخصات 
  .مشخص می باشد tدر لحظه  Uپارامترهاي لازم براي تعریف کامل 

اگر تعداد درجات آزادي محدود باشد و یک سیستم را ) discret(یک سیستم را مجزا شده می نماییم 
با سیستم  )31(رفتار یک سیستم دیسکره. پیوسته می نماییم اگر تعداد درجات آزادي نامحدود باشد

یک سیستم  ت بصورتیک محیط پیوسته معادلا در بري عرضه می شود در صورتی کهمعادلات ج
  . مشتقات نسبی می باشد تمعادلا

  ه و انتشار امواجژیومسائل تعادلی، مقادیر 
  :در مسائل تعادلی معادلات جبري زیر را براي یک سیستم پایا داریم) 1

]سیستم مجزا شده  ]{ } { }K U F=  
  : وسته، معادلات مشتقات جزئی زیر می تواند عرضه شودسیستم پی

                                  
              

  
 
  
  
  
مربوط به  uعبارت است از مسأله تعادلی بالا به اضافه محاسبه : مسائل مقادیر ویژه یا مقادیر بحرانی) 2

  . معروف هستند را که به مقادیر ویژه λ ی یکسري پارامترهاي خاص نمقادیر بحرا
1                           سیستم پیوسته-  2( ) ( )L u L uλ=  روي محیطv   

                                               1 2( ) ( )C u C uλ=  روي مرزs   
2 1 2 1, , ,C C L Lباشند تم میاپراتورهاي دیفرانسیل هستند که مشخص کننده وضعیت سیس.   

]سیستم مجزا شده -  ]{ } [ ]{ }K u M uλ=  
  

جرم ماتریس  

اپراتور دیفرانسیل ( ) vL u f→ + = o  

اپراتور دیفرانسیل ( ) sC u f→ =  vاز محیط  sروي مرزهاي  

 vدر محیط 

 بارگذاریها
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  )برخلاف دو دسته قبل دراین حالت مشتقات نسبت به زمان داریم(مسائل انتشار یا مقادیر اولیه) 3
  سیستم پیوسته- 

2

2 ( ) v
u um c L u f

t t
∂ ∂

+ + + =
∂ ∂

o

      ( ) sC u f=  
uبا شرایط اولیه  u= o  وu u

t
∂

=
∂

t  براي          & t= o  
  سیستم مجزا - 

[ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } { } { } { } { } { }; , dM U c U K U F U U U U
dt

+ + = = =o o
&& & & &

 

  
  .مستقل باشند uاز  F,C,M,Kسیستم مجزا شده را خطی می گوییم اگر 

 uو مشتقات  uبه  اپراتورهاي خطی باشند نسبت C(u) , L(u)یک سیستم پیوسته را خطی می گوییم اگر 
  : باشند، یعنی uمستقل از  C , mو  fv , fsو همچنین 

( ) [ ]{ }
( ) [ ]{ }

  

C   

L u L u

u C u

=

=
 

می باشد مثلا براي لاپلاسین می توان  uماتریس هاي اپراتور دیفرانسیل هستند که مستقل از  [C]و  [L]که 
  : نوشت

2 2 2 2
2

2 2 2 2( ) .u uL u u u
x y y x

 ∂ ∂ ∂ ∂
= ∇ = + = + ∂ ∂ ∂ ∂ 

  

  .که در معادلات موجود است) u(ز مجهول تعداد مشتقاتی ا: درجه یک سیستم
)همگن است اگر  Lدیفرانسیل  اپراتور -  )L u = =o o   

]درسیستم  یک سیستم معادلات مشتقات جزیی همگن است اگر  ]{ } { } 0vL u f+ =  
{ } 0vf   .باشد     =

] شرایط حدي روبرو همگن است  ]{ } { }sC u f=    اگر { } 0sf   .باشد    =
      است اگر  )auto – adjoint)Self – adjointیک سیستم معادلات دیفرانسیل متقارن یا 

[ ]{ } [ ]{ }
v v

u L V dv v L u dv< > = < >∫ ∫ 

v , u به حد کافی مشتق پذیر هستند و شرایط حدي همگن را اقناع می کنند.  
( ) ( )C u C v= =o  
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   :یک سیستم مشتقات نسبی خطی وقتی مثبت است که
[ ]{ } 0

v

u L u dv< > ≥∫  

uفقط براي   برابر صفر باشد اگر رابطه بالا = o  می گوییم» مثبت معین«به این سیستم.  
   انتشار امواج حرارتی یک بعدي

 
  
  
  
 
  
 

  
 

 
    

  
  
  
  
  
  
 
  

  :فرم کلی معادله انتشار حرارتی

 ( )T TKA q A C
x x t

ρ
•∂ ∂ ∂

+ =
∂ ∂ ∂

 

( )x
x dx x

q T Tq q dx KA KA dx
x x x x+

∂ ∂ ∂ ∂
= + = − + −

∂ ∂ ∂ ∂
 

x
Tq KA
x

∂
= −

∂  
 درجه حرارت

مقطع سطح  

.xq V A=  

حرارتی انتقال ضریب  

.x x dx
Tq dt qAdt q dt C dt
t

ρ+
∂

+ = +
∂

&
 

 جریان حرارتی
 داخل شده در
 dt زمان

 

 حرارت
چشمه   
حرارتی   

dtدر 

+ = 
 جریان

خروجی   
حرارتی   

dtدر 

 تغییرات انرژي داخلی +
زمان رد  

dt 
 

 ثابت حرارتی

معادله تعادل انرژي
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  حالات خاص 
⇐0qاگر    معادلات فوریه     &=

( )T TKA C
x x t

ρ
∂ ∂ ∂

=
∂ ∂ ∂

 
  ون سمعادلات پوا ←اگر در حالات پایا باشیم 

( ) 0TKA qA
x x

∂ ∂
+ =

∂ ∂
&  

&=qاگر  o معادله لاپلاس : پایا باشیم باشد و حالت  

( ) 0TKA
x x

∂ ∂
=

∂ ∂
  

  و اگر ضریب انتقال حرارتی ثابت باشد
2

2 0T
x

∂
=

∂
 

  .این معادلات را می توان براي جریان آب در محیط غیرقابل تراکم استفاده کرد
  

  مساله پیوسته دوبعدي
   مسأله تعادلی

  عدي سیستم پایا دو ب:  Poissonمعادله 

         Vروي 
2 2

2 2 v
u u f

x y
∂ ∂

+ + =
∂ ∂

o  

در محیط پیوسته دو بعدي همگن همان در حالت پایا را بیان ) u(معادله اي است که انتشار امواج حرارتی 
  . می کند

Su  رويu = us     –      دیریکلهDirichlet   

Sf    روي      s
u u f
n

α
∂

+ =
∂

  شرایط جریان     -     
                                                              α ≠ o  -  شرط کوشیCauchy            

                                                              α = o  - شرط نیومن Neumann   
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           .شرایط مرزي به صورت زیر نوشته می شوند معادلات تعادل در

                   
2 2

2 2 . 0 [ ]{ } { } 0vu f L u fv Vروي
x y

 ∂ ∂
+ + = ⇒ + = ∂ ∂ 

     

. [ ]{ } { }s f s fu f C u f S روي
n

α
∂ + = ⇒ = ∂ 

 

[1]. [ ]{ } { }s u u uu u C u f S =روي ⇒ =  
 

  . را که سه شرط بالا را اقناع می کند، پیدا کرد uباید تابع 
  شرایط نیومن: دبی حرارتی *
uEتنش  : بارگذاري * E

x
σ ε

∂
= =

∂
  

0sfو هرجا داده نشده بود همواره شرایط مرزي مسئله باید بدرستی داده شود*   )نیومن صفر(می باشد =
  

  .بودن سیستم را امتحان کرد» مثبت معین«و » متقارن بودن«می توان 
2 2 2 2

2 2 2 2
v v

v v u uu dv v dv
x y x y

   ∂ ∂ ∂ ∂
+ = +   ∂ ∂ ∂ ∂   

∫ ∫  

Su  uروي 
v

= 
= 

o

o
  Sfو روي     

u u
n
v v
n

α

α

∂ + = ∂⇒ ∂ + =
∂ 

o

o

  براي شرایط حدي همگن    

y 

x 

→n 

fS  
u

s

S
n u=  

u u f
n

∂
+ ∝ =

∂
 

شرط جریان قرار 
خود متغیر تعریف  می دهیم

 می شود
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2 2

2 2
v

u uu dv Si
x y

α
 ∂ ∂

+ > ≥ ∂ ∂ 
∫ o o    مثبت تعریف شده  

   مسأله مقادیر ویژه
  :  Helmholtzمعادله 

                                     Vروي 
2 2

2 2
u u u

x y
λ

∂ ∂
+ + =

∂ ∂
o   

با این . را نیز باید بدهد λپارامتر  uحل این معادلات علاوه بر  یا نیومن، با شرایط حدي از نوع دیریکله
. ارتعاش یک غشاء الاستیک زیر کشش را به دست آورد λو فرکانس ویژه  uمعادله می توان مد ویژه 

  . اشدهمچنین معادله حاکم بر امواج الکترومسینک و ارتعاش مایعات در اکوستیک می ب
  

  معادله انتشار امواج حرارتی در محیط دوبعدي حالت گذرا  : مسأله گذرا و انتشار
   ºt > tبراي 

           vروي 
2 2

2 2 ( )u u uf t
x y t

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
  

Sf  sشرایط حدي       روي 
u u f
n

α
∂

+ =
∂

  

Su           suروي                         u= 

   ºt = tبراي 
v          0uروي  u= 

  
    Weight residual – Re'sidus ponde're'sدار  متد باقیمانده هاي وزن - 2
  : باقیمانده:  1-2

اگر یک سیستم فیزیکی پیوسته ایستا را که رفتار آن توسط یک سیستم معادلات مشتقات نسبی خطی یا 
  باشد   دهعرضه ش mغیرخطی از درجه 

  به صورت زیر در نظر بگیریم 
      ( )( ) 0 5vL u f+  vروي              =

      ( )( ) 6sC u f=             رويS     
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u  تابع مختصاتx  می باشد، توابعی ازu  جواب هاي این مسأله تعادلی می باشند که معادلات بالا را اقناع
  :مقداري است که به صورت زیر تعریف می شود R(u)کنند باقیمانده 

( ) ( ) vR u L u f= +  
یک بردار است اگر معادلات بالا یک سیستم  R. جواب واقعی معادلات باشد uاین مقدار صفر است اگر 

  .باشند
  
 
  : فرم انتگرالی:  2-2

  . انتگرال زیر را صفر کند که فرم uهاي وزن دار عبارت است از پیدا کردن توالی از  متد با قیمانده
{ } { } ( )( ) ( ) ( ) 0 7v

v v

W u R u dv L u f dvψ ψ= < > = < > + =∫ ∫  

که  Euمتعلق به مجموعه توابع  uمی باشند و  Eψکه متعلق به مجموعه توابع ψبراي تمام توابع وزنی 
  . مشتق پذیر باشد mجواب هاي قابل قبول سیستم که شرایط حدي را اقناع کرده و تا درجه 

 
   Poissonفرم انتگرالی معادله : مثال

  
2 2

2 2( , )( )v
v

u uW x y f
x y

ψ
∂ ∂

= + + =
∂ ∂∫ o    ) 1فرم(  

  . دو بار مشتق پذیر بوده و شرایط حدي را باید اقناع کند uکه در اینجا 
 
  :تبدیل فرم انتگرالی) 3-2
  ) Par Parties(انتگرال گیري جزیی ) 2- 1-3

را به صورتی که شرایط اعمال شده بر توابع قابل  vانتگرالی تیپ معادلات  این عمل اجازه می دهد که فرم
  . کاهش یابد در آوریم uقبول 

 : یادآوري

   انتگرال یک بعدي  -   

    
2 2

1 1

2

1

x x

x x

xdu ddx u dx u
xdx dx

ψ
ψ ψ= − +∫ ∫   

2 2

1 1

2
2

2
1

( )
x x

x x

xd u d du dudx dx
xdx dx dx dx

ψ
ψ ψ= − +∫ ∫  
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  :انتگرال دو بعدي - 

     A A s

A s

u dxdy u dxdy udy
x x

u dx dy ul ds
x

ψ
ψ ψ

ψ
ψ

∂ ∂
= − +

∂ ∂
∂

= − = +
∂

∫ ∫ ∫

∫ ∫

 

 
   

A s

s

u dx dy u dx dy u dx
y y

u dx dy umds
y

ψ
ψ ψ

ψ
ψ

∂ ∂
= − −

∂ ∂
∂

= − +
∂

∫ ∫ ∫

∫ ∫

 

 

  
.
. sin

l n i co
l m

m n g n x y
dx mds
dy lds

θ
θ

= =  ∂ ∂ ∂
= += = ∂ ∂ ∂
= −
=

r r

   

  

 
2

2

2 2

2 2( ) ( ) ;

A A s

A

u u udx dy dxdy l ds
x x x x

du du u dx dy u ds
dn dn x y

ψ
ψ ψ

ψ
ψ ψ ψ

∂ ∂ ∂ ∂
= − +

∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂

∆ − ∆ = − ∇ = +
∂ ∂

∫ ∫ ∫

∫ ∫

 

   
      

 
  
 سه بعدي-

 
v v s

u dx dy dz u dx dy dz ul ds
x x

ψ
ψ ψ

∂ ∂
= − +

∂ ∂∫ ∫ ∫         
 
  ) faibleیا  weak(فرم انتگرالی ضعیف )  3-2- 3

ت، محاسن فرم خاصی را به ما می دهد که به فرم ضعیف معروف اس vانتگرال گیري جزء به جزء از معادله 
  : این فرم به شرح زیر است

ضعیف تر  uدر فرم نهایی کاهش یافته است در نتیجه شرط مشتق پذیري  Uدرجه ماکزیمم مشتق :  1
  . است

ds 

j 

i 
x 

y 
θ 

S 

nr  

∫ s

∫ s

∫ s

∫ s

∫ s

∫

∫ s
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بعضی از شرایط حدي که در فرم ضعیف ظاهر می شوند می توانند در فرمول بندي انتگرالی در نظر :  2
  . ناع شونداق Uگرفته شوند و به جاي اینکه نقطه توسط 

 ψمشتق پذیري نسبت به  درجهدر معادلات ظاهر شده و در نتیجه  ψمشتق  ψبرعکس نسبت به 
ق به هر حال راه حل کلی استفاده از فرم ضعیف است اگرچه این راه حل شرط مشت. افزایش یافته است

را نیز کاملا اقناع نکند زیرا می توان یک منحنی را با یک چند ضلعی با درجه اي که می  5پذیري معادلات 
  . خواهیم تقریب کنیم اگرچه این چند ضلعی در نقاط رأس مشتق پذیر نباشد

   مثال
   Poissonفرم انتگرالی معادله 

  : باید uدر فرم انتگرالی به دست آمده در مثال قبل 
  رتبه مشتق پذیر باشدم ود - 
  شرایط حدي را اقناع کند - 
 - ψ  هیچ شرطی ندارد  

  پس از یک بار انتگرال گیري جزء به جزء 

 ( ) 0
f u

vv S S

u u u uW f dv ds ds
x x y y n n
ψ ψ

ψ ψ ψ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= − + − + + − =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∫ ∫ ∫  

ψاستفاده می کنیم حدي باید یک مرتبه مشتق پذیر باشد، از شرایط .  

Sf                      sروي  f
u f u S روي
n

α
∂

= −
∂

  

   ( )
f

sS
f u dsψ α−∫    توسط

sf

u ds
n

ψ
∂

⇒
  براي جایگزینی   ∫∂

Su          ψو        روي  = o             
  : خواهیم داشت

( ) ( ) 0
f

vv S

u uW f dv fs u ds
x x y y
ψ ψ

ψ ψ α
∂ ∂ ∂ ∂

= − + − + − =
∂ ∂ ∂ ∂∫   1فرم        ∫

  شرایط حدي       
0

s f

u

u u S روي
S ψروي

− =

=
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   پس از دو بار انتگرالسیون
2 2

2 2(( ) ) ( ) 0vv s

uW u f dv u ds
x y n n
ψ ψ ψ

ψ ψ
∂ ∂ ∂ ∂

= + + + − =
∂ ∂ ∂ ∂∫ ∫  

∇2ψطوري انتخاب شود که  ψاگر تابع  = o  0باشد فقط می ماند معادله زیر اگرvf   باشد  =

( ) 0uW u ds
n n

ψ
ψ

∂ ∂
= − =

∂   3فرم                 ∫∂
  

  ) معادلات انتگرال مرزي. (می باشد B.E.Mاین معادله اساس روش 
  
  

  : می توان گفت که) بار S(بعد از چندین بار انتگرالسیون 
 - U  بایدm s−بار مشتق پذیر باشد  
 - Ψ  بایدs بار مشتق پذیر باشد  
 - u تقات تا درجه باید شرایط حدي را که فقط مشm s 1−   . را دارد اقناع کند−
0ψروي حدود بالا -    .است =

در فرمول بندي درنظر . را شامل می شود m-s مساوي شرایط حدي که مشتقات با درجه بالا یا نتیجهدر 
  .گرفته شده اند

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

کتاب را اینجا به عنوان خلاصه بگریم 168جدول صفحه  .T∆  

∫ s

∫
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1 2

1 2

(u)+f (u)
( ) ( )

v sur V
e u e u sur S
ρ λρ

λ
=

=
 

[ ] [ ] [ ]{ } { }

{ } { }

2

0 2

0 0 0

{ } { }:

: :
o

d U d Ut t M C K U F
dt dt

t t U U connus

> + + =

=
 

2

0 2

0 0 0

: (u)

( )

: :

v

s

o

u ut t m c f sur V
t t

e u f sur S

t t u u connus

ρ
∂ ∂

> + + =
∂ ∂

=

=

 

[ ]{ } [ ]{ }K U M Uλ=  

(u)+f
( )

v

s

O sur V
e u f sur S
ρ =

=
 

Systeme 
physique 

 
-lineaire       

or       
-no linear  

 

discret 
 

Finite 
element 

 

continu 
 

stationnaire 
 

Non 
stationnair 

 

Valeurs 
propres 

 

Equilibre 
 

stationnaire 
 

Non 
stationnair) 

 

Equilibre 

 
Valeurs 
propres 

 

[ ]{ } { }K U F=  

Figure 3.3  Classification des systeme physiques 
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  ساخت فرمهاي انتگرال اضافی) 3-2- 3
  

)در بعضی مواقع سیستم معادلات ) 0vL u f− باید ...گرادیان و- از حذف بعضی از پارامترهامثل تنش =
  :مثل.بدست آیند

           
  
  
 

درنتیجه بعضی وقت ها مفید است که فرم انتگرال را .ازنظردرجه می باشدcLو  eLبزرگتراز  Lمعمولاً 
 .موجود است explicitبطور  qکه هم درجه کمتري دارد وهم متغیر بدست آوریم 11یکسره از معادلات 

 
  ساخت معادله پواسون :مثال

  
  :داریم دو معادله  1 براي معادله انتشارحرارت با ضریب حرارتی

  qبقاي جریان حرارت - 

( ) 0yx
e v v

qqL q f f
x y

∂∂
− = + − =

∂ ∂
 

یک چشم ي حرارتی است در واحدحجم: vf        

  
  رابطه بین جریان حرارت ودرجه حرارت- 

( )
0

, 0
0

x

c

x

uq
xL q u
uq
x

∂ + = ∂=  ∂ + =
 ∂

 

U(x,y)   درجه حرارت درنقطهx  وy می باشد.  
  

.           بدست آمده است qyو  qxادله ي پواسون از حذف مع
2 2

2 2 0v
u u f
x y

∂ ∂
+ + =

∂ ∂
  

  متد باقیمانده وزن دار رامستقیماً به معادلات بالا اعمال می کنیم

( ) 0e vL q f− =

( ), 0cL q u =

معادله تعادل یا           

قانون 
)
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( ){ } ( ){ }, 0r u e q c

v v

W L q f dv L q u dvψ ψ= − + =∫ ∫  

  :مستقل از هم هستند qψو  uψچون  
( ){ }

( ){ }

0

, 0

u e
v

q c
v

L q f dv

L q u dv

ψ

ψ

− =

=

∫

∫
 

  :Mixteفرم 

( ( ) ( ))
x y

yx
r u v q x q y

v

qq u uW f q q dv
x y x y

ψ ψ ψ
∂ ∂ ∂ ∂

= + − + + + + ∂ ∂ ∂ ∂ 
∫  

,توابع وزنی را ازجان طبیعت توابع ,x yq q u به شرح روبرو انتخاب می کنیم:  
, ,

x yu q x q yu q qψ δ ψ δ ψ δ= = =  

( ( ) ( )) 0yx
r v x x y y

v

qq u uW u f q q q q dv
x y x y

δ δ δ
∂ ∂ ∂ ∂

= + − + + + + = ∂ ∂ ∂ ∂ 
∫  

  فونکسیونل:2- 4
 معمـولاً  .حالات معادل روشی است که یک فونکسیونل راثابت مـی سـازد   بعضی از باقیمانده وزن داردر متد

طریـق    مـی کنـیم کـه از    پیـدا  نوشته و فرم انتگرالی را مثلاً انرژي پتانسیل سیستم را در بعضی مواقع مستقیماً،
  .که باید این فونکسیونل ثابت باشد این استدلال بدست می آید

  
,    تغییرات درجه ي یک فونکسیونل- ,...uu

x
∂ Π = Π  ∂ 

                         

,...انتخاب می شود که ترکیبی از توابع  بالافونکسیونل  ,u u
x

∂
∂

  .می باشد
  :∏تغییرات درجه یک 

...uu
uu x
x

δ δ δ
∂Π ∂Π ∂ Π = + + ∂∂ ∂   ∂  ∂ 

 

uδ وu
x

δ
∂ 

 ∂ 
uوuتغییرات هرگونه ي 

x
∂
∂

  .هستند

u
∂Π
∂

  .مشتق معمولی است و بقیه مشتقات نیز به همچنین 
  :خصوصیات زیررادارد δاپراتور 
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( )

( )
( ) ( )

( )

0

( )

v v

u u
x x
u

udv u dv

u v u v

uv u v v u vu
cu c u c cte

δδ

δ δ

δ δ

δ δ δ

δ δ δ δ

δ δ

∂ ∂  = ∂ ∂ 
=

 
= 

 
+ = +

= + =

= ⇒ =

∫ ∫  

  یک بعديفونکسیونل :مثال
2

1

21,
2

x

x

du duu uf dx f cte
dx dx

    Π = − =         
  .در نظر می گیریم      ∫

2

1

2 2

1 1

2 2

1 1

2

2 2
2

1
2

( )

( )( )

x

x

x x

x x

x x

x x

du uf dx
dx

du du d u duuf dx uf dx
dx dx dx dx

du d udx dx
dx dx

δ δ

δδ δ δ δ

δ
δ δ δ δ

  Π = −     
     Π = − = −          

    Π = Π = =        

∫

∫ ∫

∫ ∫

 

)زیرا  ) 0uδ δ )اگر (.است  = )uψ δ= فرم گلرکین بدست می آید   .)حتماً
  
 فونکسیونل همراه یک فرم انتگرال) 2-4-2
  

,فونکسیونلی مثل  5توان براي معادلات  می ,...uu
x

∂ Π ∂ 
  ساخت باشرط زیر

0 (15)W aδΠ ≡ =  
)باانتخـاب  .فـرم خاصـی اسـت کـه بـه نـام گلـرکین معـروف اسـت          Wاین فـرم   )uψ δ=   7در معادلـه 

  جزءبه جزواستفاده ازانتگرال گیري 
{ }( ) 0 (15)vv

W u L u f dv bδ= + =∫  
  .)این شروط کافی هستندولیکن لازم نیستند( :این مطلب را می توان به شروط زیربکاربرد

-,c L خطی هستندوتمام مشتقاتL زوج هستند.  
-,s vf f مستقل ازuمی باشند.  
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  فونکسیونل پواسون: مثال
2 2

2 2( ) 0v v
u uL u f f

x y
∂ ∂

+ = + + =
∂ ∂

 
 :را بصورت زیرداریم)1فرم انتگرال ( 5فرم بدست آمده درمثال .فونکسیونل موجوداست: باشرط بالا

( )( ) 0
f

v s
v s

u uW f dv u f ds
x x y y
ψ ψ

ψ ψ α
∂ ∂ ∂ ∂

= + − + − =
∂ ∂ ∂ ∂∫ ∫  

( ) ( ) ( )( ) 0
f

v s
v s

u uu uW uf dv u u f ds
x x y y

δ δ
δ δ α

∂ ∂∂ ∂
= + − + − =

∂ ∂ ∂ ∂∫ ∫  

  :یمرا بصورت زیرتعریف کن Пاگر فونکسیونل  
2

21 1 1, ,
2 2 2

f

v s
v s

u u u uu uf dv u uf
x y x y

α
    ∂ ∂ ∂ ∂    Π = + − + −       ∂ ∂ ∂ ∂       

∫ ∫  

0WδΠمی توان دید که  ≡   .میباشد =
کـه   Uدرنتیجه می توان گفت جواب .میباشد Пشرط ثابت بودن فونکسیونل  15می توان تعبیرکردکه رابطه 

W راصفر می کند فونکسیونلП رات دوم تغیی ـاین حداکثریاحداقل است درصورتیکه .را ثابت نگه می دارد
  .مثبت یا منفی باشد 2Пδفونکسیونل 

2 2
2

22, ,... ........
u u u

u u u
x u x xu

x

δ δ δ δ δ
∂ ∂ Π ∂ Π ∂ ∂     Π = +     ∂ ∂ ∂ ∂     ∂ ∂  ∂ 

   

  :عاریفت
1(خطی است Uنسبت به  П: خطی بودن فونکسیونل 2,

v

u uu a u a dv
x x

∂ ∂   Π = +   ∂ ∂   ∫(  

  .ازدرجه دوم است Uنسبت به  П :کوادراتیک بودن فونکسیونل
  .مخلوطی از خطی و کوادراتیک رانیز کوادراتیک می گویند

  
  :نکسیونل کاملاً کوادراتیکفو

[ ]1 ...
2 v

u
u uu D dv
x x

 
 ∂ ∂ Π =  

∂ ∂ 
  

∫
M

 

  .بستگی ندارد Uیک ماتریس متقارن است که به   [D]ماتریس 
  :تغییرات دوم آن به صورت زیر نوشته می شود تغییرات اول و
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( ) [ ]

( ) [ ] ( )2

...

...

v

v

u
u uu D dv

x x

u
u u

u D dv
x x

δ
δ δ

δ

δ δ
δ δ

 
 ∂ ∂ Π =  

∂ ∂ 
  

 
 ∂ ∂ Π =  ∂ ∂ 
  

∫

∫

M

M

 

عنی اینکه تمـام مقـادیرویژه   مثبت تعریف شده باشد،ی Dاگر ماتریس .مثبت تعریف شده است Пفونکسیونل 
2δمثبت باشد، در نتیجه    .مثبت است  ∏

 
 

  فرم ماتریسی معادله پواسون:مثال
  :فونکسیونل مثال قبل بصورت زیر نوشته می شوود

21 01 2 )
0 12 2

f

v s
v s

u
u u ux uf dv uf ds

ux y
y

α
 ∂  
     ∂ ∂ ∂  Π = − + −     ∂∂ ∂      ∂   

∫ ∫  

( ) ( )
( )

( ) ( )( )22 1 0
0 1

fv s

u
u u xW dv u ds

ux y
y

δ
δ δ

δ δ α δ
δ

 ∂ 
  ∂ ∂   ∂  Π = = +   ∂∂ ∂     ∂  

∫ ∫  

2ثبت تعریف شده است و پس ماتریس م مثبت فرض شده است، Dماتریس  0δ Π ≥  
  
  
  principe de stationnariteاصل پایایی   )3-4-2
 

( )
( )
( )

0 21

21

21

v

f s f

u u u

L u f over V a

C u f over s b

C u f over s c

+ = −

= −

= −
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  :فرم انتگرال بدست آمده از متدباقیمانده هاي وزن دار
( ) ( ){ } ( )

( )
( )

0v
v

f s f

u u u

W u L u f dv for

C u f over s

C u f over s

ψ ψ= + = ← ∀

=

=

∫
  

 
uψبا انتخاب  δ= از انتگرال جزءبه جزء براي سیستمهاي  وبااستفادهconservative  می توان

 موردنظراین فونکسیونل را ثابت نگه دارد Uطوري ساخت که جواب  Пفونکسیونل 

( ) ( )
( )

0

u u u

u W u

C u f over S

δΠ = =

=
 

را اقناع   a ,21-b-21  قابل قبول،آن تابعی که معادلات  Uدر میان توابع :اصل پایایی می گوید
  .را ثابت نگه می دارد کند،فونکسیونل

  
  ضریب لاگرانژ و فونکسیونل اضافی- 4-2- 4

فرم  طوري ساخت که شرایط ثابت بودن فونکسیونل، را П*فونکسیونل با استفاده ازضریب لاگرانژمی توان 
بااین روش می توانیم به مشخصات  .بدست دهد که مشخصات خاصی رادرنظرمی گیردجدیدي  انتگرالی

  :زیر دست یابیم
  فیزیکی به عنوان مجهول رفی متغیرهاي جدیدمع- 
  خفیفی شرط مشتق پذیري- 
  

  :تعریف ضریب لاگرانژ- مثال
  

)اکسترمم تابع روبرو ) 2 2
1 ,u v u vΠ =   :به طریق زیر بدست می آید +

( )
1

1

2 2 0 ,
0 0,0 0
u u v v u v

u v
δ δ δ δ δΠ = + = ∀

= = Π =
 

  :راباشرط زیر میخواهیم پیداکنیم 1Πفرض کنیم که مینیمم 
( ), 2 0g u v u v= − + =  

  :vو حذف  1Πروش اول استفاده از معادله بالا در
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( )
( )

( )

22 4 4

4 1 0

1 , 1 1, 1 2

u u u

u u

u v

δ δ

Π = + +

Π = + =

= − = ⇒ Π − =

 

   :متد ضریب لاگرانژ عبارتست از
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

* 2 2
1

* * *
*

*

, , , , 2

0 , ,

2 2 2 0
2 0 1
2 0 1

2 2

u v u v g u v u v u v

u v u v
u v
u u v v u v

u u
v v

u v

λ λ λ

δ δ δ δλ δ δ δλ
λ

δ λ δ λ δ δλ

λ
λ

λ

Π = Π + = + + − +

∂Π ∂Π ∂ΠΠ = + + = ∀
∂ ∂ ∂

Π = + + − + − + =

+ = = −
− = =

− + =

  

)ي که  Uیت دادن نتایج مثال بالامی توان گفت که پیداکردن مومبا ع )1 ,u qΠ   فونکسیونل راثابت نگه مـی
   .جواب مساله هستندداردبااقناع روابط زیر

( )
( )

( )

1

2

, 0

, 0 (25)

, 0m

g u q

g u q v روي

g u q

=

=

=

M
 

یا با  بدست آورده و Uرابرحسب  Пفونکسیونل  را حذف کرده و q )25(یک متد این است که ازمعادلات
2ضریب لاگرانژ  m  بکارگیري روش ضریب لاگرانژ 1, , ,nλ λ λL  

   .را معرفی کرده فونکسیونل عمومی راثابت نگه می داریم
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )*

1 1 1 2 2, , , , , ,m m
v

u q u q g u q g u q g u q dvλ λ λ λΠ = Π + + + +∫ L  

  شرط ثبوت
* * *

0 , 0 , 0 1, 2, ...,i
i

g i m
u q λ

∂Π ∂Π ∂Π
= = = = =

∂ ∂ ∂  

مثبت معین  Пر مثبت معین نیست حتی اگ u  .*Пو qبجاي  λو q وu مجموعه ي مجهولات 
ضرایب لاگرانژمفهوم فیزیکی دارند.باشد   .ودبی یاجریان یا تنش هستندمعمولاً
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  :نظرمی گیریم در را فونکسیونل زیر: poissonمثال روي 

( )
22

21 1 1
2 2 2

f

v s
v s

u uu uf dv u uf ds
x y

α
  ∂ ∂    Π = + − + −     ∂ ∂     

∫ ∫  

  :نوشت qyو  qxو یامی توان با استفاده از 

 ( ) ( )2 2 2
1

1 1, ,
2 2

f

x y x y v s
v s

u q q q q uf dv u uf dsα   Π = + − + −   
   ∫ ∫  

  
0  با دوشرط , 0x y

u uq q
x y

∂ ∂
+ = + =

∂ ∂
   .رسید П می توان به فونکسیونل  

  :یا با استفاده از ضریب لاگرانژ

( ) ( )* 2 2 2
1 2 1 2

1 1, , , ,
2 2

f

x y x y v x y s
v s

u uu q q q q uf q q dv u uf ds
x y

λ λ λ λ α
  ∂ ∂   Π = + − + + + + + −     ∂ ∂     

∫ ∫ 

* * * * *
*

1 2
1 2

0x y
x y

u q q
u q q

δ δ δ δλ δλ
λ λ

∂Π ∂Π ∂Π ∂Π ∂Π
∂Π = + + + + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
:هر ترم  

( )
*

1 2 0
f

v s
v s

u uu f u dv u f uds
u x y

δ δ
δ δ λ λ α δ

 ∂Π ∂ ∂
= − + + + − = ∂ ∂ ∂ 

∫ ∫  

 پایایی با شرط
( )

( )
1 , 0

, 0i

u q

g u q

δΠ =

=
 

( ) 0uδΠ =  
qحذف 

 

 پایایی باشرط
( )* , , 0u qδ λΠ =  ضریب لاگرانژ
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  :به جزء پس ازانتگرال گیري جزء

( )
*

1 2
1 2 0

f

v s
v s

f dv u f m l ds
u x y

λ λ
α λ λ

 ∂ ∂∂Π
= − + + + − + + = ∂ ∂ ∂ 

∫ ∫  

0uδبا فرض    :شرایط دیگر ثبوت بدست می آید uSروي =

( )

( )

*

1

*

2

*

1

*

2

0

0

0

0

x
x v

y
y v

x
v

y
v

q dv
q

q dv
q

uq dv
x

uq dv
y

λ

λ

λ

λ

∂Π
= + =

∂

∂Π
= + =

∂

∂Π ∂ = + = ∂ ∂ 

 ∂Π ∂= + = ∂ ∂ 

∫

∫

∫

∫

 

 
  مجزاسازي فرم انتگرال)2- 5
  

  .معادلات مشتقات جزیی بدست آمده است از فرم انتگرال زیر
( ) ( ). . ( ) 0v

v v

W R u dv L u f dvψ ψ= = + =∫ ∫  

  .دومرحله مجزاسازي انجام می شود براي بدست آوردن یک جواب تقریبی در
)انتخاب تابع تقریب مجهولات-  )1 2, ,..., nu u a a a= روش .(که می تواند گرهی و یا غیر گرهی باشد

  )اجزاي محدود
)براي   )( )( )1 2. , , ..., 0n vW L u a a a f dvψ ψ∀ → = + =∫     

1تابع وزنی مستقل  nجموعه از انتخاب یک م-  2, ,..., nψ ψ ψ  
    این انتخاب  .توابع وزنی معادل پارامترهاي تقریب مجهولات می باشد مسلم است که تعداد

  )گالرکین( ها به راه حلهاي مختلف می انجامد iψتیپ 
( )( )( )

( )( )( )

( )( )( )

1 1 1 2

2 2 1 2

1 2

, ,..., 0

, ,..., 0

, ,..., 0

n v
v

n v
v

n n n v
v

W L u a a a f dv

W L u a a a f dv

W L u a a a f dv

ψ

ψ

ψ

= + =

= + =

= + =

∫

∫

∫
M
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  :مرحله به سیستم معادلات جبري زیر می رسیم در مجموع این دو
[ ]{ } { }K u F=  

  .خلاصه اي از روشهاي توضیح داده شده عرضه گردیده است در جدول زیر
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 فرم انتگرال
( )( ) 0v

v

W u f dvψ= + =∫ l  

  uSوfSدر مرزهاي  uبا اقناع شرایط حدي روي 
 

 سیستم معادلات دیفرانسیل
( ) 0vvروي u f+ =l :یشرایط حد   

( )
( )

f f s

u u u

S روي C u f

S روي C u f

=

=
 

 

 فرم انتگرال ضعیف
( ) ( )( ) ( )( )1 2 ... 0

f

v s
v s

W u f dv C f dsψ ψ ψ= + + + + =∫ ∫l l  
 Suروي  uبا اقناع شرایط حدي براي 

فرم انتگرال 
 مجزاشده
[ ]{ } { }K U F=  

آنچنانکه Пفونکسیونل   
WδΠ =  

 فونکسیونل مجزاشده

 باقیمانده هاي وزن دار

 انتگرال جزء به جزء

uψانتخاب  δ≡ )سیستم کنسرواتیو( 

 uتقریب 

    ψانتخاب 
 uتقریب   

----------------------------------à 
0δΠشرط ایستایی =  

 جواب> -------- 
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 Uتقریب توابع )5-2- 2
( ) ( ) ( ) approximate - exactexe x U x U x= − =  

  :به سه روش زیر انجام می گیرد
  )توابع پایه(  Vمحیط روي  تقریب غیرگرهی)1

( )

1

2
1 2 1 2, , ,..., ... (33)n n

n

a
a

U U x a a a P P P

a

 
 
 = =  
 
  

M
  

 
  )درون یابیتوابع (  Vتقریب گرهی روي محیط ) 2

( )

1

2
1 2 1 2, , ,..., ... (34)n n

n

u
u

U U x u u u N N N

u

 
 
 = =  
 
  

M
 

 
و بعلاوه آن  صر نامیده میشودها که عن براي زیرمجموعه تقریب گرهی: تقریب توسط عناصر محدود)3

  شرط پیوستگی بین المانها
  
  

 هی روي یک مربعتقریب غیرگر: مثال

 poissonمعادله        
 
 
 
 
 
 

  :روي مربع

( )
2 2

2 2 0

1
0

1

v
u uL u f f

x y
x

u روي S
y

∂ ∂
+ = + + =

∂ ∂

= ±
=  = ±

 

u=0 

u=0 

2 
u=

u=2 

y 

x 



 روش هاي عددي در خاك
 

64 
 

ي وتقارن را اقناع می کند یک تقریب که شرایط حد:  

{ }1
1 2

2

a
u P P P a

a
 

= = 
 

 

  :با
( )( )
( )( )( ) ( )

2 2
1

2 2 2 2 2 2
2 1

1 1

1 1

P x y

P x y x y P x y

= − −

= − − + = +
 

  :در نتیجه
( ) { }( ) ( ) ( )1 1 2 2L u L P a L P a L P a= = +  

  :با
( ) ( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )

2 2
1

2 2 2 2 4 2 4 2
2

2 2

2 6 1 1 2 6 1 1 2 2

L P x y

L P x y y x x x y y

= + −

= − − + − − + − + −
  

 
 
 

  ψانتخاب توابع وزنی )5-2- 3
  

  :می انجامد به شرح زیر به متدهاي مختلفی 31معادلات  ψ انتخاب بنابر
     collocation par pointمتد هم قرارگیري نقاط.1

( )ixψ δ=<    گسترش دیراك در نقطهxi 

 
collocation par sousdenation       cteψ ها متد هم قرارگیري زیرمجموعه.2 =  
  
  )از همه بیشتر استفاده می شود(متد گلرکین .3

N or P or uψ ψ ψ δ= = =  
  
)متد حداقل مربعات   .4 ) ( ) ( )( )L N or L P or L uψ ψ ψ δ= = =  
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  متد هم قرارگیري نقاط
 

)تابع  )i xψ  گسترش دیراك( )ixδر نقطه دix ،به  می باشد که نقطه ي هم قرارگیري نامیده می شود
  :نوشته می شود vفرم انتگرال 

( ) ( ) ( ) ( ), , 0 35i i
v

W x R x u dv R x uδ= = =∫  

  :به صورت زیرنوشته می شوند 31معادلات 
( ) ( )( )( )1 2, , ,..., 0 1, 2,...,

i
i n v x x

W a u x a a a f i n
=

= + = =l  
  :می توان نوشت 33بااستفاده از تقریب

( ) { }( )( ) ( ) { }( ) ( )0 36
i i

i v vx x x x
W a p a f p a f

= =
= + = + =l l  

نقاط هم قرارگیري برابر  تعداد .تقارن مساله را اقناع کرد باید معمولاً .دارد xiدقت جواب بستگی به انتخاب 
گیرد ولیکن حسن آن شکل بودن کم مورداستفاده قرار میاین روش به علت م. aiپارامترهاي  است با تعداد

  .است مسایل غیرخطی مفید که براي این است که انتگرال گیري روي حجم حذف می شود
  

  "هم قرارگیري نقاط"حل معادله پواسون به روش :مثال
)نقاط هم قرارگیري به صورت  ) ( )1 20,0 , 0.5,0.5x x=    تعریف می شوند=

 
 
 
 
 
 
 

 
  : تابع وزنی

                   ( )
( )

1 1

2 2

x

x

ψ δ

ψ δ

=

=
  

  

2
 

 

1

2
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  :به صورت زیرنوشته می شوند 36روابط 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

2

1
1 1 2 1

2

1
2 1 2 2

2

0

0

x x

x x

a
W L p L p f x

a

a
W L p L p f x

a

=

=

 
= + = 

 
 

= + = 
 

 

  با استفاده از جواب مثال قبل

  
  

1 1 2
1

22 1 2

4 4 0 0.2976
9 0.04763 0
4

W a a f a f
a fW a a f

= − + + = =
 == − − + = 

 

  
  :در مرکز برابراست با uمقدار 

( ) ( ) ( ) 1
1 1 1 2 1 1

2

a
u x P x P x a

a
 

= = 
 

 

( )1 0.2976cu u x f= =  
0.2947cuجمله  14بااستفاده ازراه حل توسط یکسري ،   uمقداردقیق  f= می باشد.  

)اگر جواب رابایک پارامتر  )1 1u p x a= بدست می آوردیم:  
x1  :0.25cuنقطه هم قرارگیري - f=  
x2  :0.333cuنقطه هم قرارگیري - f= می شدند.  
  

  :متد هم قرارگیري زیر قلمرو
n  زیرقلمروVi  درنظرگرفته وi ψ  رابصورت زیر اختیار می کنیم:  

( )1
37

0

i

i i

if x V
if x V

ψ
 ∈= 

∉
 

  :به صورت زیرمی شوند 31روابط 
( ) ( ) { }( ) ( )0 38

i
i v

V

W a L P a f dv= + =∫  
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 انتخـاب زیرقلمـرو   .احتـرام گذاشـته شـود    شـرط تقـارن بایـد    .دقت جواب به انتخاب زیر قلمرو بستگی دارد
ایی کـه ایـن متـد انتگـرال گیـري روي حجـم دارد       ازآنج ـ .اسـتفاده نمـی شـود    زیاد این متد مشکل است لذا

  .بهتراست گالرکین استفاده شود
  

  توسط متد هم قرارگیري زیر قلمرو poissonحل : مثال

 
 

  :می شود 38معادله 

( ) ( )

( ) ( )

1 1

2 2

1
1 1 2 1 2

2

1
2 1 2 1 2

2

0.9167 0.3875 0.25 0

1.75 3.587 0.75 0

V V

V V

a
W L P L P dv f dv a a f

a

a
W L P L P dv f dv a a f

a

 
= + = − + + = 

 
 

= + = − − + = 
 

∫ ∫

∫ ∫
 

1
1

2

0.2994
0.2994

0.0630 c

a f
valueincenter u a f

a f
=

⇒ = = =
  

  
  متد گالرکین

  
  .خواهد بود uتابع  uδمجموعه تغییرات  ψتابع 

{ } { }u P a for aψ δ δ δ= = ∀  
}aδ{تغییرات پارامترتقریب می باشد.  

  :می دهد 31معادله 

V2 
 

V

1
2

 

1
2
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( )( )

{ } { }( )( )

0

0

v
v

v
v

W u L u f dv

W a P L P a f dv

δ

δ

= + =

= + =

∫

∫
 

}د براي تمام بای wاز آنجایی که  }aδ ،نتیجه می گیریم ها صفر باشد:  
( ) ( ) { }( )

( ) ( ) { }( )

1 1 0

0

v
v

n n v
v

W a P L P a f dv

W a P L P a f dv

= + =

= + =

∫

∫
M  

  .باشد توادجوینتا Lاین سیستم متقارن بوده اگراپراتور 
  

  به جزء پواسون توسط متد گلرکین بدون انتگرال جزء حل معادله:مثال
1

1 1 1 1 2 1
2

1
2 2 1 2 2 2

2

. ( ) . ( ) 0
(42)

. ( ) . ( ) 0

v v

v v

a
W P L P P L P dv P f dv

a

a
W P L P P L P dv P f dv

a

 
= + =  

  


  = + =    

∫ ∫

∫ ∫
 

  با استفاده از تقارن مساله
1 2

1 2
1 2

5.689 1.9505 1.7778
0.2922 0.0592

1.9505 2.3839 0.7111
a a f

a f a f
a a f

+ = 
⇒ = =+ =   

0.2922 , : 0.2947c cu f exact value u f= =  
)با اختیار یک پارامتر تقریب  )1 1,u P x y a= 0.3125 :خواهیم داشتcu f=  

0.2949cu:  با اختیار سه پارامتر تقریب خواهیم داشت f=  
  :را بصورت زیر نوشت 42به جزء می توان معادلات  بااستفاده از انتگراسیون جزء

( ) ( ) ( ) { }( )

( ) ( ) ( ) { }( )

1 1 1 2 1 1

1 2

0

(43)

0

f

f

v s
v v s

n n n v n s
v v s

W a L P L P a dv P f dv P f ds

W a L P L P a dv P f dv P f ds

= − − =



= − − = 


∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
M  

سـاده ترمـی تـوان اسـتفاده      >P<تـابع  از  .می تـوان اسـتفاده کـرد    محدودیت کمتر دراین حالت از شرایط با
  .همه بیشتر استفاده می شود فرم گالرکین معادلات است که از )43(این فرمولها.کرد
  به جزء انتگرال جزء احل معادله پواسون توسط متد گلرکین ب :مثال
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  :و درنظرگرفتن بدست آمده درمثال هاي قبل Wبا استفاده از فرم 

1 2; x
x y

y

∂ 
 ∂ ∂ ∂ = =  ∂∂ ∂  

∂  

l l  

0sf(با 43معادله  α=   :می شود)=
11 1 1 1 1 2 1 2

1 1
2

12 1 2 1 2 2 2 2
2 2

2

; 0

; 0

v v

v v

aP P P P P P P PW dv P f dv
ax x y y x x y y

aP P P P P P P PW dv P f dv
ax x y y x x y y

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + − = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + − = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

∫ ∫

∫ ∫
  

 .این معادلات و نتایج آن با مثال قبلی یکسان است
 

  :حداقل مربعات متد
ــارت     ــردن عب ــداقل ک ــارت اســت ازح ــد عب ــن مت (44)ای .m

v

R RdvΠ = ــه   ∫ 1نســبت ب 2, ,..., na a a   .R  

  .مانده استباقی
( ) ( ) { } ( )45v vR L u f L P a f= + = +  

  :به شکل زیراست 44شرایط ایستایی براي معادله 
( )1 2, ,..., 0m nW a a aδ= Π =  

( ) ( ) ( ) { }( )

( ) ( ) ( ) { }( )

1 1 0

(46)

0

v
v

n n v
v

W a L P L P a f dv

W a L P L P a f dv

= + =



= + = 


∫

∫
M  

نتیجـه شـرایط سـختري بـراي تقریـب       و در به جزء نمی تـوان اسـتفاده کـرد    با این متد از انتگرال گیري جزء
 .ه سیستم معادلات متقارن و مثبت معین منتهی می شودلیکن همواره ب .موجود است
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  )متد ریتز(مجزاسازي یک فونکسیونل
) 33معـادلات  (ازنوع غیـر گرهـی   Uبا استفاده از تقریب  Пمتد ریتز عبارت است از مجزاسازي یک تابع نما 

  :و سپس نوشتن شرایط پایایی نسبت به پارامترهاي تقریب
( ) ( )( )1 2, ,..., nu u a a aΠ = Π  
( )1 2 1 2

1 2

, ,..., ,..., 0n n
n

a a a a a a
a a a

δ δ δ δ
∂Π ∂Π ∂Π

Π = + =
∂ ∂ ∂

 
  :معادله زیرحاصل می شود nازاین جا 

1

2

0

0 (47)

0
n

a

a

a

∂Π =
∂
∂Π

=
∂

∂Π
=

∂

M

 

معادلـه  (ازنوع گالرکین یکسـان اسـت   Wاگر فونکسیونل موجود باشد،تغییرات درجه اول آن با فرم انتگرال 
43           (0WδΠ = =  
  .تیجه جواب بدست آمدهاز روش ریتز با جواب بدست آمده توسط گالرکین یکسان خواهد بوددرن
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  به روش ریتز Poissonحل ) مثال

  خواهیم داشت درمثال uوبااستفاده از تقریب    فونکسیونل داده شده درمثالتریسیل  با استفاده ازفرم

( )
1 1 1 2

1 1
1 2 1 2 1 2

1 22 2 2 2

1, 0
2 v v

P P P P
a Px y x xa a a a dv a a f dv

P PP P a P
y yx y

∂ ∂  ∂ ∂ 
   ∂ ∂    ∂ ∂   Π = − =   ∂ ∂∂ ∂       

   ∂ ∂∂ ∂   

∫ ∫    

0δΠبا  :خواهیم داشت =

1 1 1 1 1 2 1 2 2

1 1

1 21 2 1 2 2 2 2 2 2 2

0
v v

P P P P P P P P P
a P fx x y y x x y y x dv dv

P PP P P P P P P P a P f
y yx x y y x x y y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  ∂ + +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    ∂    − =   ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂       + +    ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

∫ ∫*  

  *ن ها بسط می دهیمااین کاررابراي تمامی الم Doبراي یک المان روابط را می نوسیم وسپس با حلقه 

  uمجزاسازي
  )گالرکین(

 شرط پایایی نسبت
 به پارامترهاي

1 2, ,..., na a a  

 باقیمانده وزن دار

 uمجزاسازي

 شرط پایایی
)شرط ثبوت(  

uψ δ=     وانتگرال جزءبه جزء
 
 

 فرم انتگرال
(V) 

ضعیف فرم انتگرال  
δП=W0=گالرکین 

)43(مجزا شدهفرم انتگرال   
( )1 2, ,..., 0na a aδΠ =  

 تابع نماي
П 

مجزاشده تابع نماي  

( )1 2, ,..., 0na a aΠ =  

  "قیاس متد ریتز و گالرکین"



 روش هاي عددي در خاك
 

72 
 

  .این معادله با معادله ي مثال قبلی یکسان است
  .قیاس روشهاي مختلف:مثال
cuمقدار 

f
  :توابع پایه ي درنظرگرفته شده عبارتنداز.که ازمتدهاي متفاوت بدست آمده اندبه شرح زیرند  

( )( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2
1 2 1 3 11 1 ; ;P x y P P x y P P x y= − − = + =  

  

  حداقل مربعات  اندازه دقیق
گالرکین یا 

  ریتز
هم قرارگیري 

  زیرقلمرو
هم قرارگیري 

  نقاط
  توابع

0.2947 

0.3409  0.3125  0.3750  0.2500  P1  
0.2904  0.2922  0.2994  0.2976  P1, P2  
0.2949  0.2949      P1, P2, P3  

 
 عرضه ماتریسی روش اجزاي محدود

در . معادلات مورد نظر می باشد که گذار به برنامه نویسـی را ممکـن مـی سـازد     یعرضه ماتریسدراین فصل 
گـالرکین تعریـف شـده و انتگرالهـاي     سازي فرم انتگرالی از نوع ابتدا روش اجزا محدود به مثابه روش مجزا 

توسـط متـد     uجایگزین می شـوند، سـپس بـا اسـتفاده از تقریـب          Weبا مجموع انتگرال عنصري  Wکلی 
. در نتیجه ماتریسهاي کلی و ماتریسهاي عنصـري شـکل مـی گیرنـد    . اجزا محدود مجزاسازي انجام می گیرد

اسـتفاده شـده در   کلـی  نصري جهت به دست آوردن ماتریس کلی و بردارهاي تکنیک جمع ماتریس هاي ع
خصوصیات مـاتریس کلـی و همچنـین تکنیکهـاي ذخیـره سـازي ایـن مـاتریس و         . مسأله عرضه خواهند شد

  .توضیح و تشریح می گردد) خط آسمان(خصوصاً روش ذخیره سازي 
     روش اجزاء محدود .1

 :تعریف1-1

بـه   Uست از استفاده از یک تقریب از نوع اجزاء محدود بـراي توابـع ناشـناخته    روش اجزاء محدود عبارت ا
اسـتفاده   Wدر اینجـا از فـرم انتگرالـی     .و سپس معادلات به دسـت آمـده   Wمنظور مجزاسازي فرم انتگرالی 

uψ شده است که توابع وزن دار δ≡ می باشند.  
( )( ) ( )0 1v

v

W u L u f dvδ= + =∫  
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  :خواهیم داشت Veجایگزین نمودن این انتگرال بامجموع انتگرال هاي روي هرعنصر با

( )( ) ( )
1 1

0 2
el eln n

e e e
v

e e v

W W u L u f dv aδ
= =

= = + = −∑ ∑∫  

 uازنـوع اجـزا محـدودبراي     که به فرم انتگرال عنصري موسوم است از تقریب We عبارت ور محاسبهظبه من
 روي هرعنصراستفاده می شود   uδو

{ }
{ } ( )2

e
n

e
n

u N u

u N u bδ δ

=

= −
 

فقط براسـاس متغیرهـاي   }un{براي نقاط خارج ازهر عنصر صفرمی باشد وازآنجایی که  <N>نیم که می دا
همین خاصیت است کـه عامـل اصـلی     و ارتباط دارد eفقط به متغیرهاي عنصر  Weگرهی نوشته شده است،

ط داده به کلیـه محـیط بس ـ   تکرار با است زیرا انتگرال یک عنصر محاسبه شده و محدود موفقیت متد عناصر
  .می شود

  :خواهیم داشت) b2-(با استفاده از معادله 
( )( )

{ } ( ) { } { } ( )2

e

e e

e e e
v

V

e
n n v

V V

W u L u f dv

W u N L N dv u N f dv c

δ

δ

= +

 
= + −  

 

∫

∫ ∫
 

اسـتفاده کـرده و  درجـه ي     بـه جـزء   انتگـرال گیـري جـزء    از معمولاً ر فصل پیش بحث شد،طوریکه دهمان
وانتگـرال   uδمشـتقات   Wعبـارت  درنتیجـه در .کاهش مـی دهـیم  ت دخالت می کنندمشتقهایی که درمعادلا
  :به صورت زیرنوشته خواهدشد Weپس عبارت  .خواهدآمد هاي روي مرزبه وجود

( ) [ ]{ }( ) ( ). . 3
e e

f

e e e e e
v s

V s

W u D u u f dv u f dsδ δ δ= ∂ ∂ − −∫ ∫  

  :که در آن
2

2... .....
e e

e e u uu u
x x

∂ ∂∂ =
∂ ∂

 

( )
2

2... .....
e e

e e u uu u
x x

δ δ δ δ
   ∂ ∂∂ =    ∂ ∂   

 

[D]  یــک مــاتریس مســتقل ازue ن بــراي عملگرخطــیومشــتقات آL مــی باشــد. [D] بــراي عملگرهــاي
  .می باشد ueومشتقات ue غیرخطی تابع

,s vf f  :نیروهاي حجمی وسطحی می باشند.  
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Ve  : حجم عنصروSf
e   :      ي مربوط بـه نیروهـاي سـظحی تعریـف شـده مرزالمان استکه روي آن شرایط حد

  .اند
  

  ت پواسونبراي معادلا Weعبارت ماتریسی )1مثال
به صورت زیر نوشـته مـی   δue وueروي  eبراي معادلات پواسون باحذف اندیس  Weفرم انتگرالی عنصري 

 :شود
2 2

2 2 0
e

e
v

e e V

u uW W u f dv
x y

δ
 ∂ ∂= = + + = ∂ ∂ 

∑ ∑ ∫  

  :جزءبه جزء بعداز انتگرال گیري

( ) [ ]{ }( ) ( )
e e

f

e
v s

e e V S

W W u D u u f dv u f u dsδ δ δ α
 
 = = ∂ ∂ − − −
  

∑ ∑ ∫ ∫  

  :که درآن

( )

1 0
0 1

u uu
x y

u uu
x y

D

δ δ δ
 ∂ ∂ ∂ =   ∂ ∂   

∂ ∂
∂ =

∂ ∂

 
=  

 

 

مستطیلی باشدوروي ) تقسیم شده باشد Veکه به عناصر مستطیل شکل (درنظرگرفته مطابق شکل  اگر محیط
  :در نظرگرفته شوند Sfو Suمرزهاي این محیط دوبخش 
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موجودخواهـدبودوبراي هریـک بصـورت زیـر      4و3و2و1روي مرز فقـط بـراي عناصـر     نتگرالامی دانیم که 
  )8*8ماتریس : آزادي 2گرهی با4(نوشته می شود

( ) ( )( )2

1
1 1, ,

y

sy
u x y f u x y dyδ α−∫  

 

ــه   )b-2(بااســتفاده ازمعــادلات  ــراي   )3(در معادل ــین معــدلات مشــابه ب )و همچن ) ,e eu uδ ∂ بــر حســب ∂
{ },n nu uδ  به فرم ماتریسی زیر براي )3(درمعادلهWe       مجزاشـده خـواهیم رسـیدکه پایـه ي روش عناصـر

  .محدودمی باشد
[ ]{ } { }( ) ( )4e

n nW u K u fδ= −  
[K]  : ماتریس عنصري است وبراي عملگرهاي خطی مستقل ازu می باشد.  

}f{ :بردارعنصري تحریکات  
}un{ :بردارعنصري متغیرهاي گرهی  
}unδ{:بردارعنصري تغییرات متغیرهاي گرهی می باشند.  

  :بدست می آید)4(باجمع انتگرال هاي عنصري   )a) -2فرم انتگرالی کلی

[ ]{ } { }( ) ( )0 5e
n n

e e

W W u K u f aδ= = − = −∑ ∑  
  :واین فرم به صورت زیرشکل داده می شود

[ ]{ } { }( ) ( )0 5n nW U K U F bδ= − = −  
 بـه معادلـه  )a-5(    گذارازمعادلـه .ماتریس و بردارهاي کلی هسـتند }F{و}Unδ{و}Un{و [K]که درآن 

)5-b(     عبـارات   بـراي کـل  مـی پـذیردواجازه مـی دهدکـه     توسط روش جمع مـاتریس هـاي عنصـري انجـام
این مبحث در همـین  .ساخته شوند}F{و[K]ماتریسی وبردارهاي عنصري،عبارات ماتریسهاوبردارهاي کلی 

  .بخش موردتوجه قرارخواهدگرفت

y 

x2 x1 

y1 

y2 

x 
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  }Un{بایدصفرباشد،سیستم معادلات زیربرحسب >Unδ<بجاي تمام مقادیر Wازآنجاییکه 
 :بدست می آید

[ ]{ } { } ( )5nK U F c= −  
عباراتی از قبیل  )non stationnaire(درمسایل غیرپایا

2

2 ,u u
t t

∂ ∂
∂ ∂

ظاهرمی شوندکه فرم انتگرالـی مربوطـه    
  :افزوده خواهند شد)a-2(به شکل زیر به معادلات 

( )
2

2, 6
e e

e e
e e e e

V V

u uW u dv W u dv a
t t

δ δ
∂ ∂

= = −
∂ ∂∫ ∫  

  :به صورت زیردرمی آیند)b-2(این عبارات پس از مجزاسازي بااستفاده ازمعادلات

[ ] [ ]
2

2,e en n
n n

du d uW u c W u m
dt dt

δ δ
  = =   

   
 

[ ] [ ] { } ( )6
eV

c m N N dv b= = −∫  

 )[c] و[m].(که این ماتریسها،ماتریسهاي عنصري جرم و میرایی خواهند بود

  :باقیمانده عنصري رابامعادله زیر تعریف می کنیم
{ } { } [ ]{ } ( )6nr f k u c= − −  

  :وباقیمانده کلی با جمع باقیمانده هاي عنصري بدست می آید

{ } { } [ ] [ ]{ } ( )6n
e

R r F K U d= = − −∑  
  
  Weفرم انتگرالی عنصري مجزاشده.2

 Weعبارت ماتریسی )1-2

 Weمـی تـوان فـرم مجزاشـده     )3(ومشتقات آنها واستفاده از معادله  δuو  uبااستفاده ازتقریب عنصري براي 

  :رابدست آورد
{ }

{ }

( )
{ }

{ }

7

n

n

n

n

u N u

u N u
x x

a

u N u

u N u
x x

δ δ

δ δ

=

∂ ∂
=

∂ ∂
−

=

∂ ∂  = ∂ ∂ 

M

M
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  :درنتیجه

{ } { } [ ]{ }

( )

( ){ } { } [ ]{ }

7

n n

n n

Nu
u Nu u B u
x x

b

Nu
u Nu u B u
x x δ

δ

δ δ δ δ

  
  ∂ ∂   ∂ = = =   ∂ ∂        

−

  
  ∂ ∂    ∂ = = =    ∂ ∂         

M M

M M

 

[B] :ط ارتبا(ماتریس مشتقات,u u∂(  

  :باشد auto-adjointکه  lبراي عملگر 
( ){ } { }( ) [ ] [ ];u u B Bδδ δ∂ ≡ ∂ ≡  

  :به صورت زیرنوشته میشود)7(با استفاده ازمعادلات)3(درنتیجه معادله

[ ] [ ][ ] { } { } { } ( )8
e e e

f

Te
n n v s

V V S

W u B D B dv u N f dv N f ds aδδ
 
 = − − −
 
 
∫ ∫ ∫  

  ):4(بامقایسه با معادله 
[ ] [ ] [ ][ ] ( )

{ } { } { } ( )

{ }

8

8

e

e e
f

T

V

v s
V S

K B D B dv b

f N f dv N f ds c

f volume surface

δ= −

= + −

= +

∫

∫ ∫  

 
 

  عبارت ماتریسی معادلات پواسون)2مثال
  :روي عنصربه صورت زیرنوشته می شود uتقریب         

{ }

{ } { } [ ]{ } [ ]{ }

n

n n n

u N u

Nu
xxu u B u B u

u N
y y

δδ δ δ

=

 ∂ ∂ 
   ∂∂   ∂ = = = = ∂  ∂   ∂  ∂   
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] دراین حالت ] [ ]B Bδ   .می باشد  auto-adjointزیرا لاپلاسین یک عملگر    ≡
[ ] [ ] [ ][ ] { }

e e
f

T

V S

K B D B dv N N dsα= +∫ ∫  

  .متقارن است Kماتریس 
{ } { } { }

e e
f

v s
V S

f N f dv N f ds= +∫ ∫  

ixدرحالتی که بارگذاري درنقطه  x=      درروي سـطح متمرکـز باشـد،تابعsf     یـک گسـترش دیـراك
( )ixδ خواهد بود                              .( ) ( )s i i if x f xδ=  

}وبردار  }f    مربوط به صورت{ } ( ){ }i if N x f= نوشته می شود.  
  
  مبنا عنصرروي   We فرم انتگرالی) 2-2

توابع درون یـابی روي عنصـر مبنـا بـه صـورت       )معمولاً )N ξ   عبـارات  .داده مـی شـودWe شـامل  )8(و)3(در
  :مواردزیرمی باشد

  xنسبت به  δuو  uمشتقات -
n,متغیرهاي گرهی - nu uδ مختلف مقادیرگرهی مشتقات بوده ودرعناصرu و δu  نسبت بهx میباشد.  
  Veانتگرال گیري روي عنصرواقعی -

وانتگرال گیـري روي   ξ به مشتقات نسبت به Veو انتگرال گیري روي  xلذا لازم است که مشتقات نسبت به 
 .تبدیل شوند  Vrعنصر مبنا

 
 xتبیل مشتقات نسبت به )1-2-2

,مشتقات  , , ,, , ,xx z y xu u u u   نسـبت, , , ,, , ,u u u uξξ ζ η ξ    ژاکـوبین   وعبـارات عکـس مـاتریس
[ ] [ ] 1j y ثلا بـراي یـک بعـد مـی     که ازتبدیل هندسی بدست آمده اندبرحسب روابطی بیان مـی گردنـد،م   =−
  :توان نوشت

( ) ( ) { }nu N uξ ξ=  
( ) { }n

dNdu d du d u
dx dx d dx d

ξξ ξ
ξ ξ

= =  

  :می تواندبه فرم زیرتغییرفرم یابد [B]ماتریس )b-7(عبارت
[ ] [ ]B Q Bξ =    
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Bξ   :مشتقات  ی است مشابه ماتریسماتریسB] [ حسـب ولیکن براساس مشتقات بر ξ    توابـع درون یـابی
N(ξ) درآن درنظرگرفته شده اند.  

[ ]Q می باشد درآن موجود ژاکوبین ی است که ترمهاي ماتریسماتریس.  
  روي یک محور): همگن(هموژن**

  :روي محورهاي مختلف:پیوانیزوتر
x,تغییرات :انیزوتروپی هیدرولیکی  -    yk k  
x,تغییرات : انیزوتروپی   مکانیکی   -    yE E  

  فرم انتگرالی پواسون [B]تبدیل ماتریس )3مثال

[ ] [ ]

N N
x x xB Q B
N N

y yy

ξ

ξ η
ξ

ξ η

η

  ∂  ∂∂ ∂ 
    ∂ ∂∂ ∂       = = =   ∂ ∂ ∂   ∂
    ∂ ∂∂   ∂    

 

]دراین حالت  ] [ ] 1Q J   :ودرنتیجه  =−
[ ] [ ] [ ][ ]

e

T T

V

K B Q D Q B dvξ ξ   =    ∫  

 
 

  تبدیل متغیرهاي گرهی)2-2-2
درصورتیکه با عناصر مختلط سروکارداشته .ر،عنصرمختلط نباشدتغییري حاصل نمی گردددرصورتیکه عنص

}باشیم،متغیرهاي گرهی }nu
ξ

}روي عنصرمبنا و  }n xuروي عنصرواقعی،بارابطه زیربهم مربوط می شوند:  
{ } [ ]{ }
{ } [ ]{ }

n n x

n n x

u T u

u T u
ξ

ξ
δ δ

=

=
 

این ماتریس حاوي ترمهـاي مـاتریس ژاکـوبین    .به المان هاي مختلط داده شده انددرفصل مربوط  Tماتریس 
  .می باشد

  تبدیل حوزه انتگرال گیري)3-2-2
  جایگزین شودVr بایدبا انتگرال حجمی رويVe انتگرال حجمی روي 

  
 ( ) ( )..... .....det 10

e rV V

dv J d d dξ η ζ=∫ ∫  



 روش هاي عددي در خاك
 

80 
 

  :به شرح زیرند ξحدودانتگرال گیري روي عناصرمبناي کلاسیک برحسب 
    یک بعدي  •

( )
1

1
......det J d

ξ

ξ
ξ

=

=−∫                                                                   
 دو بعدي •

1مثلث                                              1

0 0
.......det( )  J d d

ξ η ξ

ξ η
η ξ

= = −

= =∫ ∫  
1چهارضلعی                                        1

1 1
.......det( )  J d d

ξ η

ξ η
η ξ

= =

=− =−∫ ∫  
 

 سه بعدي •

)وجهی          چهار          )
1 1 1

0 0 0
......det J d d d

ξ η ξ ζ ξ η

ξ η ζ
ζ η ξ

= = − = − −

= = =∫ ∫ ∫  
)شش وجهی                       )

1 1 1

1 1 1
......det J d d d

ξ η ζ

ξ η ζ
ζ η ξ

= = =

=− =− =−∫ ∫ ∫  
)منشور                          )

1 1 1

0 0 1
......det J d d d

ξ η ξ ζ

ξ η ζ
ζ η ξ

= = − =

= = =−∫ ∫ ∫  
  

  درانتگرال مرزالمان dsدیفرانسیل  تبدیل عنصر)4-2-2
  a(ی الخط دویا سه بعديانتگرال منحن  

.....انتگــرال 
s

I ds= بــه صــورت زیرنوشــته  Sروي منحنــی  sبرحســب مختصــات منحنــی الخــط  ∫

  :میشود
( )2

1

.... 11
s

ss
I J ds a= −∫  

,معمولا یکی از متغیرهاي  sمختصات   ,ζ η ξ    می باشـد و منحنـیS      یکـی از رویـه هـاي المـان
  تعریف شده است اختیارمی گردد sپارامتر وي آن نقطه اي که برحسب مبنا که ر

( ) { }
( )

2 2 2
, , ,

11
n

s s s s

X N s X

b

J X Y Z

=

−

= + +
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 انتگرال روي رویه ي یک عنصرچهارگرهی:مثال
 
 
 
 
 
  
  
  
  
 
 

  :عنصر چهارضلعی عرضه می شود  ξ=1انتگرال براي رویه  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )

1 1 1 ; 1 1 ; 1 1 ; 1 1
4

1 11, 0 0
2 2

s ds d

N

N s N

η η

ξ η ξ η ξ η ξ η

η η
ξ η

≡ =

= + − − − + + − +

− +
= = =

( ) { } ( )

( )

, , 3 2

, 3 2

11,
2

1
2

nx N x x x

y y y

η η

η

ξ η= = = −

= −
 

2 2
2 2 3 2 3 2

, , 2 2s
x x y yJ x yη η

− −   = + = +      
 

1

1
....... sI J dη

−
= ∫ :روي سطح                                                 

  
b(انتگرال روي سطح سه بعدي  

ــرال  .......انتگ
s

ds∫    ــطوح ــات س ــب مختص 2برحس 1,S S    ــابع ــی ت ــت کل ــه درحال )ک ),ξ η  ــا ی

( ),ξ ζ ویا( ),η ζهستند نوشته می شوند:  
( )1 2.... 12s

s

J ds ds a−∫  

درنظـر   s2و  s1روي این وجه نقطه اي توسط دو پـارامتر  .یکی ازوجوه عنصرمبنامیباشد Sکه سطح 
  گرفته شده است

3 4 
η

 

  

 

ξ 

1 2 

y 

η 
3

2 

 

 
x 
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( ) { }

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

2 2 2

, , , , , , , , , , , ,

, ,....

12

n

s s s s s s s s s s s s s

x N s s x

J y z z y z x x z x y y x b

=

= − + − + − −
 

 وي یک المان چهار وجهی هشت گرهیانتگرال ر:مثال
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  :المان چهار وجهی هشت گرهی به این صورت انتگرال رامی نویسیم ζ=1روي سطح 
1 2

1 2

s s
ds d ds d

ξ η
ξ η

= =
= =

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 2
1, , , 1 0;0;0;0; 1 1 ; 1 1 ; 1 1 ; 1 1
4

N s s N ξ η ζ ξ η ξ η ξ η ξ η= = = − − + − + + − +

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

,

,

1, , 1 0;0;0;0; 1 ; 1 ; 1 ; 1
4
1, , 1 0;0;0;0; 1 ; 1 ; 1 ; 1
4

N

N

ξ

η

ξ η ζ η η η η

ξ η ζ ξ ξ ξ ξ

= = − − − + − +

= = − − − + + −
 

{ } { } { }
{ } { } { }

, , , ,

, , , ,

n n n

n n n

x y z N x y z

x y z N x y z
ξ ξ ξ ξ

η η η η

=   

=   
 

( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 2

, , , , , , , , , , , ,s s s s s s s s s s s s sJ y z z y z x x z x y y x= − + − + −  
( )

1 1

1 1
.... ,sI J d dξ η ξ η

− −
= ∫ ∫  

}عبارت )2- 5-2 } [ ],f K روي عنصرمبنا:  
]استفاده شود،عبارات ماتریس  Vrاگرانتگرال گیري روي عنصرمبنا  ]K  و بردار{ }f  به صورت زیر

  :نوشته می شوند

6 

5 
5 

6 

8 8 

7 7
η 

ξ 

ζ 

x

z 

y 
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[ ] [ ] [ ][ ] ( ) ( )det 13

( )

r

T T

V

K B Q D Q B J d d d a

volume force weight

δξ δ ξ ξ η ζ   = −   

↓

∫
 

{ } { } ( ) { } ( )1 2det 13

( )

r r
f

v s s
V S

f N f J d d d N f J ds ds b

surface force volume surface
Newman condition

ξ η ζ= + −

↓ ⇓ ⇓

∫ ∫

  

]ماتریسهاي  ] [ ],Q B  و  9درمعادلاتJs   13(درعبارات-b(و)12-b(داده شده اند.  
  :وماتریس عنصري Weفرم کلاسیک )3-2

فرم انتگرالی    مثلاً.ازمجموعه اي ازترمهایمتعددي تشکیل شده است Weمعمولاً

.
e

e

V

u u u uW dv
x x y y

δδ δ
δ

  ∂ ∂ ∂ = +    ∂ ∂ ∂    
∫  

که درفرم انتگرالی [D] و[B] ي صریح ماتریس عنصري وماتریس هايعبارات و فرم ها 2و  1ول در جدا
  .به آن برمی خوریم داده شده اند

  تکنیک محاسبه ماتریس هاي عنصري)3
  محاسبه صریح معادله پواسون براي یک عنصرمثلثی)1-3

 
 
 
 
 

  
  
  
  

[ ]
( )

( )
[ ]

( )( ) ( )( ) ( )

3 1 2 1 2 1 2 1

3 1 3 13 1 2 1

2 1 3 1 3 1 2 1

1

1 1
2 2

det( ) 2 14

N

y y y y x x y y
j J

x x y yA Ax x x x

J A x x y y x x y y a

ξ η ξ η= − −

− − −  − − 
= =   − −− − −    

= = − − − − − −

    

Nسطر اول 
ξ

∂
∂

Nوسطردوم  
η

∂
∂

1 .                         میباشد  1 0
;

1 0 1
Bξ

− 
  =    − 

  

1 

3 

1 

Vr 

y η 

Ve 

ξ  

 

 

3 

2 
x 

 

 

 
2 
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[ ] [ ] 2 3 3 1 1 2

3 2 1 3 2 1

1 01
0 12

y y y y y y
B j B D

x x x x x xAξ κ
− − −    = = =     − − −     

  .درنظرگرفته می شود 1ضریب هدایت همسان می باشدکه درمعادلات لاپلاس  κکه 
[ ] [ ] [ ] ( )

1 1

0 0
detTK B B J d d

ξ
κ η ξ

−
= ∫ ∫  

]ثابت ودرنتیجه  [B]ماتریس  ] [ ]. . TK A B Bκ= بدست می آید.  

[ ]

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

2
3 2 3 2 1 3 2 1 3 2

2
3 2 3 2 1 3 2 1 3 2

2
3 1 1 3 2 1

2
3 1 1 3 2 1

2
2 1

2
2 1 3*3

15
4

y y y y y y y y y y
x x x x x x x x x x

y y y y y yK
x x x x x xA

y y
sym x x

κ

 − − − − −
 + − + − − + − − 
 

− − − =  + − + − −
 
 − 

+ −  

 

  :واقعی مثل عنصرمبنا باشد دراین حالت اگر عنصر

1 1 2 2 3 30 ; ; 0 ; 0 ;x y x a y x y a= = = = = =  

[ ] ( )
2 1 1

1 0 16
2

1
K

sym

κ
− − 

 =  
  

 

  :و ماتریس جرم
[ ] { } ( )

1 1

0 0
detm N N J d d

ξ
η ξ

−
== ∫ ∫  

[ ]
2 1 1

2 1
12

2

Am
 
 =  
 
 

 

 :صفر به صورت زیر است fsثابت و   fv با فرض}f{بردار 

{ }
1
1

3
1

vAff
 
 =  
 
 

 

 
درحالت کلی جهت محاسبه مـاتریس سـختی عنصـري بایـدازانتگرال گیـري عـددي اسـتفاده        )2-3

دراینجـافقط  .روشهاي انتگرال گیري عددي در بخش دیگري با جزئیات توضیح داده شده اند.نمود
  .ام هاي لازم جهت محاسبه ماتریس سختی وبردارنیروي عنصري ذکر می شوندگ
a(عملیات مشترك درهمه عناصرمشترك)داراي یک عنصرمبنا(  
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  )درمتدگوس(براي نقاط انتگرال گیري Wrوضرایب وزن دار  rξمحاسبه مختصات -
N,محاسبه توابع- N حسبومشتقات آنها بر ξ  ایزوپارامتریـک  درعناصـر ( گیـري  نتگـرال درنقـاط ا 

N N≡ (  
b( عملیات لازم براي محاسبه ماتریس[K] هرعنصر  

  شروع عملیات با صفرگذاري کلیه ترمهاي ماتریس سختی-
  ): rξ براي هر (براي هرنقطه انتگرال گیري عملیات زیرانجام می گیرد-

I. کوبین محاسبه ماتریس ژا[ J ]   با محاسبه مشـتقاتN    نسـبت بـهξ    و مشـتقات مختصـات
 .گره ها و همچنین محاسبه عکس این ماتریس

II.  محاسبه مشتقات توابع درون یابیN  برحسبx ازمشتقات برحسب  ξ 

III.  ساختن ماتریس هاي[D]و [B] 

IV.  جمع حاصلضرب[ ] [ ][ ]detT
rB D B J W درماتریس[K]   

c( عملیات لازم جهت محاسبه ماتریس جرم[m]  
  [m]شروع عملیات با صفرگذاري عبارات ماتریس  - 
  :rξبراي هرنقطه انتگرال گیري - 

  .آن را حساب می کنیم ماتریس ژاکوبین ودترمینان     
}حاصلضرب       } ( )det rN N J W را در ماتریس[m] جمع می کنیم.  

 
d (محاسبه بردار تحریکات  عملیات لازم جهت}f{درنظرگرفتن  باfv ثابت 

را صفرنمایید تا براي هرالمان  fباید Doاول هر (}f{عبارات بردار  شروع عملیات باصفرگذاري- 
f  را مجدداً در نظر بگیرید(  
  :rξبراي هرنقطه انتگرال گیري  - 

  .ماتریس ژاکوبین ودترمینان آن را حساب می کنیم           
}حاصلضرب            } ( )detv rN f J W را در بردار}f {جمع می کنیم  

e (باقیمانده  عملیات لازم جهت محاسبه}r{ بر مبناي جواب}un{ 

  .مساوي می گذاریم dمحاسبه شده در }f{ رابا }r{درابتدا باقیمانده ي - 
  :rξبراي هرنقطه انتگرال گیري  - 

]ماتریسهاي         ] [ ] [ ], ,J D B  را مانند آنچه که درb آمد می سازیم.  
]  حاصلضرب ] [ ][ ]{ } ( )detT

n rB D B u W J  رادر}r {کنیم جمع می.  
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f (گرادیان  عملیات لازم جهت محاسبه{ }u∂ در نقاط انتگرال گیري بر مبناي جوابهاي}un{بدست آمده:  
  براي هرنقطه انتگرال گیري - 

  .رامی سازیم [B]س ماتری       
}گرادیان        } [ ]{ }nu B u∂  .رامحاسبه و چاپ می کنیم =

  نحوه جمع کردن
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  جمع ماتریسهاي عنصريتکنیک 
  گامهاي جمع ماتریس

  ساخت ماتریس عنصري- 
  افزودن ماتریس هاي عنصري وبردارعنصري در ماتریس کلی- 

  تشکیل تابلوي محل یابی گره ها- 
  افزودن- 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 گره ها عناصر

1 1 2 4 

2 1 4 3 

 
 :یک درجه آزادي- 

 
1 2 3 4rgeneral vector U u u u u→ =  

  :عنصر اول
1 2 4

1 2 4
nu u u u

LOCE

=

=
 

 
 

  :عنصر دوم
1 4 3

1 4 3
nu u u u

LOCE

=

=
 

  

y 

2 
x 

3 

4 

1 

(1

(2
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  :دو درجه آزادي- 
1 1 2 2 3 3 4 4ngeneral vector U u v u v u v u v→ =  

  :نصر اولع
1 1 2 2 4 4

1 2 3 4 7 8
nu u v u v u v

LOCE

=

=
 

  :عنصر دوم
1 1 4 4 3 3

1 2 7 8 5 6
nu u v u v u v

LOCE

=

=
 

 
  :به صورت زیر بدست می آیددرنتیجه تکنیک 

eعنصري بصورت  [K]ازماتریس  ijKهرترم ماتریس عنصري 
ijK  ازماتریسeK    

  :در می آید به صورتی که
( )
( )

1, .
1,

de
de e dn

de

I LOCE i i n n n n
J LOCE j j n

= = =
= =

 

den                 درجه آزادي کلی هر المانen  گره هاي هر المانشماره  
dnnدرجه آزادي هر گره  
  :و

( ) ( ),
e e

IJ ijLOCE i LOCE jK K K= ≡  
  :نیز Fوبراي بردار 

( )
e e

I iLOCE iF F f= ≡  
 

  :الگوریتم کلی چنین است
]تمام ترمهاي ماتریس)1 ] [ ],F K کلی را صفر می کنیم.  
  براي هرعنصر)2

iهرترم -  jK را به ماتریسI JK م باروشکلی تبدیل می کنی:  
1,2,...,
1,2,...,

IJ IJ ij de

de

K K K i n
j n

= + =
=  

  :که
( )
( )

I LOCE i
J LOCE j

=
=  
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}رانیز به طریق بالا به ماتریس کلی if هرترم-  }Fاضافه می کنیم:  

( )
1,2,...,I I i deF F f i n

I LOCE i
= + =

=
 

 
 

  )المان درجه آزادي هرIDLE :(صورت زیر درمی آیدبرنامه به 
( ) ( ) ( )
( ) ( )

, , , ,

, ,

DIMENTION VKE IDLE IDLE VFE IDLE KLOCE IDLE

VKG NEQ NEQ VFG NEQ
 

 
 

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

1 1,

1 1 ,

10 , , ,

Do ID IDLE
I KLOCE ID

VF G I VF G I VF E ID
Do JD IDLE
J KLOC E JD

VKG I J VKG I J VKE ID JD
RETURN

END

=

=

= +

=

=

= +

 

 
IDLE :تعداددرجه آزادي هر المان  

KLOCE :بردار عنصري محل یابی  
  
  

 KLOCEساختن بردار 
  :تئوري

)  CONEC)   (76تـابلوي  (مثل تابلوي ارتبـاط عنصـربا گـره مـی باشـد      LOCEتابلوي : یک درجه آزادي
  )ر هر المان کنارهم می گذاریمدرجات آزادي را د(

 :اگرفرض کنیم متغیرهاي گرهی به ترتیب زیرمرتب شده باشند: چنددرجه آزادي

{ } { }
{ } { }1 1 2 2

... , ...,...

... , ... , ...

T
n i i j j

T
n n n

elemental u u v u v

General U U V U V U V

=

=
 

i,j :  شماره گره ها درهر عنصر وn :شماره گره ها در کل هستند.  
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ی هر المان برابراست با تعداد   .گره هاي هرالمان ضربدر درجه آزادي هرگرهدرجه آزادي کلّ

  
 
 
 
 
 
 
 
 
  

  : LOCEبرنامه 
( ) ( )

( )( )

( )

,

0

1 1,

1 *

1 1,

1

.

DIMENTION KCONEC NDE KLOCE NDE

IDLE IDLE

J

C NNEL

DO IN NNEL

IDO KCONEC IN NDLN

C

Do ID NDLN

J J

KLOCE J ID IDO

RETURN

END

=

=

= −

=

= +

= +

 

NNEL :حلقه روي تعداد گره هاي هرالمان  
NDLN :درجه آزادي هرگره  

 
 

*de e dnn n n=
↓ ↓ ↓ تعداد  

 گره هاي
 هر المان
 

درجه 
 آزادي
 هر گره

درجه 
 آزادي

کل هر 
 المان

 درجات آزادي

 

3n 

3n-1 

3n-2 
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  ماتریس هاي کلّی

  :استراکچر باندي
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

  
  

eبا شناختن  e
IJ ijK k= که درآن:  

( )
( )

1,2,...,

1, 2,...,
de

de

I LOCE i i n

J LOCE j j n

= =

= =
 

 IJKیعنی وقتی که ترم .قابل اعمال است Jو  Iقاعده جمع ماتریسها به صورت متقارن در حالت 
پس در نتیجه می توان فقط نصف بالایی را جمع .نیز موجود استJIKغیرصفرموجود باشد،ترم غیر صفر 

Jرنامه درصورتیکه یعنی ب.کرد If باشد نوشته می شود:  

b

hI 

J

دیاستراکچر بان  

b 

h

b 

باند نیم  

 متقارن
I(b+1) 

 

 غیرمتقارن
I(2b+1) 

Sky-line 
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J I>  

  

  فاصله افقی
IJb J I= −  

  فاصله عمودي
IJ IJh b=  

  
  : J>Iدر نتیجه براي  

( ) ( )IJb J I LOCE j LOCE i= − = −  
eابر خواهد بود با حداکثر عرض باند ذخیره سازي المان بر

IJbدر نتیجه براي کل باید بزرگترین .هر المان
e

IJb عنصري را پیدا کرد.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 :همین کاربراي فاصله عمودي حداکثر بایدانجام شود
 
 
 
 
  
  
  
 

 حلقه

 حلقه

( )

( )( ) ( )( )

1,2,...,

1, 2,...,

de

de
e

I j j

i n
I LOCE i

j n
b Max LOCE j I Max LOCE j I

=

=

=
= − = −  

( )

( )( ) ( )( )

1, 2,...,

1, 2,...,

de

de
e

J i i

j n
J LOCE j
i n
h Max J LOCE i J Min LOCE i

=

=

=
= − = −  
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ی  ):    [K]درنتیجه عرض باند ذخیره سازي ماتریس کلّ )e
I Ie

b Max b=  
1IJکه  IJKترمهاي  Iواضح است که روي خط  b>  JIKترمهاي  نیز I،صفرهستند وروي ستون باشد +

1IJکه  b>   .باشد،صفرند+
):             می آید نیز به صورت روبرو در Jحداکثرارتفاع ستون  )e

J Je
h Max h=  

( )
( )

(symmetry) I

J

b Max b for the all rows of I
h b

h Max h for the all columns of J

== ⇔ 
=

 

مساوي صفر  hوbدرنظرگرفته نشده اندودرنتیجه براي ماتریس قطري  لازم به تذکر است که ترمهاي قطري
  .هستند
  نکات

  .اولین عدد برخوردي به صفر،آنرا پایین می آورد از: در استراکچر باندي *
  .جمع شوند ماتریس ها را با هم جمع نمی کنیم تا کلاًمعمولاً*
  .کمتر می شود bمقدار  ،هرچه اختلاف شماره گره ها براي هر المان کمتر باشد*

 با یک درجه آزادي: مثال
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( )

( )

( )

( )

( )

( )

1

1

2

2

3

3

1: 1 2

1 0 0 0

0 1 0 0

2 : 2 3

0 1 0 0

0 0 1 0

3 : 3 4

0 0 1 0

0 0 0 1

:
1 1 1 0

0 1 1 1
1

I

J

I

J

I

J

I

J

member LOCE

b

h

member LOCE

b

h

member LOCE

b

h

for genera l matrix
b

h
b h

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

= =  

[ ]K

× × ο ο 
 × × × ο =
 ο × × ×
 ο ο × × 

 

  :توضیح قاعده کلی
  .اقل کردن عرض باند به حداقل رساندباید فاصله شماره گره ها را براي حد

  
  ذخیره سازي متدهاي

  .کلمه حقیقی در حافظه کامپیوتر ذخیره شود n2باید    n*nبا ابعاد : ماتریس کامل غیرمتقارن)1
  .به صورت ستون پایین رونده ذخیره شود VKاگرماتریس روبرو دربردار : ماتریس کامل متقارن)2
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[ ]
11 12 13

12 22 23

13 23 33

K K K
K K K K

K K K

 
 =  
  

 

11 12 22 13 23 33KV K K K K K K=  
( )1

,
2IJ l

J J
K VK l I J I

−
≡ = + ≥  

)درنتیجه باید  )1
2

n n   .کلمه حقیقی ذخیره کرد  +
 ماتریس باند غیر متقارن)3

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1IJ ij

i I
K VK if

j J I b
=

=  = − + +
 

   .آن صفراست ذخیره کنیم b(b+1)کلمه حقیقی که  n(2b+1)درنتیجه باید 

b

n 

b 

b b

[ ]K =
b 

n 

:VK  
b 

n 

2b+1 

IJK KI  
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  ریس باند متقارنمات)4

 
 
 
 
 

  
  
  
  

  :در این صورت 

1IJ ij

i I
K VK if j J I

J I

=
≡ = − +
 ≥

 

)کلمه حقیقی که  n(b+1)درنتیجه  )1
2

b b  .غیر مفید دارد ذخیره می شود +

 خط آسمان ماتریس غیر متقارن متد)5

[ ]

11 12 14

21 22 23 24

32 33 34 35

41 42 43 44

53 55

K K K
K K K K

K K K K K
K K K K

K K

ο ο 
 ο 
 = ο
 

ο 
 ο ο ο 

 

  :گیریم سه بردار متفاوت زیر را براي ذخیره سازي درنظرمی
  VKGDبردار ترمهاي قطري                    -
  VKGSبردار ترمهاي مثلث بالایی             -
  VKGIبردار ترمهاي مثلث پایینی             -

بـه صـورت ردیـف از چـپ بـه راسـت       VKGDین رونـده ذخیـره وبـردار    به صورت ستون پای VKGSبردار 
  :ذخیره می شوند یعنی

b 
 

KII  

b 

n 

b+1 
 

:VK  
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11 22 33 44 55

12 23 14 24 34 35

21 32 41 42 43 53

VKGD K K K K K

VKGS K K K K K K

VKGI K K K K K K

=

= ο

= ο

 

 
یـا متقـارن ویـا غیـر     .پوش حداکثرستون هاي با ارتفاع متفاوت اسـت کـه بایـد ذخیـره شـوند      :خط آسمان

 :تعریف می شود که دربخش قبل توضیح داده شد  Jhاین خط توسط تابلوي ارتفاع ستون .متقارن است
 
 
 
 
 0 1 1 3 2Jh =

↓ ↓ ↓  

سومتفاع ستون  ارتفاع ستون اول  
K23فقط 

پنجمارتفاع ستون   
oو  K35 
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  .ترمهاي صفرخارج ازخط ذخیره تمی شوند،لیکن ترمهاي صفر داخل خط آسمان ذخیره می شوند
محـل ابتـداي سـتون    "بایـد ازتـابلوي    VKGIیا  VKGSدربردارهاي  ijKبراي تعریف محلّ ترم نامشخص 

  :داردوتوسط رابطه زیرتعریف می شود n+1که دیمانسیون ) KLD(استفاده کرد"ها
( )
( )
( ) ( ) ( )

1 1

2 1

1 1 3,4,..., 1J

KLD

KLD

KLD I KLD I h I I n

=

=

= − + − = +

 

در حالت مثال بالا   :مثلاً
1 1 2 3 6 8KLD =  

  :درمحل هاي زیر خواهدبودijK یعنی اینکه ترم
Iاگر   J=          باشد در( )VKGD I  
Iاگر   J<          باشد در( ) ( )1 ;l KLD J J I VKGS l= + − +  
Iاگر   J> باشد در          ( ) ( )1 ;l KLD I I J VKGI l= + − +  

  :براي:  در نتیجه جاي لازم براي ذخیره سازي به شرح زیراست
 :VKGD n کلمه  

: ,VKGI VKGS ( )1 1KLD n + −  
):   که درکل  )( )2 1 1n KLD n+ +   .جا لازم خواهد بودکلمه حقیقی   −

  
) نتیجهمفیدنیست ودر VKGIدرحالت متقارن تابلوي  )1 1n KLD n+ +   .کلمه جا نیاز دارد −

  
  ذخیره سازي خط آسمان غیرمتقارن:مثال

[ ]

11 14

22 23 24

32 33

41 42 44

K o ο K
o K K K

K = n=4
ο K K o
K K o K

 
 
 
 
 
 

 

  :دراین حالت
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23 14 24

32 41 42

11 22 33 44

0 0 1 3

1 1 1 2 5

0

0

Jh

KLD

VKGS K K K

VKGI K K K

VKGD K K K K

=

=

=

=

=

 

ــرم    ت ــالا مثلاً ــول ب ــا فرم ــی ب ــلّ در م 24Kیعن )ح )VKGS l  ــه ــود    lک ــد ب ــت خواه ــر اس ــدد زی ــادل ع :                مع
( )4 1 4 2 3l KLD= + − + =  

)کلمه حقیقی          :               جاي لازم برابر است با )( )4 2 5 1 12KLD+ − =  
  
  
ي از نوع دیریکلیشرااعمال )4-7 هط حد  
  سیستم کلی معادلات )4-7-1

  :پس از جمع ماتریس ها وبردارهاي طرف دوم،فرم انتگرالی به صورت زیرنوشته می شود
[ ]{ } { }( ) 0n nW U K U Fδ= − =  

ي روي    ــرایط حــد ــود ش ــی درون خ ــتم انتگرال ــرایط روي   fSایــن سیس ــدولیکن ش ــی کن ــاع م را  uSرا اقن
  :براي فرم مجزا شده باید شرایط زیر را اقناع کرد.بایدهمراه ان درنظر گرفت

0
4 44

i

i i

u
U U
δ =

= −
 

  :در نتیجه فرم کلی معادلات جبري به صورت زیردر می آید
[ ]{ } { } ( )4 45nK u F= −  

  
  معرفی شرایط حدي)4-7-2

ي جمـع  [K]ماتریس کلی  شـده اسـت،پس بایـدبراي هـر رابطـه       بدون در نظرگرفتن شرایط حدi iU U= 
  :اصلاح شوند Kباروشهاي زیرمعادلات و ماتریس 

  روش عبارت غالب روي قطر)1
  :این روش سعی می شود عددي بسیاربزرگ درمعادله موردنظر به صورت زیروارد شوددر 
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( )

111 1 1 1

1

1

4 46

i n

i ii in i i

n ni nn n n

FK K K U

K K K U U

K K K U F

α α

    
    
        + = −   

     
     
          

L L

MM M M M

L L

M M M M M

L L

 

  :نوشته می شود به صورت زیر iدرنتیجه رابطه 

مقدار (
1

n

ij j
j

K U
=

))         ناچیز است  ∑ )
1

4 47
n

i ij j i
j

U K U Uα α
=

 
+ = − 

 
∑  

  :رابطه تقریبی زیربراي جواب صحیح است

1

n

i i i ij j
j

U U if U K Uα
=

≅ ≥ ∑   

710معادل   αمعمولاً  * ijMax K     1510یا * ijMax K  انتخاب می شود.  
  
  .براي مصالح از یک جنس می توانیم ازاین روش استفاده کنیم*
درکارهاي خاکی ماتریس ها معلوم نیست چه اندازه اي می باشند،بنابراین نمی توانیم از این روش اسـتفاده  *

  .کنیم
  متد عبارت واحد روي قطر

  :این متد به صورت زیر انجام می پذیرد
iبراي هر رابطه   iU U=  ماتریسK  و بردارF بایداصلاح گردند:  

1, 2,...,

0 1,2,...,

1

j j ji i

i i

ji ij

ii

F F K U j n j i

F U
K K j n j i

K

= − = ≠

=
= = = ≠

=

 

11 1, 1 1, 1 1
1 1

1,1 1, 1 1, 1 1, 1 1 1

1,1 1, 1 1, 1 1, 1

1 , 1 , 1 ,

0

0

0 0 1 0 0

0

0

i i n i i i

i i i i i i n i i i

i

i i i i i i n i

nn n i n i n n

K K K K U F K U

K K K K U F K

U

K K K K U

UK K K K

− +

− − − − + − − − −

+ + − + + + +

− +

    −
   
   
    −      =                   

L L

M M M
L L

L L

MM M

L L

( )
,

1 1,

,

4 48
i i

i

i i i i

n n i i

U

U

F K U

F K U

+ +

 
 
 
 
   − 
 − 
 
 

−  

M
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  متد حذف معادله
در این روش تعداد .دراین روش معادله مربوط به درجه آزادي داده شده ازسیستم معادلات حذف می گردد

از آنجائیکـه دوبـاره سـاختن مـاتریس     .اهد شدمجهولات سیستم کاهش یافته وباماتریس کوچکتري کار خو
[K] درنهایت معادلات بدسـت آمـده   .عملیات پرخرجی است لذا بهتراست ازابتدا این معادلات حذف شوند

 iاسـت بـا ایـن تفـاوت کـه سطروسـتون       ) 4-48(نهایی،مانند ماتریس عرضه شـده در معادلـه    [K]وماتریس 
  .حذف شده اند

ي .است سیستم معادلات زیرموجود:مثال 1شرط حد 1U U= رادرآن اعمال کنید.  
11 14 1 1

22 23 24 2 2

3 323 33

4 414 24 44

0 0
0
0 0

0

K K U F
K K K U F

U FK K
U FK K K

     
     

     =                 

 

  : روش عبارت غالب
15 15

111 14 1

222 23 24 2

3 323 33

4 414 24 44

10 10 .UK O O K U
UO K K K F
U FO K K O
U FK K O K

   +  
    

     =                

  

  روش عبارت واحد 

1 1

22 33 24 2 2

23 33 3 3

24 44 4 4 14 1

1 U UO O O
O K K K U F
O K K O U F
O K O K U F K U

   
   

     =           −    

  

  حذف معادله اول 
22 23 24 2 2

23 33 3 3 1 1

24 44 4 4 14 1

;
K K K U F
K K O U F U U
K O K U F K U

    
     = =    
     −    

  

  : ر فرمول بندي فیزیکی مسائل ظاهر می شودغیر خطی بودن معادلات به دو دلیل زیر د
مثل ضریب ارتباطی و ضریب هدایت . پارامترهاي فیزیکی خاصی که در حالت خطی مستقل هستند - 

مثال . می گردند Unحرارتی و یا از جهت استقلال خویش را از دست داده و تابع متغیرهاي اصلی مسأله 
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ان هاي غیر نیوتنی و جریان در محیط هاي غیر اشباع می این نوع معادلات پلاستیه در جامد است و جری
  .باشند

عبارات غیر خطی نسبت به مجهولات مسأله در معادلات مشتقات نسبی ظاهر می شوند، حتی وقتی که  - 

uمثل معادلات ناویه استوکس که در آن عبارات . هستند Unپارامترهاي فیزیکی مستقل از  uu v
x y

∂ ∂
+

∂ ∂
 

  : هاي بزرگ یا معادلات با تغییر مکان. گردند میظاهر 
21 ( )

2x
u v
x x

ε
∂ ∂

= +
∂ ∂

 
روش عناصر محدود فرمول بندي مجزا شده زیر را در مورد مسائل غیر خطی به صورت فرم کلی به دست 

  . می دهد
>uS  تمام  براي)1( > ([ ( )]{ } { }) 0n n nW u K u u Fδ=< > − =   

  یا 
{ ( )} { } [ ( )]{ } 0R u F K u U= − ]یا   = ( )]{ } { }K u U F=  

   :استراتژي کلی براي حل مسائل موجود نیست ولیکن سه روش زیر یا ترکیبی از آنها استفاده می گردند
  متد جایگزینی  - 
  ون فسرا –متد نیوتن  - 
  ) incrementale(متد جزیی  - 
  متد جایگزینی  -

}1سري جواب  این روش عبارت است از به دست آوردن یک },....,{ },{ }iu u u o که{ }iu  بر اساس
1{ }iu   . و حل سینوسی خطی زیر به دست آمده است−

( )1[ { }]{ } { } , 1,2,3,..., 2i iK u u F i n− = =   
}که به صورت جزیی زیرا با معرفی باقیمانده  }iRنوشته می شود ، :  

( )

1 1 1

1

1

{ } { ( )} { } [ ( )]{ }
[ ( )]{ } { } 3

{ }{ } { }

i i i i

i i i

i i i

R R u F K u u
K u u R

u u u

− − −

−

−

= = −

∆ =

+ ∆

  

}1با دانستن  }iu ]1می توانیم  − ( )]iK u و بـا جمـع آنهـا بـا مـاتریس کلـی       ) مـاتریس عنصـري  (را سـاخته   −
1[ ( )]iK U الگوریتم متـد جـایگزینی بـه صـورت زیـر      . را به دست آورده و سیستم خطی بالا را حل کنیم −
  : ته می شودنوش
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   جایگزینی متد سیستم
} اولیه تقریبی جواب }U o صفر احتمالا( آوریم می دست به را (  
{F}  را از جمع بردارهاي عنصري{f} به دست می آوریم .  

  : ,i = 1,2.... براي هر تکرار 
  : براي هر عنصر

}1مقادیر بردار  -  }iu }1ردار کلی را از ب − }iU   خارج کرده و  −
]1ماتریس  -  ( )]iK U    آورده دست به را −
}1 عنصري باقیمانده -  } { } [ ]{ }ir f K u −=   را حساب می کنیم  −
  {Ri}در  {r}و  [K]در  [K]مانند حالات خطی ماتریس و بردار زیر را جمع می کنیم  - 
]معادله  -  ]{ } { }i iK u R∆   را مانند حالات خطی حل می کنیم  =
]1تخمین جدید جواب را به دست می آوریم  -  ] { } { }i i iU U w U−= + ∆   
)w  در نظر گرفته می شود و همواره  1که  پیش رهاییضریبw>1(  
}از  nرم ن }iU∆  یاm  مربوط به{ }iR  را به دست آورده  

  . انجام می گردد mیا  nبا استفاده از  Convergenceآزمایش  - 
  : تذکر

 معروف است بر حسب طبیعت مسأله) sur - relaxation(که به نام ضریب بیش رهایی  wضریب 
می  6/1و  7/1بین  wانجام می شود، در حالت پلاستیه  w = 1متد بدون سور رلکسیون  انتخاب می شود،

  . باشد
  : فرم هاي متفاوتی می توان استفاده نمود، مانند

  :  فرم ماکزیمم - 
 ( )5 max max

i i

j jj j
m R or n u= = ∆                

  :   فرم حداقل مربع - 
( )6 { } { }i i i im R R or n u u= < > = < ∆ > ∆               

  : فرم نسبی - 

( ) { }7 max | |
{ }

i i
j i

i i j
j

UU Un or n
UU U

∆< ∆ > ∆
= =

< >
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nکه به هر تقریب  ε<  باید کوچکتر باشد وε عدد مجاز خطاي به دست آمده می باشد معمولا
  . می باشد 0.05

  
  
  

                             
                               

K(u1) R4 

R3 
R2 R1 

u3 
Uexact 

K(u2) 

R3 
R2 

K(0). u = p K(u1) K(u2) 
p 

R1 

R4 

uº u1 u2 u3 
Uexact 

K(u) 

u 

 
uº u1 u2 u 

p 
K(u) 

)متد جایگزینی(4الگوریتم   
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  : را به صورت زیر فرمول بندي کنیم) 3(عادله اصلی م

          ( )1([ ] [ ( )]){ } { } 8i i i
e nlK K U U R−+ ∆ =  

]از جداسازي ماتریس کلی به دو ماتریس  که ]lK  خطی و[ ]nlK  غیر خطی به دست آمده است، می
]توان با صرف نظر کردن از  ]nlK  رابطه زیر را نوشت) 8(معادله :  

( )
1

[ ]{ } { }
9

{ } { } { }

i i
l

i i i

K U R

U U U−

∆ =

= + ∆
  

را می توان فقط یک بار محاسبه و جمع کرد و در هر تکرار فقط لازم است که  lKکه در نتیجه 
{ },{ }i iU R∆  شود رت زیر نوشته میالگوریتم معادلات بالا به صو .حساب شوند) 9(از معادلات :  

   سون اصلاح شدهافر –الگوریتم نیوتن  - 
}جواب تقریبی اولیه  -  }U o  احتمالا صفر(را به دست می آوریم(  
 - {F}  را از جمع{f} بردارهاي عنصري به دست می آوریم  
] را از جمع ماتریس هاي عنصري خطی lKماتریس  -  ]lKبه دست می آوریم  

  :  ,i = 1,2.... براي هر تکرار 
  : براي هر عنصر     

}1مقادیر  -              }iu }1را از بردار  − }iU   خارج کرده  −

} باقیمانده -         }iR 1:عنصري هاي دهباقیمان جمع از را{ } { } [ ]{ }ir f K U −= به دست  −
  آوریم  می

]حل معادله  -  ]{ } { }i i
lK U R∆ =   

}1محاسبه  -  } { } { }i i iU U U−= +   )  w = 1با فرض ( ∆
   nمحاسبه  - 
   nآزمایش همگرایی با استفاده از  - 
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 . است مناسب می باشد ضعیفبراي معادلاتی که غیر خطی بودن آنها این متد 
 
  

  متد نیوتن رافسون
1iاگر فرض کنیم که در تکرار  )1تقریبی از جواب  − )iu به دست آمده است و با این جواب باقیمانده  −

  . صفر نباشد
( )1 1 1{ ( )} { } [ ( )]{ } 0 11i i iR U F K U U− − −= − ≠  

  باید رابطه زیر را اقناع کند  Uiجواب تقریبی  iتکرار در 
( )1{ ( )} { ( )} 0 12i i iR U R U U−= + ∆ ≈  

1iuباقیمانده در حول  تیلورالگوریتم با بسط سري    : به دست می آید −

( )
1

1{ ( )} { ( )} { } .... 0 13
i

i i i i

u U

RR U U R U U
O −

−

=

∂ + ∆ = + ∆ + = ∂ 
 

  : که اگر از ترم هاي با درجه بزرگتر از یک صرف نظر کنیم

)10الگوریتم (  
 نیوتن رافسون اصلاح شده

R3 
R4 

R1 R2 

u2 

lK  
lK  

lK  

K(u). u = p p 

Uuº u1 u3 Uexact 
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1{ } { ( )}i iR U R U
U

−∂ − ∆ = ∂ 
 

  : که
( )1 1[ ( )]{ } { ( )} 14i i i

tk U U R U− −∆ =       
1{ } { } { }i i iU U U−= + ∆  

]1عبارت ماتریس مماس  { }]i
tK U   . به دست می آید) 1(با مشتق گیري از عبارت باقیمانده  −

[ ] [ ]( )
[ ( )] ( ) { }t

K uR FK U K u U
U U U

 ∂∂ ∂   = − = − + +     ∂ ∂ ∂     
 

,باشد ترم مشتق آن حذف شده، و اگر  Uمستقل از  Fاگر  ( )ij t ijK K  مولفه هاي ماتریس, tK K 
  : باشند

( ) il
t ij ij l

l j

KK K U
U

∂
= +

∂∑  

]الگوریتم عمل مثل الگوریتم متد جایگزینی است با این تفاوت که  ]tK  به جاي[ ]K خواهیم داشت .  
  : تذکر

]یس معمولا ماتر ]tK را از فرم انتگرالی به دست آمده و آن را جمع می کنیم .  

  

P=F 
( )2

tK U  ( )1
tK U  

( )l tK K U= o
 

uº u1 

R3 R4 

R1 

R2 

u2 

p 

Uu3 Uexact 
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  متد جزء به جزء
شوند رل  جواب اولیه که در معادلات معرفی می ،در کلیه متدهاي تکرار که در پیش توضیح داده شدند

  . ددمهمی را بازي کرده و ممکن است بر اساس این انتخاب راه حل واگرا گر
  . متد جزء به جزء عبارت است از جایگزینی راه حل

  [ ( )]{ } { } { }K U U F Fλ= =o  
  توسط راه حل مداوم زیر 

  1 2 3, , , [ ( )]{ } { }j j j jK U U Fλ λ λ λ λ= = o        
هر گام حل یک مسأله غیر خطی است . جواب اولیه در هر بار حل جواب به دست آمده در حل قبلی است

ون اصلاح شده خواه با یک تکرار خواه با چند تکرار حل می سیا نیوتن رافرافسون  –که اکثرا با متد نیوتن 
  . گردد

  .رافسون در هر گام حل به صورت زیر نوشته می شود –روش جزء به جزء با استفاده از یک تکرار نیوتن 

1 1 1 1

1 1 1

1

{ ( )} { } [ ( )]{ }

[ ( )]{ } { ( )} ( ){ }

{ } { } { }

j j j j

t j j j j j

j j j

R U F K U U

K U U R U F

U U U

λ

λ λ
− − − −

− − −

−

= −

∆ = + −

= + ∆

o

o  

به jλیک سطح تحریکات داده شده  رافسون با چند تکرار براي –متد جزء به جزء با استفاده از نیوتون 
  :صورت زیر نوشته می شود

1 1
1

1

[ ( )]{ } { ( )} ( ){ }

{ } { } { } 2,3,....

i i i
t j j j j j

i i i
j j j

K U U R U F

U U U i

λ λ− −
−

−

∆ = + −

= + ∆ =
o  

 

P=λ2 F° 

uº 
u  

P 

U 
u

u1 
 

u3 u2  

P=λF°=F 

P=λ1 F° 



 روش هاي عددي در خاك
 

109 
 

  معادلات گذرا
معمولا به معادلات درجه  –بعدي توسط روش اجزا محدود  سه در مسائل انتشاري، مجزاسازي در فضاي

  . می شود  منتهیاول یا درجه دوم بر حسب زمان 
  : ت درجه یک فرم زیر را دارندمعادلا

 
( ){ } { }

0

0 0

[ ]{ } [ ]{ } { }for t t C U K U F

U t U

> + =

=

 

              

  معادلات درجه دوم

 0 [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } { }

{ ( )} { } , { ( )} { }

for t t M U C U K U F

U t U U t U

> + + =

= =
  

o o o o

&& &
      

U,در معادلات بالا  U&& ]هـاي   مـاتریس . باشـند  نسـبت بـه زمـان مـی     دوممشـتقات اول و   & ],[ ],[ ]K C M   بـه
]یرایی و سختی هستند که در مسائل حرارتـی  مهاي جرم،  ترتیب ماتریس ],[ ]K C     مـاتریس هـاي ظرفیـت

مـی  ) بارگـذاري تنشـی یـا حرارتـی    (، بردار تحریکـات   {F}بردار . حرارتی و هدایت حرارتی  خواهند شد
ورت سیستم خطی اسـت  باشند که در این ص {U}ماتریس هاي بالا می توانند مستقل از بردار مجهول . باشد

و همچنین در صورتی که پارامترهاي فیزیکی مصالح در طول زمان تغییـر نکننـد، مـاتریس هـاي مـذکور در      
  . زمان نیز ثابت خواهند بود

  : نمود تبدیل اول درجه هاي سیستم به متغیر تغییر با را دوم درجه هاي سیستم توان می مواقعی در
[ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } { }M U C U K U F+ + =&& &  

   نتخابا با
{ } { }
[ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } { }

[ ]{ } [ ]{ } 0

[ ] 0 [ ] [ ]
0 [ ] [ ] 0 0

[ ]{ } [ ]{ } { }

U V
M V C V K U F

I U I V

M V C K V F
I I UU

C U K U F

=

+ + =

− =

          + =        −         
′ ′ ′ ′ ′+ =

&

&

&

&

&

&

 

  . متقارن نیست 'K ماتریس و گشته افزون مجهولات تعداد بالا سیستم
  در زمان معادلات درجه اول متداول انتگرال گیريروش هاي  
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  ) Euler Explicite(متد اولر واضح  -
  1{ } [ ] ({ } [ ]{ })U C F K U−= −&  

  0 0 0{ } { ({ }, )} { ( )} { }for t t U f u t U t U> = =&           
  : داریم) چپ به( و پسرو محدود تفاضل روش انتخاب رتصو در

1{ ( )} { } ({ } { })

{ } { } {( )}
{ } { ({ }, )

t t t t

t t t t

t t

U t U U U
t

U U t U
U t f U t

+∆

+∆

= = −
∆

= + ∆

= + ∆

& &

&  

} جایگذاري صورت در }U& داشت خواهیم معادله این در بالا معادله از :  
[ ]{ } { } ([ ] [ ]){ }t t t tC U t F C t K U+∆ = ∆ + − ∆  

  : شود نوشته تواند می جزیی صورت به معادله همین
[ ]{ } ({ } [ ]{ }) { }t t tC U t F K U R∆ = ∆ − =  

  یا
 { } { } { }t t tU U U+∆ = + ∆  

 مقالات به الگوریتم این پایداري جهت(: است زیر صورت به بالا معادله حل به مربوط عملیات الگوریتم
  )شود مراجعه مولف

 - t = t°   
} تعریف -  }Uo و t∆  
] ماتریس ساختن -  ]c  
]  کردن مثلثی -  ]c             
   زمانی گام هر براي - 

           -  t t t= + ∆   
} ساختن -            }tR  
} معادله حل -            } [ ]{ }tR C U= ∆  
} محاسبه -            } { } { }t t tU U U+∆ = + ∆  

  : واضح اولر

 1{ ( )} { } ({ } { })t t t tU t U U U
t +∆= = −

∆  
&   .دهد می) چپ به( پسرو عدد تفاضل   &
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}:   واضح فرم } { } { ({ } )t t t tU U t f U t+∆ = + ∆ 
   

1[ ] ({ } [ ]{ })f C F K U−= −  
 و محدود تفاضل. کنیم ذکر را پایداري و کنیم عرضه را کلی فرم دو و دهیم بسط و کرده جایگذاري

  . دهد می) راست به( پیشرو
  : ضمنی اولر متد

1{ } ({ } { })t t t t tU U U
t+∆ +∆= −

∆
&  

{ } { } { ({ }, )}
[ ]{ } { }
[ ] [ ] [ ]
{ } { } [ ]{ }

t t t t t

t t t t

t t t t t

U U t f U t t
K U R
K C t X
R t F C U

+∆ +∆

+∆ +∆

+∆ +∆

= + ∆ + ∆

⇒ =

= + ∆

= ∆ +

  

   Δ U فرم با و
[ ]{ } { } [ ]{ }
[ ]{ } { }
{ } ({ }[ ]{ })

t t t

t t

t t t t t

K U R K U
K U R
R t F K U

+∆

+∆

+∆ +∆

∆ = −

∆ =
= ∆

  

  : ضمنی نیمه متد
{ } { } { ({ } , ) }
{ } { } (1 ){ }

t t t t t

t t t t t

U U t f U t t
U U U

α α

α α
+∆ + ∆

+∆ +∆

= + ∆ + ∆

= + −
  

  
1
0 exp

inplicit
licit

α
α

=
=  

[ ] [ ]
[ ]{ } { }
[ ]

t t t tK U R
K c t Kα

+∆ +∆=

= + ∆
      

{ } ( { } (1 ){ } (1 )[ ]{ }) [ ]{ }t t t t t t tR t F F K U C Uα α α+∆ +∆= ∆ + − − − +  
  :Δ U فرم

[ ]{ } { } , { } ( { } (1 ){ } [ ]{ })t t t t t t t tK U R R t F F K Uα α+∆ +∆ +∆∆ = = ∆ + − −  
  یک درجه معادلات
  گذرا معادلات
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0

( )

[ ]{ } [ ]{ } { }
{ } { }t

for t t C U K U F
U U

> + =
=

o o

&

   
   دوم درجه

 
0 0

0

( ) 0 ( ) 0

[ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } { }

{ } { },{ } { }t t

for t t M U C U K U F

U U U U

> + + =

= =

&& &

& &
 

  
  تبدیل به درجه یک 

{ } { }
[ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } { }
[ ]{ } [ ]{ } 0

0
0 0 0

U V
M V C V K U F
I U I V

M V C K V F
I I UU

=

+ + =

− =

          + =        −         

&

&

&

&

&

  

 
[ ]{ } [ ]{ } { }FUkUc ′=′′+′′ & 

 
 

 : روش تفاضل محدود

)با نوشتن تابعی مثل  )y  f x=     آن را در نقطـه  ..... می تـوانیم مشـتقات درجـه اول و درجـه دوم وix   بـه
  . طریق زیر محاسبه کنیم

              ( )1 1 1
2

i i
i

y yy
x

+ −−′ =
∆

  
 به پسرو تفاوت و پیشرو تفاوت هاي فرمول از توان می است معروف مرکزي تفاوت فرمول به بالا فرمول

  .کرد یاد دهند می دست به را ix نقطه در اول درجه مشتق که دیگري هاي فرمول عنوان به نیز زیر شرح
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)   پیشرو تفاوت                                                     )1 2i i
i

y yy
x

+ −′ =
∆

  

)   پسرو فاوتت                                                     )1 3i i
i

y yy
x

−−′ =
∆

  
 در اول درجه مشتق میزان تعیین جهت بهتري تقریب از دیگر فرمول دو به نسبت مرکزي تفاوت فرمول

 مثلا. نمود محاسبه توان می روش همین به نیز را دیگر درجات از مشتقات. است برخوردار مفروض نقطه
   فاصله به نقاط در اول درجه مشتق رتعبا از استفاده با را دوم درجه مشتق جهت

2
x∆ طرف هر در 

1 1
2 2

( , ) ii i
x x x

− +
 نقطه دواین  بین اول درجه مشتق تغییرات نرخ بیانگر دوم درجه مشتق که این به توجه با و 

  . نمود محاسبه باشد می

                

( )

( )

( )

1 1
2 2

1
1
2

1
1
2

4

5

6

i i

i

i i

i

i i

i

y y
y

x
y yy

x
y yy

x

+ −

+

+

−

−

′ ′−
′′=

∆
−′ =

∆

−′ =
∆

         

                                
   :گیریم می نتیجه) 4( فرمول در) 6( و) 5( هاي فرمول گذاشتن با

                 ( )1 1
2

2 7
( )

i i i
i

y y yy
x

+ −− +′′=
∆

  

1iy +  

iy  

1iy −  

1ix +  ix  1ix −  

x∆  x∆  

x 

y 

)1(شکل   
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  .آورد دست به را بالاتر درجه مشتقات توان می لوران مکو  تیلور هاي سري از استفاده با طریق همین به
) مثل مستقل رامترپا دو توابع با که هنگامی و , )f x yϕ از شبکه بندي در  که است لازم کنیم، می کار =

x,با اندازه هاي  x,yدو جهت  y∆ براي چنین توابعی مشتقات درجه اول و درجه دوم را . استفاده کنیم ∆
  :از فرمول تقریب تقارن مرکزي به شرح زیر به دست می آوریم

( )

( )

( )

( )

1, 1,
,

, 1 , 1
,

2
1, , 1,

,2 2

2
, 1 , , 1

,2 2

( ) 8
2

( ) 9
2

2
( ) 10

( )
2

( ) 11
( )

i j i j
i j

i j i j
i j

i j i j i j
i j

i j i j i j
i j

x x

y y

x x

y y

ϕ ϕϕ

ϕ ϕϕ

ϕ ϕ ϕϕ

ϕ ϕ ϕϕ

+ −

+ −

+ −

+ −

−∂
=

∂ ∆
−∂

=
∂ ∆

− +∂
=

∂ ∆
− +∂

=
∂ ∆

          

                    
  : بگیریم نظر در را زیر دوم درجه از جزیی مشتقات دیفرانسیل، معادله کلی فرم اگر

        ( )
2 2 2

2 2 ( , , , , ) 12a b c f x y
x y x y x y
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

  

2 مقدار برحسب 4b ac∆ =  معادلات از یک هر حل راه و گیرد می خود به را زیر هاي نام بالا معادله ،−
  . است شده داده جزیی مشتقات دیفرانسیل معادلات عددي تحلیل هاي کتاب در مشخص طور به زیر

)elliptic (بیضی معادله                        ∆ < o  
)Parabolic (سهمی                           ∆ = o  
)hyporbolic (ذلولیه                       ∆ > o  

∇2h یعنی بالا معادله شده ساده فرم مورد در ما بحث لیکن = o باشد می .  
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 لاپلاسین عبارات در ایم آورده دست به که را دوم درجه جزیی مشتق عبارات بالا معادله حل براي

  .کنیم می جایگزین

      ( ), 1 , , 1 1, , 1,
2 2

2 2
0 13

( ) ( )
i j i j i j i j i j i jh h h h h h

y x
+ − + −− + − +

+ =
∆ ∆

  

x دادن قرار مساوي با  y∆ =   : نوشت توان می مربعی شبکه یک از استفاده با یعنی ∆
( ), 1 , 1 , 1, 1,4 0 14i j i j i j i j i jh h h h h+ − + −+ − + + =          

x∆  x∆  

y∆  

y∆  

1,i jϕ +  1,i jϕ −  ,i jϕ  

, 1i jϕ −  

, 1i jϕ +  

x 

1i −  

)2( شکل  

i  
1i +  

1j +  

1j −  

j  

y 
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  : نوشت زیر صورت به توان می را ∇2 عامل یعنی

  ( )2

1
1 1 4 1 15

1
x

 
 − ∆
  

o o

o o

  

 صورت به آن بر حاکم معادله که الکتریکی هدایت یا حرارت انتشار یا آب تراوش مسأله یک حل در
 سیستم یک و نوشته را بالا معادله شبکه نقاط از یک هر براي باشد، می) لاپلاسین( دوم درجه معادله

  . نمود حل انتها در باید را مجهولی چند معادلات
  : است زیر شرح به مجهوله چند جبري معادلات حل هاي روش

   دولیتل چولسکی، جردن، – گوس مثل مستقیم هاي روش -1
   تکرار روش -2
   رهایی روش -3

 می گرفته کار به) زیاد بسیار هاي مجهول( بزرگ معادلات حل در معمولا که را مستقیم هاي روش توضیح
مه کوتاه کامپیوتري جهت و معمولا با نوشتن یک برنا یافت توان می علمی محاسبات هاي کتاب در. شود

   .عکس نمودن ماتریس ضرایب که قبلا بصورت مثلثی درآمده اند همراه است
 از تکرار روش و شده استفاده دستی معادلات حل در معمولا) رهایی یا تکرار روش( غیرمستقیم هاي روش

 می توضیح را کرارت روش و مستقیم روش مثال یک حل با دلیل همین به. باشد می برخوردار بهتري تقارب
  . دهیم

  
 . شده داده حدي شرایط فرض با زیر محیط نقاط حرارت درجه تعیین: است مطلوب مثال
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∆T حاکم معادله = o کنیم می استفاده را) 15( معادله در شده داده لاپلاسین عامل. باشد می .  

  : شوند می نوشته زیر صورت به) 14( معادله از استفاده با معادلات: مستقیم روش) 1
1 2 3

1 2 4

1 3 4 5

2 3 4 6

3 5 6

4 5 6

4 40
4 50
4 20

4 30
4 50

4 60

T T T
T T T
T T T T
T T T T
T T T
T T T

− + + = −
− + = −
− + + = −
+ − + = −
− + = −
+ − = −

 

  . آورد دست به را 6 تا 1 نقاط حرارت درجه توان می شده، داده مجهول شش و معادله شش سیستم حل، از
   تکرار روش.2
  : زیر لاپلاسین عامل از استفاده با

  
1

1 4 1
1

 
 − 
  

o o

o o

  

  . کنیم می شروع را تکرار عمل باشد  یکسان محیط نقاط تمام در حرارت درجه اینکه فرض با

درجه 30  

درجه 20  

متر 4  

درجه 20  

درجه 30  
متر 3  

1 

2 

3 

4 

5 

6 
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 به تکرار دو بین اختلاف که مانیز. رفت خواهیم پیش ستونی صورت به و کرده شروع بالا و چپ سمت از
 تقریب با را تکرار آخرین هاي جواب و نموده متوقف را مسأله حل توان می باشد شده کوچک کافی حد

  . کرد قبول مسأله هاي جواب عنوان به مناسبی
  
  
  
  
  
  
  
  
  

1/21  
6/20  

20 
 

30 

20 

20 

30 

30 

30 

30 30 30 30 

20 20 20 20 

1/21  
6/20  

20 

6/22  
9/20  

20 

25 
2/24  

20 

4/23  
5/22  

20 

25 
1/23  

20 

3/27  
8/25  

20 
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  . آورید دست به را نقاط آبی بار زیر، بعدي دو جریان میدان در : مسأله
 مساوي بالا در نقطه دو در آبی بار. باشند می نفوذناپذیر که هستند سطوحی نمودار خورده هاشور سطوح

  . باشد می صفر مساوي خروج هنگام در نقطه دو در و 10

   محدود تفاضل روش با اعیارتج بستر روي بر

  

4

4

2 2 1 2
3

1 12

2 1 1 23

.

2 2
2( )

( 2 )

( 2 2 )

s

i i i i

i i i i i

i i i i i i

i s i

d yEI K y
dx

y y y yy
x

M EIy
V EIy

EIM y y y M
h

EIV y y y y V
h

q K By

+ + − −

+ −

+ + − −

= −

− + −′′ =
∆

′′=
′′′=

= − + =

= − + − =

=

  

  .کنیم انتخاب توانیم می را تنشی پخش نوع هر

  
1 2 1

2 10

11 2 11

s

s i

s

R y K Bh y
R to R K Bh y
R y K Bh y

=
=

=
  

0 

10 10 

0 

x∆  x∆  

y3 y2 y1 

x1 x P1 

R1 R10 R9 R3 R2 R0 R11 

P2 

y11 

x h∆ =  
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  : داریم 2مثلا براي نقطه : را می نویسیم M معادله نقطه هر براي

2 1 2 3 1 1 1 12
1( 2 ) ( ) ( )
2 s

EIM y y y R h P h x K Bh y P h x
h

= − + = − − = − −  
 :داریم 3براي نقطه 

 2 3 4 1 2 12 ( 2 ) (2 ) (2 )EI y y y R h R h P h x
h

− + = + − −  
  : معادله خواهیم داشت 9نقطه میانی،  9در نتیجه براي 

  . مان ها و مجموع نیروها را که بنویسیم معادلات کامل می شوندممجموع 

110 1 2 10 1 2 1

11

1 2
1

(10 ) (9 ) ......... (10 ) ( ) 0

0y i

M R h R h R h P h x P x

F R P P

= + + − − − =

= − − =

∑

∑ ∑

o

o
  

4معادله تغییر مکان دال ها 
wD q KW∇ = 3یا     −

212(1 )
EhD

υ
=

−
  گسترده منحنی پی  

4 4 4
4

4 2 2 42w
w w w x y h

x x y y
∂ ∂ ∂

∇ = + + ∆ = ∆ =
∂ ∂ ∂ ∂

  

 : qبار گسترده زیر پی                

    : kسابگرید خاك              ولمد
  :         اپراتور معادله را می نویسیم

  
 
 
 
  
 
 

Q  : نقطه مورد نظر است(بار در نقطه مرکز (  
   

  
  
  

1 

1 

-8 -8 

-8 

-8 2 

2 2 

2 

20 
2 

1 1 

4 2

4 2

q x Qh
D D

qh Qh
D D

∆
= +

= +
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+1 +1 

+2 +2 

2 υ−

-8 

-8 -8 19 

6 2υ− +  

2 υ−

+1 

4 2qh Qh
D D

= +  

+1 
2 υ−2 υ−

6 2υ− +  

24 2 2υ υ− + +  
24 2 2υ υ− + +  ( )21 1

2
υ+ −  ( )21 1

2
υ+ −  

28 4 3υ υ− −  

24

2
qh

D
Qh
D

= +  

23 2υ υ− + +  

23 2υ υ− −  

23 2υ υ− + +  ( )21 1
2

υ+ −  

( )21 1
2

υ+ −  

4 2

4
qh Qh

D D
= +  
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1+  

2 υ−  6 2υ− +
 

23 2υ υ− + +  

27.5 4 2.5υ υ− −  

24 2 2υ υ− + +  

2 υ−  

( )21 1
2

υ+ −  

24

2
qh

D
Qh
D

+=  

+1 

+1 

+2 -8 

-8 18 

( )2 1 υ−
 

6 2υ− +
 

2 υ−

2 υ−

6 2υ− +
 

4 2qh Qh
D D

= +  
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  . توان نوشت و اپراتور را پیدا کرد ها می براي المان
   

x xM M M yυ′ ′=    xمان در جهت م       +

  2 ( 2 ) ( 2 )horizontal left a right up a down
DM w w w D w w w
h

= − − + + − +  
 

 محیط متخلخل زیر بارهاي دینامیکی و گذرا
  

  کشش مثبت انتخاب شده است

  متغیرها ρ   ijσ     جرم مخصوص مجموعه                                   

 fρ           Pجرم مخصوص مایع                                         

sρ جرم مخصوص جامد                                                  
ui  تغییر مکان متوسطsolid  

i/مجموعه مایع تغییرمکان یافته بر کل سطح است         i nω ω→      تغییر نسبی مـایع نسـبت بـه
solid 
 فرض

  

  
i,j j,i

i,j

(U +U )
=

2
ε

  در مختصات لاگرانژ    
uiU =ij
xi

∂

∂ 
 تـنش موثر و روابط رفتاري

  تعریف تنش موثر 
= -  Pij ij ijσ σ δ′

 
  تغییر شکل حجمی حاصل از تغییرفشار حفره اي عبارت است از 

d =-   dP/(3K )ijij sε δ
 

  )خواهد بود Pابع ت اگر رفتار غیر خطی باشد (مدول تغییر شکل حجمی دانه هاي اسکلت     
 .درخاك قابل صرف نظرکردن است ولی درسنگ باید در نظر گرفته شود
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d d d d o
ij ij ij ij

σε ε ε ε= + +  
O  خزش ،دما  

dتغییر شکل هاي حاصل از تنش  ij
σε  تغییرشکل بدست می آید –از رابطه تنش.  

2d D dijklij klσ ε′ =
 

 solidمعادله حرکت تعادل کل 

g = ü +, i i f iij kσ ρ ρ ρ ω
 

    average(گذاشته شود ولی بعلت اینکه از تغییر مکان متوسط استفاده میکنیم  fnρتوجه کنید که باید 
   /fn nρ ω&& ) استفاده میشود چون معادله حرکت کلی است درنتیجه  

  معادله تعادل جریان مایع
j ,K Pij iω =−&

  
ijKدرحالت همان kij δ= ان ماتریس قطري استو درحالت غیرهمس.  

  معادله تعادل کلی مایع 
1g ü+ /, f i j f fP K ni ij iρ ω ρ ρ ω−− + = +& &&

  
  اصل بقاي جرم مایع

  .آخرین معادله لازم معادله بقاي جرم مایع است
  نسبت کاهش حجم حفرات+نسبت افزایش حجم مایع = دیورژانس سرعت مایع

(1-n) P /K /3K Pn/K,i i ii s ij s fω ε σ′ ′=− − + − && & &
  

K fمدول حجمی مایع  
  )rate(قابل تراکم بودن دانه ها  نسبت کاهش اسکلت در حالت غیر= دست راست  1ترم 
ترم مربوط به نسبت افزایش حجـم حفـرات بـدلیل کـاهش حجـم دانـه هـا تحـت تـاثیر          = دست راست  2ترم

  افزایش فشار هیدرواستاتیک
تـرم مربـوط بـه نسـبت افـزایش حجـم حفـرات بـدلیل کـاهش حجـم دانـه هـا تحـت              = دسـت راسـت    3ترم

  تاثیرافزایش تنش متوسط
  نسبت افزایش حجم مایعدست راست  4ترم 

P  چون فشار است منفی است لذا دو ترم حاويP   علامت منفی داریم  
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دراین معـادلات انـدرکنش خـاك و سـازه بطـور دینـامیکی       :در نتیجه معادلات بصورت زیر خلاصه میشوند 
  .درنظر گرفتهن شده است

  تغییر مکان کوچک
(du + du )ij jid =

2ijε
  

 
  

  رابطه رفتاري 
d D (d d )ijkl kl 3K

dp
ii kl kl

s
σ ε ε δ′ = − +&

  

gتعادل     ü +, i i f iij jσ ρ ρ ρ ω+ = &&  
  
  تعادل مایع  بعلاوه معادله رفتاري مایع 

  
  بالانس جرم

 

nP/K (1-n) P/K / 3K ( )i,i F xii f s ii s iω ε σ ′+ + + −   انتگرال گرفته شده از بالا=
F   تابع شرایط اولیه است لذا میتوان فعلا صفر گرفت  

میتوانند حذف شوند لیکن در مکانیک سنگ چـون انـدازه بزرگـی      Ksبدلیل بزرگی   Ksترم هاي داراي 
ks   با اندازه هاي ماتریسK یکی است نمیتوان حذف کرد.  

  :فرمهاي ساده شده 
  )پدیده هاي سرعت نسبی متوسط ( U-Pفرمول بندي 

کـه سـه    P و  Uبهتـر اسـت از     uو  W    درجه آزادي دو بعدي با 4بجاي شش درجه آزادي سه بعدي یا 
  درجه آزادي دو بعدي هستند استفاده کنیم

  خواهیم داشت  اگر فرض کنیم 
= -  Pij ij ijσ σ δ′  

1g ü + /, f i j f fP K ni ij i iρ ω ρ ρ ω−− + = +& &&
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(du + du )ij jid =
2ijε

  
d D (d d )ijkl kl 3K

dp
ii kl kl

s
σ ε ε δ′ = − +&

  
g ü, i iij jσ ρ ρ+ =

  
( ) ( g ) ( ü ) nP/K (1-n) P/K /3K, , f i , j ,K P K Kij i i ii ij i ij i f s ii sε ρ ρ σ ′− − =− + + −& && &

 

üمعادله بالا از گذاشتن  gi , f iK P K Kij i ij i ijω ρ ρ= − − در معادله آخر معادلات اصلی بدست آمده  &+
  .است

  خود این معادله از معادله تعادل جریان مایع بدست آمده است
  پدیده بسیار کند: معادلات تحکیم 

ü 0 0i iω→ →&&
  

= -  Pij ij ijσ σ δ′  
(du + du )ij jid =

2ijε
  

d D (d d )ijkl kl 3K
dp

ii kl kl
s

σ ε ε δ′ = − +&

  
, g 0iij j ρσ =+  

( ) ( g ) nP/K (1-n) P/K /3K, , f i ,K P Kij i i ii ij i f s ii sε ρ σ ′− − = + −& && &
  

  رفتار غیر زهکشی شده:سیار سریعمعادلات ب
  هیچگاه به مقادیر قابل توجهی نمیرسند  w iو   w Iو   wi بسیار کوچک است kijدرمواقعی که 

   :معادله آخر می دهد  Kij=0با 

=-P/K -(1-n) P/K /3Kii f s ii sε σ−& && &
  

  یا بصورت جزئی 
( / K (1 ) / K ) / 3Kd dP n n dii f s ii sε σ=− + − +

  
  سیستم بصورت زیر در می آید درنهایت

= -  Pij ij ijσ σ δ′  
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(du + du )ij jid =
2ijε

  
d D (d d )ijkl kl 3K

dp
ii kl kl

s
σ ε ε δ′ = − +&

  
1( / K (1 ) / K ) ( /3K )dP n n d df s ii ii sε σ− ′+ − − +

  
g ü, i iij jσ ρ ρ+ =

  
  :بزرگ در خاکها می توان نوشت   ksبا 

d D (d d )ijklij kl klσ ε ε= − &
 

(du + du )ij jid =
2ijε  

, g üi iij j ρ ρσ =+ 
D =D + /ijkl ijkl ij klK nfδ δ  

  نیم که محیط یک فازي مشود که اتریس سختی آن فرق کرده استمیبی
  :رفتار زهکشی شده-

  درحالتی که زهکشی انجام می شود می توان نوشت 

0 0i i

0 ü 0i iu

ω ω= =

= =

& &&

&  

  مسلم است که معادلات از یکدیگر جدا شده و اندرکنش موجود نخواهد بود 
  ی افتددرحالت دینامیکی مورد زهکشی شده هیچگاه اتفاق نم

( ) ( g ) 0, f i ,K P Kij j ij iρ− + =
 

سـپس بـا اسـتفاده از معـادلات زیـر میتـوان تغییـر مکـان شـکل را          .بدست می آیـد   Pبا استفاده از این معادله 
 .بدست آورد

 
g 0, , iPij j iσ ρ− + =

 
d D (d d )ijklij kl klσ ε ε′ = − &

 
(du + du )ij jid =

2ijε
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  اعتبار هریک از تقریبات 
 پارامترهاي زیر را تعریف میکنیم   ksبا فرض بزرگ بودن 

2
2 2

1 2 2 2
K V K T K Tc

gl T T

ρ ρ
βπω π

Π = = =
 

 
2 2 ˆ2 2( )2 2
l T

TVc

ω πΠ = =

 
f

3
ρ

β
ρ

Π = =
  

4 nΠ =
 

5 ( / )

K f
n K K nf

Π =
+

 
 پریود طبیعی خاك

2LT
Vc

=

 
/2

f f

K K n K Kf f fVc n

β

ρ ρ ρ

+
= = =

 
 

K=E(1- )(1+ )(1-2 )ν ν ν  
1 در حالت خاك / 33 4Π = Π 15Πو    = 1,می توان درنظر گرفت ودرنتیجه   = 2Π Π  پارامترهـاي

  .بسیار کوچک است 2Π موثر هستند وقتیکه 
 .کلا اثر دینامیکی میتواند حذف شود و راه حل هاي مختلف نتایج یکسان میدهند

 



 روش هاي عددي در خاك
 

129 
 

  
  
` 

         
1) B=Z=C 
2)B=Z≠C 
3)B≠Z≠C  

sبراي یک زلزله 
T=0.01-10  متر وارد می شود  50که بر یک سد به طول T=0.15  است 

Vc=1000m/s 
-22K×10 2K 10( )=0.2k< < × =200k1-1 2 -21010×(10 ) 10

Π

 
-1 -110×10 10-3 2 3( )=10 < <10( ) =101 -210 10

Π
 

 متر زیر بستر دریا  10با عمق  T=10 sبراي یک مساله شماتیک دریایی 
 

210-2 2 5T=10 10( ) 102 10
s

−
−Π < =

 
  .واند حذف گردددرنتیجه اثرات دینامیکی کلا میت

1Π

2Π

210

10

1

110−

210−

310−

210− 110− 1 10 210

1

2

3

 رفتار زھکشی شده
 اثر صرف نظر میشود 

 رفتار زھکشی نشده
 


