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 اتیکل

  :شود یم میبه دو دسته تقس یداریبسته به نوع جسم پا :یداریانواع پا

 

 

 

 

 

مجموع کمتر از  یگاههیتک یآن است که تعداد عکس العمل ها ییستایا یشرط لازم برا: پایداری ایستایی

 .نباشد و معادلات سازگاری ییستایمعادلات تعادل ا

د یباشد، با یکاف ییستایسه با معادلات تعادل ایها از نظر مقاعکس العملها و لهیاگر تعداد م: یهندس یداریپا

 داشته یهندس یداریاگر سازه ناپا) زدیکه سازه فرو نر باشد یها بگونه اعکس العمل یریله ها و نحوه قرارگیش میآرا

 .(زدیر یبار وارده فرو م نیبا اعمال کوچکتر آنگاه باشد

ا در هندسه سازه یک عضو از سازه و یشکل رییدر تغ یرییکه تغ یبه هنگام :ریپذ تغییرشکل اجسام یداریپا

ن نوع یت ایل منجرشدن وضعیدله ب .دار استیت سازه در جهت تحمل بار گردد، سازه ناپایاش از دست دادن قابلجهینت

 .منظور گردد ید در طراحیز بایبه شکست فاجعه آم یداریناپا

 

 :فیزیکی پایداریمفهوم 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ، آنگاهباشد (Positive-Definite)مطلق  - سازه مثبت یس سختیهرگاه ماتر :یاز نظر سخت یداریمفهوم پا

ت یدار به وضعیت تعادل پایستم از وضعیعبور س. دار استیسازه پا

 یس سختینان ماتریدار معادل صفر شدن دترمیا ناپای یتعادل خنث

 یهایسختتنها  یمماس یمنظور از سخت. سازه خواهد بود یمماس

که در آن  است از مرتبه بالاتر یس سختیبلکه ماتر ست،یمرتبه اول ن

 .وجود داردروها یاثر ن

 

 بار

 تغییرمکان

 بار حدی

 تعادل پایدار تعادل خنثی تعادل ناپایدار

 گذر از وضعیت 

 تعادل پایداربه  پایدارناتعادل 

 

 گذر از وضعیت 

 پایدارناتعادل به  تعادل پایدار

 

 پایداری

 پایداری اجسام صلب

 هندسی ایستایی

 پایداری اجسام تغییرشکل پذیر
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آن  یدهد که برا تغییرشکل یل دارد به فرمیوارده تما یک سازه در اثر بارهای :یاز نظر انرژ یداریمفهوم پا

 یو کل انرژ ه خارج کردهیت تعادل اولیسازه را از وضع. ستم حداقل گرددیل سیپتانس یکل انرژ تغییرشکلت یوضع

 :میکن یسه میه مقایت تعادل اولیل در وضعیپتانس یل سازه را با کل انرژیپتانس

 

 .دار بوده استیشتر از حالت اول باشد سازه در تعادل پایهرگاه حالت دوم ب

12  

 

 .بوده استدار یهرگاه حالت دوم کمتر از حالت اول باشد سازه در تعادل ناپا

12  

 

 .بوده است یباشد سازه در تعادل خنث یهرگاه حالت دوم با حالت اول مساو

12  

 

 یداریانواع ناپا

 ( Instability Bifurcation) یانشعاب یداریناپا (1

 (Limit Load Instability) یبار حد یداریناپا (2

 

 ییناگهان در راستا یا خود سازه در اثر بار خاصیاز سازه و  یکه عضو یبه هنگام :یانشعاب یداریناپا

اتفاق افتاده  یانشعاب یداریسازه ناپا یبدهد برا تغییرشکل( سازه یهیکل بدشر ییمورد تغ)اثر بار  یمخالف با راستا

را نقطه انشعاب از حالت  (زیر شکلدر ) یهیر بدیغ تغییرشکلسازه به مود  یهیبد تغییرشکلنقطه عبور از مود . است

ا یه یر اولیقبل از انشعاب بنام مس تغییرمکانر یا مسیو   (Deflection Path) تغییرمکان –بار یمنحن. میگوئ یتعادل م

ر یمس و بعد از انشعاب میکنیم ینام گذار (Fundamental Path) یر اصلیا مسی (Primary Path) هیر اولیمس

آل دهیک ستون ای یبرا. شود یده مینام( (Post Buckling Path یر فوق کمانشیا مسی (Secondary Path) هیثانو

 .است یانشعاب نوع از یداریناپا
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1 
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1 2 
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 بار

 تغییرمکان

 بار بحرانی

(Pcr) 

 داریتعادل پا

 نقطه انشعاب
2 

 بار

 تغییرمکان

 داریپاناتعادل 

 بار بحرانی

(Pcr) 

 نقطه انشعاب



4 
 

 :باشد ر متقارنیا غیو متقارن است  می تواند ،هیر ثانویبسته به مس، یانشعابناپایداری 

 ه نسبت به محور بار متقارن باشد انشعاب از نوع متقارن استیر ثانویاگر مس :متقارن ناپایداری انشعابی

 یه دارایر ثانویرد مسیقرار گ و یا نقطه انشعاب یه بالاتر از بار بحرانیر ثانویمس اگر. (در شکل بالا 2و  1مسیرهای )

تر از بار نیه پائیر ثانویاگر مس .افتد یم اتفاق هاانشعاب متقارن در ستون (.در شکل بالا 1مسیر ) دار استیتعادل پا

ستون انعطاف پذیری  مثالبه عنوان . (در شکل بالا 2مسیر ) دار استیتعادل ناپا یه دارایر ثانویرد مسیقرار گ یبحران

 :مطابق شکل زیر را در نظر بگیرید

 

 

 

 

 

 

 

 

 Pجبران آن از مقدار  ید براید که بایآ یاز کابل ها بوجود م یکیدر تنها  یکشش یرویک نی ستون در اثر کمانش

 .ه ستون فوق خواهد بودیر ثانویمس یهیر بدیشکل غرییتغ -اگرام باریدر د 2 یمقدار منحن یعنیم، یبکاه

 

متقارن نباشد در  تغییرشکل -در دیاگرام بار ه نسبت به محور باریر ثانویمساگر : نامتقارن ناپایداری انشعابی

 :(در شکل زیر 3مسیر ) دهد رخ میمتقارن نان حالت انشعاب یا

 

 

 

 

 

 

اتفاق می  زیر در سیستمی متشکل از تیر و ستون مطابق شکل به عنوان مثال ناپایداری انشعابی نامتقارن، 

پس باید از مقدار . بر ستون اعمال می شود ریت نیروی برشی اضافی Pcr+V کمانش نشان داده شده، حالتی از در. افتد

P دیگر یدر حالت و. بکاهیم ،V-Pcr پس باید به مقدار . نیروی برشی اضافی تیر از ستون كم می شودP بیافزائیم: 
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 شکلرییتغ
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 بار

 تغییرمکان

 بار بحرانی

(Pcr) 

Pcr+V 

Pcr -V 
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 شکلرییتغ

 یهیبدغیر
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 یمنجر به بار حد موجود بوده و آن هم رشکل در سازهییک مود تغی یبارگذار یاز ابتدا :یبار حد یداریناپا

 .نمی انجامد شکست فاجعه آمیز تعییرشکل ناگهانی و ناپایداری به در چنین حالتی .گردد یم

 

 

 

 

 

 :ر آمده استیتغییرشکل آن در ز -از ناپایداری بار حدی است كه دیاگرام بار قوس كم عمق مثال جالبی

 

 

 

 

 

 

 

كنترل  رویین»منظور از . است (Load Control) «كنترل شده رویین»ر یمس ACر ین دیاگرام مسیدر ا

از این رو در مورد سازه . نوع آزمایشی که در آن با افزایش مقدار بار، تغییرمکان های نظیر بار ثبت می شود « شده

در سازه ایجاد شده و در  Snap Throug Bucklingناگهان جهت کمانشی یا  ،قوسی فوق با افزایش مقدار کمی بار

 .ثبت نمی گردددار عملاً یا نقطه تعادل ناپایو  Bتغییرشکل منحنی قسمت  -دیاگرام بار

نوع آزمایش با ن یدر ا. است( Displacement Control)« تغییرمکان كنترل شده»ر یز مسین ABCر یمس

می توان  تغییرشکلاز این رو با کنترل . گردد ها ثبت می تغییرمکانهای نظیر مکان ، نیرورافزایش مقدار تغیی

 .منحنی به دقت ثبت کرددار یتعادل ناپا برای Bنیروهای نظیر را در قسمت 

 

 :یداریل در پایتحل یروش ها

ن سازه ها از نوع یا یداریگردد که نوع ناپا یمورد استفاده قرار م ین روش در سازه هائیا :یروش انشعاب

به ما  یر فوق کمانشیدر مورد مس یچ اطلاعاتیشود و ه یاستفاده م ین بار بحرانیین روش تعین ایبنابرا.است  یانشعاب

 :ن روشیدر ا .دهد ینم

مختلف  یفرم ها با) .ردیگ یقرار م یگر مورد بررسیکدی یگیدر همسا یت تعادلیا چند وضعیابتدا دو  -

 . رندیگ اس قرار میستم اسیس ین منظور درجات آزادیا یبرا( کوچک یها تغییرشکل

سازه را  تغییرشکلمختلف  یپارامتر مستقل فرم ها n ،(DOF=n) سازه یبا توجه به درجات آزاد -

 .ند نک میمشخص 

یس سختیک ماتری لهیبوس با تغییرمکان های تعمیم یافته افته در سازهیم یتعم یروهایسپس ارتباط ن -

nn   شوند میمشخص. 

 بار

 تغییرمکان

 بار حدی

 بار

 تغییرمکان

 بار حدی

 

 جهش

A B 
C 

D 

O 

O 

A 

B 

C 
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ن روش با یبا توجه به مشابهت ا)گردد  یسازه صفر م یسخت یس مماسینان ماتریدترم یدر بار بحران -

 .(شود یز گفته مین «ژهیر ویل مقادیروش تحل» روش نیا ، بهسیک ماتریژه یر ویل مقادیتحل

  n ک معادله درجه  ی       بار  یجواب برا   n    

 

مقادیر به . شود فته میگ (Critical Load) یت است و به آن بار بحرانیاهم ین بار دارایکمتردر این روش 

می آید که بدست  متناظر با مود ژهی، بردار وبحرانی هر بار یبه ازا .شود یام گفته م nمود  یها بار بحرانبار بزرگتر

 .است یت بحرانیسازه در وضع مودی تغییرشکلنشانگر 

 

 یاز نوع بار حد هم باشند و ینوع انشعابناپایداری از  با یدر سازه هائ هم در مورد ن روشیا :یروش انرژ

 :گردد یل سازه مشخص میپتانس یکل انرژ نخستدر مرحله . ل یک روش عمومی استین دلیکاربرد دارد و به هم

VU   

 

 .است یخارج یل بارهایپتانس یانرژ Vو ینسب تغییرشکلل یپتانس یانرژ U،ل کلیپتانس یانرژ كه در آن 

ن یبنابرا .د مشتق آن برابر با صفر گرددیگردد لذا با یثابت م سازه لیسنپتا یکل انرژ در حالت تعادل چون

د یبا .نوشته شود یدرجات آزاد nپارامتر مستقل بر اساس  nاز  یتواند به صورت تابع یل سازه میپتانس یکل انرژ

در و صفر  مقدار آنصلب  یه گاه هایدر اجسام صلب و تکكه است  ینسب تغییرشکلل یپتانس یانرژ U توجه داشت كه 

 .هستندرصفر یغ عتاً یطب ن پارامتریا( یاه فنره گیا تکب یریمثلا ت) ریپذ تغییرشکل یه گاه هایها و تک المان

 :دهد اما ینم یدر مورد بار بحران یاطلاعات یبا حل دستگاه مشتق کل انرژ

ر یو غ یهیشکل بدریین تغیب یکیبار خاص خط تفک ی، چون به ازاباشد یسازه انشعاب یداریپانااگر نوع  -

 .را بدست آورد  یتوان بار بحران یج دستگاه بالا میاز حل نتا آنگاه ،شود یده میکش یهیبد

 ، آنگاهدیم رسیخواه انرژی نهیشیب بار خاص به یبه ازا، چون باشد یسازه بار حد یداریاگر نوع ناپا -

مشتق كنند، نسبت به متغیر ها  مشخص میسازه را  یر تعادلیکه مس ،ج دستگاه بالایاست از نتا یکاف

 .محاسبه گردد یتا بار حدم یه برابر با صفر قرار دهگرفت

 

 یبرا .هستز ین یفوق کمانش یرهایا مسیر یعت مسین طبییقادر به تع انرژی روش كه گفته شد همان طور

طبیعت مسیر  .میل سازه داریپتانس یاز به مشتقات بالاتر از مرتبه اول کل انرژین یفوق کمانش یر هایعت مسین طبییتع

یعنی مشتق )اول  مشتق بالاتر از یمرتبه ها غیرصفر ن مشتقیاول به ترتیب تعیین می گردد که اگر های فوق کمانشی

 .بوددار خواهد یناپا ستمیتعادل سباشد  یکه منف یدار و در صورتیپا ستمیتعادل سمثبت باشد  ...(دوم، سوم و 
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 یاز نوع انشعاب یداریسازه بدون نقص و ناپا ،کوچک یشکل هارییتغ ن مجموعه مثال ها در محدودهیدر اول

 :در نظر گرفته شده است

 متصل به یک فنر چرخشیکه توسط کوچک، ی تحت تغییرشکل هاله صلب یم یک یداریپا یبررس: مثال اول

 :شده است مهار مطابق شکل زیر یه گاه مفصلیتک

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :نیاست، بنابرا ک درجه آزادیسازه  :یانشعابروش ل با یتحل

  00sin0  PLKPLKM ssA  

 0:If (یهیر بدیمس)تواند هر چه باشد یم     P 

:If هر چه باشد  
L

K
PPLK s

s  0  

 .(یهیبدر یر غیمس) است یبار بحران Pپس 

 

 :یروش انرژل با یتحل

VU  

  :انرژی فنر
2

2
1 sKU   

   :کار منفی نیروهای خارجی cos1 PLV  

  cos12

2
1  PLKs 

!5!3
sin

53 
         

00sin0 





PLKPLK
d

d
ss  

 0:If (یهیر بدیمس)تواند هر چه باشد یم     P 

:If هر چه باشد  
L

K
PPLK s

s  0  

L 

P Ks 

RA 

Lcosθ 

P 

P 
θ 

 

Ksθ 

A 

Lsinθ 

L(1-cosθ) 
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PLK
d

d
s 


2

2


          

0:
2

2





d

d

L

K
PIf s :داریت تعادل پایوضع    

0:
2

2





d

d

L

K
PIf s :ناپایدارت تعادل یوضع           

 

 

 یه گاه مفصلیگر تکید یو در انتها یه گاه فنر خطیک تکیله صلب که در یک می یداریل پایتحل :مثال دوم

 :(کوچک تغییرشکل) دارد

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :نیسازه یک درجه آزاد است، بنابرا: ل با روش انشعابییتحل

  0cos0cos   PLKPLLLKM ssA  

 0:If (یهیر بدیمس)چه باشد تواند هر یم     P 

:If هر چه باشد   LKPLKP scrs  cos  

 

 :روش انرژیل با یتحل

VU   

2

2
1 )( LKU s            :فنر یانرژ

 cos1 PLV         :یخارج یروهاینمنفی کار  

  cos1)( 2

2
1  PLLKs  

00sin0 22 





PLLKPLLK
d

d
ss

 
 ) 

!5!3
sin

53 
 ( 

L(1-cosθ) 

L 

P 

Ks 

RA 

Lcosθ 

P 

P 
θ 

 
A 

Lsinθ KsLsinθ 
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 0:If (یهیر بدیمس)تواند هر چه باشد یم     P 

:If هر چه باشد   LKPPLK ss  0  

 :مشتق مرتبه دوم

PLLK
d

d
s 

 2

2

2


  

0:
2

2





d

d
LKPIf s :داریت تعادل پایوضع    

0:
2

2





d

d
LKPIf s ناپایدارت تعادل یوضع :    

 

 :صلبله یدو م شامل یستمیس :مثال سوم

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :در کل سازه ممان ها تعادلمعادله  .درجه آزادی است یک یسازه دارا: انشعابی ل با روشیتحل

 tan
2

sin0cossinsin
2

cos
P

LKRLLK
L

PLRM SDSDB 
 

 

 :CDقطعه  ممان ها در تعادلمعادله  نبنابرای :در کل سازه ممان ها تعادلمعادله 

  0cossinsin
2

5
0costan

2
sinsin 2 








  LKPLL

P
LKPLM sSC  

L 

P 

Ks 

L L/2 

P 
 

C 

D 

Lcosθ 

θ 

 

RD 

P RB 

Lcosθ 

P 

P 

θ 

 
B 

Lsinθ 
KsLsinθ 

A 

C 

D 

Lcosθ 

θ 

 

RD 

HA 
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 0:If (یهیر بدیمس)تواند هر چه باشد یم     P 

:If باشد کوچک    LKPLKPLKPL scrss
5

2
cos

5

2
0cos

2

5 2  
 

 

 :روش انرژیل با یتحل

VU   

2

2
1 )( LKU s            :فنر یانرژ

       cos1
2

5
cos1cos1

2









 PLLP

L
PV      :یخارج یروهاین منفی کار 

  cos1
2

5
)( 2

2
1  PLLKs  

0
2

5
0sin

2

5
0 22 











PLLKPLLK

d

d
ss 


 

 0:If (یهیر بدیمس)تواند هر چه باشد یم     P 

:If هر چه باشد   LKPPLLK ss
5

2
0

2

52   

 

 :مشتق مرتبه دوم

PLLK
d

d
s

2

52

2

2





 

0
5

2
:

2

2





d

d
LKPIf s :داریت تعادل پایوضع    

0
5

2
:

2

2





d

d
LKPIf s داریت تعادل ناپایوضع :        

 

 

 :صلب لهیسه م شامل یستمیس :مثال چهارم

 

 

 

 

 

 

 

L 

P 

Ks 

L L 

Ks 
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 :نیدو درجه آزادی است، بنابرا دارایسازه : ل با روش انشعابییتحل

 :در کل سازهنیروها تعادل معادلات  -

0,0  DA RR  

 :ABه عقطدر  ممان ها تعادلمعادلات  -

    0202 21121  sssB KPLKPLKM   

 :CDدر قطعه  ممان ها تعادلمعادلات  -

    0202 21212  ssssC PLKKPLKM   

 

 







02

02

21

21

PLKK

KPLK

ss

ss




 0

2

2

2

1



























PLKK

KPLK

ss

ss
 

   0: 21 If (یهیر بدیمس)تواند هر چه باشد یم     P 

21,: If هر چه باشد   0
2

2







PLKK

KPLK

ss

ss

 

 

 :پس مسیر غیربدیهی عبارت خواهد بود از

 
















212

211

3 



L

K
P

L

K
P

s
cr

s
cr

 

 

P P 
θ1 

 

A θ2 

 

2θ1 - θ2 

 

θ2 - θ1 

 

2θ2 - θ1 

 

B 

C 

D 

Lcosθ1 
P 

θ1 

 

A 

Ks(2θ1 – θ2) 

 ) 

 

B 

RA=0 

Lθ1 

P 

=0 
P 

θ2 

 

C 

D 

Ks(2θ2 – θ1) 

 ) 

 

Lcosθ2 

P 

RD=0 

=0 Lθ2 
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 :یروش انرژتحلیل با 

VU   

   2122
12

212
1 22   ss KKU            :فنر یانرژ

  2121 coscoscos3   PLV      :یخارج یروهاین منفی کار 

     

     






















02220

02220

2121221

2

1211221

1







PLPLKK

PLPLKK

ss

ss

 

 

   

    





































0

0

254

425

0254

0425

2

1

21

21









PLKPLK

PLKPLK

PLKPLK

PLKPLK

ss

ss

ss

ss
 

 

 0: 21 If (یهیر بدیمس)تواند هر چه باشد یم     P 

21,: If هر چه باشد   



 0

254

425

PLKPLK

PLKPLK

ss

ss














212

211

3 



L

K
P

L

K
P

s
cr

s
cr

 

 


















































2

21

2

2

2

2

2

1

2

2

2

2

2

1

2

0

0







   شرایط تعادل پایدار

 

       03425
22

2

21

2

2

2

2

2

1

2























PLKPLKPLKPLK ssss


 


L

K
P s           (داریتعادل پا)هر سه شرط ارضاء      

(  داریتعادل ناپا ) ستیشرط سوم برقرار ن
L

K
P

L

K
P ss 3, 

 

  .شوند یارضاء نم یارضاء و در قسمت یشرط اول و دوم در قسمتهمان طور که مشاهده می گردد 
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ر فوق یدر مورد مس ین نوع مثال ها اطلاعاتیا. باشد یبزرگ م یرشکل هاییتغ دوم مثال ها در محدوده یسر

 :شوند یحل م ین نوع مثال ها با روش انرژیا. دهدیبه ما م یکمانش

 :مثال پنجم

 

 

 

 

 

 

 

 

 :یروش انرژ

VU   

2

2
1 sKU             :فنر یانرژ

 cos1 PLV         :یخارج یروهاینمنفی کار  

  cos12

2
1  PLKs          

00sin0 





PLKPLK
d

d
ss :جهت تعادل   

 

 :صادق باشد  θو P ریع مقادیجم ید به ازایمعادله فوق با

0 :1ر یمس P (یهیر بدیمس)هر چه باشد 

 :اما کوچک باشد0 :2ر یمس
L

K
P s

cr   

0 :3ر یمس و   :چه باشدهر 




sinL

K
P s 

 

 

 

 

 

 

 

 

L 

P Ks 

RA 

Lcosθ 

P 

P 
θ 

 

Ksθ 

A 

Lsinθ 

 1مسیر 

 3مسیر 
 2مسیر 

2.2

0

P  

22



4



2



L

K s 

L

K s5.1
 

L

K s2

L

K s5.0
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 :تعادل یهاریعت مسین طبییتع

 .شده اند یقبلا بررس 2و1های ریمس -

 :(3مسیر ) یر فوق کمانشیعت مسیطب یبررس -

  00cos1cos
2

2







ss KPLK
d

d
 

 

 :مرتبه بالا است یاز به مشتق هایچون مشتق مرتبه دوم صفر شد ن

0sin

0

3

3

3

3











 d

d
PL

d

d
 

 

 :مورد بالا همانند

00cos

0

4

4

4

4









PL
d

d
PL

d

d







 

 .دار استیتعادل پا یعت دارایطب یپس نقطه انشعاب دارا

 

 :ششممثال 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

VU   

2

2
1 )sin( LKU s            :فنر یانرژ

 cos1 PLV         :یخارج یروهاین منفی کار 

  cos1sin22

2
1  PLLKs          

  0cossin0sincossin 22 


PLLKPLLK
d

d
ss 


 

L 

P 

Ks 

RA 

Lcosθ 

P 

P 
θ 

 
A 

Lsinθ 
Kssinθ 
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 (یهیر بدیمس) هر چه باشدP :آنگاه0 :1ر یمس

و0 :2ر یمس LKP :، آنگاهکوچک باشد  scr   

و0 :3ر یمس cosLKP :، آنگاههرچه باشد  s 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :یتعادل یر هایعت مسین طبییتع

 .شده است یقبلا بررس( مسیر بدیهی) 1ر یمس -

 .دار استیدار و بعد از آن ناپایپا یبحرانده شده که قبل از بار یقبلا د 2ر یعت مسیطب -

 :(3مسیر ) یر فوق کمانشیعت مسیطب -




cossincos 2222

2

2

PLLKLK
d

d
ss 


 

0sincossincoscos 22222222

2

2




 


 LKLKLKLK
d

d
LKP sssss  

 

 .دار استیناپا یر فوق کمانشیپس مس. است یجمله بالا همواره منف

 :انشعاب عت نقطهیطب -

LKP scr  0  

  0cos2coscossincos

0

2

2
22222

2

2











 d

d
LKPLLKLK

d

d
sss  

 

 :به مشتق مرتبه سوم است ازیپس ن

  0sin2sin2

0

3

3
2

3

3











 d

d
LK

d

d
s 

 :از به مشتق مرتبه چهارم استیپس ن

 

P  



4



2



 1مسیر 

 3مسیر 

 2مسیر 
LK s
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  03cos2cos4 2

0

4

4
2

4

4









LK
d

d
LK

d

d
ss







 

 .دار استیر ناپایمس بنابراین

 

 .باشند یم ینقص هندس یاست که دارا ییسوم مثال ها شامل سازه ها یسر

 

 :هفتممثال 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 202
1   sKU            :فنر یانرژ

  coscos 0  PLV         :یخارج یروهاینمنفی کار  

    coscos 0

2

02
1  PLKs          

 
 






 sin
0sin0 0

0
L

K
PPLK

d

d s
s





:      جهت تعادل   

 :   جهت تعادل

 
0

tantan
1

sin
0

sin

cossin
0 0

22

0 
























 L

K

L

LKLK

d

dP sss  

 00
tan

,0
tan

1tan 0










d

dP
    !ستیموجود ن یبار حد 

 :ریعت مسیطب یبررس

 
















 


















 tantan
1cos

sin
cos 00

2

2

s
s

ss KL
L

K
KPLK

d

d
 

00
tantan

1
2

2

0 











d

d
   

 .دار استیر پایعت مسیپس طب

P 
Ks 

Lcosθ 

 

θ 

 

RA 

Lcosθ 

P 

P 

θ 

 

Ks (θ - θ0) 

A 

Lsinθ 

 θ 
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rad1.00 :مانند ت های خاصلدر حا  وrad3.00  مسیر فوق کمانشی این سیستم را ترسیم 

هم تواند خوب  یم این مسئله موارد مانند یبلکه در برخ ست،یهمواره بد ن یکه نقص هندسمشاهده می گردد . میکن یم

 :ز وجود داردین Shellن مورد در کمانش یباشد، ا

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :مثال هشتم

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :یروش انرژ 

VU   

 20

2

2
1 sinsin   LKU s            :فنر یانرژ

  coscos 0  PLV         :یخارج یروهاین منفی کار 

    coscossinsin 0

2

0

2

2
1  PLLKs          

  0sinsinsincos 0

2 





PLLK
d

d
s :   جهت تعادل   
















tan

sin
cos 0LKP s ر تعادلیمس  

2 1.5 1 0.5 0 0.5 1 1.5 2

P  0 

P  0.1 

P  0.3 



4



2



1.00 

3.00

L

K s 

L

K s5.1
 

L

K s2

00

1.00  

3.00 

P 

Lcosθ0 

 

θ Ks 

RA 

Lcosθ 

P 

P 

θ 

 A 

Δ 

 θ 

KsΔ 

Δ= L(sinθ - sinθ) 

) 

 

 



18 
 

 :ین بار حدییتع

0

3

2

0 sinsin0
sin

sin
sin0 
















 LK

d

dP
s  

 

ن معادلهیم جواب ایکن یفرض م(تواند جواب داشته باشد  یمعادله بالا م 3
0

1

1 sinsin   در این صورت  (باشد 

 :بار حدی خواهد بود

1

3

max

1

0
1max01

3 cos
tan

sin
cossinsin 




 LKPLKP ss 








   

 

  :تعیین می گردد ریعت مسیطب

  


coscossinsinsin 22

0

2

2

2

PLLKLK
d

d
ss 



 cossinsin2cos 0

22 PLLKLK ss   

 

 ریمعادله مس














tan

sin
cos 0LKP s میده یرا در رابطه بالا قرار م: 

 










3

0

2

0
0

22

2

2

sinsin
sin

cos
tan

sin
cossinsin2cos 










 LK
LLKLKLK

d

d s
sss  




 0sinsin:
2

2

1

3

0



d

d
orif داریپا یر تعادلیمس  




 0sinsin:
2

2

1

3

0



d

d
orif داریناپا یر تعادلیمس  

 






























sin

sin
1cos

tan

sin
cos 00 LKLKP ss  

 

 

 

 

 

 

 

 

P  0 

P  0.1 

P  0.3 



4



2



1.00 

3.00

00

1.00  

3.00 

LK s

 پوش کلی بارهای حدی

 (مرز نواحی پایدار و ناپایدار)

 ناحیه ناپایدار

 ناحیه پایدار
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 ستون هاپایداری 

 

 :فرضیات زیر در نظر گرفته می شوندکوچک  یشکل هارییدر محدوده تغ ین بار بحرانییتعبرای 

 .باشد یو بدون تنش پسماند م یستون کاملا محور .1

 .گذارد یبر ستون اثر م یبار کاملا محور .2

 .مصالح کاملا متجانس است .3

 .ماندیم یک باقیرفتار مصالح الاست .4

 .(یفرض برنول) می باشندو قائم بر محور  مستویبعد از انحناء  ستون قبل ومقاطع  .5

 .میکن یصرفنظر م یبرش یرشکل هاییاز تغ .6

 

 :یک ستون ساده با تکیه گاه های مفصلی را در نظر می گیریم ها برای شروع بررسی

 

 

 

 

 

 

 

 

 یقت معرف درجات آزادیدر حق xy)(تابع تغییرشکل  .شود یانجام م یل با روش انشعابیه و تحلیتجزاکنون 

 . باشدت ینها یتواند ب یم تعداد آن ستم است کهیس

 :داریم در تعادل کل جسم

0R   

)()(0 xMxPyM    

 

 :یاصل برنول

EI
dx

xd
EIxy

EI
xM

)(
)()(






  

 

 :شود یمداده قرار  یدر اصل برنول یپس علامت منف ابد،ی یکاهش م xش یشه با افزایهم x)(از آنجا که

 )()( xyEIxM 

0)()(  xPyxyEI 

L 

P 

L 

P x 

y 

y(x) 
x 

R=0 R=0 

P 

P 

x 

y 

y(x) 

x 
R=0 

P 

MA 

M(x) 

V(x) 
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 :با فرض این که


EI

P2 

0)()( 2  xyxy  

xBxAxy  cossin)(  

 

 :با اعمال شرایط مرزی

xAxyBxy sin)(00)0(  

0sin0)(  LALxy  

 

 :پرداختبه بحث پارامترهای مجهول در مورد می توان در اینجا 

0)(0 (:هر چه باشدP) یهیر بدیمس  xyA 

 :یهیبدریر غیمس kLA  0 

 

 :مسیر غیربدیهی بار بحرانی بدست می آیددر 

2

22

L

EIk
PkL cr


  

 

 :می گردد، عبارت خواهد بود ازاتلاق  اویلر نیرویبه آن  ساده که در شرایط تکیه گاهی (1k) ین بار بحرانیکمتر

2

2

L

EI
PP Ecr


  

 

 :استمعتبر کوچک  یها تغییرشکل تحتن معادله فقط یا











L

x
kAxy sin)(  

 

و ( برای تعیین بار بحرانی)شامل تحلیل تغییرشکل های کوچک  ین بار بحرانییستون و تع یداریل پایتحل

تحلیل تغییرشکل های بزرگ در ستون ها تمامی . می باشد( برای مسیر فوق کمانشی)تحلیل تغییرشکل های بزرگ 

در تحلیل پایداری همچنین اثر شرایط مختلف تکیه گاهی در بار . های کوچک صادق است تغییرشکلفرض های 

همان ستون ساده . از روش انشعابی تحلیل می کنیم. نقص در ستون ها مورد بررسی قرار می گیرندانواع ر بحرانی و اث

 :را در نظر می گیریم

 :تعادل معادله

 )()(0 xMxPyM   
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 :یرابطه برنول

 


EI
xM )( 

ds

xd

ds

xd )()(1 


 :داریم همواره                     

ds

xd
EIxM

)(
)(


  

0)(
)(

 xPy
ds

xd
EI


 

022  y
ds

d

EI

P





 
:                فرض   

 

 :روش اول

02  y
ds

dy

dy

d



                     

ydyd 2sin    

Cyydyd  
22

2
12 cossin   

 coscoscos,0,0 22

2
1  yCyx   

 

 :روش دوم

02  y
ds

d



 










dds
ds

d

ds

d

ds

d

ds

dy

ds

d
  sinsin0 2

2

2
2

2

2
2

2

2

 

A
ds

d









 


cos

2

1 2

2

 




 cos00,,0 2 A
ds

d

ds

d
EIMx  

  





coscos2coscos2 2

2











ds

d

ds

d
 

0: همواره) قابل قبول است یعلامت منف
ds

d
:)    
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 






 L

ds
d

ds
d

0
2

coscos
2

coscos



 







 

 :م داشتیخواه آن یاز حل عدد .دشو یحل م یعدد ین انتگرال به روش هایا











8
1

2
EPP    coscos22

2
1 y  

 

جه معادله دوم یخواهد بود و در نت 0بر وسط ستون ،  xاز قرار دادن . توانند کار کنند یفوق با هم مدو معادله 

 :دیآ یبدست م δو  P یبرا یتوان از آن رابطه ا یساده شده و م

  cos120 2 
EI

P
 

 )
2

(
L

xy  

 

سه یمقاو  یر فوق کمانشیرسم مس

 :گریکدیل با یدو تحل

 OAEر یمس یل برایهر دو تحل (1

ل دلالت بر یتحلهر دو  .کسان دارندیجواب 

 (یهیر بدیمس)ه یانشعاب از حالت تعادل اول

کمتر  یهای بارداشته و برا P=PE :در بار

شتر یب یهابار یدار و برایتعادل پا PEاز 

 .دار استیتعادل ناپا PEاز 

شکل رییل تغیدر تحل ABر یمس (2

است با تعادل  یر انشعابیکوچک مس یها

ز بزرگ نی یشکل هارییل تغیدر تحل. یخنث

 AB  ریبا منطبق بر مسیر فوق تقریمس

ل ی، تحلهیاول یشکل هارییدر واقع تغ. است

دار را به یبزرگ تعادل پا یشکل هارییتغ

  ر در نسبت ییگذارد اما تغ یش مینما

P/PE  است ین محدوده تعادل از نوع خنثیتوان فرض نموده که در ا یاست که م یآنقدر جزئ. 

ک تبهم یکوچک تنها  یشکل هارییدر تغP/PE =  4 , 9 . ,.. یهابار یازاوجود انشعاب از حالت تعادل به  (3

ستون ها ملاحظه ریدر ت رد که بعداً یشکل ها مورد استفاده قرار گرییه تغیل فوریتواند در تحل یاست که م یاضیر

 .دخواهد ش

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

O 

A B 

C 

D 

E 
 تغییرشکل های کوچک

L



 

EP

P
 

  
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ر یجه مسیدر نتر است و یامکان پذ PEش بار نسبت به یبزرگ، افزا یشکل هارییل تغیدر تحل BCDر یدر مس (4

داشته  یبزرگ یشکل هارییاز به تغین PE  ش ازیب یدن به بار هایرس یدر عمل چون برا. دار استیپا یر تعادلیک مسی

  .ندارد یز عملا کاربرد عملیه نین ناحیا .گردد یم یریوارد مرحله خم ک آنیپلاستو ستون با توجه به مصالح الاستو

 

ستون بدون نقض با  یت بار بریظرف یبرا یار حدیک معیبه عنوان  یتوان گفت که بار بحران یموع در مجم

-بدون نقض با رفتار صلب یستون یبرا یار حدیک معیبه عنوان  یدگیبار له همانگونه که. است یرفتار ارتجاع

 :(yA یدگیبار له)است  یریخم

 

 

 

 

 

 

 :بلکه ،ستین از حالت های بالا چکدامیهک یبا رفتار الاستوپلاست هندسی و ک ستون با نقصی یبرا

),min( ycr PPP   

 

 یکه دارا یمعادل با ستون باشد یبار بحران یطول ستون دو سر مفصل است که دارا :طول موثر کمانش

 .ستیدو سر مفصل ن یه گاهیط تکیشرا

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ecr PPP  

 

 

yy APP 

y 

L 

Pcr1 
CA CB 

Le 

Pcr2=Pcr1 Pcr2 
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 :یه گاهیط تکیستون با هر نوع شرا ین بار بحرانییتع

 یستون بدون حرکت جانب :الف

  یستون با حرکت جانب: ب

 

 :تنها تغییرشکل های کوچک را تحلیل می کنیم :یستون بدون حرکت جانب :الف

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :شرایط مرزی مسئله را در نظر می گیریم

0


x

A
dx

dy
  

Lx

B
dx

dy



  

 

AC  وBC  ضرائب سختی فنر های چرخشیA  وBداریم یبا توجه به علامت قرارداد .هستند: 

0BA MM  

AAA CM  BBB و   CM   

 

 :سیستم کلدر تعادل 

L

MM
RMMRLM BA

ABA


 00  

 

 :در اجزاء سیستمتعادل  

 

P x 

y 

y(x) 

x 

    R     R 

P 

MA MB 

Le 

L 

P 
CA CB 

A B 

P 

x 

y 

y(x) 

x 
R 

P 

MA 

M(x) 

V(x) 
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0)()(0 


 xMx
L

MM
xPyMM BA

AA
 

)()( xyEI
EI

xM 


 

x
L

MM
MxPyxyEI BA

A


 )()(  








 
 x

L

MM
M

EI
xyxy

EI

P BA
A

1
)()( 22   








 
 x

L

MM
M

EI
xBxAxy BA

A2

1
cossin)(


  

 

 :با اعمال شرایط مرزی مسئله خواهیم داشت

00)0()
2


EI

M
Bxya A  

0cossin0)()
2





EI

M
LBLALxyb B  

  
















 AABA

BA M
L

x
MMxMx

L

M

L

M

EI
xy 


cossin

sintan

1
)(

2
 

 

0
sin

11
tan

)0() 2 


























 BAA

A

A
A MCM

C

M
xyc  

0
tan

11
sin

)() 2 
















 








 BBA

B

B
B CMM

C

M
Lxyd  

 

BACو   که در آنها  :عبارتند از,

L   
BA

BA
LC

EI
C

,

,   

 

 :که در نتیجه دستگاه معادلات تعادل در قالب ماتریسی تشکیل داده خواهد شد
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







































0

0

tan
11

sin

1
sintan

1

2

2

B

A

B

A

M

M

C

C


















 

 

 :با توجه به طرف دوم این دستگاه معادلات تعادل، بحث زیر انجام می گیرد

 0)(0: xyMMIf BA :(یهیر بدیمس) یهر بار یبه ازا   

 0)(0,: xyMMIf BA (:مسیر غیربدیهی) نان ضرائب صفر باشدیدترم اگر   

 

  :برای داشتن مسیر غیر بدیهی

0

tan
11

sin

1
sintan

1

2

2


























B

A

C

C

 

2

22 1
sintan

1
tan

1 








































BA CC  

 

 :یدبدست می آ معادله مشخصهو رابطه ای موسوم به  شدهمعادله فوق را ساده 

0)cos1(2sin)1(cos)(sin 23   BABABA CCCCCC    

 

 

 :بررسی حالات خاص

 :دو سر مفصل یه گاهیط تکیشراستون با  -1 -الف

0 BA CC  

 BA CC ,   

BAمعادله مشخصه را بر  CC  :میکن یم میتقس ,

  0cos1
2

sin
111

cos
11

sin 23 
















 

BABABABA CCCCCCCC
 

2

22
3 0sin0sin

L

EIk
Pk

EI

P
kLk cr


   
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 :رداریدو سر گ ستون با شرایط تکیه گاهی -2 -الف

BA CC ,  

0 BA CC   

  0
2

sin4
2

cos
2

sin20cos12sin 2 


  






























22

2

min

22

22

804934.44
4934.4

222
tan

404

2
0

2
sin

L

EI

L

EI
P

L

EI

L

EIk
Pk

cr

cr








 

 

 :بار بحرانی ، یعنییبحرانبار اولین پس 
2

24

L

EI
Pcr


 ستا. 

0 فرمول در واقع
2

sin 


متقارن و  یهامود مربوط به 
22

tan


 است ضد متقارن یهامود مربوط به. 

در فرمول 
2

224

L

EIk
Pcr


، 1k 2 ومتقارن  مود نیمربوط به اولk می باشد د متقارنون میمربوط به دوم: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :میده یر معادله قرار مدو رابطه روبرو را د :متقارن یهامود یشکل ستون برارییتغ یهامود معادله

 BA MM   , 


k
2

 















 x

L

k

EI

M
xy A 



2
cos1)(

2
 

 

 :متقارن معکوس یمودها تغییرشکلدر مورد 

BA MM    , 
22

tan


  

 اولین مود کمانشی

 (اولین مود متقارن)

2

24

L

EI
Pcr


 

 دومین مود کمانشی

 (اولین مود ضد متقارن)

2

80

L

EI
Pcr  

 سومین مود کمانشی

 (دومین مود متقارن)

2

216

L

EI
Pcr


 
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 :رداریک سر گیک سر مفصل و یستون با شرایط تکیه گاهی  -3 -الف

 AA CC 0  

0 BB CC  

 :میکن یم میرا بر دو طرف تقس AC عامل مبهم

  0cos1
2

sin
1

1cos1sin 23 
















 

AAA

B

A

B
B

CCC

C

C

C
C

 

 

 :و معادله مشخصه به صورت زیر ساده می شود

0sincos2    

4934.4tan min    

 
 2

2

2

2

22

2

min
7.0

2204934.4

L

EI

L

EI

L

EI

L

EI
Pcr


  

 

 :طول موثر در این حالت عبارت خواهد بود

LLe 7.0  

 

 :ستون تغییرشکلمعادله با توجه به 

0AM   ,  tan  

     

4934.4min یبرا  میدار: 




















L

x

L

x

EI

M

L

x

L

x

EI

M
xy BB

7.0
cos

4934.4
cos0245.1)(

22




 

 

 

 :کسانی یدو انتها یه گاهیتک یطستون با شرا -4 -الف

CCC BA   

CCC BA   









 1

sintan
1 2









C  
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معادله بار  .متقارن معکوس است یهامود متقارن است و علامت مثبت مربوط به یهامود مربوط به یعلامت منف

 :از عبارت خواهد بود متقارن یمودها برای یبحران

  0
2

tan0cos1sin 










 CC  

 

 د و نیز داریمیآ یاز معادله بالا بدست م: BA MM بنابراین خواهیم داشت ،: 


























 x

L
x

L
C

EI

M
xy A 




cos1sin)(
2

 

 

BA) نامتقارن یمودها برای یمعادله بار بحران MM ) نیز خواهد بود: 

 
02

2
cot

0sin2)cos1(sin

2

2




















C

C

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :در اینجا نیز تنها تغییرشکل های کوچک را تحلیل می کنیم :یبا حرکت جانب یبار بحران: ب

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

P 

 

 اولین مود کمانشی
 (اولین مود متقارن)

P 

 

 دومین مود کمانشی
 (اولین مود ضد متقارن)

K 

L 

P 
CA CB 

A B 

y 

P 

x 

y(x) 

x 

R 

R P 

MA 

MB 

 
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 :تعادل در کل سیستم

 000 







 ABABB

MML
K

P
RMMPRLM   (I) 

 

 :با در نظر داشتن

K

R
  

 

 :تعادل در اجزاء سیستم

 

 

 

 

0)()(0  xMRxxPyMM Ax
 

)()( xyEI
EI

xM 


 

RxMxPyxyEI A  )()(  

 RxM
EI

xyxy
EI

P
A 

1
)()( 22   

 RxM
EI

xBxAxy A 
2

1
cossin)(


  

2
sincos)(




EI

R
xBxAxy   

 

:داریم  

)0(  AAAAAA CCM   

)0(  BBBBBB CCM   

 

 : در معادله پارامتری تغییرشکل و شیب (Boundary Condition)با اعمال چهار شرط مرزی 

00)0()
2


EI

M
Bxya A  

 
K

R
RLM

EI
LBLALxyb A 

2

1
cossin)()


   )II( 

y 

x 

y(x) 

x R 

P 

MA 

P 

M(x) 

V(x) 
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A

A
AA

C

M

EI

R
Axyc  




2
)0()  

B

B
BB

C

M

EI

R
LBLALxyd  




2
sincos)()   (III) 

 

 :خواهیم داشت

 
23

,
 EI

M
B

EI

R

C

M
A A

A

A    

KL

EI
K

LC

EI
C

BA

BA 3

,

, ,   

 

 :دستگاه زیر بدست می آید( III)و ( II) ، (I)با قرار دادن روابط اخیر در معادلات 




































0)cos1()cossin(

0
sinsin

1
sintan

0)1(

22

3
2

2

RLMCMC

RKLMC

RKLMM

BBAA

AA

BA






















 

 

 :، بنابرایناستهمگن  یسه مجهول سه معادلهدستگاه   فوقدستگاه 

 0)(0: xyRMMIf BA   (:مسیر بدیهی)به ازای هر باری  

 0)(0,,: xyRMMIf BA        (:مسیر غیربدیهی) نان ضرائب صفر باشدیدترم اگر 

 

 :برای داشتن مسیر غیربدیهی

0

cos1cossin

sinsin
10

sintan

111

22

3
2

2
































BA

A

CC

KC

K

 

 

 :خواهد آمدمعادله مشخصه زیر بدست نان ین دترمیاز حل ا

   
      01cos2sin1cos

sincossin

23

456









BABA

BABABA

CCCC

KCCKCCKCC
 

 

با ستون با  ین بار بحرانییشرط تعبوده و در واقع  معادله مشخصه، معادله ای درجه شش برحسباین 

 .کنترل شده می باشد یانتهائ یکنترل شده و دوران ها یحرکت جانب
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 :خاص یحالت هابررسی 

 (یبدون حرکت جانب) :دو انتها کاملا محدود شود یحرکت جانب -

0 KK  

0)cos1(2sin)1(cos)(sin 23   BABABA CCCCCC  

 

 :دو انتها کاملا آزاد گردد یحرکت جانب -

 KK 0  

0sincos)(sin2   BABA CCCC  

 

در نظر بالا  حالت دو تنها ، که اساس طراحی مهندسان است،ان و لورنسیژول معروف به دیاگرام اگرامیددر 

 :(ضریب طول کمانش )ژولیان و لورنس اگرام یددر  .گرفته شده است

  







 

2

2

,
L

EI
P

EI

P
L cr

cr  

 

ن حالت یکنند در ا یکمانش م و در مود اول فوق با هم ین است که تمام ستون هایان و لورنس ایلفرض ژو

ر یر تیسا یچون سخت. د منظور کردیر ها را بایت یتنها سخت Cپس در محاسبه . ستون ها برابر صفر خواهد بود یسخت

 .می باشدک فرض ساده کننده یتنها ن یاو  .ه دوران استیهمان زاو یدور دارا یها و انتها

 

 ین حالت انحناهای دو سر تیرها مختلف الجهت هستند و مود اول برایدر ا :یبدون حرکت جانبستون حالت 

 :دیستون بدست  می آ

   AAA
L

I
EC 








 22

1

1

1
 

  







 

1

1

1
21,1

L

I
ECAAA 

 

 

 :به همین ترتیب

    
















 

2

2

2

2

2
222

L

I
E

L

I
EC AAA   

   























n

i beami

i

AAAA

L

EI
C

L

I

L

I
ECCC

1

2

2

1

1

22

1

2

1
2  

1A 1A

A 

1A

A A  
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 :م داشتین خواهیبنابرا

AAn

i beami

i

A GC

L

EI
G

2

11

1
















 

 

 :زین به همین ترتیبو 

BB GC
2

1
  

 

و نیز  BCو  AC یبه جا BGو  AG با قرار دادن



 :شود یل میمعادله مشخصه به رابطه زیر تبد ، یبه جا 

       0cos12sin1cossin 23  BABABA CCCCCC  

0

2

2
tan

tan

1
24

2

















































 




























 BABA GGGG
 

 

 

ستون  یمود اول برا انحناهای دو سر تیرها هم جهت هستند ون حالت یدر ا :یبا حرکت جانبستون حالت 

 :دیآمی  دست ب

   AAA
L

I
EC 








 22

1

1

1
 

  







 

1

1

1
61,1

L

I
ECAAA   

 

 :به همین ترتیب

    
















 

2

2

2

2

2
622

L

I
E

L

I
EC AAA   

   























n

i beami

i

AAAA

L

EI
C

L

I

L

I
ECCC

1

2

2

1

1

22

1

6

1
6  

 

 

1A 1A

A 

1A 

A 
A  


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 :كرد كه رییجه گیمی توان نت

AAn

i beami

i

A GC

L

EI
G

6

11

1
















 

 :زین به همین ترتیبو 

BB GC
6

1
  

و نیز  BCو  AC یبه جا BGو  AG با قرار دادن



لورنس  -ابطه دیاگرام ژولیانر ،معادله مشخصهدر   یبه جا 

 :برای ستون با حرکت جانبی آزاد تشكیل داده می شود

   0sincossin2  BABA CCCC  

0
6

tan1
36

2








 


















































BA

BA
GG

GG

 

 

قاب بدون اگرام ید یبه جا ی مرجعز کتاب هاا یاریدر بس

 یتواند مثلا قاب یست چون مین درست نیا .آمده است یحرکت جانب

از آن  ییا ستون هایوجود داشته باشد که ستون  یبدون حرکت جانب

 یحرکت جانب ABر ستون یمثلا در قاب ز. باشند یحرکت جانب یدارا

 .است یحرکت جانب یدارا BCکه ستون  یلاندارد در ح

 

 

 

 یحرکت جانب یاب اگرچه ظاهرا قاب داران قیا در ایو 

 .هستند یحرکت جانب یدارا BCو  ABکن هر دو ستون یت ولینس

 .رود یمود اول بکار م یبار بحران یلورنس تنها برا -انیاگرام ژولید

 

 

 

 

 

 

 

A 

B 

C 

D 

A 

B 

C 
D 
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 :خاص یحالت ها بررسی

 :کنترل شده یستون دو سر مفصل با حرکت جانب :الف

 

 

 

 

 

 :مین حالت داریدر ا

 BABA CCCCK ,0,0  

 

 :میکن یم میتقس BACCرا بر  معادله مشخصهن یطرف

   01sin0sinsin 246 KK   

 

















KLP

KL

EIEI

PL

K
K

L

EI
P

L

EIk
P

cr

crcr

3

2
22

2

2

min2

22

11
01

0sin






 









 KL

L

EI
Pcr ,min

2

2
 

              

صلب  ی مشابه الماناز بار اویلر کمتر باشد، ستون رفتار KLت که اگر مقدار ن اسیااین موضوع ر یتفس

ن ستون یا یدر طراح. رفتار صلب برج منبع آب استن گونه یمثال ا .صلب می باشد حالت داشته و مستعد ناپایداری

 :را در نظر گرفت شرط نیا دیبا 14....
2

2

 FS
L

EI
FSKL


 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

K 

L 

P 
A B 

 داری انشعابییناپا

 رفتار صلببا 

KLPcr  

 داری انشعابییناپا

 یکرفتار الاستبا 

2

2

L

EI
Pcr


 

P 
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 :محدود شده یر دار با حرکت جانبیستون دو سر گ: ب

 

 

 

 

 

 

 

0,,0  BABA CCCCK  

  01cos2sinsin 24   K  

0
2

sin4
2

cos
2

sin2
2

cos
2

sin2 23 





 K  

 














0
2

sin4
2

cos2
2

cos2

44

2
0

2
sin

3

2

2

min2

22












K

L

EI
P

L

EIk
Pk crcr

 

 

 :معادله دوم دارای دو بحث زیر است

 :آزاد یستون با حرکت جانب :حالت اول

 KK 0 

2

2
3

22
0

2
cos2

L

EI
Pcr


  

2

2

2

2

2

2

,
4

min
L

EI
P

L

EI

L

EI
P crcr











 

 

 :آزاد یستون بدون حرکت جانب :حالت دوم

0 KK  

22

2

min

804934.44
4934.4

222
tan0

2
sin4

2
cos2

L

EI

L

EI
Pcr 














  

2

2

22

2 480
,

4
min

L

EI
P

L

EI

L

EI
P crcr











  

 

 

K 

L 

P 
A B 
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 (:متقارن موداولین )مود اول  در یستون بدون حرکت جانب یبار بحران

2

24

L

EI
Pcr


   

 

 :(متقارنضد مود اولین)در مود دوم  یستون بدون حرکت جانب یبار بحران

2

2

2 )7.0(

80

L

EI

L

EI
Pcr


                                          

 

 :کنترل شده یر دار با حرکت جانبیک سر گیک سر مفصل و یستون : ج

 

 

 

 

 

0,,0,0  BABA CCCCK  

0sincoscos3   K  

 

 :اص قابل حل استخهای  Kای تنها به از یوجود دارند ول مودها تمامن معادله یدر ا

 

 :دو انتها آزاد است یحرکت جانب -1-ج

 KK 0  

 
 2

2

minmin

3

22
0cos

L

EI
Pcr


  

 

 

 :است شده انتها کاملا مهار یحرکت جانب -2-ج

 

 

 

0 KK  

 2
2

2

2

min
7.0

4934.4
4934.4tan0sincos

L

EI

L

EI
Pcr


   

K 

L 

P 
A B 

L 

P 

A B 

L 

P 
A B 

L7.0
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ها و ستون ها ریت یشکل محوررییاز تغ)ر یزستم یدر س  AB ستون ین بار بحرانییمطلوب است تع :مثال

 :(صرف نظر شود

 

 

 

 

 

 

 

 

 :در دو انتهاکسان ی یدوران یها یبا سخت یستون بدون حرکت جانب یمعادله بار بحران

0 KK  CCC BA   

0cos1sin  C  

   
beam

AAAA
L

EI

L

I
E

L

I
EC 


























  42222

2

2

1

1   

beam

column

beam

column

L

EI

L

EI

L

EI

L

EI

C















































4

 

:حال با فرض
beamcolumn L

EI

L

EI

















 خواهیم داشت: 

4

1
 C  

0cos1sin
4

1
cos1sin  C  

0
2

sin2
2

cos
22

sin0
2

sin2
2

cos
2

sin
2

1 2 










  
















22

2

min

2

2

03.21586.4
586.4

42
tan0

2
sin2

2
cos

2

4
0

2
sin

L

EI

L

EI
P

L

EI
P

cr

cr






 

 

 2
2

22

2

2
685.0

03.214
,

03.21
min

L

EI

L

EI

L

EI

L

EI
Pcr











  

A 

B 
D 

C 

 (E, I, L)Beam 

 (E, I, L)Beam 

 (E, I, L)Column 

P 

L685.0

P 

P 

A 

B 

CA 

CB 

B 

A 

  
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از تغییرشکل محوری تیرها و ستون ها )ستم زیر یدر س  ABستون  ین بار بحرانییمطلوب است تع :مثال

 (:نظر شودصرف 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :آزاد یدر ستون با حرکت جانب یمعادله بار بحران

  0sincossin2   BABA CCCC  

 

 BB CC 0  

0cossin2   AC  

 

 
beam

AAA
L

EI

L

I
EC 

















  622

1

1   

























beam

column
A

L

EI

L

EI

C

6

 

 :حال با فرض 

















beamcolumn L

EI

L

EI
 :خواهیم داشت 

6

1
 AC  3498.1

6
tan0cossin

6

1
min

2  


  

 2
2

2

2

327.2

3498.1

L

EI

L

EI
Pcr


  

 

A 
C 

P P 

A 
L327.2 

B 

A’ 

A 

B D 

C 
 (E, I, L)Beam 

 (E, I, L)Column 

P P 
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اولیه  ستونی با انحناءدر اینجا به بررسی و تجزیه تحلیل  (:انحناءاولیه)اثر نقص هندسی در ظرفیت باربری 

 :می پردازیم و با رفتار الاستیک کامل

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :یک منحنی سینوسی است Ayrton-Perry (1886)فرض اولیه 

L

x
yxy


sin)( 00  

 

 

 

 

 

 

 :با توجه به پیکره آزاد خواهیم داشت

)()( xPyxM  

 )()()( 0 xyxyEIxM  

)()()( 0 xyEIxPyxyEI  

L

x

L
yxy


sin)(

2

2

00  

L

x

L
EIyxPyxyEI


sin)()(

2

2

0 

L

x

L
yxyxy

EI

P 
 sin)()(

2

2

0

22  

)()()( xyxyxy ph  

xBxAxyh  :جواب همگن  cossin)(  

L 

P x 

y 

y(x) 

x 

R=0 R=0 

P 

P 

L 

0y 

y 

P 

x 
y(x) 

x 
R=0 

P 

M(x) 

V(x) 

)(0 xy 
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  :حدس اولیه برای جواب خصوصی
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 :پس جواب کلی به صورت پارامتری عبارت خواهد بود از

L

x
y

P

P
xBxAxy

cr


 sin

1

1
cossin)( 0



 

 

 :با اعمال شرایط مرزی خواهیم داشت









00sin0)(

00)0(

ALALxy

Bxy


 

 

 :به این ترتیب جواب کلی بدست می آید
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P
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cr


sin
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 بار بحرانی
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 (:Pحداکثر بار محوری )در ناحیه رفتار ارتجاعی 

y
S

M

A

P
 

y

cr

y

crcr

P

A

S

y

P

P

P
P

S

y

P

P

P

A

P
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P

P

P
PyM 











 00
0maxmax

111

 

))((0 PPPP
S

Ay
PP crycr  

 

: با تعریف پارامتر نقص هندسی به صورت
S

Ay0 خواهیم داشت ،: 

))((   crycr 

 

Ly: ، یعنی  Ayrton-Perry با در نظر گرفتن پیشنهاد 001.00 خواهیم داشت: 

S

AL
001.0 

 

این می گیرد و از را همزمان در نظر ( Strain Hard) نقص سازه ایو  آئین نامه انگلیس اثر نقص هندسی

 .نسبت به آئین نامه های دیگر ارجعیت دارد رو

 

) با در نظر داشتن تعاریف لاغری زیر :بحث در مورد مقدار
y  لاغری نظیر ستونی است که تنش حد

 :(بحرانی آن برابر تنش جاری شدن می باشد

r

L
   , 

y

y

E






2

  , 
P

P

E






2

  

 

 : (منحنی خط چین)در حالت بدون نقص  -

   00   cry    

 

 

 

 

 

 

y


 

y


 کاهش

y 

cr  

1 

1 



04 
 

 روشهای تقریبی و کاربرد آنها در پایداری

 )جهت تعیین بار بحرانی در ستون هاروش های عددی (

 

 استاتیکی ت که یا معادلات دیفرانسیل تعادلاز مود های بحرانی لازم اس تغییرشکلانتخاب یک سری توابع با 

 .و یا معادلات انرژی ارضاء شوند اعضا

Finite Difference → →  معادلات دیفرانسیل   روش انشعابی

Finite Element →  روش انرژی → معادلات انرژی 

 

 ارضاء د که شرایط تکیه گاهی مربوط رانباید این توابع طوری انتخاب شو نخست برای رسیدن به این اهداف

ارضاء  نیزشکلی استفاده شود که شرایط انحناء را ر نتایج بهتر است از توابع تغییرجهت افزایش دقت د سپس .کنند

 .نمایند

 

 :بر اساس اصل بقای انرژی مکانیکی در سیستم های سازه ای داریم :روش انرژی


2

1

.12

s

s

sdFVVEE


 

: که در آن
2

1

.

s

s

sdFV


و .کار منفی ناشی از برآیند بارهای خارجی بر روی مسیر حرکت طی حرکت است 

12 , EE با توجه به تعریف انرژی مکانیکی. می باشند انرژی مکانیکی در شروع و پایان حرکت: 

12 (انرژی جنبشی+ انرژی پتانسیل )2و1 , EE 

 

از آنجایی که مفهوم حرکت در پایداری استاتیکی، مفهوم حرکت مجازی دارد، بنابراین از حرکت دینامیکی 

انرژی مکانیکی در  .ایان حرکت معادل صفر فرض می شودصرف نظر شده و انرژی جنبشی در شروع و پواقعی 

: یعنی)را به عنوان انرژی پتانسیل کل سیستم و انرژی مکانیکی در پایان حرکت ( 1E: یعنی)شروع حرکت 

2EU  )با این تعاریف اصل بقای انرژی . تعریف می کنیم به عنوان انرژی تغییرشکل ذخیره شده در سیستم را

 :به صورت زیر بازنویسی می شودها پایداری سیستم مورد مکانیکی در 

VU  

 

 :انرژی پتانسیل کل سیستم صفر شود برای اینکه سیستم در حالت تعادل باقی بماند باید تغییرات مرتبه اول

0d 
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 :مثال

 













WxV

KxU 2

2

1

 

WxKx  2

2

1
 

KxWWKx
dx

d



0 

 

این منظور در حالیکه  برای ،مرتبه بالاتر انرژی پتانسیل است برای بررسی نوع تعادل نیاز به تغییرات

ی پتانسیل اگر انرژ. ادل اولیه خارج می کنیمبارهای خارجی وارد بر سازه ثابت می باشند جسم را از حالت وضعیت تع

اگربدون تغییر باشد و  ،م دارای شرایط تعادل پایدار بودهجس ،ژی پتانسیل حالت اول افزایش یابدحالت دوم نسبت به انر

 :کاهش یابد تعادل ناپایدار است گرتعادل خنثی و ا

انرژی پتانسیل حالت اول  )(x 

انرژی پتانسیل حالت دوم  )( x 











!3!2

)()(
3

3

32

2

2 


dx

d

dx

d

dx

d
xx 

 

اصل بقای انرژی مکانیکی، بر اساس برای حصول تعادل، 
dx

d
همچنین در مسیرغیر بدیهی  .باید صفر باشد 

   :تعادل پایدار باید شرط زیر برقرار باشد برای رسیدن به

0)()(  xx  

 

 :مثال

 

 

 

WxKx  2

1
2

1
 

     WWxKKxKxxWxK  222

2
2

1

2

1

2

1
 

  2

12
2

1
 KWKx  

K 

x 
W 

K 

x 
W 

 
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KxWWKx  :عبارت است از از دیدگاه اصل بقای انرژی مکانیکیتعادل 
x





 :، بنابراین0

تعادل پایدار  0
2

1 2

12 K 

 

 :از طریق مشتق گیری بررسی شودموضوع اگر 

WxKx  2

2

1
 

WKx
dx

d



 

تعادل پایدار 


0
2

2

K
dx

d
 

 

دسی و بدون بدون نقص هن)ستون ایده آل  برای تعیین بار بحرانی در :روش انرژی با ستون تعیین بار بحرانی

 :رابطه زیرپیشنهاد می گردد( بارگذاری جانبی










L

L

dxxw

dxxwEI

P

0

2

0

2

)(

)(

 

 

 واقعی صرفاً یک تابع تغییرشکل است که با یک حدس مناسب می تواند به تابع تغییرشکل کمانشی xw)(در اینجا که 

 .نزدیک شود xy)(: ستون، یعنی

 

 :به صورت زیر در نظر گرفته می شود xw)(تابع تغییرشکل  ،در ستون دو سر مفصل :مثال

L

x

L
xw

L

x

L
xw

L

x
xw


sin)(cos)(sin)(

2

2

  

2

2

2

2

4

4

0

2

2

2

0

2

4

4

0

2

0

2

cos

sin

L

EI
P

L

L
EI

dx
L

x

L

dx
L

x

L
EI

dxw

dxwEI

P
L

L

L

L


























 

 

 می باشند د های بحرانیواز م تغییرشکلیک سری از توابع  بر پایه انتخابهای تقریبی جهت تعیین بار بحرانی روش 

 .و یا معادله دیفرانسیل بار بحرانی را کنندکه یا معادله انرژی را ارضاء می 
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  :ریتز-روش رایلی

با انتخاب توابع تغییرشکل مناسب به جای اشکال مودی به  این است که می تواناین روش  ی درفرض اساس

 .جواب دقیق نزدیک شد

 

 .در این حالت تنها یک تابع انتخاب می شود :با تقریب یک درجه آزادی (الف

)()( xaxw  

 

)(x انتخابی است تغییرشکلتابع. 

 aیک ضریب مجهول 

 :خواهیم داشت










L

L

cr

dxx

dxxEI

P

0

2

0

2

)]([

)]([





 

 

هندسی  که بتواند شرایط دومیافته ستون دو سر مفصل بصورت سهمی درجه  تغییرشکلبا فرض تابع  :مثال

etcEI.)تز ری -ار بحرانی ستون با روش رایلیمطلوب است تعیین ب ،تکیه گاهی را ارضاء نماید ): 

cbxaxxw  2)( 

00)0(  cxw 

aLbbLaLLxw  0)( 2 

 Lxxaxw  2.)( 

 

Lxxx  2)( 

Lxx  2)( 

2)(  x 

 
2

0

3

0

2

0

2

0

2

0

2

12

2
6

1

4

]2[

]2[

)]([

)]([

L

EI

Lx

EIL

dxLx

dxEI

dxx

dxxEI

P
LL

L

L

L

cr 



























 

  %22
2

2

 


L

EI
P

exactcr 

 

 !در روش های تقریبی خطا همیشه اضافی است و نه نقصانی :مهمنکته 
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ریتز و با انتخاب یک معادله درجه چهارم که بتواند شرایط تکیه گاهی و  -با استفاده از روش رایلی :مثال

 .ار بحرانی این ستون را تعیین نمائیدب شرایط انحناء یک ستون دو سر مفصل را ارضاء نماید،

 :ها تکیه گاه مرزی دردو شرط با نوشتن  -حل

edxcxbxaxxw  234)( 

   (: ممان خمشی)دو شرط مرزی مربوط به انحناء : شرایط مکانیکی








02612)(

00)0(
2 cbLaLLxw

cxw
 

   :تغییرمکانمربوط به  مرزی دو شرط: شرایط هندسی








0)(

00)0(
234 dLcLbLaLLxw

exw
 

 

aLbbaL 202  

32323 0 aLdbLaLddbLaL  

aLb  

 xLLxxaxw 334 2.)(  

 

xLLxxx 334 2)(  

323 64)( LLxxx  

Lxxx 1212)( 2  

 

 
2

0

2323

0

22

0

2

0

2

88.9

64

1212

)]([

)]([

L

EI

dxLLxx

dxLxxEI

dxx

dxxEI

P
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L
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L

cr 

























 

  %13.0
2

2

 


L

EI
P

exactcr 

 

 

ریتز بار بحرانی ستون دو سر مفصل را که دارای مقطع یکنواخت در طول  -با استفاده از روش رایلی :مثال

 :به صورت زیر است xI)( ممان اینرسی هندسی سینوسی و تغییرات تغییرشکلتابع . ستون نمی باشد محاسبه نمائید
















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
 sin)(  



04 
 

L

x

L
x


 cos)(  

L

x

L
x


 sin)(

2

2

 
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2
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2

4

42.0
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2
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sinsin4.02
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EIdx

L

x

L
EI

dxx

dxxEI
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
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
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


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


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














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
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



 

 

  %2.9
51.8

2
 

L

EI
P

exactcr 

 

 تغییرشکلانتخابی مجموعه ای از توابع  تغییرشکلال اگر به جای یک تابع ح :با تقریب چند درجه آزادی( ب

 :را به صورت زیر در نظر بگیریم





n

i

ii xaxw
1

)()(  

 

اختیاری هستند که باید حداقل شرایط  تغییرشکلبلکه توابع ! ها معرف مود های بحرانی نیستند-xi)( :توجه

مجموعه ضرایب مجهول مختصات عمومیت یافته هستند که باید شکل حدس زده شده ها  -iaمرزی را ارضاء نمایند و

 .نزدیک کنند xi)(را بهینه کرده و به شکل مود 

 :ستون ها داریمدر شرایط تعادل پایدار 

0
22

1

0

2

0

2  
LL

dxw
P

dxwEI 

 

 :خواهیم داشت xi)(اختیاری  تغییرشکلبا تقریب کردن تغییرمکان واقعی به کمک توابع 

   




















L n

i
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L n

i

ii dxxa
P

dxxaEI
0

2

10

2

1

)(
2

)(
2

1
 

 

شرایط زیر بصورت  مجموعه کمینه گردد و یا به عبارت دیگر باید  شرایط تعادل پایدار باید نزدیک شدن بهبرای 

 :همزمان برقرار باشد

0:},,2,1{ 





ja
nj  
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 :در این صورت
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)()(
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1
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

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dxxaxEI
a

 

0)()()()(
0101

 


L

ij

n

i

i

L

ij

n

i

i dxxxaPdxxxEIa  

 

 :م داشتیم، آنگاه خواهیدر آور سییبه فرم ماتر nn ر را در فضاییاگر رابطه اخ

 

11

2

1

0

0

0

][][





















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














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












nnn

nnijnnij

a

a

a

VPU
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كه در آن
ijU  و

ijV ر یع مقادیجم به ازایi  وj },,2,1{, nji   :شوند ف میی، تعر:

 

L

jiij

L

jiij dxxxVdxxxEIU
00

)()(,)()(  

 

 :یعنینان ضرائب صفر باشد، ید دترمیها با-iaاز یکهر ی رصفر برایر غیاكنون به منظور داشتن مقاد

0][][   nnijnnij VPU 

 

س یاگر ماتر nnijnnij VPU   ی شه برایر nتعداد ن صورت از رابطه بالا یمطلق باشد، در ا - مثبت ][][

P ،تا  یکی ها متناظر با بار بحرانی مود اً بیر تقریب مقادیبه ترت یکكه هر  بدست خواهد آمدn خواهند بود: 

},,,{},,,{
2121 ncrcrcrn PPPPPP  

 

 

 

1)(شكل تابع تغییر دو مطلوب است تعیین بار بحرانی ستون دو سر مفصلی که :مثال x  2)(و x آن ی برا

 :زیر انتخاب شده اندصورت ه ب





4

334

1

2
)(:0

L

xLLxx
xLx   





4

33

2

34
)(:

2
0

L

xLLx
x

L
x   

 

)(2 x 

)(1 x 
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1)(د توجه داشت كه تابع تغییرشكل یبا x كنواخت جانبییر ساده تحت بار یتیک  در واقع تغییرشكل خمشی 

2)(تابع تغییرشكل  و x د ین بایبنابرا. در وسط دهانه است متمركز جانبیی رویر ساده تحت نیتیک  تغییرشكل خمشی

 مشتقات متوالی .وجود نداشته باشد (...، چهارم، مود دوم) دهای متقارنوانتظار داشت كه هیچ گونه مشارکتی از جهت م

 :ن توابع عبارت خواهند بود ازیا
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2
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L
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x


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32

24
)(

L

x
x   

 

ف یرتعادر  یمشتقات متوالن یای گذاریحال با جا
ijU  و

ijV م داشتیخواه: 
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 :یبید اول به صورت تقروم بار بحرانی
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: یعنی)ق یسه مقدار فوق با مقدار دقیبا مقا
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 )است 03.0%د اول حدود وم بییی بار بحرانی تقرخطا. 
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 :خواهیم داشت، باشدمی در واقع مود سوم که ، یدر مود بعد
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عبارت  بییبه صورت تقرمود سوم  بار بحرانی. شتر از مود اول استیبمود سوم در  2aگردد كه سهم می مشاهده 

 :است از
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: یعنی)ق یسه مقدار فوق با مقدار دقیبا مقا
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 )است 0.6%حدود مود سوم  بییقرت بار بحرانی یخطا .
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1)(كه دو تابع انتخاب شده تغییرشكل از آنجائیهمان طور كه گفته شد،  x 2)(و x مود دومرشكل ییبه تغ 

د ین رو بایاز ا. گردد ل نمییبی مود دوم تشكیز، جواب تقرتیر لیینمی باشند، پس در روش رایک نزد( ریشكل ز)

 .ار مهم استیمختلف بسی مود ها بییی تقردر بدست آورد جواب های توابع تغییرشكل موده یاستنتاج كرد كه حدس اول
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 :معادله تغییرشکل ستون را در نظر بگیرید :نروش گالرکی

0)()(  xyPxEIy IV  

 

 :متناظر با این بار بحرانی را می نویسیم مودالمعادله تغییرشکل ،  criP:ام-iبار بحرانی مود برای پیدا کردن 

0)()(  xPxEI i

IV

i   

 

، در نظر گرفته و آنرا به صورت ترکیب خطی از xw)(، «گالرکینفرم کمانشی »تغییرشکل موسوم به  حال یک تابع

 :، تعریف می کنیمxi)( انتخابی، تغییرشکل تعدادی توابع

)()(
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i
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  

 

 :صفر نمی شودمعادله تغییرشکل یک تابع حدسی و غیر دقیق است طرف دوم  xw)(از آنجایی که 

)()()( xrxwPxEIwIV   

 

معادله را می توان به فرم زیر  .باری فرض می شود که به صورت جانبی بر ستون اعمال می گردد xr)(که در آن

 :بازنویسی کرد
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 :در طرفین این معادله خواهیم داشت xj)(با ضرب 
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 :با توجه به رابطه کار
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 :برای رسیدن به حالت بهینه می توان فرض کرد
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 :بنابراین خواهیم داشت
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 :می گردد معادلزیر  فرماین معادله به 
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 :م داشتیم، آنگاه خواهیدر آور سییبه فرم ماتر nnی ر را در فضایاگر رابطه اخ
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كه در آن
ijQ و

ijR ر یع مقادیجمی به ازاi  وj },,2,1{, nji   :شوندمی ف ی، تعر:
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برخلاف ماتریس های ضرائب: نکته
ijU و

ijV ریتز، ماتریس های ضرائب -در روش رایلی
ijQ و

ijR  در

 .نیستندروش گالرکین متقارن 

 :یعنینان ضرائب صفر باشد، ید دترمیها با-iaازیک هر ی رصفر برایر غیبه منظور داشتن مقاد

0][][   nnijnnij RPQ 

 

س یاگر ماتر nnijnnij RPQ   ی شه برایر nن صورت از رابطه بالا تعداد یمطلق باشد، در ا-مثبت ][][

P ،تا یک ی د هاوم بی متناظر با بار بحرانییر تقریب مقادیبه ترتیک كه هر  بدست خواهد آمدn خواهند بود: 
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},,,{سرییک  ،iPریتز در روش گالرکین نیز به ازای هر بار-همانند روش رایلی 21 naaa بدست می آید: 
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 .ریتز دقت کمتری دارد-روش گالرکین نسبت به رایلی :نکته
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برای بدست آوردن بار بحرانی برای این ستون  :یک سر گیردار و یک سر مفصل ستون بار بحرانی :مثال

 :، در نظر گرفته می شودx)( تغییرشکل انتخابی،تنها با یک تابع « فرم کمانشی گالرکین»
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xw)(:یعنی)و شرط انحناء ( xw)(و  xw)(:یعنی)قادر است هم شرایط هندسی  ،x)(تغییرشکل انتخابیتابع   ) را

 : (خطی دارددر تغییرشکل های کوچک ممان خمشی با انحناء تناسب : یادآوری) ارضاء کند

 

 

 

 

 

 

 

 

اکنون درآیه های ماتریس های ضرائب
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 :بدست خواهد آمد Pی شه برایردر نظر گرفته شده است، پس فقط یک تغییرشکل انتخابی یک تابع  باتوجه به این که
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: یعنی)ق یسه مقدار فوق با مقدار دقیبا مقا
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 ها تیرستون

 

لنگر )این المان ها تحت اثر توام لنگر خمشی و نیروی محوری می باشند، بنابراین در تحلیل اینها هم مقاومت 

 .شوددر نظر گرفته می ( اثر نیروی محوری)و هم پایداری ( خمشی

لنگر خمشی ناشی از بارگذاری و یا ناشی از اتصال با اعضاء دیگر تولید شده که خود : به عنوان یک تیر -

و ( Primary Moment)ه اولی های حاصله، لنگر تغییرشکلبه لنگر فوق و . باعث تغییرشکل در عضو می گردد

 .اطلاق می گردد (Primary Deformation)تغییرشکل اولیه 

وجود نیروی محوری در عضو در حد خاصی منجر به بار بحرانی و بررسی پایداری : ن یک ستونبه عنوا -

 .عضو می گردد

به . وجود نیروی محوری باعث ازدیاد لنگر ودر نتیجه ازدیاد انحناءعضو می گردد: به عنوان یک تیرستون -

و  (Secondary Moment) ثانویهر لنگر و تغییرشکل اضافی تولید شده مضاف بر لنگر و تغییرشکل اولیه، لنگ

 .می گوئیم (Secondary Deformation)تغییرشکل ثانویه 

 .است( Analytical)تجزیه تحلیل تیرستون ها در محدوده الاستیک دارای قانونمندی تحلیلی

 . است( Numerical)تجزیه تحلیل تیرستون ها در محدوده پلاستیک دارای قانونمندی عددی 

 

 :(حالت کلی) معادله دیفرانسیل تیرستون با هرگونه شرایط تکیه گاهی
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 : با توجه به اصل برنولی داریم

)()()( xyEIxyEIxM  

 

 

 : معادله دیفرانسیل تغییرشکل تیرستون بدست خواهد آمد

)()(])([ xqxyPxyEI  

 

 :برای تعیین بار بحرانی ستون دارای نقص هندسی معادله فوق، از روش مودال استفاده می شود

0)(])([  xPxEI icii   

 

xi)(در معادله بالا، که در واقع بیانگر دسته معادلات مودال تیرستون است،  یشکل مود i–ام وciP  بار بحرانی مود

i–ام است. 

 

 :ستون دارای نقص هندسیتغییرشکل ثانویه در تعیین 

 

 

 

 

 

 

 

 

0)(:یعنی)با منظور نمودن تابع نقص هندسی  (Ayrton, Perry, 1886) پری -حال در معادله آیرتن  xy )

 :به صورت ترکیبی از مودها خواهیم داشت
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 :به صورت ترکیبی از مودها خواهیم داشت( xy)(:یعنی)سپس با بازنویسی تابع تغییرشکل 







1

)()(
i

ii xyxy  

 

بدین . ام است–iضریب مشارکت تغییرمکان مود  iyام و–iدر مود  ضریب مشارکت نقص هندسی iy0در آن که

 :ترتیب در شرایط وجود نقص هندسی خواهیم داشت

0)(])]()([[ 0  xyPxyxyEI 

 

 :و نیز تابع نقص هندسی در معادله بالا خواهیم داشت مودهای تابع تغییرمکان با اعمال فرم ترکیبی

0)()()(
11

0

1

 










 i

ii

i

IV

ii

i

IV

ii xyPxyEIxyEI  

 

 :قرار می دهیم را مودال تیرستون بالا معادله در رابطه
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xj)(فوق را در حال رابطه  در حالت تعامد مودها داریم. ضرب کنیم : 
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، یعنی به ازای سر مفصلمثلاً برای تعیین تغییرمکان در وسط دهانه در ستون دو 
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 :در این حالت بیشینه ممان خمشی در وسط دهانه ستون دو سر مفصل عبارت خواهد بود از
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: با تعریف پارامتر نقص هندسی برای مودهای مختلف به صورت
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، یعنی به ازای  تغییرمکان نسبی در وسط دهانه در ستون دو سر مفصل
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 :بنابراین. ، کمتر و کمتر می شود1cPبه  Pمشارکت سایر مود ها با میل کردن . مود اول مشارکت اصلی را دارد
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 (:روش مودال)ها به روش مشارکت مودی  تجزیه و تحلیل تیرستون

 :کلی داریمدر حالت 

 

 

 

 

 

 (:به عنوان یک ستون)گونه یک تیرستون  ستون رفتار -1 
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 (:به عنوان یک تیر)گونه یک تیرستون تیررفتار  -2 
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xy)(که در این روابط  p و ،(آن در واقع تغییرشکل اولیه) ستون تحت بار جانبی استتیرگونه تیر تغییرشکل خمشی 

استدلال این . ها هستند-xi)(: برای مدل کردن آن، بهترین فرم همان توابع تغییرشکل مودال، یعنی که فرض می شود

کاملاً  را در تکیه گاه ها( شرایط هندسی و شرایط انحناء)توابع تغییرشکل مودال شرایط مرزی فرض این است که 

pو .ارضا می کنند

iyدر مود  اولیه شکلرتغیی مودی ضریب مشارکتi-است ام. 

 :تیرستون کامل رفتار -3
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xy)(که در این روابط s ،تغییرشکل ثانویه تیرستون)(xy تغییرشکل کلی تیرستون، وiy  ضریب مشارکت مودی

 .است ام-iمود  تغییرشکل کلی

 :یم داشتخواه در رابطه اخیر با جایگذاری فرم مودالاکنون 
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 :از طرف دیگر داریم
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 :با جایگذاری این دو رابطه نیز خواهیم داشت
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 :، یعنیها باید برای هر ترم صحت داشته باشدرط تعامد مودبا توجه به شبرای برقراری کلی رابطه فوق، 
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المان هایی با »ها را  ستونپس از دیدگاه پایداری می توان تیر این رابطه به رابطه نقص هندسی شبیه است

 :حال می توان تغییرشکل کلی تیرستون را در فرم مودال زیر بیان کرد .نامید «نقص بارگذاری


 


n

i

i

p

i

ci

ci xy
PP

P
xy

1

)()(   

 

 :با توجه به








n

i

i

p

i

ci

ci xy
PP

P
EIxyEIxM

1

)()()(    )(xEIyM i

p

i

p

i    



44 
 

 :می توان ممان کلی تیرستون را نیز در فرم مودال زیر بیان کرد
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 :تفاضل ممان کلی و ممان اولیه بدست می آید ممان ثانویه تیرستون نیز از
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 :بررسی حالات خاص

 :تحت بار جانبی یکنواخت تیرستون با شرایط تکیه گاهی دو سر مفصل (1

 

  

 

 

 

 

 :داریم در اجزاء سیستمممان ها  تعادلمعادله با توجه به 
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معادله دیفرانسیل تغییرشکل تیرستون، در واقع یک معادله دیفرانسیل کلاسیک مرتبه دوم با طرف ثانی 

 (Particular) و جواب خصوصی (Homogeneous) بنابراین جواب کلی آن شامل جواب همگن غیرصفر بوده و

: با فرض. است
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P
2، جواب همگن آن عبارت خواهد بود از: 
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است که هم ارزی آن با طرف دوم مورد  xبرای جواب خصوصی، حدس اولیه یک تابع درجه دوم برحسب 

 :بررسی قرار می گیرد
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 :پس جواب خصوصی عبارت خواهد بود از
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: یعنی)بنابراین جواب کلی 
P a r t i c u l a rsH o m o g e n e o uyyy  ) و دو مشتق متوالی آن به صورت پارامتری

 :دنبدست می آی
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شرایط هندسی و شرایط  مجموعه شامل) باید شرایط مرزی Bو  Aبرای پیدا کردن پارامترهای مجهول 

 :مدنظر داشت را در تکیه گاه ها( انحناء









0)0(

0)0(

y

y
  









0)(

0)(

Ly

Ly
 

 

 : 0xدر با اعمال شرایط مرزی

4

2

2

4

0

0

0)0(

0)0(







EI

q
B

EI

q
B

EI

q
B

y

y






















 

Lxدر با اعمال شرایط مرزی : 

2
tan

0cossin

0cossin

0)(

0)(
4

2

22

4 L

EI

q
A

EI

q
LBLA

EI

q
LBLA

Ly

Ly 
































 

 



40 
 

 :مشخص می گردد تیرستون و دو مشتق متوالی آن کلی تغییرشکلبنابراین 
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 :ت حدیدو حالباید توجه داشت که در 
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)، می توان بیشینه ممان کلی در وسط دهانه xهمچنین با داشتن معادله ممان کلی تیرستون بر حسب 
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به عبارت 
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تیرستون مجزا می توان از اصل در چند  :ستون هادر مورد تیر( اجتماع اثر قوا)ون اصل سوپرپوزیسی

نیروی محوری بر روی هر از تیرستون ها یکسان باشد، و ثانیا بر  اجتماع اثر قوا استفاده نمود، مشروط بر اینکه اولاً 
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EPP:تغییر کند و برای حالت xy)(با توجه به اینکه اثر نیروی محوری باعث خواهد شد که که   

، این مطلب حکایت از تاثیر نیروی محوری در سختی (xy)()سمت مقداری بسیار بزرگ میل کند  تغییرشکل به

:  با در نظرداشتن .خمشی عضو دارد و در واقع با افزایش نیروی محوری سختی رو به کاهش خواهد گذاشت
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 :بنابراین می توان نوشت
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 :تیرستون با شرایط تکیه گاهی دو سر مفصل تحت نیروی جانبی متمرکز (2

 

  

 

 

 

ax: در ناحیه در اجزاء سیستم ممان ها تعادلمعادلات با توجه به  0، داریم: 
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برای جواب . است شامل جواب همگن و جواب خصوصی نیز معادله دیفرانسیل تغییرشکل تیرستوناین 
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 :عبارت خواهد بود از و دو مشتق متوالی آن کلیجواب 
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Lxa: در اجزاء سیستم در ناحیه با توجه به تعادل ، داریم: 
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است که هم ارزی آن با طرف دوم مورد xبرای جواب خصوصی، حدس اولیه یک تابع درجه دوم برحسب 

 :بررسی قرار می گیرد
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 :جواب کلی و دو مشتق متوالی آن عبارت خواهد بود از
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و همچنین شرایط در تکیه گاه ها  باید شرایط مرزی B2و  A1 ،B1 ،A2 پارامترهای مجهولبرای پیدا کردن 
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 :مشخص می گردد دو ناحیه گفته شدهدر تغییرشکل کلی تیرستون  بالا،ی با اعمال شرایط مرز
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)()(:  با توجه به xyEIxM نیز مشخص می گردد هیدر دو ناح ، ممان کلی تیرستون: 

x
L

aLQ
xM 






sin

sin

)(sin
)(1


  

)(sin
sin

sin
)(2 xL

L

aQ
xM  






 

 



44 
 

: به منظور ادامه بحث حالت خاص
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نه یشیب ولی خیز وسط دهانه به مقدار. در وسط دهانه اتفاق نمی افتد یرشكل جانبییتغ نهیشیب خاص ن حالتیدر ا

با قرار دادن  نزدیک است لذا یرشكل جانبییتغ
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 :با تعریف
EP

PL

22


 خواهیم داشت ،: 

 
py

EI

QL
y max33

3

max

)(tan3)(tan3

48 





 








 
  

 

به عبارت 
3

)(tan3



 
 .، ضریب تشدید یا ضریب افزایش تغییرشکل اولیه گفته می شود 

  داریم باید توجه داشت که در دو حالت حدی

: 


















 

00

1
)(tan3

lim
3







P
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
















 

2

3

)(tan3
lim







EPP

 

 

 :tanبا بسط 

 9753

2835

62

315

17

15

2

3

1
tan   

 

 :ضریب تشدید، خواهیم داشتو جایگذاری آن در 

E

EEE

EEE

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P


















































































1

1

1

2945

62

2105

17

25

2
1

945

62

105

17

5

2
1

)(tan3

32

642

642

3














 

 :بنابراین می توان نوشت

p

E

E y
PP

P
y maxmax


  

 

)، می توان بیشینه ممان کلی در وسط دهانه xهمچنین با داشتن معادله ممان کلی تیرستون بر حسب 
2

L
x  )

 :را محاسبه کرد

)
2

()
2

(

2
tan

2
)

2
(

2
tan

2
)

2
(

21max

2

1 L
M

L
MM

LQL
M

LQL
M





















  

 

2
tan

2
max

LQ
M




  

 

:  با در نظرداشتنو  با همان تعریف برای
4

max

QL
M p  ،م داشتیخواه: 
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





 tantan

4
maxmax

pM
QL

M 







  

 

 

 و با بسط


tan
 :، خواهیم داشتmaxMو جایگذاری آن در رابطه  


































































432

max

8642

maxmax

8106.08107.081174.082245.01

2835

62

315

17

15

2

3

1
1

EEEE

p

p

P

P

P

P

P

P

P

P
M

MM 

 

 

 :بنابراین می توان نوشت

p

E

E M
PP

PP
M maxmax

19.0




  

 

 :به صورت زیر تعریف می گردد maxMكایآمرآئین نامه  در

p

E

E M
PP

PP
M maxmax

2.0




  
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 :تیرستون با شرایط تکیه گاهی دو سر گیردار تحت بار جانبی یکنواخت (3

 

  

 

 

 :داریممعادله دیفرانسیل تغییرشکل تیرستون  بر اساس

qxyPxEIy IV  )()(  

 

این معادله دیفرانسیل تغییرشکل تیرستون، در واقع یک معادله دیفرانسیل کلاسیک مرتبه چهارم با طرف ثانی 

: جواب همگن این معادله دیفرانسیل ابتدا معادله مشخصه آنرا، با فرض تعیین برای. غیرصفر است
EI

P
2 ،

 :جواب همگن را تشکیل می دهیمتشکیل می دهیم و سپس بر اساس ریشه های بدست آمده از آن،  sبرحسب 

















0

0

4,3

2

1

224

s

is

is

ss 



  

 

 :با توجه به ریشه های مضاعف معادله مشخصه

)()()( 43

0

cossin

114311
321 CxCeeCeCCxCeeCeCxy x

xBxA

xixixsxsxs
 





  


  

 

 :جواب همگن تعیین می گردد

43cossin)( CxCxBxAxy    

 

است که هم ارزی آن با طرف  xبرحسب  چهارم ناقصبرای جواب خصوصی، حدس اولیه یک تابع درجه 

 :دوم مورد بررسی قرار می گیرد

234)( ExDxCxxyParticular   


EI

q
xyxy Particular

IV

Particular )()( 2  

qCEDxCx  )242(612 2222   









































2

2

2

2

2
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0
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





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q
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C
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q
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D
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P 

q 
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 :پس جواب خصوصی عبارت خواهد بود از

2

22
)( x

EI

q
xyParticular


  

 

 :بنابراین جواب کلی و دو مشتق متوالی آن به صورت پارامتری بدست می آیند

2

243
2

cossin)( x
EI

q
CxCxBxAxy


   

x
EI

q
CxBxAxy

23sincos)(


   

2

22 cossin)(



EI

q
xBxAxy   

 

 :در تکیه گاه ها را مدنظر داشت( شامل شرایط هندسیتنها ) پارامتر مجهول باید شرایط مرزی چهار برای پیدا کردن









0)0(

0)0(

y

y
  









0)(

0)(

Ly

Ly
 

 

 :تغییرشکل کلی تیرستون مشخص می گردد ا اعمال شرایط مرزی،ب











2
cotcos

2
cotsin

2
)(

2

3

L
x

L

x
x

L
x

EI

qL
xy











 









 1

2
sin

2
cotcos

2
)(

2 L

x
x

L
x

EI

qL
xy 





 














L
x

L
x

EI

qL
xy









2
cos

2
cotsin

2
)(  

 

)()( :با توجه به xyEIxM ممان کلی تیرستون نیز مشخص می گردد ،: 











L
x

L
x

qL
xM









2
cos

2
cotsin

2
)(  

 

)در وسط دهانه  آن را، می توان بیشینه xبا داشتن معادله تغییرشکل کلی تیرستون بر حسب 
2

L
x  ) کردرا محاسبه: 











2
cotcos

2
cotsin

2
)(

2

3

L
x

L

x
x

L
x

EI

qL
xy











 

 










2
cot

42
cos

2
cot

2
sin

2
)

2
(

3

4

max

LLLLL

LEI

qLL
yy




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با تعریف 
EP

PL

EI

PL

222


  خواهیم داشت: 








 






sin

)sincos22(12

384 3

4

max
EI

qL
y  

 

) رداریدر ستون دو سر گ به بار بحرانیتوجه با 
2

2

L

EI
PE


:) 

cEE

Ec
P

P

P

P

P

P
P

L

EI
P 







42
4

4
2

2

 

 

به عبارت 




sin

)sincos22(12
3


با  .، ضریب تشدید یا ضریب افزایش تغییرشکل اولیه گفته می شود 

cPبر حسب  ضریب تشدیدبسط 
 

 :خواهیم داشت Pو


















































 

432

maxmax 986.0986.0986.0987.01
cccc

p

P

P

P

P

P

P

P

P
yy  

 

 :بنابراین می توان نوشت

p

c

c

P

P

y

y
PP

P
y

EI

qL
y

c

p

maxmax

1

1

3

4

max
sin

)sincos22(12

384

5

max











 






  




 

 

)ممان کلی در وسط دهانه با داشتن معادله ممان کلی تیرستون، می توان 
2

L
x  )را محاسبه کرد: 











L
x

L
x

qL
xM









2
cos

2
cotsin

2
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



























1
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4

2

2
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2
cot

2
sin

2
)

2
(

2
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qL

L

LLLqLL
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:  با در نظرداشتن
24

2

max

qL
M p  ،خواهیم داشت: 




























 pM

qL
M max22

2

max

1

sin

1
6

1

sin

1
6

24 
 

 

 :محاسبه کردز ینرا ( 0x) ه گاهیتكهمچنین می توان ممان کلی در 





























1
cot

4

2

2
cot

2
)0(

2

max

qL

L

LqL
MM  

 

:  با در نظرداشتن
12

2

max

qL
M p  ،خواهیم داشت: 




























 pM

qL
M max22

2

max
tan

11
3

tan

11
3

12 
 

 

 :ن كهیبا توجه به ا  maxmax MM،  و با بسط









 tan

11
3

2
و جایگذاری آن در رابطه  

maxM ،

 :خواهیم داشت









































  
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maxmax 612.06185.0658.01
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 :بنابراین می توان نوشت






 p

c

c M
PP

PP
M maxmax

39.0
 

 

كا یدر آئین نامه آمر

maxM به صورت زیر تعریف می گردد: 






 p

c

c M
PP

PP
M maxmax

40.0
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 :تیرستون با شرایط تکیه گاهی یک سر مفصل یک سر گیردار تحت بار جانبی یکنواخت (4

 

  

 

 

 

 

 :بر اساس معادله دیفرانسیل تغییرشکل تیرستون داریم

qxyPxEIy IV  )()(  

 

 :همان طور که مشاهده شد، جواب کلی این معادله دیفرانسیل تغییرشکل، به صورت پارامتری عبارت است از

2
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2
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
   

x
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2

22 cossin)(
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q
xBxAxy   

 

در تکیه گاه ها ( شرایط انحناء و شامل شرایط هندسی) مجهول باید شرایط مرزی هایبرای پیدا کردن پارامتر

 :را مدنظر داشت
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 :تیرستون مشخص می گردد معادله انحنای Bو  Aبا پیدا کردن پارامترهای مجهول 























 1cossin

sincos

1
2

sincos
)(

22

2
xx

LLL

L
LLL

EI

q
xy 







 

 

)()(: با توجه بهسپس  xyEIxM ممان کلی تیرستون نیز مشخص می گردد ،: 























 1cossin

sincos

1
2

sincos
)(

22

2
xx

LLL

L
LLL

q
xM 







 

 

Lx)ه گاه گیردار یدر تكبا داشتن معادله ممان کلی تیرستون، می توان ممان کلی   )این ممان در . را محاسبه کرد

 :واقع ممان بیشنه می باشد























 1cossin

sincos

1
2

sincos
)(

22

2max LL
LLL

L
LLL

q
LMM 







 

 

: با تعریف
EP

P
L   می توان ممان بیشنه را به صورت تابعی برحسب ، نوشت: 
































 sincos

2cos2sin4

8

max

2

max


pM

qL
M  

 

بسط 
















 sincos

2cos2sin4
 :عبارت است از 

 8642

3492720000

12979

252000

19

8400

13

30

1
1   

 

 :محاسبه شده بود، پس رداریدر ستون یک سر مفصل و یک سر گ بار بحرانی قبلاً 

cE

c
P

P

P

P

L

EI
P 4934.4

18.20
2

   
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 :بسط فوق به شکل زیر در خواهد آمدبنابراین 














































5432

6166.06176.06206.06309.06730.01
ccccc P

P

P

P

P

P

P

P

P

P
 

 

 

 :می توان نوشت، maxMجایگذاری این بسط در رابطه  از پس

p

c

c M
PP

PP
M maxmax

38.0




  

 

 :به صورت زیر تعریف می گردد maxMكا یدر آئین نامه آمر






 p

c

c M
PP

PP
M maxmax

40.0
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 :تیرستون با شرایط تکیه گاهی دو سر مفصل تحت دو لنگر انتهایی (5

 

  

 

 

 

BA: فرضبا  MM ، داریم: 

0)()( 


 x
L

MM
MxPyxM BA

A
 

A
BA Mx

L

MM
xPyxM 


 )()(   )()( 1 xyEIxM   

A
BA Mx

L

MM
xPyxyEI 


 )()(  

EI

M
x

LEI

MM
xyxy ABA 




.
)()( 2  

 

برای جواب . است این معادله دیفرانسیل تغییرشکل تیرستون نیز شامل جواب همگن و جواب خصوصی

 :است که هم ارزی آن با طرف دوم مورد بررسی قرار می گیردxخصوصی، حدس اولیه یک تابع درجه دوم برحسب 

EDxCxxyParticular  2)(  





EI

M
x

LEI

MM
xyxy ABA

ParticularParticular
.

)()( 2  

EI

M
x

LEI

MM
CEDxCx ABA 




.
)2( 2222   













































2

2

2

2

2 0

2

.

0











EI

M
E

LEI

MM
D

C

EI

M
CE

LEI

MM
D

C

A

BA

A

BA  

 

 :جواب کلی و دو مشتق متوالی آن عبارت خواهد بود از

22
cossin)(




EI

M
x

LEI

MM
xBxAxy ABA 


  

 

 

 

MA P 

x 

y 

y1(x) 

x 

L

MM
R BA  

P 

M(x) 

V(x) 

L 

P 
A B 

MA MB 
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 :در تکیه گاه ها را مدنظر داشت هندسیباید شرایط  B و Aبرای پیدا کردن پارامترهای مجهول 

























0cossin

0

0)(

0)0(

22

2






EI

M
L

LEI

MM
LBLA

EI

M
B

Ly

y

ABA

A

 















LEI

LMM
A

EI

M
B

AB

A






sin

cos
2

2

 

 

 :تغییرشکل کلی تیرستون مشخص می گرددبه این ترتیب 















 A

BA
A

AB Mx
L

MM
xMx

L

LMM

EI
xy 






cossin

sin

cos1
)(

2
 








 



 x

L

LMM
xM

EI
xy AB

A 



 sin

sin

cos
cos

1
)(  

 

)()(:  با توجه به xyEIxM ممان کلی تیرستون نیز مشخص می گردد ،: 

x
L

LMM
xMxM AB

A 



 sin

sin

cos
cos)(


  

 

: بارگذاری متقارن، یعنی دیاگرام های تغییرات ممان کلی تیرستون در حالت، معادلهاین براساس 

0 BA MMو در حالت بارگذاری نامتقارن، یعنی ، :BA MM دن، به صورت زیر می باش: 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

MA 

MB 

+ 

 ممان اولیه

 یهثانوممان 

= 

Mmax 

 کلیممان 

P 
A B 

MA MB 

MA 

P 
A B 

MA MB 

MB 

+ 

 ممان اولیه

 یهثانوممان 

= 

Mmax 

 کلیممان 
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تکیه گاه اتفاق بیافتد این  در دیگر و حتیدر حالت عمومی لنگر ماکزیمم ممکن است در وسط تیر، یا هر جای 

AB: با فرض. داردxy)( و MA ،MB بستگی به مقادیر  MM  ممان کلی تیرستون به شکل ساده تر ، می توان

 :زیر بازنویسی کرد

AMx
L

L
xxM 







 
 




 sin

sin

cos
cos)(  

 

 :تیرستون ممان کلیبرای یافتن بیشینه 

L

L
xMx

L

L
x

dx

xdM
A











sin

cos
tan0cos

sin

cos
sin0

)( 








 
  

 

 :که  درست است xزمانی. در آن بوجود می آیدبیشینه ممان کلی مکانی که موقعیت  xکه در آن
2

0
L

x  ،با  پس

: یعنی توجه به تعریف 
2

L
 خواهیم داشت: 

EP

PL
x

22
0





   

L
L

L
xx

P

P

E








 cos0

sin

cos
0tan

2
01max 











  

 

 :ممان کلی تیرستون خواهد شدتحت شرایط بالا بیشینه 

 

A

AA

M
L

L
M

M
x

MxxxxMM








sin

1cos2

cos

1
sintancos)(

2

max

max













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مطلوب است رسم دیاگرام لنگر به ازای مقادیر مختلف : مثال
EP

P
 :برای تیر ستون نشان داده شده در زیر 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

19.02.0cos

2.0cos2.0
10

2






















EE P

P

P

P

L





 

 

19.0  :اگر
EP

P
AMM  :آنگاه   max 

19.0  :اگر
EP

P
AM  :آنگاه  

L

L
M





sin

1cos4.004.0
max


 

 

 

 

 

 

 

 

 

P 
A B 

MA=10 t.m MB=2 t.m 

2 

10 

14.23 

36.57 

M 

0.356 0.462 1 
x/L 

0
EP

P 

19.0
EP

P

5.0
EP

P 

8.0
EP

P 
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0: یعنی)بررسی حالت بارگذاری متقارن  BA MM :) 1: حالتدر این AB MM  بوده و

 :ممان کلی تیرستون در وسط دهانه عبارت خواهد بود از

AA Mx
L

xMx
L

L
xxM 
















 
 







 sin

2
tancossin

sin

cos1
cos)(  

AA M
L

M
LLLL

MM
2

sec
2

sin
2

tan
2

cos)
2

(max











  

 

با بسط 
2

sec
L

  :رابطه بالا، خواهیم داشتو جایگذاری آن در  

A

EEE

M
P

P

P

P

P

P
M









































 

32

max 27267.126835.12337.11  

 

 :بنابراین می توان نوشت

A

E

E M
PP

PP
M






28.0
max  

 

 :به صورت زیر تعریف می گردد maxMكا یدر آئین نامه آمر

A

E

E M
PP

P
M


max  

 

 .خطا دارد% 22دقیق نیست و تا  maxMكا برای یپیشنهاد آئین نامه آمر

 

به منظور ساده سازی و کاربردی . روابط پایداری تیرستون ها روابطی پیچیده هستند: مفهوم ممان معادل

تیرستون با شرایط تکیه گاهی )عنوان مثال برای تیرستون اخیر به . مطرح می گردد« ممان معادل»کردن آنها مفهوم 

بیشینه ممان کلی یک تیرستون با بارگذاری متقارن است که با « ممان معادل»، (دو سر مفصل تحت دو لنگر انتهایی

 :بیشینه ممان کلی تیرستون با بارگذاری دلخواه معادل می گردد

 

 

 

 

 

 

 

= P 
A B 

Meq Meq 

= Mmax 

 کلیممان 

P 
A B 

MA MB 

eqM
L

M
2

secmax


 

 کلیممان 
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 :داشتبر اساس استدلال گفته شده خواهیم 

Aeq

eq

A

eqA

M
L

L
M

L

M
M

LL

L

M
L

M
L

L
M

2
sin2

1cos2

2
cos

2
cos

2
sin2

1cos2

2
sec

sin

1cos2

22

2

max


























 

 

 :عبارت خواهد بود«ممان معادل»، mCتعریف ضریب با 

Ameqm MCM
L

L
C 




2
sin2

1cos22




 

 

 :به شکل زیر تعریف می گردد« ممان معادل»ممان بیشینه بر اساس مفهوم 

A

c

cm M
PP

PC
M


max  

 

و به ازای  برحسب  mCدیاگرام تغییرات 
EP

P
 :ای مختلفه-

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

BA: یعنی)متقارن ناحالت بارگذاری  MM  :) به عهده دانشجویان استبحث و بررسی این حالت. 

1 0.9 0.8 0.7 0.6 0.5 0.4 0.3 0.2 0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

0.3

Cm  0.1 

Cm  0.2 

Cm  0.3 

Cm  0.4 

Cm  0.5 

Cm  0.6 

ppp  

CCm  

11 

1.0
EP

P 
2.0

EP

P

3.0
EP

P 

4.0
EP

P

5.0

6.0

 :بر اساس حریم قابل قبول

L cos 

 :((Austin  1961پیشنهاد

4.04.06.0  mC 

mC 
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 سیستم های سازه ای پایداری

 (تحلیل مرتبه دوم سازه ها)

(Secondary Analysis of Structures) 

 

 تبیینی مناسب و کلاسیک برا انییبافت  -ب یروابط ش :بدون حرکت جانبی تیرستونافت در  - روابط شیب

و ر را می توان برحسب دوران ها یت یی، لنگر انتهاافت -ب یبراساس روابط ش. المان سازه ای می باشد سختی خمشی

ر یاز تاث (تحلیل مرتبه اول) یخطالاستیک ل یدر تحل. گرتعیین کردیدی المان نسبت به انتهای های یک انتها ییجابجا

 .شود نظر می صرف المان ی سختی خمشیروبری محورروی ین

نیروی . آن تغییر می کند سختی خمشیالمان سازه ای تحت نیروی محوری قرار می گیرد  یک هر گاه

. می گردد المان یخمش سختیمحوری کششی این سختی را افزایش می دهد و نیروی محوری فشاری باعث کاهش 

 ابد وی كاهش می ز چشمگیریربه ط به بار بحرانی نسبتاً بزرگ شود، سختی خمشی فشاریی نسبت بار محور وقتی

المان سازه ای افت  -ب یش در اینجا به بیان روابط .صرف نظركرد ن سختییین كاهش در تعیگر نمی توان از اید

ابتدا یک المان سازه ای تیرستون تحت نیروی محوری و بارگذاری . فشاری خواهیم پرداختی رو محوریر نیتاث تحت

 :ر شده استکه از تغییرمکان جانبی آن صرف نظ جانبی را در نظر بگیرید

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

روابط  ،(شکل بالا مطابق) تیرستون هاپایداری تئوری در  (Superposition)« تجمع قوا»اصل براساس 

  :زیر تشکیل می شوندبه صورت  مرتبه دومافت  –ب یش


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Sچرخش های دو سر تیرستون،  Bو Aممان های گیرداری در دو سر تیرستون، BAMو  ABM: در این روابط

 :سختی خمشی تیرستون است که عبارت است ازKضریبی موسوم به ضریب انتقال وCضریب سختی تیرستون،
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 :ستون را در نظر می گیریمتیر جزئی از پیکره آزاد Cو  Sبرای تعیین 

 

 

 

 

 

 :داریم اجزاء سیستمپیکره آزاد در  با توجه به تعادل
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2 ،و بر اساس قانون برنولی برای تغییرشکل های کوچک :)()( xyEIxM عادله ، م

 :دیفرانسیل تغییرشکل تیرستون بازنویسی می گردد
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 :و جواب همگن آن عبارت خواهد بود از
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 :با طرف دوم مورد بررسی قرار می گیرد (xتابع درجه دوم برحسب یک حدس اولیه ) هم ارزی جواب خصوصی
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 :پس جواب خصوصی عبارت خواهد بود از
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ParticularHomogene: یعنی)بنابراین جواب کلی  yyy  )و دو مشتق متوالی آن به صورت پارامتری بدست می آیند: 
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را  سمت چپ در تکیه گاه( شرایط هندسی شامل) باید شرایط مرزی Bو  Aپیدا کردن پارامترهای مجهول  ه منظورب

 :مدنظر داشت
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 :غیرصفر، لازم است تا Aدر دستگاه اخیر برای داشتن 
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 :خواهیم داشتبنابراین 
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: یادآوری)اتلاق می گردد  نیز پایداری یا توابع ضرایب Cو Sبه ضرایب 
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 :مرتبه اول خواهند بود ضرایب، همان ضرایب پایداری( 0P: یعنی)ذکر است که در حالت خمش خالص 
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 :کششی است Pو هنگامی که نیروی 
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 توابع پایداری در کشش       توابع پایداری در فشار
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به  Aبا تغییر در این حالت،  :حرکت جانبی اب تیرستونافت در  -روابط شیب 
L

A


 همچنین  وB  به
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  افت خواهیم داشت –در روابط شیب: 
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 :د بود ازننیز عبارت خواه BAQو  ABQ های برش
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 BAQو  ABQبرش های  (0BAMو  0ABM:حالت خاص)در صورت عدم وجود بارگذاری جانبی 

 :عبارت خواهند بود از
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برای  مرتبه دوم با مرتبه اول كاملاً متفاوت بوده وی رداریگی ممان ها :افت -ب یدر روابط شی رداریگی ممان ها

 :گردندمی ف یر تعریزصورت به  تکیه گاهی مختلف و بارگذاری شرایط یک تیرستون با
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به ازای مقادیر مختلف  برای نیروی کششی و فشاری توابع پایداری :جدول توابع پایداری
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)در قاب نشان داده شده، سختی خمشی : مثال
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K  )از . المان یکسان فرض شده است برای هر سه

mtqشدت بارگذاری روی تیر  .قاب ممانعت شده است حرکت جانبی 0.6 2.0: با فرض. می باشد
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 :ستون ها، قاب را آنالیز کنید

اگر نسبت :نکته 
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 :بنابراین خواهیم داشت
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:BCگیرداری در تیر هایممان: نکته
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2qL
 گرفته شده است، زیرا این المان در نظرBC تیرستون نیست

 .افت مرتبه اول تبعیت می کند -شیب  ممان گیرداری آن از روابطبنابراین و 
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از )افت  –ستم زیر با استفاده از روابط شیب یدر س ABمطلوب است تعیین بار بحرانی ستون  :مثال

 (:تغییرشکل محوری تیرها و ستون ها صرف نظر شود
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A:    گرهدر ممان ها تعادلمعادله   04)1(0  AACAB CSKMM  

B:    گرهدر ممان ها تعادلمعادله   04)1(0  ABDBA CSKMM  

 

 :بنابراین خواهیم داشت
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 :لازم است تابرای داشتن مسیر غیربدیهی 
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رابطه بالا به ازای مقدار مشخصی از 
EP

P
این مقدار را می توان بکمک جدول توابع پایداری . صادق است 

 :و با سعی و خطا بدست آورد
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 :بنابراین نیروی بحرانی عبارت خواهد بود
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 :با توجه به مقدار دقیق نیروی بحرانی
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)در قاب نشان داده شده، سختی خمشی : مثال
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 :B گره تعادل دربا در نظر داشتن 
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 :بکمک ممان های مرتبه اول بدست آمده می توان به بررسی پیکره آزاد دو المان پرداخت
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 :المان ها نوشتتوجه به پیکره آزاد دو المان، می توان معادلات تعادل را برای هرکدام از  با
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25.0: با توجه به. حال نیروهای محوری المان ها تعیین می شوند
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 :خواهیم داشت 
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 :می کنند از روابط شیب افت مرتبه دوم تبعیتABممان های گیرداری در تیرستون
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 :افت مرتبه دوم –روابط شیب 
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B: 0 گره در ممان ها تعادل همعادل
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 :بنابراین خواهیم داشت
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همان طور که انتظار می رفت، چرخش بدست آمده از تحلیل مرتبه دوم بزرگتر از چرخش بدست آمده از 
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 : با داشتن چرخش ممان های مرتبه دوم سازه تعیین خواهند شد
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تحلیل مرتبه دوم  و با تکرار بدست آمده می توان به بررسی پیکره آزاد دو المان پرداخت دومبکمک ممان های مرتبه 
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 :باتوجه به پیکره آزاد دو المان، می توان معادلات تعادل را برای هرکدام از المان ها نوشت
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25.0: با توجه به. نیروهای محوری المان ها تعیین می شوند
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 :از روابط شیب افت مرتبه دوم تبعیت می کنندABممان های گیرداری در تیرستون
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B: 0 گره در ممان ها تعادل همعادل
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 .در نتایج حاصل می گردد مطلوبی با یک بار تکرار همگراییهمان طور که مشاهده می گردد 
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از ) افت –با استفاده از روابط شیب  ستم زیریدر س ABستون مطلوب است تعیین بار بحرانی  :مثال

 :(تغییرشکل محوری تیرها و ستون ها صرف نظر شود
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با حذف حال 
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 :ماتریس ضرائب صفر باشد برای داشتن مسیر غیربدیهی می بایست
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 :بنابراین نیروی بحرانی عبارت خواهد بود
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)نشان داده شده، سختی خمشی  تیرستون سراسریدر  :مثال
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K  ) برای هر دو المان یکسان فرض شده

2.0: با فرض .می باشدPو نیروی محوری وارد بر کل تیرستون ABنیروی متمرکز در وسط دهانه  .است
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 :Aگره در ممان ها تعادلمعادله 
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 :بنابراین خواهیم داشت





















 























EI

PL

EL

PL

EI

PL

K

PL

K

PL

p

C

p

B

p

A

L

EI
K

p

C

p

B

p

C

p

B

p

A

p

B

p

A

64

32

64

3

02

16
4

16
2

2

2

2













 

A B C 

L 

P 

P 

L 



301 
 

 :ABدهانه  مرتبه دوم ممان های گیرداری
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 :یکسان است BCو  ABاز آنجایی که نیروی محوری در هر دو دهانه 
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EPP: با توجه به 2.0خواهیم داشت ،: 
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)در تیرستون سراسری نشان داده شده، سختی خمشی : مثال
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 :بنابراین خواهیم داشت
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ممان های گیرداری مرتبه دوم : یکسان است BCو  ABاز آنجایی که نیروی محوری در هر دو دهانه 
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 :بنابراین خواهیم داشت
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 :مشاهده می گردد که چرخش های مرتبه اول و دوم برابر می شوند (0P)در حالت خمش خالص  با کنترل نتایج
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در . ماتریسی مرتبه دوم سازه ها همانند مبانی تحلیل ماتریسی مرتبه اول است تحلیل مبانی :تحلیل ماتریسی مرتبه دوم

مورد بحث قرار خواهند گرفت و به بررسی دو بعدی ( Framed Structures)اینجا تنها سازه های قاب بندی شده 

 .برخی مفاهیم پایه در تحلیل ماتریسی خواهیم پرداخت

 رتدوین معادلات حاکم بر رفتار سازه تاثیمهمی که در  پدیده(: نقانون اول نیوت)اصل تعادل استاتیکی  -1

  :مطرح می شود سطحدر سه اصل تعادل استاتیکی در تحلیل ماتریسی . استاتیکی است دارد، اصل تعادل عمده

که به تقابل نیروهای خارجی وارد بر سازه و نیروهای  (Equilibrium of Structure)تعادل سازه  -

طبق اصل باید این نیروها و کل . عکس العمل تکیه گاهی پرداخته وتعادل کل سازه را مورد بررسی قرار می دهد

 .سازه در حال تعادل باشند

که به نیروهای خارجی و داخلی وارد بر قسمتی از  (Equilibrium of Substructure)تعادل زیرسازه  -

طبق اصل باید این نیروها و زیرسازه در . پرداخته وتعادل زیر سازه را مورد بررسی قرار می دهد( زیرسازه)سازه 

 .حال تعادل باشند

ل تشکی (Elements)عناصر کلیه تعادل  و( Nodes)تعادل در اجزای سازه که شامل تعادل کلیه گره ها  -

طبق اصل باید هر یک از گره ها و نیروهای وارد بر آن و نیز هرکدام از عناصر و نیروهای . دهنده سازه می باشد

 .وارد بر آن در حال تعادل باشند

 :می شوند در اینجا عناصر سازه ای دو بعدی معرفی :انواع عناصر سازه ای -2

کامل  یالمان سازه ااین  (:Bending-Shear-Axial Element)محوری  -برشی  -المان خمشی  -2-1 

این المان دارای شش  .می باشد ری محوری، برشی و خمشیین دارای انعطاف پذكه همزما ترین المان دو بعدی است

 :در ابتدا و انتهای طول خود است( دورانی)درجه آزادی، شامل چهار درجه آزادی انتقالی و دو درجه آزادی چرخشی 

 

 

 

 

 

 

 :است 66ماتریس سختی مرتبه اول این المان یک ماتریس 
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 :ت است ازرنیز عباماتریس سختی مرتبه دوم این المان 
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 :توابع پایداری هستند و به شکل زیر تعریف می شوند 4و  1 ،2 ،3ضرائب 
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)برای توابع پایداری سری های زیر را پیشنهاد می کند  (منبع قید شده ، Chen)چن 
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در نظر  0P: و برای نیروی محوری کششی 0P: فشاریدر سری های چن برای نیروی محوری 

 .جواب های مطلوب بدست خواهند آمد 10n: طبق توصیه چن، به ازای. گرفته می شوند

نسبت  اگرقابل ذکر است که  
EP

P
کوچک باشد، آنگاه می توان بر اساس روابط چن تقریب زیر را برای 

 (: ماتریس سختی هندسی اتلاق می گردد Gkبه)ماتریس سختی المان پذیرفت 
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این المان سازه ای دارای انعطاف برشی و خمشی و (: Flexure Element)برشی  –المان خمشی  -2-2 

این المان دارای چهار درجه آزادی، شامل دو درجه آزادی انتقالی و دو درجه . محوری می باشد یریفاقد انعطاف پذ

 :در ابتدا و انتهای طول خود است( دورانی)آزادی چرخشی 

 

 

 

 

 

 

 

 :است 44ماتریس سختی مرتبه اول این المان یک ماتریس 
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 :ماتریس سختی مرتبه دوم این المان نیز عبارت است از
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 .همان توابع پایداری تعریف شده در بالا هستند 4و  1 ،2 ،3ضرائب 

با . ز بدست آوردیب افت مرتبه دوم نیتوان بكمك روابط ش ماتریس سختی مرتبه دوم المان خمشی را می

 :افت مرتبه دوم عبارت خواهند بود از –ب یگردد، روابط ش ی جانبی بر المان اعمال نمینكه بارگذاریتوجه به ا
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 :م داشتی، خواهیسیافت مرتبه دوم به صورت ماتر –ب یروابط ش یسیبا بازنو
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  :(0P) یفشار یمحور یرویدر حالت ن Cو Sف ضرایب یبا توجه به تعر
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 :م داشتیدر روابط، خواه و با اصلاح آن P یبا در نظر گرفتن علامت منف
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این . ری برشی می باشدیاین المان سازه ای تنها دارای انعطاف پذ (:Shear Element)المان برشی  -2-3 

 :المان دارای دو درجه آزادی انتقالی در ابتدا و انتهای طول خود است

 

 

 

 

 

 

 :است 22ماتریس سختی مرتبه اول این المان یک ماتریس 
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 :المان نیز عبارت است ازماتریس سختی مرتبه دوم این 
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 .همان تابع پایداری تعریف شده در بالاست 1ب ریض

 

 

 یدارا تنها یاین المان سازه ا(: Axial or “Truss” Element) «خرپایی»المان محوری یا  -2-4 

 :درجه آزادی انتقالی در ابتدا و انتهای طول خود است دواین المان دارای . می باشدی محور یریانعطاف پذ

 

 

 

 

 

 

 :است برابراین المان  و دوم ماتریس سختی مرتبه اول
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 :در اینجا سیستم های سازه ای دو بعدی معرفی می شوند :انواع سیستم های سازه ای -3

(: Bending-Shear-Axial or Complete Frame) ا قاب كاملی محوری -برشی  -خمشی  قاب -3-1 

از المان  یمتشكل از تعداد مشخص ستمیین گونه قاب در واقع سیا. دو بعدی است قابکامل ترین  یسازه ا ستمیساین 

 یگر متصل میكدیك در محل گره ها به یو توپولوژ یمحوری است كه تحت نظم مشخص هندس -برشی  -خمشی  یها

توانند وجود  یزمیگر نید یاز گونه ها یمحوری، المان ها -برشی  -خمشی  یقاب كامل در كنار المان ها در .شوند

ز یعمود بر محور و ن ینسب یرمكان هاییاعم از تغ) یو خمش یمحور یرشكل هاییه تغیدر قاب كامل كل. داشته باشند

دو درجه ) یدرجه آزاد سهبا  قاب كامل صلب و یگره ها .شوند یدر نظر گرفته م (از خمش یناش یچرخش ها

 .شوند یفرض م (یچرخش یدرجه آزادیک و  یانتقال یآزاد

این  (:Bending-Shear or Flexure Frame)« یقاب خمش»ا اصطلاحاً یبرشی  -قاب خمشی  -3-2 

و  یاست كه تحت نظم مشخص هندسبرشی  -خمشی  یاز المان ها یمتشكل از تعداد مشخص یستمیس یستم سازه ایس

برشی، المان  -خمشی  یدر كنار المان ها خمشی قاب در. شوند یگر متصل میكدیدر محل گره ها به یک توپولوژ

گره . شوند یمننظر گرفته  در یمحور یرشكل هاییتغ یخمش در قاب. توانند وجود داشته باشند یم زین یبرش یها

  .شوند یفرض م( یچرخش یدرجه آزادیک و  یانتقال یدرجه آزادیک ) یصلب و با دو درجه آزاد یقاب خمش یها

 یاز المان ها یمتشكل از تعداد مشخص یستمیس یستم سازه ایاین س (:Shear Frame)قاب برشی  -3-3 

 یقاب ها در. شوند یگر متصل میكدیدر محل گره ها به  یکو توپولوژ یبرشی است كه تحت نظم مشخص هندس

در  یمحور یرشكل هاییشده و تغدر نظر گرفته از خمش  یناش رمحو عمود بر ینسب یها مكانرییتغتنها  یشبر

 یانتقال یدرجه آزاد یکصلب و با  یقاب برش یگره ها .رندیگ یقرار نم یاز خمش مورد بررس یناش یچرخش ها

 .شوند یفرض م

المان ) یمحور یاز المان ها یمتشكل از تعداد مشخص یستمیس یستم سازه ایاین س(: Truss)خرپا  -3-4 

 در. شوند یگر متصل میكدیدر محل گره ها به  یکو توپولوژ یاست كه تحت نظم مشخص هندس( «ییخرپا» یها

 یانتقال یبا دو درجه آزادو مفصل كامل  ییخرپا یگره ها. شوند یدر نظر گرفته م یمحور یرشكل هاییتنها تغ خرپا

 یكسان بوده و مبانیآنها، كاملاً  یالمان ها یس سختیل مرتبه اول و دوم خرپاها، با توجه به ماتریتحل. شوند یفرض م

 ین مبحث مورد بررسیدر ا ییخرپا ین رو سازه هایاز ا. گردد یالمان ها مطرح م یتنها در مرحله طراح یداریپا

 .رندیگ یقرار نم

 :دهد ین مبحث را بدست میدر ا یان سه نوع سازه مورد بررسیم یكل یسه ایر مقایشكل ز 

 

 

 

 

 

 

 

 
 محوری -برشی -قاب خمشی

 (قاب کامل)
 برشی -قاب خمشی

 («قاب خمشی »اصطلاحاً )
 قاب برشی
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 :مرتبه اول و دوم سه نوع سازه را نشان می دهدتغییرشکل های ان یم یكل یسه ایر مقایشكل ز

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :تحلیل ماتریسی مرتبه دوم مورد بررسی قرار می گیردمبانی با چند مثال، اکنون 

 

)نشان داده شده، سختی خمشی  قابدر : مثال
L

EI
K )المان یکسان فرض  سههر  و طول ، سطح مقطع

بدست آمده از هر  یبحران یرویل كرده و نیتحل یو قاب برش« یخمش»به صورت قاب كامل، قاب قاب را  .شده است

 :دیسه نمائیگر مقایكدیل ها را با یكدام از تحل
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 :شوند یم یشماره گذار یرت قاب كامل در نظر گرفته، گره ها، المان ها و درجات آزادابتدا سازه به صو: حل
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 :شود یف میتعر (Member Code Matrix)ء س كد اعضایماتر ین شماره گذاریاساس اسپس بر 
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 :ماتریس سختی تیر از مرتبه اول بوده و عبارتند از از مرتبه دوم و ی تیرستونماتریس سختی المان ها
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 :گردد ین مییتعس كد اعضا یبر اساس ماترانتقال المان ها  یس هایحال ماتر
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 :گردد ین مییدوران المان ها تع یس هایسپس ماتر
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iii: سختی هر یک از المان ها در مختصات کلی با استفاده از رابطه ماتریس هایبا تشکیل 
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 :بدست خواهد آمد در مختصات کلی سیستم مرتبه دومماتریس سختی  بری ماتریس های سختی المان هاجبا جمع 
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صفر می شود و این به آن معناست Pبه ازای مقادیر مشخصی از سیستم مرتبه دومدترمینان ماتریس سختی 

نیروهای  در واقعP از ناپایدار می گردد، بنابراین این مقادیر مشخص مقاومت خود را از دست داده و که سازه

دترمینان نرمال شده به )تغییرات دترمینان ماتریس سختی مرتبه دوم سیستم  نمودار با ترسیم. بحرانی می باشند

برحسب ( ماتریس سختی مرتبه اول
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 یشماره گذار آنرا یگره ها، المان ها و درجات آزاد و در نظر گرفته خمشیبه صورت قاب  را سازهال ح

 :کنیم یم

 

 

 

 

 

 

 

 

س كد یانتقال المان ها بر اساس ماتر یس هایشده و ماترف یس كد اعضاء تعریماتر ین شماره گذاریسپس بر اساس ا
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 :از و ماتریس سختی تیر از مرتبه اول بوده عبارتند ی تیرستون ها از مرتبه دومماتریس سختی المان ها
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ii: کلی با استفاده از رابطهبا تشکیل ماتریس های سختی المان ها در مختصات 
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ii TkTK خواهیم داشت ،: 
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 :بری ماتریس های سختی المان ها ماتریس سختی مرتبه دوم سیستم در مختصات کلی بدست خواهد آمدجبا جمع 
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نرمال شده به دترمینان )در این حالت نیز با ترسیم نمودار تغییرات دترمینان ماتریس سختی مرتبه دوم سیستم 

برحسب ( ماتریس سختی مرتبه اول
EP

P
 :، می توان نیروی بحرانی و طول موثر را بدست آورد 
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 .است 04.0%نسبت به حالت سازه کامل در حدود  تفاوت نیروی بحرانی در حالت سازه خمشی

 

 

حال سازه را به صورت قاب برشی در نظر گرفته و گره ها، 

 :کنیم یم یآنرا شماره گذار یالمان ها و درجات آزاد

ف یس كد اعضاء تعریماتر ین شماره گذاریسپس بر اساس ا

 ین مییس كد اعضا تعیانتقال المان ها بر اساس ماتر یس هایشده و ماتر
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ii: با تشکیل ماتریس های سختی المان ها در مختصات کلی با استفاده از رابطه

T

ii TkTK  ، و با جمع جبری

 :سختی المان ها ماتریس سختی مرتبه دوم سیستم در مختصات کلی بدست خواهد آمدماتریس های 
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نرمال شده به دترمینان )در این حالت نیز با ترسیم نمودار تغییرات دترمینان ماتریس سختی مرتبه دوم سیستم 

برحسب ( ماتریس سختی مرتبه اول
EP

P
 :، می توان نیروی بحرانی و طول موثر را بدست آورد 
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است که کاملاً غیرقابل قبول  8.33%نسبت به حالت سازه کامل در حدود  برشیتفاوت نیروی بحرانی در حالت سازه 

 .می باشد

 

)در قاب نشان داده شده، سختی خمشی : مثال
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K )  سطح مقطع هر سه المان یکسان فرض شده و

 :وریدبدست آرا  یبحران یرویل كرده و نیقاب را به صورت قاب كامل تحل .است
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هایی که وضعیت توزیع نیروی محوری در آن مشخص نیست، نخست باید با تحلیل مرتبه اول  سازه در: حل

 یم شماره گذاری یمان ها و درجات آزادگره ها، ال طبق روال عمومی .نیروی محوری در المان ها را محاسبه نمود

شده و براساس آن  فیتعر( Member Code Matrix)س كد اعضاء یماتر ین شماره گذاریسپس بر اساس ا. شوند
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 :با جمع جبری ماتریس های سختی المان ها ماتریس سختی مرتبه اول سیستم در مختصات کلی بدست خواهد آمد

























4608000.

2.4147271.291853

4.17510047.69110465.92263

sym

K
 

 

 

 

 



311 
 

 :نظر داشتن اصل تعادل سازه با در

FQK   

 

در این ) بردار بارگذاری متناظر با درجات آزادی سیستم است Fدرجات آزادی و  تغییرمکانبردار  Qکه در آن 

 :(باشد مسئله سیستم دارای سه درجه آزادی می
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 :عبارت خواهد بود از Qبنابراین بردار
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درجات آزادی سیستم می توان بردار حرکت درجات آزادی محلی هر یک از المان ها  تغییرمکانبا تعیین شدن بردار 

 : را بکمک ماتریس انتقال و ماتریس دوران المان بدست آورد
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بوده و شامل دو تغییرمکان محوری، محلی  م در دستگاه-iالمان درجات آزادی تغییرمکانبردار  idکه در آن بردار

 :استدو تغییرمکان جانبی و دو چرخش در ابتدا و انتهای المان 
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می توان بردار نیروهای داخلی  ،آن و با داشتن ماتریس سختی هر الماندرجات آزادی  تغییرمکانبا تعیین شدن بردار 

 :بدست آورد زای سازهجبر اساس اصل تعادل در االمان را 
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و دو ممان  (برشی) جانبی بردار نیروهای محلی المان کامل بوده و شامل دو نیروی محوری، دو نیروی ifبردار

 :خمشی در ابتدا و انتهای المان می باشد
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 :بردار نیروهای محلی دو المان این مسئله عبارتند از
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 :اول نیروی محوری دو المان بدست می آید با انجام تحلیل مرتبهبه این ترتیب 
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همان طورکه مشاهده می گردد نیروی محوری المان شماره یک فشاری و نیروی محوری المان شماره دو کششی 

 :شودمی محاسبه  اکنون نیروی اویلر هرکدام از المان ها .است
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 :ها المان مرتبه دوم ماتریس سختی
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: توابع پایداری مربوط به المان شماره یک است که در آنها 41و  11 ،21 ،31ضرائب 
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2

1    و

 :است که در آنها دوتوابع پایداری مربوط به المان شماره  42و  12 ،22 ،32ضرائب 
EP

P
L

2

222

2

2

2  است. 

با تشکیل ماتریس های سختی هر یک از المان ها در  .این موضوع را باید در سری های چن در نظر گرفته داشت

: مختصات کلی با استفاده از رابطه
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T

ii TRkRTK خواهیم داشت ،: 

























31

2111

211111

1

1728000.

2.4147271.1351840

4.3110953.969120465.792160







sym

K
        

























32

2212

2

2880000.

0240000

14400096





sym

K
 

 

 :المان ها ماتریس سختی مرتبه اول سیستم در مختصات کلی بدست خواهد آمدبا جمع جبری ماتریس های سختی 
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صفر می شود و این به آن معناست Pدترمینان ماتریس سختی مرتبه دوم سیستم به ازای مقادیر مشخصی از

با ترسیم نمودار . در واقع نیروهای بحرانی می باشندP که سازه ناپایدار می گردد، بنابراین این مقادیر مشخص

 Pبرحسب ( نرمال شده به دترمینان ماتریس سختی مرتبه اول)تغییرات دترمینان ماتریس سختی مرتبه دوم سیستم 

 :خواهیم داشت
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 .ی معنی استاره دو، طول موثر کمانش برای آن ببدیهی است که به دلیل کششی بودن نیروی محوری در المان شم

P 

cP 

1K

K
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22200.93 48343.69cP 
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نیز صفر می شود و  69.48343cP: مشاهده می گردد که دترمینان ماتریس سختی مرتبه دوم به ازای

طول موثر کمانش در المان شماره  طبیعتاً  در چنین حالتی. این حاکی از ناپایداری انشعابی در مود بحرانی بالاتر است

 :یک کاهش پیدا می کند
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 سختی مرتبه دوم چیست؟تعبیر فیزیکی گسیختگی در نمودار تغییرات دترمینان ماتریس : سوال
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 :جدول توابع پایداری -الف ضمیمه

 

 توابع پایداری

EP

P  نیروی محوری کششی نیروی محوری فشاری 

S C S C 

0.0000 4.0000 0.5000 4.0000 0.5000 

0.0100 3.9868 0.5025 4.0131 0.4975 

0.0200 3.9736 0.5050 4.0263 0.4951 

0.0300 3.9604 0.5075 4.0393 0.4927 

0.0400 3.9471 0.5101 4.0524 0.4903 

0.0500 3.9338 0.5127 4.0654 0.4880 

0.0600 3.9204 0.5153 4.0784 0.4856 

0.0700 3.9070 0.5179 4.0913 0.4833 

0.0800 3.8936 0.5206 4.1042 0.4810 

0.0900 3.8802 0.5233 4.1171 0.4788 

0.1000 3.8667 0.5260 4.1299 0.4765 

0.1100 3.8531 0.5288 4.1427 0.4743 

0.1200 3.8396 0.5316 4.1555 0.4721 

0.1300 3.8260 0.5344 4.1683 0.4699 

0.1400 3.8123 0.5372 4.1810 0.4678 

0.1500 3.7987 0.5401 4.1937 0.4657 

0.1600 3.7849 0.5430 4.2063 0.4635 

0.1700 3.7712 0.5460 4.2190 0.4615 

0.1800 3.7574 0.5490 4.2316 0.4594 

0.1900 3.7436 0.5520 4.2441 0.4573 

0.2000 3.7297 0.5550 4.2567 0.4553 

0.2100 3.7158 0.5581 4.2692 0.4533 

0.2200 3.7019 0.5612 4.2816 0.4513 

0.2300 3.6879 0.5644 4.2941 0.4493 

0.2400 3.6739 0.5676 4.3065 0.4473 

0.2500 3.6598 0.5708 4.3189 0.4454 

0.2600 3.6457 0.5741 4.3312 0.4435 

0.2700 3.6315 0.5774 4.3436 0.4416 

0.2800 3.6174 0.5807 4.3559 0.4397 

0.2900 3.6031 0.5841 4.3681 0.4378 

0.3000 3.5889 0.5875 4.3804 0.4360 

0.3100 3.5746 0.5910 4.3926 0.4341 

0.3200 3.5602 0.5945 4.4048 0.4323 

0.3300 3.5458 0.5981 4.4169 0.4305 

0.3400 3.5314 0.6017 4.4291 0.4287 

0.3500 3.5169 0.6053 4.4412 0.4269 

0.3600 3.5024 0.6090 4.4532 0.4252 

0.3700 3.4878 0.6127 4.4653 0.4234 

0.3800 3.4732 0.6165 4.4773 0.4217 

0.3900 3.4586 0.6203 4.4893 0.4200 

0.4000 3.4439 0.6242 4.5013 0.4183 

0.4100 3.4292 0.6281 4.5132 0.4166 

0.4200 3.4144 0.6321 4.5251 0.4149 

0.4300 3.3995 0.6361 4.5370 0.4133 

0.4400 3.3847 0.6402 4.5488 0.4117 
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0.4500 3.3698 0.6443 4.5607 0.4100 

0.4600 3.3548 0.6485 4.5725 0.4084 

0.4700 3.3398 0.6528 4.5843 0.4068 

0.4800 3.3247 0.6571 4.5960 0.4052 

0.4900 3.3096 0.6614 4.6077 0.4037 

0.5000 3.2945 0.6659 4.6194 0.4021 

0.5100 3.2793 0.6703 4.6311 0.4006 

0.5200 3.2640 0.6749 4.6428 0.3990 

0.5300 3.2487 0.6795 4.6544 0.3975 

0.5400 3.2334 0.6841 4.6660 0.3960 

0.5500 3.2180 0.6889 4.6776 0.3945 

0.5600 3.2025 0.6937 4.6891 0.3930 

0.5700 3.1870 0.6985 4.7007 0.3916 

0.5800 3.1715 0.7035 4.7122 0.3901 

0.5900 3.1559 0.7085 4.7236 0.3887 

0.6000 3.1403 0.7136 4.7351 0.3872 

0.6100 3.1246 0.7187 4.7465 0.3858 

0.6200 3.1088 0.7239 4.7579 0.3844 

0.6300 3.0930 0.7292 4.7693 0.3830 

0.6400 3.0771 0.7346 4.7807 0.3816 

0.6500 3.0612 0.7401 4.7920 0.3802 

0.6600 3.0453 0.7456 4.8033 0.3789 

0.6700 3.0293 0.7513 4.8146 0.3775 

0.6800 3.0132 0.7570 4.8259 0.3762 

0.6900 2.9971 0.7628 4.8371 0.3748 

0.7000 2.9809 0.7687 4.8483 0.3735 

0.7100 2.9646 0.7746 4.8595 0.3722 

0.7200 2.9484 0.7807 4.8707 0.3709 

0.7300 2.9320 0.7869 4.8819 0.3696 

0.7400 2.9156 0.7932 4.8930 0.3683 

0.7500 2.8991 0.7995 4.9041 0.3670 

0.7600 2.8826 0.8060 4.9152 0.3658 

0.7700 2.8660 0.8126 4.9262 0.3645 

0.7800 2.8494 0.8193 4.9373 0.3633 

0.7900 2.8327 0.8261 4.9483 0.3620 

0.8000 2.8159 0.8330 4.9593 0.3608 

0.8100 2.7991 0.8400 4.9703 0.3596 

0.8200 2.7822 0.8472 4.9812 0.3584 

0.8300 2.7653 0.8544 4.9921 0.3572 

0.8400 2.7483 0.8618 5.0031 0.3560 

0.8500 2.7312 0.8693 5.0139 0.3548 

0.8600 2.7141 0.8770 5.0248 0.3536 

0.8700 2.6969 0.8848 5.0357 0.3525 

0.8800 2.6797 0.8927 5.0465 0.3513 

0.8900 2.6623 0.9008 5.0573 0.3502 

0.9000 2.6450 0.9090 5.0681 0.3490 

0.9100 2.6275 0.9173 5.0788 0.3479 

0.9200 2.6100 0.9258 5.0896 0.3468 

0.9300 2.5924 0.9345 5.1003 0.3457 

0.9400 2.5748 0.9433 5.1110 0.3445 

0.9500 2.5570 0.9523 5.1217 0.3434 

0.9600 2.5392 0.9615 5.1323 0.3424 

0.9700 2.5214 0.9709 5.1430 0.3413 
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0.9800 2.5035 0.9804 5.1536 0.3402 

0.9900 2.4855 0.9901 5.1642 0.3391 

1.0000 2.4674 1.0000 5.1748 0.3381 

1.0100 2.4493 1.0101 5.1854 0.3370 

1.0200 2.4311 1.0204 5.1959 0.3360 

1.0300 2.4128 1.0309 5.2064 0.3349 

1.0400 2.3944 1.0416 5.2169 0.3339 

1.0500 2.3760 1.0526 5.2274 0.3329 

1.0600 2.3575 1.0638 5.2379 0.3319 

1.0700 2.3389 1.0752 5.2483 0.3308 

1.0800 2.3202 1.0868 5.2587 0.3298 

1.0900 2.3015 1.0987 5.2692 0.3288 

1.1000 2.2827 1.1109 5.2795 0.3279 

1.1100 2.2638 1.1233 5.2899 0.3269 

1.1200 2.2448 1.1360 5.3003 0.3259 

1.1300 2.2258 1.1490 5.3106 0.3249 

1.1400 2.2066 1.1623 5.3209 0.3240 

1.1500 2.1874 1.1759 5.3312 0.3230 

1.1600 2.1681 1.1898 5.3415 0.3221 

1.1700 2.1487 1.2040 5.3517 0.3211 

1.1800 2.1293 1.2185 5.3620 0.3202 

1.1900 2.1097 1.2335 5.3722 0.3192 

1.2000 2.0901 1.2487 5.3824 0.3183 

1.2100 2.0704 1.2644 5.3926 0.3174 

1.2200 2.0506 1.2804 5.4028 0.3165 

1.2300 2.0307 1.2968 5.4129 0.3156 

1.2400 2.0107 1.3137 5.4231 0.3147 

1.2500 1.9906 1.3309 5.4332 0.3138 

1.2600 1.9705 1.3487 5.4433 0.3129 

1.2700 1.9502 1.3669 5.4533 0.3120 

1.2800 1.9299 1.3855 5.4634 0.3111 

1.2900 1.9094 1.4047 5.4735 0.3103 

1.3000 1.8889 1.4244 5.4835 0.3094 

1.3100 1.8683 1.4447 5.4935 0.3085 

1.3200 1.8476 1.4655 5.5035 0.3077 

1.3300 1.8267 1.4869 5.5135 0.3068 

1.3400 1.8058 1.5089 5.5234 0.3060 

1.3500 1.7848 1.5316 5.5334 0.3051 

1.3600 1.7637 1.5549 5.5433 0.3043 

1.3700 1.7425 1.5790 5.5532 0.3035 

1.3800 1.7212 1.6038 5.5631 0.3026 

1.3900 1.6997 1.6293 5.5730 0.3018 

1.4000 1.6782 1.6557 5.5828 0.3010 

1.4100 1.6566 1.6828 5.5927 0.3002 

1.4200 1.6348 1.7109 5.6025 0.2994 

1.4300 1.6130 1.7399 5.6123 0.2986 

1.4400 1.5910 1.7699 5.6221 0.2978 

1.4500 1.5690 1.8009 5.6319 0.2970 

1.4600 1.5468 1.8329 5.6417 0.2962 

1.4700 1.5245 1.8661 5.6514 0.2955 

1.4800 1.5021 1.9005 5.6611 0.2947 

1.4900 1.4796 1.9361 5.6709 0.2939 

1.5000 1.4570 1.9731 5.6806 0.2931 



311 
 

1.5100 1.4342 2.0114 5.6903 0.2924 

1.5200 1.4114 2.0512 5.6999 0.2916 

1.5300 1.3884 2.0926 5.7096 0.2909 

1.5400 1.3653 2.1356 5.7192 0.2901 

1.5500 1.3420 2.1804 5.7288 0.2894 

1.5600 1.3187 2.2271 5.7384 0.2886 

1.5700 1.2952 2.2757 5.7480 0.2879 

1.5800 1.2716 2.3264 5.7576 0.2872 

1.5900 1.2479 2.3794 5.7672 0.2865 

1.6000 1.2240 2.4348 5.7767 0.2857 

1.6100 1.2000 2.4927 5.7862 0.2850 

1.6200 1.1759 2.5534 5.7958 0.2843 

1.6300 1.1516 2.6170 5.8053 0.2836 

1.6400 1.1272 2.6838 5.8147 0.2829 

1.6500 1.1027 2.7540 5.8242 0.2822 

1.6600 1.0780 2.8278 5.8337 0.2815 

1.6700 1.0532 2.9056 5.8431 0.2808 

1.6800 1.0282 2.9877 5.8525 0.2801 

1.6900 1.0031 3.0744 5.8620 0.2794 

1.7000 0.9779 3.1662 5.8714 0.2787 

1.7100 0.9525 3.2635 5.8807 0.2781 

1.7200 0.9270 3.3667 5.8901 0.2774 

1.7300 0.9013 3.4766 5.8995 0.2767 

1.7400 0.8754 3.5936 5.9088 0.2761 

1.7500 0.8494 3.7187 5.9181 0.2754 

1.7600 0.8233 3.8524 5.9274 0.2747 

1.7700 0.7969 3.9960 5.9367 0.2741 

1.7800 0.7705 4.1504 5.9460 0.2734 

1.7900 0.7438 4.3169 5.9553 0.2728 

1.8000 0.7170 4.4969 5.9645 0.2721 

1.8100 0.6900 4.6924 5.9738 0.2715 

1.8200 0.6629 4.9051 5.9830 0.2709 

1.8300 0.6356 5.1377 5.9922 0.2702 

1.8400 0.6081 5.3929 6.0014 0.2696 

1.8500 0.5804 5.6742 6.0106 0.2690 

1.8600 0.5526 5.9859 6.0198 0.2684 

1.8700 0.5246 6.3331 6.0290 0.2677 

1.8800 0.4964 6.7223 6.0381 0.2671 

1.8900 0.4680 7.1616 6.0472 0.2665 

1.9000 0.4394 7.6612 6.0564 0.2659 

1.9100 0.4107 8.2345 6.0655 0.2653 

1.9200 0.3817 8.8990 6.0745 0.2647 

1.9300 0.3526 9.6785 6.0836 0.2641 

1.9400 0.3232 10.6056 6.0927 0.2635 

1.9500 0.2937 11.7264 6.1017 0.2629 

1.9600 0.2639 13.1087 6.1108 0.2623 

1.9700 0.2339 14.8562 6.1198 0.2617 

1.9800 0.2038 17.1355 6.1288 0.2612 

1.9900 0.1734 20.2327 6.1378 0.2606 

2.0000 0.1428 24.6841 6.1468 0.2600 

2.0100 0.1120 31.6264 6.1558 0.2594 

2.0200 0.0809 43.9616 6.1648 0.2589 

2.0300 0.0497 71.9627 6.1737 0.2583 
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2.0400 0.0182 197.3863 6.1826 0.2577 

2.0500 -0.0135 -267.2161 6.1916 0.2572 

2.0600 -0.0455 -79.8138 6.2005 0.2566 

2.0700 -0.0777 -46.9612 6.2094 0.2560 

2.0800 -0.1101 -33.2921 6.2183 0.2555 

2.0900 -0.1428 -25.8013 6.2271 0.2549 

2.1000 -0.1757 -21.0722 6.2360 0.2544 

2.1100 -0.2089 -17.8154 6.2448 0.2539 

2.1200 -0.2423 -15.4361 6.2537 0.2533 

2.1300 -0.2760 -13.6217 6.2625 0.2528 

2.1400 -0.3099 -12.1925 6.2713 0.2522 

2.1500 -0.3441 -11.0376 6.2801 0.2517 

2.1600 -0.3786 -10.0850 6.2889 0.2512 

2.1700 -0.4134 -9.2858 6.2977 0.2506 

2.1800 -0.4485 -8.6059 6.3065 0.2501 

2.1900 -0.4838 -8.0203 6.3152 0.2496 

2.2000 -0.5194 -7.5107 6.3239 0.2491 

2.2100 -0.5553 -7.0632 6.3327 0.2486 

2.2200 -0.5916 -6.6673 6.3414 0.2480 

2.2300 -0.6281 -6.3143 6.3501 0.2475 

2.2400 -0.6649 -5.9978 6.3588 0.2470 

2.2500 -0.7020 -5.7124 6.3675 0.2465 

2.2600 -0.7395 -5.4537 6.3761 0.2460 

2.2700 -0.7773 -5.2181 6.3848 0.2455 

2.2800 -0.8154 -5.0027 6.3934 0.2450 

2.2900 -0.8538 -4.8050 6.4021 0.2445 

2.3000 -0.8926 -4.6230 6.4107 0.2440 

2.3100 -0.9318 -4.4547 6.4193 0.2435 

2.3200 -0.9713 -4.2988 6.4279 0.2430 

2.3300 -1.0111 -4.1540 6.4365 0.2425 

2.3400 -1.0513 -4.0190 6.4451 0.2421 

2.3500 -1.0919 -3.8930 6.4536 0.2416 

2.3600 -1.1328 -3.7750 6.4622 0.2411 

2.3700 -1.1742 -3.6644 6.4707 0.2406 

2.3800 -1.2159 -3.5604 6.4793 0.2401 

2.3900 -1.2580 -3.4626 6.4878 0.2397 

2.4000 -1.3006 -3.3703 6.4963 0.2392 

2.4100 -1.3435 -3.2831 6.5048 0.2387 

2.4200 -1.3869 -3.2006 6.5133 0.2383 

2.4300 -1.4307 -3.1225 6.5218 0.2378 

2.4400 -1.4749 -3.0484 6.5302 0.2373 

2.4500 -1.5196 -2.9780 6.5387 0.2369 

2.4600 -1.5647 -2.9111 6.5471 0.2364 

2.4700 -1.6103 -2.8473 6.5555 0.2360 

2.4800 -1.6563 -2.7865 6.5640 0.2355 

2.4900 -1.7028 -2.7286 6.5724 0.2350 

2.5000 -1.7499 -2.6732 6.5808 0.2346 

2.5100 -1.7974 -2.6202 6.5892 0.2342 

2.5200 -1.8454 -2.5695 6.5975 0.2337 

2.5300 -1.8939 -2.5210 6.6059 0.2333 

2.5400 -1.9430 -2.4744 6.6143 0.2328 

2.5500 -1.9926 -2.4298 6.6226 0.2324 

2.5600 -2.0427 -2.3869 6.6310 0.2319 
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2.5700 -2.0934 -2.3457 6.6393 0.2315 

2.5800 -2.1447 -2.3061 6.6476 0.2311 

2.5900 -2.1965 -2.2680 6.6559 0.2306 

2.6000 -2.2490 -2.2312 6.6642 0.2302 

2.6100 -2.3020 -2.1959 6.6725 0.2298 

2.6200 -2.3557 -2.1618 6.6808 0.2294 

2.6300 -2.4100 -2.1289 6.6890 0.2289 

2.6400 -2.4650 -2.0971 6.6973 0.2285 

2.6500 -2.5206 -2.0665 6.7055 0.2281 

2.6600 -2.5769 -2.0369 6.7137 0.2277 

2.6700 -2.6339 -2.0082 6.7220 0.2273 

2.6800 -2.6915 -1.9805 6.7302 0.2269 

2.6900 -2.7499 -1.9538 6.7384 0.2264 

2.7000 -2.8091 -1.9278 6.7466 0.2260 

2.7100 -2.8690 -1.9027 6.7548 0.2256 

2.7200 -2.9296 -1.8784 6.7629 0.2252 

2.7300 -2.9911 -1.8548 6.7711 0.2248 

2.7400 -3.0533 -1.8319 6.7792 0.2244 

2.7500 -3.1164 -1.8097 6.7874 0.2240 

2.7600 -3.1803 -1.7882 6.7955 0.2236 

2.7700 -3.2451 -1.7673 6.8036 0.2232 

2.7800 -3.3108 -1.7470 6.8118 0.2228 

2.7900 -3.3774 -1.7273 6.8199 0.2224 

2.8000 -3.4449 -1.7081 6.8280 0.2220 

2.8100 -3.5133 -1.6895 6.8360 0.2216 

2.8200 -3.5828 -1.6714 6.8441 0.2212 

2.8300 -3.6532 -1.6538 6.8522 0.2209 

2.8400 -3.7246 -1.6366 6.8602 0.2205 

2.8500 -3.7972 -1.6200 6.8683 0.2201 

2.8600 -3.8707 -1.6038 6.8763 0.2197 

2.8700 -3.9454 -1.5880 6.8843 0.2193 

2.8800 -4.0213 -1.5726 6.8924 0.2189 

2.8900 -4.0983 -1.5576 6.9004 0.2186 

2.9000 -4.1765 -1.5430 6.9084 0.2182 

2.9100 -4.2559 -1.5288 6.9164 0.2178 

2.9200 -4.3366 -1.5149 6.9243 0.2174 

2.9300 -4.4186 -1.5014 6.9323 0.2171 

2.9400 -4.5019 -1.4882 6.9403 0.2167 

2.9500 -4.5866 -1.4754 6.9482 0.2163 

2.9600 -4.6727 -1.4628 6.9562 0.2160 

2.9700 -4.7602 -1.4506 6.9641 0.2156 

2.9800 -4.8492 -1.4387 6.9720 0.2152 

2.9900 -4.9398 -1.4270 6.9799 0.2149 

3.0000 -5.0320 -1.4157 6.9878 0.2145 

3.0100 -5.1258 -1.4046 6.9957 0.2142 

3.0200 -5.2212 -1.3937 7.0036 0.2138 

3.0300 -5.3184 -1.3832 7.0115 0.2135 

3.0400 -5.4174 -1.3728 7.0194 0.2131 

3.0500 -5.5182 -1.3628 7.0272 0.2127 

3.0600 -5.6209 -1.3529 7.0351 0.2124 

3.0700 -5.7256 -1.3433 7.0429 0.2120 

3.0800 -5.8323 -1.3339 7.0508 0.2117 

3.0900 -5.9410 -1.3247 7.0586 0.2114 
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3.1000 -6.0519 -1.3157 7.0664 0.2110 

3.1100 -6.1651 -1.3069 7.0742 0.2107 

3.1200 -6.2805 -1.2983 7.0820 0.2103 

3.1300 -6.3984 -1.2899 7.0898 0.2100 

3.1400 -6.5186 -1.2817 7.0976 0.2096 

3.1500 -6.6415 -1.2737 7.1053 0.2093 

3.1600 -6.7669 -1.2659 7.1131 0.2090 

3.1700 -6.8951 -1.2582 7.1209 0.2086 

3.1800 -7.0262 -1.2508 7.1286 0.2083 

3.1900 -7.1601 -1.2434 7.1363 0.2080 

3.2000 -7.2971 -1.2363 7.1441 0.2076 

3.2100 -7.4373 -1.2293 7.1518 0.2073 

3.2200 -7.5807 -1.2224 7.1595 0.2070 

3.2300 -7.7276 -1.2157 7.1672 0.2066 

3.2400 -7.8779 -1.2092 7.1749 0.2063 

3.2500 -8.0320 -1.2028 7.1826 0.2060 

3.2600 -8.1899 -1.1965 7.1903 0.2057 

3.2700 -8.3518 -1.1904 7.1979 0.2053 

3.2800 -8.5178 -1.1844 7.2056 0.2050 

3.2900 -8.6881 -1.1786 7.2133 0.2047 

3.3000 -8.8629 -1.1729 7.2209 0.2044 

3.3100 -9.0425 -1.1673 7.2285 0.2041 

3.3200 -9.2269 -1.1618 7.2362 0.2038 

3.3300 -9.4165 -1.1565 7.2438 0.2034 

3.3400 -9.6114 -1.1512 7.2514 0.2031 

3.3500 -9.8119 -1.1461 7.2590 0.2028 

3.3600 -10.0183 -1.1412 7.2666 0.2025 

3.3700 -10.2308 -1.1363 7.2742 0.2022 

3.3800 -10.4497 -1.1315 7.2818 0.2019 

3.3900 -10.6755 -1.1269 7.2893 0.2016 

3.4000 -10.9082 -1.1223 7.2969 0.2013 

3.4100 -11.1485 -1.1179 7.3044 0.2010 

3.4200 -11.3965 -1.1135 7.3120 0.2007 

3.4300 -11.6528 -1.1093 7.3195 0.2004 

3.4400 -11.9178 -1.1052 7.3271 0.2001 

3.4500 -12.1919 -1.1011 7.3346 0.1998 

3.4600 -12.4757 -1.0972 7.3421 0.1995 

3.4700 -12.7697 -1.0933 7.3496 0.1992 

3.4800 -13.0745 -1.0896 7.3571 0.1989 

3.4900 -13.3907 -1.0859 7.3646 0.1986 

3.5000 -13.7190 -1.0824 7.3721 0.1983 

3.5100 -14.0601 -1.0789 7.3796 0.1980 

3.5200 -14.4149 -1.0755 7.3870 0.1977 

3.5300 -14.7842 -1.0722 7.3945 0.1974 

3.5400 -15.1689 -1.0690 7.4019 0.1971 

3.5500 -15.5702 -1.0659 7.4094 0.1968 

3.5600 -15.9890 -1.0628 7.4168 0.1965 

3.5700 -16.4267 -1.0599 7.4242 0.1962 

3.5800 -16.8845 -1.0570 7.4317 0.1960 

3.5900 -17.3640 -1.0542 7.4391 0.1957 

3.6000 -17.8668 -1.0514 7.4465 0.1954 

3.6100 -18.3946 -1.0488 7.4539 0.1951 

3.6200 -18.9494 -1.0462 7.4613 0.1948 
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3.6300 -19.5335 -1.0438 7.4687 0.1945 

3.6400 -20.1492 -1.0413 7.4760 0.1943 

3.6500 -20.7993 -1.0390 7.4834 0.1940 

3.6600 -21.4868 -1.0367 7.4908 0.1937 

3.6700 -22.2150 -1.0345 7.4981 0.1934 

3.6800 -22.9879 -1.0324 7.5055 0.1932 

3.6900 -23.8096 -1.0304 7.5128 0.1929 

3.7000 -24.6852 -1.0284 7.5201 0.1926 

3.7100 -25.6201 -1.0265 7.5275 0.1923 

3.7200 -26.6208 -1.0247 7.5348 0.1921 

3.7300 -27.6945 -1.0229 7.5421 0.1918 

3.7400 -28.8496 -1.0212 7.5494 0.1915 

3.7500 -30.0960 -1.0196 7.5567 0.1912 

3.7600 -31.4449 -1.0180 7.5640 0.1910 

3.7700 -32.9098 -1.0165 7.5712 0.1907 

3.7800 -34.5066 -1.0151 7.5785 0.1904 

3.7900 -36.2539 -1.0138 7.5858 0.1902 

3.8000 -38.1745 -1.0125 7.5930 0.1899 

3.8100 -40.2956 -1.0112 7.6003 0.1897 

3.8200 -42.6506 -1.0101 7.6075 0.1894 

3.8300 -45.2809 -1.0090 7.6148 0.1891 

3.8400 -48.2381 -1.0079 7.6220 0.1889 

3.8500 -51.5874 -1.0070 7.6292 0.1886 

3.8600 -55.4130 -1.0061 7.6364 0.1884 

3.8700 -59.8247 -1.0052 7.6437 0.1881 

3.8800 -64.9691 -1.0045 7.6509 0.1878 

3.8900 -71.0459 -1.0037 7.6580 0.1876 

3.9000 -78.3349 -1.0031 7.6652 0.1873 

3.9100 -87.2400 -1.0025 7.6724 0.1871 

3.9200 -98.3675 -1.0020 7.6796 0.1868 

3.9300 -112.6696 -1.0015 7.6868 0.1866 

3.9400 -131.7337 -1.0011 7.6939 0.1863 

3.9500 -158.4168 -1.0008 7.7011 0.1861 

3.9600 -198.4334 -1.0005 7.7082 0.1858 

3.9700 -265.1166 -1.0003 7.7153 0.1856 

3.9800 -398.4666 -1.0001 7.7225 0.1853 

3.9900 -798.4833 -1.0000 7.7296 0.1851 

4.0000 -INF -1.0000 7.7367 0.1848 
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