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 :حركت هستقين الخط 

ًَع حركت آى را هستقين الخط  كت ًوایذ،ٍقتی یک ًقطِ هادی در اهتذاد خطی هستقين حر

ایي ررُ هادی در یک ًقطِ ی هؼيي رٍی آى  ،tدر صَرتی كِ در ّر لحظِ ی هؼيي هاًٌذ  گَیٌذ.

 خط باشذ.

 

 يا سشػت لحظِ:  

                                                         

سشػت هتَسط  :                                                        
                                                                                                                                         

 

 ًيرٍ زهاى طَل جرم ٍاحذ  سيستن/

SI Kg m s Kg.m/s
2 

FPS lb.s
2
/ft Ft s lb 

 

 Slug =  lb . s
2
/ ft    

 g= 32.2 ft/ s
2    

 

 1ft = 12 inch    

 1 inch=1
"
 = 2.54 cm 

 1ft=1'= 30.58 cm 

      

o  هَقؼيت: x      

o  سشػت: v        

o  شتاب: a   
 

dt

dv

t

v
a 






 0t
lim : شتاب لحظِ اي                        

ttt

vvv

t

v
a











)(

      شتاب هتَسط:  ))((

                                                                                                                                                                                    

                                                                                                                                            

xv
dt

xd

dt

dv
ax

dt

dx
v  

2

2

, , 
v

dx
dt

dt

dx
v   ,  

dx

vdv

v

dx

dv

dt

dv
a     ,  

adxvdv   

 

 کٌَاخت: یحركت هستقين الخط  

 ٍ شتاب صفر است. در ایي ًَع حركت ًقطِ ی هادی در اهتذاد خط هستقين حركت هی ًوایذ.

vtxxcteva  00 ,        

x

x

t

dxvdtdxvdt
dt

dx
v

00
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 حركت هستقين الخط با شتاب ثابت:  

 شتاب ثابت است.ٍ  در ایي ًَع حركت ًقطِ ی هادی در اهتذاد خط هستقين حركت هی ًوایذ.

 

  

t v

v

atvvvvatdvadtdvadt
dt

dv
a

0

00

0

 

2

0
0

0000

0
2

1
)( attvxxdtatvxxdxvdt

dt

dx
v

t
x

x

t

     

 

 حركت ًقطِ هادی 

 :باشذ شتاب تابغ زهاىاگر -1

)(tfa     ,      

t v

v

tgvdvdttfdvdttf
dt

dv
a

0 0

)()()(  

   

t x

x

t

thxdttgdxvdt
dt

dx
vtgv

0 00

)()(),(  

 

 : باشذ شتاب تابغ هکاىاگر  -2

)(xfa     ,     )()(
2

1
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2
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0 0
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v

v
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0 0
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 : باشذ شتاب تابغ سرػتاگر  -3

)(vfa       ,      
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x

thvvgtdt
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 ٍ سرػت ٍ شتاب:  هکاى هؼادلِارتباط بيي  -4
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ّوچٌيي سشػت ٍهَقؼيت ًقطِ  ٍ t < 20 > 0دس تيي x-t  , v-tهطلَب است ًوَداس هٌحٌي  :1-1هثال

  (                ٍ                          )  .  t=12 sهسافت طي شذُ تا  ٍ t=12 (s)  هادي دس

: حل   

smvvadtdvadtdv
dt

dv
a

v

v

/6121812
4

0

04       

smvv /30366)6(6410   smvv /201030)5(21012     

smvv /20)5(81220   

 



4

0 0

20

0

x

x

vdtdxvdtdx
dt

dx
v  

 mvdtxx

u

48)4)(618(
2

1
0

0

04   , mxx 51)1)(6(
2

1
45   ,  

mxx 24)5)(30(
2

1
510   

mxxmxx 114)4)(20(
2

1
,74)2)(2030(

2

1
12161012    , 

mxx 74)20)(4(
2

1
1620   

 
 

t=12:   ُهسافت طي شذ = 74+51+51 = 176 m 

  

-51 

smv /180 00 x
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 صهاى لاصم تشاي سسييذى تيِ هَقؼييت    ٍ a-xتشسين ًوَداس  هطلَتست  ،v-xتا تَجِ تِ ًوَداس  : 2-1هثال

x=400 (m)   . 

 حل:

                                            102.02000  xvx      )2.0)(102.0(  x
dx

dv
va       

                                                                       204.0  xa    ,     102.0  xv  

                                                                 50400200  vx    ,    0)0(50 a   

 

   

                                                                         

200

0)102.0(
2.0

1
)(  xLntmx  

                                                                   )]10()1040([5 LnLnt  )(05.8 st   

                   

)(05.12]
50

05.8
50

05.8

400

200

400

200 st
x

t
dx

dt
v

dx
dt

t

    

 

 

 

 

 

 

 

 

 ًقطِ هادی دٍحركت ًسبی  

دٍ ًقطِ ي هادي سا دس ًظش گشفتِ كِ دس اهتذاد يک خط هستقين حشكت هي ًوايٌذ ّشگاُ فاصلِ ي ّش يک 

 ًشاى دّين : xA  ٍxBتِ تشتية تا  oسا اص هثذا حشكت يؼٌي ًقطِ ي 

 

 
 

Bx  = A ِهَقؼيت هطلق ًقط     ,  Ax  = B  ِهَقؼيت هطلق ًقط 
 ABAB xxx /  Aًِسثت تِ ًقط B ِهَقؼيت ًسثي ًقط  

 

B ًسثت تِ   A ِسشػت ًسثي ًقط  

ABABABABABAB vvvxxxx
dt

d
x

dt

d
x

dt

d
 /// )()()(      

  


t

x

dx
dt

v

dx
dt

dt

dx
v

0

200

0
102.0
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     AABB vvv  /  : B سشػت هطلق    

    
ABABABAB xxxv

dt

d
v

dt

d
v

dt

d
  // )()()(    ,   AABB aaa  /  : B شتاب هطلق 

 

 

 حركت ٍابستِ چٌذ جرم 

ٌّگاهي كِ ٍضغ حشكت يک ًقطِ ي هادي تستگي تِ ٍضغ ًقاط هادي هتحشک ديگش داسد دس ايي حالت 

 حشكات سا ٍاتستِ گَيٌذ.

 

 تَجِ تِ ثاتت تَدى طَل طٌاب داسين: تا : 3-1هثال

 

L= ثاتت  , (xA - c1 ) + c2 + (xB-c3) + c4 + (xB-c5) = c 

xA + 2xB = c'    ,   vA + 2vB = 0  ,   aA + 2aB = 0 
 

 
 

 ِ اين (گشفتدس ًظشجْت هثثت سا تِ سوت پاييي تَجِ : )                                                          
                                                

 تَجِ تِ ثاتت تَدى طَل طٌاب ّا داسين: تا :4-1هثال

 

L= 2    ثاتت 2   A B BL x d x x                    

 

 

                                                                                     [d ثاتت ,d 0 , d 0]   

                                                          

1
2 2 2

A B B BB

1
L 0 x (d x ) (2x .x ) x

2


      

                                                          L 0  

  
                   2 2

1 1 2 3 3, ,A B BL x C L d x L x C                                                      

 

 تَجِ تِ ثاتت تَدى طَل طٌاب ّا داسين: تا : 5-1هثال

 

(xA-xD) + (xB-xD) = c1   ,  xA + xB -2xD= C1  ,   xD + xC = C2 

                               vA + vB -2 vD = 0  ,  vD +  vC = 0                   

                               aA + aB -2 aD = 0 ,  aD + aC = 0   

 

= 
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. 

Ax

























02

02

2

CBA

CBA

cBA

CBBA

aaa

VVV

ctexxx

ctexxxx
cx

Bx

























02

02

2

1

BA

BA

BA

ABB

aa

VV

ctexx

ctexCxx

 

  : 6-1هثال 

 

       

                                                           

 

 

                                                                     
 

 :  7 -1هثال

 
 

                    

 

 

 
 
 

 

 

   

 هطلَتست:  (x ٍ دس جْت ثاتت)   VB= 18 m/sاگش :8 -1هثال 

                Aالف( سشػت تلَک  

 كاتل   Dشػت ًقطِ ب( س 

      Bًسثت تِ Aج( سشػت ًسثي 

                                                                                                                       حل:
(xB-xA) + (xB-xA)+xB = C   ,   3xB -2xA= C   ,   3VB -2 VA  0                                                                  
 

 VA = 1.5VB=3/2(18) = 27 m/s VA = 27 m/s  
 

(xB-xA) + (xD-xA)  = c1   ,   xB +xD -2xA= c1     ,   VB + VD -2VA = 0               
  
18 + VD -2 (27 ) =0 VD = 36 m/s 

:گریرٍش د  

(xB-xD) + xB = c2 

2xB –xD= c2 
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2VB - VD = 0                 VD = 2VB =36 m/s  
 

VA/B =VA –VB = [ 27   ] –[ 18   ] =9 m/s 
 A   ًسثت تِ  Bهطلَب است سشػت هتحشک   : 9-1هثال

VA=? 

VB=? 
 

  حل:
 

/

2 2

/ /[ ] [ ]

 

     

B A B A

B A B A B A B A

V V V

V V V V V V
 

AV x 

d y   ثاتتL d y  

 

 

 حركت هٌحٌی الخط 

ٍقتي يک ًقطِ ي هادي دس يک صفحِ دس اهتذاد خط هٌحٌي تِ غيش اص خط هستقين حشكت ًوايذ گَيٌذ 

كِ ًقطِ ي هادي دس ّش لحظِ اص  Pًقطِ ي تشاي تؼييي ٍضغ  ًقطِ ي هادي حشكت هٌحٌي الخط داسد .

A 
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صهاى اشغال هي كٌذ تايذ دستگاُ هختصات ثاتتي سا اًتخاب ًوَد ٍ ٍضغ حشكت آى ًقطِ ي هتحشک سا 

 ًسثت تِ آى دستگاُ سٌجيذ .

 

 

t

r
v







     :سشػت هتَسط                                                                                                             

 

:سشػت لحظِ اي
 

 
 

))((
dt

ds

ds

rd

dt

rd


  

te
dt

ds
v

ds

rd

dt

ds
v





)())((   

te


tevv حشكت تشداس ٍاحذ هواس تش هسيش 


  

شتاب هتَسط   
t

v
a









:    

شتاب لحظِ اي  
2

2

0
:

dt

rd

dt

vd

t

v
Lima

t











  

 

r   تشداس هَقؼيت  : 

:v
dt

rd 


       سشػت ًقطِ 

 :a
dt

vd 


  شتاب ًقطِ 

 

 هَلفِ ّای هتؼاهذ سرػت ٍ شتاب 

 
kzjyixtrr


 )(  

)(),(),( tzztyytxx   

 

 

kzjyixv










   ,   kvjvivv zyx


   ,   xvx

  , yv y
  ,  zv z

  

kzjyixa










     ,   kajaiaa zyx


                     

 

 

 

 

)()()( k
dt

d
zk

dt

dz
j

dt

d
yj

dt

dy
i

dt

d
xi

dt

dx

dt

rd
v






dt

ds
v

dt

rd
v

dt

rd

t

r
Limv

t








,

0






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ABAB rrr /

 
                    

 حركت ًسبی 

 A:  rA هَقؼيت ًقطِ  

 B :  rBقطِ هَقؼيت ً 

: Aًِسثت تِ ًقط B ِهَقؼيت ًسثي ًقط 
                                                        

                                                                                                                            ABAB rrr /


 

 

 :   Aًسثت تِ Bت ًسثي ًقطِسشػ
 

 :   Aًسثت تِ Bشتاب ًسثي ًقطِ
 

 

  

تِ ٌّگام سيخيتي سٍي   (B   . VS/B ًسثي شي ٍ هاسِ ًسثت تِ تسوِ سشػت هطلَبست : 11 -1هثال 

 (تسوِ
 

 

sftvsftv BS /8,/61 
               

       

 

 

BSBS vvv


/

 

 sftvvvv sxsysxs /6


    sftgvsy /94.17)5)(2.32(2)5(2  

]94.17[]6[2  Sv


= 18.92  ft/s 

sftvvvvv sBSBBS /09.205.86cos222

/2   







05.70
01.20

)5.7115(

92.18

)(


 SinSin
 

 

 

 

 

 تا شتاب ثاتت  Aتلَک  :11 -1هثال 
2

80
s

mmحشكت است ٍ تلَک  تِ سوت چپ دسحالB  تاشتاب

ًسثي ثاتت 
2

120
s

mm تالا سٍي تلَک   تِ سوتA 

   .B هطلَتست شتاب هطلق  دس حال حشكت است. 

ABABABAB vvvr
dt

d
r

dt

d
r

dt

d 
 // )()()(

ABABABAB aaav
dt

d
v

dt

d
v

dt

d 
 // )()()(

71.5 

ABAB aaa /



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حل:
 

ABAB aaa /


    ,     20cos)80)(120(280120 22 Ba


 














5.52

20sin

120

sin

5.52 2


s

mmaB

    4.516.128   

 

 ّای هواسی ٍ ًرهال هَلفِ 

 

 
te  تشداس ٍاحذ هواسي                              


 

ne  يدتشداس ٍاحذ ػوَ


 
 

nntt

t

eaeaa
dt

vd
a

evv
dt

rd
vtrr















,

,,)(

  

dt

dv
a

dt

ds

ds

d

d

d

dt

d
t

tete  ))()((






 

                                                                     
2

2

2/32 ])(1[

dx
dy

dx

dy


               : شؼاع

                     ذگييخو
)

2
(

)
2

sin(
2

sin2









 











 te 

1
d

det1

)
2

sin(

)
2

sin(

limlim
0











 





te 

n

t e
d

ed 





 .ًيض داساست سا 1ٍ هقذاس  ػوَد است tچَى تش   

nt
t

tnntt e
v

e
dt

dv

dt

ed
ve

dt

dv
eaeaa








2

)(  
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?///1.11

?///8.28

/

2

/

2

9.848

5.175





BAbB

BAAA

asmahkmVsm

vsmahkmvsm




 


2v
an  : تا هؼادل گزاسي 

n
t e

v

dt

ed 



  :ِدست آٍسدين پس ت 

 دس حشكت هستقين الخط يكٌَاخت داسين : 

 

0

0

0

`

2
2



















v
dt

dv

a
e

v
te

dt

dv
a

evv

n

t





  














t

n

n

t

e
d

ed

e
d

ed









  

 

 :  Bًسثت تِ  Aتست شتاب هتحشک هطلَ  :12 -1هثال

 

 

 

 حل:

 

 

 

 
 

 
 

 

 

smVB /1.11 

BABA VVV


/ 

]1.11[]8.20[/ BAV


 

 smVCosV BABA /5.1230)1.11)(8.20(2)1.11()8.20( /

22

/ 


 4.26
5.12

30sin

1.11

sin



 

o

B

nBtB

sma

smVaa

4.12/2.1

/8.0
150

1.11
/)(9.0)(

2

2
2

2








 

?1.11

?8.20

/2

/2

9.840

5.175













BAbB

BAAA

a
s

m
a

h

km
V

s

m

v
s

m
a

h

km
v

s

m





smVA /8.20

12.4 

 
 

m 150 



سينتيك نقطه مادي                                                                                                    -اول فصل                      يك  دينام
                                                                                                             

 

                                                                                                                                            
14 

1,10@

10

1

10

1

20

1

2

2

2

























dx

dy
x

dx

yd

x
dx

dy

xy

nt

A

aaa

s

m
V



 6


2

22

2

2

2

3

2

2

37.2

27.12

27.1

28.28
]1[

2

s

m
a

a

s

mv
a

y

y

s

m
a

A

A

n

t

























45 

222

/ /70.26.167)2.1)(5.1(2)2.1()5.1( smCosa BA  

 6.5
7.2

6.167sin

2.1

sin



 

 
 

 

 تا ًسثت   ٍ دس حال افضايش A  ، 6 m/s  سشػت اسكي تاص دس هسيش سْوَي دس ًقطِ:  13 -1لهثا

2m/s
 است .  2

,?هطلَتست :   BA av  

 : حل

 
 

  
 

  
  
            

 
      

   

 

 

 

 

 

 
 

7.2/ BAa


45 

5.6 

45 

12.58
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 ّای شؼاػی ٍ ػرضی)هختصات قطبی( هَلفِ 

 
 

 : اي صات صاٍيِهخت
re:تشداس ٍاحذ شؼاػي

  
e : تشداس ٍاحذ ػشضي   


 

 

dt

red
re

dt

dr
dterd

dt

rd
verr rrr







 /)( 

evevv rr


 

r
dt

dr
vr

 





e

dt

d

d

red

dt

red 


 ))(( 


rv 

              



 ever
dt

rerd

v






 

 ererv r





   ,   

dt

ed
rerer

dt

ed
rererer

dt

d

dt

vd
a r

rr


 
















 )(  

eaeaa rr


 













errerrererererera

e
dt

ed

e
dt

red

rrr

r


















)2()( 22 














 




















rra

rrar

2

2

      

2 اي شتاب صاٍيِ:   
/ srad   
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













zza

RRa

RRaR











 2

2

 ای هختصات استَاًِ 
 : تشداس هَقؼيت

 

 

kvevevv

kz
dt

d
er

dt

d
v

zRR

R











)()(
 

zvRvRv ZR
  ,,  

 

شتابتشداس  : 

 

 

 تا سشػت صاٍيِ اي ثاتت دٍساى كٌذ تياتيذ. ocسا اگش تاصٍي  Bي  ًقطٍِ شتاب سشػت : 14 -1هثال
 

 

 

 

 

 

 حل:

 

cos2br  
))(sin(2)cos2(    bb

dt

d
rvr

 

)(cos2 
 brv  


bvvv r 222  

?2   rrar 
 

 cos2])sin())(cos[(2 22  bbr 

 cos4cos2cos2 222  bbbar   
 sin42 2 brra  

222 4|| 


baaa r  
 

2

2

,

eR

dt

rd

dt

vd
a

dt

rd
v

kzzRr R













b 

b 
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3cosbR 

دس  هتحشکشتاب  است هطلَتست vسشػت ثاتت ٍ تشاتش دس هسيشدادُ شذُ، : 15 -1هثال 

3cosbR )   ؟ Aهَقؼيت ) 

 حل:

 

 

 
 

 

 

 3sin3))(3)(3sin(  bbR  

 3cos93sin3 2 bbR  
 
























02

0
2

2





 




RRa

RRa
av

a

a

A
r

A

n

t

 















b

v
vRv

Rv

v
r

A 








0

 

b

v
bRbR

b

v
A

2

2 99,,     

)(9
2

22

b

v
b

b

v
aa rA

 
b

v
aA

2

10  

 

 يک ًقطِ سٍي هسيشي دس دستگاُ هختصات استَاًِ اي تا ساتطِ ريل حشكت هيكٌذ: :61 -1هثال 

kter R


153  (m)ىكِ دس آt اگش تشحسة صهاى است. شهتغي 

srad /5،هطلَتست شتاب ًقطِ هادي ثاتت تاسذ 
 

 kee

zR

R


,,

,,



  

 

 

 

 
 

 



سينتيك نقطه مادي                                                                                                    -اول فصل                      يك  دينام
                                                                                                             

 

                                                                                                                                            
18 

 :حل

 :راُ اٍل

22 /75)/(75

5.

015

1515

5.

153

153

smasmea

eee

era

ker

eee

ker

kter

R

RR

R

R

R




























































 

 راُ دٍم:

   

R

R

R

R

ea

eea

zR

zR

tzcteR

kter

kzeRReRRa
















75

000)5(30

00

1500

15)(53

153

)2()(

2

2

























 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 



سينتيك نقطه مادي                                                                                                    -اول فصل                      يك  دينام
                                                                                                             

 

                                                                                                                                            
19 

 

 
 
   zCOsRSinrR

eCosSinRRR

eSinrRRa

eaeaeaa

eSinreReR

eee

Cosrz

SinSinry

CosSinrx

xy

zyx

zyxr

eeeeeeeee

err

R

RR

R

RR

RRR

R

















)(2)(2

)()(2

)(

)(

)(

)()(

)()(

)/(tan

/tan

2

222

1

221

222



















































































 

 كرٍی هختصات 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 دوم فصل
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 تيك نقطه ماديسين
(KINETICS) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



سينتيك نقطه مادي                                                                                                   -فصل دوم                             ديناميك 
                                                                                                             

 

                                                                                                                                            
21 

 

 فهرست
 

 

 22.................................................................................................................................................لَاًيي ًيَتي 

 22.......................................................................................................وت خطيهوٌتَم خطي يا اًذاصُ حش 

 22......................................................................................................................هختصات سِ تؼذي واستضيي 

 22...................................................................................................ختصات هَلفِ ّاي هواسي ٍ ػوَديه 

 )22....................................................................هختصات لطثي )هختصات هَلفِ ّاي شؼاػي ٍ ػشضي 

 22..................................................................لٌگش حشوتي يا هوٌتَم صاٍيِ اي( صاٍيِ اي ) اًذاصُ حشوت 

 22.................................................................................................................حشوت تحت اثش ًيشٍي هشوضي 

 22...................................................................................وٌتَم صاٍيِ اي يا تماي هوٌتَم صاٍيِ ايحفظ ه 

 22......................................................................................................................................لاًَى گشاًش ًيَتي 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 



سينتيك نقطه مادي                                                                                                   -فصل دوم                             ديناميك 
                                                                                                             

 

                                                                                                                                            
22 

 هقًاويه ويًت 

اگش تشآيٌذ ًيشٍّاي ٍاسد تش رسُ اي صفش تاشذ , چٌاًچِ رسُ ساوي تاشذ حالت سىَى  قاوًن ايل ويًتًن :

خَد سا حفظ هي وٌذ ٍ دس غيش ايي صَست تذٍى تغييش جْت ٍ تا سشػت ثاتت تِ حشوت خَد اداهِ هي دّذ 

. 

 

اگش تشآيٌذ ًيشٍّاي ٍاسد تش رسُ اي صفش ًثاشذ , رسُ شتاتي هتٌاسة  تا تضسگي تشآيٌذ ٍ تًن : قاوًن ديم ويً

 دس ساستاي ايي ًيشٍي تشآيٌذ خَاّذ داشت .

 

 : قاوًن ايل 

  : قاوًن ديم 

  

 ma: ) شثِ ًيشٍ ( ًيشٍي هؤثش يا ًيشٍي ايٌشسي

                   
                 = 

 
 دياگرام آزاد ويريَا            دياگرام سيىتيك

 

.                                

 (: Linear Momentum ) اوذازٌ حركت خطي ،يا تًم خطيمىم 
 سا اًذاصُ حشوت خطي ٍ يا تِ اختصاس اًذاصُ حشوت هي گَيٌذ . mvتشداس        

 
  

                                          

   

 

 

 : ٍاحذ هوٌتَم
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 مختصات سٍ بعذي كارتسيه 
  

 

 
 

 

 لفٍ َاي مماسي ي عمًدي ؤمختصات م 

 
 

 )مختصات مؤلفٍ َاي شعاعي ي عرضي( مختصات قطبي 
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هطااتك شاىز صياش تاِ ّان       mA=5 kg,mB=10 kg, mC=10  kg سِ ٍصًِ تِ جشم ّاي   : 1-2مثال 

  تاشذ. S=0.24 , K=0.20 ٍ سطح  A,Cتيي ٍصًِ ّاي ضشية اصطىاناگش  هتّصز هي تاشذ.

 .,  همذاسوشش طٌاب ٍ شتاب جشهْا هطلَتست ٍضؼيت سيستن 
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B

 

 

 : حل
Fmax=S.N=(NA + NC )S 
WA=5 g =NA 

   WC=10 g=NC 

   WB=10 g=NB 

    Fmax < WB  (5 g  + 10  g) 0.24 < 10 g =WB  (Fmax)c+ (Fmax)A=0.24(15 g) < 10 g = WB 

 پس ٍصًِ ّا حشوت هي وٌٌذ.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 تا فشض ثاتت تَدى طَل طٌاب:

 

 

 

 تا استفادُ اص چْاس هؼادلِ تالا داسين:

 NT
s

m
a

s

m
a

s

m
a CBA 6.33,4.1,08.3,76.4

222
  

 

 تاشذ ،  دس حال دٍساى حَل هيلِ لائن vتا سشػت ثاتت  kg 5تِ جشم   Cاگش جسن : 2-2مثال

g=9.81 m/S ) )   . دس وشش تاشٌذ BC,ACواتز  ٍوِ ّوَاسُ د v هطلَتست حذٍد سشػت ثاتت 
2
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 : حل 

 

 

 
 

 
 

 

 

 

ووتش يا تيشتش اص تاصُ تالا تاشذ ، تايذ طٌاب تا وشش هٌفي سا حزف وشدُ ٍ هؼادلات سا اص اٍل  vل اگش حا

 تٌَيسين ٍ داسين:

 

 

 
ٍوشش دس واتز دس  Aاگش سيستن فَق اص حالت سىَى ششٍع تِ حشوت وٌذ؛  شتاب جسن  : 3 -2مثال

 .لحظِ ششٍع حشوت تِ دست آٍسيذ
  

 

 

 

 : حل 
 

A: 

 

 

 هي خَاّذ تِ سوت چپ تشٍد : Bتِ سوت ساست حشوت هي وٌذ ،  Aچَى دس لحظِ اٍل وِ 
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 اوذازٌ حركت زاييٍ اي )لىگر حركتي يا ممىتًم زاييٍ اي ( : 
دس آى  Oًمطِ   سا گشتاٍس اًذاصُ حشوت , يا اًذاصُ حشوت صاٍيِ اي رسُ , حَل Oحَل mv  گشتاٍس تشداس  

 لحظِ هي ًاهٌذ . 

 

 
 

 جشم   هَلؼيت                                                                                                     
 

 هوٌتَم صاٍيِ اي                        
 

 

 

 

 ياحذ ممىتًم زاييٍ اي : 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 تاشذ؛ داسين : xyاگش حشوت دس صفحِ 
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  ( Central Force ):  كت تحت اثر ويريي مركسيحر 
اگش ًيشٍئي تِ رسُ اي ٍاسد گشدد وِ ّوَاسُ دس حيي حشوت , رسُ تِ سوت يه ًمطِ خاص ٍ يا دس خافف    

 جْت آى دس حشوت تاشذ ، تِ آى حشوت , حشوت تحت اثش ًيشٍي هشوضي هي گَيٌذ

 

 

 

 

 

 
 

 : يحفظ ممىتًم زاييٍ اي يا بقاي ممىتًم زاييٍ ا 
 

 

 

  

 

 

 
 

 حالات خاص

            : حفظ هوٌتَم                                                                                       

                 : حفظ هوٌتَم صاٍيِ اي                                                                       

 
 

 ش ويًتًن :قاوًن گراو 

 F  ٍ–Fاص ّن لشاس داسًذ , يىذيگش سا تا ًيشٍّاي تشاتش ٍ هخالف  rوِ تِ فاصلِ  m   ٍMدٍ رسُ تِ جشهْاي 

 وِ دس ساستاي خط ٍاصز ايي دٍ رسُ ّستٌذ , جزب هي وٌٌذ .
 

 

 

 
2r

Mm
GF 

   
222111

21

sinsin

0

 mvrmvr

HHHM



 


   
21

21

00

00

 



HHHMifHM

LLLFifLF


















سينتيك نقطه مادي                                                                                                   -فصل دوم                             ديناميك 
                                                                                                             

 

                                                                                                                                            
28 

 Bِ ًمطِ ٍ اص جشم هيلِ صشف ًظش شَد، سشػت گلَلِ تِ ٌّگام سسيذى ت kg 4اگش جشم گلَلِ  : 4 -2مثال

 پس اص لطغ وشدى واتز سا هحاسثِ وٌيذ.

 

 

 

 

 

 

 

 

 : حل
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 سوم فصل
 

 

 

 

 

 

 

 

 نقطه ماديتيك سين
 )روش هاي انرژي و ممنتوم(
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 نيرو :  کارِ 
بر اين ذره وارد مي شود . كار    Fرا جابجايي ذره مي گويند . حالا فرض مي كنيم كه يك نيروي  drبردار 

 با كميت زير تعريف مي شود . dr متناظر با جابجايي Fنيروي 
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 يک نيروي ثابت : کار 
 با مقدار و راستاي ثابت وارد مي شود , كار Fو نيروي  وقتي بر ذره اي كه روي خط راست حركت مي كند

 آن از فرمول زير محاسبه مي گردد :

 
 

 

       

    : کار نيروي گرانی 
در معادلات زير  wيك جسم يعني نيروي گراني وارد بر آن با قرار دادن مؤلفه هاي   Wكار نيروي وزن 

 به سمت بالا داريم : yبدست مي آيد. با انتخاب محور 
 

 

 

 

 

 

 کار نيروي فنر : 
شواهد تجربي نشان مي دهد كه  در نقطه  اوليه قرار دارد كشيده نشده است. Aفرض مي كنيم وقتي جسم 

 وارد از فنر بر جسم با فرمول هاي زير محاسبه مي گردد. Fمقدار نيروي 
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 كار نيروي فنر مثبت است. در حالت بازگشت به حالت اوليه 
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 نيروي گرانش : 
 F–و  Fاز هم قرار دارند , يكديگر را با نيروهاي برابر و مخالف  rكه به فاصله  Mو   mدو ذره به جرمهاي 

 كه در راستاي خط واصل اين دو ذره هستند , جذب مي كنند .
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 کار نيروي گرانش : 
را مي توان از ضرب   A 2  تا  A 1در طول يك جابجايي بينهايت كوچك ذره از  mرد بر ذره وا Fكار نيروي 

است كار منفي  Oبه طرف نقطه  Fجابجايي بدست آورد . از آنجا كه   drدر مؤلفه شعاعي   Fمقدار نيروي 

 است.
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 انرژي جنبشی و اصل کار و انرژي : 

  A 2تا  A1مي توان كار انجام شده در طول جابجايي ذره از    A2نرژي جنبشي ذره دربراي بدست آوردن ا

 افزود. A1به آن را به انرژي جنبشي ذره در   Fدر نتيجه وارد شدن نيروي 
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 .بيابيد 3رهاشده باشد، سرعت آنرا در وضعيت  3ز وضعيت در شكل، اگر گلوله ا : 1 -3مثال

 

 (هميشه عمود بر مسير حركت است. زيرا  : كار نيروي كششي صفر است توجه )   حل:
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 راندمان يا بازده  -قدرت يا توان 

 

 آهنگ زماني انجام كار است . توان :
 

 

 SI FPS 

 Watt=N.m/s =J/s lb.ft/s واحد توان

 

   550 lb.ft/s = 1HP 
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نسبت كار گرفته شده به كار داده شده برابر با نسبت آهنگ انجام كار گرفته شده به آهنگ كار راندمان : 

 داده شده است.
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 دد ؛قرار دهيم،  تناوب آغاز مي گر kg 3را روي بلوك  kg 3 : اگر بلوك2-3مثال

 (K=400 N/m: )  مطلوبست 

 ؟     ب( حداكثر نيروي فشاري در فنر ؟ kg 3 الف( حداكثر سرعت بلوك
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   m/s 1دايره اي شكل با سرعت   رمپ  يك  نقاله به روي  يك تسمه  توسط kg 2بسته هاي  :3-3مثال

 د؟نزاويه اي كه اين بسته ها از سطح جدا مي شو حداكثر مي افتند. مطلوبست،
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دايره اي مي افتد )همانند مثال قبل( كه  توسط يك تسمه نقاله به روي رمپ mي باجرمابسته  : 4 -3مثال

 ؟مي شود حداكثرزاويه اي كه اين بسته ازسطح جدا مطلوبست، مي باشد. اصطكاكداراي 
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                                                                        :For small angles :approximations made  

   

  

 

 

  

  

 در صورتي كه : : در شكل زير مطلوب است توان موتورسيستم بالابر 5 -3مثال

 به سمت بالا در حركت باشد . ft/s 34الف : اگر آسانسور با سرعت ثابت

/2 و شتاب ثابت ft/s 34ب : اگر آسانسور با سرعت  sft 1  در حركت باشدبه سمت بالا . 

(lbWlbW Ec 5000,2200 ,g=32.2       ) 
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 الف:  :حل
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)(4.76
550

42000
)(42000)30()1400( HPP

s

ft
lbP mm  

 

 ب :
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 اصل حفظ انرژي) مکانيکی ( : 
 . (نا پايستار (غير پايستار  و    نيروهاي پايستار:  نيروهاي ما به دو صورت قابل تقسيم بندي هستند

 
 (Conservative Force)   شرط استفاده از اصل حفظ انرژي آن است كه نيروهاي ما پايستار و يا محافظه كار باشند.
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321. VVVcteV 

 

 انرژي پتانسيل : 
 

 انرژي پتانسيل نيروي وزنی:

 

 

 

 

 

 :انرژي پتانسيل نيروي فنر

 
 

 

 

 

 

 

 
 

 اصل حفظ انرژي مکانيکی :
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Vقرينه ي  Tو  در نظر مي گيريم y=  0روي محور  Eباشد، آنگاه  و برابر صفر يكي ثابتنامكاگر انرژي 

 :مي شود، زيرا
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 : تابع پتانسيل 
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  : رها شود، مطلوب است A: اگر جسم از نقطه  6 -3مثال 

 (W=1.25 lb)  ؟  Cو Bنيروي وارده از سطح به جسم در نقاط 
 

 

 

 
 

 

 

 حل:

  
 

 

 
















)
3

(
2.32

25.1
25.1

)
3

(
2.32

25.1
)5.0(25.160cos

22

22

C

C

C

nC

B
B

B
nB

v
N

v
mmaWN

v
N

v
mmaWN





),,(,2121 zyxVUVVVU 



                                                                                                             ( ) روش هاي انرژي و ممنتوم يدسينتيك نقطه ما -فصل سوم                                        ديناميك 
 

                                                                                                                                            
41 

0)
2.32

25.1
(

2

1
,)25.1)(5.0(3)

2.32

25.1
(

2

1
,)25.1(770 22 



CCBBBBAAA

CCBBAACBA

vEvVTEWVTE

VTVTVTEEE

)25.1(7)
2.32

25.1
(

2

1
)25.1)(5(.3)

2.32

25.1
(

2

1 22  CB vv 

 

 

 

 
 

)(08.714

)(21.511

2

2

lbNgv

lbNgv

CC

BB




 

 

 

 A اگر سرعت در نقطه ي A: مطلوبست نيروي كششي فنر در موقعيت اوليه ي 7 -3مثال
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 : به سرعتA مطلوب است مدت زماني كه:اگر از اصطكاك صرفنظر شده باشد,   9 -3مثال

 ؟ الف: صفر مي رسد

 ؟ به طرف راست مي رسد 5m/s ب:

 )از اصطكاك صرفنظر شده است.(
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 :رمطلوبست سرعت طوقه اگر از حال سكون رها شده باشد د : 11 -3مثال 
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 . غير مركزي )مراكز جرم روي خط ضربه قرار ندارند.(3
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 قل يكي از سرعت ها روي خط نيفتد.حدا:  مايل .3
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 ( Restitution)  مرحله بازگشت
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 در سرعت هاي نسبي متفاوت ، اين ضريب فرق دارد.  e>4<3  : حالت کلی
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8.0, e, lbWA 5  ,  lbWB 3 )   
s

ft
v

s

ft
v BA 4,6 ) 

 

 

 جهت فرضي            :                                                                                     حل

 : الس و ممنتوم براي كل جرم هااصل ايمپ

 

 

 

 : رابطه سرعت هاي نسبي

 

 

 

 ( Oblique Central Impact)  برخورد مرکزي مايل 

 

 :A اصل ايمپالس و ممنتوم براي جرم 

 

 

 

          (  tدر جهت Aسرعت در راستاي عمود بر ضربه ثابت است ) حفظ ممنتوم 

tvn A

'

Av

Bv

nvt B

'

t

Av

'

AvFdtnAn 

t



).(05.1

)(25.7

)(75.0

8

1835

)())4(6)(8.0(

)/3()/5()4)(/3()6)(/5(

'

'

''

''

''

''

''''

IbftT

s

ft
v

s

ft
v

vv

vv

vv
vv

vv
e

vgvgggvmvmvmvm

B

A

BA

BA

AB

BA

AB

BABBAABBAA





































                                                                                                             ( ) روش هاي انرژي و ممنتوم يدسينتيك نقطه ما -فصل سوم                                        ديناميك 
 

                                                                                                                                            
49 

'

BBBB vmFdtvm 

'

AA

AA

vm

Fdtvm





nBBnAAnBBnAA

n vmvmvmvm )()()()( '' 

        
                  

 نيز داريم : Bبراي جرم 

 : اصل ايمپالس و ممنتوم براي كل سيستم

 

 : رابطه سرعت هاي نسبي

 

 (e=0.75) ؟ : سرعت هاي نهايي دو جسم را بعد از برخورد بيابيد12 -3مثال

(
s

m
v

s

m
vkgmkgm BABA 6,8,5.1,5.2  ) 

 

 

 :حل

 

 

0)()(,15.5)40sin(8)()( ''  tBtBtAtA vv
s

m
vv  

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 برخورد مقيد 
 رخورد مشخص راستاي حركت پس از ب

 مي باشد.

همان روابط قبل صحيح است اما به جاي اصل 

 ، در جهت عمود nايمپالس و ممنتوم در جهت 

 به ايمپاس با مقدار نامعلوم ) مثلا عكس العمل زمين (

 . رابطه را مي نويسيم
 

 

 

 

Bv

tvn A40

tAtA vv )()( ' 

tBtB vv )()( ' 

nAnBnBnA vvvve )()(])()[( '' 

tAAtAA vmvmt )(0)( '















40)(27.7)(

4.20)
)(

)(
(tan,)(46.5)()(,)(83.1)(

1.9)()(
)()(

)()(

325.6)(5.1)(5.2)()()()(:

''

'

'
1'2'2'2''

''
''

''''

s

m
vv

v

v

s

m
vvvv

s

m
v

vv
vv

vv
e

vvvmvmvmvmn

nBB

nA

tA
AtAnAAnA

nAnB

nBnA

nAnB

nBnAnBBnAAnBBnAA





                                                                                                             ( ) روش هاي انرژي و ممنتوم يدسينتيك نقطه ما -فصل سوم                                        ديناميك 
 

                                                                                                                                            
50 

0Bv

s

ft
v

in

Ib
k A 5015 

60

)(4,)(5.1,50 lbWlbW
s

ft
v BAA 

476.32)(866.0
)()(

)()( ''
''





 nAB

nBnA

nAnB vv
vv

vv
e

 

)(222.19,

5.12)30cos()(
5.1475

60cos)()30cos()()(

)(0:

)(25)()(

'

''

'''

''

'

s

ft
vIII

IIv
g

v
ggvvv

vmvmvmx

I
s

ft
vv

B

nAB

tAnAxA

BBxAAAA

tAtA
















 برخورد كند Bبه  Aمطلوبست حداكثر تغيير طول فنر وقتي جسم :  13 -3مثال

 ( (e=0.75, k=15 lb/in 

 

 

 

 

 حل:

 
 

 

 

 

 

 

 اصل ايمپالس

 
 

 
 

 

 
 

 

 

 
 

         : كار و انرژياصل 

 2211 TUT   

)(06.6)(505.
2

1
)(

2

1
max

18015

2.32

2

max

2'

2

inftxkxvm
ft

lb

in

lb
k

s

ft
g

BB 





 

 

 

 

 

tAv )( '

Av

tAv )(

nAv )(

nAv )( '

2

2

1
vmTK 

'

Bv

nBv )( '



                                                                                                             ( ) روش هاي انرژي و ممنتوم يدسينتيك نقطه ما -فصل سوم                                        ديناميك 
 

                                                                                                                                            
51 

 رها شود، مطلوبست حداكثر مقدار Aدر شكل مقابل اگر بسته :  14 -3مثال   ؟و حداكثر كشش طناب  
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هم در نظر مي گيريم،  ت تعداد زيادي ذره ها كه آنها را با در اين فصل حركت سيستم ذرات، يعني حرك

    رويبراي اين كار چند ذره نشان داده شده در شكل را در نظر بگيريد كه به آنها ني  .  بررسي مي كنيم

 خارجي و داخلي وارد مي شود.

    

Fi  = نيروي خارجي كه به جرم mi  اثر مي كند. 

  = fji  نيروي داخلي ازi  بهj     وfij = -fji          

               

              :   iاصل دوم نيوتن براي جرم 
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 )در دستگاه متحرك( Gممنتوم زاويه اي سيستم نقاط مادي نسبت به نقطه  

 ل بهتر است كه حركت ذرات سيستم را نسبت به مركز جرم در نظر بگيريم.يدر بعضي از مسا      

 بنابراين داريم:

     

   

 

aaa ii


  شتاب مطلق نقطهi            

 

 

 

 

 

 

 )در دستگاه ثابت( Gممنتوم زاويه اي سيستم نسبت به نقطه  

 

 

 

 

 كار نيرو: 

 ها را به دست مي آوريم.كار نيرو iبراي جرم 
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 را بدست مي آوريمكل كارنيرو ها  براي سيستم نقاط 
 

         

     كار كل  =     ( external) كارنيروي خارجي + ( internal ) كارنيروي داخلي

  extuuu )( 21int2121       

  : ي باشدمسائلي كه اتصال بين دو جرم غير ارتجاع در:  توجه               0
int21 u 

 انرژي جنبشي 

تعريف مي  سيستمي از ذرات به صورت مجموع انرژي هاي جنبشي ذرات مختلف آن سيستمانرژي جنبشي 
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     انرژي جنبشي سيستم = انرژي جنبشي حركت دوراني + انرژي جنبشي انتقالي  

 

 اصل كار و انرژي: 

                                        2211 TUT    

21U: .كاري كه نيروهاي داخلي و برآيند نيروهاي خارجي انجام مي دهند 

 اصل حفظ انرژي: 

                                                                         

 اگر كليه نيروهاي وارد بر سيستم پايستار باشند از اين معادله استفاده مي كنيم.
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 اصل ايمپالس و ممنتوم: 

 

 

 

 

 

 

 ( I ) اصل ايمپالس و ممنتوم خطي : 

 (II اصل ايمپالس و ممنتوم زاويه اي ): 

 

 :اگر به مركز جرم منتقل كنيم يا مركز جرم مشخص بود: توجه 

                                                                                                  

 

 

 

 

ت سطلوبم ، حركت كرد  Aفوت روي بلوك  B ،3 در شكل مقابل پس از اينكه بلوك  : 1 -4مثال

 A.نسبت به   Bسرعت 
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 حل:

 

 

 

 

 

 ايمپالس و ممنتوم براي سيستم

   

      

   

   

 

 

به سمت جسم 0vبا سرعت C گلوله    :2 -4مثال

A  شليک   مي گردد و در آن فرو مي رود و باعث

   و حركت گاري Bروي گاري     Aحركت جسم

 مطلوبست : . مي گردد

  .كل سيستم سرعت نهايي -الف

 . Bنسبت به  Aموقعيت نهايي  -ب
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اصل باقي بماند و در نهايت سرعت همگي يكسان باشد ، از  Bروي  Cبه همراه  Aرض اينكه جرم با ف حل:

  استفاده كرده و سرعت نهايي را محاسبه مي كنيم :سيستم  براي ايمپالس و ممنتوم

 

 

 

 

 

 : محساب مي كني ، A را پس از فرو رفتن گلوله در A  (v  )سرعت گلوله و بلوك

 

 

s
ft

vvmmvm ACC 94.9)1600(
10

16
1

16
1

)(00 


 

نشست تا زماني كه   Aبراي بدست آوردن كار نيروي اصطكاك، اصل كار و انرژي را از زماني كه گلوله در

 : متوقف شد، مي نويسيم Bنسبت به   Aبلوك
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 باقي مي ماند ، پيش فرض اوليه صحيح و نتايج درست مي باشند . Bكه روي   Aبا توجه به موقعيت نهايي

 

 

 
 

s
ft

vvvmmmvm ffinalfBACC 54.5
810

16
1

1600
16

1

0 






                                                                                                             سيستم نقاط مادي -فصل چهارم                         ديناميك  

 

                                                                                                                                            
61 

   
      

 
   26.325.4

26.35.4

12

2.15.121

1

2

11

21

s
mvv

s
mv

jvvivji

jvivjvL

jivmL

LL

ByABx

ByABx

ByBxA



















   

            

   

mbbvva

kvbkvaH

kkkjijkHvmrHH

HH

ByA

ByAO

OOGO

OO

98.5)2(2.4

1)()2(

2.46.15.1332.15.136.13

2

11

21














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 حرکت اجسام صلب 

 

  حرکت انتقالی( 7

  

 

 

 

            

  حرکت دورانی حول محور ثابت( 8

             

 

 

 

  حرکت عمومی در صفحه( 3

        

 تركيب حركت انتقالي و دوراني در صفحه 

 

             

 

  حرکت دورانی حول نقطه ثابت( 4

     

             

 کلی : غير از حالات خاص قبل حرکت( 7
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 حرکت انتقالی 

 

 

 

 

 

 

 

 

 براي حركت انتقالي چون طول ثابت و جهت نيز ثابت است :

 

 

 

 

 

 بنابراين همانند يك نقطه مادي فرض مي شود ، يعني سرعت و شتاب همه نقاط يكسان است.

 

 حرکت دورانی حول محور ثابت 

 

 

 

 zx:ي مختصات زاويه اي نسبت به صفحه
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 حالت خاص ) حرکت دورانی يک صفحه نازك حول محور عمود بر صفحه (   * 
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 خاص : تهایحال* 

 
             cte                                    حركت دوراني با سرعت زاويه اي ثابت :                              
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 مطلوب است : Aبه سمت قرقره  Bباتوجه به حركت كابل از قرقره  : 2 -5مثال
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 حرکت کلی در صفحه ) حرکت عمومی در صفحه ( 

 از تركيب حركت انتقالي و حركــت دورانـــي حول محور ثابت بدست آيد .

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 سرعت نسبی و مطلق در حرکت صفحه ای 
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                                                                         

                         
 

بــه       با سرعت  Bطوقه  : 3-5 مثال

سمت چپ در حال حركت است . بـا  

را  Aتوجه به شـكل سـرعت طوقـه    

 بدست آوريد ؟

        

 

 
 

 

 حركت مقيد حل :

 
 

 

 
 
VA/B                        VA           
        60     60               
             VB 

                                                                                                                               

s
cm25

60° 

30° 
]  20[][]       [  BA

B
ABA VVVVV


)/(25 sCmVV BA 


lV
A

B 


A
BV

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اگر در حالت نشان داده شده سـرعت   : 4-5 مثال

زاويـه اي برابـر   
s

rad   3  مطلـوب   باشـد ،

,?است:  DCBD   

 
 

 

 

 

 

 

 

 حل : 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

زاويه اي ثابت  سرعت اگر يك ديسك با : 5 - 5مثال

rpm500     : در حال دوران باشد، مطلـوب اسـت

ــه  ــرعت طوقـ ــت   Dسـ در حالـ 90,0  

مـي         mm50تـا مركـز ديسـك    B)فاصله نقطـه  

 باشد(

 

 
 

 
























]   45[.

0

].[]45.[][ s
mVV   BDV

VVV

BD

BD

BDD

B
DBD









s
rad

s
mV DCDCD   245.0225.0  

 

C 

s
rad

AB   3
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در حالت   حل : 0 

 

 

 
 


s

mrVB 62.236.5205.0  

 

 

 

 
 

 

 

 :90در حالت 

 

  

 

  

اتــومبيلي بــا ســرعت ثابــت   : 6-5 مثااال
h

km50   در حــال

حركت به سمت  راست   مي باشد . اگر قطـر چرخهـاي   

 عت نقاط باشد ، مطلوب  است ، سر mm610اتومبيل  

D ,C ,B,A ؟ 
 

 

 : روش اولحل : 
 

 

 

                                                                                                                                     

 

 

 

                                                                                                             

s
rad

s
mV

VVV

BDD

BD
B

DBD

    1.13,  96.1

]       25.0[]62.2[










s
radrpm 36.52

60

2500
500 







 )/(62.2 smVVVV BDBD
0, BD

s
m

h
kmVA 9.1350 

A
CAC VVV


 0, CV

rVV AAC  /

2
61.0

9.13
9.13  r

3 

4 
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A 

 
 

 

 

 

 

 

                                                                               

 : به شرطي كه لغزش در كار نباشد روش دوم

 

 

 

 

 

                                                                                    

               
            

 

 

                                                                                            

 مرکز آنی دوران)نقطه سرعت صفر( 

C )  مركز آني دوران است كه لزوماٌ روي جسم نيست. )نقطه با سرعت صفر 

 آني دوران مي باشد. تكيه گاه در تمام لحظات مركز 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

]     9.13[]9.13[ 30 D
A

BAD VVVV


rX A 

 rrVA  

raA 

]  8.27[]9.132[][0 
s

mdVB 


C
BCB VVV




)()(
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0

/

/
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/

/

ACAA
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CA
C

AA
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C

A
C
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C
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rVV

rVVVV

V













































]26.8[15cos13.92 15
s

mVD



rad
d

V

r

V AA 57.45

2



s
mVBCV AB 8.272)(  

s
mDAACDCVD 8.2657.4559.)()(  



 

    

ABV
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A
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
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A
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 بدست آوريد . و   VAرا برحسب  Bدر شكل زير سرعت طوقه  : 7 -5مثال

   حل :                                                                                     

                                                                                                                   

                                                                                                                                      

  

                                                                                                                                  

با سـرعت  Dطوقه  : 8 -5مثال
s

cm20     بـه سـمت بـالا

  cm15برابر  BDدرحال حركت مي باشد . طول 

 است. مطلوب است : cm 10برابر  ABو طول 

                                                                                                           

 

 افقي است. Bمركز دوران است پس سرعت  Eنقطه  BEبراي ميله  حل :

                                                                       
                                                                                                                                

                                                                              

                                                                                                  

 
 

 

 ای شتاب مطلق و نسبی در حرکت صفحه 

دوران با                                           
A

Ba
      +         انتقال باAa

 

 
 

 
 

                         

0

 

    

        









BA

BA

A

VV

VV

ABV

 )cos()( lACVA 




cosl

VA tan, AB VV 

 ADD DCV )(
s

rad
DC

VD
AD 54.1

30cos15

20





?,?,?  ABAD VV

 )54.1)(30sin15()( ADB BCV  
s

cmVB    55.11

s
cmVACV AADA     4.23)54.1)(21.15()(  

cmACAC   21.15)30cos10()30sin25( 22 

34.7° 


 l 

VD = 20   cm/s 

AD

30° 

0

 

    







ABV

VV

A

BA

E 

B 

A

A 



                                                                                                  (نتومماجسام صلب )انرژي و م سينماتيك -فصل پنجم       ديناميك
                                                                                                             

 

                                                                                                                                            
77 

                                                    

A
BAB aaa


 

t
A

Bn
A

BAB )a()a(aa


   ,   2

A
B )()(    ,   )()(  ABaABa nt

A
B 


 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
                                 

 

 
      rpm500اگر يك ديسك با سرعت زاويه اي  ثابت  : 9-5مثال

  Dدر حال دوران باشد، مطلوب است :  شتاب طوقه           

 در 

حالت             90,180   فاصله نقطه ( .B  تا

 مي باشد .(  mm50مركز  ديسك 

 

 

 حل :

 

در حالت  90 

 

 

 

                                                                              2
2      1.137)36.52)(05.0(

s
maB  

                         
s

m...VB 622)3652)(050(    

 

 

s
radrpm 36.52

60

2500
500 







Ba

A
BAB aaa




t
A

Bn
A

BA aaa )()(aB



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2   1.137
s

maB 

62.2)(  BDB BCV 
s

rad   1.13 62.22.0 BD  BD

t
D

Bn
B

DBD

B
DBD

aaaa

aaa

)()(








]        [.025]       8.42[]1.137[][ BDDa

02590  AA a
s

m
h

kmV

 
2

55.0
25

2

d
VA

 

BDt
B

D

nBDBD

a

a









25.0)(

0)(0
 

B
DBD aaa


 

 

  2  8.59
s

maD 

 

                              180در حالت 

 

                                                                                                                                 

 

 
  

                           

 

 

 

                                    
 

 

 

 
 

  ثابت ي با سرعتاتومبيل : 11 -5مثال
h

km90 در حركت 

 مي باشد . مطلوب است :به سمت راست 

?,?,?,?  EBDC aaaa 
 
 

 

 حل :

 

 

]                250[]1137[][ BDD ..a  23.6° 

  9.90
s

rad

        65.190 2s
maD

d = 550  mm 

42.8 
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4 

)/(2273 2smaaaa EDCB 

0250,100 
dt

Vd
و

s
mmVmmAEBF A

A

 

 

 

 
 

 
                                                                                همگي به سمت مركز هستند.

 

 مقيد Fو  Eبه تكيه گاه هاي  Bو  Aميله زير از نقاط  : 11 -5مثال

??است . مطلوب است :             Caو  
   

           

 حل :

 

 
 

                                                  

 

 

               )/(625.]
1.0

)25.0(
[)5.2(1.0)( 2

22
22

sm
r

V
raa AEnAA   

 

                                                    

                                                          

 

 

 

                                                                                                                                 

 

 

 

 

 

3 

3 

4 

)/(12

]2.0[]8[.]625[.]1.0[]625[.

2.0)(,8.02.0)(

1.0)(,  625.0)(
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2
2

2
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s
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t
A
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A
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























 



s
radAEV

s
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BFAEAEA
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  5.2
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25.0
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25.0
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







3 

ثابت ثابت0  AV
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 )/(875.1]12125[.]2125[.]625[.)()( 22 smaaaa t
A

Cn
A

CAC



XA 

 sinsin)cos( lll
dt

d

dt

dy
V B

B  

 sincossincos)cos( 22 lllll
dt

d

dt

dV
a A

A  

 cossincossin)sin( 22 lllll
dt

d

dt

dV
a B

B  

 cosy ,  sin B llxA 




sincoscossin
sin

2rr
dt

dV
ar

dt

dy
VCry

ry

Cyy
B

B

B

BB

p

pB












 

 

 حرکت صفحه ای به روش پارامتری 

 
 

                                                                                                                    

 

 

                                                         

                                                         

             

                                          

                                        

                                        

                                         
 

 

 

 
ديسكي كه با سرعت شكل توسط يك پين به  Tميله   : 12-5مثال

درحال حركت است متصل شده  و شتاب زاويه اي  زاويه اي 

 مي باشد . rاست . فاصله پين تا مركز ديسك برابر 

        مطلوب است : 

 

 

 

                                                                                                               حل :

                                                           

                                                     

 
 

 coscos)sin( lll
dt

d

dt

dx
V A

A  



?,?  BB aV

YP 
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jlilVE


 cos- sin3 

jliljlilaE








)sincos()cossin(3)sincos()cossin(3 2222  

jie


 sin cos  

jiji
dt

d

dt

ed 







 )(cos )(-sin) sin (cos  

 ميله با سرعت  Bقسمت AB در ميله :  13-5مثال

  حركت مي كند مطلوبست :BVثابت

 

 

                                                                                              حل :
                                                               

                                              

           

 
 و شـتاب زاويـه اي   با سرعت زاويـه اي   ABميله  : 14-5مثال

 : در حال حركت است . مطلوب است  

 

 

 

                                                                                              حل :

                                                              
dt

Vd
ar

dt

d
V E

EEE




 , 

                                              

           

 

 مشتق بردار متحرك 

 

 
eدر حال دوران مي باشد = بردار واحد متحرك كه با سرعت زاويه اي 

 

 

 

 

 بنابراين:

jie
dt

de 
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/ 
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)( 2211 eReR
dt
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Rd 

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rV OP


'/'

''
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P
P

O
PO VVV 


 بردار در دستگاه مختصات مرجع متحرك
                                                               2211 eReRjRiRR yx


 

 

                                                                                                                   

                               22221111 eReReReRR









  

 

 

jiدسـتگاه متحـرك و    OX´Yدستگاه ثابت و OXYكه در اين روابط 


بردارهـاي يكـه در دسـتگاه ثابـت و      ,

21 , ee
 ه متحرك است. پس داريم:در دستگا 

22112211 )( eReReReRR





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
     
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
       

  

 RRR




    تئوري امگا          

 در دستگاه مطلق : 

 در دستگاه متحرك:.

 

 سرعت يک نقطه مادی 
 

YXOمتحرك :  دستگاه            OXYدستگاه ثابت :    

S


  P:  بردار موقعيت نقطه 

R


r)مطلق(   و      O:  بردار موقعيت نقطه 
  بردار موقعيت نقطه  :P   )نسبي( 
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





  
 

 

 

 

سرعت نسبي در دستگاه متحرك  relVr


                                                                   

relVrRV





  
rVV rel

P
P







 

 

)(, S
dt

d
VP




Vrel 

OXYR



YXOR 




rrRVP







 
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rrRV







 

rrRrRSVrRS P

















 ,

 
و با سرعت زاويه اي  cm 4ي به شعاع ديسك شياردار : 15-5مثال

s
rad2  ، در حال حركت است . با توجه به شكل 

PV?شيار را بدست آوريد .  در   Pسرعت ساچمه 


 

 

 حل :

                                                                                   (0R

) 

                                                       
s

cmr     842 


 

                                                         
s

cmrVrel    3  

                                                 ]               3[]            8[ PV


 
 

اگر كل سيستم مثال قبل حول نقطـه تكيـه    : 16-5مثال

گـاه بـا سـرعت زاويـه اي     
s

rad3   دوران

PV?كند، مطلوب است :


 

 

 

 

 

 

 
 حل :      

                                                                                                                 

                                                                                                                                    

   
                                                                           

 یشتاب يک نقطه ماد 
                                                           

                                                    

                                                  
                             

 

30

30

30 30 30

30
30

s
cmVP ]8[]33[]3[]8[]30[ 



 

relO
P

P
O

POP VrVVVVV


  
''

''

srad /2 

srad /2 
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dt

rd
r

dt

d
rrRr

dt

d
r

dt

d
RrrR

dt

d
Sa p






















  )()()()()(

)( rrrrrR










  

relcrrel

P
P

O
POP

aravr

aaarrrrRa



















 ,  22 

  )2())(()(
''

''





 
 

  

 

 
 

 

 

Pa? توجه به شكل روبرو ، مطلوب است :با  : 17-5مثال
 

 

 

  حل :

 
 

                     relcr
P

PP
P

PP aaaaaa 






   ,   

                    2   ]                 [59.2]                    [12.8
s

maP 


 

 

در داخل شيار دايره اي شكل با  سـرعت    Pاگر جرم :   18-5مثال

زاويه اي 
s

rad5  ي   ركـــز صفحه و  شتاب زاويه انســبت به م     

212
s

rad     :در حال دوران باشد  مطلوبســت 

    ) وساعتگرد مي باشند(     
 

 حل :

 

                                              حل :    

s
mVoVV

O
PP ][0.24]  2[0.3][0.08(3)](3) 21.0[  


 

s
mV

P
P ]4.0[]08.0[ 






 

]4.0[]24.0[]23.0[  PV


s
m]16.0[]23.0[   

 

 

30

30

P
PPP VVV



 '



?,   ?  PP a V


80 cm 

P' 

P 

srad /4 

srad /4 
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2

2

2
22

   64.4][72]                72[

  72)15)(4.2(22,0  ,   

  72)(12.5)(2.4)(

    

]               2.24[][15]                  30[

304.2)5.12()(

s
cma

s
cmVaa aaa

s
cmBAa

aaa

s       
cmVV

s
cmBAV

VVVVVV

B

relcrrelrelcr
B

B

B

B
BBB

BB

B

CD
BEBB

B
BBB













































 
        

                

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

اگر  : 19-5مثال
s

cm
V

CD
BE  باشد  15

 چقدر است؟ Bآنگاه سرعت و شتاب نقطه  
 

 

 حل :

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

982.

2
22

2

2

2

12.2)67.1()31.1(         ]67.1[]31.1[

]2[]96.0[]4.2[]56.0[]72.0[]29.0[]27.0[

])5(08.0[])12(08.0[)()(

]4.2[)4.0)(3)(2(2

s
ma

s
ma

a

aaa

s
mVa

aaa

PP

P

nrelnrelrel

relcr

relcr
P

P
























4 
 
3 

Cm5.7

626.

]08.0[]08.0[,]29.0[]21.0[ 2 



O

P
aaO



P
PPP aaa


 



O
POP aaa  

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O 

 باتوجه به شكل مطلوب است ::  21-5مثال

         

 

 

 

 
 

 

 حل :
 

 

 

 
 

 
 

 

 
 

Ia

s
mACa

ACa

ACA

ACnA

ACACtA

]225.0[]6.3[
6.3)4(225.0)()(

225.0)()(

2
22 



















  

 
 

 

A
AAA aaa


 


 

        
s

mOAaA 29.0)2(2225.0)( 22  
  

        relcr
A

A aaa


  

                            21.8  )245.0)(2(22 2s
mVa relcr 


  

 

 

 

 

 

45

45

smVA /245.02225.0   45° 

s
rad

AC

V
ACV A

ACACA 4)(  

45

O 
O 

? ,  a?V

?  ,  α?ω

OD
A

OD
A

ACAC





45 


s

mVA 9.0245.0)2(245.0 '45 AA VCosV

mm

mm mm
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













2

2

91.8

32

s
ma

s
rad

rel

AC

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 با توجه به شكل روبرو داريم . : 21 -5مثال

 در لحظه نشان داده شده مطلوب است : 

 

 

     حل :

 
                                        

 






















s
mV

s
mV

s
mV

VVVVV

VVVVV

BD
P

PAE
P

PP

BD
P

PPBD
P

PBDPP

AEPPPAE
P

PAEPP

92.0)(,17.0)(,17.1

])[(])5(144.0[)()(

])(])4(288.0[)()( '/








 

 
 

























AErelrelcrAE
P

PAEPAE
P

PAEPP

BDrelrelcrBD
P

PBDPBD
P

PBDPP

aaaaaaaa

aaaaaaaa

)(])17.0)(4(2[)(,)4(288.0)(,)()(

)(])92.0)(5(2[)(,)5(144.0)(,)()(

2

2






 

                         






























2

2

2

2

2

49.11

27.3)(

79.6)(

])[(]2.9[])5(144.0[

]       )[(]       [1.33]       )4(288.0[

s
ma

s
ma

s
ma

aa

aa

P

BDrel

AErel

BDrelP

AErelP










 

45 45

45 45

45

45

45

3060

8.51

?   ,     ?

  5  ,  4 B





PP

A

a  V

s
rad

s
rad




60

250 mm 

E 
D 

30

2 

2 

][]               2[1.8]               29.0[][0.225][3.6,

II]                []                  2[1.8]                 29.0[

][

             AC

                        

rel

relA

relrel

aIII

aa

aa















30

30

7.36

3060
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,,,? كل روبرو مطلوبست :در ش :22 -5مثال 
PPBDBD

aV


 

 

 

 

 

 

 حل :

 

smrV

srad
rV

smV

CPBDP

BD

BDCBBDB

B

/34.1)56(.4.2)(

/4.2
)5.125(.)(

/5.112125.

/

/



















 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

,,? در شكل روبرو مطلوبست : :23 -5مثال 
GBAB

aa


 

 

 

 

 

 

 

 

 











































2

2

2

2

///

/

/

2

22

/10.9

/53.34
)2()1(

)2(])4.2(28[.]28[.])4.2)(34.1(2[][

])4.2(28[.]28[.)()(

])4.2)(34.1(2[][]2[0

)1(/18
0)(

/1812125.)(

sma

srad
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aaa

aVaaaaaa
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sma
a
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P
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BDrelB

BDnPBtPBPB

relrelBDrelcrrelEPEP

PBPB

B

tB

nB






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2

/

2

2

///

2

/

2

22

/86.3])93.1(5.1[]5.1[

/65.6

/93.1
)2()1(

)2(]3[]5.1[

]0[]3[)()(

/5.1

)1(]25.1[]/5[
25.1)(

/5225.1)(

smaaa

sma

srad

a

aaa

sma

aaa

sma
a

sma

AGAG

B

AB

ABB

ABnABtABAB

A

ABAB

BDB

BDtB

nB





















































 

 حل :
 

 

 

 

srad

V

smVVVVVVV

BD

BDB

ABABABABABAB

/225.1/5.2

)25.1(

/5.2,0]3[][][
/


















 

 

 

dt

rd
r
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d
rrRS












   )()(  
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 نی حول يک نقطهحرکت دورا

 

                                         

)(

21

21

rr
dt

Vd
a

rrr
dt

rd
V























  

 

                                                       

 حرکت کلی 
 

  Aول نقطه در حال دوران ح 2و شتاب زاويه اي 2ديسك با سرعت زاويه اي : 24-5مثال

 درحال دوران حول  1و شتاب  زاويه اي 1زاويه اي ، با سرعت lبه طول  OAو ميله  

 مي باشد. مطلوب است :  Zمحور 

 سرعت زاويه اي و شتاب زاويه اي مطلق ديسك .

 

 

 

 

 

  حل :
     

 

 

     تئوري امگا    
 

 

?,?ثال فوق مطلوب است : در م:  25-5مثال  PP aV


 

 حل :  

 روش اول :
 

                                                                                          iRliRilV
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P

A
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O
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


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



ijkjk

,
dt

d
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d
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d
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d
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: از همان ابتدا و بدون واسطه سرعت و شتاب را نسبت به مبدا بدسـت مـي    روش دوم 

 ورديم.آ
 

 

 XYدر صــفحه  ACميلــه  :26-5مثااال

ــه اي   ــرعت زاوي ــراردارد وباس در  1ق

بـا سـرعت    Dحال دوران است.  طوقه 

ــت  ــائين   uثاب ــه در حــال پ ، روي ميل

آمدن اسـت. در لحظـه اي كـه طوقـه     

روي قسمت دايره اي شكل ميلـه )بـه   

مي سـازد    °30( ، با افق زاويه  rشعاع 

,?وب است:؛ مطل DD aV
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 اي اجسام حركت صفحه
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ک جس م  ي  وارد ب ر   يروه م يمن ني  رواب    جج جد     يعن  يم.يپرداز ياجس م  ل  م      ک ينتين فصل به س  يدر ا

 م.يکن يل م،شکل و جر  جسم و حرکت حملل را  طملعه  

 م:يكن يم استفاده ميكه در گذشته فراگرفت ياز روابط

 
    
   

 
 

                         
  ممان اينرسي جرم نسبت به مركز جرم():                                               
 

         )ممان اينرسي سطح(
 

  )ممان اينرسي جرم(
 

 نيروي لنگر مؤثر
       

  اصل دالامبر)  در حالت ديناميكي (: 

       

  

 

 

 چند جسم پركاربرد: يجرم ينرسيممان ا
 
 

 

     

 

 

 

 
 

 

 حالات خاص حركت
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  :مطلوب استباشد،  m=1.5 Kgو جرم جسم  P=2.75 Nكه   يدر صورت :1-6مثال

  .اي ميله شتاب زاويهالف(

 .شتاب مركز جرم ميله ب(

 .اي كه شتاب آن صفر است محل نقطهج(
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 (          g)صفحه قائم پس از شروع حركت ؟ CD,ABياعضا ينيرو مطلوب است :2-6مثال
        LAB=LCD , mBD = mEF =2kg  , mCD = mAB=0   
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 باشد، بيابيد. =  0كه  يرا به شرط Dعكس العمل تكيه گاه  : 3-6مثال

 روي محيط ديسك است ( B) نقطه  
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 يد در صفحهقحركت م 

كنن د.در   يحركت م   ينيمع يدهايم كه تحت قيسروكار دار يبا اجسام صلب يمهندس يشتر كاربردهايدر ب

ن يوجود دارد.به چن   ينيآن روابط مع يه ايو شتاب زاوشتاب و مركز جرم جسم  ين مولفه هاين حالت بيا

 م. ييگو يد ميحركت مق يحركت
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 اي غير از مركز جرم حركت دوراني حركت حول نقطه 

ن حال ت  ي  كن د دوران كن د.در ا   يكه از مركز جرم آن عبور نم   يد است حول محور ثابتياست كه مق ين حركت جسم صلبيا

 م:يدار

 

 : شود حذف مي          
 

 )انتقال ممان (

 
 

 

 چرخشي ديسك يا چرخ روي سطح صاف تحرك 
 

  :حركت چرخشي بدون لغرش (1

 د باشد كه غلتش بدون لغزش انجام بدهد،يسك مقياگر د

 ستند.يآن مستقل از هم ن يه ايشتاب مركز جرم و شتاب زاو

 ه تماس طن نقيب يغلتد،حركت نسب يسك بدون لغزش ميد يوقت

 ن تا آنجا كه بهيبنابرا ن وجود نداردين و خود زميسك با زميد

 را سك يتوان د يم شود، يمربوط م Fاصطكاک  يروين يمحاسبه 

 دانست. يكي ، در حال سكون قرار دارد يسطح يكه رو يبا قطعه ا

 

 ضريب اصطكاک استاتيك

 

 
 

 

 انند حالت قبل است.چون هنوز لغزش اتفاق نيافتاده شتاب م  : در آستانه لغزش (2
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 (حركت چرخشي و لغزش:3

 ن يسك با زمين نقاط تماس ديچرخش توام با لغزش ب يوقت

 اصطكاک يروين يوجود دارد و بزرگ ين حركت نسبيو خود زم

NFبرابر  kk  .است 

  يضريب اصطكاک ديناميك

 

 
 

 
 

 چرخ يا ديسك نا متعادل(4
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 . ) صفحه قائم (ديسك مقابل يمطلوبست شتاب و شتاب زاويه ا : 5-6مثال
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 :رست است يا نهببينيم فرض كه كرديم د تا حال بايد كنترل كنيم

         
 

 : لتش با لغرش داريمغ

 
 
 

 ( : Pگشتاور حول مركز ديسك ) محل عبور نيروي                                                                              

 

 

 
 

 

 

 

 

  است: باشد، مطلوب شلغزبدون  غلتشاگر ديسك نا متعادل در حال  : 6-6مثال

                          

 اسيون جرمرشعاع ژي              

 

 

 
 

 مي باشد. افقي GOتمام خطوط توجه شود كه در شكل هاي زير  حل :
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 فصل هفتم
 

 

 

 

 

 

 

 اي اجسام حركت صفحه

 صلب
 )انرژي و ممنتوم(
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 فهرست
 

 401..............................................................................................................................................اصل كار و انرژي 

 401......................................................................................در حركت صفحه اي انرژي جنبشي جسم صلب 

 401........................................................................................حركت دوراني حول نقطه اي غير از مركز جرم 

 401..............................................................................................................................................اصل حفظ انرژي 

 401.................................................................اصل ايمپالس و ممنتوم براي حركت صفحه اي جسم صلب 

 401..........................................................................................................................رخورد غيرمركزي.................ب 
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 يل حرکت صفحه ايتحل يو روش ضربه و اندازه حرکت را برا ين فصل روش کار و انرژيدر ا

 ميبر ياجسام صلب به کار م يستم هاياجسام صلب و س

 

       اصل کار و انرژي 

 قابل استفاده است       يبه خوب ييمربوط به سرعت ها و جابجا يحل مسئله ها يبرا يروش كار و انرژ

2211 TuT   

dr.fu 21  

 

 

 

 

شيم.توانيم داشته با لنگر هم مي ،علاوه بر نيرو
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 اي صفحه در حرکت انرژي جنبشي جسم صلب 
 است.اگر سرعت مطلق يد كه در حركت صفحه ايريرا در نظر بگ يجسم صلب

iVبرابر ipهر ذره 


 م:يسيم بنويتوان يمباشد.Vو سرعت مركز جرم جسم برابر  
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VVmVmVmVVVVmVmT iiiiiiiiii ).()(
2

1

2

1
)).((

2

1

2

1 222 





 
  

  mmi )rV(     , )كل جرم جسم صلب( ii 


  ,    0)(  ii Vm  

 



22

222

2

1
)(

2

1

2

1

2

1
VmrmTVmiVmT iii    

 



                                                                                                  (نتومماي اجسام صلب )انرژي و م حركت صفحه -فصل ششم                                          ديناميك    
                                                                                                              

                                                                                                                                            
105 

22222

2

22

2
6

1
)

12

1
(

2

1
)

2
(

2

1

2
,

2

1

2

1
 mLmL

L
mT

L
VVIVmT G 

 )
2

(2 Sin
L

mgV  Sin
L

g
Sin

L
mgmL

3
)

2
(

6

1
00 22 

                                                      
22 Vm

2

1
I

2

1
T   

 

 )مربوط به حركت انتقالي مركز جرم( )حركت دوراني(                                                       

 

 اي غير از مرکز جرم ول نقطهححرکت دوراني  
 دوران كند. oد است كه حول يمقتکيه گاه باشد و جسم  Oفرض كنيم كه نقطه 

 م.يم تر محاسبه كنيجسم را به صورت مستق يجنبش يم انرژيتوان يم

 م:يسينو ين منظور ميا يبرا

 
 

 
 

 

 :  اصل حفظ انرژي 

را  يستار حركت كند اصل كار و انرژيپا يروهاياز اجسام صلب تحت اثر ن يستميا سيه جسم صلب ي يوقت

                                                                                                 ده نمود:   حل مسئله استفا يتوان برا يم
T1 + V1 = T2  + V2 

 

  ? ر مطلوبست:يستم جسم صلب زي:در س 1-7مثال

 

 

  g    )صفحه قائم(
 

 

 

 

 حل:

 

T1 + V1 = T2  + V2           ,             V1 = 0     T1= 0,  
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  سطح تراز مبنا

 

A B 

درجه   00ميله را پس از يكنيم. مطلوبست، سرعت زاويه ا يرها م يرا از حالت افق ABميله: 2-7مثال

 آيد :                                                             يدر م يدوران كه به حالت عمود

 

 

 

 

 

 

 حل:
T1 + V1 = T2  + V2       ,     V1 = 0       ,        T1= 0 
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باشدد بدا سدرعت     يم  mm 51و شعاع ژيراسيون آن   mm410شعاع  آن كه  يديسک نامتعادل: 3-7مثال

 23, يسرعت زاويه ا:مطلوبستدر حال دوران است . =rad/s401) )  يزاويه ا
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و  41( rad/s)يبا سرعت زاويه ا متصل است و Cو قطعه BCمانند شکل به ميلهA ديسک : 4-7مثال

 در حال دوران است . 1(lb.in)ثابت  گشتاور

 .درجه دوران 00پس از اي ديسک  سرعت زاويه ،مطلوب است 

 
WA = 4(lb) ,WBC = 1.25 (lb) , WC = 1.3 (lb) 
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 اصل ايمپالس و ممنتوم براي حرکت صفحه اي جسم صلب 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 د:يآ ير به دست ميز يجسم صلب معادله ها يمپالس و ممنتوم برايبا نوشتن اصل ا

 :  Yو يکي در راستاي  Xراستاي  دريکي دو معادله 

                      2i121 VmdtFVmLpmIL


 

 :  يک معادله

                                           

    212211 )()(  IdtMIHpmIH iGG


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متصل است. قطر استوانه   Aقرقرهبه دور استوانه كوچک   يسمانمانند شکل توسط ري kg 40به جرم   Cوزنه:  5-7مثال

ثانيه شروع  3پس از  Cسرعت جسم  ،مطلوب است است. m 0.41قرقره ها  يو قطر استوانه خارج m0.4 قرقره ها  يداخل

25.0).(و  ro = 0.15 (m)   ,  ri=0.10(m)   Mc=10(kg)  ,. حركت از حالت ساكن 2mkgII BA  

 

 

 

 

 

 

 حل:

  :                                          Cو    A رابطه كينماتيک كابل بين قرقره

 

 : Cو  Aنتوم براي جرم مالس و ممپاصل اي

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

: B قرقره  ياصل ايمپالس وممنتوم برا  
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 برخورد غيرمرکزي 

 يدو جسم برخورد كننده رو يكز جرم هاكه در آن ها مر يمسائل يعني يبرخورد مركز يشتر با مسئله هايپ

 م.يل كنيم برخورد خارج از مركز دو جسم صلب را تحليخواه يد.حال مياد گرفتيخط برخورد واقع است 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

كند. ضريب بازگشت بين  يبرخورد م 40(lbبه وزن ) ACبه ميله 30(ft/sو با سرعت ) 1(lbبه وزن )B گلوله : 6-7مثال

 (s)  0.005اگر ضربه در ؛در ضمن پس از برخورد ACي  اي ميله سرعت زاويه ،مطلوب استاست.  AC  0.1و ميله  Bكره

 . ميانگين ايمپالس برخورد ،يافتد مطلوب استباتفاق 

 (شود. از ايمپالس وزن در مسائل برخورد صرف نظر مي)

 

WAC=10 (lb)     ,       e = 0.4    وWB=2(lb)  
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 حل:

 

 

 

 

 

 

 

ACACACACBBBBAA ImVmVmHH   5.1)5.1()5.1(0)5.1()(0)( 
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ACBBACB VVVV  :  (2)   رابطه سرعت هاي نسبي 

 (1) ,(2)                                             

 

                                                           

 

 

 

 

 

 

 

 

مطابق شکل قرار داده اند ميله مشابه  ييک سطح بدون اصطکاك يرا رو mو جرم  Lطول  به  cdميله باريک : 7 -7مثال

AB  در امتداد سطح با سرعتV1  در حال حركت است كه به ميلهCD  برخورد مي كند . با فرض اينکه برخورد كاملاً كشسان

 . پس از برخورد CDو  ABاي ه مطلوب است ، سرعت ميلهاست 

       e = 1  )برخورد الاستيک(

mAB= mCD = m    

L AB =L CD = L   

     

ACACV  5.1

)(42.453)5.1()5.1(.0: lbFVmItFM ACACACAC
A



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VV AB 
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كند .  برخورد مي Bبه مانع  Vبا سرعت يبدون اصطکاك يسطح افق يرو mجرم به  Aقطعه مکعب شکل  :8 -7المث
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 .را تررسی کردین اجسام صلة اجسام صلة ٍ سیستن ّایحرکت صفحِ ای  7ٍ  1فصل ّای در 

    .در سِ تعذ ّن ترقرارًذ اجسام صلة حرکت َردهاز ًتایج تذست آهذُ از ایي دٍ فصل در  تسیاری
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Wتایستی هستقل از هختصات خاصی تاشذ ٍ فقط تِ  ایی هی زاٍیِ هوٌتَمکلاً 
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 هرتَط  

 :ن خَاّین داشتاز هختصات اصلی استفادُ کٌی xyzسپس اگر تجای هختصات. خَاّذ شذ
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xwwدر جْت یکی از هحَرّای اصلی خاص تاشذ یعٌی هثلاً  wحالت خاص اگر   ٍ   
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  :ای حَل ًقطِ ثاتت َم زاٍیِهوٌت

اگر در جسن سِ تعذی خاصی کِ دٍراى حَل ًقطِ ثاتتی دارد هی تَاى از هوٌتَم زاٍیِ ای 

 (Gتجای هرکس جرم )حَل آى ًقطِ تْرُ ترد 
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 (Fixed Point)صلة سِ تعذی ًسثت تِ ًقطِ خاص   جٌثشی جسن اًرشی   

 

 .صَرت گیرد Oطِ ای خاص هثل ًقطِ ی اگر دٍراى ًسثت تِ ًق

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

               ٍ ًسثت تِ هحَر ّای اصلی 222
2
1

zzyyxx wIwIwIT   

 

 هعادلات اٍیلر

)222(

)()(

222

2
1

2

1

2
12

1

2
1

xzzxzyyzyxxyzzyyxx

ii

n

i

i

n

i

i

ii

wwIwwIwwIwIwIwI

mrwvmT

rV

















 
 

 

 فصل نهم
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ارتعاشات مکانیکی

Vibration 

 

 

 

 

 



 مکانيکی ارتعاشات –هم فصل ن                                                                                            ديناميك

 

321 

 

 

 فهرست
 

 
 

 152...............................................................................................................................................................ستعبضبت ًبهیشا ا 

 131................................................................................................................................................................. استعبضبت هیشا 



 مکانيکی ارتعاشات –هم فصل ن                                                                                            ديناميك

 

321 

 

 ًَسبى سیستن ّبی تغییش ضکل پزیش 

 صل ثِ یک فٌشهت ًَسبى سیستن ّبی صلت هبًٌذ یک جسن 

 ثِ حبلت تعبدل ثشگطت پزیشی

ًیشٍی ( هبًٌذ فٌش)ًَسبى سیستن ثب یک دسجِ آصادی کِ هتطکل اص یک جشم ٍ یک ًیشٍی ثشگشداًٌذُ خَاّذ ثَد 

ثشگشداًٌذُ ثِ حبلت تعبدل هبًٌذ یک ًیشٍی داخل فٌش هی ثبضذ کِ جشم سا ثِ سوت تعبدل هی سسبًذ کِ ایي فٌش 

 .ى ثیبیذثبعث خَاّذ ضذ کِ جشم دس اطشاف تعبدل ثِ ًَسب

 :کلاً دٍ ًَع است (vibration)ًَسبى 

 Force vibration(  حشکت ًَسبًی صٍسی)ًَسبى تحت ًیشٍی خبسجی  -1

 Free vibration  ًَسبى آصاد ثذٍى ًیشٍی خبسجی -5

    

 ًَسبى ثب دٍ ًَع هختلف -

بم سیستن ّب الجتِ تو)جسن پس اص چٌذ ًَسبى ثبلاخشُ خَاّذ ایستبد ( : (Damping  ثب هیشایی -1

 (ثبلاخشُ دس حذی هیشایی داسًذ

 

 (فقط دس تئَسی)جسن کبهلاً ًَسبى خَاّذ کشد ٍ ًَسبى ّیچ ٍقت ًخَاّذ ایستبد :  ثذٍى هیشایی -5

 

چِ هیشایی ثبضذ چِ ) ًَسبى ثب ًیشٍّبی خبسجی ثب اداهِ ًیشٍ ّوَاسُ ًَسبى اداهِ پیذا خَاّذ کشد  :تزکش 

 (ًجبضذ
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 استعبضبت ًبهیشا 

 Simple Harmonicحشکت ّبسهًَیک سبدُ  –ًَسبى آصاد جشم 

=  2= تغییش طَل فٌش استبتیکی   1x = دس تعبدل 
k

mg 

xyzxx FF  )(   

xmmaxkmz  )( 

xmxkmg
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 )( 

 

 

mاگش 
kp 2

  0 xx
m

k   0kxxm  

P  =ُای  فشکبًس دایش  

 

 (ّوگي)هعبدلِ دیفشاًسیل اص ًَع دسجِ دٍم ّوَطیٌِ 

02  xpx      َهسئلِ ایگي ٍلی(Eigen value) 

 X = A Sinpt + B Cospt    . ثستگی ثِ حبلت اٍلیِ داسد A  ٍBکِ دس ایي جَاة 

ptBpptAPxV    سشعت  sincos   

ptBPptAPxa    ضتبة  cossin 22   

000اگش جشم ثذٍى سشعت اٍلیِ ضشٍع ثِ ًَسبى کٌذ    : هثبل حبلات اٍلیِ  Av )( 

000ضشٍع ثِ حشکت کٌذ  t=1دس صهبى  x=1اگش جشم اص ًقطِ   Bx )( 
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0xBدس هسئلِ ثبضذ 0x ٍ0vثطَس کلی اگش      ٍp

v
A 0 

 

 

 

 

 

 

 

 

صهبى یک دٍس ًَسبى 
p

2  =   صهبى تٌبٍة= پشیَد 

تعذاد ًَسبى دس یک ثبًیِ  2
1 p

f  =فشکبًس 

اصطکبک یب َّا  الجتِ ًقطِ ثصَست تئَسیک ٍلی ثعلت ٍجَد هیشایی اص)ایي ًَسبى تب اثذ ثبقی خَاّذ هبًذ 

 (ایي ًَسبى ثبلاخشُ توبم خَاّذ ضذ

ایي ًَع هسبئل اص ًَع )ثَد   F = kx  هثبل ثبلا اص ًَع ًَسبى خطی ثَد صیشا ًیشٍی فٌش ثصَست خطی

 (.ًَسبى خطی ّستٌذ
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ٍ جشم خیلی  Lٍ یک طٌبة ثطَل  mهثبل ًَسبى غیشخطی ًَسبى یک پبًذٍل کِ هتطکل اص یک جشم 

 .کن هی ثبضذ

  = صاٍیِ تغییش هکبى پبًذٍل ًسجت ثِ هحَس عوَدی 

 

 

 

 

 

 

 

22)(
22

mllwmmma
l
m

l
v

p
v

n  

mlRwmma
dt
md

dc
dv

t  )( 

Periodic     0هعبدلِ غیشخطی اص ًَع  Sin
l

g
     mlmamg tsin 

           (        یعٌی اص ًَع سیٌَس ٍ کسیٌَس ًیست)ًیست  Harmonic  اهب اص ًَع

0ضیت هعبدلِ ی ثبلای صفحِ
l

g
                                              6 اگش 

g

l

p
z   22

 
l

g
p  
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 استعبضبت صٍسی  FORCED VIBRATIONًَسبى ًیشٍیی 

tPPحبلت اٍل ( 1 m sin   

 ًیشٍی ّبسهًَیک

 

 

 

 

 

 

 

xmxskwwtp stm  )(sin 

twtpkxxm           (غیشّوگي)هعبدلِ دیفشاًسیل دسجِ دٍم غیش ّوَطیٌِ  m sin  

wtxx    یک جَاة  ّوگي ٍ یک جَاة هخصَظ mpont sin 

wtpwtkxwtxmw mmm sinsinsin2  

22 1
2                 

)/(

/

pw

p

mm

k

mwk

p
m

kmm xpx


   تبثع هخصَظ 

 

 دس تکیِ گبُ  Sinwtmحبلت دٍم ( 5

stkw       ٍxmwtxkw mst  )sin( 
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w/p 

wtkkxxm   ضجیِ هعبدلِ ثبلا m sin 

21 )/( pw
m

mx



 

ptBptAxcomp cossin    تبثع تکویلی 

 .استعبش حبصل کل ضبهل دٍ استعبش هٌطجق ثش ّن است

 کبًس طجیعی استفشکبًس ایي قسوت فش

wtxptBptAxxx mpartp sincossincos  

 فشکبًس طجیعی(  فشکبًس ًیشٍیی –دائوی ) 

 استعبش ًبپبیذاس صیشا عولا ثخبطش ًیشٍّبی اصطکبک استعبضبت اص ثیي هی سٍد 

 2
/ )/(1

1  
pw

x

P

X

m

m

km

MFACTORONMAGIFICATI


  پبساهتش 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1 

1 

2 

3 

3 2 

 رزونانس
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 ثی ًْبیت هی ضَد  داهٌِ استعبش رسُ p  =w( = ٍضعیت تطذیذ)سصًٍبًس

 ّوفبص ثب ًیشٍی هَثش  >p w= فشکبًس ًیشٍی ّوفبص ثب ًَسبى طجیعی 

 اختلاف فبص ثب ًیشٍی هَثش  p<w= فشکبًس ًیشٍیی ًبّوفبص ثب ًَسبى طجیعی( = 181)

ضًَذ ٍلی دس ّش  ًْبیت ًوی دس حبلت ٍضعیت تطذیذ ثعلت اصطکبک ٍ هیشایی دس سیستن عولاً ًیشٍّب ثی

 .بیستی اص ایي ٍضعیت احتشاص ًوَد یعٌی فشکبًس صٍسی سا ًضدیک ثِ فشکبًس طجیعی ًگشفتث صَست هی

 

 

 هیشا استعبضبت 

 viscous damping= هیشایی لضجی یب هیشایی چسجٌذگی 

xCVCدس ایي ًَع هیشایی     =ًیشٍی اصطکبک هبیعبت 

  ثستگی ثِ خَاظ فیضیکی جسن        c= ضشیت هیشایی 

 C ٍاحذ 
ft

slb
m

sN .,. 

stst kwxmxcwxk   ,)(  

0 kxxcxm  

02  kcmeX t اگش 

m

k

m

c

m

c
 2)

2
(

2
 

0)
2

(22 2 
m

k

m

c
mp

m

k
mCcضشیت هیشایی ثحشاًی 
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cCCهیشایی ضذیذ یب قَی   ( 1: حبلات خبظ   ّ ِبی هعبدلات ثبلا صحیح ّستٌذ ٍ ٍاقعیسیط 

ثِ صفش  xافضایص هی یبثذ    tّشدٍ هٌفی ّستٌذ ٍ ٍقتی کِ  1  ٍ2سیستن ثذٍى ًَسبى چَى 

 .ًضدیک هی ضَد

 

tt
eAeX 21 

Bسیستن غیش استعبضی 

00  Xt 

 

cCCهیشایی ثحشاًی  ( 5       سیطِ ّبی هضبعفp
m

Cc 



2

 

  .سیستن ثذٍى ًَسبى چَى دس کَتبُ تشیي صهبى تعبدل خَد سا ثِ دست خَاّذ آٍسد

pteBtAX )( سیستن غیش استعبضی 

 

 

 

cCCهیشایی سجک یب ضعیف ( 3    سیطِ ّبی هجبصی ّستٌذ. 

)cossin(
)

2
(

qtBqtAeX
t

m
c




 سیستن استعبضی

 

اگش
m

k
p

C

C
pq

m

c

m

k
q

c

 222 )(1)
2

( 
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cC

C
پبساهتش هیشایی 
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