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  معمولي معادلات ديفرانسيل اي بر مقدمه                                        1فصل      
  
  
   تعاریف-1 -1

. اي كه شامل يك متغير وابسته و مشتقاتش نسبت به يك يا چند متغير مستقل باشد را معادلـه ديفرانـسيل نامنـد                        هر معادله  :معادله ديفرانسيل 
 معادله ديفرانـسيل را بـا       و اگر دو يا چند متغير مستقل داشته باشيم        ) عادي(هرگاه يك متغير مستقل داشته باشيم معادله ديفرانسيل را معمولي           

  .ناميم مي) اي پاره(مشتقات جزئي 
  

شـكل كلـي يـك      . نـاميم   ترين مرتبه مشتق موجود در يك معادله ديفرانسيل را مرتبه آن معادله ديفرانـسيل مـي                  بزرگ :مرتبه
  :صورت زير است  بهnمعادله ديفرانسيل مرتبه 

  f (n)(x, y, y , y ,..., y )   0  
  

  .ناميم الاترين مرتبه را درجه معادله ديفرانسيل مي توان مشتق با ب:درجه
  

   هر معادله ديفرانسيل معمولي اگر به صورت :معادله خطي و غيرخطي
   a  (n) (n )

n n(x)y a (x)y a (x)y a (x)y f (x)
    1

1 1 0

x)  0
x)  0

  . ناميم باشد آن را يك معادله ديفرانسيل خطي مي
  ابع غيرجبري برحسب متغير وابسته يـا مـشتقاتش ظـاهر شـود آن             هاي متغير وابسته و مشتقاتش يا تو        اگر در معادله ديفرانسيلي توان     :نکته ☼

  . معادله ديفرانسيل، غيرخطي است
f معادله همگن است (  

f معادله ناهمگن است   (  
  
  .هر معادله ديفرانسيل خطي از درجه يك است :نکته ☼

  
:جواب معادله  .شود عادله ديفرانسيل صدق كند، جواب معادله ناميده ميهر تابعي كه در م 

  
هـا   اين ثابت جواب عمومي يك معادله ديفرانسيل، جوابي است كه شامل يك يا چند ثابت دلخواه بوده و اگر هر مقدار دلخواهي را به :جواب عمومي

  .نسبت دهيم، آن جواب در معادله موردنظر صدق نمايد
  
  . ثابت دلخواه استn ام شامل nه ديفرانسيل مرتبه جواب عمومي معادل :نکته ☼
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  . اگر تمام مقادير تابع و مشتقات آن در يك نقطه خاص از متغير مستقل بيان شده باشند، مسئله را با شرايط اوليه گوييم:شرايط اوليه

  
ا را تعيـين كنـيم، جـواب خـاص معادلـه      ه ـ  اگر جواب عمومي را تحت شرايط اوليه يا مرزي مسئله قرار دهيم و مقدار ثابت       :جواب خصوصي 

  .آيد دست مي به
جـواب  . باشد هاي مربوط به جواب عمومي مماس مي    جواب غيرعادي يك معادله ديفرانسيل تابعي است كه بر تمام منحني           :جواب غيرعادي 

  .غيرعادي را پوش منحني نيز گويند
  
  .ي نيز الزاماً جواب غيرعادي نداردمعادلات خطي جواب غير عادي ندارند و هر معادله غيرخط :نکته ☼

    
   تشکیل معادله دیفرانسیل -2 -1

 يك ثابت دلخواه است c است كه در آن اي به صورت  ي منحني يك پارامتري، معادله  يك دسته:دسته منحني چندپارامتري
  . شود ها حاصل مي و با مقدار دادن به آن، منحني

f (x,y,c) 

n(x, y,c ,c ,...,c ) 1 2

n ny(x) c y (x) c y (x   1 2 2 

0

  .  پارامتري داراي شكلي به صورت زير استn يك دسته منحني در حالت كلي
  

  f  0
  

.  پـارامتري اسـت    n به صورت يـك دسـته منحنـي          nجواب عمومي هر معادله ديفرانسيل مرتبه       : ها  طرز تشكيل معادله ديفرانسيل دسته منحني     
معادله ديفرانسيل بدست آوريـم كـه جـواب عمـومي آن دسـته منحنـي مـذكور              خواهيم يك     پارامتري مي  nحال با داشتن يك دسته منحني       

 مشتق  مي گيريم و ثابتهـا را بـين معادلـه دسـته     xهاي دلخواه به طور متوالي از معادله دسته منحني نسبت به    براي اين كار به تعداد ثابت     . باشد
  . شودمنحني و مشتقات آن حذف مي كنيم تا معادله ديفرانسيل مربوطه حاصل 

  
  ها به صورت  اگر معادله دسته منحني ::نکته ☼

  y c  )
  

  :باشد از  بسط دترمينان زير مي توان معادله ديفرانسيل دسته منحني را تعيين نمود

  
n

n

(n) (n) (n) (n)
n

y (x) y (x) y

y (x) y (x) y (x) y

y (x) y (x) y (x) y

  


1

1 2

1 2

 


   




0  

  
   تعیین مسیرهای متعامد-1-3
  

dy مختصات دكارتي 
f (x, y

dx
    ()الف

dyمعادله ديفرانسيل مسيرهاي متعامد  dx

dx dy
     

   مختصات قطبي ) ب

rdمعادله ديفرانسيل مسيرهاي متعامد  dr

dr rd


  


    

  



 179                            اي بر معادلات ديفرانسيل معمولي مقدمه : 1فصل 

  .آيد از حل معادله ديفرانسيل فوق معادله  مسيرهاي متعامد بر دسته منحني مفروض بدست مي
   پوش-1-4

fهاي    حنيپوش يك خانواده من    (x, y,c)  (xد    0 y منحني مانن f (           در  هـاي      است كه بر همـه اعـضاي خـانواده منحنـي 
  . يك نقطه مماس است

f (x, y,c) 

,c)

0

  c هاي معادلات  دستگاه   را بين fهاي    براي تعيين پوش دسته منحني     (x, y  0f
f (x, y,c) , (x, y,c)

c


 


0 0

y f (x

 حذف مي كنيم تا 
(ش   . برسيمبه پو

  
  .پوش يك جواب منفرد است :نکته ☼

  



  
  
  
  
  

  معادلات ديفرانسيل مرتبه اول                                     2فصل      
  
   مقدمه-2-1

  :هاي زير نشان داد از صورتيك معادله ديفرانسيل مرتبه اول را مي توان به يكي 

  ( )  
( ) f (x, y, y )

y f (x, y)

( ) M(x, y)dx N(x, y)dy

 
 

 

1 0
2
3 0

f (y)dy g(x)dx

    
   حل معادلات جداشدنی-2-2

بـراي  .  نوشت آن را معادله ديفرانسيل جداشدني مـي نـاميم          هرگاه بتوان يك معادله ديفرانسيل مرتبه اول را به صورت           
   عمومي حاصل شود گيريم تا جواب حل چنين معادلاتي از طرفين معادله انتگرال مي

c)yكل معادله به شاگر : نکته ☼ f (ax by   u ax by  

yf (xy)dx xg(xy)dy

cر    . شود  به يك معادله جداشدني تبديل مي باشد با تغيير متغي
  
هر معادله . شود پذير تبديل مي به يك معادله تفكيك به شكل  :نکته ☼ z x yير 0  با تغيير متغ

  
   حل معادلات همگن-2-3

f  : ، داشته باشيمt) كه ناميم هرگاه به ازاي   ميnي   را همگن از درجه تابع دو متغيره :تابع همگن (x, yx, ty),(x, y) D

ntx, ty) t f (x, y

M(x, y)dx N(x, y)dy

)t f 0
  f (  )

  
  : معادله ديفرانسيل مرتبه اول را همگن ناميم هرگاه به يكي از دو حالت زير باشد
معادله به صورت : حالت اول  .  همگن از درجه يكسان باشندN و M باشد كه توابع  

y f (x,

0
 ت معادله به صور: حالت دوم  .  همگن از درجه صفر باشد باشدكهy)f (x, y)

y f (x,   :صورت زير بيان كرد  به(yن توان معادله همگ صورت مي در اين

   y
(
x

 y g  )

yبراي حل معادلات ديفرانسيل همگن از تغيير متغير   .  استفاده مي كنيمu
x



 v  y v  x y xv   
  

axمعادله ديفرانسيل  :نکته ☼ by c
y f

a x b y c

     را در نظر بگيريد  .  
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a) الف b

a ' b



axدو خط :     by c  0 و a x b y c    

( , ) 
X x

Y y

0  .  متقاطع هستند

 
       معادله به يك معادله همگن dY aX bY

f
dX a X b Y

 
    

گاه با تغيير متغير       ها باشد آن    لاقي آن  محل ت  اگر نقطه   
 

 تبديل  

  . شود مي

aاگر ) ب b

a b

 

u axير   . شود اشدني تبديل مي معادله به يك معادله جدby دو خط موازي هستند و با تغيير متغ :  

    
   حل معادلات کامل -2-4

ــع   ــر تواب M و N و Mاگ

y




N و 

x




ــته از   ــوابعي پيوس ــند آنy و x ت ــراي آن    باش ــافي ب ــرط لازم و ك ــاه ش ــه   گ ــه معادل ك

:  كامل باشد آن است كه M(x, y)dx N(x, y)dy 0M N

y x

 


 
 .  

  
  :روش اول

 را پيدا كنيم كه      بايد تابعي مانند 
f

M (
x
f

N (
y

 
 


1

2

)

)
   f (x, y) c

  
    )4     (f

f (x, y) Mdx g(y) ( ) Mdx g (y
y y

( ) )
       
  1 3  

  
   ( )    , ( ) Mdx g '(y) N g (y) N Mdx

y y

      
  2 4

g(yf (x, y ((   تعيين مي شود، )3(ري در رابطه  و با جايگذاگيري از معادله فوق  با انتگرال

  
  

   روش تستي:روش دوم

  .گيريم  انتگرال ميx حذف و از جملات باقيمانده آن نسبت به M(x,y) را در yتمام جملات شامل ) 1
  .گيريم  انتگرال ميy نسبت به N(x,y)از تمام جملات ) 2
  . قرار داده و همين جواب معادله خواهد بودc برابر هاي مراحل قبل را حاصل جمع انتگرال) 3

  
  . هر معادله ديفرانسيل جداشدني كامل است :نکته ☼

  
  ساز   عامل انتگرال-5 - 2

,M(xفرض كنيد معادله     y)dx N(x, y)dy (x, y)

( M)(x, y)dx ( N)(x, y)dy

0


هرگاه تابعي .  كامل نباشد           دن  موجود باشد به طوري كه با ضرب كر
 يعني   معادله در تابع    

0مانند    
   0       كامل شود در اين صورت    ساز يا فاكتور انتگرال معادله        را عامل انتگرال

  . گويند
  

  :حالت هاي خاص
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1( M N
f (x

N y x

  
    

 است و xتابعي از 1    f (x)d
(x) e x گاه   آن )

2   (M N

M y

 
 

 
1

g(y)
x

 
 

 

g(y)dy
(y) e

     

3   (M N
f (xy)

x

  
    

1  f (z)dz
e ,z xy

yN xM y
      

4    (y M N
f ( )

xM yN y x y

  
     

2
 x


f (z)dz x

e ,z
y

    

5    (x M N
f ( )

xM yN y x x

  
     

2
 y


f (z)dz y

e ,z
x


    

6(     M N

N M y x

 
f (x y)

 
   

f (z)dz
e ,z x     

1 y     

7     (M N
f (x y )

x

  
    

2 21
2 f (z)dz

e ,z x y  2 2

M(x, y)dx N(x, y)dy

(xN yM) y
     

  
اگر معادله ديفرانسيل  :نکته ☼ 

 f (xy)dx xg(xy)dy 
f (xy) g(xy

0   را بتوان به شكل 
 y  0

(  : ساز به صورت زير دارد  آنگاه معادله يك عامل انتگرالنوشت و 

  
 

(x, y)
xM yN xy f (xy) g(xy)


 
1 1

M(x, y)dx N(x, y)dy

   
  
اگر معادله ديفرانسيل  : ساز به صورت زير دارد گاه داراي يك عامل انتگرال  همگن باشد آن  :نکته ☼ 0

  (x, y) , xM yN
xM yN



1 0

m n k sy (aydx bxdy) x y ( ydx xdy)    0
a b  p qx y

x)y a (x)y f (x

   

  
  هر معادله ديفرانسيل به صورت  :نکته ☼

   x  
سازي به صورت       است داراي عامل انتگرال    0كه     است كه براي تعيين p و q ه ضرب كـرده و از   را در معادل بايد

  . شرط كامل بودن استفاده كنيم


  
  . ساز دارد نهايت عامل انتگرال گاه بي اگر معادله ديفرانسيل جواب داشته باشد آن :نکته ☼
  

aهر معادله ديفرانسيل خطي  :نکته ☼ ( )  1 aساز   داراي عامل انتگرال0 (x)
(x) d

a (x) a (x)
   0

1 1

x  . است1
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  ل معادله به کمک دیفرانسیل کامل  ح-2-6
  : از روابط ديفرانسيلي زير مي توان در حل برخي از معادلات ديفرانسيل استفاده كرد

  ) 1  xdy ydx d(xy) 

 
  

 xdy ydx y
d ln

xy x

    
 

) 2  
  

  xdy ydx
d(ln xy)

xy


) 3  

  
  xdy ydx y

d tan
xx y

      
   

1
2 2

 

) 4  
  

 xdy ydx y
d

xx

    
 2) 5  

  
  xdx ydy

d ln(x y )
x y


 


2 2

2 2
2 2 ) 6  

  
   معادلات دیفرانسیل خطی مرتبه اول -2-7
  

y p(x)y q(   x)   

   p(x)dx p(x)dx
y e q(x)e c

     :  جواب عمومي  

  
(yت  xاگر معادله ديفرانسيل به صور p(y)x q(  

 p(y)dy p(y)dy
x e q(y)e dy c



  :  باشد داريم
  

     
 

y (x1y p(x)y q  

p(x)dx
(x) ce

 1

y)y p(x)f (y) q(x   
u f (

  (x)u q(  

  جواب عمومي : 
  
  
(   : نکته ☼ گاه جواب عمومي آن عبـارت اسـت           باشد آن   يك جواب معادله ديفرانسيل خطي مرتبه ااگر
   :از

(x)ول         

  y y  
  :تصورت زير اس شكل كلي يك معادله ديفرانسيل خطي به : نکته ☼

 )  f (  
(yير    :تبديل خواهد شد) 1( به معادله مرتبه اول خطي شكل كه با تغيير متغ

u p  x)
  
   معادلات برنولی-2-8
  

 ,  y p  n(x)y q(x)y , n   0 1
    استnي برنولي از درجه  معادله فوق معادله
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n uاين معادله از تغيير متغير براي حل  y    :  استفاده مي كنيم و آنرا به معادله خطي مرتبه اول  تبديل مي كنيم1

  u  ( n)p(x)u q(x)   1
   معادلات ریکاتی-2-9

 2  y  p(x)y q(x) r(x)y   
y y ( 1 (xگاه    اشد، با تغيير متغير  يك جواب براي معادله بالا بهر

  y(  x) y (x)
v(x)

 1
1

y y

  .شود به يك معادله ديفرانسيل خطي تبديل مي
  
uير  :نکته ☼ اگر در معادله ريكاتي از تغيير متغ 1

  xf (y ) g(y )  
y p 

 

  شود گاه معادله به يك معادله برنولي تبديل مي  استفاده كنيم آن
    
   معادلات لاگرانژ -2-10

  :صورت زير است  يك معادله لاگرانژ بهشكل كلي
y  

  :شود  از طرفين معادله بالا با توجه به روند زير به يك معادله ديفرانسيل خطي تبديل ميxگيري نسبت به   و با مشتقكه با فرض 

   

dp
y f (p) xf (p) g (p) ,

dx
dp

f (p) xf (p) g (p) ,
dx

dx f (p) g (p)
x

dp p f (p) p f (p)

    

   

 
 

 

y xy f (y  
y cx f ( 

y cx f (

x f (c)

 
 0

p  

  
   معادله کلرو-2-11

)   
(c:     جواب عمومي

  
 در دستگاه cاز  حذف : جواب منفرد




(c  .  تعيين مي گردد
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  .شوند  معادلات مرتبه اولی که نسبت به مشتق حل نمی-2-12
  
  x معادلات فاقد -2-12-1

fاين نوع معادلات به شكل  ,y  :هستند ) y ) 

y g( 

y g(y

0
  

(y )ف   پذير است در اين حالت معادله جدايي :  ال
  
y  : داريمض در اين حالت با فر : ()ب p 

  
dy

y g(p) dy g (p)dp pdx g (p)dp (
dx

g (p) g (p)
dx dp x dp

p p

      

 
    

  

p)

  

  
  :از حل دستگاه زير جواب عمومي  بدست مي آيد

y g(p)

g (p)
x d

p




 

y

 t) , y   

p

  

  
  : را برحسب هم بيان نمود و y اگر نتوان  )ج

 y (  (t)

  
dy

dy (t)dt , (t)
dx

(t) (t)
(t)dx (t)dt dx dt x dt c

(t) (t)

   

         
 

 

  

  :از حل دستگاه زير جواب عمومي  بدست مي آيد

 
y (t)

(t)
x d

(t)

 


   

x, y ) 

y g( 

t c

  

  
  y معادلات فاقد -2-12-2

fاين نوع معادلات به شكل  0  : هستند)
  

(x) ف   .پذير است در اين حالت معادله جدايي: ال
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x()  ب g(yy pض حالت با فر در اين :    : داريم

  
dy dy

x g(p) dx g (p)dp g (p)dp ( p)
p d

dy pg (p)dp y pg (p)dp c

      

     

x g(p)

y pg (p)dp



  
y

 t) , y   

x  

  
  :ست مي آيداز حل دستگاه زير جواب عمومي  بد

  
  

c

  
  : را برحسب هم بيان نمود و x اگر نتوان :حالت سوم

 x (  (t)

  
dy dy dy

(t) , dx (t)dt dy (t) (t)dt
dx (t) (t)

y (t) (t)dt c

         
 

    

 
x (t)

y (t) (t)dt

 

    

y )

  

  
  :از حل دستگاه زير جواب عمومي  بدست مي آيد

 
  

c

  
   y و xعادلات فاقد متغیر   م-2-12-3

fهرگاه اين نوع معادلات كه به شكل  (   y  :باشند هستند داراي حداقل يك ريشه 0 k 

y c
f ( )

x


0

(x, y

  جواب عمومي  : 
  
y معادلات به شک-2-12-4 f   (ل 

yض   : داريمردر اين حالت با ف p 

  
y f (x,p)

f f dy f f dp
y dx dp

x p dx x p dx

f f dp
p

x p dx


   

    
   
 

 
 

d  
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  : در دستگاه معادلات زير، جواب عمومي بدست مي آيدpاز حذف 

  
y f (x,p)

f f
p (

x p


 

 
 

(y,

dp
)

dx





  

  .شود  را از دستگاه بالا حذف كرد، جواب به صورت پارامتري بالا بيان ميpاگر نتوان 
  
x معادلات به شک-2-12-5 f y ل )  

y  : داريمدر اين حالت با فرض  p 

  
x f (y,p)

f f dx f f
dy dp ( )

y p dy y p dy

f f dp dx
( ) , ( )

p y p dy dy p


   

    
   
 

  
 

1 1

 

dp
dx  

  
  : در دستگاه معادلات زير، جواب عمومي بدست مي آيدpاز حذف 

 
x f (y,p)

f f
( )

p y p


 

 
 

1

n n
n n(x, y)(y ) (x, y)(y ) (x, y)

      1
1 0 0

dp

dy





  

  .شود ي بالا بيان مي را از دستگاه بالا حذف كرد، جواب به صورت پارامترpاگر نتوان 
  
  n معادلات دیفرانسیل مرتبه اول از درجه -2-13

   : زير را در نظر مي گيريمn معادله مرتبه اول ودرجه 
    

اگر بتوان معادله فوق   را به صورت        ny g (x, y) y g (x, y) y g (x, y)    1 2

iF (x, y,c) (x,

  0
y)iyيل      g    0    و i از معادلات ديفرانسها جواب هريك  تجزيه نمود n 

nF (x, y,c)F (x, y,c) F (x, y,c)

 خواهد بود در اين صورت جواب معادله     1
   :فوق عبارت است از

  1 2 0 
  
 
  
  
  



  
  
  
  
  

    3فصل      

  معادلات ديفرانسيل مرتبه دوم و بالاتر
  
   معادله مرتبه دوم خطی-3-1

يك م  :عادله ديفرانسيل مرتبه دوم خطي به صورت زير نشان داده مي شود
    y p(x)y q(x)y f (x)   

f (x)  0
x) 0

c1 1 2

c y

    معادله همگن
f معادله ناهمگن (  

  
  :براي يك معادله همگن داريم

  .ك جواب براي اين معادله است نيز ي1y1cصورت   يك جواب معادله باشد، در اين1y هرگاه -1
cها يعن  صورت تركيب خطي اين جواب      هاي معدله باشند، در اين       جواب 2y و   1y هرگاه   -2 y         نيز يك جواب براي ايـن معادلـه 

  .است
y2ي   

y     صـ   نباشـد، در ايـنc y ورت    y     ضـريبي از y        در جواب مستقل خطي باشند يعني y   1212 اگر   -3 و1  يـك جـواب عمـومي معادلـه         1
yخواهد بود و با 

2

  .دهيم

yy

2

h  نشان ميy يا  c

  
1y22 كه  و دو تابع  : نکته ☼ y، مستقل خطي هستند اگر و فقط اگر 0

y

)1ny ,..., y , y2 1

1
2

  .  ثابت نباشد

ر،   :  عبارت است ازپذي  بار مشتقn) توابع ونسكينر

  
n

n
n

(n ) (n ) (n )
n

y y y

y y y
(y , y ,..., y )(x)

y y y  

  





  



1 2

1 2
1 2

1 1 1
1 2

y , y ,..., y1 2(n

W  

، I بر بازه  توابع فرض مي كنيم   :پذير باشند بار مشتق n)1
  . گاه اين توابع مستقل خطي هستند  صفر نشود آنIاي از   در هيچ نقطهWاگر ) الف
  .  برابر صفر استI در هر نقطه از Wگاه    وابسته خطي باشند، آنIاگر اين توابع بر ) ب

  ممكن است رونسكين توابع صفر باشد ولي توابع مستقل خطي باشند : نکته ☼
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  :براي يك معادله ناهمگن داريم
  
ny  .ها نيز جواب معادله هستند گاه هر تركيب خطي از آن هاي معادله باشند آن  جواب و هرگاه ) 1 (x),..., y (x2 y (x1) )

  n nc y (x) c y (x) c y (x)  1 1 2 2    
  
2(   hy (x)py (x گـاه جـواب      دلـه غيـرهمگن  باشـد آن       جواب خـصوصي معا    جواب عمومي معادله همگن متناظر  اگر (و        

h       : عمومي معادله غيرهمگن عبارتست از pyy y       
  

 براي قسمت همگـن بدسـت آوريـم و سـپس يـك جـواب                بنابراين حل يك معادله ديفرانسيل غيرهمگن ابتدا بايد يك جواب عمومي            
 براي قسمت غيرهمگن تعيين كنيم مجموع دو جوخصوصي 

hy

yy y p اب)h py  (جواب عمومي معادله غيرهمگن خواهد شد .   
  

  .  استفاده نمودnاز مطالب ذكر شده مي توان براي هر معادله ديفرانسيل خطي مرتبه 
  
  ابت معادلات دیفرانسیل مرتبه دوم خطی همگن با ضرایب ث-3-2

  b y c y  

mxe

 m xm bm c)e 2

mxe 

a y  0
 c ,b ,aمقادير ثابتي هستند  .  

  :  جواب معادله فوق باشد با جايگذاري در معادله داريمبا فرض اينكه 
 (a  0

0   :با توجه به اينكه 

 m am b 2   معادله مشخصه  : 0
m  .  هستند و هردو ريشه حقيقي و متمايز به صورت : حالت اول m2 1

 2     y c  y c sinh m x 1 يا   1 c cosh m x2
m x m xe c e 1 21 2

mهردو ريشه حقيقي و برابر باش: حالت دوم m m. ند 1 2  
  m x m xc e c xe 1 2y    

m,و به صورت هردو ريشه مختلط : حالت سوم i  1   .  باشد2
  y e  ( i)x ( i)xy c e c e  1 x(   يا   2 (c cos x c sin x  1 2

  
  . نيز تعميم دادn توان براي معادلات ديفرانسيل خطي همگن با ضرايب ثابت از مرتبه اين سه حالت را مي: توجه 

  
   معادله اویلر-3-3

  :معادله ديفرانسيل اويلر مرتبه دوم به صورت زير است
x y  a xy b y  2

n

a ) y b y    1 0

0
zر  zبا تغيير متغي l x eيا xمي توان معادله فوق را به يك معادله همگن با ضرايب ثابت تبديل كرد :  

y (  

m (a )m b   2 1   معادله مشخصه : 0
m  .  هستند و هردو ريشه حقيقي و متمايز به صورت : حالت اول m2 1

m mx c x 1 21 2y c  
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mهردو ريشه حقيقي و برابر باش: حالت دوم m m. ند 1 2  

  m mc x c x ln 1 2y    x

m,و به صورت هردو ريشه مختلط : حالت سوم i  1   .  باشد2
 )  y x   c cos( ln x) c sin( ln x   1 2

  
  :شكل كلي معادله ديفرانسيل اويلر به صورت زير است :نکته ☼

  0
n (n) n (n )

n n(ax b) y a (ax b) y a (ax b)y a y R(x) 
        1 1

1 1
ze ax 

b y c y g(x   

  a m bm c 2 0

ng(x) P (x)
m

p ny x Q (

nQ (x

x
nx) e P (x

m x
p ny x e Q (

nQ (x

n m(x) P (x)sin x Q (x)cos x

a  
bغير   .  معادله فوق به معادله با ضرايب ثابت تبديل مي شود با تغيير مت

  
   تعیین جواب خصوصی معادله دیفرانسیل خطی ناهمگن-4 -3

  :براي تعيين جواب خصوصي معادله ديفرانسيل خطي ناهمگن از روش هاي زير استفاده مي كنيم
  روش ضرايب نامعين) 1
  روش عملگرهاي معكوس  ) 2
  تغيير پارامترهاروش ) 3
  
   روش ضرایب نامعین -3-4-1

  :از اين روش براي معادلات ديفرانسيل ناهمگن خطي با ضرايب ثابت استفاده مي شود
  a y  )

  :  معادله مشخصه معادله همگن متناظر
 

 
معادله مشخصه، يك جواب خصوصي با ضرايب نامشخص را حدس مي زنيم و با  و ريشه هاي  g(x)در اين روش با توجه به عبارت 

  :جاگذاري آن در معدله اين ضرايب مجهول را تعيين مي كنيم
  

    )الف

(x: شده  جواب حدس زده 

m تعداد ريشه هاي صفر در معادله مشخصه   
   با ضرايب مجهولn چند جمله اي درجه (
  
(  )g  )ب

(x: زده شده  جواب حدس 

m  :  تعداد ريشه هاي مساويدر معادله مشخصه   
   با ضرايب مجهولnچند جمله اي درجه  : (
  
g ) ج       

 m
p r ry x R (x)sin x S (x)cos x ه : جواب حدس زده شد   

iدر معادله مشخصه   m  :  تعداد ريشه هاي مساوي 
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 (  r rx),R (x) S r    با ضرايب مجهولrچند جمله اي درجه(  : ) max m,n

 x ) د
n mg(x) e P (x)sin x Q (x)cos x      

 m: جواب حدس زده شده x
p r ry x e R (x)sin x S (x)cos x    

i m  :  تعداد ريشه هاي مساوي  

r rx),R (x)

   در معادله مشخصه
 (  S r    با ضرايب مجهولrچند جمله اي درجه(  : ) max m,n

  
شامل مجموع چند عبارت ذكر شده در فوق باشد براي تك تك عبارت هـا مثـل فـوق جـواب خـصوصي جداگانـه         g(x)اگر :  نکته ☼

  .تعيين مي كنيم و جواب خصوصي برابر مجموع اين جواب هاي خصوصي خواهد بود
  
   روش عملگر معکوس- 3-4-2

  :دهيم  نشان ميDعملگر مشتق را با 

  (n) ny D y

(n) (n )
n na y a y a y g(x

     1
1 1 0

n n
n nD a D a D a )y g(x)

    1
1 1 0
n n

n nD) a D a D a D a L(D)y g(x)
      1

1 1 0

dy
y Dy , y D y,...,

dx
    2    

 )  a y  
  (a  

  L(  
Dگيري است و با نماد  معكوس عملگر مشتق، عملگر انتگرال

D


1

x(x



   .دهيم  نشان مي1
  

  برخي از خواص عملگرها
f   : داريمk و عدد ثابت g و پذير   براي توابع مشتق () )

D  1 (  f (x) g(x) Df (x) Dg(x)  


  

D  2 (  k f (x) k Df (x

   m n m nf (x) D f (

kx kxD)e L(k)e

   kx kxD) e f (x) e L(D k)f (x) 

(D )(sin kx) L( k )sin kx 2 2

(D )(cos kx) L( k )coskx 2 2

)
  
3 (D D  x)

  
4 (  L(  
  
5 (L(  
  
6 (  L  
  
7 (  L  

   :براي تعيين جواب خصوصي معادله ديفرانسيل خطي با ضرايب ثابت به روش عملگر معكوس داريم

  p n n
n n

D)y g(x) y g(x) g(x)
L(D) a D a D a D a



   
   1

1 1

1 1
L(  

0
  

 حالت  : هاي خاص
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1 (    a xg(x) k e

L(a)  0  : گاه  اعدادي ثابت باشند آنk و a و هرگاه ) الف

  
a x

p
k e

x)
L(a)



L(m) 

s(D) (D a) P(D) P(a) 

y (  

0  : باشد ام معادله s ريشه مرتبه  a) ب
L   0

s a

p
x k e

x)
s! P(a)



g(x) f(x)

x

y (  

 ) f(x)اي از درجه   چندجملهn2 ) باشد ( 
 L(D)L(D)D n  : دهيم بنابراين  ادامه ميكنيم خارج قسمت را تا جمله   تقسيم ميدي نوشته را بر هاي صعو را بر جهت توان

  n
p n(x) f (x) (b b D b D

L(D) L(D)
     0 1

1 1

n
n

y g  )g(x)

b b D b D  0  بسط تابع 1
L(D)

1nD

a xx) e f (x)

  

  . صرفنظر شده است است كه از جملات بعد از 

  
3 ( g(  

a x
p f (

L(D a)



1

x

y e  x)

4 (g(x) sin a  يا  g(x) cosax  
)0L)    الف  r ) 2

inp ( a )cos  2

(k) (k )( r ) , L( r ) L ( r ) L ( r )

ax: عبارتست از yجواب خصوصي به ترتيب  k  py kL( a )s  ax و 2
  
L )ب        2 2 2 10 0

 

2  

 
k

p (k)

x

L ( r )


 2

L(D)

y R  (x)

   :گاه  يك عملگر خطي باشد، آنهرگاه ) ج

  
 
L (D)

xf (x) x f (x) f (x)
L(D) L(D) L(D)


  2

1 1

g(x

  

sin به صورت    اگر   :نکته ☼ )x   يا cos x  توان فرض كرد كه        باشد ميg(       جواب را بـه دسـت        و مانند حالت 
  جواب است و      باشد قسمت موهومي      به صورت    حال اگر   . دهيم   نمايش مي  اگر جواب مختلط باشد آن را با        . آوريم

  . باشد قسمت حقيقي جواب است برابر اگر 

i x

g(x)

x) e e

sin tz

xcos x

p(x) y q(x)y g(x)   

a x

pzp

g( )
   

    روش تغییر پارامترها - 3-4-3
البته بايـد جـواب عمـومي را معادلـه همگـن متنـاظر را داشـته                 . توان استفاده كرد    يب غيرثابت نيز مي   از اين روش براي معادلات خطي با ضرا       

  .باشيم
   y : را در نظر مي گيريم  روبرومعادله 
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اظر باشند يك جواب خصوصي معادله ناهمگن از رابطه زير  جواب هاي مستقل خطي معادله همگن متن و  اگر  yy2 1

  :بدست مي آيد
P (x)y v (x) 1 1 2y v  y2

y g(x)y g(x)
x) dx , v (x) dx

W W
   12

1 2v (  

   استفاده از یک جواب مشخص جهت تعیین جواب دیگر - 3-5
  

y يك جواب معادله ديفاگر   (x)1y p(x)y q(x)y  رانسيل         صورت جواب ديگر آن را به صورت         باشد، در اين   0
  :زير بدست مي آوريم

 y  (x) v(x)y (x)2 1

  p(x)dx
x) e dx

y


  2

1

1
v(  

  :و جواب عمومي برابر خواهد شد با
 c y (x) c y ( 1 1 2 2

a (x)y a (x)y a (x)y

 y c  x)

p   را يافتyتوان  و اگر معادله ناهمگن باشد به كمك روش تغيير پارامترها مي

براي معادله ديفرانسيل  :تهنک ☼ داريم :    0 1 2

(x) a (x) a (x) 0 1 2 0xy e

0
a  اگر )  :        1   .يك جواب معادله  است

2a         :      ( اگر 0(x) a (x) a (x) 0 1 2
xy eيك جواب معادله  است.  

a (x) a (x) 1 2y x0اگر )      :                    3  . يك جواب معادله  است    

kاگر ) 4 a      : (x) ka (x) a (x) 0 1 2 0kxy e

) a , a (x) ax   2 1y ax

  . يك جواب معادله  است2
a :     اگر ) 5  .يك جواب معادله  است (x    b b 

y vو با توجه به نكته فوق با تشخيص   .توان جواب عمومي معادله همگن را بدست آورد  مي y فرضy 12 1
  
  های خاص و نکاتی دیگر  حالت-3-6
  
   معادلات فاقد متغیر مستقل-3-6-1

y(صورت ه اين نوع معادلات ب f (y, y هستند   

yبا فرض  p :  

  dy d y d dy dp dp dy dp
, y ( ) p

dx dx dx dx dy dx dydx
       

2

2y p  

dpو معادله به صورت
p f (y

dy


y f (y, y

(p,  .تبديل مي شود كه يك معادله مرتبه اول است

  
   معادلات فاقد تابع-3-6-2

 (به شكل    اين نوع معادلات  . هستند

yبا فرض  p  كلp) p معادله فوق به يك معادله مرتبه اول به ش fشود  تبديل مي.  (x,
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   معادلات فاقد تابع و متغیر مستقل-3-6-3

fاين نوع معادلات به شكل  (y , y )   0
y p p,p )

   هستند
f معادله فوق به معادله  با فرض  ( شود كه يك معادله مرتبه اول خواهد بود  تبديل مي.   0

  
   روش قضیه آبل-3-7
  

يفهرگاه   y , y2 1y p(x)y q(x)y رانسيل         دو جواب معادله د    هابرابراسـت  صورت رونسكين جواب     باشد، در اين   0
  :با

  W(  p(x)dx
y , y ) ce


 

1 2
2به  cكه  1 y  . است يك ثابت معين و وابسته , y

    
   شکل نرمال معادلات خطی مرتبه دوم همگن-3-8

(xي  yبراي معادله مرتبه دوم خط p(x)y q(x)y g( را در نظر مي گيريم    

p(x)d
e
 

1
2y w(x)v(x

x
v(  x) )و فرض  : معادله فوق به شكل زير در مي آيد با تغيير متغير 

  g(x)
(x)w

v(x)
  w r  

r  كه در آن  :(x) q(x) p (x) p (x)   21 1
2 4

  
  
  



  
  
  
  
  

    4فصل      

  ها  حل معادلات ديفرانسيل به كمك سري
  
  
  نقاط عادی و تکین - 4-1

  : ريممعادله ديفرانسيل زير را در نظر مي گي
  y  p(x)y q(x)y g(x)   

x ag(x

x a

 تحليلـي باشـند در      a در نقطـه      و    و   )p يك نقطه عادي براي معادله فوق است هرگاه توابـع            نق. را در نظر بگيريد   
  . ت نقطه تكين يا منفرد معادله استغير اين صور

(xطه   )q(x)

y p(x)y q(x)y           يك نقطه تكين منظم براي معادله ديفرانسيل  (x a) q(x 2

x a
lim(x a)p(x) , lim(x a) q(
 

  2

x axxg(x

y p(x)y q(x)y

0  هـردو    و   است اگـر    نقطه  
  . جود باشند تحليلي باشند يا به عبارت ديگر حدود زير موaدر نقطه 

(x a)p(x) )

 x)  
x a

  
  .  نقطه تكين غيرمنظم استa نقطه تكين منظم نباشد يعني يكي از حدود فوق موجود نباشد گوئيم نقطه aاگر نقطه 

  
ر گ :نکته ☼ ()p  .  باشد اين نقطه تكين استيا  يا  ريشه مخرج ا )q()

      
  جواب-2-4  های سری حول نقطه عادی

معادله     0 يك نقطه عادي xفرض كنيد      n
n

y a (x




  0
0

0

ه     

 درنظـر  جواب معادله را به شكل.  باشد

كه سري در باز  گرفته و با فرض اين    

nx سري  )

x x R 0y , y 

a

kx

 را محاسـبه و بـا       تـوان  صـورت مـي      همگـرا باشـد، در ايـن       Rازاي مقداري از       به 
  . محاسبه نمودها را ، xهاي مختلف  جايگذاري در معادله و صفر قرار دادن ضرايب توان

   
n

  :در بط مكلورن جواب يك معادله ديفرانسيل عبارت است ازضريب  :نکته ☼
(k)y (

k!

0)  

  :  عبارت است ازfتوجه داشته باشيد كه بسط مكلورن تابع    
(n)

n

n

f ( )
x) x

n!






0

0
f (  
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  )روبنیوسروش ف( جواب های سری حول یک نقطه تکین -4-3

xاگـــر  x ــه  0 ــه تكـــين مـــنظم معادلـ yيـــك نقطـ p(x)y q(x)y ــه شـــكل    باشـــد در ايـــن ــه را بـ صـــورت جـــواب معادلـ   

n
n

y a (x


0

n rx ) 



 
0

y , y , 0 y درنظر مي گيريم و با جايگذاري   مقدار rي آيد با استفاده از معادله زير بدست م:  

   F :مشخصه (r) r(r ) p r q   0 01   معادله0
  p l  

x x x x
im (x x )p(x) , q lim (x x ) q(x)
 

   
0 0

2
0 0 0 0

r  : دو جواب معادله مشخصه باشند داريماگر  , r2 1

r)ف r1 2 r   : عددي غيرصحيحال r1 و2

  r rn n
n n

n n

x a (x x ) , y x b (x x )
 

 

    1 21 0 2 0
0 0

y  

r )ب r r 1 2:  

  nr n r
n n

n n

x a (x x ) , y y ln (x x ) x b (x x )
 

 

      1 0 2 1 0 0
0 1

y  

r ) ج r1 rو2 r1   : عددي صحيح2

  r rn n
n n

n n

x a (x x ) , y a y ln(x x ) x b (x x )
 

 

      2 21 0 2 1 0 0
0 0

y  

   معادله بسل-4-4
  
    معادله بسل معمولی- 4-4-1
 

  x y xy (x p ) y   2 2 02 

xنقطه    . نقطه تكن نظم معادله فوق است0

  :صورت زير است جواب عمومي معادله بسل به
y :  عدد صحيح باشدpاگر  A   x)p pJ (x) BY ( 

y :  عدد صحيح نباشدpاگر  A   x)p pJ (x) BJ ( 
  

  
k pk

p
k

( ) x
J (x)

k! (p k )





        


2

0

1
1 2

pJ (

 

  .شود  ناميده ميpكه تابع بسل نوع اول مرتبه 
pJ(د   . مستقل خطي نيستندحيح باش عدد صpاگر  (x و x)

  p p(x) J (x)cosp J (x)
sin p   pY   

1  

  .شود  ناميده ميpكه تابع بسل نوع دوم مرتبه 

pهاي خاص  در حالت: توجه , ,
10 1   : داريم2

  
n n

n
n

( ) x x x
x)

(n!)






   




2 2 4
0 2 2 2 2 2

0

1 1
2 2 2

J (  
4
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n n

n
n

( ) x x x
J (x)

n(n )! ! ! ! !







   

    


2 1 3 5
1 2 1 3 5

0

1 2
22 1 1 2 2 2 3 2

 

  J (  x) sin x J (x) cos x
x x

 
 1 1

2 2

2 2

pJ (

  p
p p(x) ( ) J (x)  1

pJ (1

pY (1

x y xy (n x m ) y 

pJ(د   : وابسته خطي هستند و داريم عدد صحيح باشpاگر  (x و x)

J  
   :نکته ☼
گردند يعني بين هر دو صفر مثبت متوالي از يكي دقيقاً يك صـفر از       طور متناوب ظاهر مي      به صفرهاي مثبت ) الف

  .ديگري قرار دارد
pJ(توابع     (x   و x)

ي دقيقاً يك صـفر از      گردند يعني بين هر دو صفر مثبت متوالي از يك           طور متناوب ظاهر مي      به صفرهاي مثبت توابع) ب
  .ديگري قرار دارد

    )pY (x   و x)

  
  تبدیل برخی از معادلات دیفرانسیل به معادله بسل  - 2 -4-4

در زير چنـد حالـت را مـورد بررسـي قـرار             .  با تغيير متغير مناسب به معادله ديفرانسيل بسل تبديل نود          توان يرا م برخي از معادلات ديفرانسيل     
  :دهيم مي
 
 ــ ) 1 كل شـ ــه ــسيل بـ ــادلات ديفرانـ معـ  2 2 2 2 0z n

m m m mm : y(z) c J (z) c Y (z) y(x) c J (nx) c Y (nx)



z y xy (z m ) y    2 2 2 0
ــي ــر   را مـ ــا تغييـ ــوان بـ ــسل  تـ ــه بـ ــه معادلـ  بـ

  : تبديل كرد
ــر   xمتغيـ

      1 2 1 2

m m m mm : y(z) c J (z) c J (z) y(x) c J (nx) c J (nx) 

 صحيح
  

      1 2 1 2
xx y ( k )xy (m x n ) y 

 غيرصحيح

ادلــه ديفرانــسيل مع) 2   2 2 22 1 2 تــوان بــه معادلــه   اعــداد ثابــت هــستند مــيk و m ، n ، sرا كــه در آن  0
  .ديفرانسيل بسل تبديل نمود

   k s s
a a

x s

m m
x c J x c Y x a k n

x s
                

2 2
1 2

xy ( k )y xy

: y  

 سيل ) 3  ــ ــه ديفرانــ معادلــ  2 1kz x

x z

 k
k k k km : z(x) c J (x) c Y (x) y(x) x c J (x) c Y (x)    1 2 1 2

 k
k k km : z(x) c J (x) c J (x) y(x) x c J (x) c J (x)

     1 2 1 2
mx y axy (b cx ) y 

ــر متغيــ  را مــــي ــا تغييــ ــوان بــ ــه ديفرانــــسيل بــــسل  تــ ــه معادلــ  بــ
  : تبديل نمود

yــر    0
xz (x k )z   2 2 2 0

 صحيح  

  kغيرصحيح 

ل   نسي) 4 معادله ديفرا   2 توان با در نظرگـرفتن       هستند مي )  غيرصفر m و   c( ثابت   m و   a   ، b   ، c را كه در آن      0
tل  به شكu و tدو متغير جديد  x  و tu x

  

  . به معادله بسل تبديل نمود
 
  خواص توابع بسل  -3 -4-4

n n
n n

d
x J (x) x J (x

dx
 

     1

  

) 

  
n n

n n
d

x J (x) x J (x
dx     1 ) 
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  :با استفاده از دو رابطه فوق داريم

  n n
n nx J (x)dx x J (x)   1

  n n
n nx J (x)dx x J (x) 
    1

  n nJ (x)dx J (x)dx J (x)   1 1 2

  

c 
  

c 
  

n 
  

n n
n

J (x) J (x) J (x)
x  1 1

2

  

n 

  
 n n nJ (x) J (x) J (x)   1 1

1
2

  

 

  
 n n n nJ (x) J (x) J (x) J (x)    2 2

1 22
  n n nxJ (x) n J (x) xJ (x)   1

  n nxJ (x) x J (x) n J (x)  1

nY (x

x J (x)d


 

  
 

  
n 

  .توان روابطي مشابه روابط فوق نوشت  هم مي(براي 
  
xانتگرال   :نکته ☼ با فرض : ( داريمبراي  



 J (x)d 0

( 0
اگر ) الف فرد باشد حاصل انتگرال فوق به شكل صريح برحسب توابع بسل خواهد بود . 

x  . باقي خواهد ماندجمله  زوج باشد پس از محاسبه انتگرال فوق اگر ) ب
 
 معادله بسل اصلاح شده   -4 -4-4

  x y xy (x p ) y   2 2 02 
  

y :   عدد صحيح يا صفر نباشدpاگر  A   x)p pI (x) BI ( 

y :  عدد صحيح يا صفر باشد pاگر  A   x)p pI (x) BK ( 
  

  
m k

k
n

x
I (x)

n! (n k )





   
    

2

0

1
1 2 

  x p(x) exp (P ) i J (ix) iY (ix)
         

1 12



pK  

x   0  رفتار توابع بسل وقتی -5 -4-4
 

  P : J ( ) I ( ) 0 00 0 0  1 
  

  p pP : J ( ) I ( ) 0 0 0  0 
  

  p pp : J ( ), I ( )   0   مثبت و غيرصحيح0
  

  p pY ( ),K ( ) 0  p به ازاي كليه مقادير 0
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هاي فيزيكي قابل قبول در   جواب نهبنابراين ت  . هستند pJ(ا  (و ) xpI (xx  0
  
x  رفتار توابع بسل وقتی   -6 -4-4

  

  
  : مقدار بزرگي باشد داريمxهرگاه 

n
n

(x) ~ cos x
x


J

     
2

2 4

  

  

n
n

Y (x) ~ sin x
x

    
  
2

2 4 

  
x

n
e

I (x) ~
x

 
2

  
x

n
e

K (x) ~
x



2

xnK (x

nI (x

 

  :توان نتيجه گرفت بنابراين مي
(ع  nJ  .شوند  ميرا ميx با افزايش   تواب nY(و ) (x و)

  .شود  واگرا ميx با افزايش (تابع 
  .) لزومي به خاطر سپردن چهار رابطه فوق نيست:توجه(
 

p وp   رابطه بین توابع بسل مرتبه -7 -4-4  
  

  يك عدد صحيح باشد، pهرگاه 

  J  p
p p(x) ( ) J (x)  1

p
p pY (x) ( ) Y (x  1

p pI (x) I (x) 

p pK (x) K ( 

)y xy m(m )y    2 1 2 1

x

  
 )   

  
   

  
x) 

 
   معادله لژاندار -4-5

 0  (x  
m : عدد حقيقي  

0n نقطه  
n

n

y c





0
xرت           اري در معادلـه بـه رابطـه     دارد بـا جايگـذ   يك نقطه عادي معادله است پس دو جواب مستقل خطي به صـو

  :بازگشتي زير مي رسيم

  n n
(n m)(m n )

(n )(n )
  

 
 2

1 01 2c c  , n

  
0a1  . شوند  محاسبه مي و تمام ضرايب فرد برحسب aحاصل تمام ضرايب زوج برحسب 

  
  m(m ) m(m )(m )(m )

a x x
! !

       
 

2 4
0

1 2 1 31 2 4y     
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  (m )(m ) (m )(m )(m )(m )
x x x

! !

         
 

3 51 2 1 3 2 4
3 5

 y (x) a y (x 0 1 1 2

m mP (x) c Q (x 1 2

y (x1y (2

a 1    

  :بنابراين جواب عمومي معادله را مي توان به صورت زير نوشت
 y a  )

  : يك عدد طبيعي باشد جواب معادله لژاندر را مي توان به صورت زير بيان كرد mاگر 
y c  )

 
(x(  . استnاي از درجه   يك چندجمله فرد باشد سري n است اگر nز درجه اي ا  يك چندجمله زوج باشد سري nاگر  

mاگر  m

( m)!

(m!)
 2

2
2nP (x cبه صورت زير بيان مي شوداي لژاندار   انتخاب شود رابطه مربوط به چندجمله  :  )

   
n

k n
n n

k

( n k)!
x) ( ) x

k!(n k)!(n k)!

 
  

kP ( 




 

 


2
2

0

2 21
2 2

  
  

   رابطه رودريگس     :هنکت ☼
n

n
n n n

d
x) (x )

n! dx
 21 1

2

nP (

P (  
  

لوران تاب  در بسط مك، ضرايب هاي لژاندار  اي چندجمله :نکته ☼ x)nt ع( xt t )


  21 2
1

   : هستند2

  n
n

n

P (x)t
xt t






 
2 0

1
1 2

  

  : مبا استفاده از روابط فوق داري
  

P  (x) , P (x) x , P (x) ( x ) , P (x) ( x x)     2 3
0 1 2 3

1 11 3 1 5 32 2
  P (  x) ( x x 4 2

4
1 35 30 38 )

  
☼P ( n :نکته 

n n) ( ) , P ( )   1 1 1
n

nP ( x) ( ) P(x)  1

nnP ( )

1   
   در حالت كلي 

pهاي nچون به ازاي  چنين   و هم   :نکته ☼ تابعي فرد است ) 2لذا (xفرد  1 0 0

  n
n n

( n)!
) ( )

(n!)
 2 2

20 1
4

P (  

]ها لژاندار  در با اي چندجمله :نکته ☼ , 1[زه    :   متعامد هستند1
    n mP (x)P (x)dx n m


 

1
1 0

    nP (x) dx
n




2
1

2
2 1

1    
  
  : هاي لژاندار داريم اي براي چندجمله :نکته ☼

 n  ) 1  n nP (x) P (x) ( n )P (x)    1 1 2 1
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 n  ) 2  n nP (x) P (x) (n )P (x)   1 1
  

  1, در هر زير بازه از       fاگر تابع    :نکته ☼  حداكثر در تعداد متناهي نقطه ناپيوسته باشد و در نقاط ناپيوستگي حد چپ و راست و مشتق                  1
 در بـازه  fگـاه در هـر نقطـه پيوسـتگي تـابع       چـپ و راسـت موجـود باشـند آن     ,1 تـوان ايـن تـابع را بـه صـورت بـسطي بـر حــسب          مـي 1

  : هاي لژاندار به صورت زير نوشت اي چندجمله

  m m m m
m

m
(x) c P (x) , c f (x)P (x)dx







  

1
10

2 1
2

  m nB(m,n) x ( x) dx  
1 1 1
0 1

n,m 

B(m,n) B(n,m)

f  
  
  تابع بتا- 4-6

  :شود تابع بتا به شكل زير تعريف مي
 

0  . همگراستتابع بتا به ازاي 
:    توان نشان داد كه دگي ميبه سا 

  :رابطه تابع بتا با تابع گاما به شكل زير است

  (m) (n)
n)

(m n)

 

 

B(m,  
  
   تابع خطا- 4-7
 

  :شود تابع خطا به شكل زير تعريف مي

  x terf (x) e dt
 

2

0
2

 

  :تابع خطاي مكمل

  t

x
erfc(x) erf(x) e dt
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erf ( ) , erf( ) 0 0
( ) , erfc( ) 0 1

( x) erf(x)  

 

  
 واص تابع خطا و تابع خطاي مكملخ
  
1    ( 1       
2 ( 0erfc  
3 (erf     

4 (xd
erfx e

dx
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    5فصل      

  تبديل لاپلاس 
  
   تعریف تبدیل لاپلاس-1 - 5
  

  L  st{f(t)} F(s) e f (t)dt
    0

  bst st

b
e f (t)dt lim e f (t)

  


0 0

f (t

f (tF(s

  F(s)} f (t 1

  .تواند يك متغير حقيقي يا مختلط باشد  ميsكه 
  :توانيم انتگرال ناسره فوق را به شكل زير هم بنويسيم توجه داشته باشيد كه مي

dt   
0(  .د تعريف شده باشt براي در تعريف فوق فرض شده است كه تابع 

(  :دهيم ناميم و به شكل زير نشان مي  مي را عكس تبديل لاپلاس( تابع تابع 

L {  )

fكنيم كه تابع      فرض مي : قضيه وجود تبديل لاپلاس    ] روي بازده    ) , t))0
f (t

f(t(t

t M

در . صـورت تكـه تكـه پيوسـته باشـد و از مرتبـه نمـايي باشـد                    به 
sي (  . موجود است به ازاصورت تبديل لاپلاس تابع  اين a

| ، t به اين مفهوم است كه با افزايش       از مرتبه نمايي بودن تابع      ( fتـر از افـزايش يـك تـابع      يابد ولي اين افـزايش سـريع    افزايش مي
:  داشته باشيمنمايي نيست يعني به ازاي ه
)) |

atfر  (t) ce

,... 1 2i sc

  
n n

i i i i
i i

f (t) c F
 

    
  
 

1 1

   
n n

i i i i
i i

c F (s) c L F (s) 

 

    
  
 1 1

1 1
  

  .)هستند)  لزوماً مثبتM و c(هاي حقيقي   ثابتM و a ، c كه 
  
  . تبديل يك به يك است تبديل لاپلاس يك:نکته ☼
  
  .گاه دو تابع داراي تبديل لاپلاس يكسان باشند آن دو تابع يكسان هستندهر: نکته ☼

  .هاي خطي هستند تبديل لاپلاس و عكس تبديل لاپلاس تبديل: نکته ☼

iهرگاه توابع  F داراي تبديلات لاپلاس , if  :ها اعداد ثابتي باشند، داريم و ) (t ،,n ))i

L c  (s)

L  
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  .تبديل لاپلاس برخي از توابع مهم در جدول زير ارائه شده است
  

fتابع  (  t) تبديل لاپلاسF(s  )

1    
s

  (s  1
) 0

e    
s a

at1
a)   (s  

     )     nمثب ntعدد صحيح و  )ت   
ns

n!
1  (s  ) 0

                             (m mt) 1    
ms 

(m ) 1
) 0 1  (s  

si  n at  a

s a2 2  (s  ) 0

co  sat  s

s a2 2  (s  ) 0

si  n hat  a

s a2 2   s a  

co  shat  s

s a2 2   s a  
  
   خواص تبدیل لاپلاس-2 - 5
  
   قضیه اول انتقال-1 -2 - 5
  

F(sf  : باشد داريم تبديل لاپلاس تابع  يك عدد حقيقي دلخواه و aهرگاه  ( )t)

  L at  {e f(t)} F(s a) 
  يا

  L {  atF(s a)} e f (t  1 )
  
   قضیه دوم انتقال-2 -2 - 5
f تبديل لاپلاس تابع  يك عدد حقيقي دلخواه، aرگاه ه F(su(t  :اي واحد باشد، داريم  يك تابع پله و )

as{u(t a)f(t a)} e F(s)  

  as{e F(s)} u(t a)f(t a) 

)t))

  L  
L   1

f (

  
      
t  t)n در ب تابع ضر  تبدیل لاپلاس حاصل-3 -2 - 5

  
F(sf  : باشد داريم تبديل لاپلاس تابع هرگاه  (t ))

  n n{t f(t)} ( ) F (s) 1 (n)L  
  يا

  n n{F (s)} ( ) t f(t)  1 1 nL  
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nF (sF(s (  . استs نسبت به  ام تابع nبه  مشتق مرت(

  
   خاصیت تغییر مقیاس-4 -2 - 5

F(sf  : يك عدد ثابت باشد داريمa و  تبديل لاپلاس تابع هرگاه  (t

  

))

s
{f(at)} F

a a
   
 

1
L  

  
t

f(as)} f
a a

    
 

1 1
L {  

  
   تبدیل لاپلاس مشتقات یک تابع-5 -2 - 5
  

   ) f و مشتقات آن تا مرتبه       هرگاه تابع (t(n )1     ) ]ام در بـازه ,0(n)f ( (tپيوسـته و              تكـه پيوسـته باشـد         در ايـن بـازه تكـه
  :داريم

  (n) n n n (n )f (t) s F(s) s f ( ) s f ( ) f ( )      1 2 10 0 0L   
F(s)f  . است تبديل لاپلاس تابع در رابطه فوق  (t)

  
 n L    f (t) sF(s)   1 0

 f (t) s F(s) sf ( )

f ( )
  

  f ( )n L      22 0 0  
  

    ( )L f (t) s F(s) s f ( ) sf ( ) f (n )      3 3 23 0 0 0  
    
   تبدیل لاپلاس انتگرال یک تابع-6 -2 - 5
  

F(sf  : باشد داريم تبديل لاپلاس تابع هرگاه  (t ))

   t F(s)
(u)du

s
 0L f  

  
    tF(s)

s
  1

0L f  (u)du

  
  
f تبديل لاپلاس تابع  در حالت كلي هرگاه :نکته ☼ (F(s)t  : باشد داريم)

  t t tat au n
n

F(s)
e e f (u)(du)

(s a)
    

 
  1

0 0 0

a  0

L  

  :در حالت خاص 

  
nt t t tn

n

F(s) (t u)
f (u)(du) f (u)du

(n )!s


           

1
1

0 0 0 0 1

n  1

  

L  

  :و در حالت خاص 

  tF(s)

s
  1

0L f  (u)du
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   قضیه مقدار اولیه تابع-7 -2 - 5
F(sf  : باشد داريم تبديل لاپلاس تابع هرگاه  (t

mf (t) lim sF(s)
 


0

s
lim sF(s


f (lim sF(s


tF (t2t sF (2s 

ttt sF (2s 

))

  
t s
li  

(  . موجود باشددر رابطه فوق فرض شده است 

  
 شامل تابع ديراك و يا مشتقات آن باشد  هرگاه تابع :نکته ☼

s
((t  .از قضيه مقدار اوليه استفاده نمودتوان   موجود نبوده و نمي

  
  :نکته ☼
F  .ارز خواهند بود ، هم هم وقتي  و ارز باشند توابع   هم وقتي  واگر دو تابع ) الف (1 ) )0F (1s) )

F  .اهند بودارز خو  هم هم وقتي  و ارز باشند توابع   هم وقتي  و اگر دو تابع ) ب (1) )F (2F (1s) )0
  
t  تبدیل لاپلاس نسبت تابع -8 -2 - 5 a f به ) t)  

F(s)f بوده و  تبديل لاپلاس تابع هرگاه  (t)
t

f (t)
m

t a
li

0

  

  : موجود باشد داريم

  as au

s

F(t)
e F(

t a

 
 

a  0
a  0

  

L e  u)du

  . است
  : داريمدر حالت خاص 

  s

F(t)

t


 



L F  (u)du

  يا 

   
s

f (t)
(u)du

t

 1

F(sf (

 F(s) f (t) (t) f(   1 0

L F  
  
(t(  : باشد داريم تبديل لاپلاس تابع  هرگاه :نکته ☼

  L s  )
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  )کانولوشن( قضیه پیچش -3 - 5
  

f به ترتيب تبديل لاپلاس دو تابع  و هرگاه  F(s)  : باشند داريم)g و ) )G(st t))

  L{  f g} F(s)G(s) 
  :آنكه در 

  t
f (t )g( )d     0f g  

f تابع  gرا كانولوشن دو f و gناميم  مي.  
  

  .گردد گيري حذف مي  يك متغير مجازي است كه پس از انجام انتگرال
  

  :خواص كانولوشن
  : جايي خاصيت جابه) الف

 g  f g  f  

  
  :پذيري  خاصيت شركت)ب

 f g h f (g h    

  g h) f g f     

   0 0 0

 1

)  
  :پذيري خاصيت شركت) ج

f (  h

f ) د f   
  :در حالت كلي داريم) هـ

  f f  
  :با توجه به تعريف كانولوشن دو تابع داريم) و

   L{
L[ f] 1    يا   dr

f(t)}

s

t
f f (t)   0

t c
u(t c)

t c

1  
  
  ای واحد   تابع پله-4 - 5

  :شود  به شكل زير تعريف مي(Heaviside)اي واحد يا هوي سايد  تابع پله


   

0
1c t   ) u    يا   (    
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  :اي واحد به شكل زير است نمودار تابع پله

  
   )

 t c

fاش اين خواهد بود كه تابع         نتيجه.  ضرب شود   هرگاه تابع ها منتقـل شـده و مقـدار آن    t در امتداد محور    c به ميزان    ) f (tدر   ) t ccu (t)

  .باشد  صفر ميدر
f   به شكل توجه داشته باشيد كه هرگاه تابع  (t

  
f (t) t a

t) f (t) a t a

f (t) t a

 
 
 

1 1

2 1

3 2

0
)

f (   2

  :اي واحد نوشت توان آن را به شكل يك تابع پله تعريف شود مي
     a a(t) f (t) f (t) f (t) u (t) f (t) f (t) u (t)    1 21 2 1 3 2f  

  
  :اي واحد تبديل لاپلاس تابع پله

  
cs

c
e

u (t)} (s )
s


  0

F(sf (t

  cs cs
c{u (t) f(t c)} e L{f(t)} e F(s) (s a    

  cs
c{e F(s)} u (t) f(t c)   1

t0

L{  
((  : باشد داريمپلاس تابع  تبديل لادر حالت كلي هرگاه 

L  )

  Lيا
cيك ثابت مثبت است .  
   تبدیل لاپلاس یک تابع متناوب-5 - 5

fهرگاه تابع  ] در بازه ) ((  : باشد داريمTپيوسته بوده و داراي دوره تناوب صورت تكه تكه   به,

  st
sT

{f(t)} e f (t)dt
e

 


  0
1

1

g (t  0

L  
  
   تابع دلتای دیراک-6 - 5

(   :گيريم  تعريف شده است در نظر مي ] در بازه  را كه براي هر تابع , )0
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  t
t)

t t


    
   

1 0

0 0
  0

g (t

g (t)dt



 1

(t) limg (t)
0

g (  

  :صورت زير است  بهنمودار تابع فوق به ازاي 
  

 )   : و نمودار فوق مشخص است كهبا توجه به تعريف تابع
    

  :شود صورت زير تعريف مي تابع دلتاي ديراك يا تابع ضربه واحد به
     

  :صورت زير است نمودار تابع دلتاي ديراك به

    
  : را به شكل زير در نظر بگيريمgاگر تابع 

  


t a
t,a)

t a
g (

      


1
2

0 2

(t a) limg (t,a)



0

a(t a) 

  

  :داريم
     

  
 ) g  .ده شده است در زير نشان دا و نمودارهاي (t,

    
  :گيرند در رياضي، تابع ديراك را به شكل زير در نظر مي

  
  t t

(t) (t a)
t t

    
     

0
0 0 0

 يا

a

a
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  خواص تابع دلتاي ديراك
  :تبديل لاپلاس تابع ديراك عبارت است از

 1  L  { (t)} 
as(t a)} e  

(t a)dt



   1

f(t) (t a)dt f (a)



  

   

  L{  
  :داريم

    
  :ت صافيخاصي

    
  

g(t) (t a) , (g (a) )
g (a)

 

1 0   

  
(t  : داريم)gدر حالت خاص  at

  (at) (t a)
a
 

1

(t) (t a) f(a) (t a)    
t a

   
  f  

(  :اي باشد داريم  يك تابع پله)uهرگاه 

  du
(t a)

dt
  

a a
(t)dt u(a)

a


   

0 0
1 0

  

    



  
  
  
  
  

    6فصل      

  دستگاه معادلات ديفرانسيل خطي مرتبه اول 
  
   مقدمه-1 - 6

  :گيريم دستگاه معادلات ديفرانسيل مرتبه اول زير را در نظر مي

  x  
n

n

n n

x f (t, x , x ,..., x )

f (t, x ,x ,..., x )

x f (t, x ,x ,..., x )

 
 

 

1 1 1 2

2 2 1 2

1 2



fnx

n n

n n

n n n nn n n

x p (t) x p (t) x p (t) x g (t)

p (t) x p (t) x p (t) x g (t)

x p (t) x p (t) x p (t) x g (t)

     
     

     

1 11 1 12 2 1 1

2 21 1 22 2 2 2

1 1 2 2







tng (

,png ,...,g ,g

n

صـورت غيرخطـي     باشـند دسـتگاه را خطـي و در غيـر ايـن      تـا   توابعي خطي از متغيرهـاي  تا  هرگاه در دستگاه معادلات فوق      
  :شكل كلي يك دستگاه معادلات خطي عبارت است از. ناميم مي

f1nx1

  x  

  
 صفر باشـند دسـتگاه معـادلات را همگـن و در             t به ازاي كليه مقادير      I در بازه     ه معادلات خطي فوق توابعهرگاه در دستگا  

  .ناميم صورت غيرهمگن مي غير اين
      )g (tتا   1)

 پيوسـته باشـد دسـتگاه معـادلات خطـي فـوق داراي جـواب        I در بـازه   هرگاه توابع  : شرط وجود جواب 
يكتايي به 

nnp ,...,p12 2و 1 11

    x (t 1 1  ،x (t) (شكل 2 2  ،...  ،n nx (t) x0
n nx (t ) x 0

0

nx ,..., x ,0 0

nnp ,...,p ,p12

1ه         را   است كه شرط اوليـ
  . اعداد مفروض و دلخواهي هستند موجود و Iكند و جواب در كل بازه  ارضا مي

x (t ) x 0
1 0  ،2x (t ) 2 و  ... ،  0

x0
x0 و 1

2 1

11  .ناميم  دستگاه معادلات را دستگاه معادلات خطي با ضرايب ثابت مي اعداد ثابتي باشندهرگاه در دستگاه معادلات فوق، 
  
   روش حذفی-2 - 6

ها را به جز يكي حذف كرده و با حل معادله حاصل آن مجهول را تعيـين              در اين روش با انجام عمليات جبري كليه مجهولات و مشتقات آن           
  .آيند ست ميد كنيم و با استفاده از ساير معادلات مجهولات ديگر هم به مي

  .گيريم براي آشنايي بهتر با اين روش، حل دستگاه دو معادله ديفرانسيل زير را در نظر مي
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dx

ax by f (t) ( )
dt
dy

cx dy g(t) ( )
dt

   

   


1

2

ty(


  

f  . مجهولات هستند و )x توابع مفروض و )g و  ضرايب ثابت و d و a ، b ، cدر دستگاه فوق،  () t)t)t)

  :داريم) 1(با استفاده از معادله 

  x ax by f (t) , y [x ax f (t)] ( )
b

         
1 3

y

  

  
  :در معادلات فوق داريم) 2( از معادله با جاگذاري 

ax b cs d [x ax f(t)] g(t) f (t)
b

             
1

  Bx Cx r(t)    0

x(ty(t

nx (t),..., x (t), x (t)2 1

nX (s),...,X (s),X (s)2 1n (s),...,X (s),X (s2 1

x  
  :با ساده كردن معادله فوق

Ax  
  .كه يك معادله ديفرانسيل مرتبه دوم خطي با ضرايب ثابت است

((  .دست آورد  را هم به، )3( را تعيين نموده و با جاگذاري آن در معادله توان  از حل معادله حاصله مي
  
   تبدیل لاپلاس-3 - 6

باشـند بـراي      هاي اين دستگاه مي      جواب گيريم كه توا   معادله را در نظر مي     nت ديفرانسيل خطي با     دستگاه معادلا 
رسـيم كـه مجهـولات آن      معادلـه جبـري مـي   nگيـريم و بـا ايـن كـار بـه دسـتگاه        حل ايـن دسـتگاه از كليـه معـادلات، تبـديل لاپـلاس مـي           

آوريم و با تعيين عكس  دست مي  را به  Xدستگاه جبري حاصل را حل .  هستند 
  .كنيم ها، جواب دستگاه معادلات ديفرانسيل را تعيين مي تبديل لاپلاس آن

بع    

(نموده و        

  .كنيم براي آشنايي بهتر با اين روش، حل دستگاه دو معادله ديفرانسيل را تعيين مي
  :گيريم يي بهتر با اين روش، حل دستگاه دو معادله ديفرانسيل زير را در نظر ميبراي آشنا

  
dx

ax by f (t) ( )
dt
dy

cx dy g(t) ( )
dt

   

   


1

2

  x( ) x , y( ) y 0 00 0

sX(s) x aX(s) bY(s) F(s)

sY(s) y cX(s) dY(s) G(s)

   
   

0

0
sy(


  

  
  شرايط اوليه: 

  :گيريم از طرفين دو معادله تبديل لاپلاس مي

  



  

X(s)  . را تعيين نمود و )xتوان  ها مي دست آمده و با تعيين عكس تبديل لاپلاس آن  به)Y و از حل دستگاه جبري فوق  )t)t)
  
   روش اویلر برای حل دستگاه معادلات مرتبه اول خطی همگن با ضرایب ثابت-4 - 6

 Xت       همگن با ضرايب ثابدستگاه معادلات  A

te

X    كنيم دستگاه همواره داراي جوابي       گيريم براي حل اين دستگاه فرض مي         را در نظر مي
X  :رسيم  است و با جاگذاري آن در دستگاه معادلات به معادله زير ميبه شكل  K

       0A I
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هـا هـم      هـاي متنـاظر بـا آن       و   ها مقادير ويژه مـاتريس      شود و مقادير حاصله براي         ناميده مي  Aفوق معادله مشخصه ماتريس     معادله  
  .باشند بردارهاي ويژه متناظر مي

AK

ها باشند جـواب عمـومي دسـتگاه معـادلات بـه               بردارهاي ويژه متناظر با آن     و  ... ،   و    مقادير ويژه ماتريس     و  .. .،  1هرگاه  
  :باشد شكل زير مي

KK

nt t t
n nc e c e c e     1 21 1 2 2 K K

 

n nA1

  X K  
  :بنابراين در اين روش مراحل زير را داريم

  :نويسيم ابتدا دستگاه معادلات را به شكل ماتريسي زير مي) الف
 X  X A  

با استفاده از معادله ) ب   0A IAn ,..., , 2 1

n ,..., ,2 1K K

nt t t
n nc e c e c e

(نيم   .)ك  را تعيين مي مقادير ويژه ماتريس 

K(ريم   )آو دست مي بردارهاي ويژه متناظر با مقادير ويژه حاصل شده را به) ج

 جواب عمومي دستگاه به شكل ) د   1 21 1 2 2 X K K K

x (t1x (t) te e  

  . است
  
AA  . هر كدام متناظر با يك مقدار ويژه، مستقل خطي هستندر ويژه  برداn ساده باشند،  اگر كليه مقادير ويژه ماتريس :نکته ☼

  :دهد  باشد دو حالت رخ ميmاگر يكي از مقادير ويژه ساده نبوده و داراي چندگانگي 
  . بردار ويژه مستقل خطي متناظر با اين مقادير ويژه موجود استm) الف
  . استmتر از  خطي متناظر با اين مقادير ويژه كمتعداد بردارهاي ويژه مستقل ) ب
  

  :كنيم  داراي ريشه مضاعف باشد به طريقه زير عمل ميAهرگاه معادله مشخصه ماتريس : توجه
    ) x را به شآوريم و  دست مي  را مانند قبل بهجواب اولي يعني tكل 2) t t)گيريم كه   در نظر مي 2 K    بـردار ويـژه 

  . شود  ناميده ميتعميم يافته متناظر با مقدار ويژه 
  

iاه : توجه , هرگ   1 2n ,...,  مقادير ويژه مختلط و 

  nt t
n nc u(t) c (t) c e c e

3  :د داريم حقيقي و متمايز باشن
     31 2 3 3 

  t(t) e [asin t bcos t]   

  t(t) e [acos t bsin t]  

n n

f (D) x g (D) x h (t)

D) x g (D) x h (t)

f (D) x g (D) x h (t

  

  

  

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2







nx ,..., x ,x2 1

X K  K

  :كه در اين معادله
   
u  

  
   روش عملگرها-5 - 6

  :كنيم در اين روش ابتدا معادلات ديفرانسيل را به شكل عملگري زير تبديل مي

  f (  

n )

D : گيري عملگر مشتق  
هاي مربوط به حـل دسـتگاه جبـري و تعيـين جـواب عمـومي و خـصوصي بـا روش عملگرهـاي                     را با استفاده از روشس       سپ

  .آوريم دست مي معكوس به
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   دستگاه معادلات ناهمگن-6 - 6
 pX(t) يك جواب دستگاه معادلات ناهمگن       هرگاه   X AX FX

X = A

g p  X

 جواب عمومي دستگاه معادلات همگـن متنـاظر آن    و I در بازه   
  : باشد جواب عمومي دستگاه ناهمگن به شكل زير خواهد بوديعني

g

 X

  X X  
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