
  


   			���������   ���   ������للل

���������                           ١١١٣٣٣٨٨٨٨٨٨                

  



 فهرست

  

  

  1  ...................................................................................................................................  مقدمه          1فصل 

  3  ............................................................................................................  اديم استاتيك نقاط         2فصل 

  16  .................................................................................  م صلب سيستم نيروهاي معادلاجسا         3فصل 

  42  ..............................................................................................................  تعادل اجسام صلب         4فصل 

  57  ......................................................  )مركز سطح يا مركز خط يا منحني(نيروهاي گسترده          5فصل 

  86  ......................................................................................................................  ها تحليل سازه         6فصل 

  111  .....................................................................................................................  ها و تيرها كابل         7فصل 

  131  ..............................................................................................................................  اصطكاك         8فصل 

  145  ......................................................................................)گشتاور لختي: (نيروهاي گسترده         9فصل 

  164  ...............................................................................................................................  كار مجازي      10فصل 

  

 



 

1 
 

 :هطالؼِ هکاًیک هقذهاتی تش ضص اصل تٌیادیي است کِ ّوِ هثٌای تجشتی داسًذ

 تِ جای دٍ ًیشٍ کِ تِ رسُ اثش هیکٌذیک تک ًیشٍ تِ ًام تشایٌذ قشاس :قاوون متواضی الاضلاع برای جمع بسته ویروها

 .قطش هتَاضی الاضلاػی تذست هی ایذ کِ دٍ ضلغ هجاٍسش ّواى دٍ ًیشٍی هؼلَهٌذ داد کِ اص سسن

 

 صلة سا تَسیلِ ًیشٍی دیگشی کِ تا ًیشٍی اٍل اصًظش هقذاس  اگش ًیشٍی ٍاسدتش ًقطِ ای اص یک جسن:اصل اوتقال پذیری

تِ ضشط اًکِ ,تغییش ًخَاّذ کشدٍضؼییت تؼادل یا حشکت جسن ,ٍلی ًقطِ اثش اى هتفاٍت است جایگضیي کٌٌذ,ٍجْت تشاتش

 .دٍ ًیشٍ یک خط اثش داضتِ تاضٌذ

 

 

 :سِ قاًَى تٌیادیي ًیَتي

 رسُ دس حالت سکَى هی هاًذ ٍ اگش دس حشکت تاضذ,ُ تِ رسُ ٍاسد هی ضَد صفش تاضذاگش تشایٌذ ًیشٍّایی ک:قاوون اول 

 .تِ حشکت یکٌَاختص تش سٍی خط ساست اداهِ هیذّذ

 

 رسُ دس اهتذاد ایي تشایٌذ ٍ هتٌاسة تا تضسگی اى ,اگش تشایٌذ ًیشٍّایی کِ تِ رسُ ٍاسد هی ضَد صفشًثاضذ :قاوون دوم

      F=ma.ضتاب هی گیشد

جشم رسُ ٍ ضتاب رسُ اًذ کِ تا یکاّای سیستن ساصگاس تیاى , تِ تشتیة ًوایٌذُ تشایٌذ ًیشٍّای ٍاسد تش رسُ F,m,aکِ 

 .هیطًَذ

 

 دس یک اهتذادًذ ٍ دس خلاف ,ػول ٍػکس الؼول هیاى دٍ جسن کِ تاّن تواس داسًذ ّن اًذاصُ اًذًیشٍّای :قاوون سوم

 .جْت ّن اثش هی کٌٌذ

 

 دٍ رسُ تِ جشم ّای :قاوون گراوش ویوتهM,m یکذیگش سا تا ًیشٍی هساٍی ٍ هختلف الجْت(-F,F)جزب هیکٌٌذ 

𝐹 = 𝐺
𝑀𝑚

𝑟2
 

r  ُفاصلِ دٍ رس,G ثاتت گشاًص 
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سا کْضهیي Fدس ایي هَسد ًیشٍی . ًیشٍی جارتِ صهیي تش سٍی یک رسُ ٍاقغ تش سطح اى است,یک هَسد خاظ ٍ تسیاس هْن ایي قاًَى 

سا هساٍی ضؼاع صهیي  rٍ سا جشم رسmُسا جشم صهیي mاگش .تؼشیف هیکٌٌذ (W)تِ ػٌَاى ٍصى اى ,تِ رسُ ٍاسد هیکٌذ 

(R)ٍثاتت ,متگیشی𝑔 =
𝐺𝑀

𝑅2   سا ٍاسد کٌین هقذاسW  ٍصى یک رسُ تِ جشمm سا هی ضَد تِ ایي صَست تیاى کشد: 

                                                                                     W=mg  g=9.81   𝑚 𝑠2  32.2یا  𝑓𝑡 𝑠2   

 

 

 سیستن یکا ّا

 .هیٌاهٌذ( s)ٍثاًیِ ,(Kg)کیلَگشم,(m)صهاى است کِ اًْا سا تِ تشتیة هتش, جشم , یکا ّای اصلی طَل 
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 تبدیل یکاها
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  :فصل دوم 

  استاتيك نقاط مادي
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  ):ذرات(استاتيك نقاط مادي 
 

 .مقدار و جهت آن مشخص مي شود ,نامند كه توسط نقطه وارده  نيرو مي عملكرد يك جسم را روي جسم ديگر

خص است كه آن را با يك پيكـان  خط اثر و جهتي مش ,ي مقدار بردار دارا يك .بردار نشان مي دهند يك  توسطنيرو را 

  . نشان مي دهند 

  

 
 

              

  

 شامتدادخط اثـر  رتنها بايد دبه كدام نقطه ي آن وارد مي شود  كه نيرو اهميتي نداردجسم يك براي تجزيه و تحليل  

نقطـه اثـر    نيروهاي داخلـي براي  و صدق مي كند مورد تجزيه و تحليل نيروهاي خارجيدر  موضوع تنها اين البته .باشد

 .باشدمشخص شده دقيقا  نيرو بايد

  

  : مثلثجمع بردارها به روش 

  

  

  

  

  

  

  

  

  : عمع بردارها به روش متوازي الاضلاج

  

  

  

  

  : داريم S و    Pو   Qبراي جمع سه بردار 
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  :يك عدد  در ردارضرب يك ب

  

FrPأنگاه     FPاگر 
rr

=.  

    هم جهت از نظرخط عملكرد                                         
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rوFPاگر و فقط اگر   = 1= .  

 
  

P  قرينهQ  است اگر و فقط اگرFPوr 1−=  .  

  

  

  

  : مي كنندد چندين نيرو كه از يك نقطه عبور نيراب
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  : )عكس عمل جمع دو بردار(ها  نيرو به مولفه تجزيه
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PQمطلوب است برايند دو نيروي  :مثال
rr

  : و زايه ي آن با سطح افق ,
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                                                                                                  : با استفاده از قانون كوسينوسها

NR

PQQPR
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8.31                   : با استفاده از قانون سينوسها
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o2.288.3160:    با افق زاويه =−=γ      

  

كشـتي  بـه   2و   1اشد اگر برايند نيروهايي كه كابل هـاي  در حال حمل مي ب  Cو  Aتوسط دو قايق  Bكشتي  :مثال

B  5000وارد مي كنند برابر باN  جهت مثبت در باشد وX مطلوب است ءباشد:  

=°هاي كششي به هر كابل وقتي كه ورني) فال 45α.  

  .حداقل گردد 2در كابل  يكه نيروي كششبه طوري  αمقدار زاويه )ب

 
 

      

  

  

 
 
  

  

  .را به دست آورد 2Tو  1Tتوان  ن متوازي الاضلاع ميقانون سينوسها و قانو بوسيله

  





=
=

⇒

=

===
)(2590

)(3660

)(5000
105sin30sin45sin

2

1
21

NT

NT

NR

RTT

  

  

21 باشد بايد 2T Minimum براي اينكه TT   :باشد   ⊥
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   يك بردار) مستطيلي(مولفه هاي متعامد 
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  .واحد باشد 1آن  اندازهبردار واحد برداري است كه   •

را  xبردار واحد در جهت  •
→
i  و در جهتy  را

→
j ناميم مي.  

  

  

  

  

  :خواهيم داشت هابا توجه به ضرب بردار
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  . برايند نيروهاي زيررا بيابيد :مثال
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  14.  2شكل 

  

  

  

  

  

  

  

  

yF  xF نيرو  مقدار  

800sin70  800cos70  800 F1  

350sin25  350cos25  350  F2  
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  )نقطه(تعادل يك ذره 
آن جسـم در حـال تعـادل     آنگـاه  ، كنند برابر با صفر باشـد  نيروهايي كه روي يك جسم و يا يك ذره اثر مي  اگر برآيند
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    .باشند  xyصفحه اگر نيروها در 
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  ؟در حال تعادل است Aنقطه  آيا :مثال
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  .در تعادل است Aشند پس نقطه با هر دو صفر مي yRو  xRچون 

  

  

  .طنابها را بدست آوريددر كشش   :مثال

)w  استوزن جسم(  

 
 
    
 
 
  

 .در مرحله اول بايد همواره دياگرام آزاد نيروها را رسم كنيم
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60)(يك طوقه به وزن  :مثال  N 65)(تواند روي يك ميله بدون اصطكاك حركـت كنـد و بـه يـك وزنـه       مي N 
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  :Cتعادل وزنه 
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  :نيروها در فضاي سه بعدي

  : مولفه هاي متعامد
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    شود مشخص مي آن نيرويي كه توسط مقدار و دو نقطه روي خط
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  گذرند ي كه از يك نقطه در فضا مييجمع نيروها
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840)(برابر  ABناب طاگر نيروي كششي در  .داشته شده است طناب نگه 4يك ديوار بتني توسط  :مثال N  باشد و

1200)(برابر  ACكششي درطناب  نيروي N  باشد به دست آوريد مقدار نيروي برآيندي كه توسط طنابهايAB  و

AC  بر نقطهA شود وارد مي .  
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   :تعادل يك نقطه درفضا

  

  : فضاي دو بعديتعادل در 

∑∑ == 00 yx FF ,  
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  .باشد 924Nبرابر  ADروي كششي در كابل ياگر ن ،مطلوب است وزن جسم مكعب مستطيل :مثال
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200)(اي به شعاع  ورقه دايره :مثال mm  030و  است شده داشته  طناب نگه 3توسط=αباشد مي. 

35)(براي اينكه كشش در طناب از  lمطلوب است كمترين طول لازم  N 6)(جرم ورق . بيشتر نشود Kg باشد مي.  
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  فصل سوم

اجسام صلب سيستم 

  نيروهاي معادل
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  سيستم نيروهاي معادل: اجسام صلب  

   
  . از نقاط بدانيم  تشكيل شده و مي توانيم اجسام را , اكثراً در طبيعت ما با اجسام سر و كار داريم تا نقاط -

بت خواهيم كرد ، يعني اينكه جسم يا صلب در حالت استاتيك صح در اين فصل در مورد اجسام سخت و -

كه هيچ جسمي بطور صد در صد صلب  در اصل اين يك فرض مي باشد چون. هيچ نوع تغيير شكلي نخواهد پذيرفت 

 .در نيروها هيچ نوع اثري نخواهد گذاشت  ,ولي اين كمبود در صلبيت جسم. نخواهد بود 

 .ي وارد شده بر آن صحبت خواهيم كرد در اين فصل راجع به اجسام صلب و نيروهاي معادل نيروها -

 .در اين فصل همچنين راجع به اصل انتقال نيروهاي معادل صحبت خواهيم كرد  -

  

  

 نيروهاي داخلي و خارجي

  

آنها كاملاً . نيروهاي خارجي ، نيروهايي مي باشند كه اثر ساير اجسام خارجي را  روي جسم صلب مي گذارند  -

 .مسئول رفتار جسم صلب مي باشند 

مي  نيروهاي داخلي ، نيروهايي مي باشند كه نگهدارنده اجزاء مختلف يك جسم صلب بصورت يك عضو -

 .باشند

  

 
 
 
 

                                           

                                             

                                                

  )نيروهاي خارجي(دياگرام آزاد جسم صلب  

  

  

  

  

  

  

                                               

                                      )نيروهاي داخلي(دياگرام آزاد يك خرپا                                                

  

  

  نيروهاي معادل   - اصل انتقال 
 

نيروئي كه بر آن جسم وارد شده را بر روي   كه در صورتينخواهد خورد  اين اصل مي گويد كه تعادل يك جسم بهم

   .خطي كه آن نيرو اثر مي كند انتقال دهيم 
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Ü Fهم مقدار                                                     ¢=F   

  Ü   a=bهم جهت                                                    

                                                                                                                            
       

 سيستم هاي هم ارز و فقط مي توانيم به و در بخشمگر در ديناميك , ثابت كنيم  هم اكنوناين قانون را نمي توانيم   

  . آزمايش ها استناد كنيم 

را در جلو به  Fل قبلي به اين شكل خواهد بود كه در كاميون ، مي توان نيروي وارد شده اثر اين قانون در مثا -

 .انتهاي كاميون وارد كرد 

                       
  

 
 

در مورد نيروهاي داخلي اين قانون ممكن است كه سيستم هاي معادل را بسازد اما اثر نيروها را درست در نظر  :نكته 

 .نگيرد 

  
  

  

  

  صلضرب برداري دو بردار حا

  

. گشتاور يك نيرو حول يك نقطه و يا يك محور استفاده خواهيم كرد ,در مبحث ممان  ياز حاصلضرب بردار

  حاصلضرب برداري دو بردار چنين تعريف مي شود كه مثلاً  در 

QPV
vvv

×=  
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Vامتداد ) الف 
v

Pكه عمود بر صفحه اي باشد  
v

Qو  
v

  .قرار دارند در آن   

Vمقدار) ب 
v

Pزاويه بين  θكه  θSinPQبرابر باشد با  
v

Qو  
v

  .مي باشد  

Vجهت) ج 
v

                                                                                                                                                                                                                 . از قانون دست راست بدست بيايد  

 
 
 
                                                

                                    

                                                                        QPQPV ′×=×=
vvvvv

  
                                                                                              

 
 
 

Q′ گيرد               روي يك ضلع از متوازي الاضلاع اوليه قرار مي  

                                                                        
 

  : حاصلضرب برداريخواص 

  

PQQPV)    الف 
vvvvv

×−=×=  

2121)     ب  QPQP)QQ(P
vvvvvvv

×+×=+×  

)SQ(PS)QP()      ج 
vvvvvv

××≠××  

  
  

  

  

 

                                                         QPV
vvv

×=             
     

                 sinV P Q θ=
vv v

            

             

تشكيل مي  ,QPكه است مساحت متوازي الاضلاعيبرابر با  Vاندازه ی بردار  

  دهند             

                                           sinV P Q θ=
vv v
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  حاصلضرب برداري بر حسب مؤ لفه هاي متعامد 

                                                            

                                      
                        

                                                                                                   
      

  

  

  

  گشتاور يك نيرو حول يك نقطه 

A          =Fنيروي وارد بر جسم سخت در نقطه 
v

 

O      =  rنسبت به نقطه را  Aبرداري كه مكان  
v

  

  )   بردار وضعيت ( مشخص مي كند 

O                 FrMحول نقطه  Fممان  o

vvv
×=  

  يك بردار مي باشد كه عمود بر : oMجهت 

rصفحه 
v

Fو 
v

  ي آن توسط قانوناست و سو 

  . دست راست بدست مي آيد  

0

0

0

=×=×−=×
−=×=×=×

=×−=×=×

kkikjjki

ijkjjkji

jikkijii

vvvvvvvv

vvvvvvvv

vvvvvvvv

 

i 

j 

k 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

(det min )

x y z x y z

y z z y z x x z x y y x

x y z

x y z

x y z x y

x y z x y

V P Q P i P j P k Q i Q j Q k

V P Q P Q i P Q P Q j P Q P Q k

i j k

V P P P er ate

Q Q Q

i j k i j

P P P P P

Q Q Q Q Q

= × = + + × + +

= − + − + −

=

v v v v v vvv v

v v vv

v v v

v

 

kQP xy

v

 iQP yz

v

 jQP zx

v

 iQP zy

v

  
jQP xz

v

 kQP yx

v
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  مي گذرد ، Oحول يك محور خاصي كه از نقطه  Fتعيين كننده مقدار دوراني است كه نيروي  oMمقدار 

  .انجام مي دهد  

                                                                           (SI)         N.m       : واحدoM                                   

                                                                       )         (FPS      lb.ft                                                     

اصل جابجائي يك بردار و نيرو را مي توان دوباره به اين صورت بيان كرد كه دو سيستم وقتي معادل خواهند بود كه نه 

                                  .                                يك مقدار باشند  Oتنها نيروهاي آنها با هم برابر و هم سو و هم جهت باشند ، بلكه گشتاورهاي ايجاد شده در نقاط 

                                                             ′=′= oo MMFF  
 

  :مسائل دو بعدي 

  
 
 

ثيري بعضي مسائل در مكانيك طوري هستند كه جسم را در يك صفحه مي توان قرار داد و ضخامت آن در مسئله تأ

  . نخواهد داشت 

  

  

  قضيه وارينون 

 
   Aاگر چندين نيرو در يك نقطه اثر كنند مثلاً در نقطه 

  :خواهيم داشت 

           ...)...( +×+×=++× 2121 FrFrFFr
vvvvvvv   

  براي برآيند چندين نيرويي   Oگشتاور و يا ممان حول نقطه  

 هاي آن نيروها كه از يك نقطه مي گذرند برابر است با مجموع ممان

  . Oحول همان نقطه 
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  مؤلفه هاي متعامد گشتاور يك نيرو 

  

      

zyx

zyxO

zyxO

O

zyx

zyx

FFF

rrr

kji

M

kMjMiMM

FrM

kFjFiFF

krjrirr

vvv

v

vvvv

vvv

vvvv

vvvv

=

++=

×=

++=

++=

                              
    

                 

               yzzyx FrFrM −=                         

               zxxzy FrFrM −=  

              xyyxz FrFrM −=     

                                                                                                  

zyx

BABABAB

BABAB

zyx

BABABABA

FFF

zyx

kji

M

FrrFrM

kFjFiFF

kzjyixr

///

/

////

)(

vvv

v

vvvvvv

vvvv

vvvv

=

×−=×=

++=

++=

    

                              

  :در مسائل دو بعدي 
                                                                                

           

x y

x y

y x

x y z y x

( ) ( )

( - )

0 , 0 , -

= +

= +

= × = + × +

=

= = =

v vv

v vv

v v v vv vv

vv
O

O

r x i y j

F F i F j

M r F x i yj F i F j

M xF yF k

M M M xF yF

  

           

/

/

/

A B A B

A B A B

A B A B

x x x

y y y

z z z

= −

= −

= −
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/

/

/

( ) ( )

( ) ( )

0 , 0 , ( ) ( )

= −

= − + −

= +

= ×

= − − −

= = = − − −

  

v v v

v vv

v vv

v vv

v

A B A B

A B A B A B

x y

B A B

B A B y A B x

x y z A B y A B x

r r r

r x x i y y j

F F i F j

M r F

M x x F y y F k

M M M x x F y y F

       

                                                                                              

 

  oM=? : مثال 

                                                        

(100) (24 30 ) (100 ) (12 )

1200 ( . )

θ= =

= ° =

=

M rF S in Fd

S in

M lb inch
                    

  

  

 
 

                                                        BM=?  :مثال

  

                                                                          

  

 
 
  

  

/

/ 0.2 0.16 ( )

(800 60 ) (800 60 )

400 693 ( )

0.2 0.16 400 693

138.6 64 202.6 ( . )

202.6 ( . )

= ×

= − +

= ° + °

= +

   = − + × +   

= − − = −
=

v vv

v vv

v vv

v v

v v v vv

v v v

A B

A B

B

M r F

r i j m

F Cos i S in j

i j N

M i j i j

k k k N m

M N m
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                                                    :مثال

  Bو  Aيك صفحه توسط دو لولا در نقطه 

   CDدر سيم . نگه داشته شده است  CDو يك سيم 

  باشد ،  N 200اگر نيروي كشش برابر با 

  .  Aحول نقطه  Cبدست آوريد ممان آن نيرو را از طرف 

                            

  

  

                         

/

/

2 2 2

/

0.3 0.08

(200)

0.3 0.24 0.32 ( )

( 0.3) (0.24) ( 0.32) 0.50 ( )

200
0.3 0.24 0.32 120 96 128 ( )

0.5

(0.3 0.08 ) ( 1

λ

 
 

= ×
= =− +

= =

=− + −

= − + + − =

= − + − =− + −

= × = + −

v vv

v vvv

v
vv

v v vv

v v v v v vv

v vv vv

A C A

C A

CD

A C A

M r F

r AC i k

CD
F F

CD
CD i j k m

CD m

F i j k i j k N

M r F i k 20 96 128 )

(0.3)(96) (0.3)( 128)( ) (0.08)( 120) (0.08)(96)( )

7.68 28.8 28.8 ( . )

+ −
= + − − + − + −

=− + +

v v v

v v v v

v v vv

A

i j k

k j j i

M i j k N m

                

  :                                                       راه حل دوم 

                                                               

                     

                                           
 
 
 
  

  

  

  

  

  

  

 

0.3 0 0.08

120 96 128

7.68 28.8 28.8 ( . )

= − − −

=
− −

=− + +

v v v

v

v v v

v

v v vv

A C A C A C A

x y z

A

A

i j k

M x x y y z z

F F F

i j k

M

M i j k N m
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  حاصلضرب عددي دو بردار 

                                           θ= CosPQQ.P
vv

                                                                                                                               
                                                                                                                                

                               
1 2 1 2

. .

.( ) . .

=
+ = +

v vv v

v v v vv v v
P Q Q P

P Q Q P Q P Q
  

  

. ( ).( )

.

= + + + +

= + +

v v v v v vvv

vv
x y z y y z

x x y y z z

P Q P i P j P k Q i Q j Q k

P Q P Q P Q P Q
  

  

    

. 1 . 0

. 1 . 0

. 1 . 0

= =
= =
= =

v v v v

v v v v

v v v v

i i i j

j j j k

k k k i

                               

  

  زاويه اي كه دو بردار با هم دارند

                                             . θ

θ

= + +

= + +

= = + +
+ +

=

v v vv

v v vv

vv

x y z

x y z

x x y y z z

x x y y z z

P P i P j P k

Q Q i Q j Q k

P Q PQ Cos P Q P Q P Q

P Q P Q P Q
Cos

PQ

 

  

  

 
  :تصوير يك بردار بر روي يك محور 

         

   Lروي محور  Pتصوير بردار                 

. (1)

θ
λ λ θ θ θ

=
= = = =

vv
OL

OL

P PCos

P P P Cos P Cos PCos
  

  يا

( )

θ θ θ

λ θ θ θ

= + +

= + +
v v vv

x x y y z zOL

x y z

P P Cos P Cos P Cos

Cos i Cos j Cos k
  

  

  

  

  

  

  

P 

Q 

θ 

θcosP 

θcosQ 

O 
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  ضرب مختلط سه بردار

   

).)  = مكعب(حجم منشور                            )S P Q´
v v v

  

P=مساحت متوازي الاضلاع                                                                                   Q´
v v

  

.( ) .( ) .( )

.( ) .( ) .( )

.( ) .

.( ) ( ) ( ) ( )

.( )

× = × = ×
= − × = − × = − ×

× = = + +

× = = + +

× = − + − + −

× =

v v v v v vv v v

v v v v v vv v v

v v vvv v

v v vv v

v vv

v vv

x y z

x x y y z z

x y z z y y z x x z z x y y x

x y z

x y z

x

S P Q P Q S Q S P

S Q P P S Q Q P S

P Q V V i V j V k

S P Q S V S V S V S V

S P Q S P Q P Q S P Q P Q S P Q P Q

S S S

S P Q P P P

Q Q y zQ

   

  

  ممان يك نيرو حول يك محور 

  

.λ
λ

= ×
=

=

v vv

v v

vv

o

oO L

O L O L

M r F

M M

M M

  

       

λ λ λ
=

x y z

x y zO L

x y z

M r r r

F F F

  

  

            1 1

2 2

. .( )

. .( )

λ λ
λ λ

= = ×
= = ×

v vv vv

v vv vv
LL B

LL D

M M r F

M M r F
  

  

  

 
 
  

  

  

  

 

 

P 

Q 
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  . بدست آوريد  ADحول محور  Bرا در نقطه  BGممان نيروي وارد شده در طناب  :مثال

  

 

/

/

0.8 0.6 ( ) , 1.00

0.8 0.6 0.4

0.4 0.74 0.32 ( ) , 0.9

0.4 0.74 0.32
1125( )

0.9

500 925 400

0.8 0
.( )

A D B A

G BG BG

BG

A D A D BGB A

A D

A D

BG

BG BG

A D i k m m

A D
i k r i

BG i j k m m

i j kBG BG
F F

F i j k

M r F

λ

λ

λ

= − =

= = − =

= − + − =

− + −= ⇒ = =

= − + −

−
= × =

B

r rr

r
r r rr r

r r rr

r r rr r
r r

r r rr

rr rr
0.4

0.4 0 0 222 ( . )
500 925 400

N m= −
− −

  

  

 
 

4اگر   :مثال 2 3P i j k= − +
r r rr

2و   4 5Q i j k= + −
r r rr

7و   zS i j s k= − +
r r rr

را طوري  zs. باشند  

  . بدست آوريد كه هر سه بردار در يك صفحه قرار گيرند 

).رار گيرند ، لازم است كه                براي اينكه هر سه بردار در يك صفحه ق ) 0P Q S× =
r rr

  

4 2 3
2 4 5 0 16 70 6 84 20 4 0
7 1

20 40 0

2

−
− = ⇒ + − − − + =

−
− =

=

z z

z

z

z

s s
s

s

s
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  ممان يك كوپل 

 
  . كه داراي يك مقدار باشند و در جهت مخالف هم بوده كوپل مي گويند  F– و Fبه مجموعه دو نيروي 

  

                                             ( ) 0
.

= + − =
=

r r r
R F F

M F d
    

   

  ( ) ( )B BA Am r F r F r r F

m r F

= × + × − = − ×

= ×

r r rr r r r r

rr
  

 
   

  

  

 
 
 
  

بردار كوپل يك بردار آزاد مي باشد ، زيرا كه  ممان آن بستگي به نقطه خاصي ندارد و نسبت به هر نقطه همان مقدار 

  .را خواهد داشت  dFممان 

  . ي حاصل از آنها با هم برابر باشند دو كوپل موقعي برابر مي باشند كه مقدار و جهت ممان ها

  

1 1 2 2F d F d=

sinm r F F dθ= =
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   كوپل هاي معادل

  

                      ها  جمع كوپل

  

 2121

221121

212211

212211211

)()(

)()(

MMFrFrM

FrrFrrM

FFrFFrM

FrFrFrFrM

rrrrrrr

rrrrrrr

rrrrrrr

rrrrrrrrr

+=×+×=

×−+×−=

+×−+×=

×−×+×=×=

  
  

  

1 2

1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

( ) ( )

( )

= +
= × + × − = − ×
= × = × +
= × + × = +

r r r

r r r rr r r r

r r r rr r

r r r r rr r

R F F

M r R r R r r R

M r R r F F

M r F r F M M

  

    

  

 
  كوپلي را بوسيله بردار نشان مي دهند •

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  و يك كوپل  تجزيه يك نيرو به يك نيرو در يك تقطه

  

  . منتقل كنيم  Oواقع شده و به دليلي مي خواهيم آن را به نقطه  Aدر نقطه  Fنيروي 

  

  0 = ×
uuur ur r
M r F                                           
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البته نيرو و كوپل بصورت برداري . ( كوپل را به يك نيروي تنها تبديل كرد  –مي توان يك سيستم نيرو  برعكس

  ). بايستي بر هم عمود باشند

  

   :مثال

 Cو   Bاين بخش توسط دو پيچ در نقاط . داده شده است  A در نقطه  Pنيروي  

  . به ديوار نگهداشته شده است 

  . جايگزين كنيد  Bنيروي فوق را با يك سيستم نيروي معادل در نقطه ) الف 

  . بدست بياوريد كه معادل كوپل بند الف باشد Cو  Bدو نيروي افقي در نقاط ) ب 

  

  

  

  

  : حل

  

  )الف

  

  

  

  

 )ب
            M=P(7.5)=60(7.5)=450 (N.cm) 
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F(4.5)=M 
F=450/4.5=100 (N) 

  

  

  :ولفه هاي يك كوپل معادل دو كوپل در مسئله زير را بدست آوريد م :مثال

   

  

  

  

  

  

  

  مثبت ومنفي پوند است ، قرار مي دهيم باعلامت20دو نيرو را كه مقدار آنها  Aدر نقطه : حل

  

  

  

 
  

  

                                                     -30 ( 18 ) = -540 (lb.in)=⇒ xM  در صفحه كوپلyz   

20 (12) = 240 (lb.in)=⇒ yM  كوپل در صفحهxz 

20 (9) = 180 (lb.in) =⇒ zM  كوپل در صفحهxy  

540 240 180 ( . )M i j k lb in= - + +
r rr r

  

  

                  

 
 
 
 

  . د بدست آور Dمي توان ممان تمام نيروها را در يك نقطه دلخواه مثل نقطه  :راه دوم 

    

0 (18 ) ( 30 ) (9 12 ) ( 20 )

540 240 180 ( . )

= = × − + − × −

= − + +

r r r r rr r

r r rr
M M j k j k i

M i j k lb in
  

 
  . نيروهاي برشي وارد شده بر سطح اين مقطع توسط سه نيرو در بالها و جان نشان داده شده اند  :مثال

  . جايگزين كنيد  Hاين نيروها را با يك نيرو و كوپل در نقطه ) الف 

 . را بدست آوريد  Xنيد و جايگزين ك Xبه فاصله   Cاين نيروها و كوپل را با يك نيرو در نقطه ) ب 

 
 
  

  

xM 

zM 

yM 
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  سيستم نيروهاي معادل  

وها با هم برابر باشند و همينطور مجموع ممان هاي حاصل از نيروها دو سيستم موقعي معادل يكديگرند كه مجموع نير

  . در يك نقطه با هم برابر باشند 

  سيستم
321 FFF ,,                                                                

′∑=∑

′∑=∑

OO MM

FF
rr

rr

             

′′′ سيستم 
321 FFF ,,    

ZZYYXX FFFFFF ′∑=∑′∑=∑′∑=∑ ,,  

ZZYYXX MMMMMM ′∑=∑′∑=∑′∑=∑ ,, 
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  سيستم نيروهاي هم ارز 

و مقدار برآيند آن ها و همينطور ممان هاي آنها حول  كننداگر دو سيستم با نيروهاي مختلف بر يك جسم سخت اثر 

  . يك نقطه برابر باشند با هم در آن سيستم هم ارز خواهند بود 

    
∑∑

∑ ∑
′=

′=

oo MM

RR
vv

vv

 

 
يك سري  برايولي آن را نمي توان . در حقيقت دو سيستم هم ارز بر روي يك جسم سخت حتماً معادل خواهند بود 

يعني اينكه اگر بجاي يك جسم سخت يك سري از اجسام باشند و برآيند نيروهاي . سيستم جرم ها يا ذرات بسط داد 

آنها حول يك نقطه ، آن دو سيستم نيرو را مي توان هم ارز ناميد  اعمال شده روي آنها برابر باشد و همينطور ممانهاي

  .  ولي نمي توان معادل ناميد 

            .زيرا اثر نيروها بروي اجسام با هم متفاوت مي باشد هم ارز مي باشند ولي معادل هم نمي باشند ،  ها سيستم

                                                            

                               

                                                                                                                                      
  هتبديل يك سيستم نيرو به حداقل ممكن

  

  . كوپل تبديل كرد  –قبلاً نشان داده شد كه يك سيستم نيرو را مي توان به يك سيستم نيرو 

اما فقط در حالات ( تنها به يك سيستم نيرو تبديل كرد   مي توان يك سيستم را چگونهحال نشان خواهيم داد كه 

 ) ذيل 

  

                                            .از يك نقطه عبور مي كنند  نيروها •

 
  

  

  

  

  

  

  

  

  

∑∑

∑∑
′=

′=

oo MM

RR
vv

vv
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 . نيروها در يك صفحه قرار دارند  •

  

                                                                      R

M
d o=

            321 FFFR
vvvv

++=                

321

332211

FFFR

FrFrFrM o
vvvv

vvvvvvv

++=

×+×+×=
                                                                                                      

                                                                                                                                                          

    
oxy MRyRx =−                                                                                                                                         

∑

∑
∑

=

=
=

oo

yy

xx

MM

FR

FR

 

 اندنيروها موازي   •
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نمي توان آن  كرد اما يگزينمي توان با يك سيستم نيرو ممان جارا سيستم نيروها , در حالت كلي در فضاي سه بعدي 

 . تبديل كرديك سيستم  نيروها  و بهقل رساند را به حدا

  

         در تير مقابل بدست آوريد :مثال

         

  كوپل –بصورت نيرو  Aسيستم معادل نيروهاي مقابل در نقطه ) الف 

  كوپل  –بصورت نيرو  Bسيستم معادل نيروهاي مقابل در نقطه) ب 

 سيستم معادل بصورت يك نيرو آنها ) ج 
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mmدر صفحه  :مثال 126 مقابل كه تحت اثر چهار نيرو قرار گرفته است مطلوبست برآيند تمام چهار نيرو و  ×

            .محل اثر آن 

                                       
 

).(13.212

)4545(5060

)(7.442040

/

mNkM

jSiniCosiFrM

NRjiR

C

CBC
vv

vvvvvv

vvv

−=

°+°×−=+×=
=⇒+−=

                             

 
 

                                   ACتقاطع با خط

                                                                                                  

mx

kxk

jixM C

6110

2013212

20

.

.

=
−=−

×−=
vv

vvv

                                                                                                                             

 
                                                                                                                                                          

             CD تقاطع با خط                          
 

    

  

my

kyk

iiyMC
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4013212

40
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=
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−×−=
vv

vvv

 

  

  

  

°626. 
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   . Aمطلوبست سيستم معادل نيرو در نقطه : مثال

  
                           

[ ]
kjM

jkjikjkiM

kkiiR

R
A

R
A

vvv

vvvvvvvvv

vvvvv

128.30

2.191250)120(16.01.0)250(2.0

250250120120

−=

−−=−×+−+−×−=

−=−−=

  

  

  . مطلوبست برآيند نيروهاي مقابل و سيستم معادل بصورت واحد و محل اثر آن : مثال
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به صورت نيروي واحد و مطلوبست  (MAT )مطلوبست نيروي معادل چهار نيروي وارده بر فونداسيون گسترده : مثال

  . محل اثر آن 

  
  Dيروي معادل در نقطه سيستم ن

[ ]

)(66.25001280

)(25001000

50050012801000

)200(4)120(54)80(5

)(50010020012080

mxx

mzz

izkxkiM

jijkijkM

kNjjjjjR

R
D

R
D

=⇒−=
=⇒=
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−×+−×++−×=
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vvvvv

)vvvvvvv

vvvvvv
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در مثال قبلي مطلوبست كمترين نيرويي كه به عنوان نيروي اضافه مي تواند بر سيستم گسترده وارد گردد كه : مثال

  . وبست محل اثر آن نيرو برآيند چند نيرو از برآيند پنج نيرو از مركز آن زاويه بگذرد ، همچنين مطل
                                              ( x =? ,  z = ? )      P=?           

                                       
R=0نيروي اضافه باشد براي آنكه محل برآيند پنج نيرو در مركز زاويه باشد ، خواهيم داشت  Pاگر 

OM
v
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 P = 140   kN                                                ⇐بنابراين حداقل نيروي وارده مي بايد  
 

  




−=⇒−=
=⇒=

)(2280140

)(786.1250140

mxx

mzz
 P = 140   kN                    تابل قبول اسق   

 
  .   Aاز نقطه     m  0.714و  ADروي لبه 

قابل قبول نيست  




−⇒−=
=⇒=
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mxx

mzz

82280100

52250100
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بصورت  را  بدست بياوريد و سپس سيستم معادل Oتدا سيستم معادل آنها را در نقطه در سيستم نيروهاي زير اب: مثال

  . بدست بياوريد  wrenchآچار يا 
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  O سيستم كوپل و نيرو در
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  .مي باشد  xمحور آن آچار موازي محور 

  :بدست آورد   yzحور را با صفحه  حال مي بايستي كه نقطه برخورد آن م

  

→
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  . تقاطع پيدا كند  yzبا صفحه   y = z = a/2بايستي در نقطه   (wrench)پس محور آچار 
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    :مثال

 
   Oسيستم نيروي معادل در نقطه ) الف :   مطلوبست 

   ( wrench )نيروي آچاري   سيستم) ب                   

                                                     

kiRR
R

M
M

kiR

m
R

M
ppitch

mNM

kjki

R

MR
M

Cos

Cos

Cos

NR

mNkjM

NkiR

jjk

kiikjM

NkiR

R
O

yy

zz

xx

R
O

R
O

vvvvv

vvv

vvvv

vvv

vvv

vvv

vvvvvv

vvv

6.2505.0

50100

)(05.0
8.111

59.5

).(59.5
8.111

)5.12(50
8.111

)6.1225(.)50100(.

__________________________________________________

900

4.63
8.111

50

4.153
8.111

100

)(8.11150100

).(5.1225

)(50100

10155.12

)50()2.0()100()15.0125.0(

)(50100

1
1

1

1

22

−=−==

+−=

−=−===

−=

−=−−+−==

°=⇒=

°=⇒−=

°=⇒−=

=+=

−−=

+−=

−−−=

×+−×+−=

+−=

θθ

θθ

θθ

  

  . مشخص شود  yzمي بايستي تقاطع آن با صفحه . مي باشد  xzمحور آچار موازي با صفحه 
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  فصل چهارم

  تعادل اجسام صلب
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 :تعادل جسم در صفحه دو بعدي

  

000 ==⇒= ∑∑∑ yx FFF ,
r

  جلوگيري از حركت انتقالي         

∑∑∑ === 000 zyx MMM  جلوگيري از حركت دوراني       ,,

  

 :شرايط تكيه گاه هاي دو بعدي

   

  .ص هستندي كه داراي يك عكس العمل در جهت مشخيتكيه گاهها )1
  .كابل تنها نيروي كششي را تحمل مي كند 

  

  

  

  

  

  

 
 

 
 
 
 

  كره غلطان     (Rocker)مقاطع مخروطي       (Rocker)غلطان    ميله روي سطح بدون اصطكاك 

  

  

  

  

  

 
 
 
 
 
 

   (short link)بست كوتاه               (short cable) كابل كوتاه                                               

  

  

  

  

  

  

  

 
  طوقه روي ميله صيقلي          پين در شكاف صيقلي                                                                                                                    
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α 

α 

عمـل و جهـت نامشـخص    يا داراي يـك عكـس ال  (تكيه گاههايي كه داراي دو عكس العمل در جهت مشخص باشند ) 2

  .)باشند

  

  

  

  

  

  

 
 
 
 

  سطح با اصطكاك                                  ساده گاه پين يا مفصل يا تكيه                                                           اند  دو مجهولداراي 

  

 .تكيه گاههايي كه داراي سه عكس العمل مي باشند) 3
 
  

  

  

  

  

                

      گاه ثابت تكيه                                                               ازايجاددوران جلوگيري ميكنند                

  

  :تعادل يك جسم صلب دو بعدي

  

  

  

  تعادل جسم زير را بررسي مي كنيم :مثال

  

 
 
 
 
 
  

  

  

  

  

                  دياگرام آزاد جسم                  

D 

F E 

B 

Ax 

px 

Dy 
Ay 

py Q 

D 

F E 

B 
A 

C 

Q 
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0,0,0 === ∑∑∑ Ayx MFF  

  

 

0)()()()(0

00
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cbaBdSbaQaPM

BQAPF

SA

AxSF

yA

yyy

x

x

  

   

 ــ   ــتفاده از رابطــ ــاي اســ ــه جــ ــتيم بــ ــي توانســ 000   همــ === ∑∑∑ Ayx MFF ــه  ,, ــط  از مجموعــ روابــ

000 === ∑∑∑ Byx MFF 000يا از    ,, === ∑∑∑ ABx MMF   .استفاده كنيم   ,,

  

 
  :عكس العمل هاي نامعين

  

  

 
 
 
 
 
 
  

  

                                        1               (                                            2(  

  

  )سه معادل و سه مجهول( معين   پايدار  سازه )1

  )مجهول چهارسه معادل و ) (يك درجه(   نامعين  پايدار  سازه )2

 
 
 
 
  

  

  

  

  

  )سه معادل و چهار مجهول) (درجه يك(   نامعين  پايدار  سازه                                                  

 
 
 
  

 

P 

P 

Q 

C 

Ay 

Ax Cx 

Cy 

 ين عه نا مجيك در
 يك درجه نا معين 

Cy Ay 

Ax Cx 

 

P 

P 

Q 

C 

Ay 

Ax Cx 

Cy Cy Ay 

Ax B 
A 
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  )سه معادل و پنج مجهول) (دو درجه(   نامعين  پايدار  سازه                                          

  

  :سازه ناپايدار

بدليل   نحـوه  (ي جسم در يك يا چند جهت اغلب به سازه هايي گفته مي شود كه نمي توانند از حركت انتقالي يا دوران

خط اثـر نيروهـا از   در اغلب اين سازه ها هنگام محاسبه ي گشتاور نيروهـا، . جلوگيري كنند) قرارگرفتن تكيه گاه درآنها

   .نمي شود صفريك نقطه عبور كرده و در نتيجه لنگر 

  

  .CDو نيروي كششي در كابل  Bمطلوب است عكس العمل در تكيه گاه  :مثال

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

( )∑ =−⇒= 03525.01.00 TCosPCosM B  

( ) ( )∑ =+−⇒= 0201.025.00 CosPBM XD  

( ) →= NB X 3.150  
 
 

  :يا راه آسانتر.را بدست آورد E yBمي توان با لنگر گرفتن نسبت به نقطه 

 

∑ =−+−⇒=↑+ 035sin0 TBpF yy  

( ) ↑= NBY 505  
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 .AEو كشش كابل در  C,B العمل عكسمطلوب است  :مثال

 
 
 
 
 
 
  

  

 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 دياگرام آزاد شكل            
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 دو كابلدر مطلوب است كشش  :مثال

 
 
 :زيرا در قرقره داريم. شش در دو طرف كابل يك اندازه استك

  

  
 

 

0
5

3 =






+− TDX 

  :در نتيجه خواهيم داشت

    90=XD  

∑ =↑ 0yF 

( ) ( ) 05
424 =+−− YDTo 

+  ∑ ′=⇒= TTME 0  

↑=⇒ )(200 KNDy  

∑ ⇒= 0DM 

( )( ) ( )5
443218.120 TM D −++++− 

( )mKNM D .180−=⇒ 

  

  .Dباشد مطلوب است عكس العمل ها در تكيه گاه 150kNاگر نيروي كشش در كابل  :مثال

  

  

  

  

P=100 KN 

Q=50 (KN ) 

1.6m 

1.2m 

∑ =→ 0XF
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A

B
C

2 Kn 2 Kn 2 Kn 2 Kn

  
  

∑ =→+ 0XF 

0
5

3 =






+− TDX 

      

  :در نتيجه خواهيم داشت

90=XD  

 ∑ =↑ 0yF 

( ) ( ) 05
424 =+−− YDTo 

∑ ′=⇒= TTM E 0 

↑=⇒ KNDy 200  

∑ ⇒= 0DM 

( )( ) ( )5
443218.120 TM D −++++− 

( )mKNM D .180−=⇒  

  

  

  تعادل جسم تحت اثر دو نيرو

  

. گوينـد  بعضي از اوقات يك  جسم امكان دارد تحت اثر فقط دو نيرو قرار گيرد، درا ين حالت به آن جسم دو نيرويي مي

  .بايستي در يك راستا و مخالف جهت يكديگر باشند در اين حالت دو نيرو مي
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Ay 

 
  .بنابراين دو نيرو بايد در يك راستا و با هم برابر باشند

∑ ∑ == oo MF , 

  

  تعادل جسم تحت اثر سه نيرو

  

گوينـد در   در بعضي از مواقع يك جسم امكان دارد تحت اثر سه نيرو قرار گيرد در اين حالت به آن جسم سه نيرويي مي

  .نند و يا با هم موازي باشندبايستي از يك نقطه عبور ك اين حالت سه نيرو مي

  

∑ ∑ == 0,0 MF 

با استفاده از قانون سينوس هـا مـي    .اگر نيروها با هم موازي نباشند بايد سه نيرو همرس باشند تا جسم در تعادل باشد

  .توان مقادير محصول را بدست آورد

 
  

  

  

  Eو   A مطلوب است عكس العمل تكيه گاه در : مثال

  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

 
 
 
  

  :به آساني داريم Gبا گشتاور گرفتن نسبت به 

)(100 NEA yy ==  

 
  .همرسند Hبرابر صفر و اين سه نيرو در  P.A .Eبرايند سه نيروي 



٥١ 

 

  

 :داريم
GT

GE

E

E

Y

X = 

  

  :تعادل سه بعدي

∑ ∑ ∑ ∑ ===⇒= oooo ZyX FFFF ,, 

∑ ∑∑∑ ===⇒= oooo ZyX MMMM ,, 

  

  

  تكيه گاههاي سه بعدي

  

 :ه گاههايي با يك عكس العملتكي )1

 
 

 تكيه گههاي با دو عكس العمل )2

  
  تكيه گاههاي با سه عكس العمل )3

  
  تكيه گاههاي داراي چهار عكس العمل )4

  



٥٢ 

 

  تكيه گاههاي با شش عكس العمل )5

 
  تيكه گاه ياتاقان )6

  

  
  

  

  BCو  BDو نيروهاي كشش در كابل هاي  Aمطلوب است عكس العمل تكيه گاه  :مثال

 
 

x

y

z

  معادلات

∑ = 0XF ∑ = 0yF ∑ = 0ZF 

∑ = 0XM ∑ =oyM ∑ = 0ZM 
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200 N.m 300 N 

M=100 Kg 

y 

z 

x 

 
  :xyن نسبت به صفحه رتقا

0=XA  

BEBD TT =  













 −−==
h

kji
TTT BDBDBDBD

676λ  

  :و داريم













 +−==
h

kji
TTT BEBEBEBE

676λ  

( ) ( ) 0664.80 =+++−⇒=∑ h

T

h

T
AF BDBE

XX  

( ) ( )∑ =−−⇒= 0770
h

T

h

T
AF BEBD

yy  

∑∑ =×⇒= 00 iiA FrM  

( ) ( ) ( ) ( ) 0774.810 =×++−× BEBD TJTjij  

 
 :و داريم

 
  

o=∑ ZM  

( ) ( ) ( ) 07
11

4
7

11

4
4.810 =−−× AEAD TT  

)(11 KNTT AEAD == 

←−= )(6.3 KNAX 

↑= )(14 kNAy 

 
  .مطلوب است تعيين عكس العمل ها 100kgجرم :مثال

  6تعداد معادلات مجهول 

 5تعداد مجهولات 
 
 
 
 
 
 
 

                 
 
 
  

∑ =→= 00 XX BF 

∑ =⇒= 00 YBFy 

09813000 =+−−+⇒=∑ CDZZz TBAF 



٥٤ 

 

( ) ( ) ( )∑ =−+⇒= 01981220 zCDox BTM  

∑ = 0oyM  

( ) ( ) ( ) ( ) 0335.19815.1300200 =−−++−⇒ zz BA    

  

↑= NAz 790  

↓−= NBz 219  

NTCD 707=  

  :ايجاد لنگر كند داريم     zاز آنجايي كه نيرويي وجود ندارد كه حول محور    

∑ = 0OZM  

 
  :مطلوب است نيروي كششي در كابل: مثال

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 
  

∑ ⇒= 0APM 

  

( ) 0. =×∑ iiAD Frλ  
















−×+×
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krTr EOBDBDad 981.λ 
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jrr CBD 5.0−==  
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( )NT BC 572=⇒  
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٥٥ 

 

  جهت ايجاد تعادل Pمطلوب است عكس العمل تكيه گاهها و نيروي  :مثال

  

  

∑ ⇒= 0F  

0800 =−−++++ jPjKBjBKAjAiA ZyZyX  

 
  :از طرفي داريم

∑ =−⇒= 060sin2.0800 pM X  

( )Np 462=⇒  

  :داريم) 1(حل از رابطه 
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0

046280

0

ZZ
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A

  

( ) ( ) ( ) ( ) jjkjiKBjBjjkiM ZyA 046260sin2.060cos2.08.05.08001.025.00 =−×−+++×






+−×






 +⇒=∑
→→

  

∑ =→=⇒= 005.00 22 BBM y  

( ) ( )NBBM yyZ 113904628.05.020 =→=−+−⇒=∑  

0=→ ZA  

( )NA y 123=→  
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  پنجمفصل 

مركزهاي  , نيروهاي گسترده

  هندسي و مركزهاي گراني
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  :ها و مركز سطوح  لمركز ثق 

  :مركز ثقل سطوح 

يـك نيـروي    مي تـوانيم بصـورت   مثلا در فصل هاي قبلي گفتيم كه وزن يك جسم را كه نيرويي است كه بر آن جسم وارد مي شود

كلا بصورت بار گسترده اي است كه بر آن جسم وارد مي شود، ولي مي توان بـه جـاي آنهـا از    اين نيرو . تنها در يك نقطه قرار دهيم

  .دهيمسيستم نيروي معادل استفاده كرد و تمام آن و يا برآيند آنها را در يك نقطه كه به آن نقطه مركز ثقل مي ناميم قرار 

 

  
 

                                                                                 X,Y,Zمختصات مركز ثقل جسم دو بعدي نسبت به دستگاه 
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  :خطوط مراكز سطوح و 

: نوشتباشد مي توان ) همگن ( يكسان داراي ضخامت يكنواخت و جنس هموژنيس و يا  هنگاميكه جسمي در يك صفحه  

  

γ =         وزن مخصوصt  =          ضخامتA∆  =مساحت                AtW ∆=∆ ..γ  

 

A

ydA

W

ydw
Y

A

xdA

W

xdw
X

ydAttdAyydw

xdAttdAxxdw

dAA

dAtAtdwW

∫∫

∫∫

∫∫ ∫

∫∫ ∫

∫

∫ ∫ ∫

==

==

==

==

=

=∆==

..

..

...

γγ

γγ

γγ

 

 

  

                        X,Y,Z مركز سطح يك جسم دو بعدي نسبت به دستگاه مختصات

  

ر يك جسمي دو بعدي داراي ضخامتي يكنواخت و جنس همگني باشد، نقطه مركز سطح با نقطه مركـز ثقـل در يـك نقطـه     پس اگ

  .قرار مي گيرد

  مي نامند                     yنسبت به محور  Aگشتاور مساحت    

                                        مي نامند  xنسبت به محور  Aگشتاور مساحت    

                                                                              
 

 

                   

                                                          

( ) ),(, YXYXC =

∫ =xdA

∫ =ydA
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L

ydL
Y

L

xdL
X ∫∫ == ,

 :براي يك مفتول يا سيم 

                          
                                                             

 

γ =        وزن مخصوصa  =        مساحت سطح مقطع سيمL∆  =طول                  LaW ∆=∆ .γ  

 
 
 

      
 

  :محورهاي تقارن 

  

  :تقارن با يك محور

    

  
                                             

  تقارن نسبت به يك نقطه
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   تقارن با دو محور

 
 

  مركز سطح اشكال عمومي

  

  

  
  

  

  :سطوح و خطوط مختلط 

در . ود مانند دايره و مستطيل و يـا مثلـث  خيلي از موارد يك جسم دو بعدي و يا يك خط از چندين مقطع مختلط تشكيل مي ش در

اينگونه موارد مي توان آن سطح را به اشكال منتظم هندسي تقسيم كرد و از روابط گذشته اسـتفاده كـرد و مركـز سـطح را بدسـت      

  .آورد

                                                                                          
                             1C=مركز سطح قسمت يك                                                                                                                       

   2C=مركز سطح قسمت دو                                                                                                                        

      3C=مركز سطح قسمت سه                                                                                                                     

 3C=مركز سطح قسمت چهار

 
   

π
r2

1X

4X

3X

1Y
3Y4Y

π
r2

π3

4a
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  .مختصات مركز سطح شكل زير ا بدست آوريد :مثال

  

  

 
 

  

  
  

  

   iAY  iAX     iY              iX  ( )2mm     A                        
علامت       

  قسمت    

1,536,000 1,152,000    80              60 120×160=19.200      +     1 
431,970 553,707    110 

140
3

)50(40
120 =+

π
 3927

2

)50.( 2

=π
 

     + 2       

-72,000 -288,000     20               80 
3600

2

160120 =×
 

     _ 3       

-276,430 -344,281     110 
137

3

)40(4
120 =+

π
 2513

2

)40.( 2

=π
 

     _ 4       

  لك         17140                  1,073,426 1,614,540
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)(5.94
17140

1619540
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17140

1073426

mm
A
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∑
∑
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  :بدست آوردن مركز سطح به روش انتگرال گيري 

A

ydA
Y

A

xdA
X ∫∫ == ,  

براي سطوحي كه اشكال منتظم هندسي نداشته باشند و از اشكال نا منتظم و يا اشكالي كه اطـراف آن هـا سـطح از منحنـي هـاي      

  :كرد و مركز سطح را بدست آورد مختلف است ، تشكيل شده باشند ، مي توان از روش انتگرال گيري استفاده 

    

   

     
  

elX

elY
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                          :) سمت راست (  1مركز سطح ريمان براي شكل 

2
,

y
YxX elel ==  

  ) :سمت چپ ( 2مركز سطح ريمان براي شكل 

yY
xa

X elel =+= ,
2

 

  ) :سمت راست ( 1مساحت ريمان براي شكل 

ydxdA =  

  

  : )سمت چپ ( 2مساحت ريمان براي شكل 

dyxadA )( −=  

 
 

     
  

θθ

θ

θ

drrdrdA

r
Y

r
X

el

el

2

2

1
)(

2

1

sin
3

2

cos
3

2

==

=

=

 

  

 
                                                                                      
                                                                                      

  

  :y گشتاور اوليه نسبت محور 

dAXXAM ely∑ ∫=:  
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  :x گشتاور اوليه نسبت محور 

dAYYAM elx∑ ∫=:  

را بـر   dAجـايگزين كـرده و    Yو  Xرا بر حسب  elYو elXبراي بدست آوردن مركز سطح از فرمول فوق استفاده مي كنيم و بايد 

  .را به دست  آوريم   Yو Xمحاسبه كنيم ، سپس Yو  Xحسب 

  :براي شكل زير داريم 

 

 
 

( )∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫∫ 












===

b

a

xf

dxdyxdxdyxxdydxxdA
)(

0
 

 
 

  : گلدينيوس -پاپيوس تئوري 

  

  :تئوري اول 

كه مركز سطح آن منحني مي پيمايد ، تـا  آن سـطح بـه     سطح يك منحني دوراني برابر است با طول آن منحني ضرب در فاصله اي

  .وجود آيد 
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( )

LYA

LYydL

ydLA

dLydA

..2

..2

..2

π

π

π

=

=

=

=

∫

∫
  

   :تئوري دوم 

حجم جسمي كه از دوران يك منحني حول يك محور بدست مي آيد برابر است با سطح مقطع آن جسـم ضـرب در فاصـله اي كـه     

  .مركز سطح آن منحني هنگام دوران مي پيمايد 
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∫

∫

∫

=⇒=

=
=

=

AYVAYydA

ydAV

ydAdv

dvV

.2

.2

.2

π
π
π

  

محورهاي مركز سطح كه بين خط مستقيم : مطلوب است  :مثال
3

2y
x yxو سـهمي   = 42 از ) . aشـكل  ( قـرار گرفتـه انـد    =

انتگـرال سـاده بـا اسـتفاده از المـان      ) 3(انتگرال ساده با استفاده از المان ديفرانسيل سـطح افقـي،   ) 2(انتگرال دوگانه،) 1(روشهاي 

  . )بر اساس اينچ yو  x( ديفرانسيل سطح عمودي، استفاده كنيد 

  

  
  

  :حل 

  : انتگرال دوگانه   –قسمت اول  

را   dA انتگرال بگيـريم   yيا  x  بر اساس اينكه بخواهيم نسبت به . نشان داده شده است bالمان ديفرانسيل سطح دوگانه در شكل 

  :انتگرال مي گيريم، مساحت برابر است با  yپس ابتدا نسبت به .نوشت  dy.dxيا  dx.dyمي توان به صورت 
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  :برابر است با  yاولين لحظه سطح براي محور   

).(279
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3 3
6

0

2

6

0

2

3

4

2

inxdx
xx

dxxdyxdAQ
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  :برابر است با  xاولين لحظه سطح براي محور   
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  :بنابراين محورهاي مركز سطح برابر است با 

).(6.3
9

4.32

.)(3
9

27

in
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Y

in
A

Q
X

x

y

===

===
 

  :انتگرال مي گرفتيم ، آنگاه داشتيم  xدا نسبت به اگر ابت
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  .توجه داريم كه اين انتگرالها معادل انتگرالهاي قبلي است

  :انتگرال ساده با استفاده از المان ديفرانسيل سطح افقي   -قسمت دوم 

  :مشخص شده اند پس براي محاسبه مساحت داريم  elXو  c  ،dAدر شكل 
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  :برابر است با  yاولين لحظه سطح براي محور   
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  :برابر است با  xاولين لحظه سطح براي محور   
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−= ∫  

برابر همان مقدارهاي حساب شده در قسمت اول اند ، بنـابراين محورهـاي مركـز سـطح نيـز همـان        yQو  A  ،xQتوجه شود كه 

  .است

  

  

  :ا استفاده از المان ديفرانسيل سطح عمودي انتگرال ساده ب -قسمت سوم 

  :پس براي محاسبه مساحت داريم .مشخص شده اند  elYو  d، dA در شكل 
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  :داريم dبا استفاده از اطلاعات موجود در شكل 

dx
xx

xxdAdQy 
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  : برابر است با yبنابراين اولين لحظه براي محور 
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نيز  Yو Xمي باشند، بنابراين  2و  1در قسمت بالا همان مقادير بدست آمده در قسمت هاي  yQو  A ،xQمقادير بدست آمده 

    .هستند  مقادير همان
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    :         مطلوبست مركز سطح شكل مقابل :مثال
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  .مركز خط آنرا بدست آوريد. منحني مقابل يك چهارم دايره كامل مي باشد  :مثال
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  :                             داريم o45به علت قرينه بودن اين كمان حول زاويه 

yx =  

  

  

  

  
  

  

  .'AA حول محور  'AAاز محور  Rو به فاصله  rمطلوبست سطح دوراني و نيز حجم حاصل از دوران دايره به شعاع  :مثال
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Rr)r(RLy 224222 ππππ   سطح دوراني :==

Rr)r(RAy 222 222 ππππ   حجم دوراني: ==

  

  :مركز ثقل اجسام سه بعدي

VW     
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  : همگن داريم اجسام  براي

                                                     ∫∫∫ === zdVVz,ydVVy,xdVVx 

  

  :براي اجسام مختلط 
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  :بدست آوردن مركز ثقل به وسيله انتگرال
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nkxy =

   مركز ثقل جسم روبرو را بدست بياوريد :مثال

  

.  

 

 
  

  

  

  

 
 
 
 

  :حل
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0 0 0 0 ππ −=− 21)(  II 
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  كز ثقل جسمي را كه از دوران قسمت هاشور زدهمر :مثال

  .است  معادله ي منحني. ايجاد مي شود ، بدست آوريد  xحول محور  در شكل روبرو 
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hxn   قطع مخروط براي                                      
3

2

2

1 =⇒=     

  

                                      

  :توزيع نيرو روي ميله ها

  

فرض مي كنيم مصالح روي يك جسم مطابق شكل مقابل  .موجود روي تيرها نيز مي باشد نيرو هاي كاربرد مركز سطح براي مسائل

   .توسط شكل مقابل مي توان توزيع بار بر حسب وزن بر واحد طول تير را نشان داد. باشد 
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∫=⇒=
L
wdxW      wdxdW

0
  

  

  . مي باشد Aنيز برابر با سطح كل  Wو است  dAبا سطح   برابر wdxحاصلضرب 

   
  

  :نيروهاي وارده بر سطوح اجسام غوطه ور 

hp γ=  
  γ=وزن مخصوص

 h= ارتفاع سطح تا سطح آزاد مايع
  مركز سطح Eنقطه 

wdxdw

dwW
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= ∫
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dx)w(xW)OP(

xdwW)OP(

xdAxA
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  مركز فشار Cنقطه 

R=              )كلّ(فشار وارد بر صفحه   L)pp(LpR BAE +==
2

1
  

  :بار گسترده يكنواخت 

  

  

  

  
  

  

  
  

  

  :دهيم زير وارد مي شود مراحل زير را انجام مي  سد نمايش داده شده در ABآب كه بر بخش براي محاسبه نيروي برآيند از طرف 

  

  

2

L
x =

3

2L
x =
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 نيروي برآيند وارد شده از طرف آب بر سطح منحني

 

                             
  

  

                                          
          

 
 

 
 
 

  .را جدا مي كنيم ABDحجم مايع 

  

  

  

  

  

  

 
  :صورت مؤلفه هاي افقي و عمودي درنظر مي گيريمرا ب) Rيعني (   ABو برآيند نيروهاي وارد بر سطح 

  

D

B
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      W=مربوط به حجم مايع جدا شده           

  

    ADبرآيند نيروهاي خارجي وارد بر سطح     

   

←= BDبرآيند نيروهاي خارجي وارد بر سطح  2R مؤلفه افقي  

  

−=′=) منحني، قسمت پايين برآيند نيروي وارد بر سطح( RR)نيروي وارد بر سطح منحني، قسمت بالا(  

  

دو حالت نمايش داده شده معادل هم هستند، اما انتگرال گيري در حالت سمت راست دشوار است زيرا هم فشار و  ، در شكل زير

  .رنظر بگيريم دچار مشكل نخواهيم شدرا بصورت سمت چپ د ABCهم ارتفاع تغيير مي كند، درصورتيكه اگر قسمت 

  
  

  

  

ftftدرب  :مثال 33   در پائين ديوار بتني قرار گرفته است؛ ×

   .مقدار و محل برآيند نيروهاي وارد بر درب را معين كنيد )الف

← مؤلفه هاي عمودي
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                به ديوار بتـني لـولا شـده باشـد Aاگر اين درب در نقطه   )ب

   .را بدست آوريد Bنقطه نيروي وارد بر  

              )(4.62           )(150
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عكس العمل ها را .  است شدهبه زمين لولا  Aمتر است در نقطه  2كه از ورق ساخته شده و داراي عرض  ABCDدريچه  :مثال

  .بدست آوريد Bو  Aقاط در ن
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  ).مطابق شكل(متر از آب پر شده است  3يك استخر شنا تا عمق  :مثال

  متر و چگالي آب برابر  25طول ديوار . عيين كنيدت وارد مي شود را ABبزرگي و خط اثر نيروي برآيندي كه بر ربع دايره 
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  :داريم Rبراي يافتن خط اثر 

  

  
   .مي باشد) هاxو محور  Rمحل تقاطع ( Cو  Bفاصله بين  ،        :تذكر

  

  

  

 
 
 

  .نيرويي كه توسط آب بر ديوار اعمال مي شود مساوي و در خلاف جهت نيرويي است كه در بالا تعيين شد          
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  فصل ششم

  ها تحليل سازه
  

  

  

  

  

  

  

  



 ٨٧

  مقدمه

حـال تعـادل   .دراين مسائل تمام نيروهـا خـارجي بودنـد   . در فصلهاي قبل،مسائل تعادل اجسام يك جسم صلب تنها را بررسي كرديم

ر سـازه، بلكـه نيروهـاي    دراين حالت،نه تنهانيروهاي خارجي وارد ب ـ.سازه هايي را بررسي مي كنيم كه ازچند قسمت تشكيل شده اند

   .مي يابيم،زه به عنوان نيروهاي داخلي اندبين قسمت هاي مختلف آن را،كه براي كل سا

   :در اين فصل سه گروه مهم از سازه هاي مهندسي را بررسي مي كنيم

   خرپاها

  . ساكن اند اً   سازه هاي مقيد كامل اند كه براي تحمل بار به كار مي روند و معمول)1

عضوي كـه دو  ،يعني،نيرويي اند دولذا عضوهاي خرپا . ضو هاي مستقيمي ساخته شده اند كه در دو انتها به هم مفصل شده انداز ع)2

   )بصورت كششي يا فشاري است( .نيروي برابر و ناهمسو در امتداد آن اثر مي كنند

   .گيرند نيروها در مفصل قرار مي) 3

     . شود نقاط مشترك مفصل فرض مي) 4

   .گردد ها وارد مي شود كه در مفصل ها هم فرض مي زنو) 5

 ر گشتاور د( .تمام عضوهاي خرپا در گره ها به يكديگر لولا مي شوند يعني مي توانند دوران كنند) 6

  

  

  

  

 .)در نظر گرفته نمي شود



 ٨٨

  قاب ها

   .ا ساكن اند   سازه هاي مقيد كامل اند كه براي تحمل بار به كار مي روند و معمول)1

عضوي كه سه يا تعداد بيشتري نيرو،كه معمولا در امتداد عضـو  هستند، يعني،  چند نيرويييك عضو  حداقل شاملقاب ها همواره )2

   .بر آن اثر مي كنند نيستند،

   .وظيفه قاب انتقال نيرو به تكيه گاه ها مي باشد) 3

  

  

  

  

  

  

  

   ماشين ها

   .سازه هايي هستند كه داراي قطعات متحرك اند)1

   .اي انتقال و تبديل نيرو ها به كار مي روندبر)2

   .هستندچند نيرويي يك عضو  حداقله شامل ماشين ها مانند قاب ها، هموار)3

   .وظيفه آن ها انتقال نيرو يا تبديل نيروست)4

  

   

  

  

W2  W1  

D  
E  F 
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C  

 



 ٨٩

C 

  )اتصالات(ها  با روش مفصل تحليل خرپا

  )ها براي تعيين واكنش در تكيه گاه(ترسيم نمودار آزاد جسم خرپا)1

انتخاب مفصل اول يكتا نيست،با تعيين واكنش در تكيه گاه هاي خرپا هر يك از دو مفصل رابـه عنـوان نقطـه    (انتخاب مفصل اول)2

  ). شروع تحليل ميتوان انتخاب كرد

  .ترسيم نمودار آزاد مفصلي كه فقط دو عضو را به هم متصل كرده است) 3

  .ا در دو عضو اتصالي مجهولندترسيم نمودار آزاد مفصلي كه فقط نيروه) ) 4

  .تكرار اين روش تا نيروها درتمام عضوهاي خرپا تعيين شوند)5

  

  :مثال

ت كشش است يا با استفاده از روش مفصل ها،نيرو درهريك از عضوهاي خرپاي نشان داده شده را تعيين كنيد وبگوييدهرعضوتح

  ؟ ؟                                                فشار

)فشاري:ميروداريدونوعنپادرخر:نكته  )compressionكششييا( )tension كه به اختصاربا( )Cو( )T هنگامي .ميمي ده نشان 

)فشاري گره رود كه نيروداخل )C   .است) T(گره خارج شود كششي  است وهنگامي كه نيرو از 
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Ax 
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AY BY P 
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    +        ∑F x=0              AX=0         

-P× a+ B y×2a=0            B y =                        ∑MA=0  

   F y=0           Ay=  ∑      +  

  

  :خواهيم داشت Aدر دياگرام جسم آزاد 

  

      

    

 
 

 
  

  

 
  .در صفحه است  سؤال م چونيدو معادله دار

                 ∑F y=0      +  

=0                     FAC = -    
 

   
 

 +FAC  

                                           FX=0 ∑          

T)    (  
  

   +F A D   =            = 0  F A D + FAC    

  

  .تحت كشش است    cعضو

  

  

  

  

  

  

    0 FAC     

    

  

  .شود ن شروعيهاي مع گره از ديبا تحليل ذكر استلازم به 

  :بقيه شكل

  

  

  

  

 

 

FAC 

FAD 
A 

  

x 

y 
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D 

C 

FAC 

FAD 

+P BY 
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 ٩١

  :Dدياگرام آزاد جسم 

  ∑F =0  

∑ FX =0  

     FBD -  FAD =0                                      

   

 (T) P      FCD=    FY=0  ∑  +       

  :Cدياگرام آزاد جسم 

 

 

 

                          

   ∑FC=0 

    +          ∑FX =0             FBC = FAD             

  .را تحليل كنيم لازم نيست كه آن يجواب ها مفيد است ول يچك كردن درست يبرا(B) لازم به ذكر است تحليل گره

  

  ):يو خارج ياز نظر داخل( معين  يخرپا

 ه داراي تكيه گاه ساده است مقيد كامل ومعين استاتيكي استهرخرپاي ساده اي ك 

است و تعـداد مجهـولات    2jداريم تعداد معادلات . باشد rو تعداد عكس العمل ها  mو تعداد عضوها  jخرپا برابر  دراگر تعداد گره ها

m+r است پس اگر:  

1(  m+r   مقيد ناقص)چون برخي از معادله ها برقرارند(  

  

2(  m+r  نامعين)چون بعضي مجهولات را نمي توان تعيين كرد(  

  

3   (   m+r=2n تمام مجهولات را حل  تعداد معادلات و مجهولات با هم برابرند البته نه به اين معني كه ميتوان

رسي كرد كه آيا ميتوان تمام واكنش ها ونيرو كرد يا تمام معادلات برقرار ميشوند براي اين كه خرپا مقيد كامل است يا ناقص بايد بر

  .ها در تمام عضو ها را تعيين كرد يا نه؛اگر ميتوان خرپا مقيد كامل ومعين استاتيكي است

 
2m r j+ −   معيننا درجه = 

  

  

  

FAD 

FDC  

FBD 

x 

y 

FCD=P 

FBC FAC 

C 
 

  

  

D 

+P 

   



 ٩٢

ن هايي كه مقيد كاملندبر آ.(سازه هاي نشان داده شده را بر حسب مقيد كامل،مقيد ناقص،مقيد نادرست طبقه بندي كنيد :مثال

   ).حسب معين ونامعين طبقه بندي كنيد

              

  

  

  

  

  

  

  .در نتيجه سازه مقيد ناقص است  2n=20 m+r=19بنابراين   r=3 ،m=16  ،n=10خرپاي ساده با 

  

  

  

  

  

  

  

  

  .در نتيجه مقيد ولي نامعين است2n=16   r+m=17بنابراين   r = 4 ،m=13  ،n=8خرپاي ساده با

  

  

  

  

  

  

  

  

  r + m = 16 = 2nبنابراين  r = 3 ،m=13،n=8خرپاي غيرساده با 

 0∑MA=aF1  
  .بنابراين سازه قيد نامناسب است

  

  

  

  

  

  

  

    r + m = 16= 2nبنابراين r = 4،m = 12،n = 8خرپاي غير ساده با

  

   
 

 
 

    

 

  

p p 

   
 

  

 

      

p  p p 

    

 

      

p  p  p  

    

 

    

p p  p 
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  :ررسي براي معين بودنب

  .حل كرد DEونيرو در   E yبه ازاي Eومفصل  EF،FGبه ازاي نيروهاي در Fيك بار مي توان مفصل

  

  

  

  

 
  

  

  

  

  

  

  

  

 
  

  

  

  با ABCDGH اين سطوح يك خرپاي ساده

 R = 3 ،m = 9،n = 6  بنابراينr + m = 12 = 2n  سازه به طور كامل مقيد ومعين است.  

با استفاده از روش مفصل ها،نيرو درهريك از عضوهاي خرپاي نشان داده شده را تعيين كنيد وبگوييد هر عضو تحـت كشـش    :مثال

  است يا فشار؟

  

 

 

 

 

 

 

 

  

  

D E  F 

C 
B 

  

2.5(k.N) 1.5(k.N) 2.5(k.N) 

3m  

4m 4m 

 
  

 
 
 

 
 

A 

    

 

    

P P P 

Cy  

G  

B 

A 

F  

C 

Ey 

E 

D 

AY 

H 

Ax 

    

 

  

Cy  

G  

B 

A 

  

C 

D 

AY 

H  

Ax 

 
P P 

FDE 

FFG 
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  : اگرام آزاد جسميد

  

 

 

 

 

 

 

 

 :فوق معين است زيرا يخرپا

m=9       r=3      j=6                                     m + r =2J 

    :داريم تقارن در بارگذاريبراثر 

0=     ∑F X   +  

       0  D x=  
         

∑ FY=0  +   

     F y     D y=                           
                          

  D y +F y = 8                                                     :داريم Dگره در

    

k N  4  =F y =D y                                    

  

  

  

  

 (C)  F CF = y D k.N=FA D  =  4  

F D E  = 0  

  

  

  

  

D 

E  F 

C 

B 

  

2.5(k.N) 1.5(k.N) 2.5(k.N)  

3m  

4m 4m 

 
  

 
 
 

 
 

A 

DX 

Dy  
FY 

FDE=0  

Dy 

D 

FAD 

y 

x 



 ٩٥

  :داريم Aدر گره 

    

  

  

    

   ( T ) kN   FAE = -2.5   0 2.5= + 4  -     FAE  

 kN FAB=2   0   =    FAE  FAB  --    

  :داريم Bدر گره 

  

  

 
  

  

 K N FBE= 1.5 
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

FAD  

FAB 

2.5 kN 

FAE 

y 

A x 

x 

y 

1.5 kN 

FAB 
FBC 

FBE 

 
 

 
 

 
 

 
 

A B 

C 

D 

E 

F 

2.5kN 

1.5kN 2.5 k N 

2 k N 

2.5 k N 

2.5kN  

1.5 kN 

2kN 

4kN 2.5kN 

5 



 ٩٦

  

  :ها حالات خاص گره
گـر عضـو   يعضـو د  باشند راستا كي در عضو دو و مفصل وارد نشود روي خارجي بهين و شوند متصل هم به گره در عضو اگرسه     

  .نديگو ييرويصفر ن

  :مثال 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

C 

A 

B 

D 

P 

C 

A 

B 

D 

C 

A B D 

P 
FAB 

FAD 

FAC 

FAB 

FAD 

FAC 

FAD 

FDA 

FAC 

FAC=P 
FDA=FAB 

FAC=0 
FDA=FAB 

FAC=0 
FDA=FAB 

C 

A 

B 

P 

FAB 

FAC 
P 

FAC=P 
FAB=0 

C 

A 

B 

FAB 
FAC 

FAB=0 
FAC=0 
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  .دهيد عضوهاي صفر نيروي را نشان: مثال

  

 

  

  

  

  

  

  

  

  تحليل خرپا به روش برش

 (section)   :روش قطع يا روش برش

براي تعيين نيروها در تمام عضو هاي يك خرپاي سادهروش مفصل ها كه قبلا بررسي شد معمولا بهترين روش است ولي براي 

  .    ساده،روش مقاطع بهتر استتعيين نيرو در يك عضو تنها يا در چند عضو اندك يك خرپاي 

  )براي تعيين واكنش در تكيه گاه ها(ترسيم نمودار آزاد جسم خرپا) )1

پس از حذف اين عضوها خرپا به دوسمت جداگانه تقسيم مي .عبورخط برش ازسه عضو خرپا ،كه يكي ازآنها عضو مورد نظر است)2

  .شود

  زاد آنانتخاب يكي از دو قسمت خرپا وترسيم نمودار جسم آ)3

  نوشتن سه معادله تعادل )4

درعبورخط برش بايد دقت شودكه خط برش فقط سه عضوراقطع كندزيراباحل معادله هاي تعادل نمي توان بيش ازسه مجهول را 

  .  حل كرد

  

   : را بخواهيم HDFفرض كنيم  :مثال

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 عضو صفر

B C D 

Ay=2.5P Fy=2.5P 

P P P P P 

A E 

F G H I J 
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HDFمقادير  تواندبرش روبرو مي  . بدهد  

sec tio n
= 2 .5  P

PPPP P
JI

F

D
EA

F

B

G

C

H

y= 2 .5  PA y

 

 .در تعادل باشد نيمه دو داراي  سازه بايد

  .بدست مي آيد HDFاز تعادل در صفحه سه معادله و سه مجهول و 

 . ميباش  روي مجهول داشتهيكه سه ن اي باشد گونه به ديا بام برش ميدار تعادل سه معادله ي كهياز آنجابايد توجه داشته باشيم كه 

  .سمت چپ نيمه سمت راست را مورد نظر قرار دهيم ينيمه  يتوانستيم بجا يضمنا م

  :داريم فوق  با برش

    0=+        ∑FX     

  ∑ FY=0    +       

                        FHD  - 2 P+ 2. 5 P=0                                         FHD =           

   MA =0   ∑ 

  :را بخواهيم HCF و DFFفرض كنيم :مثال

  

  

  

  

  

  

  .بدهد HCFتواند مقادير  يبرش روبرو م

  

  

F     G  H   

3 m 
 

A  

3 kN  

E 

6 m 

C D 

8kN 
B 

6 m 6 m 6m 
Ey Ay 
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 .در تعادل باشد نيمه دو داراي  يدسازه با

FHC

FBC

FHG

7.5 (KN)

A
H

B
8 (KN)

 

  .آيد يبدست م HCFاز تعادل در صفحه سه معادله و سه مجهول داريم و 

  .سمت چپ نيمه سمت راست را مورد نظر قرار دهيم ي نيمه  يضمنا مي توانستيم بجا

DFFتواند مقادير  يبرش روبرو م  .بدهد  

F E FF

FH G

3.5  (K N )

E

D

D F

  

                            

24 + 8  18 +3  12 = 0                      Ay = 7.5        k N                           *Ay -      ME =0 ∑  +      

                                                                  K N E y = 3.5           F y = 0 ∑  (+)     

  :با برش سمت چپ داريم

     

  :با برش سمت راست داريم

 (T) k N FDF=3.5 F y = 0∑   +      

  

  

م تا ينظر بزن مورد دن به عضويمورد نظر چند برش قبل از رس روي داخلييممكن است براي بدست آوردن ن گاهي:نكته

  .ابديكاهش مجهولات برش اصلي 

  

  

  

  

4 5
0 7.5 8 0   ( )  ( )

5 8y HC HCF F F KN T⊕ ↑ = ⇒ − + × = ⇒ =∑
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 :مثال

AB

BF

FB

FE

F

F

F

F P
Q

F

J

H

K

C
D

B

G
P

Q

I

E
F

G

J

H

K
D

C
BA

section  

ABF 0                . ديبدست مي آ      FM = ⇒∑q  

:مثال  

P = 300 N

P = 300 N

b

CBA

D E F

I

L= 600x J

G

K

H

J

C F = F I = I L = 4 (m) 

J K = K L = 3 (m)

 

 

 

 

M = 21             r = 3         j = 12           m + r  = 2j                 پايدار معين يخرپا:  

( ) ( ) ( )2 3 2 4 3 4yL p p× × = × × + × × 

  
5 4

1000   ( )
2 3yL p N

× 
⇒ = × = × 

 

5 4
600   ( )

2 3y y yj L j p N
× − + = → = × = × 

o 

AB

BE

KLF

F

F
A

D E

= 600Jx

=1000J

J

G
FHK

K

F
HK

y 
( ) ( )0 3 3 4 0   250  ( )  ( )K y AB ABM j F F N T= → × − × × = ⇒ =∑q 

  

  

  

  

Ly=1000 Jy=1000 

a a 
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  :وماشين هاقاب ها

ا كه سازه هايي هستند با عضوهاي صاف و مستقيم و دو نيروئي، قاب ها و ماشين ها سازه هايي هسـتند كـه حـداقل    برخلاف خرپاه

عضوچندنيرويي طبق تعريف عضوي است كه سه يا تعداد بيشـتري نيـرو وسـه يـا تعـداد      .يكي از آن عضوها از دو نيرويي بيشتر باشد

ماشـين  .ت كه براي تحمل بار طراحي مي شود ومعملا در محل خود ثابـت اسـت  قاب سازه اي اس.بيشتري كوپل به آن وارد مي شود

بـراي  .سازه اي است كه داراي قطعات متحرك است وبراي تبديل نيرو يا كوپل ورودي يا كوپل خروجـي معينـي طراحـي مـي شـود     

رسم مي كنيم ومعادلات تعادل را براي تعيين نيرو هاي وارد بر هر يك از ايضاي سيستم آن را منزوي مي كنيم و دياگرام آزاد آن را 

  .  هنگام نمايش نيروها در دياگرام آزاد اعضاي مختلف باي عمل و عكس العمل را با دقت رعايت مي كنيم.آن مي نويسيم

      

  

  

  

  

  

 

 

 

 

 

 

  

  

  

  

  

  

  

  

W2 W1 

D E F 

B 

A 

C 

W2 W1 

D E F 
B 

A 

C 

T 

Ax 

MA Ay 

Bx 
B 

C 

T T 

Bx 
B 

A 

  

Ax 

Ay 

By 

MA 

C 

Cy 

Cy 
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  دياگرام آزاد قاب -1  قره با قر ACدياگرام آزاد عضو  -2  بدون قرقره  ACدياگرام آزاد عضو  -۳

  

  

  

  دياگرام آزاد قرقره -DB  4دياگرام آزاد عضو  -۵

 :مثال

  

     
 

y y

x
x

Tan
Tan

G G
GG

θ
θ

= ⇒ = 

     0    ?  &    ? D x yC CM⊕ = ⇒ = =∑q 

     0    0

     0    0

  0     0     - 

 
  

⊕ ↑ = ⇒ =

⊕ = ⇒ =

⊕ = ⇒ + = ⇒ =

∑
∑
∑

y y

O M

X C CX X

OF
OM

O OF R R

q

_
 

Cx 

C 

T T 

Cx 

Cy 
W1 W2 

By 

Bx 

T 

D E F 

B 
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xA

xD

D

yD

C

yC

xC

y

Bx

B

B

yA

A

E

Cy

xC

xE

yE
D

y
x

xD

D

P

E

Ex

C

CR

MO

xO
yO

R

yG

xG

B

R

By

xB

C 

  . ديابيروهاي داخلي را بين :مثال

  

E

C

B

YA

A

F F

G

C
xF

Cx
xF

EEx

Cx

Ey

Ex

Ey

300 (N)

600 (N)

= 500 (N)

= 900 (N)A

= 500 (N)

X

G
Y
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  :  روهاي داخليين سپس ميروهاي عكس العمل را محاسبه مي كنيابتدا ن

( ) ( ) ( )   0  600 3 300 9 9 500 ( ) y y yA
G P G G NM⊕ = ⇒ = ⇒ × + × = × ⇒ =∑q 

    0 500 ( ) yy
A NF⊕ ↑ = ⇒ = −∑ 

    0 900 ( ) Xx
A NF⊕ → = ⇒ =∑ 

( ) ( ) ( ) ( )     0 900 6 600 3 300 3 6  0C yM E⊕ = ⇒ − × + × − × − × = ⇒∑q 

 

 .توانند در نقطه اي به غير از مفصل نيز وارد شوند ها مي ها نيرو در قاب: نكته
 :مثال

  

 ١٣-٦شكل 

 

  

  

  

 750 ( )yE N= −

T

T

C

C

T

D
D

T

B

E

CB
A

A

AG
G

G E D

D

C

D
D

8 (KN)

C C

X

Y

Y

Y

Y

X
Y

X

X

Y
X

X
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 . ركه قابل حل مي باشديز مجهول 9 و معادله9 

 ,  , ,  ,  ,  ,  ,  , 
x y x yx y x yC C G GA A T D D   

  . نديآ ير در مياز حل معادلات به صورت ز جواب ها پس  اگرامين صورت ديرد در ايقرارگ C  گره  يرو (KN) 6 يروياگرن

6

18

5
36

18

D
13

5
EG

13

24

A

B
C 18

36
  

36

36

B

E
D

13

18
5

8

C

18

  

  : داخلي يمطلوب است تعيين نيروها :مثال

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 

 

 

240N 

180N 

120N 

300N 
D 

A 

B 

C 

400mm 400mm 

300mm 

240N 

180N 

120N 

300N 

D 

A 

B      

C       

120N 
A 

A 

Dy 

Dx 

D 

1 

2 

3 
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D

x x

y y

( ) M A

( ) F D

( ) F D

+ = ⇒ = →

+ → = ⇒ = ←

+ ↑ = ⇒ = ↑

∑
∑
∑

1 0 160

2 0 160

3 0 120

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  :داخلي  يمطلوب است تعيين نيروها :مثال 

D

2500

CBxA

.6  m.6  m

A

A y

M

1.2  m

YD

 

  : ميكردن دار از حل پس

= 1250

1500 (N.M)

=M

= 0xA

= 1250B
D

B

B

= 1250Ay B

D2500

= 1250

y

y

yA

 

400mm 400mm 

300N 

Dx 

Ex Ey Dy 180N By 

Bx 

4 5 

D y

y y

( ) M B

( ) F E

+ = ⇒ = ↑

+ ↑ = ⇒ = ↑
∑
∑

4 0 90

5 0 210
 

240N 

x x( ) F B+ → = ⇒ = ←∑9 0 740 300N 
D 

By 

C 

B 

Bx 

Cy 

Cx 

Dx 

9 
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  : داخلي يمطلوب است تعيين نيروها :المث

y

D

D

LINK

2500

BxA

A

A y

M

1.2  m

C

.6  m.6  m
 

  .جاد مي كنند يا ك كوپليرو با هم فاصله دارند يدر واقع چون دو ن

= 1600 (N) = 2500 (N)= 1500(N) = 1500(N)

= 0 = 0

BM M

B

y

D

D

2500 (N)

CBxA

A

A y

M B

 

 :ماشين ها

  

( ) ( )     0    0B
aM b Q a P Q P b⊕ = ⇒ × − × = ⇒ = ×q 
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 . F  ,  Eوارده بر سيستم در  يمطلوب است تعيين نيروها  :مثال

  

  :توجه به شكل خواهيم داشت 

(b)

(a)(c) D

D
F

F

F

B

B QF

C

D
A

B

P = 60 (N)

P = 60 (N)

D

D

(d)

B

B

C

Q

A

AC

AC

AC

y

x

y

x

y

x

y

x

AC

 

  :داريم (C)ر دياگرام د

 
    0DM⊕ =∑q 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
2 2 2 2

3.51.25
60 5.25    1.25 0.25 0

3.5 1.25 3.5 1.25
AC ACF F− × + × × − × × =

+ +
 

( ) ( )2 2
458.2 ( )

3.5 1.25

ACF
N⇒ =

+
 

  :داريم (a)در دياگرام 

     0BM⊕ =∑q 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
2 2

5 1.25
1.5 60 5.5 0  1689

1.25 3.5
ACQ F Q N

×
× + × − × = ⇒ =

+
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  .را Qو نيروي نگهدارنده  Pدهد رابطه بين نيروي  ن داده شده كنترل انگشتهاي يك روبات را نشان ميمكانيزم نشا :مثال
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

  

  

  

 
 
 
 
 
 
 

AB

AB

P 2F cos60

F P

= °
=

 

 
. 
 
 
 
 

( )
D

EF

EF
30

x

x EF

x EF

y

y EF

y

M 0 :

Q(4) F cos30 (4) 0

Q
F 1.15Q

cos

F 0 :

D F cos30 0

D F cos30

F 0 :

D F sin 30 Q 0

D 1.575Q

+

+ =

− + =

= =

→ =
− + =

=

+ ↑ =

− − =

=

∑

∑

∑

  

 

4′′ 

4′′ 8′′ 8′′ 

30° 

30° 

90° 
30° 

Q 

L 

H 
B 

P 
A 

G 

E 

C 

F 

D 

Q 

60° 

FAB 

FAG 
P 

A 

FAB 

B 

FAB 

30° 

Q Dy Dx 

FEF 
D 

F 
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( ) ( )
( ) ( ) ( )

C

EB y x

M 0 :

F 9.238 8D D 8tan 30 0

P 9.238 8 1.575Q 4.619 Q 0

9.238 7.98Q 0

Q 1.157P , P 0.866Q

+ =

+ − + =

+ − + =
+ − =

= =

∑

 

  

    Dy 

30° 

Dx 

Cx 

Cy 

FAB 
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  فصل هفتم

  نيروها در تيرها و كابلها
 

 



 112

  عضو دو نيروئي  -0نيروهاي دو جهت محور عضو  - عضوهاي خرپا  

  

   و خمشيدر حالت كلي عضوهايي با نيروهاي مانند محوري و برشي  –عضوهاي قاب 

  

  ها گاه هيحالات مختلف با رگذاري و تك –تيرها 

  
  .از اين تير را بدست بياوريم c  طه رو هاي داخلي در نقمي خواهيم ني
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 : مثال

          P  P              
 نمودار خمش و برش تير زير را رسم كنيد
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 . نمودار خمش برش تير زير را رسم كنيد :مثال 
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  . لنگر خمشي از برش يك درجه بيشتر است
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              : مثال
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  :مثال
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. اين فرمول براي فاصله هائي مي باشد كه نيروي متمركز وجود نداشته باشد   
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  : كابل با نيروهاي متمركز 

  پل هاي معلق ، دكل ها و غيره : كابل ها در مهندسي در موارد مختلف استفاده مي شوند 

  .هاي تحت نيروي گسترده  كابل-2  .كابل هاي با نيروي متمركز  -1:كابل ها را مي توان به دو دسته تقسيم كرد 

قرار گرفته است  C4الي  C1ه قرار دارد و تحت اثر چند نيرو در نقاط در تكيه گا Bو  Aفرض مي كنيم  كه كابل  در دو نقطه 

  .فرض مي كنيم كه كابل  كاملاً نرم و در مقابل خمش از خود مقاومتي نشان نمي دهد . كه فواصل افقي آن مشخص است 

 

  .ناديده گرفت  همچنين فرض مي كنيم كه وزن كابل را مي توان در مقابل نيروهاي وارده
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ا در نظر گرفتن وارد شدن نيروها  در نقاط مختلف و بدون نيروي گسترده هر قسمت از كابل بين دو نيرو را مي توان عضو سپس ب

  .با دو نيرو در نظر گرفته كه در كشش مي باشد 

  

 

 

 

  .را هم در جهت افقي و هم در جهت عمودي  Bو  Aمي دانيم فاصله بين 

ارد كردن نيروها بدست بياوريم  و همينطور مقدار كشش در طناب را در قسمت هاي مي بايستي كه شكل اين كابل را پس از و

 Aدر جهت عمودي مشخص گردد و همينطور مقادير فواصل بين نقاط  C1از  Aمختلف يعني در حقيقت مقدار فاصله بين نقطه 

  .در جهت عمودي مشخص گردد  C4و  C3و  C2و 

  

xyيك معادله بر حسب  AA ,
  

 ) Bبا گرفتن ممان در نقطه ( 

xyدر اين حالت مي توانيم يك معادله براي  AA ,
  

  را بدانيم  Dبنويسيم اگر مختصات نقطه  

  ) Dبا گرفتن ممان در نقطه ( 

 دياگرام آزاد كل 

 دياگرام قسمت چپ كابل 

 مشخص

A 

1C  

2C  
B 

1x  
1? y=  

 مشخص 

مشخص =   
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  را نداشته باشيم اين مسئله بصورت نا معين مي بود Dاگر مختصات نقطه 

  .تغيير شكل مي توانست داشته باشد و هر جوابي براي كابل در  

  

  

  

مشخص گردد تمام مختصات نقاط زير نيرو را هم مي توان از دياگرام آزاد قسمتي از كابل  Aهنگاميكه عكس العمل در نقطه 

  .مشخص كرد 

  

⇒=+⇒=+

=+−−−⇒=↑+

=−+−⇒=+
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∑

∑

0cos0

0sin0
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xxPxAAyM

θ

θ

 

 

  .مولفه افقي كشش در كابل در تمام طول طناب يكسان مي باشد 

T  Cos xA−=θ  
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كمترين باشد يعني در قسمتي كه بيشترين زاويه را با افق  θCosي آيد كه كشش بيشترين است وقتي كه همچنين بدست م

  .داشته باشيم كه طبيعتاً در دو انتهاي كابل نزد تكيه گاه خواهد بود

  

  _مثال

cRmاگر ) الف    .ر طناب را بدست  بياوريدو حداكثر كشش د  Eباشد عكس العمل در نقطه  8=

  .بدست بياوريد Eكابل افقي باشد و  همينطور  عكس العمل  CDرا طوري بدست بياوريد كه قسمت  Rcمقدار ) ب
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  بصورت مماس بر منخني مي باشد Tهر قسمت به صورت منحني مي باشد و نيروي 

  

)                                                                         ابل كشش در پائين ترين نقطه ك(  T0اين رابطه مي گويد كه مولفه افقي كشش هميشه ثابت است برابر است با 

0TCosT =θ  

  اين رابطه مي گويد كه مولفه عمودي كشش برابر است با مقدار نيروي گسترده از پائين ترين نقطه      

                         :                                            داريم Tبراي    
22

0

sin

WTT

WAT

+=

=θ

     

 كشش كمترين است در پائين ترين نقطه و ماكزيمم در يكي از دو نقطه تكيه گاه ها 

  

0

tan
T

W=θ
  

   –مثال 

  . ماكزيمم كشش را در سيم را بدست بياوريد) الف

 m 1.5  . طول سيم را بدست بياوريد)ب

A 
60 m 
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)(58.176

0)5.1()15()8.5176(0

)(58.176)30(89.5

89.5)8.9(6.0

5.160

0

0

NT

TM

NW
m

N

mhmL

B

=

=−⇒=+

==

==

==

∑

ω

  

  

  

)(6.1774)58.176()58.176( 22 NTm =+=
  

  

  

  

  

)(1.60)05.30(22

)(05.30)
30

5.1
(

3

2
130)(

3

2
1 22

mSTOTAL

m
X

y
XS

B

B

B
B

===

=




 +=







+−B

  
  كابل سهمي 

  

  )كابل با نيروي گسترده يكنواخت (

  

  

  

صرف نظر كنيم  فرض كنيم كه وزن سيم ها را  

θ)  

8.17650 =T  

58.176=W  

0.6  kg/m = جرم 

(176.58) 

(1765.8) (N) 

(1765.8)2 

= 

Tm 

T0 
C 

1.5 

15 15 

Tm 

W 

B 
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0

2

0 2
0)

2
(0

T

x
yyT

x
xM D

ωω =⇒=−⇒=+ ∑
  

  

  .در مركز مختصات مي باشد Cمعادله سهمي كه رأس آن در نقطه 

  

  
  :روابط زير

2
,

82

22

0
L

xhy
h

LW

y

x
T ==== ω

  
  . بايستي بدست آورد  ها مشخص نيست و مي اگر هر دو تكيه گاه در يك ارتفاع نباشد ديگر مختصات تكيه گاه

  

  :مي دانيم

Lxxdyy ABAB =−=− ,  

0

222
0

tan
T

wx

xTT

xW

=

+=

=

θ

ω

ω

 

    T0مينيمم كشش در طناب   

مشخص شود مي توانيم كمترين  Lو  hاگر 

  كشش را بدست بياوريم با جايگزين كردن 

xx BAT =min  

x کل بار در فاصله   

∫ +=
Bx

B dx

dy
S

0

2)(1   Bه گاه نقطه يتکC نقطه  نين ترييطول کابل از پا 

   



 139

  

∫ ∫

∫

+=+=

=

x

dx
dx

dy
dydxS

dLS

0

222 )(1

  









+≈⇒








+−+=

+−+=











+−+=+= ∫∫

242

0

2

4
6

44

2
0

22

0
4

0

44

2
0

22

0
2

0

22

)(
3

2
1....)(

3

2
)(

3

2
1

2
....)

406
1(

...
82

11

B

B
BB

B

B

B

B
BB

B
BB

BB

xx

B

x

y
xS

x

y

x

y
xS

y
T

xW

T

xW

T

xW
xS

dx
T

xW

T

xW
dx

T

xW
S

BB

بدست  بياوريد كمترين  –مثال 

  .و بيشترين كشش را در طناب 

  ) Aزير تكيه گاه  ′9پائين ترين نقطه طناب در اگر ( 

  

  

 

 

 

 

 

 

 در بسط نيوتني 

75 lb / ft 

A 
a = 9' 

D = 18  '  

120' 

B 
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0

2

0

2

0

2

0

2

2
27

2

2

)120(
9

2

012

012

T

xw

T

wx
y

T

xw

T

wx
y

XX

XX

BB

B

BA
A

BA

AB

===

−===

′−=
′=−

  

  

0min

0
0

2

0

2

2
2

2

)(8034
2

)08.76(75

2
27

)(08.760432007202
)120(

3

1

TT

lbT
TT

WX

ftXXX
X

X

B

BBB

B

B

=

=⇒==

=⇒=+−⇒
−=

  

  

  

BA

A

A
AA

B

B
BB

A

B

SSS

X

y
XS

X

y
XS

TXWTT

lbXWTT

+=









+=









+=

<=−+=+=

=+=+=

2

2

max
222222

0

222222
0max

)(
3

2
1

)(
3

2
1

)08.76120()75()8038(

)(9860)08.76()75()8038(

  

 Aنقطه  

 
 
 

 Bنقطه 

 Bدر : 

 Aدر : 

B 

A 
X 

-xA xB 
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اگر فرض كنيم كه اين جرم روي طناب بصورت يكنواخت قرار مي گيرد  Kg 10برابر است با  ABCكل جرم طناب  –مثال 

  .دست بياوريد ب

  ) h(عمق كابل را ) الف 

   Aضريب زاويه طناب در نقطه ) ب

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

)(05.49

005.490

NA

AF

y

yy

=

=−⇒=↑+ ∑

  
  

  

  

  

  

Ng 16.14215 =  

D 

Dx 

Dy 

Ng 1.9810 =  
Ay 

Ax 
A 

98.1  N 

)(6.1103

)(6.1103

0)5(15.147)10(1.98)5(1.98)2(0

0 NAT

NA

AM

X

X

XD

==
=

=−−−=+ ∑

5 m 5 m 

15 Kg 

10 Kg 

D E 

B 

A 

2 m C 

h 

yA 

Ax 

A 

Ay 

C 
T0 

5 m 

Ng 05.495 =  
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)(111)(111.0

0)5.2(05.49)5(05.49)6.1103(

0)5.2(05.490 )5(

mmhmy

y

AyAM

A

A

yXxC

=⇒=

=+−

=−−⇒=+ ∑

  
  

o54.2044.0
6.1103

05.49
tan =⇒=== φφ

x

y

A

A

  
  

  : كابل زنجيره اي 

  .كابلي است كه باري يكنواخت در امتداد طول خود دارد 

  = طول در امتداد خود كابل  وزن واحد

  
22

0
222

0 WTTsTT +=⇐= ω
  

ω
ωωω 0

0
222222 T

CcCTsCWSCT =⇐+=+=
  

  

  .در اين دياگرام معادله منحني شكل كابل مشخص نيست 

ω 

 ژول 

Ax 

A 
Ay 

(φ  

05205495 ).(.+)(AyA yXx  = - 
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T

T
Cos

T

T
dCosdd ssx

00 =⇐== θθ
  
  

2222 1 C/S

ds

SC

dsc
dx

+
=

+ω
ω=

  

⇒=
+

== −
∫∫ c

s
sinhC

C/S

ds
dxX

s
1

0
221  

00 T

W
tandx

c

x
sinhdx

c

s
dx

T

W
tanddy x

x =θ⇐===θ=
  

yT,sW,cT

TcwSwyw

)
c

x
Cosh(C

c

x
CoshCdx

c

x
sinhCy

Cydy

xx

y

c

ω=ω=ω=
=+=

⇒−=




==−

−=

∫

∫

0

22222

00

1

  
  

  

  هم سطح باشند  Bو  Aاگر دو نقطه 

Cyh=  عمق كابل    A−=  

  L= طول دهانه كابل 

   C= فاصله نقط مماني هم كابل 

dyyاگر دو نقطه هم سطح نباشند مانند كابل سهمي خواهيم داشت    

LXX

AB

AB

=−
=−

                  

  به  Kg  40به جرم    Dوزنه  –مثال 

  مي گذرد متصل Aل كه از نقطه  يك كاب

m15L,m5hاگر . شده است   ==   

  .معين كنيد   

   Bتا  Aطول كابل از ) الف 

C

x
CS sinh=  

c

x
CoshCy =  

222 CSy =−  

ds 

A 

C 
C 

h 

B 
L 

y 

B 

m 

D C 

A 

h = 5 m 

L = 15 m 
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  جرم كابل را بصورت جرم در طول) ب 

  .صرفنظر گردد  ADاز جرم كابل در قسمت  

  

  

yT

cW

cT

ω
ω
ω

=
=
=0

  

  

  

  

  

  

  

  

  

C

x
hCSCSy

mC
CC

hCosC
C

hCosC

CChy
C

hCosC
C

x
hCosCy

mhmxmL

NTTT

B
B

B
B

B

B

BA

sin,

)(3175.61
55.7

5
5.7

5
5.7

5,5.7,15

)(4.392

222

max

==−

=⇒+=⇒+=

+=+===

===
===

  

W 

maxT  

T0 C 

B 

L 

A 

B 

C 

y 

h 

0 

SB 

yB 

x 

mg 

A 

maxT  
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mKg
g

w
m

mNw

ChyT

mSmhS

B

BB

53.3
81.9

67.34

67.34

)3175.65(4.392)(

)(78.182)(39.9
3175.6

5.7
sin3175.6

max

===′

=

+=⇒+==

=⇒==

ωωω
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 فصل هشتم

 اصطكاك
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حتماً نيرويي به نام اصطكاك بين آن دو بوجود . اگر جسمي با آن سطح در تماس بيافتد. باشند براي سطوحي كه سخت و خشن مي

 هاي آنها يعني اينكه سطح. البته بعضي از اوقات دو جسم در مقابل حركت روي هم داراي هيچ نوع اصطكاكي نخواهند بود. آيد مي

كند چونكه اصطكاك هميشه خواهد بود حت اگر تعداد آن  البته اين مسئله كلاً در هيچ نوع جسمي صدق نمي. داراي اصطكاك نيستند

  .ناچيز باشد

مقدار اصطكاك .پس اصطكاك نيرويي است كه در مقابل با حركت ممانعت خواهد كرد و جهت آن نيرو مخالف جهت حركت خواهد بود

  )جهت اصطكاك(كه متناسب است با مقدار نيروي عمود بر سطح يك حدي خواهد داشت 

  :انواع اصطكاك

  Columb Friction: اصطكاك خشك -۱

  Fruid Friction: اصطكاك مايعات -۲

  

  ضريب اصطكاك: قوانين اصطكاك خشك

  
بگذرد ديگر بالانس تعادل  Fmحد از  Pاگر . رسد مي Fmبه حد ماكزيمم  Pهم اضافه شود تا اينكه مقدار  Fاضافه شود همينطور  Pاگر 

مجازاً وضع مولكولي . كمتر خواهد شد Fmبعد از يك لحظه كه حركت آغاز شد، مقدار اصطكاك از حد . استاتيكي برقرار نخواهد بود

گرديد و از آن به بعد سرعت آن بلوك اضافه خواهد . ها نسبت به هم در موقع حركت، كمتر خواهد شد حجم و سطح و نفوذ آن مولكول

  .در حاليكه بزرگي اصطكاك، ثابت خواهد ماند

  بايست باشد  يعني نيرويي مي. كوچك باشد اين بلوك حركت نخواهد كرد Pاگر 

  .گويند و مقاومت در موقع حركت خواهد داشت كه به آن اصطكاك مي

  
  .آيد بسته به نوع وضعيت سطح تماس دارند و بصورت تقريبي از روي آزمايشات بدست مي

  sµ: ريب اصطكاك ايستاييض

  xµ: ضريب اصطكاك

 .آيد آزمايشات بدست مي

 

Fm 

Fk 

F 

Fk 

 تعادل حركت





=

=

NxxF

NsmF

µ

µ
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 :اصطكاك  زاويه
   N )نرمال(بعضي از اوقات بهتر است كه نيروي اصطكاك و نيروي عمودي 

  .ناميم مي R اين نيروي برآيند را. را با يك نيرو جانشين كرد

φ= ي اصطكاكي ديناميكي ويهزا n  

φ= ي اصطكاكي استاتيكي زاويه s  
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  :دار اصطكاك در سطح شيب
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  :مثال ها

  گروه اول مسائل اصطكاكي :مثال

k.250 خير بدست بياوريد اگر بلوك در حال تعادل است يا) الف =µ  

NP را بدست بياوريد مقدار و جهت نيروي اصطكاك) ب 750=  

  

026752512000 =−+→=Σ cossinFF o

x  

  

)N(.F 6172=  

  

0267502612000 =−−→=Σ sincos)(NFy  

  

)N(.N 51404=  

)N(.).(.NF sm 649136051404 ==µ=  

P 

1.2kN 

25 ْ◌ 
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۰)N(.F >→تعادل برقرار است =6172 mFF  

  

  2گروه دوم مسائل اصطكاكي :مثال 
  .را به طرف بالا به حركت در آورد، بدست بياوريد كه بلوكرا   θكمترين مقدار ) الف(

  .ت بطرف بالا در حال حركت نگهدارد ، بدست بياوريدرا كه بلوك مقابل را پس از حرك Pكمترين مقدار ) ب(

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  الف(                                                                                                                      
o1

s 29.1935.0tan ==φ −  

  

  

    
    

)N(117129.44tan1200p ==  

  

R 
P 

P o
s 29.44=+= θφγ

P 

1.2kN 

25 ْ◌ 

9 2 
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F

W
NNWN

s

s
AAssA µ

µµµ
+

=→−=
1

)(

  ب(

  

    

  

  

  

  

  

p 1200 tan 39.04 973(N)= =  

  

  

  

  
باشد با ضريب  مي W وزن ديسك. كند شود و هيچ چرخي وارد نمي به ديسك مقابل وارد مي كه M بدست بياورد مقدار كوپل :مثال 

  sµاصطكاك 

 
     BsB NF µ=         MF sA µ=  

                                                         

   )(kNM sA µ+= 1          0=−− rFrM A     0=Σ BM  

 
    BsA NN µ=→             0=− BA FN            0=Σ xF 

  
     AsB NWN µ−=→      0=−+ WFN AB      0=Σ yF       

     
                                                                                    

  












+
+

=
21

1

s

s
sWrN

µ
µ

µ  

    

 :مثال  

  :را Pمعين كنيد مقدار و جهت حداقل نيروي       

  براي شروع حركت بطرف بالا) الف 

 نيروي لازم براي جلوگيري حركت جسم بطرف پائين ) ب 

     W=40(lb)                             
=25°                                        α  
=0.20                                      sµ  

   °= 3.11sφ          ⇒    20.0tan == ss µφ  

 

o
k 09.39=θ+φ=γ

R 
P 

P 
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     )الف

                                                 
       40(lb)                      

    P براي حداقل                                                   36.3°=11.3°+25°

  = 36.3° θ                                                              است °90 اين زاويه 

          

P = 40 sin36.3° = 23.7  (lb) 
  ) ب

  

 
 

                               40(lb)                                                          
    25° -11.3°  = 13.7°   

                =13.7          

  

  ) WEDGE–گاوه (نگاه دارنده 

نيروهاي  اين. ماشين هايي هستند كه براي بالا بردن بلوك ها وســنگ ها و همــينطور اجـسام سنگين ديگر بكار ميروند يا و ابزار

همينطور بخاطر شكل اين نگاهدارنده ها بعد از بلند كردن اين اجسام .سنگين را مي توان بطريق وارد كردن يك نيروي كمتر بلند كرد 

به طرف بالا  pنيروي را با كمترين  Aمثلاً بخواهيم بلوك       . آنها به حالت خوب بخاطر اصطكاك در همان مكان ها خواهند ماند 

                                                                                                                   ..ببريم

11 NF sµ= 

 

22 NF sµ= 

 
                                                                                          

                                                                                             
  W =معلوم    

     P =      ?                                   نامعلوم : N1 , N2 , N3 ,P                                              

                                 ∑ = 0XF                                 

                           ∑ = 0YF     22           1از شكل NF sµ=        

  2 از شكل             ول مجه 4 و معادله4

       ∑ = 0XF                       33 NF sµ=                                                                                        

                         ∑ = 0YF  

R

P

W

W

A

N

N1

2

2

N

N

P

P = 40 sin13.7° = 9.47  (lb) 
 

90
P W

R
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                        33 NF sµ=                                                       44 NF sµ= 
 
 

                                                                         

                                                                                                                            
                                                                                      

 
                                                                       

  

  

  

  

  

 
  .تنظيم مي شود  F , Eتير مقابل توسط يك گاوه آهني : مثال 

  عكس العمل تير. جوش داده شده است  ABبه تير CDورق 

   .100kNتوسط نيروهاي خارجي به روي بتن برابر است با 

0.30 =   بين آهن ها                    sµ  

0.60 =  بين بتن و آهن                 sµ     

  : جلوگيري شود،بدست بياوريد Qاگر حركت افقي تير مقابل توسط 

  .را كه براي بالا بردن اين تيرلازم است Pمقدار نيروي ) الف

  ).از وزن گوه ها صرف نظر كنيد(.  را Qمقدار ) ب 

  
  .يرين حركت نخواهد كردوسطي ، گاوه ز فرض مي كنيم كه به هنگام حركت تيرآهن بوسيله ي گاوه

   
         

     
 
 

       °= 7.16sφ            ⇒ 30.0=sµ  

   
      ←   Q = (100) tan 16.7° = 30 kN  

      

                  kNR 4.104
7.16cos

100
1 =

°
=   °= 7.16sφ              

                     

                                                       
 
 
 
 

                 

N

N3

1R

R2

W

2R

1

WR3
2

100 KN

QB
C

D

R1

Q

100 KN

R1

2

3

P

R

R
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           90°-16.7° = 73.3°                ,            90° – 26.7°=63.3°         
                                     

 E گاوه

                       

        26.7° + 16.7° = 43.4°  
  ؟ليز خواهد خورد يا خير Fببينيم كه آيا گاوه  مي بايستي چك كنيم و

  

  

  

  

  

  

                 = 16.7°+10° = 26.7°θ  
              °== − 0.3160.0tan 1

Concφ 

φθ     ⇒        حركت نخواهد كرد Fگاوه  < 
 
                                                                                                                                              

                                                                                                                          
                                                                

                                                                                              
 
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 

Fگاوه  
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  )  THREADED SCREWS-SQUARE (با برجستگي هاي مربعي –چ ها يپ
  

  .  وع پيچ ها براي جك ها وماشين هاي مختلف بكار مي روداين ن

P = ?        Q = ?  
 

  

  

  

Q    =   فاصله اي كه پيچ بعد از يك
r

Pa =  

 .دور با لاتر خواهد رفت 

  .را به بالا برد بدست بياوريم Wلازم است وزن را كه  Pمي بايستي از اين شكل مقدار

  حركت در حال شروع بطرف بالا      ←پيچ       سفت كردن

 ) Wبراي بالا بردن (  
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2rرا در فاصله ∆mمانند سطح يك جرم   كنيم بصورت ضرب  

2r m∆ محور طول توانيم آنرا ممان اينرسي جرم مي AA′ 

  . بناميم
2 2 2

1 1 1 2 i ir m r m .... r m∆ + ∆ + = ∆∑  

m ممان اينرسي جرم 2
nI r dm= ∫  

  ) 2kg.m واحد(

ممان اينرسي جرم نمايانگر مقاومت از سيستم در مقابل هر نوع 

  . باشند حركت از جرم مي

  
  

m 2 2 2
y

m 2 2 2
x

m 2 2
t

I r dm (2 x )dm

I r dm (y z )dm

I (x y )dm

= = +

= = +

= +

∫ ∫

∫ ∫

∫

  

  
  

  
  
  
  
  
  
  

yxyx IIII +=+ ′′

yx

xy

xy
yxyx

II

I

I
IIII

I

−
−=

+
−

+
+

=

2
2tan

)
2

(
2

22
minmax,

θ

 )۴۱- ۹شكل (

 )۴۲- ۹ شكل(

 )۴۳- ۹ شكل(



 ١٦٠

oxدستگاه در مركز ثقل جسم  y z′ ′ ′  

  G) كز ثقل جسممر(

G(x , y , z)

x x x

y y y

z g z

′= +
′= +

′= +

  

m 2 2 2 2
nI (y z )dm (y y) (z z) dm ′ ′= + = + + +

 ∫ ∫
  

  
  
  

  قانون تئوري محورهاي موازي 

m 2m 2
xx
m 2m 2
yy

m 2m 2
tt

I I m(y x )

I I m(x z )

I I m(x z )

′

′

′

= + +

= + +

= + +

  

m m 2I I md= +  

  
  
  
  

2
BBAAI I md′′ = +  

2 2 2k k d= +  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 
 
 

 )۴۴- ۹ شكل(

 )۴۵- ۹ شكل(



 ١٦١

  

  :ازكممان اينرسي صفحات ن

  هاي همگن وممان و با يك ضخامت براي جرم

m 2
AAI r dm dm tdA′ = = ρ∫  

m

V
ρجرم مخصوص        = =  

  
m 2
AA

m
AA AA
m
BB BB
m
CC c AA BB

I t r dA

I tI

I tI

I tJ t(I I )

′

′ ′

′ ′

′ ′ ′

= ρ

= ρ

= ρ

= ρ = ρ +

∫

  

  
  
  

  ورق مستطيلي 

m 3
AA AA

m 3
BB BB

1
I tI t( a b)

12
1

I tI t( ab )
12

′ ′

′ ′

= ρ = ρ

= ρ = ρ
  

tabجرم mρ =   اما =

m 2
AA

m 2
BB

m m m 2 2
CC AA BB

1
I ma

12
1

I mb
12

1
I I I m(a b )

12

′

′

′ ′ ′

=

=

= + = +

  

  
  ائي  ورق دايره

m m 4
AA AA

1
I t I t( r )

4
′ ′= ρ = ρ π  

21جرم
t( r m

4
ρ π = =  

m m 2
AA BB

m m m 2
CC AA BB

1
I I mr

4
1

I I I mr
2

′ ′

′ ′ ′

= =

= + =
  

  
  
  

  جرم

 داده حجم

2
22

2
x

m
x

mr
2
1

)
4
r

(
2
r

t

)r
4

1
(ttII

=πρ=

πρ=ρ=

 ۴۶- ۹شكل 

 )۴۷- ۹شكل (

 )۴۸- ۹شكل (

 ۴۹- ۹شكل 



 ١٦٢

 

  :ممان اينرسي جرمي اجسام سه بعدي توسط روش انتگرالگيري - 
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 METHOD OF VIRTUAL WORKروش كار مجازي                    
  

                             :كار نيرو

rdFdu
rr

.=  

  

            du=Fdr cosαكار ناشي از اثر يك  نيرو در يك نقطه
 

du>0      if   0<α<90˚                                             
du<0     if   90<α<180˚                                          r 
du=0      if   α=90                                                  

  

  

  ) jowle=N.m:                                           ( واحد كار

  

  

  

  

du=(F cosα)dr =F (dr cos α)                                 

  

ن نگه آبدون اصطكاك كه بدنه اصلي  توسط  pin مانند عكس العمل هاي داخل   du=0بعضي از نيرو ها  كار انجام   نمي دهند و 

ركت دوران كند، مانند عكس العمل روي سطح بدون اصطكاك كه جسم متصل به آن سطح روي سطح ح pinداشته شده است به دور 

كند،مانند نيروي واقع در تكيه گاه ثابت، مانند نيروي وزن كه خود جسم به سمت افقي حركت مي كند،مانند عكس العمل روي يك 

  .غلتك و غيره

  

  :          M=Fd       كار ناشي از دوران جسم توسط يك كوپل يا گشتاور
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                                                           3Fو2Fو1F  تحت تاثير نيروهاي Aفرض كنيم كه نقطه :  اصل كار مجازي

  اين تغيير مكان تغيير مكان بدهد Áبه نقطه Aگرفته  و فرض كنيم كه نقطه 

پس اين تغيير مكان                                                               . ممكن است كه اتفاق بيافتد وممكن است كه اتفاق نيافتد

  .بصورت مجازي فرض شده است

                   

                         

  =δجابجايي مجازي

  .بكار مي برند drا براي تشخيص جابجايي مجازي است و آنر rمشتق درجه اول
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نقطه براي تمام تغيير  ,تئوري كار مجازي مي گويد كه اگر نقطه اي در تعادل باشد جمع كل كارهاي مجازي نيروهاي وارد بر ان

  .مكانهاي مجازي ان نقطه صفر خواهد بود

  

لازم                                ⇒ ⇒ اگر تعادل   R=0 ⇒  δu=0            ⇐ لازم و كافي   

R=0⇒  R.δr=0 ⇒ δu=0⇒كافي 

 
 

جمع كل كارهاي مجازي نيروهاي خارجي  ,اشدهمچنين تئوري كار مجازي براي يك جسم صلب مي گويد كه اگرجسمي درتعادل ب

  .وارد برآن جسم براي هرتغييرمكان مجازي صفر خواهد بود

  

  را 0Mبااستفاده ازروش كارمجازي نيروي كوپل : مثال

  .طوري بدست آوريد كه سيستم روبرو درتعادل باشد 
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