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  جلسه اول
  )Differential Equations(معادلات دیفرانسیل 

و معادلات دیفرانسیل معادلاتی هستند که رفتارهاي فیزیکی و شیمیایی و حرارتی یک سیستم را به صورت مشتق 
  . کندرزي و اولیه گفته می شود بیان می تحت شرایطی که به آن شرایط م

  
  هاي مستقل و وابستهمتغیر
ی هستند که مقادیري را از دامنه یک تابع بر می دارند و متغیرهاي وابسته تابعی از یمستقل متغیرها هايمتغیر

  . متغیرهاي مستقل می باشند
  

  :ور کلی به دو نوع تقسیم می شوندمعادلات دیفرانسیل به ط
 معادلات دیفرانسیل معمولی)Ordinary Differential Equations (که بهODE معروفند. 

 معادلات دیفرانسیل مشتقات جزیی)Partial Differential Equations (که بهPDE معروفند. 
 

  PDEو ODEتفاوتهاي
 

1. ODE  می تواند چند متغیر وابسته داشته باشد که البتهPDE هم می تواند .  
2. ODE  د در حالی که نتنها یک متغیر مستقل باید داشته باشهاPDE  یک متغیر مستقل  بیش ازها

  . ر مستقل باید داشته باشدحداقل دو متغی PDE .دارند
3. ODE را می توان به صورت یک فیزیکی  به این معنا که مدلهاي بسیار ایدآل و ساده شده. ندالها اید

ODE در حالی که ، بیان کردPDE ی که در طبیعت وجود یها واقعیترند به این مفهوم که سیستم ها
  . مدل می شود PDEا با یک دارد رفتار آنه

 .استفاده می شود ∂از نماد  PDEو  dاز نماد  ODEبراي  .4

حل یک معادله دیفرانسیلی معمول بسیار ساده است و برابر مجموع جواب حالت خصوصی و حالت  .5
 . دناست و راه حل طولانی دار ها حل به صورت PDEي ااما بر. همگن است

 
  )Order(عادله دیفرانسیلمرتبه یک م

  . بیشترین مرتبه مشتق موجود در معادله را مرتبه معادله می نامند
  

  )Equation Nonlinear and Linear(و غیر خطیخطی سیل معادله دیفران



شده باشند و متغیر نمعادله دیفرانسیلی را خطی می نامند هرگاه متغیر وابسته در مشتقات و یا مشتقات در هم ضرب 
푢 مثلا معادلات .نداشته باشند یکتوان غیر آن، ته یا مشتقات وابس + 푢 = 푢 푢푢و  		 + 푢 = 푥푦			  

푢غیرخطی و معادلات  + 푢 = 푢  و푢 + 푢 = 푥푦  هستندخطی.  
  

   )Boundary Conditions and Initial Conditions(و اولیه شرایط مرزي
شرایط مرزي  .همان شرایط فیزیکی حاکم بر مسأله است که براي حل معادله به آن نیاز داریمو اولیه شرایط مرزي 

. بیان می کند) لحظه صفر(و شرایط اولیه مقدار تابع و مشتق آن را در زمان اولیه مقدار تابع را در نقطه اي معلوم 
موجود در ین صورت بالاترین مرتبه مشتق در ا صورت معادله دیفرانسیل بیان شود ممکن است شرایط مرزي به

همان تعاریف خطی و غیرخطی که در مورد معادله بیان شد در مورد شرایط . آن را مرتبه شرط مرزي می نامند
لازم است بستگی به مرتبه آن معادله نسبت به  تعداد شرایط مرزي که براي حل یک معادله.مرزي هم صادق است

با توجه . بستگی به مرتبه معادله نسبت به جمله زمان دارد ،تعداد شرایط اولیه لازممکان و  )یا جمله هاي(جمله 
عادلات به اینکه در انتقال حرارت بیشترین مرتبه مشتق معادله نسبت به ترم زمان، یک می باشد بنابراین در م

باشد به هیچ  )مستقل از زمان(ئمیکه البته اگر مساله دا تنها به یک شرط اولیه نیاز داریم ،انتقال حرارت دیفرانسیلی
مثال زیر یک معادله دیفرانسیل مرتبه دوم خطی را نشان می دهد که چون نسبت به ترم . شرط اولیه اي نیاز نیست

هم از مرتبه دوم ) 푡(همچنین معادله نسبت به ترم زمان.از مرتبه دوم است به دو شرط مرزي نیاز دارد) 푥(مکان
  .اولیه نیاز دارد است بنابراین به دو شرط

  

=
∁
	   

퐵표푢푛푑푎푟푦	퐶표푛푑푖푡푖표푛푠		(퐵.퐶푠) 푢	(0, 푡) = 0																																																																												
푢	(퐿, 푡) = 0																																																																														  

퐼푛푖푡푖푎푙	퐶표푛푑푖푡푖표푛푠		(퐼. 퐶푠) 									
푢	(푥, 0) = 푓(푥)																										
푢 (푥, 0) = 푔(푥)																									  

  
  )Homogeneous and Nonhomogeneous Equations (  نغیر همگو معادلات همگن 

معادله غیر . می نامندهمگن معادله را ضرب شود معادله تغییر نکند  Cانند هرگاه متغیر وابسته در عدد ثابتی م
  :معادله زیر غیرهمگن است .همگن معادله اي است که همگن نباشد

= 푇   

(∁ ) = 	 (퐶푇) ⟹ = 	 퐶 푇 ⟹ = 	퐶푇   



  مسئله همگن خطی 

  . مسأله اي را همگن و خطی نامند هرگاه هم خود معادله و هم شرایط مرزي حاکم بر آن همگن و خطی باشند

  

  مثال
. می باشدشافتی تحت اعمال یک لنگر پیچشی مطابق شکل زیر قرار گرفته است در حالیکه انتهاي دیگر آن ثابت 

  )معادله دیفرانسیلی حاکم بر آن را بدست آورید(. مولیته کنیدرا فر مساله، آنداده هاي  رحسبب
W   ،وزنw ،وزن واحد حجمA(x) ،سطح مقطع عرضیI(x)  ،ممان اینرسیT،گشتاور m ،جرم زاویه پیچش، 
 xJ)(،زمان  t،زاویه اي شتابسرعت زاویه اي،  و  شعاع	ژیراسیون K،مدول برشی Gممان قطبی،  

	푓	 푥,휃	, 휃̇, 푡 گشتاورهاي دیگر بر واحد حجم می باشد.  
  

  
  

   حل
  
  : کرده و معادله تعادل را براي آن می نویسیمجدا از جسم  푥∆به طول یلمانا
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2

t
IM   

퐼 = 	푚퐾 					  

푚 = 	 = 	 ( )∆   

퐽 = 퐴푘 ⟹ 푘 = 	 ( )
( )
	  



	퐼 = ( )∆ ( )
( )

= ∆ ( )	  

푇| ∆ − 푇| + 푓	 푥,휃	, 휃̇, 푡 퐴(푥)∆(푥) = ∆ ( ) 	 			  

  :و گرفتن حد خواهیم داشت 푥∆با تقسیم طرفین رابطه فوق بر

	lim∆ →
	| ∆ |

∆
+ 푓	 푥, 휃	, 휃̇, 푡 퐴(푥) = 퐽(푥) 	   

+ 푓	 푥,휃	, 휃̇, 푡 퐴(푥) = 퐽(푥) 	   

  :از مقاومت مصالح بیاد داریم

휃 = 							푇 = 퐺퐽	 	  

=م در منطقه الاستیک باشیم در این صورت  فرض می کنی   :در نتیجه 	

푇 = 퐺퐽(푥)
휕휃
휕푥

 

  :با جایگذاري در معادله تعادل

퐺퐽(푥) 	 + 푓	 푥, 휃	, 휃̇, 푡 퐴(푥) = 퐽(푥) 	   

⟹ 퐽(푥) 	 + 푓	 푥, 휃	, 휃̇, 푡 ( ) = 퐽(푥) 	   

  :با صرفنظر از گشتاورهاي دیگر و ثابت فرض کردن ممان قطبی داریم

= 	  

  :فرض می کنیم

= 푎   

 

  :درنتیجه

= 푎 	 	  

  .معادله دیفرانسیل مشتقات جزیی بدست آمده، معادله حاکم بر پیچش شافت خواهد بود



  )The Heat Diffusion Equation( معادله پخش حرارت

  :را براي آن می نویسیم ژيالمانی از جسم را در نظر گرفته و قانون بقاي انر

 

 
 

اضافه نرخ تولید انرژي گرمایی در داخل حجم کنترل  نرخ ورود انرژي هاي گرمایی و مکانیکی به حجم کنترل به
منهاي نرخ خروج انرژیهاي گرمایی و مکانیکی از حجم کنترل باید با نرخ افزایش انرژي ذخیره شده در حجم 

  .کنترل برابر باشد

퐸̇ − 퐸̇ + 퐸̇ = 퐸̇   

퐸̇ = 푞 | + 푞 | + 	 푞 |  
퐸̇ = 푞 | ∆ + 푞 | ∆ + 	 푞 | ∆  
퐸̇ = 푞̇푑푉 = 푞̇∆푥∆푦∆푧 

퐸̇ = 푚퐶
휕푇
휕푡 = 휌	푑푉퐶

휕푇
휕푡 = 휌	(∆푥∆푦∆푧)퐶

휕푇
휕푡 

 :مقادیر فوق را در معادله بقاي انرژي قرار می دهیم

푞 | + 푞 | + 	 푞 | − (푞 | ∆ + 푞 | ∆ + 	푞 | ∆ ) + 푞̇	∆푥∆푦∆푧 = 휌	(∆푥∆푦∆푧)퐶
휕푇
휕푡  

  :از بسط تیلور داریم

푞 | ∆ = 푞 | + 	 ∆푥, 

푞 | ∆ = 푞 | + 	 ∆푦, 



푞 | ∆ = 푞 | + 	
휕푞
휕푧

∆푧 

  : با جایگذاري در رابطه فوق

− ∆푥 − ∆푦 − ∆푧 + 푞̇(∆푥∆푦∆푧) = 휌	(∆푥∆푦∆푧)퐶 휕푇

휕푡
	  

푞)اما از قانون فوریه = 	−푘	퐴   :می دانیم (

푞 = 	 −푘	(∆푧∆푦)  

푞 = −푘	(∆푥∆푧)  

푞 = −푘	(∆푥∆푦)  

  :در نتیجه

− (−푘∆푧∆푦 ∆푥)− (−푘∆푥∆푧	 ∆푦) − (−푘∆푥∆푦 ∆푧) + 푞̇(∆푥∆푦∆푧) =

휌	(∆푥∆푦∆푧)퐶 	  

  :푥∆푦∆푧∆تقسیم طرفین این رابطه بربا 

푘 + 푘 + 	 푘 + 푞̇ = 휌퐶   

  : خواهیم داشت بر آن یند ایزتروپیک صادق است و تقسیم طرفو با فرض ثابت بودن ضریب هدایتی که براي موا

	 + + + ̇ =   

α موادي که ضریب پخش گرمایی بالاتري .می نامند)Thermal Diffusivity(را ضریب پخش گرمایی  =
ی در معادله دیفرانسیلی توزیع دما در مختصات دکارت .داشته باشند نسبت به تغییرات دمایی سریعتر پاسخ می دهند

     :نهایت بصورت زیر بدست می آید
+ + + ̇ =

α
       



  جلسه دوم 
   )Boundary Conditions(شرایط مرزي

چون نسبت به مکان از مرتبه دوم (به ازاي هر مختصات مکانی حل معادله دما مستلزم داشتن دو شرط مرزي 
البته در مسائل دائمی چون جمله زمان  .چون نسبت به زمان از مرتبه اول است و یک شرط اولیه است) تاس

از این شرایط براي تعیین ثابتهایی که از حل معادله مشتقات جزیی .به هیچ شرط اولیه اي نیاز نیست وجود ندارد
در انتقال حرارت وجود دارند بصورت  نوع شرط مرزي که معمولاً پنج.پخش گرما بدست می آید،استفاده می شود

  :زیر است

 )Dirichlet Boundary Condition(شلت یدیرمرزي شرط  -1

و معلومی قرار داشته باشد مانند شرایط مرزي شکل  سطح در دماي ثابتاین وضعیت هنگامی است که 
  :زیر

  
شکل کلی شرط مرزي نوع اول .معلوم است) Lx(و راست) 0x(در این شکل،دماهاي دو وجه چپ

  :بصورت زیر استدر انتقال حرارت یک بعدي 

2

1

),(
),0(

TtLT
TtT


  

  .دماهایی معلومند 2Tو1Tکه در آن
 Neumann Boundary Condition)(نیومنمرزي شرط  -2

qینو مع ی ثابتیحالت شار گرمادر این     شرایط مرزي شکل زیر را ببینید.استدر سطح برقرار.   

  
  :در حالت کلی،شرط مرزي نیومن بصورت زیر است



x
x

q
x
Tk 



  

  .مکانی معلوم بوده که شار حرارتی در آنجا وجود دارد xکه در آن 
  : لذا 0xq، چون ه باشدآدیاباتیک یا عایق شد ،سطححالت خاص نیومن زمانی است که 

0),(





xx
txT

 
  .مکان قرارگرفتن عایق است xکه در آن 

.در دماي ثابتی قرار دارد) x=L(عایق است و وجه سمت راست) x=0(مثلا در شکل زیر وجه چپ
  

  

  
ون شیب نمودار دما در آن چ) شکل زیر(در لایه اي از دیوار که توزیع دما نسبت به آن لایه متقارن باشد

  .لایه صفر است گرادیان دما برابر صفر خواهد بود
0),(






xx
txT  

x مکان لایه اي است که تقارن دمایی نسبت به آن وجود دارد.   
  

  



 )Convection Boundary Condition(جابجاییشرط مرزي  -3

توسط انتقال حرارت جابجایی سرمایش  از موازنه انرژي در سطح ماده که در آن گرمایش یااین حالت 
شکل کلی آن بترتیب در فرایند گرمایش و سرمایش بصورت زیر است که در .وجود دارد بدست می آید

:مکانی معلوم بوده که تبادل حرارتی در آن صورت می گیرد xآن 
  

]),([

)],([

















TtxTh
x
Tk

txTTh
x
Tk

x

x  

  
  

 )Radiation Boundary Condition(تشعشعشرط مرزي  -4

توسط انتقال حرارت تشعشعی از موازنه انرژي در سطح ماده که در آن گرمایش یا سرمایش ت این حال
شکل کلی آن بترتیب در فرایند گرمایش و سرمایش بصورت زیر است که در .وجود دارد بدست می آید

  :مکانی معلوم بوده که تبادل حرارتی در آن صورت می گیرد xآن 

 
]),([

]),([
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 )Interface Boundary Condition(رزي لایه مشتركشرط م -5

که بطور کامل در تماس با همند هم دما باید یکسان باشد و هم نرخ B و Aدر لایه مشترك دو جسم 
  :بنابراین شرایط مرزي در لایه مشترك بصورت زیر خواهند بود.انتقال حرارت

x
txTk

x
txTk

txTtxT

B
B

A
A

BA











),(),(

),(),(
 

x مکان لایه مشترك است.   

  

  
 

 )Generalized Boundary Condition(مرزي کلی  شرط -6

این شرط مرزي بیان می کند مجموع نرخ تمام حالتهاي مختلف انتقال گرمایی که به یک سطح وارد می 
شوند باید برابر مجموع تمام نرخ انتقال حرارتهایی باشد که به صورتهاي گوناگون از آن سطح خارج می 

  :شکل کلی آن بصورت زیر است.شوند

  ei qq  



بعنوان مثال در شکل زیر نرخ گرماي هدایتی که از درون به سطح کره می رسد باید برابر مجموع انتقال 
  .گرمایی باشد که بصورت جابجایی و تشعشع از سطح کره خارج می شود

  
رابر گرمایی باشد که به و یا در شکل پایین نرخ گرمایی که به شیوه جابجایی به وجه چپ دیوار می رسد باید ب

همچنین مجموع این گرماي هدایتی هنگامی که به وجه راست دیوار می .روش هدایتی وارد دیوار می شود
رسد و گرمایی که از طرف خورشید به همان وجه می تابد باید با کل حرارتی که به روشهاي تشعشعی و 

  . دجابجایی از وجه راست به بیرون انتقال می یابد،برابر باش

  
  

   (The Lamped Capacitance Method)ظرفیت گرمایی فشرده  روش
تابعی از  را می توان تنها دمامی توان فرض کرد گرادیان مکانی دما در داخل جسم ناچیز بوده و لذا در این روش 

  . در نظر گرفتزمان 
مانند فولاد (بزرگ باشد و ضریب هدایتی جنس آن) مانند ساچمه هاي تفنگ(بطورکلی هرگاه سایز جسم کوچک 

ط براي ایشر) مانند هوا یا آب نسبتا ساکن(و اگر جسم در محیطی با ضریب جابجایی کوچک قرار گیرد) و یا مس



بطور خلاصه می توان گفت استفاده از روش ظرفیت گرمایی فشرده  .خواهد بود مناسباستفاده از این روش 
   .ایسه با مقاومت جابجایی بسیار کوچک باشدهنگامی مجاز است که مقاومت هدایتی جسم در مق

푅 =  				푅 =   

푅 	≪ 푅  					 	≪ 1  

Biot	number = 	 	
	

= = 	   

	퐵푖 = 	 									퐿 = 	   

  .باشد 0.1آن است که عدد بیو کمتر از  شرط معتبر بودن ظرفیت گرماي فشرده

  

   مثال
محل اتصال ترموکوپل با بخار را می توان کره اي . دماي بخار را با استفاده از یک ترموکوپل اندازه گیري می کنند

 0.4kJ/kgCرت مخصوص، حرا8400kg/m3، جرم حجمی30W/mC، ضریب هدایتی0.75mmبه قطر
  باشد، 600W/m2Cسطح کره اگر ضریب انتقال حرارت جابجایی بین بخار و. فرض کرد

 آیا می توان از روش ظرفیت گرمایی فشرده استفاده کرد؟) الف  
 درصد اختلاف دماي بخار از  99اختلاف دماي ترموکوپل از دماي اولیه به   چه مدت طول می کشد تا)ب

 برسد؟دماي اولیه ترموکوپل 

 

 
  حل

 الف(  

퐿 = 	
푉
퐴 = 	

4
3휋푅

4휋푅 = 	
1
3푅 = 		

1
3 ×

1
2 × 0.75 × 10 = 	

1
8 × 10  



Bi = 				⇒ 			퐵푖 = 	
× ×

= 2.5	× 10 	< 0.1	 

  .پس می توان از این روش استفاده کرد      

 را می نویسیم انرژيمعادله بقاي ) ب:  

퐸̇ − 퐸̇ + 퐸̇ = 퐸̇  

  :خروجی و تولیدي در کره، این معادله بصورت زیر در می آید انرژيبا توجه به نبود       

퐸̇ = 퐸̇  

ℎ퐴	(푇 − 푇) = 휌퐶푉	 					⇒ 					 = 	 푑푡  

∫ 	
= 	 	∫ 푑푡 ⇒ Ln(푇 −	푇 ) 푇

푇 = 		 푡	  

퐿푛 	
	

= 	 푡								 ⇒						 	
	

= 푒	 		   

  :می دانیم

	푇 − 푇 − 푇 + 푇 = 푇 −	푇   

  :طبق فرض مساله

	푇 − 푇 = 0.99(푇 − 푇 ) 

  :رابطه بالا قرار می دهیم در

0.99(푇 − 푇 	) − 푇 + 푇 = 푇 −	푇   

푇 − 푇 = 0.01	(푇 −	푇 )⇒ 	
	

= 0.01		  

	
	

= 푒	 								⇒								  0.01 =  푒	 			⇒	휌 	푡 = 퐿푛	0.01  

⇒푡 = 	− ln 0.01  

푉
퐴

= 퐿⇒ 푡 = 	 −
휌퐶
ℎ
퐿 ln 0.01 

⇒푡 = −	 × . × × 10 ln 0.01	 ⇒ 푡 = 3	. 22푠  

 



  تبدیل مختصات 
که در یک سیستم مختصات داریم به سیستم مختصات توزیع دما را  معادله دیفرانسیل مبحث می خواهیمدر این 

این معادله را در  می خواهیم توزیع دما معلوم است دیفرانسیلمثلاً در سیستم دکارتی معادله . دیگري انتقال دهیم
  . سیستم استوانه اي بدست آوریم

휕 푇
휕푥 +

휕 푇
휕푦 +

휕 푇
휕푧 +

푞̇
푘 =

1
α
휕푇
휕푡  

  :در سیستم استوانه اي دما تابعی از متغیرهاي زیر است

푇 = 푇	(푟, 휃, 푧, 푡)	  
  :از قاعده زنجیره اي در مشتق می دانیم

= + + +   

푧, 푡	  ازمستقل푥 بنابراین. هستند:  

	 = 		 +   

 

푥 = 푟 cos휃	⇒	 = 	 푐표푠휃 + 푟	 = 푐표푠휃 + 푟	   

⇒1 = 	 cos휃	 − 푟	푠푖푛휃 																푖	  

푦 = 푟	푠푖푛휃	⇒ = sin휃 + 푟 = sin 휃 + 푟 	 	  

= sin 휃 + 푟푐표푠휃		   

  푦و	푥 مستقل از همند )= 0 (  

⇒0 = sin 휃 + 푟푐표푠휃		 															푖푖  

i	, ii	 ⇒	 = 	
				 		
						 	
									
									 	

		= 	 = 푐표푠휃  

i	, ii	 ⇒			 = 	
						
						

									
									 	

	= 	−	   



	= 		 + 		  

	= 		 cos 휃 + 	(−	 	)   

= 	 = 	 	 + 	 	 + 	 + 	 	  

푧و	푡 مستقل از푥 اند بنابراین دو جمله آخر صفر خواهند شد.  

= 	푐표푠휃 + 	 	(	 	) 	 + 	푐표푠휃 + 	 	(	 	)   

= 	푐표푠휃 + 	 −	 	 + 	 	 +  

	푐표푠휃 − 푠푖푛휃 + 	 −	 	 − 	 	 ⇒  

= 	푐표푠휃 + 	 −	 	 + 	 	푐표푠휃 +  

휕 푇
휕푟휕휃 	푐표푠휃 − 푠푖푛휃

휕푇
휕푟 +

휕 푇
휕휃 	 −	

푠푖푛휃
푟 	 −

푐표푠휃
푟 	

휕푇
휕휃 	(−	

푠푖푛휃
푟 	)⇒ 

= 	 	푐표푠 휃 + 	 −	 	 	 + 	   

+ 		 −	 	 	 + 	 	 	 + 	 	 	 + 		 	  

:با ساده سازي خواهیم داشت  

= 	 	푐표푠 휃 − 	 + 	 	 + 		 	 	 + 	 	 	   

  .ست آوردرا بد بهمین ترتیب می توان

+با قرار دادن در معادله  + + ̇ =
α

اي  معادله دیفرانسیلی توزیع دما در مختصات استوانه  

  :بصورت زیر بدست خواهد آمد

휕 푇
휕푟 +

1
푟
휕푇
휕푟 +

1
푟
휕 푇
휕휃 +

휕 푇
휕푧 +

푞̇
푘 =

1
α
휕푇
휕푡  

  
  



  وم سجلسه 
   )Fin(پره
  . براي افزایش انتقال حرارت با استفاده از افزایش سطح مؤثر استفاده می شودپره ها از 
  

  
  

   هدف از تجزیه و تحلیل پره ها
   معادله حاکمتعیین)Governing  Equation( 

  یع دماتوزحل آن معادله و تعیین)Temperature  Distribution( 

  پره راندمانمحاسبه)Fin   Efficiency(  
  

  :ار رفته در تجزیه و تحلیل پره ها بصورت زیر تعریف می شوندمتغیرهاي بک
푇 :  base temperature دماي سطح پایه 

 푇 :  ambient temperature دماي محیط 

ضریب جابجایی  h :  convection coefficient 

مساحت جانبی  퐴 : lateral	area  

مساحت سطح مقطع  퐴 : cross	sectional	area  

ضریب هدایت  k : conductivity 

محیط  P : circumference 

  مثال
پره اي را که در یک محیط قرار گرفته و با آن تبادل حرارت انجام می دهد با در نظر گرفتن فرضیات زیر، تجزیه و 

  .تحلیل کنید

  

 



 سطح مقطع عرضی پره ثابت است. 

 ضریب هدایتی جنس پره ثابت است.  

 اثرات تشعشع ناچیز است. 

 شرایط دائمی است. 

  
  حل

  :را براي آن می نویسیم انرژيالمانی از پره را در نظر گرفته و معادله بقاي 

 
 

퐸̇ − 퐸̇ + 퐸̇ = 퐸̇   

نمی شود و همچنین شرایط دائمی است، معادله بقاي انرژي بصورت زیر ساده می چون در داخل پره گرما تولید 
  :شود

퐸̇ = 퐸̇  
 
퐸̇ = 푞  
퐸̇ = 푞 + 푑푞  

  :درنتیجه

푞 = 푞 + 푑푞 						  

푑푞 ز طرفیا  = ℎ푑퐴 	(푇 − 푇 푞					: و از بسط تیلور داریم ( = 푞 + 	푑푥  

  :درون رابطه فوق جایگذاري می کنیم



푞 = 푞 + 	푑푥 + 	ℎ푑퐴 	(푇 − 푇 )⇒ 	푑푥 + 	ℎ푑퐴 	(푇 − 푇 ) = 0  

푞	 :از قانون فوریه به یاد داریم = 	 −푘퐴 و می دانیم سطح جانبی)푑퐴 ( برابر حاصلضرب محیط مقطع
  :درنتیجه) 푃푑푥(در طول المان است

−푘퐴 푑푥 + ℎ푃푑푥	(푇 − 푇 ) = 0		  

  :است و ضریب هدایتی ثابت چون بموجب فرض مساله، سطح مقطع

−푘퐴 	푑푥 + ℎ푃푑푥	(푇 − 푇 ) = 0	  

푘퐴−با تقسیم بر 푑푥 خواهیم داشت: 

푑 푇
푑푥

−
ℎ푃
푘퐴 	

	(푇 − 푇 ) = 0					 

	:فرض می کنیم
	

= 푚)چون همواره مثبت است(  

  :بصورت زیر بدست می آیدبر پره در نتیجه معادله دیفرانسیلی حاکم 

푑 푇
푑푥

− 푚 	(푇 − 푇 ) = 0								 

  :اکنون آن را حل می کنیم

     푇 − 푇 = 휃	⇒	 = 	   

−	푚 휃 = 0⇒훼 −	푚 = 0⇒훼 = ±푚⇒휃(푥) = 	 푐 푒 + 푐 푒   

⇒푇 − 푇 = 푐 푒 + 푐 푒 ⇒ 		푇(푥) = 푇 + 푐 푒 + 푐 푒 	  

) x=0(فرض کنیم دما در پایه پره .از شرایط مرزي حاکم بر مساله بدست می آیند Cو  Cبدیهی است ثابتهاي
  :می نامیم T0این دما را  ،معلوم باشد

 푇(0) = 푇 		⇒ 			푇 = 푇∞ + 푐 + 푐  

)شرط دوم در نوك پره  lx    :که عبارتند ازدهد  بیانگر یکی از چهار حالت فیزیکی است که در عمل روي می (

 دماي نوك معلوم)lTT ( 

   0(نوك آدیاباتیک
lxdx

dT( 



  نوك درتبادل جابجایی با محیط)
lxdx

dTkTlTh


  ))((( 

  67.2(پره طویلml( 
 

  :حالت دوم را در نظر می گیریم

푎푡		푥 = 푙 ∶
푑푇
푑푥

= 0⇒푐 푚푒 − 푐 푚푒 = 0⇒푐 = 푐 푒  

푐 :قبلا داشتیم + 푐 = 푇 − 푇∞ بنابراین:  

푐 푒 + 푐 = 푇 − 푇 ⇒	푐 =
푇 − 푇

1 + 푒 ⇒푐 =
푇 − 푇

1 + 푒 	푒  

  :با قرار دادن ثابتها، معادله توزیع دما بصورت زیر بدست آمده و ساده می شود

푇 = 푇 +
푇 − 푇

1 + 푒
	푒 	푒 +

푇 − 푇
1 + 푒

		푒  

푇 − 푇
푇 − 푇

= 	
푒 	푒
1 + 푒

+ 	
푒

1 + 푒
= 	

(푒 + 	푒 	( )푒
(1 + 푒 )푒

 

푇 − 푇
푇 − 푇

= 	
푒 ( ) + 	 푒 ( )

푒 + 푒
=
푒 	( ) + 푒 	( )

2
푒 + 푒

2

⇒	 

푇 − 푇
푇 − 푇

= 	
푐표푠ℎ푚	(푙 − 푥)

푐표푠ℎ푚푙
						 

  .بدست می آید ،بدین ترتیب معادله توزیع دما در حالتی که نوك پره، آدیاباتیک باشد
انتقال . ی از پره به انتقال حرارت ایدال از آن پرهراندمان پره طبق تعریف عبارتست از نسبت انتقال حرارت واقع

  .قرار داشته باشد 푇حرارت ایدال هنگامی خواهد بود که تمام پره در دماي
  :بدست می آوریم پره را براي حالت دوم  راندمان 

푇 − 푇
푇 − 푇

= 	
푐표푠ℎ푚	(푙 − 푥)

푐표푠ℎ푚푙
 

  .برابر با گرمایی است که پره به محیط می دهدمی شود ره منتقل مقدار گرمایی که از پایه به پ

0


x

cact dx
dTkAq  

푇 = 푇 + (푇 − 푇 ) 		
푐표푠ℎ푚	(푙 − 푥)

푐표푠ℎ푚푙  



푑푇
푑푥

= 	 (푇 − 푇 ) 		
−푚푠푖푛ℎ푚	(푙 − 푥)

푐표푠ℎ푚푙
	 

푞 = 	 −푘퐴 (푇 − 푇 ) 		
−푚푠푖푛ℎ푚푙
푐표푠ℎ푚푙

	= 푘푚퐴 (푇 − 푇 )푡푎푛ℎ푚푙	 

푞 = ℎ퐴 (푇 − 푇 ) = ℎ푃푙	(푇 − 푇 ) 

ɳ	 = 	
푘푚퐴 (푇 − 푇 )푡푎푛ℎ푚푙

ℎ푃푙	(푇 − 푇 ) = 	
푚푡푎푛ℎ푚푙
ℎ푃
푘퐴 푙

=
푚푡푎푛ℎ푚푙

푚 푙 =
푡푎푛ℎ	푚푙
푚푙  

  .مشاهده می شود با افزایش طول پره، راندمان آن کاهش می یابد

 

  دیفرانسیل معمولی بسیار مهم تمعادلا
هنگام حل بسیاري از  ،چون اساس حل معادلات مشتقات جزیی، تبدیل آنها به معادلات دیفرانسیل معمولی است

  :زم است جواب این معادلات را بدانیددیفرانسیل زیر ظاهر می شوند که لا تمعادلاآنها 
 210 cxcyy   
 xcxcyyy  sincos0 21

2   
 xcxcyyy  sinhcosh0 21

2   
معادلات دیفرانسیل معمولی دیگري هم مواجه ممکن است با البته . در نظر گرفته شده است xتابعی از  yدر اینجا 

  .در قسمتهاي بعدي جزوه به آنها هم اشاره می شودکه شوید 
 

  همگن مشتقات جزئیمعادلات حل 

  .روش کلی حل اینگونه معادلات در مثال زیر نشان داده شده است

  مثال

  .معادله مشتقات جزیی زیر را با توجه به شرایط مرزي و اولیه داده شده حل کنید

= 	 푎 	   

휃 = 휃	(푥, 푡)  

퐵. 퐶푠 휃(0, 푡) = 0
휃(푙, 푡) = 0   

퐼. 퐶푠 휃(푥, 0) = 푓(푥)
휃 (푥, 0) = 푔(푥)  



  حل

استفاده می ) Separating of Variables( چون معادله و شرایط مرزي همگن است از روش جداسازي متغیرها
این کار باعث . غیرهایش در نظر می گیریمتابع از مت وکنیم در این روش تابع جواب را بصورت حاصلضرب د

با حل معادلات دیفرانسیل، هر کدام از این . تبدیل معادله مشتقات جزیی به معادله دیفرانسیل معمولی می شود
  .توابع  بطورجداگانه بدست می آید

휃(푥, 푡) = 푋(푥)푇(푡)  

휕휃
휕푥

=
휕
휕푥

(푋푇) = 푇	
푑푋
푑푥

= 푇	푋  

휕 휃
휕푥 = 	

휕
휕푥 	

휕휃
휕푥 = 	

휕
휕푥	

(푇	푋 ) = 푇
푑푋
푑푥 = 푇푋  

휕휃
휕푡

=
휕
휕푡

(푋푇) = 푋	
휕푇
휕푡

= 푋	
푑푇
푑푡

= 	 푋푇  

휕 휃
휕푡

= 	
휕
휕푡
	
휕휃
휕푡

= 	
휕
휕푡
	(	푋푇 ) = 푋

푑푇
푑푡

= 푋푇  

  :ادله اصلی، جایگذاري می کنیمدر مع

휕 휃
휕푥 = 	 푎 	

휕 휃
휕푡 		⇒푋 푇 = 	 푎 	푋푇 ⇒			

푋
푋 = 	 푎

푇
푇 = 휎 

ی مقدار ثابتی است و باید آن را یک بار برابر صفر، یک بار برابر مقدار مثبت و یک بار برابر مقدار منف 휎	که در آن 
  :رد اما قبل از این کار شرایط مرزي را ساده می کنیمقرار داد و در هر حالت جواب معادله را بدست آو

퐵. 퐶푠
휃(0, 푡) = 0			 ⇒푋(0)푇(푡) = 0	 ⇒ 푋(0) = 0	

휃(푙, 푡) = 0						⇒ 푋(푙)푇(푡) = 0	 ⇒푋(푙) = 0  

  
푋(푥)	  و یا푇(푡)	  نمی توانند صفر شوند چون تابع휃(푥, 푡) رابطه طبق휃(푥, 푡) = 푋(푥)푇(푡)   صفر

  . دنبال جوابهاي غیر صفر هستیم که ما به این یک پاسخ بدیهی است، در حالی خواهد شد که
	휎	 = 0	 ⇒		 = 	0⇒푋 = 0⇒푋(푥) = 푐 푥 + 푐 	  

푋(0) = 0	 ⇒ 0 = 	 푐 × 0 + 푐 ⇒푐 = 0
푋(푙) = 0		 ⇒ 	0 = 	 푐 × 푙 + 0⇒푐 = 0   

	휎برابر صفر می شود و نیازي به بررسی حالت (푥)	푋	تابعچون هر دو ثابت صفر شدند،  =  푇(푡)	براي 	0
,휃(푥	نیست چون در هر صورت تابع 푡) برابر صفر می شود که این جواب قابل قبول نیست.  



  :یک مقدار مثبت باشد 휎	حال فرض می کنیم مقدار ثابت

	휎	 = 	 휆 ⇒		
푋
푋

= 휆 	⇒	푋 − 휆 푋 = 0⇒푋(푥) = 푐 푐표푠ℎ 	휆푥 + 푐 푠푖푛ℎ휆푥 

푋(0) = 0	 ⇒ 0 = 	 푐 × 1 + 푐 × 0⇒푐 = 0

푋(푙) = 0		 ⇒ 	0 = 	 푐 푠푖푛ℎ휆푙 ⇒푐 = 0										  

 푠푖푛ℎ휆푙  تنها در نقطه صفر می تواند صفر شود که در اینجا نه푙 هصفر است و ن	휆.  

⇒ 		푋(푥) = 0	 ⇒휃(푥, 푡) = 0  

  :باشددر آخرین مرحله فرض می کنیم مقدار ثابت، منفی 

	σ = 	 −	휆 	⇒	 = 	 −	휆 ⇒푋 + 	 휆 푋 = 0	 ⇒ 푋(푥) = 	 푐 푐표푠휆푥 + 푐 푠푖푛휆푥  

푋(0) = 0	 ⇒ 0 = 	 푐 × 1 + 푐 × 0⇒푐 = 0
푋(푙) = 0		 ⇒ 	0 = 	 푐 푠푖푛휆푙 ⇒ 푠푖푛휆푙 = 0						  

푠푖푛휆푙  می تواند صفر شود بدون آنکه푙  یا	휆 صفر شوند. 

푠푖푛휆푙 = 0			 ⇒ 휆푙 = 푛휋					 ⇒ 					휆 =
푛휋
푙
			푛 = 1,2	, … 

푛 = 1	 ⇒	휆 = ⇒푋 (푥) = 푐 푠푖푛휆 푥	  

푛 = 2⇒휆 = ⇒푋 (푥) = 푐 푠푖푛휆 푥, …  

푛 = 푛	⇒ 휆 = ⇒푋 (푥) = 푐 푠푖푛휆 푥  

	휎جواب غیرصفر بدست آمد، لازم است حالت (푥)	푋	تابعچون براي  = −	휆   .بررسی شود 푇(푡)	براي 	

푎
푇
푇 = 	 −휆 ⇒

푇
푇 = 	−

휆
푎 	⇒푇 +

휆
푎 푇 = 0⇒ 

푇	(푡) = 	 푐 푐표푠
휆
푎 푡 + 푐 푠푖푛

휆
푎 푡⇒푇 	(푡) = 	 푐 푐표푠

휆
푎 푡 + 푐 푠푖푛

휆
푎 푡  

휃 (푥, 푡) = 	푋 (푥)푇 (푡)⇒휃 (푥, 푡) = 푐 푐표푠 푡 + 	 푐 푠푖푛 푡 푐 푠푖푛휆 푥  

휃 (푥, 푡) = 푐 푐 푐표푠
휆
푎
푡 + 	 푐 푐 푠푖푛

휆
푎
푡 푠푖푛휆 푥⇒ 

휃 (푥, 푡) = 퐴 푐표푠
휆
푎
푡 + 	퐵 푠푖푛

휆
푎
푡 푠푖푛휆 푥 



휃(푥, 푡) = 	 휃 (푥, 푡) 

휃(푥, 푡) = 퐴 푐표푠
휆
푎
푡 + 	퐵 푠푖푛

휆
푎
푡 푠푖푛휆 푥	 

  :براي تعیین ثابتهاي درون سیگما از شرایط اولیه استفاده می کنیم

	휃(푥, 0) = 푓	(푥) 	⇒	∑ 퐴 푠푖푛 푥 = 푓(푥)		  

  : یه خواهیم داشتفور نیم دامنهبسط و در نهایت با استفاده از 

	퐴 =
2
푙

푓(푥)푠푖푛
푛휋
푙
푥푑푥 

휃 (푥, 0) = 푔	(푥)  

휃 (푥, 푡) = (−퐴
휆
푎 	푠푖푛

휆
푎 푡 + 	퐵

휆
푎 	푐표푠

휆
푎 푡)푠푖푛휆 푥 

휃 (푥, 0) = 	 퐵
휆
푎
푠푖푛

푛휋
푙
푥 = 푔(푥) 

  :مجددا از بسط نیم دامنه فوریه استفاده می کنیم

퐵
휆
푎 =

2
푙 푔(푥)푠푖푛

푛휋
푙 푥푑푥 

⇒퐵 =
2푎
휆 푙

	 푔(푥)푠푖푛
푛휋
푙
푥푑푥 =

2푎
푛휋

	 푔(푥)푠푖푛
푛휋
푙
푥푑푥 

 

 

 

 

 

 



   مچهارجلسه 
  ) (One Dimensional Heat Transferانتقال گرماي یک بعدي

مثلا در یک دیوار . انتقال گرماي یک بعدي هنگامی است که انتقال حرارت تنها در یک بعد از جسم صورت گیرد
انتقال حرارت را می توان یک بعدي و در جهت ضخامت در نظر گرفت و یا در یک میله نازك که سطح جانبی آن 

  .در جهت محور میله فرض کردیک بعدي و می توان انتقال گرما را  ده باشد،عایق ش
  

  مثال
بخوبی عایقکاري شده است طوریکه می توان انتقال گرما را کاملا یک  متر 1 میله نازکی به طولح جانبی سط

و سمت راست آن در  T1=50Cسمت چپ میله در دماي. است 100Cدماي اولیه میله. بعدي در نظر گرفت
  .بیابید و در زمانهاي مختلف توزیع دما را براي نقاط این میله. ثابت نگه داشته شده است T2=100Cدماي 

  

  
 

퐵. 퐶푠: 푇(0, 푡) = 푇 = 50퐶
푇	(1, 푡) = 푇 = 100퐶  

퐼. 퐶 ∶ 푇	(푥, 0) = 100퐶   

푇(푥, 푡) =	?  

  حل

  :معادله کلی توزیع دما را می نویسیم

+ + + ̇ = 	 									  

  :با توجه به یک بعدي بودن انتقال حرارت و عدم تولید انرژي گرمایی معادله فوق بصورت زیر ساده می شود



= 푎 								 = 푎   

푇(0, 푡) = 50		
푇(1, 푡) = 100  

푇(푥, 0) = 100				 

تنها (ابتدا تابع دما را بصورت مجموع دو تابع یکی پایدار ) غیرصفرند(معادله غیرهمگن است  شرایط مرزيچون 
تا معادله غیرهمگن تبدیل به یک معادله مشتقات جزیی در نظر گرفته  )tو xتابعی از(و دیگري ناپایدار)xتابعی از

براي حل معادله مشتقات جزیی سپس از روش جداسازي متغیرها . عمولی شودهمگن و یک معادله دیفرانسیل م
  . استفاده می کنیمهمگن 

 

푇(푥, 푡) = 푣(푥) +푤(푥, 푡) 

= 	 푣 + 	  

휕푇
휕푡

=
휕푤
휕푡

 

  :حال این مشتقات را در معادله اصلی قرار می دهیم

푣 + = 	 푎   

را هم با هم )که تنها تابعی از مکان هستند(را با هم و توابع پایدار ) که تابعی از زمان و مکان هستند(توابع ناپایدار 
  .برابر قرار می دهیم تا معادله فوق به دو معادله تفکیک شود

푣 = 0									,									 = 	 푎   

 

  :براي شرایط مرزي کاري می کنیم که توابع ناپایدار مرزي صفر شوند

푇	(0, 푡) = 50	 ⇒ 푣	(0) + 푤	(0, 푡) = 50			 ⇒ 	푣	(0) = 50	,푤	(0, 푡) = 0  

푇(1, 푡) = 100⇒푣	(1) + 푤	(1, 푡) = 100				 ⇒ 	푣(1) = 100	,푤	(1, 푡) = 0 

						푃퐷퐸 					푂퐷퐸 

= 	 푎
푤(0, 푡) = 0
푤(1, 푡) = 0

  
푣 = 0

푣(0) = 50
푣(1) = 100

 



  :را که همگن است به کمک روش جداسازي متغیرها حل می کنیم PDEحال  

푤(푥, 푡) = 	푋(푥)휃(푡)  

= 푋 휃					,				 = 푋휃 		  

푤(0, 푡) = 0	 ⇒푋(0)휃(푡) = 0	 ⇒푋(0) = 0  

푤(1, 푡) = 0	 ⇒푋(1)휃(푡) = 0	 ⇒푋(1) = 0  

푋 휃 = 	 푎 푋휃 ⇒ = 	 푎 = 휎				  

휎  حالتی قابل قبول است که جواب غیرصفر بدهد می گیریمرا یک بار صفر، یک بار مثبت و یک بار منفی.  

휎 = 0	 ⇒		 = 	0	 ⇒	푋 = 0⇒푋(푥) = 푐 푥 + 푐   

	푋(0) = 0⇒	푐 (0) + 	 푐 = 0⇒ 푐 = 0  

푋(1) = 0				⇒		푐 (1) = 0	 ⇒ 푐 = 0  

⇒푋(푥) = 0			 ⇒ 				푤	(푥, 푡) = 0		 

휎 = 	 휆 ⇒	 = 휆 ⇒	푋 − 휆 푋 = 0⇒푋(푥) = 푐 푐표푠ℎ휆	푥 + 푐 푠푖푛ℎ휆푥  

 푋(0) = 0	 ⇒	푐 (1) + 	 푐 (0) = 0	 ⇒ 푐 = 0  

푋(1) = 0	 ⇒ 푐 푠푖푛ℎ휆 = 0				,			휆 ≠ 0			⇒ 			푐 = 0	 ⇒푤(푥, 푡) = 0	 

휎	 = −휆 ⇒ = −휆 ⇒	푋 + 휆 푋 = 0⇒푋(푥) = 푐 푐표푠휆	푥 + 푐 푠푖푛휆푥  

 푋(0) = 0	 ⇒	푐 (1) + 	 푐 (0) = 0	 ⇒ 푐 = 0  

푋(1) = 0	 ⇒ 푐 푠푖푛휆 = 0				⇒ 		푠푖푛휆 = 0				⇒ 	휆 = 푛휋	  

⇒푋 (푥) = 	 푐 	푠푖푛푛휋푥 

푎 = −휆 ⇒	 = 	 −	 	⇒ ∫ 	푑푡 = 	−	 ∫ 푑푡	⇒ 			Ln 휃(푡) = 	 −		 푡 + 푏  

⇒ 	휃(푡) = 푒 	 = 	 푒 푒 		 	 = 퐵푒 		 	   

	⇒휃 (푡) = 	 퐵 푒 	 	   



푤 (푥, 푡) = 	 푋 (푥)휃 (푡)⇒푤 (푥, 푡) = 푐 	퐵 푒 	 	 푠푖푛푛휋푥 = 	 퐴 푒 	 	 	푠푖푛푛휋푥 

푤(푥, 푡) = 푤 (푥, 푡) 

⇒푤(푥, 푡) = 퐴 푒 	 	푠푖푛푛휋푥 

  :معادله دیفرانسیل معمولی به طریق زیر حل می شود

푣 = 0	 ⇒ 푣 = 푐 ⇒푣(푥) = 	 푐 푥 + 푐   

푣	(0) = 50⇒ 50 = 	 푐 (0) + 푐 ⇒ 푐 = 50  

푣	(1) = 100⇒ 100 = 	 푐 (1) + 푐 ⇒푐 = 50  

⇒푣(푥) = 	50푥 + 50 

  :اکنون باید تابع پایدار را با تابع ناپایدار جمع کرد تا جواب نهایی بدست آید

푇	(푥, 푡) = 푣	(푥) + 푤(푥, 푡)  

⇒푇	(푥, 푡) = 50푥 + 50 + ∑ 퐴 푒 	 	푠푖푛푛휋푥		  

  :از شرط اولیه براي یافتن ثابت درون سیگما استفاده می کنیم

푇	(푥, 0) = 100⇒50푥 + 50 + ∑ 퐴 		푠푖푛푛휋푥 = 100⇒  

 ∑ 퐴 		푠푖푛푛휋푥 = 50 − 50푥 ⇒퐴 = 	2∫ (50 − 	50푥)푠푖푛푛휋푥푑푥 

퐴 = 2 − (50 − 50푥)푐표푠푛휋푥 −	 푠푖푛푛휋푥 = 2 ⇒퐴 =    

⇒푇(푥, 푡) = 50푥 + 50 +
100
푛휋

푒 	푠푖푛푛휋푥	 

푇(푥, 푡) = 50푥 + 50 +
100
휋

푒 	푠푖푛휋푥 + 	
100
2휋

푒 	푠푖푛2휋푥 + ⋯	 

، جواب قابل قبول بدست آید، جواب 휎	لازم بذکر است در حل معادله ناپایدار اگر در دو حالت از سه حالت
  .نهایی قسمت ناپایدار برابر مجموع جوابهاي آن دو حالت خواهد بود

 



  )Two Dimensional Heat Transfer(بعديدو انتقال گرماي 
مانند یک صفحه مستطیلی که ابعاد آن نسبت به هم قابل ملاحظه اند، دوبعدي  حرارت روي سطوح تختانتقال 
  :معادله دیفرانسیلی توزیع دماي دوبعدي در حالت کلی بصورت زیر است .است

 
+ + ̇ = 푎        푎 =              

  :انرژي گرمایی این معادله بصورت زیر در می آیدبا فرض عدم تولید 
+ = 푎                                      

  :با فرض عدم تولید گرما و در شرایط دائمی، این معادله به شکل زیر خواهد بود
+ = 0					표푟						∇ 푇 = 0	             

 
  مثال

دماي ضلع سمت چپ این .یک صفحه مستطیلی که اضلاع بالا و پایین آن بخوبی عایق شده اند را در نظر بگیرید
توزیع . می باشد Tصفحه در صفر درجه سانتیگراد ثابت نگه داشته شده است در حالیکه دماي ضلع راست آن 

  .بیابید در این صفحها ر یحرارت شاردما و 
  

  
  حل

        

+ = 0

푇(0,푦) = 0
푇(푎,푦) = 푇

( , )
= 0

( , )
= 0

 



 از شرط مرزي غیرصفر در انتهاي حل مساله براي یافتن ثابت درون.چهار شرط مرزي، سه تاي آنها صفر استاز 
روش جداسازي متغیرها  همگن است و سه تا از شرایط مرزي صفرندحاکم چون معادله . سیگما استفاده می شود
  .را می توان استفاده کرد

푇(푥, 푦) = 	푋(푥)푌(푦)  

= 푋 푌			,						 = 	 푋푌   

푋 푌 + 푋푌 = 0			⇒	 = − = 휎  

푇(0,푦) = 0	 ⇒푋(0)푌(푦) = 0⇒푋(0) = 0  

( , )
= 0⇒푋(푥)푌 (0) = 0⇒푌 (0) = 0  

( , )
= 0⇒푋(푥)푌 (푏) = 0⇒푌 (푏) = 0  

휎 = 0⇒ = 	0	 ⇒푌 = 0	 ⇒ 푌(푦) = 푐 푦 + 푐   

		푌 (0) = 0		 ⇒	푐 = 0  

	푌 (푏) = 0		 ⇒	푐 = 0			⇒ 			푌(푦) 	= 푐   

= 0	 ⇒ 푋 = 0⇒푋(푥) = 퐷 푥 + 퐷   

푋(0) = 0	 ⇒		퐷 (0) + 퐷 = 0⇒퐷 = 0⇒푋(푥) = 퐷 푥  

휎 = 0	 ∶ 				푇(푥,푦) = 푐 퐷 푥 = 퐴 푥 

	휎	 = 	 휆 ⇒ − = 	 휆 	⇒	푌 + 휆 푌 = 0⇒푌(푦) = 	 푐 푐표푠휆푦		 + 	 푐 	푠푖푛휆푦  

 푌 (푦) = 	−푐 	휆푠푖푛휆푦		 + 	 푐 휆	푐표푠휆푦  

푌 (0) = 0	 ⇒ − 푐 휆(0) 	+ 	 푐 	휆(1) = 0⇒	푐 = 0  

푌 (푏) = 0	 ⇒ − 푐 휆푠푖푛휆푏 = 0	⇒ 	푠푖푛	휆푏 = 0	 ⇒ 	휆푏 = 푛휋⇒ 	휆 =   

⇒푌 (푦) = 	 푐 푐표푠휆 푦  

= 	 휆 	⇒	푋 − 휆 푋 = 0⇒푋(푥) = 퐷 푐표푠ℎ휆푥 + 퐷 푠푖푛ℎ휆푥  

 푋(0) = 0⇒퐷 (1) + 퐷 (0) = 0⇒퐷 = 0⇒푋 (푥) = 	퐷 푠푖푛ℎ휆 푥  

푇 (푥, 푦) = 푋 (푥)푌 (푦)⇒ 



푇 (푥, 푦) = 퐷 푐 푠푖푛ℎ휆 푥 cos 휆 푦 = 퐴 푠푖푛ℎ휆 푥 cos 휆 푦⇒  

휎	 = 	 휆 ∶ 	푇(푥, 푦) = 	 퐴 푠푖푛ℎ휆 푥	푐표푠휆 푦				,												휆 =
푛휋
푏

 

휎 = −휆 ⇒− = −휆 	⇒ 	푌 −휆 푌 = 0⇒푌(푦) = 푐 푐표푠ℎ휆푦 + 푐 푠푖푛ℎ 휆푦  

푌 (푦) = 푐 휆푠푖푛ℎ휆푦 + 푐 휆 푐표푠ℎ 휆푦  

푌 (0) = 0⇒푐 휆(0) + 	 푐 휆(1) = 0		 ⇒ 푐 = 0  

푌 (푏) = 0⇒푐 휆	푠푖푛ℎ휆푏 = 0	, 푠푖푛ℎ휆푏 ≠ 0⇒푐 = 0⇒푌(푦) = 0⇒푇(푥, 푦) = 0  

  :اب نهایی معادله بصورت مجموع جوابهاي دو حالت اول استجو

푇(푥, 푦) = 	 퐴 푥 + 	 퐴 푠푖푛ℎ휆 푥	푐표푠휆 푦				,												휆 =
푛휋
푏

 

  .ثابتها با استفاده از شرط مرزي باقیمانده بدست می آیند

푇(푎, 푦) = 푇 ⇒ 

퐴 푎 + 	 퐴 푠푖푛ℎ
푛휋푎
푏

	푐표푠
푛휋
푏
푦 = 푇표 

  از ریاضیات مهندسی می دانیم هرگاه

푎 + 	 푎 푐표푠
푛휋
푙
푥 = 푓(푥) 

		푎 =
1
푙

푓(푥)푑푥	 ,푎 =
2
푙

푓(푥) cos
푛휋
푙
푥푑푥				 

  :بنابراین

퐴 푎 =
1
푏

푇 푑푦 =
1
푏
푇 푏				⇒				퐴 =

푇
푎

 

퐴 푠푖푛ℎ
푛휋푎
푏 = 	

2
푏 푇 	푐표푠

푛휋
푏 푦푑푦					⇒						퐴 = 0 



⇒푇(푥,푦) =
푇표
푎
푥 

 xزچون اضلاع بالا و پایین مستطیل عایق بودند از همان اول می توان حدس زد که انتقال گرما یک بعدي و تابعی ا
  .باشد

푞 = 푞 푖 + 푞 푗 

푞 = −푘
휕푇
휕푥 = −푘

푇표
푎 	 																																		푞 = −푘

휕푇
휕푦 = 0 

⇒푞 = −푘
푇표
푎
푖 

  

  مثال

 ورقد، دماي ضلع چپ این قرار دارن 푇در دماي که طول آنها بینهایت است اضلاع بالا و پایین یک ورق مستطیلی
  .توزیع دما در این ورق را بیابید. معلوم است y بصورت تابعی از 푎به طول 

  

  
  حل

  :معادله دیفرانسیل توزیع دما در این حالت بصورت زیر است

+ 	 = 0  

  :عبارتند از شرایط مرزي مساله



푇	(0, 푦) = 푓(푦)
푇(푥, 0) = 푇
푇(푥, 푎) = 푇

lim
→

푇(푥,푦) = bounded

 

از لحاظ فیزیکی معنی شرط مرزي آخر این است که دماي ضلع سمت راست ورق همواره مقداري محدود است و 
 .تواند بینهایت باشد نمی

ن را به بنابراین مساله غیرهمگن است و باید آ)بیش از یک شرط مخالف صفراست(شرایط مرزي غیرهمگن هستند
  .یک معادله دیفرانسیل مشتقات جزیی همگن و یک معادله دیفرانسیل معمولی تبدیل کرد

푇(푥, 푦) = 푣(푦) + 푤	(푥, 푦)  

  .نوشته ایم yرا بصورت تابعی از  푣معلوم داده شده است، yمقدار دما در دو چون 

= 	   

휕 푇
휕푦

= 	 푣 +
휕 푤
휕푦

 

  :ر معادله جایگذاري می کنیمد

+ 푣 + 	 = 0			  

  :این معادله به دو معادله زیر تفکیک می شود

+ 	 = 0				, 				푣 = 0  

푇(푥, 0) = 푇 		⇒ 				푣(0) + 푤	(푥, 0) = 푇 			⇒		
푣(0) = 푇
푤	(푥, 0) = 0  

푇(푥, 푎) = 푇 	⇒ 			푣(푎) +푤	(푥, 푎) = 푇 			⇒					
푣(푎) = 푇
푤	(푥, 푎) = 0  

 

 

          PDE                                                    ODE    

+ 	 = 0

푤(푥, 0) = 0
푤(푥, 푎) = 0

                                      
푣 = 0
푣(0) = 푇
푣	(푎) = 푇 	

 



  :معادله دیفرانسیل معمولی بصورت زیر حل می شود

푣 = 0⇒푣 = 푐 푦 + 푐  

푣(0) = 푇 ⇒푇 = 푐 (0) + 푐 ⇒ 푐 = 푇  

푣	(푎) = 푇 	⇒푇 = 푐 푎 + 푇 ⇒ 푐 = 0⇒푣(푦) = 푇  

  :و معادله مشتقات جزیی همگن هم بصورت زیر

+ 	 = 0			  

푤(푥,푦) = 푋(푥)푌(푦) 

푤(푥, 0) = 0⇒푋(푥)푌(0) = 0⇒푌(0) = 0  

푤(푥,푎) = 0⇒푋(푥)푌(푎) = 0⇒푌(푎) = 0  

= 	푋 푌			,			 = 	 푋푌   

푋 푌 + 	푋푌 = 0	 ⇒ = 	−	 = 휎	  

휎 = 0⇒푌 = 0⇒푌(푦) = 	 푐 푦 + 푐   

푌(0) = 0⇒	푐 (0) + 푐 = 0⇒푐 = 0  

푌(푎) = 0⇒	푐 (푎) = 0⇒푐 = 0  

⇒푌(푦) = 0⇒푤	(푥,푦) = 0  

휎 = 	−휆 	⇒ −	 = 	−	휆 ⇒	푌 −	휆 푌 = 0⇒푌(푦) = 푐 푐표푠ℎ휆푦 + 푐 푠푖푛ℎ휆푦  

푌	(0) = 0⇒	푐 (1) + 푐 (0) = 0⇒푐 = 0  

푌	(푎) = 0⇒푐 푠푖푛ℎ휆푎 = 0	 ⇒ 푐 = 0  

⇒푌	(푦) = 0		 ⇒ 		푤	(푥,푦) = 0	  

휎 = 	 휆 		⇒		− 	
푌
푌

= 		 휆 ⇒	푌 + 	 휆 푌 = 0⇒푌	(푦) = 푐 푐표푠휆푦 + 푐 푠푖푛휆푦																	 

푌	(0) = 0⇒	푐 (1) + 푐 (0) = 0⇒푐 = 0  

푌	(푎) = 0⇒푐 푠푖푛휆푎 = 0	 ⇒ 	푠푖푛휆푎 = 0	 ⇒ 휆푎 = 푛휋⇒휆 =
푛휋
푎  



⇒푌 (푦) = 	 푐 푠푖푛 푦  

= 	 휆 	⇒푋 − 휆 푋 = 0⇒푋(푥) = 	 퐷 푒 + 퐷 푒   

푋جواب معادله  − 휆 푋 = نوشتیم که هر دو با هم ) بجاي توابع هایپربولیک(را بصورت توابع نمایی  0
  . معادلند

  به بینهایت میل می کند باید متناهی باشد و از طرفی xچون دما هنگامیکه
lim
→

푒 = ∞ 

  .باید صفر باشد تا عامل بینهایت ساز از بین برود 퐷بنابراین

⇒푋 (푥) = 	 퐷 푒   

푤 (푥,푦) = 	 푋 (푥)푌 (푦) = 	 퐷 푐 푒 	푠푖푛
푛휋
푎
푦 = 퐴 푒 	푠푖푛

푛휋
푎
푦 

⇒푤(푥, 푦) = 	 	퐴 푒 	푠푖푛
푛휋
푎 푦		 

푇(푥, 푦) = 푣(푦) + 푤(푥,푦) = 	 푇 + 	 	퐴 푒 	푠푖푛
푛휋
푎
푦		 

푇(0,푦) = 푓(푦) 			⇒					푇 + 	퐴 	푠푖푛
푛휋
푎 푦 = 푓(푦)		 

	퐴 	푠푖푛
푛휋
푎
	푦 = 푓(푦) − 푇 	⇒	퐴 =

2
푎

[푓(푦)− 푇 ]푠푖푛
푛휋
푎
푦푑푦				 

  
  
  



 جلسه پنجم

 مثال
دو ضلع  .در واحد حجم تولید می شود 푞̇حرارت با نرخ  بواسطه فعل و انفعالات شیمیایی در دیوار شکل زیر

دماي محیط را . در تبادل حرارت با محیط اطرافند نزدیک به مبدا عایق شده اند در حالیکه دو ضلع دیگر دیوار
   .صفر در نظر بگیرید و توزیع دماي حالت پایدار را بدست آورید

              

  
                                 

  
  حل

+ + + ̇ = 푎 	   

  :دائمی و دو بعدي است لذا معادله دیفرانسیلی توزیع دما بصورت زیر ساده می شودچون شرایط 

+ + ̇ = 0  

  :شرایط مرزي حاکم بر مساله عبارتند از

휕푇
휕푦

|( , ) = 0 

휕푇
휕푥 |( , ) = 0 

−푘	
휕푇
휕푥 |( , ) = ℎ	 푇|( , ) −	푇 = ℎ푇|( , ) 

−푘	
휕푇
휕푦

|( , ) = ℎ	 푇|( , ) −	푇 = ℎ푇|( , ) 



به دو معادله دیفرانسیل غیرهمگن است، لذا ابتدا معادله را  ̇معادله دیفرانسیلی توزیع دما بدلیل وجود جمله
  .معمولی و مشتقات جزیی همگن تبدیل می کنیم

푇(푥, 푦) = 푣(푥) + 푤(푥,푦)  

= 	 푣 + 	  

= 	   

  :در معادله جایگذاري می کنیم

푣 + 	 + + 	 ̇ = 0  

  :ک معادله مشتقات جزیی همگن تبدیل کردبصورت زیر می توان آن را به یک معادله دیفرانسیل معمولی و ی
+ = 0

푣 + 		 ̇ = 0
  

휕푇
휕푦

|( , ) = 0		 ⇒
휕푤
휕푦

|( , ) = 0 

|( , ) = 0	 ⇒	 		푣 (0) + |( , ) = 0		⇒		
푣 (0) = 0

|( , ) = 0  

−푘	 |( , ) = ℎ	푇|( , ) 			⇒ 	− 푘	 푣 (푎) + |( , ) = ℎ	[푣(푎) + 푤	(푎,푦)]  

푣 (푎) + |( , ) = −	 [푣(푎) + 푤	(푎,푦)]  

푣 (푎) = −	
ℎ
푘
	푣(푎	)					,

휕푤
휕푥

|( , ) = −	
ℎ
푘
푤	(푎,푦) 

−푘	
휕푇
휕푦

|( , ) = ℎ푇|( , ) ⇒− 푘	
휕푤
휕푦

|( , ) = ℎ	[푣(푥) + 푤	(푥, 푏)] 

|( , ) = −	 	[푣(푥) + 푤	(푥, 푏)]   

  .از این شرط در انتهاي حل مساله براي تعیین ثابت یا ثابتهاي درون سیگما استفاده می شود

  :سیل معمولی را حل می کنیمابتدا معادله دیفران

푣 = −	
푞̇
푘 ⇒푣(푥) = −	

푞̇
2푘 푥 + 푐 푥 + 푐  



푣 (0) = 0⇒푐 = 0  

푣 (푎) = 	−	
ℎ
푘
푣(푎)⇒−

푞푎̇
푘

= −	
ℎ
푘

−
푞̇

2푘
	푎 	+ 푐 ⇒푐 = 	

푞̇푎
ℎ

+
푞̇푎
2푘

 

⇒푣(푥) = −
푞̇

2푘	푥 +
푞̇푎
ℎ +

푞̇푎
2푘  

  :به حل معادله مشتقات جزیی همگن می پردازیماینک 

+ 	 = 0  

푤(푥,푦) = 	푋(푥)푌(푦)  

  :ابتدا شرایط مرزي را ساده می کنیم

|( , ) = 0	 ⇒	푋 (0)푌(푦) = 0⇒푋′(0) = 0  

|( , ) = 0		 ⇒ 	푋(푥)푌′(0) = 0⇒푌′(0) = 0  

휕푤
휕푥 |( , ) = 	 −

ℎ
푘 푤

(푎,푦) 	⇒	푋 (푎)푌(푦) = −
ℎ
푘 푋

(푎)푌(푦)⇒푋 (푎) = −
ℎ
푘푋

(푎)												 

  :مشتقات لازم را بدست آورده و در معادله جایگذاري می کنیم

= 	푋 푌									,					 = 	푋푌   

+ 	 = 0⇒푋 푌 + 	푋푌 = 0⇒ = − = σ	  

		휎 = 0⇒ = 0		 ⇒ 푋 = 0⇒ 	푋(푥) = 푐 푥 + 푐 	  

푋 (0) = 	0	 ⇒ 푐 = 0  

푋 (푎) = −
ℎ
푘 푋

(푎)⇒ 	0 = 	 −
ℎ
푘

(푐 )⇒푐 = 0 

푐 = 0
푐 = 0⇒푋(푥) = 0			  

		휎 = 휆 ⇒ = 휆 ⇒	푋 − 휆 	푋 = 0⇒푋(푥) = 푐 푐표푠ℎ휆푥 + 	 푐 푠푖푛ℎ휆푥  

 푋 (푥) = 푐 휆푠푖푛ℎ휆푥 + 	 푐 휆푐표푠ℎ휆푥  

푋 (0) = 0⇒ 푐 휆	(0) + 	푐 휆(1) = 0	 ⇒ 푐 = 0  



푋 (푎) = −
ℎ
푘
푋(푎)⇒푐 휆푠푖푛ℎ휆푎 = −

ℎ
푘
푐 푐표푠ℎ휆푎 

⇒푐 휆 푠푖푛ℎ 휆푎 +
ℎ
푘
푐표푠ℎ휆푎 = 0 

همواره عبارت داخل پرانتز چون توابع سینوس هایپربولیک و کسینوس هایپربولیک به ازاي مقادیر مثبت، مثبتند لذا 
푐راینو صفر نمی تواند باشد بناب مثبت است =   .پس در این حالت هم جواب قابل قبولی بدست نمی آید 0

 

	휎 = −휆 ⇒ = −휆 ⇒	푋 + 휆 	푋 = 0⇒푋(푥) = 푐 푐표푠휆푥 + 	푐 푠푖푛휆푥  

 푋 (푥) = −푐 휆푠푖푛휆푥 + 	 푐 휆푐표푠휆푥  

푋 (0) = 0	 ⇒ 푐 휆	(1) = 0	 ⇒ 푐 = 0			  

푋 (푎) = −
ℎ
푘 푋

(푎)⇒−푐 	휆	푠푖푛휆푎 = −
ℎ
푘 푐 푐표푠휆푎⇒푐 	(휆	푠푖푛휆푎 −

ℎ
푘 푐표푠휆푎) = 0 

휆	푠푖푛휆푎 =
ℎ
푘 푐표푠휆푎⇒

푐표푠휆푎
푠푖푛휆푎 =

휆푘
ℎ ⇒ 푐표푡푔휆푎 = 	

휆푘
ℎ  

휆푎	فرض می کنیم  = 푧در نتیجه:  

푐표푡푔푧 = 	
푧푘
푎ℎ

 

فرض می کنیم مقادیر این کمیتها بنحوي است .است푎،ℎ	و푘	ادامه حل مساله مستلزم معلوم بودن مقادیر
=که   :در نتیجه 1

푐표푡푔푧 = 푧 

 

و یافتن نقاط تلاقی آن دو استفاده می  푧	و푐표푡푔푧براي حل این معادله از روش ترسیم نمودارهاي
휆푎چون.کنیم = 푧 با معلوم بودن	푧مقادیر مختلف ،휆 بنابراین جواب کلی تابع .بدست می آیند푋  بصورت زیر

  :خواهد بود
푋 (푥) = 	 푐 푐표푠휆 푥  

  :را بدست می آوریم 푌اکنون تابع

− = 	 −	휆 ⇒ 푌 − 휆 푌 = 0⇒푌(푦) = 퐷 푐표푠ℎ휆푦 + 퐷 푠푖푛ℎ휆푦  

푌 (푦) = 퐷 휆	푠푖푛ℎ휆푦 + 퐷 휆	푐표푠ℎ휆푦  



 

 
 

푌 (0) = 0⇒퐷 휆	(1) = 0⇒퐷 = 0  

⇒푌(푦) = 퐷 푐표푠ℎ휆푦	⇒푌 (푦) = 퐷 	푐표푠ℎ휆 푦		  

푤 (푥,푦) = 	 푋 (푥)푌 (푦) = 푐 퐷 푐표푠ℎ휆 푦	푐표푠휆 푥 = 퐴 푐표푠ℎ휆 푦	푐표푠휆 푥  

푤(푥,푦) = 푤 (푥, 푦) 	= 	 퐴 	푐표푠ℎ휆 푦	푐표푠휆 푥 

푇	(푥, 푦) = 푣(푥) + 푤(푥, 푦) = 	 −	
푞̇

2푘
푥 +

푞̇푎
ℎ

+
푞̇푎
2푘

+ 퐴 푐표푠ℎ휆 푦	푐표푠휆 푥 

  :ه براي تعیین ثابت درون سیگما استفاده می شوداز تنها شرط مرزي باقیماند

휕푤
휕푦

|( , ) = −	
ℎ
푘
	[푣(푥) + 푤	(푥,푏)] 



휕푤
휕푦 |( , ) = 	 퐴 휆 푠푖푛ℎ휆 푏	푐표푠휆 푥 

  :در شرط مرزي باقیمانده قرار می دهیم

	 퐴 휆 푠푖푛ℎ휆 푏	푐표푠휆 푥 = 	−
ℎ
푘	 (−

푞̇
2푘 푥 +

푞̇푎
ℎ +

푞̇푎
2푘 ) + 퐴 푐표푠ℎ휆 푏	푐표푠휆 푥  

 

	 퐴 푐표푠휆 푥	(	휆 푠푖푛ℎ휆 푏 +
ℎ
푘 푐표푠ℎ휆 푏) 	= 	 −

ℎ
푘 	(−

푞̇
2푘 푥 +

푞̇푎
ℎ +

푞̇푎
2푘 ) 

  :فرض می کنیم

	퐴 (	휆 푠푖푛ℎ휆 푏 +
ℎ
푘
푐표푠ℎ휆 푏) = 퐵  

  :در نتیجه

퐵 푐표푠휆 푥 = 	 −	
ℎ
푘 	(−

푞̇
2푘 푥 +

푞̇푎
ℎ +

푞̇푎
2푘 ) 

  .در نظر می گیریم푓(푥)	سمت راست عبارت فوق را برابر

∑ 퐵 푐표푠휆 푥 = 푓(푥)  

푐표푠휆دو طرف تساوي فوق را در  푥  تا  0ضرب کرده و در بازه푎 می توان جاي سیگما را با (.انتگرال می گیریم
  .)انتگرال عوض کرد

퐵 푐표푠휆 푥	푐표푠휆 푥 	푑푥 = 푓(푥)푐표푠휆 푥푑푥 

  :)اصل تعامد(انیماز ریاضیات می د

푐표푠휆 푥	푐표푠휆 푥푑푥 = 	

0																												푛 ≠ 푚

푐표푠 휆 푥	푑푥					푛 = 푚 

푛بنابراین براي تمام  ≠ 푚  حاصل انتگرال درون سیگما صفر است و تنها براي	푛 = 푚 انتگرال را باید حساب
퐵پس حاصل سیگما برابر کرد  ∫ 푐표푠2휆푛푥	푑푥

푎
  .خواهد شد  0



푐표푠 휆 푥	푑푥 =
1 + 푐표푠2휆 푥	

2
푑푥 =

1
2

(푥 +
1

2휆
푠푖푛2휆 푥) =

1
2

(푎 +
1

2휆
푠푖푛2휆 푎) 

⇒퐵
1
2
푎 +

1
2휆

푠푖푛2휆 푎 = 푓(푥)푐표푠휆 푥푑푥⇒퐵 = 	
2∫ 푓(푥)푐표푠휆 푥푑푥

푎 + 	 1
2휆 	푠푖푛2휆 푎

 

  :مقدارش را قرار می دهیم푓(푥)	بجاي

퐵 = 		
2∫ 	− ℎ푘 	(−

푞̇
2푘 푥 + 푞̇푎

ℎ + 푞̇푎
2푘 )푐표푠휆 푥푑푥

푎 + 	 1
2휆 	푠푖푛2휆 푎

 

퐴	چون  (	휆 푠푖푛ℎ휆 푏 + 푐표푠ℎ휆 푏) = 퐵در نتیجه퐴 بدست می آید:  

퐴 = 	
2ℎ
푘
	

∫ 		( 푞̇2푘 푥 − 푞̇푎
ℎ − 푞̇푎

2푘 )푐표푠휆 푥푑푥

(푎 + 	 1
2휆 	푠푖푛2휆 푎)(	휆 푠푖푛ℎ휆 푏 + ℎ

푘 푐표푠ℎ휆 푏)
 

 

  

  

  

 
 
 
 
 
 
 
 
 



 جلسه ششم

  )Time Dependent Boundary Conditions(نشرایط مرزي وابسته به زما
اگر دماي روي یک سطح دیوار ثابت نباشد و با گذشت زمان تغییر نماید مساله شرط مرزي تابع زمان مطرح 

  .باشده مسائلی را بررسی می کنیم که یکی از شرایط مرزي وابسته به زمان جلسدر این . خواهد شد
تحت عنوان روش  )Duhamels Theorem(روش کلی براي حل این گونه مسائل استفاده از تئوري دوهامل

  .البته هر نوع مساله شرط مرزي وابسته به زمان را نمی توان از این روش حل کرد. استتابع واحد 
  :لی را می توان با این روش حل کرد که شرایط زیر را داشته باشندبطورکلی مسائ

 معادله دیفرانسیلی حاکم خطی باشد. 

 شرط اولیه صفر باشد. 

 دیگر همگن باشدشرط مرزي  تنها یکی از شرایط مرزي وابسته به زمان باشد و. 
 

   )Unit Step Function Method(تابع واحدروش 
بنحوي که  و معادله مشتقات جزیی براي تعیین این تابع نوشته می شودف در این روش یک تابع مجازي تعری

معادله مشتقات جزیی تابع مجازي به شیوه . آن برابر یک در نظر گرفته می شود در شرط مرزي وابسته به زمان
ار، حل می تفکیک به دو تابع پایدار و ناپایدار و سپس استفاده از روش جداسازي متغیرها براي حل معادله ناپاید

  :نهایتا با استفاده از رابطه زیر تابع توزیع دماي واقعی بدست می آید. شود
 

푇(푥, 푡) = 	 푓(휏)
휕푇∗(푥, 푡 − 	휏)

휕푡 푑휏					 

 푇∗تابع توزیع دماي مجازي و	푇تابع توزیع دماي واقعی است.  
 

  مثال
) x=0(دما روي سطح . در نظر بگیرید ماي صفر درجه قرار دارد رادائا در دکه ابت Lیک دیوار مسطح به ضخامت

ي وجه دیگر دیوار دما .به صفر می رسد یناگهانسپس بطور افزایش می یابد و  t=2sتا f(t)=2tدیوار طبق رابطه 
  .توزیع دما را در این دیوار بیابید .ثابت نگهداري می شوددرجه در دماي صفر 

 
  حل

  :است معادله حاکم بصورت زیر
= 푎 								 = 푎   

  :شرایط مرزي و اولیه مساله عبارتند از



푇(0, 푡) = 푓(푡)  

푇(퐿, 푡) = 0  

푇(푥, 0) = 0  

  

 
چون مساله شرایط استفاده از تئوري دوهامل را دارد لذا از روش تابع واحد استفاده می کنیم و معادله دیفرانسیل  

  :قات جزیی تابع مجازي را با شرایط مرزي و اولیه زیر تشکیل می دهیممشت
휕 푇∗

휕푥
= 푎

휕푇∗

휕푡
 

퐵.퐶푠 푇∗(0, 푡) = 1
푇∗(퐿, 푡) = 0

퐼.퐶				푇∗(푥, 0) = 0
                    

گن بوده و باید تابع را به دو تابع پایدار و چون یکی از شرایط مرزي این معادله صفر نیست لذا مساله غیرهم
  . ناپایدار تفکیک و سپس هر کدام را بطور جداگانه حل کرد

푇∗(푥, 푡) = 	푣(푥) + 푤(푥, 푡)⇒
휕 푇∗

휕푥
= 푣 +

휕 푤
휕푥

		و 휕푇
∗

휕푡
=
휕푤
휕푡

 

  :با جایگذاري در معادله خواهیم داشت

	푣 +
휕 푤
휕푥

= 푎
휕푤
휕푡

 

  :قسمتهاي ناپایدار را با هم و قسمتهاي پایدار را هم با هم برابر قرار می دهیم

푣 = 0
휕 푤
휕푥

= 푎
휕푤
휕푡

 

  :حال شرایط مرزي را ساده می کنیم



	푇∗(0, 푡) = 1				⇒ 			푣(0) + 푤	(0, 푡) = 1	

		푇∗(퐿, 푡) = 0				 ⇒ 					푣(퐿) +푤	(퐿, 푡) = 0	
	⇒

푣(0) = 1
푤(0, 푡) = 0
푣(퐿) = 0
푤(퐿, 푡) = 0

 

  :را بدست می آوریم푣(푥)	تابع

푣 = 0		 ⇒ 푣 = 푐 	⇒ 	푣(푥) = 	 푐 푥 + 푐 			  

푣(0) = 	 푐 (0) + 	 푐 = 1		 ⇒ 푐 = 1  

푣(퐿) = 		0			 ⇒ 푐 (퐿) + 1 = 0		 ⇒	푐 = 	⇒ 	푣(푥) = + 1			  

  :تابع ناپایدار و شرایط مرزي بصورت زیر بدست آمد

휕 푤
휕푥

= 푎
휕푤
휕푡

푤(0, 푡) = 0
푤(퐿, 푡) = 0

 

,(푥	푤	براي تعیین تابع 푡) جداسازي متغیرها استفاده می کنیمروش از:  

푤	(푥, 푡) = 푋(푥)푇	(푡)⇒
휕 푤
휕푥

= 푋 푇و	 휕푤
휕푡

= 푋푇  

  :با جایگذاري در معادله

푋 푇 = 푎 푋푇 	⇒
푋′′
푋

= 푎
푇′
푇

= 휎 

푤(0, 푡) = 0⇒푋(0)푇(푡) = 0⇒푋(0) = 0

푤(퐿, 푡) = 0⇒푋(퐿)푇(푡) = 0⇒푋(퐿) = 0 

  :را بررسی می کنیم 휎	اکنون حالتهاي مختلف 

휎 = 0		 ⇒		
푋
푋

= 	0⇒푋 = 0⇒ 	푋(푥) = 	 푐 푥 + 푐  

	푋(0) = 0	 ⇒ 			푐 = 0  

푋(퐿) = 0			⇒ 		푐 퐿 = 0⇒푐 = 0⇒푋(푥) = 0								  

휎 = 	 휆 ⇒
푋′′
푋

= 	 휆 ⇒ 푋 −	휆 푋 = 0⇒푋(푥) = 푐 푐표푠ℎ 휆푥 + 푐 푠푖푛ℎ휆푥 



 푋(0) = 0⇒푐 (1) + 푐 (0) = 0⇒푐 = 0  

푋(퐿) = 0⇒푐 푠푖푛ℎ휆퐿 = 0	 ⇒ 푐 = 0⇒푋(푥) = 0	  

휎 = −휆 ⇒ = 	 −	휆 	⇒푋 + 	 휆 푋 = 0⇒푋(푥) = 푐 푐표푠휆	푥 + 푐 푠푖푛휆푥  

푋(0) = 0	 ⇒	푐 (1) + 	 푐 (0) = 0	 ⇒ 푐 = 0  

푋(퐿) = 0	 ⇒ 푐 푠푖푛휆퐿 = 0		 ⇒ 		푠푖푛휆퐿 = 0		 ⇒	휆 = ⇒푋 (푥) = 	 푐 	푠푖푛휆 푥  

	푎
푇′
푇

= 	−	휆 	⇒
푇′
푇

=
−	휆
푎

⇒
푇′
푇
푑푡 =

−	휆
푎

푑푡⇒ 퐿푛푇(푡) =
−	휆
푎

푡 + 푏⇒ 

푇(푡) = 	 푒 	
	

= 	 푒 	 푒 	
	

= 	퐵푒 	
	

⇒푇 (푡) = 	퐵 푒
	

 

푤 (푥, 푡) = 	 푋 (푥)푇 (푡) = 푐 퐵 푒
	

푠푖푛휆 푥 = 퐴 푒
	

	푠푖푛휆 푥  

푤(푥, 푡) = 푤 (푥, 푡) = 	 퐴 	푒
	

	푠푖푛
푛휋
퐿 푥 

푇∗(푥, 푡) = 푣(푥) + 푤	(푥, 푡) =
−푥
퐿

+ 1 + 퐴 	푒
	

	푠푖푛
푛휋
퐿
푥		 

  :بریم شرط اولیه را براي یافتن ثابت درون سیگما بکار می

	푇∗(푥, 0) = 0⇒∑ 퐴 푠푖푛 푥 = − 1⇒퐴 = ∫ − 1 푠푖푛 푥푑푥	  

  :پس از محاسبه انتگرال از روش جزء به جزء 

퐴 = 		
−2
푛휋

 

  :و پس از جایگذاري در سیگما

푇∗(푥, 푡) =
−푥
퐿 + 1 + 	

−2
푛휋 	푒

	
	푠푖푛

푛휋
퐿 푥			 

توزیع دماي بدست آمده، توزیع دماي مجازي است که اکنون باید بکمک آن و با استفاده از فرمول ابتداي این 
  . توزیع دماي واقعی را بدست آورد جلسه



푇∗(푥, 푡 − 휏) =
−푥
퐿 + 1 +

−2
푛휋 	푒

	 ( )	푠푖푛
푛휋
퐿 푥	 

휕푇∗(푥, 푡 − 휏)
휕푡

=
−2
푛휋

	
−	푛 휋
푎 퐿

푒
	 ( )	푠푖푛

푛휋
퐿
푥		 

=
2푛휋
푎 퐿 	푒

	 ( )	푠푖푛
푛휋
퐿 푥		 

푇(푥, 푡) = 	
푓(휏)휕푇∗(푥, 푡 − 휏)

휕푡
	푑휏 = 	 푓(휏)

2푛휋
푎 퐿

	푒
	 ( )	푠푖푛

푛휋
퐿
푥	푑휏 

 
푓표푟		푡	 < 2푠 ∶ 푓	(푡) = 2푡 ⇒푓	(휏) = 2휏 ⇒  

푇(푥, 푡) = 2휏
2푛휋
푎 퐿 	푒

	 ( )	푠푖푛
푛휋
퐿 푥푑휏	 

=
4푛휋
푎 퐿

	푒
	

	푠푖푛
푛휋
퐿
푥	 휏푒

	
푑휏 

푇(푥, 푡) =
4푛휋
푎 퐿

	푒
	

	푠푖푛
푛휋
퐿
푥	

푎 퐿 휏
푛 휋

	푒
	

−
푎 퐿
푛 휋

푒
	

	 

푇(푥, 푡) =
4푛휋
푎 퐿 	푒

	
	푠푖푛

푛휋
퐿 푥

푎 퐿 푡
푛 휋 	푒

	
−
푎 퐿
푛 휋 푒

	
+
푎 퐿
푛 휋 	 

  :بعد از فاکتورگیري و ساده کردن



푇(푥, 푡) =
4
푛휋 푡 −

푎 퐿
푛 휋 (1 − 푒

	
) 	푠푖푛

푛휋
퐿 푥							푓표푟				푡	 < 	2푠	 

 

푓표푟		푡 > 2푠 ∶ 푓	(푡) = 0⇒푓	(휏) = 0⇒  

푇(푥, 푡) = 2휏
2푛휋
푎 퐿

	푒
	 ( )	푠푖푛

푛휋
퐿
푥푑휏 + 0푑휏		 

=
4푛휋
푎 퐿

	푒
	

	푠푖푛
푛휋
퐿
푥	 휏푒

	
푑휏 

⇒푇(푥, 푡) =
4푛휋
푎 퐿

	푒
	

	푠푖푛
푛휋
퐿
푥	

푎 퐿 휏
푛 휋

	푒
	

−
푎 퐿
푛 휋

푒
	

 

=
4푛휋
푎 퐿

	푒
	

	푠푖푛
푛휋
퐿
푥

2푎 퐿
푛 휋

	푒
	

−
푎 퐿
푛 휋

푒
	

+
푎 퐿
푛 휋

	 

  :بعد از فاکتورگیري و ساده کردن

푇(푥, 푡) =
4
푛휋 푒

	 ( ) 	 2	 −
푎 퐿
푛 휋 (1 − 푒

	
) 푠푖푛

푛휋
퐿 푥				푓표푟		푡 > 2푠	 

 

   )Normalizing(بعدسازي بی
بی بعد سازي نوشتن معادله و . است بی بعدسازيیکی از مباحثی که در انتقال حرارت هدایت مطرح می شود 

باید توجه داشت . دن مسأله می شودباعث ساده ش بی بعدسازي. شرایط مرزي بصورت کمیتهاي بدون بعد است
 بی بعدسازي گاهی .تنها ظاهر مسله را تغییر می دهد و در باطن مسأله هیچ تغییري ایجاد نمی کند بی بعدسازي که

تا حد امکان آنها را به شکلهاي ساده تري در و در نتیجه  باعث می شود معادله و یا شرایط مرزي آن همگن شود
شود در  بی بعدنمی شوند و براي حل یک مسأله لزومی ندارد که حتماً مسأله  بی بعدسائل لزوماً همه م. می آورد

   .حل کرد را حالی که حتما باید مسأله همگن شود تا بتوان آن
از تقسیم آن کمیت بر بیشترین مقداري که می تواند اختیار کند، بدست می آید و یا گاهی از یک کمیت بی بعد 

ت همجنس بعنوان مبنا از آن کمیت بر بیشترین اختلاف ممکن از آن کمیت تعریف می اختلاف یک کمی تقسیم
  .شوند



  مثال
  .زیر را بی بعد کنید نشان داده شده در شکل و اولیه مساله با شرایط مرزي

  
  

  
  حل

  .را می نویسیم و اولیه ابتدا معادله حاکم و شرایط مرزي

= 푎   

퐵. 퐶푠:
푇(0, 푡) = 푇 																											
−푘 | = ℎ	[푇(퐿) − 푇 ]  

퐼. 퐶:	푇(푥, 0) = 	 푇   

و مکان بی ) Dimensionless Time(، زمان بی بعد)Dimensionless Temperature(دماي بی بعد
  :وندمطابق روابط زیر تعریف می ش) Dimensionless Spatial(بعد

푇 = 												푡̅ = 									 푥̅ =   

푇 = 										⇒ 				푇 = (푇 − 푇 )푇 + 푇   

휕푇
휕푥

=
휕
휕푥

[(푇 − 푇 )푇 + 푇 ] = (푇 − 푇 ) 	
휕푇
휕푥

	,			푥 = 퐿푥̅ ⇒ 



= (푇 − 푇 ) 	
( ̅)

⇒ = ( )	
̅
	  

휕 푇
휕푥 =

휕
휕푥	

휕푇
휕푥 = 	

휕
휕푥

(푇 − 푇 )
퐿 	

휕푇
휕푥̅ , 푥 = 퐿푥̅ ⇒ 

= 	
( ̅)

( ) 	
̅

= (푇 − 푇 )
̅
		  

= (푇 − 푇 )
̅
  

푇 = 	 (푇 − 푇 )푇 + 푇 ⇒	 = 	[(푇 − 푇 )푇 + 푇 ] = (푇 − 푇 )   

푡 = 	 푡̅푎 퐿   

⇒
휕푇
휕푡 = (푇 − 푇 )

휕푇
휕(푎 퐿 푡̅) = (푇 − 푇 )

휕푇
푎 퐿 휕푡̅							 

  :در معادله حاکم جایگذاري می کنیم

(푇 − 푇 )
휕 푇
퐿 휕푥̅ = 푎 (푇 − 푇 )

휕푇
푎 퐿 휕푡̅ ⇒

휕 푇
휕푥̅ =

휕푇
휕푡̅  

  :اکنون شرایط مرزي و اولیه را بی بعد می کنیم

푇(0, 푡) = 	 푇 ⇒ (푇 − 푇 )푇(0, 푡̅) + 	푇 = 푇 ⇒ (푇 − 푇 )푇(0, 푡̅) = 0⇒푇(0, 푡̅) = 0 

−푘
휕푇
휕푥

| = ℎ[푇(퐿) − 푇 ]	 

푥	توجه داشته باشید در = 퐿 طبق تعریف مکان بی بعد :	푥̅ = 1  

⇒	− 푘
(푇 − 푇 )

퐿
	
휕푇
휕푥̅

| ̅ = ℎ	[(푇 − 푇 )	푇| ̅ + 푇 − 푇 ]		 

휕푇
휕푥̅ | ̅ =

−ℎ퐿
푘 푇| ̅ 		⇒			

휕푇
휕푥̅ | ̅ = −퐵푖	푇| ̅ 																				 

퐵푖	می دانیم =  

푇(푥, 0) = 	 푇 			⇒	(푇 − 푇 )	푇(푥̅, 0) + 푇 = 푇 ⇒푇(푥̅, 0) = 1  

در اینجا معادله حاکم و شرایط مرزي و اولیه بی بعد شده را با حالتی که بی بعدسازي صورت نگرفته است مقایسه 
  .می کنیم

 



⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ = 푎 																																																											
푇(0, 푡) = 푇 																																																										
−푘 | = ℎ	[푇(퐿) − 푇 ]																														
푇(푥, 0) = 	 푇 																																																							

       

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ̅

= ̅ 																			

푇(0, 푡̅) = 0															

̅
| ̅ = −퐵푖푇| ̅

푇(푥̅, 0) = 1													

 

  
راحتی می شود بی بعدسازي باعث همگن شدن شرایط مرزي و سادگی معادله حاکم و نهایتا همانطور که مشاهده 

  .مساله می شودحل 
 
 

  )شنیاصل سوپرپوز(مسائل غیر همگنحل کلی  روش
)General Simplification For Non-Homogeneous Problems(  

,푢(푥	 تابع .فرض کنید هم معادله غیرهمگن باشد و هم شرایط مرزي 푡)  را بصورت مجموع چهار تابع در نظر
دقت داشته .گرفته و شرایط مرزي را بگونه اي تعریف می کنیم که هر معادله تنها یک عامل غیرهمگن داشته باشد

,푓(푥	باشید تابع 푡)در معادله یک عامل غیرهمگنی محسوب می شود.  
+ 푓(푥, 푡) = 푎   

B.Cs: 
푢(0, 푡) = 푔(푡)
푢	(퐿, 푡) = ℎ(푡)  

 
퐼. 퐶 ∶ 	푢(푥, 0) = 푘	(푥)  

   
푢(푥, 푡) = 푣	(푥, 푡) + 푤(푥, 푡) + 푧(푥, 푡) + 푠(푥, 푡)  

  :مشتقات لازم را بدست می آوریم
= 	 + 	 + 	 + 	   

= 	 + + +   

= 	 + + +   

  
  :خواهیم داشت و شرایط مرزي در معادله جایگذاريبا 

+ + + + 푓(푥, 푡) = 푎 ( + + + )  

푢	(0, 푡) = 푔	(푡)⇒푣(0, 푡) + 푤(0, 푡) + 푧(0, 푡) + 푠(0, 푡) = 푔(푡)  



푢	(퐿, 푡) = ℎ(푡)⇒푣(퐿, 푡) +푤(퐿, 푡) + 푧(퐿, 푡) + 푠(퐿, 푡) = ℎ(푡)	  

푢(푥, 0) = 푘	(푥)⇒푣(푥, 0) + 푤(푥, 0) + 푧(푥, 0) + 푠(푥, 0) = 푘(푥)     

  :ار معادله بصورت زیر تشکیل می دهیمحال چه

1	)

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧휕 푣
휕푥 + 푓(푥, 푡) = 푎

휕푣
휕푡

푣(0, 푡) = 0																				
푣(퐿, 푡) = 0																				
푣(푥, 0) = 0																			

														⇒ 			푣(푥, 푡) = √ 

 

2	)

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧휕 푤
휕푥

= 푎
휕푤
휕푡
								

푤(0, 푡) = 푔(푡)						
푤(퐿, 푡) = 0											
푤(푥, 0) = 0										

																						⇒ 			푤(푥, 푡) = √ 

 

3	)

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧휕 푧
휕푥 = 푎

휕푧
휕푡			

푧(0, 푡) = 0						
푧(퐿, 푡) = ℎ(푡)
푧(푥, 0) = 0					

																														⇒ 			푧(푥, 푡) = √ 

 

4	)

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧휕 푠
휕푥

= 푎
휕푠
휕푡
				

푠(0, 푡) = 0							
푠(퐿, 푡) = 0								
푠(푥, 0) = 	푘(푥)

																												⇒ 				푠(푥, 푡) = √ 

  
  .هر معادله به کمک شرایط مرزي و اولیه اش بطور جداگانه حل می شود

  .ر معادله خواهد بودجواب کلی معادله برابر مجموع جوابهاي چها
 
 
 

 
 
 
 
 



 جلسه هفتم
  )Semi Infinite Solids(اجسام نیمه بینهایت
  جسم نیمه بینهایت

روش براي  بهترین. مانند زمین. گسترش یافته باشدتا بینهایت جسم نیمه بینهایت جسمی است که در یک راستا 
  .است )Laplace Transform(تبدیل لاپلاس روش حل مسائل نیمه بی نهایت

  :تبدیل لاپلاس یک تابع بصورت زیر تعریف می شود

L[f(t)] = F(s) = e 	f(t)	dt 

  :طبق تعریف فوق، تبدیل لاپلاس چند تابع مهم بصورت زیر است

L[c] =
c
s 

L[t ] =
n!

s  

L[e ] =
1

s− a 

L[sin at] =
a

s + a  

L[cos at] =
s

s + a  

L[sinh at] =
a

s − a  

L[cosh at] =
s

s − a  

L[δ (t)] = e 									 

L[u (t)] =
1
s e  

uدر روابط فوق (t) وδ (t) به ترتیب تابع پله وتابع ضربه هستند که بصورت زیر تعریف می شوند:  

u (t) = u(t− c) = 1											t ≥ c
0											t < 푐 

δ (t) = δ(t− c) = 0											t ≠ c
∞										t = c 



  :دو رابطه زیر به قضایاي انتقال معروفند

L[e f(t)] = F(s − a) 

L[t f(t)] = (−1) F( )(s) 

  :لاپلاس معکوس یک تابع بصورت زیر تعریف می شود

L[f(t)] = F(s) 					⟺ 						L [F(s)] = f(t) 

  :زیاد بکار می رونداستفاده از لاپلاس معکوس با دو رابطه مهم زیر در تعیین تابع 

L
F(s)

s = … f

	بار

(t) dt	dt	dt	dt … dt	
	بار

	 

L [F(s)	e ] = u (t)	f(t− c) 

    :دنوابط زیر بدست می آیاز رلاپلاس مشتق اول و دوم یک تابع 

L[y ] = sL[y] − y(0) 

L[y″] = s L[y] − sy(0)− y′(0) 

  :راینبناب. فرض می شودلاپلاس می گیریم و متغیر دیگر ثابت  tدر مورد معادلات با مشتقات جزئی تنها نسبت به 

L[u(x, t)] = U(x, s) = U 

L[u ] = L
∂u
∂x =

∂
∂x L[u] =

∂U
∂x 

L[u ] = L
∂ u
∂x =

∂
∂x L[u] =

∂ U
∂x  

L[u ] = sL[u] − u(x, 0) = sU(x, s)− u(x, 0) 

L[u ] = s U(x, s) − su(x, 0) − u (x, 0) 

  مثال
  .معادله دیفرانسیل مشتقات جزیی زیر را با استفاده از شرایط مرزي و اولیه داده شده حل کنید

=   

푢(0, 푡) = 푓(푡)  



푢(∞, 푡) = 퐵표푢푛푑푒푑  

푢(푥, 0) = 0  

푢 (푥, 0) = 0  

  حل

  :لاپلاس می گیریم tاز دو طرف معادله نسبت به متغیر

휕 푢
휕푥

=
1
푐
휕 푢
휕푡

			⇒ 	퐿
휕 푢
휕푥

= 퐿
1
푐
휕 푢
휕푡

			 ⇒
휕
휕푥

퐿[푢] =
1
푐
	퐿

휕 푢
휕푡

			  

	퐿[푢] = 푈(푥, 푠)	,			퐿
휕 푢
휕푡

= 푠 푈(푥, 푠) − 푠푢(푥, 0) − 푢 (푥, 0) 

⇒
휕
휕푥

	푈(푥, 푠) =
1
푐

[푠 푈(푥, 푠) − 푠푢	(푥, 0) −	푢 (푥, 0)]	 

  اما طبق فرض مساله

푢(푥, 0) = 푢		و0 (푥, 0) = 0  

  :در نتیجه

휕 푈
휕푥

=
푠
푐
	푈⇒

휕 푈
휕푥

−
푠
푐
	푈	 = 0	 ⇒푈(푥, 푠) = 	 푐 푒 + 푐 푒 																								 

  :براي تعیین ثابتها از شرایط مرزي استفاده می کنیم

	푢(∞, 푡) = 퐵표푢푛푑푒푑⇒퐿[푢(∞, 푡)	] = 퐵표푢푛푑푒푑  

limچون  → 푒 به بی نهایت میل می کند لذا باید푐 =  :در نتیجه. تا عامل بی نهایت ساز از بین رود 0

푈(푥, 푠) = 푐 푒 	  

  :از شرط مرزي دوم استفاده می کنیم 푐براي تعیین

푢(0, 푡) = 푓(푡) 		⇒ 퐿[푢(0, 푡)] = 퐿[푓(푡)] 		⇒ 			푈(0, 푠) = 퐹(푠)  

,푈(푥	و چون 푠) = 푐 푒نتیجه می شود푐 = 퐹(푠)	 و لذا		푈(푥, 푠) = 퐹(푠)푒    
 :با لاپلاس معکوس گرفتن از طرفین رابطه فوق، جواب نهایی حاصل می شود

푢(푥, 푡) = 퐿 [푈(푥, 푠)] = 퐿 퐹(푠)푒 	  



  )Cylindrical Coordinates(مختصات استوانه اي
مسائل زیادي . دما را در مختصات استوانه اي بدست آوریم توزیع حال نوبت آن رسیده که معادله دیفرانسیلی

  .وجود دارد که استفاده از سیستم استوانه اي را اجتناب ناپذیر می نمایند مانند تعیین توزیع دما در یک میله
از معادله دیفرانسیلی توزیع دما را در سیستم استوانه اي  در انتهاي جلسه دوم با استفاده از روش تبدیل مختصات،

این معادله را مجددا ) المان گیري(در اینجا می خواهیم به روش مستقیم. دکارتی بدست آوردیم روي مختصات
  .بدست آوریم

. می دهیم انرژي هاي ورودي به المان و خروجی از آن را در شکل نشان.المانی از یک استوانه را در نظر می گیریم
  . در حالت کلی شرایط را غیردائمی در نظر گرفته و فرض می کنیم درون استوانه حرارت تولید می شود

  
  

  
  

  :معادله بقاي انرژي را می نویسیم

 

퐸̇ − 퐸̇ + 퐸̇ = 퐸̇   

퐸̇ = 푞 + 푞 + 푞 	  

퐸̇ = 푞 + 푞 + 푞   

퐸̇ = 푞̇푑푉  

퐸̇ = 푚퐶 = 휌푑푉퐶   



  :عبارات فوق را درون معادله بقاي انرژي قرار می دهیم

(푞 + 푞 + 푞 )− (푞 + 푞 + 푞 ) + 	 푞̇푑푉 = 휌푑푉퐶   

  : ی توان نوشتاز بسط تیلور م

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧푞 = 푞 + 	 푑푟			

푞 = 	 푞 + 	 푑휃

푞 = 	 푞 + 푑푧			

  

  :در نتیجه

	(푞 + 푞 + 푞 ) − (푞 + 	 푑푟 + 푞 + 	 푑휃 + 푞 + 푑푧) + 푞̇푑푉 = (휌푑푉)퐶   

 :پس ازساده کردن بدست می آوریم

− 푑푟 − 푑휃 − 푑푧 + +푞̇푑푉 = (휌푑푉)퐶   

  :از قانون فوریه می دانیم

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧푞 = 	 −푘(푟푑휃푑푧)

푞 = 	−푘(푑푟푑푧)

푞 = 	 −푘(푟푑푟푑휃)

  

  :با جایگذاري در رابطه فوق داریم

− 	 −푘푟푑휃푑푧 푑푟 −	 	 −푘푑푟푑푧	 푑휃  

− 	 −푘푟푑푟푑휃 푑푧 + 푞̇(푟푑푟푑휃푑푧) = 휌푟푑푟푑휃푑푧	퐶   

  :تقسیم می کنیم 푘푟푑푟푑휃푑푧طرفین رابطه را بر

	 푟 + 	 	 + 	 + 	 ̇ = 	 	   

1
푟
푟
휕 푇
휕푟

+
휕푇
휕푟

+
1
푟
	
휕 푇
휕휃

+
휕 푇
휕푧

+ 	
푞̇
푘

= 	
1
훼
	
휕푇
휕푡

 

휕 푇
휕푟 +

1
푟
휕푇
휕푟 +

1
푟 	

휕 푇
휕휃 +

휕 푇
휕푧 + 	

푞̇
푘 = 	

1
훼	
휕푇
휕푡  



مواجه  دیگرسه معادله دیفرانسیل ، با داشاره شعلاوه بر معادلات دیفرانسیلی که قبلا مسائل استوانه اکثر حل در 
  .می شوید که در اینجا در مورد آنها بحث می شود

  
   )Euler Caushy(معادله کوشی اویلر

  :استعروف معادله زیر به معادله کشی اویلر م

)(02 xyybyyaxyx    

xzبا تغییر متغیر  ln  خطی مرتبه دوم با ضرایب ثابت و همگن بصورت  آن را به یک معادله دیفرانسیلمی توان
  .قرار داد z،xlnدر نهایت بجاي.شخصه آن را حل کردمزیر تبدیل کرد و سپس به روش تشکیل معادله 

)(0)1( zyybyyay         
                                                                       xz ln                

   مثال

  .معادله کشی اویلر زیر را حل کنید

0232  yyxyx  

  حل

2,3  ba  

  :تشکیل معادله خطی مرتبه دوم با ضرایب ثابت و همگن

022  yyy  

  :شخصهمتشکیل معادله 

0222  mm  
  :و تعیین جواب  دست آوردن ریشه هاب

)sincos(1,1111 21 zczceyim z  


  

  :zبجاي  xlnجایگذاري 

)]sin(ln)cos(ln[1)]sin(ln)cos(ln[ 2121
ln xcxc

x
xcxcey x                    



۶٠ 

  )Bessel's Equation(معادله بسل

  :فرم کلی این معادله عبارت است از

x y + xy + (x − P )y = 0 

  :پاسخ معادله بسل به صورت زیر است. معادله است) Order(مرتبه  P که در آن

y(x) = c J (x) + c Y (x) 

J (x)  تابع بسل مرتبه اول وY (x) می باشد توابع به صورت زیرمودار این ن.تابع بسل مرتبه دوم است .  

  

  
  



۶١ 

  )Modified Bessel's Equation(بسلپیراسته معادله 

  :است معادله پیراسته بسل به شکل کلی زیر

x y + xy − (x + P )y = 0 

  :فرم کلی پاسخ معادله پیراسته بسل به صورت زیر است. معادله است) Order(مرتبه  P که در آن

y(x) = c I (x) + c K (x) 

	I (x) بسل مرتبه اول و پیراسته تابعK (x)  مرتبه دوم است پیراسته بسلتابع. 

  .را نشان می دهندتوابع نمودار این شکلهاي زیر 

  

  



Kتوابع همانطورکه از شکل مشخص است  (x)  محور افقی یا عمودي را هرگز قطع نمی کنند و با این محورها
I	از طرفی توابع . مجانب می شوند (x) به ازاي تمام مقادیر	P ا به ازاي محور عمودي را قطع می کنند ولی تنه

P =   .محور عمودي در نقطه اي غیر از مبدا قطع می شود 0

  

  مثال  

  .پاسخ عمومی معادله زیر را بدست آورید

x y″+ xy′+ x −
1
4 y = 0 

  حل

  .معادله فوق یک معادله بسل است

P =
1
4 						⟹ 					P =

1
2 

y(x) = c J (x) + c Y (x) 							⟹ 								y(x) = c J (x) + c Y (x)			 

	 

 
 

  
  
  
  
  
  
  
  
  



  جلسه هشتم
  

  مثال
تشکیل شده در طرفین آن و دو صفحه تخت عمودي  hو ارتفاع bیک جسم توپر از یک نیم استوانه به شعاع

قاعده پایینی، سطح  جانبی استوانه و دو صفحه تخت عمودي در دماي صفر درجه سانتیگراد ثابت نگه داشته .است
,	푓(푟 معلوم بالایی بصورت تابعقاعده دماي  .ده اندش 휃) توزیع دما در این جسم را در حالت . داده شده است

  .دائمی پیدا کنید
  

  حل
  :بصورت زیر است در سیستم استوانه اي معادله دیفرانسیلی توزیع دما

휕 푇
휕푟

+
1
푟
휕푇
휕푟

+
1
푟
	
휕 푇
휕휃

+
휕 푇
휕푧

+ 	
푞̇
푘

= 	
1
훼
	
휕푇
휕푡

 

 휃است از طرفی با توجه به اینکه این جسم نسبت به  푧چون طول استوانه محدود است بنابراین دما تابعی از
حالت دائمی باعث می شود سمت راست معادله صفر شود همچنین عدم . متقارن نیست بنابراین تابعی از آن است

ر جسم باعث حذف شدن آخرین جمله از سمت چپ معادله می شود پس براي این مساله، معادله تولید حرارت د
  :دیفرانسیلی توزیع دما به شکل زیر در می آید

휕 푇
휕푟

+
1
푟
휕푇
휕푟

+
1
푟
	
휕 푇
휕휃

+
휕 푇
휕푧

= 0 

  :)مبدا مختصات را مرکز قاعده پایینی فرض می کنیم( می شوند به صورت زیر نوشته شرایط مرزي حاکم بر مساله
قاعده	پایینی	 ∶ 푇	(푟	,휃, 0) = 0 

سطح	جانبی	 ∶ 푇(푏	,휃, 푧) = 0	 

	صفحه	سمت	راست ∶ 푇	(푟, 0	, 푧) = 0 
صفحه	سمت	چپ ∶ 푇	(푟	,휋, 푧) = 0 
	قاعده	بالایی ∶ 푇	(푟	,휃,ℎ	) = 푓	(푟	,휃)												 

  :شرایط مرزي حاکم بر آن همگن است بنابراین از روش جداسازي متغیرها استفاده می کنیمچون معادله و 
  

푇	(푟,휃, 푧) = 푅(푟)휗(휃)푍(푧)  

  :مشتقات لازم را بدست آورده و در معادله قرار می دهیم



= 푅 휗푍					,				 = 푅 휗푍		,				 = 푅	휗 푍				,				 = 푅	휗푍   

 푅 휗푍 + 푅 휗푍 + 푅	휗′′푍 + 푅	휗푍 = 0		  

  :داریم 푅휗푍با تقسیم بر

		
푅′′
푅 +

1
푟
푅′
푅 +

1
푟
휗′′
휗 +

푍′′
푍 = 0 

ف دیگر تساوي انتقال می دهیم و سپس هر دو طرف را برابر مقدار را به طر کرده وضرب  푟طرفین را در
  :قرار می دهیم휎	ثابت

푟 푅′′
푅

+
푟푅′
푅

+
휗′′
휗

+ 푟
푍′′
푍

= 0 ⟹
푟 푅 + 푟푅′

푅
+ 푟

푍′′
푍

= 	−
휗
휗

= 	휎		 

  :شرایط مرزي را ساده می کنیم

푇(푟, 휃, 0) = 0	 ⟹ 		푅(푟)휗(휃)푍(0) = 0 ⟹ 	푍(0) = 0  

푇(푏, 휃, 푧) = 0	 ⟹ 		푅(푏)휗(휃)푍(푧) = 0 ⟹ 	푅(푏) = 0 

푇(푟, 0, 푧) = 0 ⟹ 		푅(푟)휗(0)푍(푧) = 0 ⟹ 	휗(0) = 0 

푇(푟, 휋, 푧) = 0	 ⟹ 		푅(푟)휗(휋)푍(푧) = 0 ⟹ 	휗(휋) = 0 

휎 = 0		 ⟹ − = 0 ⟹ 휗 = 0	 ⟹ 휗(휃) = 푐 θ + 푐   

 휗(0) = 0	 ⟹ 푐 (0) + 	 푐 = 0 ⟹ 푐 = 0			 

휗(π) = 0	 ⟹ 푐 π = 0 ⟹ 푐 = 0 ⟹ 휗(휃) = 0  

휎 = −	휆 ⟹ − = −휆 	⟹ 	휗 −	휆 휗 = 	0	 ⟹ 휗(휃) = 	 푐 coshλθ+ 푐 sinhλθ	  
휗(0) = 0 ⟹	푐 (1) + 	 푐 (0) = 0	 ⟹ 푐 = 0						  

휗(π) = 0		 ⟹ 	 푐 sinhλπ = 0	 ⟹ 	푐 = 0 ⟹ 휗(휃) = 0  

휎 = 	 휆 ⟹ − = 휆 	⟹	휗 + 	 휆 휗 = 	0 ⟹ 휗(휃) = 	 푐 cosλθ+ 푐 sinλ휃	  

휗(0) = 0 ⟹	푐 (1) + 	 푐 (0) = 0	 ⟹ 푐 = 0  

휗(휋) = 0	 ⟹ 푐 푠푖푛휆휋 = 0 ⟹ 푠푖푛휆휋 = 0 ⟹ 휆휋 = 푛휋 ⟹ 휆 = 푛  

⟹ 휗 (휃) = 	 푐 푠푖푛휆 휃  

  :بدست آمد، در ادامه سراغ سمت چپ تساوي می رویمجواب قابل قبول 휗(휃)	در این مرحله چون براي

 



푟 푅 + 푟푅′
푅 + 푟

푍′′
푍 = 휆  

  :تقسیم می کنیم 푟طرفین رابطه را بر

푅′′
푅

+
1
푟
푅′
푅

+
푍′′
푍

=
휆
푟
																	⟹ 																

푅′′
푅

+
1
푟
푅′
푅
−
휆
푟

= −
푍′′
푍

= 훾 

  . در نظر گرفته ایم훾	است دو طرف را برابر مقدار ثابت푧	و سمت راست تابعی از푟	چون سمت چپ تابعی از

훾 = 0 ⟹
푅′′
푅

+
1
푟
푅′
푅
−
휆
푟

= 0 ⟹	푟 푅 + 푟푅 − 휆 푅 = 0					 

02(معادله بدست آمده از نوع کوشی اویلر  byyaxyx ( با푏 = −휆 푎	و = است که باید آن را به  1
)1(0)((یک معادله دیفرانسیل خطی همگن مرتبه دوم با ضرایب ثابت zyybyyay  ( تبدیل

  .و سپس حل کرد
  

푅′′ − 휆 푅 = 0  

푅(푧) = 	 푐 푒 + 푐 푒   

푧 = 퐿푛푟		 ⟹ 	 푒 = 푟 ⟹ 푅(푟) = 푐 푟 + 푐 푟   

lim	باشد و از طرفی متناهیچون دما در مرکز استوانه نمی تواند نا → 푟 به بی نهایت میل می کند لذا باید푐 
(푟)	푅صفر شود تا عامل بینهایت ساز از بین برود در نتیجه = 	 푐 푟    

푅	(푏) = 0	 ⟹ 푐 푏 = 0 ⟹ 푐 = 0 ⟹ 푅(푟) = 0  

훾 = 	 휇 ⟹ + − = 휇 ⟹ 푟 푅 + 푟푅 − 휆 	푅 = 휇 푟 푅 ⟹  

푟 푅 + 푟푅 − (휇 푟 + 휆 )푅 = 0	   

x(معادله اخیر، معادله پیراسته بسل  y + xy − (x + P )y = بصورت است که جواب آن ) 0
y(x) = c I (x) + c K (x) بنابراین جواب معادله فوق بصورت زیر خواهد بود. است:  

푅(푟) = 푐 퐼 (휇푟) + 	 푐 퐾 (휇푟)	  

هنگامیکه متغیر مستقل به صفر میل کند به بینهایت میل خواهند ) 퐾(نمودار، توابع پیراسته بسل مرتبه دوممطابق با 
  .برابر صفر شود تا عامل بینهایت ساز حذف شود تا دما در مرکز استوانه نامحدود نشود 푐بنابراین باید. کرد

푅(푟) = 푐 퐼 (휇푟) 
푅(푏) = 0	 ⟹ 푐 퐼 (휇푏) = 0  



تنها در نقطه صفر می توانند صفر 퐼	دیده می شود توابع) 퐼(با مشاهده نمودارهاي توابع پیراسته بسل مرتبه اول
퐼هرگز صفر نیست لذا휇푏	جه به اینکهبا تو. شوند (휇푏) هیچگاه صفر نمی شود و باید푐 = 0.  

  .پس در این حالت هم جواب قابل قبولی بدست نمی آید
  

  
  

  
 

	훾 = −	휇 ⟹
푅′′
푅 +

1
푟
푅′
푅 −

휆
푟 = −휇 ⟹ 푟 푅 + 푟푅 − 휆 	푅 = −휇 푟 푅 

⟹ 푟 푅 + 푟푅 + (	휇 푟 − 휆 )푅 = 0	 

x(که این یک معادله بسل y + xy + (x − P )y =   است و همانطورکه می دانیم جواب آن به شکل) 0



  y(x) = c J (x) + c Y (x) معادله فوق می شود پاسخپس . است:  

		푅(푟) = 		 퐶 퐽 (휇푟) + 	퐶 푌 (휇푟)	  

푟(نگاه کنید، می بینید همگی این توابع در مبدا مختصات푌	اگر به نمودارهاي توابع = به بینهایت میل می ) 0
تا عامل بینهایت ساز از  برابر صفر شود 퐶شرط فیزیکی محدود بودن دما در مرکز استوانه ایجاب می کند که.کنند

  .بین برود

 
푅(푟) = 	 퐶 퐽 (휇푟)  

푅(푏) = 0	 ⟹ 퐶 퐽 (휇푏) = 0 ⟹ 퐽 (휇푏) = 0  

این نقاط به صفرها یا . دنصفر شو معینید در نقاط نمی توان )퐽(ابع بسل مرتبه اولوهمانطور که دیده می شود ت
که در کتابهاي ریاضی چند صفر اول توابع بسل از مراتب صفر تا پنج داده شده ریشه هاي تابع بسل معروفند 

  .است

 



퐽 (휇푏) = 0 ⟹ 휇푏 = 	 푞 ⟹ 휇 =   

 푞 صفر(را ریشه(	푚ام تابع بسل	퐽با مرتبه푛 می نامند.  

푅 (푟) = 	 퐶 퐽 (휇 푟)  

  :را بدست آوریم푍	اکنون باید تابع

− = −휇 ⟹ 푍 −	휇 푍 = 	0 ⟹ 푍(푧) = 퐷 푐표푠ℎ휇푧 + 퐷 푠푖푛ℎ	휇푧  

 푍(0) = 0	 ⟹ 퐷 (1) + 퐷 (0) = 0	 ⟹ 퐷 = 0 ⟹ 푍(푧) = 퐷 푠푖푛ℎ	휇푧 

⟹ 푍 (푧) = 	 퐷 푠푖푛ℎ(휇 푧)   

푇	(푟,휃, 푧) = 푅(푟)휗(휃)푍(푧) ⟹ 푇 (푟, 휃, 푧) = 	 푅 (푟)휗 (휃)푍 (푧)  

⟹ 푇 (푟,휃, 푧) = 	 푐 퐶 퐷 퐽 (휇 푟)푠푖푛휆 휃sinh	(휇 푧)  

푇 (푟, 휃, 푧) = 	 퐺 퐽 (휇 푟)푠푖푛휆 휃sinh	(휇 푧)  

푇(푟, 휃, 푧) = 푇 (푟, 휃, 푧) = 	 퐺 퐽 (휇 푟) sin(휆 휃) sinh	(휇 푧) 

푐که برابر   퐺براي تعیین.است از دو سیگما استفاده شدهچون دو اندیس وجود دارد،  퐶 퐷  است از
  :وردیم، قرار می دهیمرا که قبلا بدست آ 푛مقدارش 휆و بجاي آخرین شرط مرزي استفاده می کنیم

 푇(푟,휃, ℎ) = 푓(푟,휃) ⟹  

퐺 퐽 (휇 푟) sin(푛휃) sinh	(휇 ℎ) = 푓(푟, 휃) 

	푠푖푛푛휃 퐺 퐽 (휇 푟)sinh	(휇 ℎ) = 푓(푟,휃) 

  :فرض می کنیم

퐺 	 퐽 (휇 푟) sinh(휇 ℎ) = 퐴 (푟) 

  :در نتیجه

	 퐴 (푟)푠푖푛푛휃 = 푓(푟,휃) 



  :از بسط نیم دامنه فوریه رابطه زیر را داریم






)(sin
1

xf
L

xnb
n

n



L

n dx
L

xnxf
L

b
0

sin)(2 
 

  :درنتیجه

퐴 (푟) = 	∫ 푓(푟, 휃) sin 푛휃 푑휃  

  .را بدست آوریم 퐺داکنون بای

퐺 퐽 (휇 푟)푠푖푛ℎ(휇 ℎ) = 퐴 (푟) 

푟퐽	طرفین را در، شته باشد بمنظور استفاده از اصل تعامددرون سیگما تابع بسل قرار داهرگاه  (휇 푟) ضرب
  :انتگرال می گیریم푟	تغییرات نموده و در بازه

퐺 퐽 (휇 푟)푟퐽 (휇 푟)푠푖푛ℎ(휇 ℎ) = 퐴 (푟)푟퐽 (휇 푟) 

퐺 퐽 (휇 푟)푟퐽 (휇 푟) 푠푖푛ℎ(휇 ℎ)푑푟 = 퐴 (푟)푟퐽 (휇 푟)푑푟 

푠푖푛ℎ(휇 ℎ)퐺 푟퐽 (휇 푟)퐽 (휇 푟)푑푟 = 퐴 (푟)푟퐽 (휇 푟)푑푟 

  :از قواعد توابع بسل می دانیم

푖푓					푚 ≠ 푚 		 ∶ 		 푟퐽 (휇 푟)퐽 (휇 푟)푑푟 = 0 

푚	تنها برايسیگما بنابراین  = 푚جواب خواهد داشت.  

푠푖푛ℎ(휇 ℎ)퐺 푟 퐽 (휇 푟)푑푟 = 퐴 (푟)푟퐽 (휇 푟)푑푟  

  :از قواعد توابع بسل داریم



푟 퐽 (휇 푟)푑푟 =
1
2
푏 퐽 (휇 푏) 

⟹ 푠푖푛ℎ(휇 ℎ)퐺
푏
2
퐽 (휇 푏) = 퐴 (푟)푟퐽 (휇 푟)푑푟 

 

⟹ 퐺 =
∫ 푟퐴 (푟)퐽 (휇 푟)푑푟

푏
2 퐽 (휇 푏)푠푖푛ℎ	(휇 ℎ)	

=
2 ∫ 푟퐴 (푟)퐽 (휇 푟)푑푟

푏 퐽 (휇 푏)푠푖푛ℎ	(휇 ℎ)	
 

 

معادله روند کلی حل معادله دیفرانسیلی توزیع دما در سیستم استوانه اي براي مسائل مختلف یکسان است و تنها 
و معادله ر مساله را تشخیص دهید بنابراین اگر بتوانید شرایط مرزي حاکم ب. شرایط مرزي فرق می کنندحاکم و 

در . و تعیین توزیع دما کار چندان مشکلی نخواهد بود عادلهحل مدیفرانسیلی توزیع دما را به درستی ساده کنید، 
  .شرایط مرزي نوشته شده استمعادله دیفرانسیلی حاکم وت مختلف، لحاچند مثال زیر براي 

  
  مثال

  .زیر را بنویسید استوانه اي رزي حاکم بر سیستمهايمعادله دیفرانسیلی توزیع دما وشرایط م
 الف(  

  
  ).است و شرایط دائمی استوانه طویل(

  حل
  :معادله دیفرانسیلی توزیع دما در سیستم استوانه اي عبارت است از

휕 푇
휕푟

+
1
푟
휕푇
휕푟

+
1
푟
	
휕 푇
휕휃

+
휕 푇
휕푧

+ 	
푞̇
푘

= 	
1
훼
	
휕푇
휕푡

 



نخواهد بود از طرفی با توجه به هندسه و شرایط مرزي پیرامون  푧ین دما تابع چون استوانه طویل است بنابرا
چون شرایط دائمی است سمت راست .است 휃استوانه مشاهده می شود تقارن وجود دارد و لذا توزیع دما مستقل از

  :بصورت زیر ساده می شودتوزیع دما فرانسیلی معادله هم حذف می شود و در نتیجه معادله دی
푑 푇
푑푟

+
1
푟
푑푇
푑푟

+ 	
푞̇
푘

= 	0 

  .حال شرایط مرزي را بدست می آوریم.تبدیل شده است 푑به 휕است، 푟	چون دما صرفا تابعی از
  ):شرط مرزي دیریشلت(دماي سطح بیرونی استوانه ثابت است

푇(푅 ) = 푇  

  ):نیومن مرزي شرط(خلی استوانه عایق استسطح دا

푑푇
푑푟

= 0 

 ب( 

  
  .)است 푇و دماي اولیهشرایط غیردائمی  ،استوانه طویل(

  حل
  :معادله دیفرانسیلی توزیع دما در سیستم استوانه اي عبارت است از

휕 푇
휕푟 +

1
푟
휕푇
휕푟 +

1
푟 	

휕 푇
휕휃

+
휕 푇
휕푧 + 	

푞̇
푘 = 	

1
훼	
휕푇
휕푡  

، با توجه به هندسه و شرایط مرزي پیرامون استوانه تقارن وجود دارد یستن 푧ین دما تابع استوانه طویل است بنابرا
دله تولید گرما در داخل استوانه وجود ندارد پس آخرین ترم سمت چپ معا. است 휃و لذا توزیع دما مستقل از



چون شرایط غیردائمی است سمت راست معادله حذف نمی شود و در نتیجه معادله دیفرانسیلی . نوشته نمی شود
  :بصورت زیر ساده می شود

휕 푇
휕푟 +

1
푟
휕푇
휕푟 = 	

1
훼	
휕푇
휕푡  

  :یندبدست می آبصورت زیر  و اولیه شرایط مرزي
  ):شرط مرزي نیومن(ت قرار داردسطح داخلی استوانه در معرض شار ثاب

−푘
휕푇
휕푟

= −푞  

  ):شرط مرزي نیومن(سطح خارجی استوانه عایق است

휕푇
휕푟

= 0 

  :شرط اولیه عبارتست از

푇(푟, 0) = 푇  

 ج(  

 
  .)استوانه طویل و شرایط دائمی است(

  
  حل

  :ستم استوانه اي عبارت است ازمعادله دیفرانسیلی توزیع دما در سی
휕 푇
휕푟

+
1
푟
휕푇
휕푟

+
1
푟
	
휕 푇
휕휃

+
휕 푇
휕푧

+ 	
푞̇
푘

= 	
1
훼
	
휕푇
휕푡

 



شرایط . وابسته است 휃بدلیل عدم تقارن توزیع دما به . نمی باشد 푧ین دما تابع چون استوانه طویل است بنابرا
هم  푞̇است سمت راست معادله حذف می شود و بالاخره چون در داخل استوانه حرارتی تولید نمی شود دائمی

  :در نتیجه معادله دیفرانسیلی بصورت زیر ساده می شود. صفر خواهد شد
휕 푇
휕푟

+
1
푟
휕푇
휕푟

+
1
푟
	
휕 푇
휕휃

= 0 

  .حال شرایط مرزي را بدست می آوریم
  ):شرط مرزي نیومن(سطح خارجی استوانه در معرض شار ثابت قرار دارد

−푘
휕푇
휕푟

= −푞 						0 < 휃 < 휋		 

  ):شرط مرزي دیریشلت(معلوم داده شده است یبصورت تابعاستوانه داخلی  دماي سطح
푇(푟 ,휃) = 푓(휃)												0 < 휃 < 휋	 

  ):جابجایی شرط مرزي(در تبادل حرارت با محیط استاستوانه وجه تخت سمت چپ 

−푘
휕푇
푟휕휃 ( , )

= ℎ[푇(푟,휋) − 푇 ] 

  ):شرط مرزي نیومن(وجه تخت سمت راست استوانه عایق است

휕푇
휕휃 ( , )

= 0 

 د( 

  
  .)شرایط دائمی است( 

  حل
  :از معادله دیفرانسیلی توزیع دما در سیستم استوانه اي عبارت است



휕 푇
휕푟 +

1
푟
휕푇
휕푟 +

1
푟 	

휕 푇
휕휃 +

휕 푇
휕푧 + 	

푞̇
푘 = 	

1
훼	
휕푇
휕푡  

شرایط . ستنیوابسته  휃توزیع دما به  ،بدلیل تقارن می باشد و 푧 ی ازتابع ، دمااستوانهطول بدلیل محدود بودن 
در  푞̇می شودلاخره چون در داخل استوانه حرارت تولید ه حذف می شود و باسمت راست معادلپس دائمی است 

  :در نتیجه معادله دیفرانسیلی بصورت زیر ساده می شود. معادله حضور خواهد داشت
휕 푇
휕푟 +

1
푟
휕푇
휕푟 +

휕 푇
휕푧 + 	

푞̇
푘 = 0 

  ):دیریشلتشرط مرزي ( ثابت قرار دارددماي سطح خارجی استوانه در 
푇(푟 , 푧) = 푇  

  
  ):شرط مرزي دیریشلت(در دماي ثابتی نگه داشته شده است استوانهوجه چپ 

푇(푟, 0) = 푇 													 

  ):نیومنشرط مرزي (عایق استاستوانه قاعده راست 

휕푇
휕푧 ( , )

= 0 

از شرط فیزیکی محدود بودن دما  معادله کافی نمی باشد چون شرایط مرزي در اینجا براي حل توجه داشته باشید
  .در مرکز استوانه هم باید استفاده کرد

  
 ه( 

  
  .)است 푇شرایط غیردائمی و دماي اولیه(

  حل
  :معادله دیفرانسیلی توزیع دما در سیستم استوانه اي عبارت است از



휕 푇
휕푟 +

1
푟
휕푇
휕푟 +

1
푟 	

휕 푇
휕휃 +

휕 푇
휕푧 + 	

푞̇
푘 = 	

1
훼	
휕푇
휕푡  

شرایط . است 휃 مستقل ازبدلیل تقارن توزیع دما  و 푧از است دما تابعی بینهایت نیست استوانه طول چون 
ور در معادله حض 푞̇پس می شودندر داخل استوانه حرارت تولید . لذا دما تابعی از زمان استدائمی است غیر

  :بصورت زیر ساده می شودتوزیع دما در نتیجه معادله دیفرانسیلی . داردن
휕 푇
휕푟 +

1
푟
휕푇
휕푟 +

휕 푇
휕푧 =

1
훼	
휕푇
휕푡  

  ):شرط مرزي دیریشلت(سطح خارجی استوانه در دماي ثابت قرار دارد .می نویسیمرا و اولیه حال شرایط مرزي 
푇(푟 , 푧, 푡) = 푇  

  ):نیومنشرط مرزي (عایق استوجه چپ استوانه 
휕푇
휕푧 ( , , )

= 0 

  ):شرط مرزي نیومن(عایق استشار حرارتی وجود دارد در حالیکه بقیه آن قاعده راست استوانه روي بخشی از 

−푘
( , , )

= −푞 				0 < 푟 < 푏   

휕푇
휕푧 ( , , )

= 0										푏 < 푟 < 푟  

  .نیداز شرط فیزیکی محدود بودن دما در مرکز استوانه هم استفاده ک ممکن است لازم باشد
  :شرط اولیه عبارتست از 

푇(푟, 푧, 0) = 푇  
 و( 

  
  .)شرایط دائمی است(

  



  حل
  :معادله دیفرانسیلی توزیع دما در سیستم استوانه اي عبارت است از

휕 푇
휕푟

+
1
푟
휕푇
휕푟

+
1
푟
	
휕 푇
휕휃

+
휕 푇
휕푧

+ 	
푞̇
푘

= 	
1
훼
	
휕푇
휕푡

 

. برقرار است بنابراین جمله سوم حذف می شودرن تقا. محدود است پس جمله چهارم وجود دارداستوانه طول 
پنجمین جمله  تولید نمی شود پسدر داخل استوانه حرارت  .سمت راست صفر استشرایط دائمی است لذا 

  :در نتیجه معادله دیفرانسیلی بصورت زیر ساده می شود. نوشته نمی شود
휕 푇
휕푟

+
1
푟
휕푇
휕푟

+
휕 푇
휕푧

= 0 

  .را می نویسیم حاکم بر مساله حال شرایط مرزي
  ):اییشرط مرزي جابج(سطح بیرونی استوانه در تبادل حرارت با محیط است

−푘
휕푇
휕푟 ( , )

= ℎ [푇(푟 , 푧) − 푇 ] 

  ):شرط مرزي جابجایی(سطح درونی استوانه هم در تبادل حرارت با محیط است

−푘
휕푇
휕푟 ( , )

= ℎ [푇(푟 , 푧) − 푇 ] 

  ):شرط مرزي دیریشلت(استوانه در دماي ثابت قرار دارد قاعده چپ 
푇(푟, 0) = 푇 														푟 < 푟 < 푟 			 

  
  ):شرط مرزي نیومن(استوانه عایق استقاعده راست 

휕푇
휕푧 ( , )

= 0														푟 < 푟 < 푟 	 



 جلسه نهم

  )Spherical Coordinates(کروي مختصات
علاوه بر روش  .را در مختصات کروي اثبات و حل می کنیمدر انتهاي این جزوه معادله دیفرانسیلی توزیع دما 

  .بدست آوردتبدیل مختصات که در جلسه دوم با آن آشنا شدید می توان به روش المان گیري این معادله را 
بدلیل . انرژي هاي ورودي به المان و خروجی از آن را در شکل نشان می دهیمرفته، ا در نظر گکره ر المانی از یک

   .بوده و درون کره گرما تولید می شودشرایط غیردائمی فرض می کنیم شیدن به معادله کلیت بخ

  
  

  :معادله بقاي انرژي را می نویسیم

퐸̇ − 퐸̇ + 퐸̇ = 퐸̇  

퐸̇ = 	 푞 + 푞 + 푞   

퐸̇ = 	 푞 + 푞 + 푞   

퐸̇ = 푞̇푑푉 = 푞̇(푑푟)(푟푑휃)(푟푠푖푛휃푑휑)  

퐸̇ = 푚퐶 = 휌푑푉퐶 = 휌(푑푟)(푟푑휃)(푟푠푖푛휃푑휑)퐶   

  :این عبارات را در معادله بقاي انرژي جایگذاري می کنیم

푞 + 푞 + 푞 − 푞 + 푞 + 푞 + 푞̇(푟 푠푖푛휃푑푟푑휃푑휑) 

=	휌(푟 푠푖푛휃푑푟푑휃푑휑)퐶  



  :می توان نوشت از بسط تیلور

푞 = 푞 + 푑푟	  

 푞 = 푞 + 푑휃	  

푞 = 푞 + 푑휑	  

  :با جایگذاري و ساده کردن بدست می آوریم هدر نتیج

−
휕푞
휕푟

푑푟 −
휕푞
휕휃

푑휃 −	
휕푞
휕휑

푑휑	 + 푞̇(푟 푠푖푛휃푑푟푑휃푑휑) = 휌(푟 푠푖푛휃푑푟푑휃푑휑)퐶
휕푇
휕푡
				 

푞(از قانون فوریه = −푘퐴 (می دانیم:  

푞 = −푘(푟푑휃)(푟푠푖푛휃푑휑)
휕푇
휕푟  

푞 = −푘(푑푟)(푟푠푖푛휃푑휑)
휕푇
푟휕휃 									0 ≤ 휃 ≤ 휋 

푞 = −푘(푑푟)(푟푑휃)
휕푇

푟푠푖푛휃휕휑
									0 ≤ 휑 ≤ 2휋 

  :با جایگذاري در معادله فوق

− −푘푟 푠푖푛휃푑휃푑휑 푑푟 −	 −푘푟푠푖푛휃푑푟푑휑 푑휃  

−
휕
휕휑 −푘푟푑푟푑휃

휕푇
푟푠푖푛휃휕휑 푑휑 + 푞̇(푟 푠푖푛휃푑푟푑휃푑휑) = 휌(푟 푠푖푛휃푑푟푑휃푑휑)퐶

휕푇
휕푡 							 

푘푟با تقسیم بر 푠푖푛휃푑푟푑휃푑휑 خواهیم داشت:  

1
푟

휕
휕푟 푟

휕푇
휕푟 +

1
푟 푠푖푛휃

휕
휕휃 푠푖푛휃

휕푇
휕휃 +

1
푟 푠푖푛 휃

휕 푇
휕휑 +

푞̇
푘 =

1
훼
휕푇
휕푡 			 , 훼 =

푘
휌퐶						 

 

   )Legendre's Equation(معادله لژاندر

با  ددکارتی با آنها برخورد نمودیهنگام استفاده از مختصات کروي علاوه بر معادلات دیفرانسیلی که در سیستم 
  :فرم کلی این معادله به صورت زیر است. معادله دیفرانسیل جدیدي بنام معادله لژاندر مواجه خواهید شد



(1 − x )y − 2xy + n(n + 1)y = 0				 

  :استفاده می کنیم بصورت زیر استکه ) Rodrigues Formula(رودریگس رابطه حل این معادله از براي 

y = P (x) =
1

2 n! 	
d

dx
[(x − 1) ] 

 

  مثال  

  .معادله لژاندر زیر را حل کنید

(1 − x )y − 2xy + 6y = 0 

  حل

  :طبق رابطه رودریگس به فرم زیر می باشد پاسخ  .است n=2در این مثال 

y = P (x) =
1

2 n! 	
d

dx
[(x − 1) ]					 

  :بطه خواهیم داشتکه طبق این را

	y = P (x) =
1

2 (2) 	
d

dx
[(x − 1) ] 

d
dx

[(x − 1) ] = 12x − 4								 ⟹ 								y =
1
2

(3x − 1) 

 اصل تعامد توابع لژاندر

موارد زیر از جمله خواص چند جمله اي هاي لژاندر به . چند جمله ایهاي لژاندار خواص مخصوص به خود دارند
  :می توان اشاره کرد

P (x)P (x)dx = 0															n ≠ m

[P (x)] dx =
2

2n + 1 										n = m
 

,		1−]این خاصیت توابع لژاندر بیانگر متعامد بودن آنها نسبت به هم در بازه    .می باشد [1



  شکل مثلثاتی معادله لژاندر 
  .که با یک تغییر متغیر بدست می آید کروي کاربرد بیشتري دارد مختصاتژاندر در شکل مثلثاتی معادله ل

  :معادله لژاندر زیر را در نظر می گیریم
(1 − 푥 ) − 2푥	 + 푛	(푛 + 1)푀 = 0						 ∗  

  :قرار می دهیم

푀 = 	휗  

푥 = 푐표푠휃  

  :از قاعده زنجیره اي داریم

푑푀
푑푥 =

푑휗
푑푥 =

푑휗
푑휃

푑휃
푑푥	 

푥 = 푐표푠휃 ⟹ = −푠푖푛휃 ⟹ = −   

⟹
푑푀
푑푥

=
푑휗
푑휃

−1
푠푖푛휃

 

푑 푀
푑푥

= 	
푑
푑푥
	
푑푀
푑푥

=
푑
푑휃

	
푑푀
푑푥

	
푑휃
푑푥

 

⟹
푑 푀
푑푥

= 	
푑
푑휃

	
−1
푠푖푛휃

푑휗
푑휃

푑휃
푑푥

= −
1

푠푖푛휃
푑 휗
푑휃

+
푐표푠휃
푠푖푛 휃

푑휗
푑휃

−	
1

푠푖푛휃
 

  :قرار می دهیم ∗حال در 

(1 − 푐표푠 휃) − 1
푠푖푛휃

푑2휗
푑휃2 + 푐표푠휃

푠푖푛2휃
푑휗
푑휃 −	

1
푠푖푛휃 − 2푐표푠휃 −

1
푠푖푛휃

푑휗
푑휃 + 푛	(푛 + 1)휗 = 0 

푠푖푛휃 = (1−چون    − 푐표푠 휃)   :خواهیم داشت 	−

푑 휗
푑휃

−
푐표푠휃
푠푖푛휃

푑휗
푑휃

+
2푐표푠휃
푠푖푛휃

푑휗
푑휃

+ 푛(푛 + 1)휗 = 0 ⟹
푑 휗
푑휃

+
푐표푠휃
푠푖푛휃

푑휗
푑휃

+ 푛(푛 + 1)휗 = 0 

 

푠푖푛دو طرف رابطه فوق را در  휃 ضرب می کنیم:  

푠푖푛 휃
푑 휗
푑휃

+ 푠푖푛휃푐표푠휃	
푑휗
푑휃

+ 푛(푛 + 1)휗푠푖푛 휃 = 0 



  :که جواب آن بصورت زیر است معادله لژاندر مثلثاتی می نامندمعادله فوق را شکل مثلثاتی معادله لژاندر یا 
휗 = 퐴푃 (푐표푠휃)  

푃 (푐표푠휃) = 	
1

2 푛!
푑
푑휃

[(푐표푠 휃 − 1) ] 

  :اصل تعامد در مورد توابع لژاندر مثلثاتی مطابق با رابطه زیر است

푃 (푐표푠휃)푃 (푐표푠휃)	푠푖푛휃푑휃 =
0												푚 ≠ 푛

2
2푛 + 1

			푚 = 푛 

  مثال
رابطه اي براي توزیع دماي دائمی . داده شده است휃	بصورت تابعی از 푏روي سطح خارجی یک کره به شعاعدما 

  .این کره بدست آورید

  
  

  حل
  :بصورت زیر است در حالت کلی معادله دیفرانسیلی توزیع دما در مختصات کروي

  
1
푟

휕
휕푟

푟
휕푇
휕푟

+
1

푟 푠푖푛휃
휕
휕휃

푠푖푛휃
휕푇
휕휃

+
1

푟 푠푖푛 휃
휕 푇
휕휑

+
푞̇
푘

=
1
훼
휕푇
휕푡

 

  
درون کره گرما تولید نمی شود بنابراین آخرین ترم .چون شرایط دائمی است سمت راست معادله صفر می شود

 نیست φتابعی از دما  ،هرکراف با توجه به تقارن هندسه و شرایط فیزیکی اط. سمت چپ معادله هم صفر می شود
  :و معادله بصورت زیر در می آید و بنابراین ترم سوم هم حذف می شود

 



푟 + 푠푖푛휃 = 0  

  :تنها شرط مرزي عبارتست از

푇(푏, 휃) = 푓(휃) 

  :ی کنیمضرب م 푟دو طرف معادله را در

	 푟 + 푠푖푛휃 = 0  

  :از پرانتزها مشتق می گیریم

푟 + 2푟 + 푠푖푛휃 + 푐표푠휃 = 0  

⟹ 푟 + 2푟 + + 	 = 0  

  :چون معادله همگن است از روش جداسازي متغیرها استفاده می کنیم

푇(푟, 휃) = 	푅(푟)휗(휃)   

= 푅 휗				 = 푅 휗				 = 	푅휗 						  = 	푅휗′′ 

  :درون معادله قرار می دهیم

푟 푅 휗 + 2푟푅 휗 + 푅휗 + 푅휗 = 0  

  :مینک یم میسقت 푅휗 بررا  نیفرط

푟 푅′′
푅

+
2푟푅′
푅

+
휗′′
휗

+
푐표푠휃
푠푖푛휃

휗′
휗

= 0 

푟 푅 + 2푟푅′
푅 = −

휗
휗 −

푐표푠휃
푠푖푛휃

휗
휗 = 휎 = 푛(푛 + 1) 

푛(푛	سائل مختصات کروي مقدار ثابت را بصورت در م +   .در نظر می گیریم(1

푟 푅 + 2푟푅′
푅

= 	푛(푛 + 1) 

⟹ 	푟 푅 + 2푟푅 − 푛	(푛 + 1)푅 = 0  



02(معادله بدست آمده از نوع کوشی اویلر  byyaxyx ( با푏 = −푛	(푛 + 푎	و(1 = است که  2
ا بهمگن مرتبه دوم باید آن را به یک معادله دیفرانسیل خطی ین معادله ابتدا همانطورکه می دانید براي حل ا

)1(0)((ضرایب ثابت zyybyyay  (تبدیل نمود.  
 

푅′′ + 푅′ − 푛(푛 + 1)푅 = 0 

  :معادله مشخصه آن را تشکیل می دهیم 

푚 + 푚 − 푛(푛 + 1) = 0	 ⟹ 푚 = 푛	, 푚 = −1 − 푛 = −(1 + 푛)  

푅 = 푐 푒 + 푐 푒 ( ) 							,푧 = 퐿푛푟  

⟹ 푅(푟) = 푐 푒 + 푐 푒 ( ) = 푐 푟 + 푐 푟 ( )	  

limدر مرکز کره مانند دیگر نقاط آن دما نمی تواند بینهایت شود و چوناستوانه مشابه   → 푟 ( بینهایت  (
푐د بنابراین بایدمی شو =   :در نتیجه.  		0

푅 (푟) = 푐 푟    

− − = 	푛	(푛 + 1) ⟹ + + 	푛	(푛 + 1) = 0  

휗푠푖푛	دو طرف رابطه فوق را در 휃 ضرب می کنیم:  

푠푖푛 휃휗 + 푠푖푛휃	푐표푠휃휗 + 푛(푛 + 1)휗푠푖푛 휃 = 0  

  :معادله بدست آمده معادله لژاندر مثلثاتی است که پاسخ آن بصورت زیر است

휗 (휃) = 퐴 푃 (푐표푠휃)  

푇 (푟, 휃) = 	 푅 (푟)휗 (휃) = 푐 퐴 푟 푃 (푐표푠휃) =퐷 푟 푃 (푐표푠휃)  

푇(푟, 휃) = 푇 (푟, 휃) = 퐷 푟 푃 (푐표푠휃)	 

  :ثابت درون سیگما از شرط مرزي بدست می آید

푇(푏, 휃) = 푓(휃) 			⟹ 					 퐷 푏 푃 (푐표푠휃) = 푓(휃)	 

푃براي استفاده از اصل تعامد طرفین رابطه را در (푐표푠휃)푠푖푛휃	 تا 0ضرب کرده و در بازه	휋 انتگرال می گیریم:  

퐷 푏 푃 (푐표푠휃)푃 (푐표푠휃)푠푖푛휃 = 푓(휃)푃 (푐표푠휃)푠푖푛휃 



퐷 푏 푃 (푐표푠휃)푃 (푐표푠휃)푠푖푛휃푑휃 = 푓 (휃)푃 (푐표푠휃)푠푖푛휃푑휃 

⟹ 푏 퐷 푃 (푐표푠휃)푃 (푐표푠휃)푠푖푛휃푑휃 = 푓 (휃)푃 (푐표푠휃)푠푖푛휃푑휃 

  :از اصل تعامد توابع لژاندر مثلثاتی می دانیم

푛 ≠ 푚 ∶ 						 푃 (푐표푠휃)푃 (푐표푠휃)푠푖푛휃푑휃 = 0 

푛 = 푚 ∶ 						 푃 (푐표푠휃)푃 (푐표푠휃)푠푖푛휃푑휃 = 	 푃 (푐표푠휃)푠푖푛휃푑휃 = 	
2

2푛 + 1
 

푛بنابراین براي  ≠ 푚  انتگرال صفر شده و در نتیجه تمام جمله هاي سیگما صفر می شوند و تنها براي푛 = 푚 
푏ابرو حاصل سیگما بر حاصل انتگرال برابر 퐷 می شود.  

푏 퐷
2

2푛 + 1 = 푓 (휃)푃 (푐표푠휃)	푠푖푛휃푑휃 

⟹ 		퐷 =
2푛 + 1

2푏 푓 (휃)푃 (푐표푠휃)	푠푖푛휃푑휃 

 
  

  

  

  

  

  


