
 ٦٥

  دومفصل 

  فرض كنيد) 2,1

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]2 1 2 1 , 2 1 3h n n n x n n n nδ δ δ δ δ= + + − = + − − −  

  . و آنها را رسم كنيدپيدا كردهكانولوشنهاي زير را 

]) الف ] [ ] [ ]nhnxny ∗=1       

]) ب ] [ ] [ ]nhnxny ∗+= 22  

]) ج ] [ ] [ ]23 +∗= nhnxny      

  :حل

  :مي دانيم كه) الف (

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]knxkhnhnhny
k

−=∗= ∑
∞

−∞=
1  

  

  

  

  

  

  

  )1-2,1ح(شكل 

  

]الهاي سيگن ]nx و [ ]nh نشان داده شده اند2,1ح در شكل .  

  

٢ ٢ 

١- ٠ ١ ٢ 

[ ]nh ٢ 

٠ ١ ٢ 

[ ]nh 

-٣ 

٤ 

-١ 
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 ٦٦

n

n

X[n]

h[n]

0 1 2 3

-1 0 1 2

1

2

-1

22

  
                    

  1-2حشكل 

  

  :از اين شكل ها به راحتي مي توانيم كاتولوشن فوق را به صورت زير خلاصه كنيم

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]1212

1111

−++=

−++−=

nxnx

nxnhnxhny
 

  .دهدكه نتيجه مي 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]42222124121 −−−+−−+++= δδδδδ nnnnny  

  :مي دانيم كه) ب(

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]∑
+∞

−=

−+=∗+=
NK

knxkhnhnxny 222  

  : داريم) 2,1,1.ح(با مقايسه با معادله 

[ ] [ ]212 += nyny  
  :به صورت زير بنويسيم) 2,1,1ح(مي توانيم معادله ) ج

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]knhnxnhnxny
k

−=∗= ∑
+∞

−∞=
1  
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 ٦٧

  :به طور مشابه مي توان داشت

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]knhkxnhnxny
k

−+=+∗= ∑
+∞

−∞=

223  

  :مي توان نوشت) 2,1,1ح(با مقايسه با رابطه

[ ] [ ]213 += nyny  
  .سيگنال زير را در نظر بگيريد) 2,2

[ ] [ ] [ ]{ }103
2

1
−−+−








= nununnh  

A و B را برحسب nبه نحوي بيابيد كه معادله زير برقرار باشد .  

[ ]







≤≤








=−

−−

,

,
2

1
1

�

BkA
knh

kn

 

  

  :حل

]با استفاده از تعريف داده شده براي سيگنال  ]nhمي توان نوشت :  

[ ] ( ) [ ] [ ]{ }103
2

1
1

−−+=
−

kukukh
k

 

]سگينال ]kh    93تنها دربازه ي ≤≤− k  از اين مي دانيم كه سيگنال     .  صفر نيست[ ]kh تنها در بازه   −

39ي   ≤≤− k  حال اگر .  صفر نيست[ ]kh  بـه سـمت راسـت شـيفت دهـيم، در            n رابـه انـدازه      −

]اينصورت سيگنال  ]knh 39 در بازه ه حاصل مي وشد ك− +≤≤− nknصفر نيست بنابراين :  

3

9

+=

−=

nB

nA
 

]ورودي ) 2,3 ]nxو پاسخ ضربه [ ]nhر نظر بگيريد زير را د  

[ ] [ ]

[ ] [ ]2

2
2

1
2

+=

−






=
−

nunh

nunx

n

 

]خروجي ] [ ] [ ]nhnxny   . را بيابيد =∗

  :حل

 در غير اين صورت
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 ٦٨

]و  x1فرض كنيد سيگنال هاي  ]nhبه صورت زير تعريف شوند .  

[ ] ( ) [ ]

[ ] [ ]nunh

nunx
n

=

=

,

2
1

1

 

]توجه داشته باشيد كه  ] [ ]21 −= nxnx و [ ] [ ]21 += nhnh   

  :حال

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]

[ ] [ ]2

2

11

1

+−−=

+∗−=

∗=

∑
∞

−∞=

knhzkx

nhznx

nhnxny

k

 

  . در سيگماي فوق بدست مي آوريمk بجاي m+2با جايگذاري 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]nhnxnxmnhmxny
m

11111 ∗∗=−= ∑
+∞

−∞=

 

  : در متن كتاب درسي، مي توان نوشت2,1با استفاده از نتيجه مثال 

[ ] ( ) [ ]nuny
n





 −=

+1

2
112  

2,4( [ ] [ ] [ ]nhnxny ] را به ازاي=∗ ]nx و [ ]nhزير بيابيد و آن را رسم كنيد .  

[ ] 83

,

,1 ≤≤





=
n

nx
�

 

[ ] 154

,

,1 ≤≤





=
n

nh
�

 

  :حل

  :  مي دانيم كه

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]knhknhnxny
k

−=∗= ∑
+∞

−∞=

 

]سيگنال  ]nx و [ ]ny نشان داده شده اند2,4ح در شكل  .  

  :ل ملاحظه مي شود كه مجموع فوق به شكل زير خلاصه مي شودازاين شك

 در غير اين صورت

 در غير اين صورت
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 ٦٩

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]887766

554433

−+−+−+

−+−+−=

nhxnhxnhx

nhxnhxnhxny
 

  :كه نتيجه مي دهد

[ ]
2319

1812

117

0

24

6

6

≤≤

≤≤

≤≤













−

−

=
n

n

n

n

n

ny  

  شكل نمودار

[ ]nh  
                           .....                                                                 

  

  .فرض كنيد )2,5

[ ] Nn
nh

≤≤





=
�

� ,

,1
]   و                 ] 9

,

,1 ≤≤





=
n

nh
�

�
  

  

] را به نحوي تعيين كنيد كـه بـراي           N.  يك عدد صحيح است    N≥9كه در آن   ] [ ] [ ]nhnxny ∗= 

  .داشته باشيم

[ ] [ ] �== 14,54 xx  
  :حل

]سيگنال  ]nyبرابر است با  :  

[ ] [ ] [ ] [ ]∑∑
==

−=−=
99

�� kk

knhknhkxny  

]از اين رابطه مشخص است كه      ]ny    برابر مجموع شيفت يافته [ ]nh  از آنجايي كه جملـه ي      .  مي باشد

] اتفاق مي افتد و    n=9آخر در    ]nh    بـراي Nn ]  برابـر صـفر اسـت       < ]ny    9 بـراي+> Nn  

]بااستفاده از اين حقيقت كه    . صفر است  ] �=14y       مي توان نتيجه گرفت كه ،N       4 حداكثر مـي توانـد 

]بعلاوه از   . باشد ] 54 =y     مي توان نتيجه گرفت كه [ ]nh   تنهـا مقـدار    .  نقطه فاقد صفر دارد    5 حداقل

N است4 كه هر دو شرط را برآورده مي كند .  

 ساير نقاط

٤ ١٥ 
n 

٨    ٧     ٦    ٥    ٤    ٣      

n 

[ ]nx 

•• •• • 

 ر غير اين صورتد در غير اين صورت

saleh
Typewriter
www.scrambledonline.blogsky.com
seyed saleh mousavi
Islamic Azad University izeh



 ٧٠

]كانولوشن ) 2,6 ] [ ] [ ]nhnxny ] را به ازاي=∗ ]nxو [ ]nhزير بيابيد و آن را رسم كنيد .  

[ ] [ ] [ ] [ ]1,1
3

1
−=−−







=
−

nunhnunx

n

 

  :حل

  :ه داريماز اطلاعات داده شد

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

( ) [ ] [ ]

( ) [ ]

( ) [ ]1
3

1

1
3

1

11
3

1

1

1

−+=

−−=

−−−−=

−=∗=

∑

∑

∑

∑

∞

−

−

−∞=

−

∞+

∞−

−

+∞

−∞=

knu

knu

knukx

knhkxnhnxny

k

k

k

k

k

k

 

  : داريمp-1 توسط kجايگذاري 

[ ] ( ) [ ]pnuny
p

p

+=∑
∞

=

+

�

1

3
1  

  : معادله ي بالايي به صورت زير در مي آيدn≤�براي

[ ] ( )
2

1

3
11

1
3

1
3

1
1

=
−

==
+∞

=
∑

p

p

ny
�

 

  :به صورت خلاصه مي شود) S2,6,1( معادله n<�براي 

[ ] ( ) ( ) ( )

( ) ( )
2

3
2

1
3

1

3
11

1
3

1

3
1

3
1

3
1

1

11

n
nn

p

pn

p

p

ny

==
−

=

==

−+−

+∞

=

+−+∞

−∞=

+

∑∑
�

 

  بنابراين

[ ]
�

�

≥

>







=

n

n
ny

n

2
1

2
3
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 ٧١

] رابطه زير بين ورودي Sبراي سيستم خطي  )2-7 ]nxو خروجي [ ]nyوجود دارد   

[ ] [ ] [ ]kngkxny
k

2−= ∑
∞

−∞=

 

]و در آن ] [ ] [ ]4−−= nunung.  

])الف ]nyرا به ازاي [ ] [ ]1−= nnx δبيابيد .  

]) ب ]ny را به ازاي [ ] [ ]2−= nnx δبيابيد .  

   است؟LTI و Sآيا ) ج

]) د ]nyرا به ازاي [ ] [ ]nunx   . بيابيد=

  : حل

]:   داده شده است) الف ( ] [ ]2−= nnx δ  

  : ملاحظه مي كنيم كه

[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]84

42

−−−=

−=−=∑
+∞

∞−

nunu

ngkngkxny
 

واحـد بـه سـمت راسـت        ) 1(به انـدازه ي     ) الف(مشابه قسمت   ) ب(  ورودي سيستم در قسمت       )ب(

 تغييرپذير با زمان باشد، در ايـن صـورت خروجـي سيـستم بدسـت آمـده در       Sاگر . شيفت يافته است 

واحد به  ) 1(با يك شيفت به اندازه      ) الف(بايد با خروجي بدست آمده سيستم در قسمت         ) ب(قسمت  

  . نيستLTI واضح است كه اين، آن مورد ذكر شده نيست بنابراين سيستم .راست، باشد

]اگر )  ج( ] [ ]nunx    در اين صورت =

[ ] [ ]

[ ]∑

∑
∞

=

+∞

−∞=

−=

=

�k

k

kng

gkxny

2

 

]سيگنال   ]kng با توجه به اين شكل واضـح  .  رسم شده اندS.2,7 در شكل  k=�,2,1 براي   −2

  : است كه
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 ٧٢

[ ] [ ] [ ] [ ]12

1,

2

1

−−−>=

=









= nnnun

n

ny δδ

�

�

 

  

  

  

  

  

  

  

  

 2,7شكل ح

  

  . كانولوشن دو سيگنال زير را بيابيد و نتيجه را رسم كنيد)2,8

( ) 21

1

,

,12

,1

≤≤

≤≤









−

+

= t

tt

tx

�

�

 

( ) ( ) ( )122 +++= ttth δδ  

  :حل

  : با استفاده از انتگرال كانولوشن داريم

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ττττττ dtxhdthxthtx ∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−
−=−=∗  

( ) ( ) ( )122 +++= ttth δδ   باعث مي شود انتگرال فوق به شكل زير خلاصـه           كه.  داده شده است 

) :شود ) ( ) ( ) ( )122 +++=∗ txtxtytx  

)سيگنال  )2+tx و ( )12 +tx نمايش داده شده است2,8ح در شكل .  

  

  8-2حشكل 

 

 در غير اين صورت

١ [ ]4−ng  ١ [ ]1−ng  
١  

٥  ٤  ٣  ٢  ١  

١ 
[ ]ng  ١  

٣  ٢  ١  ٠  

٠ -

١ 

١ 

( )1+tx 

--

١ 

٠ 

( )2+tx 

٢ ٢ 
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 ٧٣

  :با استفاده از شكل هاي فوق مي توان به راحتي نشان داد كه

( )
1

1

12

22

4

3

≤<

≤−

−≤<−













−

+

+

=
t

t

t

t

t

t

ty
�

�

�

 

  فرض كنيد) 2,9 

( ) ( ) ( )54 22 −++−= − tuetueth tt  
A و Bرا به نحوي تعيين كنيد كه داشته باشيم   

( )

( )

( ) τ

τ

τ

τ
τ

τ

<

<<

<









=−
−

−−

B

BA

A

e

e

th

t

t

,

,

,

2

2

�  

  :حل

)با استفاده از تعريف داده شده براي سيگنال )thمي توان نوشت ،:  

( ) ( ) ( )
54

4

5

54 2

2

22

<<

>

>









=−++−=

−

−

τ

τ

τ

τττ τ

τ

ττ

�

e

e

ueueh  

  :راينبناب

( )
45

4

5
2

2

−<−

−>

−>









=− −

τ

τ

τ

τ τ

τ

�

e

e

h  

    : پس

4

,

5

−=

−=

tB

tA

 

  فرض كنيد كه )2,10

( ) 1

,

,1 ≤≤





=
τ

τ
�

�
x  

b  
 

 در غير اين صورت

saleh
Typewriter
www.scrambledonline.blogsky.com
seyed saleh mousavi
Islamic Azad University izeh



 ٧٤

)و  ) ( )atxth >≥1 كه در آن=/ a�  

)) الف ) ( ) ( )thtxty   . را بيابيد و آن را رسم كنيد=∗

)اگر) ب ) dttdyتنها سه ناپيوستگي داشته باشد، مقدار aچقدرست؟   

  :حل

) با استفاده از اطلاعات داده شده كه مي توانيم           )tx   و ( )th        را به شكل، شكل هـاي S2,10  را رسـم 

) مي توان نـشان داده       2,10. ح به كمك طرحهاي شكل   ) a. (كنيد ) ( ) ( )thtxty  همنطـور كـه در    =∗

  .اده شده اند  نشان د2,10حاشكال 

  

  

  

  

  

  

t-Axis

α

α

1+α10

  
  

  2,10حشكل 

  

  :بنابراين

( )
1

1 1 1

t t

t
y t

t t

α

α α

α α

≤ ≤
 ≤ ≤

= 
+ − ≤ ≤ +



�

�

 

  نقاطساير

( )th ١ 

٠ α  

١ 

( )tx 

٠ ١ 
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 ٧٥

)از شكل بالا براي     ) ب( )ty   واضح است كه ،
( )

dt

tdy   1 در ,1, ,α α+ اگر بخواهيم  .  ناپيوسته است  �

( )
dt

tdyانتخاب گردد=∝1 نقطه ي ناپيوستگي داشته باشد؛ در اين صورت بايستي 3نها  ت  .  

   فرض كنيد) 2,11

( ) ( ) ( ) ( ) ( )53,3 −−−== − tututxtueth t  

)) الف ) ( ) ( )thtxty ∗=  

)) ب ) ( )( ) ( )thdttdxtg ∗=  

)) ج )tgچه رابطه اي با ( )tyد دار.  

)از اطلاعات داده شده ملاحظه مي كنيد كه       ) الف( )th     تنها در بازه ∞≤≤ t�    صفر نيست، بنـابراين   :

      

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ττττ

τττ

dtutue

dtxhthtxty

533 −−−−−−=

−=∗=

∑

∫
∞

+∞

∞−

�

 

)براحتي مي توان نشان داد كه        ) ( )53 −−−−− ττ tutu       35 تنهـا در بـازه −<<− tt τ   صـفر 

53براي.  انتگرال فوق برابر صفر است     t≥3به ازاي براين  بنا. نيست ≤< t       انتگرال فوق بـه صـورت 

  :زير است

( )
( )

∫
− −−

− −
==

3
33

3

3

1t
t

e
dety

�
ττ  

  :رال برابر است باگ انتt<5براي 

( ) ( ) ( )

∫
−

−

−−−
− −

==
3

5

535
3

3

1t

t

t
ee

dety ττ  

  : قابل بيان استبنابراين؛ نتيجه كانولوشن به صورت زير

( )
( )

( ) ( ) ∞≤<

≤>

≤<∞−















−

−
=

−−−

−−

t

t

t

ee

e
ty

t

t

5

53

3

3

1

3

1

535

33

�
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 ٧٦

)با مشتقگيري از ) ب( )txدر حوزه زمان داريم :  

( ) ( ) ( )53 −−−= tt
dt

dttdx
δδ  

  :بنابراين

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )53 533 −−−=

∗=

−−−−
tutue

th
dt

tdx
tg

tt

 

)مي توانيم مشتق ) الف(از نتيجه ) ج )tyرا به صورت زير محاسبه كنيم :  

( ) ( )

( ) ( ) ∞≤<

≤<

≤<∞−









−

=
−−−

−−

t

t

t

ee

e
dt

tdy

t

t

5

53

3

1 536

33

�

 

)كه اين دقيقاً برابر با )tgاست بنابراين   ( ) ( )
dt

tdy
tg =.  

  فرض كنيد ) 2,12

( ) ( ) ( )∑
∞

−∞=

− −∗=
k

t
kttuety 3δ  

≥>3نشان دهيد كه در t� ،( ) tAety   . را بيابيدA و =−

  :حل

)سيگنال )tyي توان به صورت را م  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ...6

336...
6

336

+−+

−++++++=
−−

−−−+−−−

tue

tuetuetuetuety

t

tttt

 

≥>3در بازه ي  tنوشت؛ مي توان� ( )tyرا به صورت زير نوشت :  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
3

3

63

3

1

1
...61

...

36...

−
−−−

+−+−−

−+−+−

−
=+−++=

+++=

+++++=

e
eeee

eee

tuetuetuety

tt

ttt

ttt �

 

:     بنابراين
31

1
−−

=
e

Aمي باشد .  

  سخ ضربه زير را در نظر بگيريدپا با 1Sسيستم گسسته در زمان )2,13
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[ ] [ ]nunh

n








=
5

1
 

] را به نحوي تعيين كنيد كه داشته باشيمA) الف ] [ ] [ ]nnhAnh δ=−− 1.  

]پاسخ ضربه ) الف(با استفاده از نتيجه بند      ) ب ]ng   سيستم LTI2S      2 را به نحوي تعيين كنيـد كـهS 

  . باشد1Sوارون

  : حل

  : نياز داريم كه بدانيم) الف (

( ) [ ] ( ) [ ] [ ]nnuAnu
nn

δ=−−
−

1
5

1
5

1
1

 

:  داريمA و محاسبه n=1با قراردادن 
3

1=A  

  :مي دانيم كه) الف(از قسمت ) ب(

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ]nnnnh

nnhnh

δδδ

δ

=






 −−∗

=−−

1
5

1

1
5

1

 

  :مبا استفاده از تعريف معكوس سيستم داري

[ ] [ ] [ ] [ ]1
2

1
−−−= nnnng δδδ  

   پايدارست؟LTIكدام يك از پاسخ ضربه هاي زير پاسخ ضربه يك سيستم ) 2,14

)) الف ) ( ) ( )tueth tj21

1

−−=        

)) ب ) ( ) ( )tuteth t 2cos2

−=  

  :حل

)ابتدا تعيين مي كنيم كه) الف( )th1انتگرال معيني به شكل زير باشد :  

( )∫ ∫
+∞

∞−

∞ − ==
�

11 τττ τ
dedh  

)بنابراين  )th1پاسخ ضربه يك سيستم پايدار است .  

)اگر) ب( )th2انتگرال معيني به شكل زير باشد، تعيين مي كنيم :  

( ) τττ dtedh
t

∫ ∫
+∞

∞−

∞ −= 2cos2
�
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 ٧٨

Lteاين انتگرال به طور واضح مقدار محدودي دارد زيـرا         
t cos−     ي نمـايي در بـازه       يـك تـابع تروم ـ

∞≤≤ tبنابراين.  است�( )th2 پاسخ ضربه ي يك سيستم LTIمي باشد  .  

   پايدارست؟LTIكدام يك از پاسخ ضربه هاي زير پاسخ ضربه يك سيستم  )2,15

]) الف ] [ ]nunnnh 







=

4
cos1

π      

]) ب ] [ ]1032 +−= nunh n  

  :حل

]اگر ) الف ( ]nh1 نيم:معيني به شكل زير باشد، تعيين مي ) سيگماي( مجموع:  

∑∑
∞

=

∞

−∞=








=
�kk

kkkh
4

cos1

π  

اين سري مقدار محدودي ندارد زيرا بـا تـابع           







kk

4
cos

π        بـا افـزايش مقـدار k    صـعودي اسـت ، .

]بنابراين  ]nh1 نمي توان پاسخ ضربه يك سيتم LTI پايدار باشد.  

]اگر) ب( ]nh2سري معيني به شكل زير باشد، تعيين مي كنيم :  

∑∑
−∞=

+∞

−∞=

≅=
10

2 2
1133

k

k

k

kh  

]بنابراين  ]nh2 پاسخ ضربه يك سيستم پايدار LTIمي باشد .  

  :درستي يا نادرستي هر يك از گزاره هاي زير را تعيين كنيد) 2,16

1Nnاگر در) الف < ،[ ] �=nx2 و درNn < ،[ ] �=nh21؛ آنگاه در NNn +< ،  

[ ] [ ] [ ] �=∗= nhnxny.  

]اگر) ب ] [ ] [ ]nhnxny ]، آنگاه=∗ ] [ ] [ ]111 −∗−=− nhnxny.  

)اگر ) ج ) ( ) ( )thtxty )اه ، آنگ=∗ ) ( ) ( )thtxty −∗−=−.  

1Ttاگر در) د > ،( ) �=tx2، و درTt > ،( ) �=th21، آنگاه در TTt +> ،( ) ( ) �=∗ thtx.  

  :حل

تواند بعنوان فرآينـدي اصـل بـر هـم نهـي            اين به راحتي با توجه به اينكه كانولوش مي          : صحيح) الف(

[ ]nh     اين مي تواند بعنوان انعكاسي در محل اولين نمونه صفر  .  را انجام دهد، بحث شود[ ]nx  اتفـاق 

]انعكاسـي .  اتفاق مي افتد   N1در اين مورد اولين انعكاس در       . بيافتد ]nh     1 كـه درNn  اتفـاق مـي     =



 ٧٩

21افتد، اولين نمونه ي صفر خود را در محل زمـاني             NN  خواهـد داشـت، بنـابراين بـراي تمـامي          +

21 كه nمقادير  NN ] بخود اختصاص مي دهد، خروجي+ ]nhصفر است .  

  .نادرست) ب(

  :فرض كنيد

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]knhkx

nhnxny

k

−=

∗=

∑
∞

−∞=

 

  :از اين

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]1

11

−∗=

−−=− ∑
+∞

−∞=

nhnx

knhkxny
k  

  .اين نشان مي دهد كه حالت داده شده نادرست است

  :فرض كنيد: صحيح) ج(

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫
+∞

∞−
−=∗= τττ dthxthtxty  

  :بنابراين

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )thtx

dthx

dthxty

−∗−=

+−−=

−−=−

∫

∫
∞+

∞−

+∞

∞−

τττ

τττ

 

  .كه نشان مي دهد وضعيت داده شده صحيح است

  :داين مسئله با فرض زير مي تواند بحث شو: صحيح) د(

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫
+∞

∞−
−=∗= τττ dthxthtxty  

)،  2,16حدر شكل    )τx   و ( )τ−th      1براي  ) 1(با فرض اينكه    ( را رسم كرده ايمTt > ( ) �=tx  و 

2Ttبراي  ) 2( > ، ( )( ) �=th :    واضح اسـت، حاصلـضرب ( ) ( )ττ −thx  12 اگـر TTt  برابـر   −<

21صفر خواهد بود، بنابراين براي  TTt +>،  ( ) �=ty.  

  

  



 ٨٠

  

τ

Tt
2

−

)( τ−th

τ

T1

)(τx

  2-16شكل حل 

)ا ورودي بLTIيك سيستم ) 2,17 )tx و خروجـي ( )ty      و رابطـه خروجـي ـ ورودي زيـر در نظـر 

  بگيريد

)      )1-17-2م ( ) ( )txtyy
dt

d
=+ 4  

  .يستم ابتدائاً ساكن استس

)) الف )tyبه ازاي ( ) ( )tjetx    چيست؟=−+31

)توجه كنيد كه  ) ب ){ }txRe و ( ){ }tyRe   خروجـي   . را ارضـا مـي كننـد      ) 1-17-2م  ( معادله( )ty 

  : را به ازاي ورودي زير بيابيدLTIسيستم 

( ) ( ) ( )tutetx t 3cos−=  
  :حل

)مي دانيم كه ) الف( )tyمجموع جواب همگن و خصوصي معادله ديفرانسيل داده شده است   .  

)ابتداً پاسخ خصوصي   )ty p        آمـده اسـت  2,14روشي كه در مثـال    (را با استفاده از روش جايگذاري  (.

)از آنجايي كه ورودي . بدست مي آوريم   ) ( ) ( )tuetx tj31+−= براي �>t   اعمال مي كنـيم؛ بدسـت ،

  .مي آوريم



 ٨١

�>t براي ( ) ( )tj

p kety
31+−=  

) با جايگذاري  )tx و ( )tyدر معادله ديفرانسيل داده شده داريم :  

( ) ( ) ( ) ( )tjtjtj ekekej 313131 431 +−+−+− =++−  

  :كه مي دهد

( )

( )j
k

kkj

+
=⇒

=++−

13

1

1431

 

      : بنابراين

( )
( ) �>

+
= +− te

j
y tj

p

31

13

1
 

  :قرار مي دهيم: براي بدست آوردن جواب همگن

( ) st

y Aety =  

  :گن، بايد معادله ي ديفرانسيل زير را ارضاء كنداز آنجايي كه حل هم

( ) ( ) �=+ tyh
dt

tdyh 4  

  :بدست مي آوريم

( ) �=+=+ 44 SAeAeASe ststst  
  جواب كلي معادله به صورت زير مي باشد؛.  مي باشدA ،S=-4كه بيان مي كند براي هر مقدار 

( )
( )

( ) �>
+

+= +−− te
j

Aety tjt 314

13

1  

داده . ه مي كنيم كه سيستم شرايط اوليه را ارضاء مي كنـد            ازاين حقيقت استفاد   kحال براي تعيين ثابت     

)شده است  ) �� =yبنابراين مي توان نتيجه گرفت كه :  

( )

( )j
A

j
A

+

−
=⇒

=
+

+

13

1

13

1
�

 

  : داريمt<�بنابراين 



 ٨٢

( )
( )

( )[ ] �>+−+−
+

= − ttjee
j

ty t ;31
13

1 4  

)، t<�راي از آنجايي كه سيستم بايد شرايط اوليه را ارضاء كند، ب ) �=tyبنابراين :  

( ) ( )( ) ( )tuee
j

ty
tjt 314

6

1 +−− +−
−

=  

  .خواهد بود) الف(خروجي، قسمت حقيقي پاسخ بدست آمده در قسمت ) ب(

( ) ( ) ( )tuetetety
ttt 43sin3cos

6
1 −−− −+=  

]ورودي )2,18 ]nxو خروجي [ ]nyّيك سيستم علي LTI    با معادله تفاضلي زير به هم مربـوط مـي 

  شوند

[ ] [ ] [ ]nxnyny +−= 1
4

1
 

[ ]ny را به ازاي [ ] [ ]1−= nnx δبيابيد .  

  :حل

]، n>1براي :  از آنجايي كه سيستم كازال است ] �=nyحال :  

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

[ ] ( ) 1

4
1

16
1

16
132

4
13

4
1

4
121

4
12

111
4

11

−
=

=+=+=

=+=+=

=+=+=

m

my

xyy

xyy

xyy

�

�

�

��

 

  :اينبنابر

[ ] ( ) ( ) [ ]1
4

1
1

−==
−

nunny
n

 

  

  : را در نظر بگيريد19-2 به صورت شكل م 2S و 1S اتصال سري دو سيستم)2,19

  

[ ] [ ] [ ]nySSnx
nw → →→ 21  

   19-2شكل م 



 ٨٣

  

1:SLTI ّعلي [ ] [ ] [ ]nxnwnw +−= 1
2

1
  

2:SLTI  علي[ ] [ ] [ ]nwnayny β+−= 1  

]معادله تفاضلي بين ]nx و [ ]nyعبارت است از   

[ ] [ ] [ ] [ ]nxnynyny +−+−−= 1
4

3
2

8

1
 

  . را بيابيدβ و a) الف

  . را بيابيد2S و 1Sپاسخ ضربه اتصال سري سيستمهاي) ب

  : حل

]معادله ي ديفرانسي مربوط با ) الف ( ]ny و [ ]nω را براي S2در نظر بگيريد :  

[ ] [ ] [ ]1y n y n nα βω= − +  

  :از اين مي توان نوشت

[ ] [ ] [ ]1
1n y n y n

α
ω

β β
= − −  

 و 

[ ] [ ] [ ]1
1 1 2n y n y n

α
ω

β β
− = − − −  

له ي به با ضرب معاد
2

  : و جايگذاري در مرحله قبلي داريم1

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]1 11 1 1 1 2
2 2 2

n n y n y n y n y n
α α

ω ω
β β β β

− − = − − − − + −  

]با جايگذاري اين در معادله ي ديفرانسيل مربوط به  ]nω و[ ]nx براي S1داريم :  

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]1 1
1 1 2

2 2
y n y n y n y n x n

α α
β β β β

− − − − + − =  

  :يعني

[ ] ( ) [ ] [ ] [ ]1 1 2
2 2

y n y n y n x n
α

α β= + − − − +  

]مقايسه با معادله ي داده شده مربوط به با  ]ny و [ ]nxداريم :  



 ٨٤

1=βو      
1

4
α =  

  : عبارتند ازS2 و S1معادله ديفرانسيل ورودي و خروجي سيستم هاي ) ب(

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]nnyny

nxnn

ω

ωω

+−=

+−=

1
4

1

,

1
2

1

 

  :  عبارتند ازS2 و S1نيم استفاده كنيم تا نشان دهيم كه پاسخ ضربه سيستمهاي  مي توا2,15از مثال 

[ ] ( ) [ ]

[ ] ( ) [ ]nunh

nunh

n

n

4
1

,

2
1

2

1

=

=

 

  : بدست مي آيدSL و S1سيستمهاي ) آشباري(پاسخ ضربه كلي سيستم از اتصال كاسل كد 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

( ) ( ) [ ]

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) [ ]nu

knu

knhkhnhnhnh

nn

n

k

knknn

k

k

k

kn

k





 −=

==

−∗=

−=∗=

∑∑

∑

∑

=

−−

=

∞+

=

−

∞

−∞=

4
1

2
12

2
1

4
1

2
1

4
1

2
1

2

2121

��

�  

  :انتگرالهاي زير را حساب كنيد) 2,20

)) الف ) ( )∫
∞

∞−
dtttu cos�  

)) ب ) ( )dttt 32sin
5

+∫ δπ
�

  

)) ج ) ( )∫− −
5

5
1 2cos1 τπτ dtu  

  :حل

)الف(  

( ) ( ) ( )∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−
== 1cos dttdtttu δ�  



 ٨٥

)ب(  

( ) ( )∫ ==+
5

6sin32sin
�

�πδπ dttt  

  براي تعيين انتگرال) ج(

( ) ( ) τπττ du 2cos1
5

5
1 −∫−  

  فرض كنيد سيگنال

( ) ( ) ( ) ( )[ ]552cos −−+= tututtx π  
  :مي دانيم كه

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )∫

∫

−

∞+

∞−

−

−=∗=

5

5
1

11

2cos τπττ

τττ

dtu

dxtutxtu
dt

tdx

 

      :  حال

( ) ( ) ( )∫−= −=
5

5
11 2cos1 τπτ dtut

dt

dx
t  

  :مقدار انتگال را به صورت زير تعيين مي كنيم: كه انتگرال مطولبست

( ) ( ) �==== 12sin1 tt t
dt

tdx
π  

]كانولوشن )2,21 ] [ ] [ ]nhnxny    را به ازاي زوج سيگنالهاي زير حساب كنيد=∗

) الف
[ ] [ ]
[ ] [ ]

β
β

≠






=

=
a

nunh

nuanx

n

n

  

]) ب ] [ ] [ ]nuanhnx n==  

]) ج ] [ ] [ ]nuanhnx n==  

]) ج ] [ ]4
2

1
−







−= nunx

n

    [ ] [ ]nunh n −= 24  

]) د ]nx و [ ]nh 21-2 شكل م.  

  

  

١  ٩  ٨  ٧  ٦  ٥ ٤ ٣ ٢ ١ ٠ ١ ١ ١ ١ ١ ١

١ [ ]nh 
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  :حل

  :كانولوشن داده شده به صورت زير است) الف (

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]∑
∞+

−∞=

−=

∗=

k

knhkx

nhnxny

 

)        n≤�براي  )
k

n

k

αβ β

+∞

=

= ∑
�

  

αبراي  β≠             [ ]
1 1n n

u n
β α

β α

+ + −
=  − 
  

  ) الف(از )  ب(

[ ] [ ] [ ] ( ) [ ]nuannuaany
n

n

k

nn 11 +=







= ∑

=�

 

  n≥6براي )  ج(

[ ] ( ) ( )











−−−= ∑∑

=

−∞

=

3

8
1

8
14

�� k

k
k

k

n
ny  

  n<6براي 

[ ] ( ) ( )








−−−= ∑ ∑
∞

=

−

=�k

n

k

kk
n

ny
1

6
8

1
8

14  

  :بنابراين

[ ]
( )( )
( )( ) 6

6

2
1

9
8

4
8

1
9

8
4

>

≤









−

−
=

n

n
ny

n

n

 

١ 

٥ ٤ ٣  ٢ ١ ٠ n -١ 

[ ]nx 
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  :كانولوشن مطلوب عبارتست از) د(

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]4321

4433

2211

−+−+−+−+=

−+−+

−+−+=

−= ∑
∞

−∞=

nhnhnhnhnh

nhxnhx

nhxnhxnhx

knhkxny
k

�  

  . نشان داده شده است1,21حكه در شكل 

  

  

  

  

  

)به ازاي زوج سيگنالهاي داده شده، بـا اسـتفاده از انتگـرال كانولوشـن پاسـخ      ) 2,22 )ty  سيـستم 
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را در  ) الـف  (24-2 به صورت نشان داده شـده در شـكل م            LTIتركيب سري سيستم عي     ) 2,24

  .نظر بگيريد
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آيا اين سيستمها . ستند گسسته در زمان هLTIسيگنالهاي زير پاسخ ضربه هاي سيستمهاي ) 2,28
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  معادله تفاضلي مرتبه اول زير را در نظر بگيريد )2,30
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شايد بهتر . سيستمي را كه رابطه ورودي ـ خروجي آن با اين معادله تفاضلي توصيف شده است بيابيد
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]باشد معادله تفاضلي را به صورتي بازنويسي كنيد كه ]ny را بر حسب [ ]1−nx و[ ]nx بيان كند، و 
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  31-2شكل م 

  

]جواب  ]nyرا مجموع يك جواب خصوصي [ ]ny p و يك جواب ) 1-32-2م ( معادله

]همگن ]nyhبه معادله زير فرض كنيد .  
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  نشان دهيد كه جواب همگن عبارت است از) الف

[ ] ( ) nAnyh 21=  
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  است و با جايگزيني آن در معادله تفاضلي بالا 1

  . را بيابيدBمقدار 

و ابتدائاً ساكن، سيگنال ) 1- 32-2م ( توصيف شده با معادله LTIفرض كنيد ورودي يك سيستم ) ج

]، n>�چون در. است) 2-32- 2م (معادله  ] �=nx ؛ پس در�<n ،[ ] �=ny . همچنين با توجه
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] بايد يك مقدارBبراي يافتن ثابت مجهول  ]nyدر �≥nبا استفاده از شرط سكون ابتدايي .  را بدانيم

])1-32-2م (و ) 1-32-2م (و معادلات  ]�yثابت .  را تعيين كنيدAرا به كمك اين مقدار بيابيد  .

و شرط ) 3-32- 2م (به ازاي ورودي معادله ) 1-32- 2م (نتيجه اين محاسبه جواب معادله تفاضلي 

  .ايي استسكون ابتد

  :حل
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   دراين صورت لازم است ثابت كنيم=1
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  B=−2بنابراين  

] مي دانيم كه )2,32,1م(از معادله ) پ( ] [ ] [ ] [ ] [ ] 111
2

1 ==−−+= ��� xyyxy  

[ ] 31 =−=⇒+= BABAy �  
)سيستمي را در نظر بگيريد كه ورودي ) 2,33 )txو خروجي ( )ty آن معادله ديفرانسيل مرتبه اول 

  .زير را ارضا مي كند

    ) 1-33-2م (
( ) ( ) ( )txty

dt

tdy
=+ 2  

  .سكون ابتدايي را نيز برآورده مي كنداين سيستم شرط 

)خروجي ) i) (الف )ty1سيستم به ازاي ورودي ( ) ( )tuetx t3

1   . را بيابيد=

)ii ( خروجي( )ty2سيستم به ازاي ورودي ( ) ( )tuetx t2

2   . را بيابيد=

)iii (خروجي( )ty3تم به ازاي ورودي سيس( ) ( ) ( )tuetuaetx
tt 23

3 β+=را بيابيد .  

aو βنشان دهيد كه.  دو عدد حقيقي اند( ) ( )tyayty 213 β+=.  

)iv (حال( )tx1 و ( )tx2را دو سيگنال دلخواه بگيريد، به نحوي كه   

)   در  ) 11 , tttx <= �  

)در     ) 22 , tttx <= �  
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( )ty1را پاسخ سيستم به ازاي ورودي ( )tx1و ( )ty2را خروجي سيستم به ازاي ورودي  ( )tx2 و ،

( )ty3اي ورودي را خروجي سيستم به از( )tx3  را خروجي سيستم به ازاي ورودي 

( ) ( ) ( )txtaxtx 213 β+= فرض كنيد، نشان دهيد كه   

( ) ( ) ( )tytayty 213 β+=  
  .بنابراين سيستم تحت بررسي خطي است

)خروجي) i) (ب )ty1را به ازاي ورودي ( ) ( )tuKetx t2

2   . بيابيد=

)ii( خروجي( )ty2را به ازاي ورودي ( ) ( ) ( )TtuKetx Tt −= −2

1 نشان دهيد كه .  بيابيد\

( ) ( )Ttyty −= 12.  

)iii (حال( )tx1را سيگنال دلخواهي بگيريد كه در �tt < ،( )tx1 .( )ty1 خروجي سيستم به  را

)ازاي ورودي  )tx1 و ( )ty2را خروجي سيستم به ازاي ( ) ( )Ttxtx −= نشان .  فرض كنيد12

  دهيد كه

( ) ( )Ttyty −= 12  

يستم س) الف(با توجه به نتيجه بند . پس نتيجه مي گيريم سيستم تحت بررسي تغييرناپذير با زمان است

  .چون اين سيستم شرط سكون ابتدايي را نيز دارد، عليّ هم هست.  استLTIداده شده 

  :حل

  :مي دانيم كه) 2,14از مثال ) i) الف(
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)براي ورودي ـ خروجي جفت   )tx2 و ( )ty2   اسـتفاده كنـيم و   ) 2,33,1م(ي ، مي تـوانيم از معادلـه
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)ط اوليه، مي توان نتيجه گرفت كه براي با در نظر گرفتن شراي ) Ttty ≤=   :بنابراين. �2
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)آشكار است كه  ) ( )Ttytx −= �tt كه براي11 < ،( ) �=tx1توجه كنيد كه :  

( ) ( ) ( ) ( ) �� ttfortytxty
dt

tdy
<==+ 111

1 2  

  :از آنجايي كه مشتق يك عملگر تغييرپذير با زمان است، مي توان نوشت

( ) ( ) ( ) ( ) �� ttfortyTtxTty
dt

Ttdy
<=−=−+

−
111

1 2  

)اين پيشنهاد مي كند كه اگر ورودي به صورت سـيگنالي از      ) ( )Ttxtx −=  باشـد، در اينـصورت   12

)خروجي نيز سيگنالي به صورت       ) ( )Ttyty −= توجـه كنيـد كـه ورودي       همچنين،  .  خواهد بود  12

)جديد   )ty2   براي Ttt +< اين تغييرپذيري با زمان را حمايت مي كند از آنجـا     .  صفر خواهد بود   �

)مي كند    )tx2   براي Ttt +<  ـ  .  صفر است  � ا بنابراين مي توان نتيجه گرفت كه سيـستم تغييرپـذير ب

  .زمان است

فرض كنيد سكون ابتدايي معادل يك شرط كمكي صفرست كه در زماني قابل تنظيم با سـيگنال                  )2,34

در اين مسئله نشان مي دهيم كه اگر شرط كمكي غير صفر باشـد يـا در زمـان                   . ورودي تعيين مي شود   

 سيـستمي بـا   . باشـد LTIاعمال شود، سيستم متناظر نمي توانـد       ) مستقل از سيگنال ورودي   (مشخصي  

)ورودي  )tx و خروجي ( )ty را ارضاكند) 1-33-2م ( فرض كنيد كه معادله ديفرانسيل مرتبه اول.  

)با فرض شرط كمكي ) الف( ) 11 =yبا مثالي نقض نشان دهيد كه سيستم خطي نيست ،.  

)با فرض شرط كمكي) ب( ) 11 =yبا مثالي نقض نشان دهيد كه سيستم تغييرناپذير يا زمان نيست ،.  

)نشان دهيد كه سيستم با شرط كمكي) ج ) 11 =yنمواً خطي است  .  

)نشان دهيد كه به ازاي شرط كمكي) د ) 11 =yسيستم خطي است ولي تغييرناپذير با زمان نيست .  

) كه به ازاي شرط كمكي       نشان دهيد ) هـ ) ( ) �� =+ 4yy           سيستم خطـي اسـت ولـي تغييرناپـذير بـا 

  .زمان نيست

  :حل



 ١٠٦

)فرض كنيد   ) الف ( ) ( ) ( ) ( )tytxtytx
SS

1122 , →→ .     مي دانيم كـه( ) ( ) 111 21 == yy 

)حال ورودي سومي را به صـورت         ) ( ) ( )txtxtx 213 فـرض كنيـد خروجـي      .  در نظـر بگيريـد     =+

) نيز متناظر )ty3باشد ، .  

)حال توجه كنيد كه      ) ( ) ( )1111 213 yyy يك مثـال خـالص در   . بنابراين سيستم خطي نيست  . =≠+

  :زير آورده شده است

  : برابر است باt>�خروجي متناظر براي 

( ) tt
Aeety
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1 4
1 −+=  

)با استفاده از اين حقيقت كه  ) 111 =y براي  �>tداريم :  

( ) ( ) ( )122

1 4
1

4
1 −−−+= tt

eeety  

)حال سيگنال  ) �=tx2را فرض كنيد دراين صورت خروجي متناظر برابر است با :  

( ) tBety 2

2

−=  
) با استفاده از اين حقيقت كه t<�براي  ) 112 =y براي �>tداريم :  

( ) ( )12

2

−−= tety  
)حال سيگنال سوم     ) ( ) ( )txtxtxx 1213 توجه كنيـد كـه خروجـي هنـوز         .  را در نظر بگيريد    =+=

)برابراست با   ) ( )tyty 13 )بـديهي اسـت كـه    . t<� بـراي = ) ( ) ( )tytyty 213 . t<� بـراي ≠+

  .بنابراين سيستم خطي نيست

) ورودي   دوباره سيگنال ) ب( ) ( )tuetx t2

1 مي دانيم كه سـيگنال     ) الف(از قسمت   .   را فرض كنيد    =

) با t<�خروجي متناظر براي ) 11 =yبرابر است با :  

( ) ( ) ( )122

1 4
1

4
1 −−−+= tt

eeety  

ــد ســيگنال ورودي   )حــال فــرض كني ) ( ) ( ) ( )TtxtxTtue Tt −==−−
12

ــراي 2 ، در اينــصورت ب

Tt >   
( ) ( ) tTt

Aeety
22

2 4
1 −− +=  

)با استفاده ازاين حقيقت كه  ) 112 =y 1 و همچنين فرض كنيد<T براي Tt   : داريم<

( ) ( ) ( )( ) ( )12122

2 4
11

4
1 −−−− −+= tTTt

eeety  

Ttحال توجه كنيد كه براي > ،( ) ( )Ttyty −≠   .بنابراين سيستم تغييرناپذير با زمان نيست. 12
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)به منظور اينكه نشان دهيم سيستم خطي صعودي با شرايط معين مـثلاً    ) ج( ) 11 =y    مـي باشـد ابتـدا 

)بايستي نشان دهيم كه سيستم با شرايط معين خطي است بطو خاص  ) �=1y.  

)فت براي ورودي ـ خروجي ج  )tx1 و ( )ty1 و بااسـتفاده از  . اسـتفاده كنـيم  ) 2,33,1م(، مي توان از

  :شرايط اوليه

  ) 1-2,34ح(

( ) ( ) ( ) ( ) �==+ 1;2 211
1 ytxty
dt

tdy
  

)براي ورودي ـ خروجي جفت،  )tx2 و ( )22yنيز :  

)                 )2,34,2ح( ) �=12y  ;  
( ) ( ) ( )txty

dt

tdy
22

2 2 =+  

  : و خلاصه سازي داريمβبه اندازه ي ) 2,34,2ح( و αبه اندازه ) 2,34,1ح(با اسكيل كردن 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }tytaytytay
dt

d
2121 2 ββ +++  
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( ) ( ) ( )

1 2

3 2
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1 1 1

x t x t
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)ملاحظه مي شـود كـه خروجـي بـه صـورت              ) ( ) ( )3 1 2y t y t y tα β= زمانيكـه ورودي بـه      +

)صورت   ) ( ) ( )3 1 2x t x t x tα β= )بعـلاوه   .  بود، درآمد  + ) ( ) ( )111 21 yyy +==  بنـابراين   �

  .سيستم خطي است

به سيستم خطي با جمع كننده بهم وصـل شـود         ) آبشاري(كاسكيد  (بنابراين اگر سيستم كلي به صورت       

  .پاسخ تنها به شرايط معين اوليه را جمع مي زند

)قبلي نشان داديم كه سيستم زماني خطي است كه          در قسمت   ) د( ) �=1y         بـراي اينكـه نـشان دهـيم 

)سيستم تغييرناپذير نيست، فرض كنيم يك ورودي از          ) ( )tuetx t2

1 مي دانيم كه   ). الف( از قسمت    =

  :خروجي متناظر برابر خواهد بود با

( ) tt
Aeety

22

1 4
1 −+=  

)ن حقيقت كه با استفاده از اي ) �=11y براي �>tداريم :  

( ) ( )222

1 4
1

4
1 −−−= tt

eety  
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)فـرض كنــيم يـك ورودي    ) ( )
2

1
12 −= txtxتوجـه كنيــد كـه   .  باشــد( ) �=12y واضــح اســت 

( ) ( )( )3

12 4
1

2
111 eeyy )بنابراين  . ≠−=− ) ( )

2
1

1 −≠ tyty  ي   براي تمامnاين بـه ايـن     . ها

  .معنا است كه سيستم تغيير پذير با زمان است

اينجـا نيـز مـي توانـد اسـتفاده          ) پ(برهاني كه بسيار شبيه به اثبات خطي استفاده شده در قسمت            ) هـ(

مي توانيم نشان دهـيم كـه سيـستم تغييرپـذير بـا زمـان         ) ت(با روش نشان داده شده در قسمت        . گردد

  .سات

بـه  ) مـستقل از سـيگنال ورودي  (قبل ديديم كه استفاده از شرط كمكي ثابت در زمـان  در مسئله    )2,35

در اين مسئله اثر شرط كمكي ثابت در زمـان بـر علـّي بـودن را            . سيستمي تغييرپذير با زمان مي انجامد     

)سيستمي در نظر بگيريد كه ورودي     . بررسي مي كنيم   )tx   و خروجـي ( )ty   م ( آن معادلـه ديفرانـسيل

)فرض كنيد شرط كمكـي ايـن معادلـه ديفرانـسيل    . را  ارضا كند   ) 2-33-1 ) �� =y خروجـي  .  اسـت

  :سيستم به ازاي دو  ورودي زير را بيابيد

الف ( ( ) �=tx1  

ب ( ( )
1

1

,

,1
2 −>

−<





=
τ

τ

�
tx  

)توجه كنيد كه   )ty1 خروجي به ازاي( )tx1و ( )ty2خروجي به ازاي ( )tx2  است، و گرچـه ( )tx1 

)و   )tx2 1 در−<t   يكسان اند، ولي ( )ty2  1 در−<t بر اساس اين نتيجه مي توان      . ن نيستند  يكسا

  .استدلالي براي عليّ نبودن سيستم ارائه كرد

    :حل

)از آنجايي كه سيستم خطي است، ) الف ( ) �=ty1 براي همه ي t.  

)حال فرض كنيد خروجي زمانيكه ورودي ) ب( )tx2 ،است ( )ty2باشد  .  

  :اب خصوصي به صورت زير استجو

( ) 1−>= tYty p  

  :داريم) 1-2,33م(با جايگذاري در 

12 =Y  
)حال، جواب عمومي را به صورت      ) t

h Aety
جـواب كلـي را بـه صـورت زيـر           .  در نظر بگيريم   =−2

  :بدست مي آوريم
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( ) 1
2

12

2 −>+= −
tAety

t  

)از آنجايي كه  ) �� =yداريم :  

    ) 1-2,35ح(

( )
2

1
2

1 2

2 +−= − t
ety  

)، نشان مي دهيم كه      t>−1براي   ) �=tx2 .    بنابراين جواب خصوصي در اين بازه صفر خواهد شـد

  و 

 ( ح2,35-2)    

( ) 12

2 −<= − tBety t   
)از آنجايي كه دو قسمت جواب        )ty2   1بايد در   ) 2-35-2ح(و  ) 1-2,35ح( معادلات−=t  بدست 

  : را از معادله بدست آوريمBآيند، مي توانيم 

  :در نتيجه

( ) ( ) 1
2

1
2

1

2
1

2
1

122

2

22

−<−=

=−

+−
teety

Bee

t
 

)حال نشان مي دهيم كه چون        ) ( )txtx 21 م كـازال در   بايستي درست كه براي سيستt>−1 براي  =

1−<t  ،( ) ( )tyty 21 نشان مي دهد كه اين صحيح نيـست        ) ب(و  ) الف( بهرحال ننتيجه قسمت     =

  .بنابراين سيستم كازال نيست

]سيستم گسسته در زماني را كه ورودي      ) 2,36( ]nx و خروجي [ ]ny  مـرتبط انـد،    آن به صورت زيـر

  در نظر بگيريد 

[ ] [ ] [ ]nxnyny +−= 1
2

1
 

�nnيعنــي اگــر در(نــشان دهيــد كــه در صــورت ابتــدائاً ســاكن بــودن ) الــف < ،[ ] �=nx ؛ آنگــاه

�nnدر < ،[ ] �=ny (سيستم خطي و تغييرناپذير با زمان است.  

]شان دهيد كه اگر سيستم ابتدائاً ساكن نباشد، و به جاي آن شرط كمكي             ن) ب ] �� =y      ،را ارضـا كنـد 

  .] به كار بريد35-2رهيافتي مشابه مسئله : راهنمايي. [سيستم عليّ نيست

  :حل
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]يك ورودي    ]nx1    راه مانند [ ] �=nx1   1 برايnn  فرض كنيد، خروجي متناظر برابر خواهد بـود         >

  :با

[ ] [ ] [ )
[ ]





=

+−=

�ny

nxnyny

1

111 1
2

1
 (ح2,36,1)    

]و نيز ورودي ديگري بنام       ]nx2    را مانند [ ] �=nx2 2 برايnn  در اين صورت خروجي متنـاظر  >

  :برابر خواهد بود با

[ ] [ ] [ ] [ ] 22222 1
2

1 nnfornynxnyny <=+−= �  

  ) 2,36,2ح(

 و سـاده سـازي   βبه انـدازه  ) S.2,36,2(  و معادله ∝به اندازه ) S.2,36,1(ـ با اسكيل كردن معادله      

  :داريم

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]1 2 1 2 1 21 1
22

y n y n y n y n x n x n
β βα β α β+ = − + − + +  

ــي      ــه خروجـ ــت كـ ــديهي اسـ ــذاري، بـ ــا جايگـ )بـ ) [ ] [ ]3 1 2y t y n y nα β= ــه +  زمانيكـ

[ ] [ ] [ ]3 1 20 n
x n x n xα β= ــلاوه + ) بع ) ( ) ( ) �==+ 111 321 yyy .  ــي ــستم خط ــابراين، سي بن

  .است

]فرض كنيم دو ورودي ) ب( ] �=nx1 براي تمام n ها   

  و

[ ]
1

1

1
2 −≥

−<





=
n

n
nx

�
 

]از آنجايي كه سيستم خطي است، پاسخ        . هستند موجود ]nx1    كه همان [ ]ny1        اسـت بـراي تمـام n 

]هابرابر صفر است، يعني  ] �=ny1   

]حال خروجي  ]ny2 را زماني كه ورودي [ ]nx2مي باشد را بدست مي آوريم :  

]چون  ] �� =2y   

[ ] ( )
[ ] ( )






=+=

=+=

���

���

2
12

2
11

2

2

y

y
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بنابراين 
[ ]





≥

=

�

�

nfor

ny2 حال براي �>nتوجه كنيد كه :  

[ ] [ ] [ ]�� xyy +−= 1
2

1
22  

ــابراين ]: بنـ ] 212 −=−y .   ــم ــشابه داريـ ــدي مـ ــا فرآينـ ]بـ ] 422 −=−y و [ ] 422 −=−y و 

[ ] 832 −=−y و به همين ترتيب ( ) [ ]1
2

1
2 −−−= nuy

n

.  

] n>�ل توجه كنيد كه چون نبراي       حا ] [ ]nynx 21 بهر طريف، نتايج بدست آمده از بـالا نـشان          . =

  .مي دهد كه اين درست نيست

  .بنابراين، سيستم كازال نيست

در نظر بگيريـد، فـرض   ) 1-33-2م (سيستمي با رابطه ورودي ـ خروجي مطابق معادله تفاضلي  ) 2,37

�ttيعنـي اگـر در    [ سيستم نهايتاً ساكن است      كنيد >  ،( ) �=tx   ؛ آنگـاه در�tt >،( ) �=ty .[  نـشان

)دو سـيگنال ورودي در نظـر بگيريـد،   : راهنمـايي . [دهيد كـه ايـن سيـستم علـّي نيـست         ) �=tx1  بـا 

)خروجــي )ty1 و ( ) ( ) ( )[ ]12 −−= tutuetx tــا خروجــي ) ب )ty2 .ــه در ــد ك ــشان دهي ، t>�ن

( ) ( )tyty 21 ≠[.  

  :حل

  فرض كنيم دو ورودي    

( ) �=tx1  
 و

( ) ( ) ( )( )12 −−= tutuetx t  
  .موجود باشند

) چون سيستم خطي است، پاسخ ) �=∞<<∞− tyn   . خواهد بود1

)حال   )ty2     را زماني كه ( )tx1          جـواب خـصوصي بـه      .  ورودي سيستم باشد را، بدسـت مـي آوريـم

  :صورت زير مي باشد

( ) 1<<= tYety
t

p �  

  :داريم) 2,83,1م(با جايگذاري در معادله 

13 =Y  
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)ال جواب عمومي معادله را نيز داريم ح ) t

h Aety
  .، جواب كلي معادله به صورت زير مي باشد=−2

( ) 1
3

12

2 <<+= −
teety

tt �  

):  با فرض شرايط نهايي داريم ) �=1yبااستفاده از اين بدست مي آوريم ، :
3

3
eA   :بنابراين. =−

)       ) 2,37,1ح( ) 1
3

1
30

1 32

2 <<+−= +−
teety

tt �  

) بايستي توجه كنيد كه  t>�براي   ) �=tx2 .       بنابراين، جـواب خـصوصي در ايـن بـازه برابـر صـفر

  .خواهد بود

)            ) 2,37,2ح( ) �>= − tBety t2

2  

)چون دو قسمت از جواب براي        )ty2     در ) 2-37-2ح(و ) 1-2,37ح( در معـادلات�=t برقرارنـد  .

  . را از معادله بدست آوريمBمي توانيم .  برقرارندBمي توانيم 

Be =− 3

3
13

1  

  كه در نتيجه

( ) ( ) �<−= −
teety

t23

2 3
1

3
1  

)حال توجه كنيد كه چون براي    ) ( ) �<= ttxtx  ، بايد اين درست باشد كه براي يـك سـيتم  21

)كازال   ) ( ) ( )tytytfor 21 =< ، اما نتايج بدست آمده از معـادلات فـوق صـحت ايـن موضـوع                �

  .راتعيين نمي كند يعني سيستم كازال نيست

  : عليّ توصيف شده با معادلات تفاضلي زير را رسم كنيدLTIنمايش جعبه اي سيستمهاي  )2,38

]) الف ] [ ] [ ]nxnyny
2

1
1

3

1
+−=  

]) ب ] [ ] [ ]11
3

1
−+−= nxnyny  

  :حل

  . نشان داده شده است2,38ح بلوك دياگرام در شكل 
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     2,38شكل ح

  : عليّ توصيف شده با معادلات ديفرانسيل زير را رسم كنيدLTIه اي سيستهاي بنمايش جع )2,39

)) الف ) ( ) ( )txdttdyty 4/
2

1
+−=  

)) ب ) ( ) ( )txtydtdy =+ 3  

  :حل

  . نشان داده شده است2,39حر شكل  بلوك دياگرام د

  

  

  2,39ح شكل

  

   با رابطه زير هم مرتبط شده اندLTIورودي و خروجي يك سيستم ) 2,40

( ) ( ) ( )∫ ∞−

−− −=
t

t
dxety τττ 2  

)پاسخ ضربه )thاين سيستم چيست؟   

)پاسخ اين سيستم به ورودي ) ب( )tx را بيابيد40-2 نشان داده شده در شكل م .  

  

  

  

  

  

 2,40شكل م 

( )tx 

١ 

-٢ ١ 
t 



 ١١٤

  

  : حل

  :توجه كنيد كه) الف(

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫
−

∞−

′−−−

∞−

−− ′′=−=
τ ττ ττττ

t
zt

t
t

dxedxety 2  

  :بنابراين

( ) ( ) ( )22 −= −− tueth t  

  2,38حشكل 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  2,30 حشكل 

  

  

[ ]nx 

2
1 

⊕ [ ]ny 

D 

3
1 

[ ]nx 
[ ]ny 

D 

2
1+ 

D ⊕ 

S 

3− 

S ⊕ ( )ty 
( )tx 

S 

2− 

S ⊕ ( )ty 
( )tx 8 
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 2,30حشكل 

  :    داريم) ب(

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )[ ]∫

∫
∞+

∞−

−−

+∞

∞−

−−−+−=

−=

τττ

τττ

τ
dtutue

dtxhty

212

 

 

( )τh و ( )τ−txدر شكل زير نشان داده شده است .  

  :با استفاده از شكل مي تون نوشت

( )
( ) ( )

( ) ( )[ ] 4

41

1

1

1

1

2

342

1

2

12

>

<<

>









−=

−=
=

∫

∫
+

−

−−−−−

+ −−−−

t

t

t

eede

ede
ty

t

t
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t
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τ

τ

τ

τ
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  سيگنال زير را در نظر بگيريد  2,41

[ ] [ ]nuanx n=  
]سيگنال) الف ] [ ] [ ]1−−= nxanxngرا رسم كنيد .  

]و خواص كانولوشن) الف(با توجه به نتيجه بند ) ب ]nhرا به نحوي تعيين كنيد كه داشته باشيم   

[ ] [ ] [ ]{ } [ ]22
2

1
−−+







=∗ nununhnx

n

  

  :حل

  :مي توان نوشت) الف(

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

1

1n n

g n x mn x n

a u n a u n n

α

δ

= − −

= − = =
 

  

٠ ٢ 

( )τh 

t+١ t+٢ 
τ  
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  2,40حشكل 

]توجه كنيد كه    ) ب ( ] [ ] [ ] [ ]{ }1g n x n x n nαδ= ∗ − )بنابراي از قسمت    . − )α    مي دانـيم 

]كه  ] [ ] [ ]{ } [ ]1x n n n nδ αδ δ∗ − −   :ا استفاده از ان مي توان نوشت   ب=

[ ] [ ] [ ]{ } [ ]
[ ] [ ] [ ]{ } [ ]
[ ] [ ] [ ]{ } [ ]

1 2 1

1 1

2 1 2

x n n n n

x n n n n

x n n n n

δ αδ δ

δ αδ δ

δ αδ δ

∗ − − − = −

∗ + − = +

∗ + − + = +

 

  :حال توجه كنيد كه

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]1
2

11224 −+++++=∗ nnnnnhnx δδδδ  

  :بنابراين

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]{ }
[ ] [ ] [ ]{ }

[ ] [ ] [ ]{ }

( ) [ ] { } [ ]

4 2 1

2 1

1

1 1 2
2

x n h n x n n n

x n n n

x n n n

x n n n

δ αδ

δ αδ

δ αδ

δ αδ

∗ = ∗ + − +

+ ∗ + −

+ ∗ − −

+ ∗ − − −

 

  :بنابراين

[ ] [ ] ( ) [ ] ( ) [ ]

( ) [ ] [ ]

4 2 2 4 1 1 2

1 11 2
2 2

h n n n n

n n

δ α δ α δ

α δ δ

= + + + + + +

+ − − − −
 

  دو سيگنال زير را در نظر بگيريد  )2,42

( ) ( ) ( )
( ) tj

eth

tututx

�ω=

−−+= 5/05/0
 

  ا به نحوي تعيين كنيد كه داشته باشيم ر�ω) الف

( )
( ) ( ) ( )thtxty

ty

∗=

= �
  



 ١١٧

  آيا جواب يكتاست؟) ب

  :حل

  :داريم

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )2/sin
25.0

5.0

5.0

5.0

�

�

�

�

� ω
ω

ττ

τω

ω

==

−=∗=

∫

∫

−

−

+

dzey

dtethtxty

j

j

 

πωاگر ) الف( ) در اينصورت �=2 ) �� =y.  

πωهـر   . منحصر بـه فـرد نيـست      ) الف(واضح است، جواب ما به قسمت       ) ب( k2=�  TK  و  ∋

�≠Kكافي خواهد بود .  

يكي از خواص مهم كانولوشن در هر دو حالت پيوسته و گسـسته در زمـان، خاصـيت شـركت                    ) 2,43

  .در اين مسئله اين خاصيت را مورد بررسي قرار مي دهيم. پذيري است

  .تساوي زير را ثابت كنيد) الف

)    )1-43-2م ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]tgthtxtgthtx ∗∗=∗∗  

  .به صورت زير در مي آيند) 1-43-2م (به ين منظور نشان دهيد ه هر دو طرف معادله 

( ) ( ) ( )x h g t d dτ σ τ σ τ σ
∞ ∞

−∞ −∞
− −∫ ∫  

ايـن دو   .  نشان داده شده اند    2h و 1h با پاسخ ضربه هاي    LTIدو سيستم   ) الف (43-2در شكل م    ) ب

]فرض كنيد. سري مي كنيم) ب (43-2سيسيتم را مطابق شكل م  ] [ ]nunx =.  

)i (  ابتدا با محاسبه[ ] [ ] [ ]nhnxnw ] و سـپس محاسـبه     =∗1 ] [ ] [ ]nhnwny 2∗=  ،[ ]ny    را يعنـي 

] حاصل ] [ ] [ ]{ } [ ]nhnhnxny 21   . را محاسبه كنيد=∗∗

)ii (ابتدا كانولوشن[ ] [ ] [ ]nhnhng 12   . را حساب كنيد=∗

  

  

  

  

  
٠ 

2

1
−  

4

1
  

٣ 

٤ 

...  
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[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]nynhnhnx
nw → →→ 21  

  34-2شكل م 

بايد برابر باشند، كه خاصيت شركت پذيري كانولوشن را در حالت گسـسته             ) ii(و  ) i(جوابهاي دو بند    

  در زمان نشان مي دهد

  ، كه در اين حالترا در نظر بگيريد) ب (43-2 شكل م LTIتركيب متوالي دو سيستم ) ج

[ ]

[ ] [ ] 1,

,

8sin

2

1

<=

=

anuanh

nnh

n

 

  ورودي عبارت است

[ ] [ ] [ ]1−−= nannx δδ  
]خروجي   ]ny جابجايي و شركت پذيري كانولوشن حل اين مـسئله را بـسيار   : راهنمايي. ( را پيدا كنيد

  ).ساده مي كند

  :حل

  :ابتدا داريم) الف

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )∫ ∫

∫ ∫
∞+

∞−

∞+

∞−

+∞

∞−

+∞

∞−

−−=

′′−−=∗∗

σττσστ

στστστ

ddtghx

ddtghxtgthtx
2

 

  :و نيز

2

3
  ١ 

٤ ٣ ٢ ١ ٠ 

 )الف(

[ ] [ ] [ ]1
2

1
2 −+= nununh 



 ١١٩

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) σττσστ

στσττσ

τστστσ

ddtghx

ddtghx

ddghtxtgthtx

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∞+

∞−

∞+

∞− −

∞+

∞−

∞+

∞−

+∞

∞−

+∞

∞−

−−=

−−=

′−′−=∗∗ 2

 

  .اين تساوي اثبات شد

  :ابتدا داريم) i) (ب(

[ ] [ ] [ ] ( ) ( ) [ ]nunhnun
nn

n

k





 −−=−=∗=

+

=
∑

1

1 2
11

3
2

2
1

�

ω  

    حال 

[ ] [ ] [ ] ( ) [ ]nunnhnny 12 +=∗= ω  
ii (ابتدا داريم:  

[ ] [ ] [ ]

( ) ( ) [ ]nu

nhnhng

n

k

kn

k

k

=−+−=

∗=

∑∑
−

==

1

21

2
1

2
1

2
1

��

 

  :حال

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] ( ) [ ]nunnunungnuny 1+=∗=∗=  

  .بدست آمده) ii(و ) i(نتيجه يكساني براي هر دو قسمت 

  :توجه كنيد كه) ج(

[ ] [ ] [ ]{ } [ ] [ ]{ } [ ]nhnhnxnhnhnx 1212 ∗∗=∗∗  
  :همچنين توجه كنيد كه

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]nnuanuanhnx nn δ=−−=∗ 12  
  :بنابراين

[ ] [ ] [ ] [ ] nnnnhnhnx 8sin8sin21 =∗=∗∗ δ  
  اگر) الف) 2,44

( )

( ) 2

1

,

,

,

Ttth

Tttx

>=

>=

�

�

 



 ١٢٠

   را به نحوي يافت كه به ازاي آن3Tاه مي توان عدد مثبتگآن

( ) ( ) 3, Ttthtx >=∗ �  

3T1 را برحسبT 2 وTبه دست آوريد .  

] LTIورودي يك سيستم گسسته در زمـان        ) ب ]nx     پاسـخ ضـربه آن ،[ ]nh      و خروجـي آن ،[ ]ny 

]اگر بدانيم . است ]nh ر خارج فاصله   د[ ] 1, NnNnx 32 در خارج فاصـله      �≥≥ NnN ≤≤ 

]صفرند، خروجي ]ny54 در خارج فاصله NnN   . صفرند≥≥

)ii (  1اگر طول فواصلNnN ≤≤�  ،32 NnN 54، و≥≥ NnN ، hM ،xMيب  را به ترت≥≥

  . بيابيدxM وyM بناميم،yMو

]،n≤10اگر به ازاي  :  گسسته در زمان با اين مشخصه در نظر بگيريد         LTIيك سيستم   ) ج ] �=nx ،

براي درستي اين گزاره پاسخ ضربه سيستم بايد چـه شـرطي            .  صفرست n≤15آنگاه خروجي به ازاي   

  داشته باشد؟

)براي تعيـين  .  در نظر بگيريد   44-2 با پاسخ ضربه شكل م       LTIيك سيستم   ) د )�y  دانـستن [ ]ny  در 

  فاصله اي لازم است؟

  :حل

  :داريم

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )∫

∫
−=

−=∗
+∞

∞−

2

1

2

T

T
dthx

dthxthTtx

τττ

τττ
 

)توجه كنيد كه براي  ) �=−τh 2، بنابراين برايTt +>τ و tT +−< 2τ ( ) �=−τth  

>−+τانتگرال فوق برابر صفر خواهد بود همچنين اگر         : بنابراين 21 TT   12 يا TtT  كـه بيـان     +>−

21مي دارد اگر  TTt   . انتگرال كانولوشن صفر است<+

]: داريم) i) (ب( ] [ ] [ ] [ ] [ ]∑
=

−=∗=
1N

NK

knxkhnxnhny
�

  

]توجه كنيد كه براي      ] 23 NxNkx −≤≤≠− nNknNبنابراين براي   .  � +−≤≤+− 23  

[ ] �≠+− nkx . 13گـر   سري كانولوشن ا  . واضح است NnN �NnN و   −+≥ ≥+−  صـفر   2
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]بنابراين  . نيست ]ny   31 براي NNn ]بنـابراين   .  صـفر نيـست    ≥+ ]ny    31 بـراي NNn  و  ≥+

2NNn +≥   . صفر نيست�

ii (1ان داد كه به راحتي مي توان نش−+= xh MMMy  

]، n<5براي ) ج( ] �=nh  

  :از شكل مشخص است كه) د(

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫
−

−
−+−=∗=

1

2
6txdtxtxthty ττ  

  :بنابراين

( ) ( ) ( )∫
−

−
−+=

1

2
6xdxy ττ�  

)كه بيان مي كند كه  )tx 21 بايد در بازه ≤≤ t6راي  و ب−=tمعين باشد  .  

)نشان دهيد كه اگر) 2,45 )ty پاسخ يك سيستم LTIبه ورودي ( )tx باشد، آنگاه پاسخ سيستم به   

  

  

  

  

  

  

 2,44شكل 

  

  ورودي

( ) ( )
dt

tdx
tx =′  

) برابر )ty′دهيددرستي اين مطلب را به سه شكل نشان .  است:  

)i (با استفاده مستقيم از خواص خطي بودن، تغييرناپذيري با زمان و اين كه  

( ) ( ) ( )
h

htxtx
tx

n

−−
=′

→�

حد  

      

( )th 

١ 

-٢- ١  

١  

٦ 
t 
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( ) ( ) ( )tytutx →→ 1  

 2,45شكل م 

)ii  (با مشتق گيري از انتگرال كانولوشن.  

)iii ( 45-2با بررسي سيستم شكل م.  

  .صحت روابط زير را نشان دهيد) ب(

i)   ( ( ) ( ) ( )thtxty ′∗=′  

ii   () ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )∫ ∫∫ ∞− ∞−∞−





∗′=∗′=′∗





=′

t tt

dhtxdhxthxty ττττττ  

و توجـــه بـــه ايـــن كـــه ) الـــف(بخـــش ) iii(بـــه كمـــك نمـــودار جعبـــه اي بنـــد : راهنمـــايي[

( ) ( ) ( )ttutu δ=∗   .]، مي توان به آساني مسئله را حل كرد11−

)) د )ts   پله واحد يك سيستم      پاسخLTI    نـشاندهيد كـه    ) ب(ستفاده از بند    با ا .  پيوسته در زمان است

)پاسخ  )tyبه ورودي ( )txعبارت است از   

)        )1-45-2م ( ) ( ) ( ) τττ dtuxty −′= ∫
+∞

∞−
  

   داراي پاسخ ضربه زيرLTIپاسخ سيستم ) 2-45-2م (با استفاده از معادله ) هـ

( ) ( ) ( )tueets tt 12 23 +−= −−  
)به ورودي ) ( )tuetx t=را بيابيد .  

]) و ]ns         پاسخ پله يك سيستم گسسته در زمان LTI 2م  (همتاي گسسته در زمان معادله هاي       .  است-

  .را بيابيد) 45-2

  

  :حل

   :داريم

( ) ( ) ( ) ( )
h

htyty

h

htxtx TI −−
→

−− �  

  : در هر طرف معادله فوق داريمh→�با سوق دادن 

( ) ( )tytx
TI ′→′ �  

ii (با گرفتن ديفرانسيل از انتگرال كانولوشن داريم:  



 ١٢٣

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )

( ) ( ) ( ) ( )thtxdhtx

dhtx
dt

d
dhtx

dt

d
ty

∗=−′=

−=




 −=′

∫

∫∫
∞+

∞−

+∞

∞−

∞

∞−

1τττ

ττττττ
 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) →→→ ′= tytp

ty

tx
tuth 1  

  شكل ح2,45

iii ( فرض كنيم نام خروجي سيستم با پاسخ ضربه( )tu1 ،( )tωدر اين صورت .  باشد

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )txtutxtthtxtz ′=∗=∗′= 1, ω  
مي توانيم جاي آنها را مانند آنچـه در شـكل           .  هستند �cascade (TI(چون هر دو سيستم در زنجير       

S2,45نشان داده شده است عوض كرد .  

)در اين صورت     ) ( ) ( ) ( ) ( )thtxtytytp ∗=′= ) چـون    , )tz  و( )tp         بـا يـد برابـر باشـند مـي 

  م نتيجه بگيريم كهتواني

( ) ( ) ( )tythtx ′=∗′  
ii (فرض كنيد:  

( ) ( ) ( )[ ] ( )
( ) ( ) ( )[ ] ( )
( ) ( )thtx

thtututx

thtutxty

∗=

∗∗=

′∗∗=

1  

)اين نشان مي دهد كه       ) ( )[ ] ( )thtutx ) كه معادل است با      ∗′ ) ( )thtx حال مطلب مـشابهي را بـه    . ∗

  :صورت زير مي توان نوشت

( ) ( ) ( )[ ] ( )
( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )∫

∫

∞

∞−

∗=

∗∗=

−=

∗∗∗=

′∗∗=

t

t

dhtx

tuthtx

dthx

tuthtutx

thtutxty

ττ

τττ

1

1

1

1
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)توجه كنيد   ) ج( ) ( ) ( )txtuet t 155 =− −δ .     بنابراين، خروجي سيـستمTI� ( )tx1     برابـر خواهـد 

)بود با  ) ( )tth �ωsin5− چون اين بايستي با ( ) tty �ω=′معادل باشد مجبوريم  :  

( ) ( ) ttth ��� ωωω sin5cos +=  
  : داريم) د(

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )
( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]
( ) ( )

( ) ( )∫
∞+

∞−
−′=

∗=

∗∗∗=

∗∗∗=

τττ dtsx

tStx

thtututx

thtututxty

�

1

1

1

 

ii (    

( ) ( ) ( )
[ ] ( )[ ] ( )

( ) ( )∫
∞+

∞−
−=

∗∗=

∗=

τττ dtux

tututx

tStxtx

1

1
  

      :در اين مورد) هـ

( ) ( ) ( )ttuetx t δ+=1  
        : بنابراين

( ) ( ) ( ) ( )tStuetSty t ∗+=  
  كه مي تواند به صورت

( ) [ ] ( )
[ ]

( ) ( )tueee

ee

tueety

ttt

tt

tt









−−−−

−+

+−=

−

−

−−

1
3

2

4
1

12

2

3

23

 

]با استفاده از اين حقيقت كه ) ح( ] [ ] [ ] [ ][ ]1−−∗= nnnun δδδداريم :  

[ ] [ ] [ ][ ] [ ] [ ] [ ][ ] [ ]∑ −−−=∗−−= knskxkxnsnxnxny 11  

 

       و  
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[ ] [ ] [ ][ ] [ ] [ ] [ ] [ ][ ]∑
∞

−∞=

−−−=∗−−=
k

kkukxkxnunxnxnx 11�  

2,46 (S يك سيتم LTIاست، سيگنال ( ) ( )13 −= − tuetx tاگر.  را در نظر بگيريد  

( ) ( )

( ) ( ) ( )tuety
dt

tdx

tytx

t23

,

−+−→

→

 

)پاسخ ضربه )th سيستم Sرا بيابيد .  

  :حل

  توجه كنيد كه 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1231216 3 −+−=−+−−= −
ttxttue

dt

tdx t δδ  

  : كه مي دهد

( ) ( ) ( )tytuetx t →−= − 12 3  

:    كهمي دانيم   
( ) ( ) ( )123 −+−= ttx

dt

tdx
δ    بايـد در خروجـي ( ) ( )123 −+− thty را بدهـد  .

  ازاطلاعات داده شده مي توانيم نتيجه بگيريم كه

( ) ( )tueth t212 −=−.  

        :بنابراين

( ) ( ) ( )1
2

1 12 += +−
tueth

t  

)يك سيستم خطي تغييرناپذير با زمان، با پاسخ ضربه         )2,47 )th�   مـي دانـيم كـه اگـر        .  داده شده است

)ورودي  )txباشــد، خروجــي بــه صــورت� ( )ty� زيــر ورودي ســيگنالهاي .  اســت47-2 شــكل م

  :سيستمهاي خطي تغييرناپذير با زمان داراي پاسخ ضربه داده شده هستند

)ورودي ) الف )tx       پاسخ ضربه ( )th  

)) ب ) ( ) ( )2−−= txtxtx ��    ( ) ( )thth �=  

)) ج ) ( )2−= txtx �      ( ) ( )1+= thth �  

)) د ) ( )txtx −= �      ( ) ( )thth �=  
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)) هـ ) ( )txtx �
′=       ( ) ( )thth −= �  

)) و ) ( )txtx �
′=        ( ) ( )thth �

′=  

)در اينجا [ )tx�′ و ( )th�′به ترتيب مشتقهاي �x و ( )thهستند� .[  

  

  

  

  

  

  2,47شكل م 

  

)در هر مورد تعيين كنيد آيا بـراي يـافتن خروجـي سيـستم داراي پاسـخ ضـربه                )th بـه ورودي ( )tx 

)در صورت وجود اطلاعات كافي،      . اطلاعات كافي است يا نه     )ty      را رسم و آن را دقيقـاً عددگـذاري 

  .كنيد

  :حل

))  الف ( ) ( )tyty �2=  

))  ب( ) ( ) ( )2−−= tytyty ��  

))  ج( ) ( )1−= tyty �  

  .اطلاعات كافي نيست) د(

)) هـ( ) ( )tyty −= �  

))  و( ) ( )tyty �
′′=  

  . ترسيم شده اند2,17 حسيگنالها براي قسمت هاي مختلف مسئله در شكل

  

  

  

  

( )ty0 

٠ ٢ 

١ 

t 
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    )الف(

  
  

  ) ب(

                       
  )ج(

  

  

  

  

  

( )ty 

2
1 

2
1− 

)�(  

-٢ 

-٢ 

( )ty 

 )د(
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  . درست است يا نادرست؟ دليل بياوريدLTIگزاره هاي زير در مورد سيستهاي  )2,48

  .، متناوب و غير صفر باشد، سيستم ناپايدار استLTIسيستم وارون يك سيستم ) الف

  . عليّ هميشه عليّ استLTIسيستم وارون يك سيستم ) ب

] داشته باشيم  n به ازاي هر مقدار      ار) ج( ] knh  داراي LTI يك عدد معين اسـت، سيـستم     K، كه   ≥

]پاسخ ضربه ]nhپايدار است .  

  . گسسته در زمان محدود باشد، سيستم پايدارستLTIاگر طول پاسخ ضربه سيستم ) د

  .ست عليّ باشد، آنگاه پايدارLTIاگر يك سيستم ) هـ

  . غير عليّ و يك سيستم عليّ لزوماً غير عليّ استLTIتركيب متوالي يك سيستم ) و

) پيوسته در زمان پايدارست، اگر و تنها اگر پاسخ پلـه آن              LTIيك سيستم   ) ز )ts     مطلقـاً انتگرالپـذير 

  باشد، يعني داشته باشيم

( )∫
+∞

∞−
∞<dtts  

]ته در زمان عليّ است، اگر و تنهـا اگـر پاسـخ پلـه آن       گسس LTIيك سيستم   ) ح ]ns بـه ازاي �<n 

  .صفر باشد

  :حل

)اگر : درست) الف ( )thپريوديك وغيرصفر باشد، در اين صورت :  

( )∫
+∞

∞−
∞=dtth  

)بنابراين  )thر است ناپايدا.  

]نادرست، براي مثال معكوس     ) ب( ] [ ]knnh −= δ     برابر است با [ ] [ ]knng += δ    كه غير كازال 

  .است

]نادرست؛ براي مثال ) ج( ] [ ]nunh   : كه بيان مي دارد=

saleh
Typewriter
seyedeblog.blogsky.com/
seyede saleh mousavi
university of izeh

saleh
Typewriter
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[ ]∑
+∞

−∞=

∞=
n

nh  

  .كه سيستم ناپايدار است

]درست؛ با فرض اينكه ) د( ]nh 21 در بازه nnn   در اين صورت .  محدود و غير صفر باشد≥≥

[ ][ ] ∞<∑
− 1 2nk

khn  

  .كه بيان مي كند، سيستم پايدار است

)براي مثال . نادرست) هـ( ) ( )tueth t=پايدار نيست اما كازال است .  

]اي كـازال بـا پاسـخ ضـربه     نادرست، براي مثال اتصال زنجيـري سيـستم ه ـ        ) و( ] [ ]11 −= nnh δ و 

]سيستم غير كازال با پاسخ ضربه  ] [ ]12 += nnh δ منجر به يك سيستم كلي با پاسخ ضربه   

[ ] [ ] [ ] [ ]nnhnhnh δ=∗= 21 . 

ــر  ) ذ( ــال اگ ــراي مث )نادرســت، ب ) ( )tueth t−=  ــن صــورت ــد در اي ) باش ) ( ) ( )tuetS t−−= 1 .

∫
∞ ∞−− ∞==−
�

�
t

t

t
etdte1 .  اگر چه سيستم پايدار است اما پاسخ پله انتگرال پذير نيست  

]:    مي توان نوشت. درست) خ( ] [ ]∑
∞

=

−=
�k

knnu δ . بنابراين[ ] [ ]∑
∞

=

−=
�k

knhnS.  

]، n>�اگر در بازه  ] �=ns در اينصورت در  �<n ،[ ] �=nhو سيستم كازال است .  

]در درس نشان داديم كه اگر) 2,49 ]nhمطلقاً جمع پذير باشد، يعني   

[ ]∑
∞

−∞=

∞<
k

nh  

] داراي پاسخ ضربه   LTIآنگاه سيستم    ]nh پايداري پس مطلقاً جمع پذير بودن شرط كافي        .  پايدارست

 در نظر بگيريـد كـه       LTIيك سيستم   . در اين مسئله نشان مي دهيم كه اين شرط لازم نيز هست           . است

  پاسخ ضربه آن مطلقاً جمع پذير نباشد، يعني
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  فرض كنيد سيگنال ورودي اين سيستم به صورت زيرست) الف
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 را كه شرايط زير را ارضا مي كنـد،       Bكراندارست؟ اگر آري، كوچكترين مقدار      آيا اين سيگنال ورودي     

  بيابيد 

]، nبه ازاي تمام مقادير  ] Bnx ≤  

آيا اين نتيجـه، لازم بـودن شـرط مطلقـاً           .   حساب كنيد   n=�به ازاي اين ورودي، خروجي را در      ) ب

  ذيري براي پايداري سيستم را اثبات مي كند؟جمع پ

 پيوسـته در زمـان      LTIبه روشي مشابه نشان دهيد كه شرط لازم و كافي براي پايداري سيستمهاي              ) ج

  .ً انتگرالپذير باشد  در زمان اين است كه پاسخ ضربه آنها مطلقا

  :حل

]ورودي محدود است ) الف( ] xBnx −∞>>∞ در 1≥= n.  

        :     فرض كنيد) ب(
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  .بنابراين خروجي محدود نيست و سيستم ناپايدار است

  فرض كنيد     )  پ(
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  .بنابراين اگر پاسخ ضربه به طور معين انتگرال پذير نباشد سيستم ناپايدار خواهد بود
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 B، و سيـستم       LTI يـك سيـستم      Aسيـستم   .  را در نظـر بگيريـد      50-2تركيب سري شكل م     ) 2,50

).  است Aوارون سيستم    )ty1     پاسخ به سيستمA    بـه( )tx1 و ( )ty2      پاسـخ سيـستم A    بـه ( )tx2 

  :است

) به وروديBپاسخ سيستم ) الف ) ( )tbytay 21   . اعداد ثابت اندb وa چيست؟ +

) به وروديBپاسخ سيستم ) ب )τ−ty1چيست؟   

  

  

  

  

  50-2شكل م 

  :حل

)خروجي برابر خواهد بود؛ ) الف( ) ( )tbxtax 21 +.  

): خروجي برابر است با) ب( )τ−tx1.  

 سري به ترتيب اتصال آنها بستگي LTIدر دس ديديم كه رابطه ورودي ـ خروجي دو سيستم   ) 2,51(

ي نام دارد، به خطي بودن و تغييرناپذيري با زمان هر دو سيـستم              اين مطلب، كه خاصيت جابجاي    . ندارد

  .در اين مسئله اين نكته را نشان مي دهيم. وابسته است

 خطي است، ولي تغييرناپـذير      LTIBسيستم  .  در نظر بگيريد   B و   Aدو سيستم گسسته در زمان      ) الف

] با پاسخ ضربهLTI سيستمي Aبا زمان نيست، ولي سيستم     ] [ ]nunh
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
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
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در واقع پاسـخ  .  است1

] به وروديBسيستم  ]nwبه صورت زيرست   

[ ] [ ]nnwnz =  

]بـه ورودي  ) ب(و ) الف (51 -2با محاسبه پاسخ هر يك از اتصالهاي سري شكلهاي م     ] [ ]nnx δ= 

  .نشان دهيد كه اين دو سيستم خاصيت جابجايي ندارند

 ، سيستمي قرار گرفته كه رابطه بين ورودي         51-2 دو اتصال شكل م      bفرض كنيد به جاي سيستم      ) ب

[ ]nwو خروجي [ ]nzآن به صورت زيرست .  

[ ] [ ] 2+= nwnz  
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  سيستم
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  را براي اين حالت تكرار كنيد) الف(محاسبات قسمت 

  

  
  :حل

  :، پاسخ به ضربه واحد برابر است با2,51ح) الف(براي سيستم شكل ) الف(

[ ] ( ) [ ]nunny
n
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1 =  

  : پاسخ ضربه واحد عبارتست از2,51ح ) ب(براي سيستم شكل 

[ ] �== ny  
]واضح است كه  ] [ ]nyny 21 ≠  

  :بارتست از پاسخ ضربه واحد ع2,51ح) الف(براي سيستم شكل ) ب(
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  : پاسخ ضربه واحد عبارتست از2,51ح) ب(براي سيستم شكل 
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  واضح است كه

[ ] [ ]nyny 21 ≠  
   گسسته در زمان با پاسخ ضربه زير در نظر بگيريد،LTIيك سيستم ) 2,52

[ ] ( ) [ ]nuannh n1+=  
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  .نشاندهيد پاسخ پله سيستم به صورت زيرست. a>1كه در آن
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  فرانسيل همگن زير رادر نظر بگيريدمعادله دي) الف) 2,53
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tsآنگاه
eA   .ت يك ثابت دلخواه مختلط اسAاست، كه در آن ) 1-53-2( يك جواب معادله �

)چند جمله اي ) ب )sp توجه كنيد كه. را مي توان برحسب ريشه است) 2-53-2( معادله  

Nr =+++ σσσ ...21  

tsiAe،ts، علاوه بر  iσ<1در حالت كلي به ازاي    

jij
ietA     است، كه   ) 1-53-2م  ( هم جواب معادلهj 

بـراي اثبـات    .  را مي تواند داشته باشـد      iσ−1تمام اعداد صحيح بزرگتر از صفر و كوچكتر يا مساوي         

: راهنمـايي . [اسـت ) 1-53-2م  ( هم يك جواب معادلـه       iσ  ،tstetA=2اين مطلب نشان دهيد اگر    

  واه باشد آنگاه يك عدد مختلط دلخsنشان دهيد اگر 
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  به صورت زيرست) 1-53-2م (پس كلي ترين جواب معادله 
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  .يك ثابت دلخواه مختلط است ijAكه در آن

  :معادلات ديفرانسيل همگن زير را با شرايط كمكي داده شده حل كنيد) ج
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tsبنابراين 
Ae

  )2,53,1ح( جواب معادله .

  :فرض كنيد) ب(
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  :ته باشيم، يك جواب باشد، بايد داشsاگر 

∑
=

=
N

k

kk sa
�

�1  

tsاين بيان مي دارد كه
te   . يك جواب است�

  در اينجا) i) (ج(

1,2232 −=−=⇒+++ ssss �  
)چون  ) �� =

y
y و ( ) 2=′ �yy ،�=+ BA 22 و =+ BAه  بنابراين از حل دستگا  




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  B=2 و A=−2           بنابراين

( ) tt eety 222 −− −=  

)ii (در اينجا  

( ) tt BeAetys −− +=⇒=+ 22 233 �  
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)چون  ) 1=�y و ( ) 1−=′ �y داريم ( ) tety −=  

)iii (اوليه به خاطر شرايط ( ) �=ty  

)iv  (       در اينجا نيز  

( )

( ) tt
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)از آنجا كه  ) 1=�y و ( ) 1=′ �y 1 و=A 2 و=B   

  :داريم

( ) tt teety −− += 2  
)v ( اينجا نيز  
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)چون  ) 1=�y و ( ) 1=′ �y 2 و−=ny داريم 
2
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4

3=B و 
2

1=Aبنابراين ،  

( ) jttjtt eBeeAety 22 −−− +=  
)چون  ) 1=�y و ( ) 1=′ �yآنگاه   

( ) ∗=−= BjA 1
2
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      : بنابراين

( ) [ ]cos 2 sin 2t
y t e t t

−=  

  .معادله معادله تفاضلي همگن زير را در نظر بگيريد) الف)  2,54(

]      )  1-54-2م ( ] �
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  . ريشه معادله زير باشد�zنشان دهيد اگر
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zzA   . يك ثابت دلخواه استAاست، كه در آن ) 1-54-2م ( يك جواب معادله �
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 دارنـد سـاده ترسـت، پـس معادلـه حاصـل از           zكار با چند جمله ايهايي كه تنها توانهاي غيرمنفي          ) ب

  .ظر مي گيريم را در نNzدر) 2-54-2م (ضرب دو طرف معادله 

)    )3-54-2م ( ) ∑
=

− ==
N
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k zazp
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)چند جمله اي )zpرا مي توان به صورت زير تجزيه كرد   

( ) ( ) ( ) 21
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σσ
zzzzazp −−= �  

,...,1كه در آن zsiريشه هاي متمايز ( )zpهستند .  

]نشان دهيد به ازاي ] 1−= nznnyداريم   
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n، هم   iσ=2با استفاده از اين مطلب نشان دهيد كه به ازاي         

izA  1 و هم−n

iznB     م ( جواب معادلـه

مـين  در حالت كلي مي تـوان بـه ه  .  ثابتهاي مختلط دلخواهي اندB و  Aهستند، كه در آنها،     ) 2-54-1

  iσ<1ترتيب نشان داد كه به ازاي

( )!!

!
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n
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−
 

1,...,1, −= jr σ� هستند) 1-54-2م ( جواب معادله.  

  :معادلات تفاضلي زير را با شرايط كمكي داده شده حل كنيد) ج
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(ii)  [ ] [ ] [ ] �=−+−+ 212 nynyny           ; [ ] [ ] �� =−= 1,1 yy  
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  در اينصورت اگر
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  با گرفتن طرف راست معادله مي خواهيم ثابت كينم كه 
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نتيجه مي گيريم كه معادله هاي فوق معادلند و اثبـات كامـل مـي               ) 2-2,54ح(و  ) 1-2,54ح(با مقايسه   

  .شود

  :اينجا نيز داريم) i) (پ(

4
1,

2
1

8
1

4

3
1 21

−=−=⇒

=++ −−

zz

zz �
 

        بنابراين  

[ ] ( ) ( )nn

BAny
4

1
2

1 −+−=  

)چون  ) 1=�y و  [ ] 61 −=−y 1 داريم−=A 2 و−=B و [ ] ( ) ( )nn

ny
2

1
4

12 −−−=  

)ii ( اينجا      �=+− 122 zz  

  :بنابراين



 ١٣٩

[ ] ( ) ( ) BnABnAny
nn +=+= 11  
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-2 ارائه كـرديم و در مـسئله         در درس روشي براي حل معادلات تفاضلي خطي با ضرائب ثابت          ) 2,55

با فرض سكون ابتدائي، سيستم بيان شده بـا معـادلات تفاضـلي            .  روش ديگري براياين كار بيان شد      30

LTI             و عليّ است و مي توان با يكي از اين دو روش پاسـخ ضـربه [ ]nh روش 5در فـصل  .  را يافـت 

]جالبتري براي تعيين   ]nh   دراين مسئله نيز رهيافت ديگري معرفي مي كنيم كه نشان     .  ارائه خواهيم كرد

]مي دهد، مي توان  ]nhرا با حل معادله همگن، تحت شرايط اوليه مناسب، به دست آورد  .  

  سيستم ابتدائاً ساكن توصيف شده با معادله زير را در نظر بگيريد) الف

]    )1-55-2م ( ] [ ] [ ]nxnyny =−− 1
2

1
  

]با فرض    ] [ ]nnx δ=  ،[ ]�y    را بيابيد؟ [ ]nh 1 در≥n          چـه معادلـه اي و چـه شـرايط اوليـه اي را 

]ارضا مي كند؟ با حل اين معادله جواب بسته اي براي ]nhبه دست آوريد .  
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  . ابتدائاً ساكن توصيف شده با معادله تفاضلي زير را در نظر بگيردLTIحال سيستم ) ب

]    )2-55-2م ( ] [ ] [ ] [ ]121
2

1
−+=−− nxnxnyny  

به صورت تركيب سري و سيستم ابتـدائاً سـاكن نـشان داده شـده               ) الف (55-2اين سيستم در شكل م      

كرد و نمايش متفاوت شكل م       مي توان دو سيستم را جابجا        LTIبا توجه به خواص سيستمهاي      . است

]را، با پاسخ ضربه ) الف(حال با توجه به نتيجه بند       . را يافت ) ب (2-55 ]nhبا نـشان  . ، در نظر بگيريد

را ارضا مي كند، ثابـت كنيـد كـه پاسـخ            ) 1-55-2م  (معادله تفاضلي   ) 3-53-2م  (دادن اين كه معادله     

[ ]nyودي دلخواه  به ور[ ]nxدر واقع از جمع كانولوشن زير به دست مي آيد .  

]    )3-55-2م ( ] [ ] [ ]∑
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−∞=
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m

mxmnhny  

��با فرض  ≠a  و[ ] [ ]nnx δ=،[ ]�y با استفاده از ايـن نتيجـه، معادلـه تفاضـلي همگـن و      .  را بيابيد

  .اوليه اي را كه بايد توسط پاسخ ضربه اين سيستم ارضا شود بيابيدشرايط 

  . عليّ توصيف شده با معادله تفاضلي زيرا را در نظر بگيريدLTIحال سيستم 

]    ) 5-55-2م ( ] [ ]∑∑
==

−=−
M

k

k

n

K

k knxbknya
��

  

) 4-5-2م ( توصـيف شـده بـا معادلـه       LTIپاسخ ضربه اين سيستم را بر حسب پاسخ ضـربه سيـستم             

  .بيابيد

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]nynznynynxnxnznx
nz →=−−→−+=→ 1

2

1
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[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]nynwnwnynxnwnwnx
nw →−+= →=−−→ 121

2

1

. وجود دارد ) 5-55-2م  ( توصيف شده با معادله      LTI روش ديگري نيز باري تعيين پاسخ سيستم         ) هـ

]را با فرض سكون ابتدائي، يعني       ) 5-55-2م  (معادله   ] [ ] [ ] �=−==+−=− 1...1 yNyNy  و ،

]بــه ازاي ورودي ] [ ]nnx δ=زگــشتي حــل كنيــد و  بــه صــورت با[ ] [ ]�yMy در .  را بيابيــد,...,

Mn ≥ ،[ ]nhچه معادله اي را ارضا مي كند؟ شرايط كمكي مناسب براي اين معادله چيست؟   
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ده  عليّ توصـيف ش ـ    LTIپاسخ ضربه سيستمهاي    ) هـ(يا  ) د(با استفاده از يكي از روشهاي بندهاي        ) و

  .معادلات تفاضلي زير را بيابيد

(i)  [ ] [ ] [ ]nxnyny =−− 2  

(ii)  [ ] [ ] [ ] [ ]122 −+=−− nxnxnyny  

(iii)  [ ] [ ] [ ] [ ]4322 −−=−− nxnxnyny  

(iv)  [ ] [ ] [ ] [ ]nxnynyny =−+−− 2
4

1
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2
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1 πnny
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

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  :حل

]) الف( ] [ ] 1== �� xy ،[ ]nhسازد معادله را برآورده مي .  

[ ] [ ] 11
2

1 ≥−= nnhnh  

]شرايط معين عبارتست از      ] 1=�h               با استفاده روش معرفي شـده در مـسئله قبلـي، داريـم 
2

1=z ،

]بنابراين  ] ( )n

Anh
2

   با استفاده از شرايط معين=1

[ ] ( ) [ ]nunh
n

2
1=  

]انيم كه اگر ، مي د2,55م) ب(از شكل ) ب( ] [ ]nnx δ=آنگاه   
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2
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  :كه بيان مي كند
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  .داريم) 2,55,1م(در معادله ) 2,55,3م(جايگذاري معادله ) ج(
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  .ازدرا برآورده مي س) 2,55,1م(، معادله )2,55,3م(كه نشانگر اينست كه معادله 

��داده شده كه ) i) (د( ≠aداريم.  و سيستم از شرايط تبعيت مي كند:  

[ ] [ ]
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1 =⇒=  

  معادله ي همگن بصورت زير است
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  :با شرايط اوليه
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  با
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)iv (   داريم  

[ ] 





+=

6
sin3

6
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1 ππ nn

nh  

.  در نظر مـي گيـريم      55-2متاي پيوسته در زمان تكنيك پي ريزي شده در مسئله           هدراين مسئله   ) 2,56

)باز هم مي بينيم كه مسئله يافتن پاسخ ضربه         )th     يك سيـستم LTI           ابتـدائاً سـاكن توصـيف شـده بـا 

  .معادله ديفرانسيل زير را در نظر بگيريد

    )1-56-2م (
( ) ( ) ( )txty

dt

tdy
=+ 2  

)فرض كنيد  ) ( )ttx δ= .  براي تعيين مقدار( )ty            2م  ( درست بعد از اعمال ضربه واحد، از معادلـه-

=−از) 56-1 �t   تا += �t)   انتگـرال مـي    ) آن» درست بعـد از   «تا  » درست قبل از اعمال ضربه    «يعني

  . مي آوريمبا اين كار به دست. گيريم

)    )2-56-2م ( ) ( ) ( ) ( ) 12 ==+− ∫∫
+

−

+

−

−+ ττδττ ddyyy
�

�

�

�
��  

)،  t>�چون سيستم ابتدائاً ساكن، و در      ) �=tx پس ( ) �� =−y .     2-56-2م  (براي ارضاي معادلـه (

)بايد داشته باشيم     ) 1=+�y . چون در�>t  ريم  دا( ) �=tx         پاسخ ضربه سيستم برابر پاسـخ معادلـه 

  ديفرانسيل همگن زير

( ) ( ) �=+ ty
dt

tdy
2  

  و شرط اوليه زيرست 

( ) 1=+�y  
)با حل اين معادله ديفرانسيل     )th       بـراي امتحـان جـواب خـود        . ، پاسخ ضربه سيستم را به دست آوريد

   دهيد كهنشان

( ) ( ) ( )∫
+∞

∞−
−= τττ dthxty  

)به ازاي هر ورودي )tx را ارضا مي كند) 1-56-2م ( دلخواهي معادله.  

  ساير نقاط
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 ابتدائاً ساكن توصيف شده با معادله ديفرانسيل زير را در نظـر             LTIبراي تعميم اين بحث، سيستم      ) ب

  بگيريد

    ) 3-56-2م (
( ) ( )∑

=

=
N

k
k

k

k tx
td

tyd
a
�

  

)كنيدو فرض    ) ( )ttx δ= . چون در�<t  ،( ) �=tx       شرط سكون ابتدايي اقتضا مي كند كـه داشـته ،

  باشيم 

)    ) 4-56-2م ( ) ( ) ( ) ���� ==== −
−

−
−−

1

1

...
N

N

td

yd

dt

dy
y  

=−يك بار، از  ) 3-256م  (از دو طرف معادله      �t   تا += �t  م (انتگرال بگيريد، سپس به كمك معادله

   نشان دهيد معادله حاصل با شرايط زير ارضا مي وشد 9الف(و استدلالي شبيه استدلال بند ) 2-56-5

)    )  الف5-56-2م ( ) ( ) ( ) ���� ==== +
−

−
++

2

2

...
N

N
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yd

dt

dy
y  

  و

)    )  ب5-56-2م ( )
N

N

N

atd

yd 1
1

1

=+
−

−

�  

 را مي توان با حل معادله ديفرانسيل همگن زير، و شرايط اوليـه              t>�در نتيجه پاسخ ضربه سيستم در     

  .به دست آورد) 5-56-2م (بيان شده در معادله هاي 

( )
∑

=

=
N

k
k
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k
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tyd
a
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�  

   56-2شكل م 

  ( ) ( ) ( )
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  . عليّ توصيف شده با معادله ديفرانسيل زير را در نظر بگيريدLTIحال سيستم  ) ج

  ) 6-56-2م (
( ) ( )

∑ ∑ ∑
= = =

==
N

k
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k
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k
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k
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txd
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tyd
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 56-2شـكل م    : راهنمـايي (بيان كنيد   ) ب(پاسخ ضربه اين سيستم را بر حسب پاسخ ضربه سيستم بند            

  ).را ببينيد
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 ابتـدائاً سـاكن توصـيف شـده بـا           LTI، پاسخ سيستمهاي    )ج(و  ) ب(با روش بيان شده در بندهاي       ) د

  .معادلات ديفرانسيل زير را بيابيد

(i) 
( ) ( ) ( ) ( )txty

td

tdy

td

tyd
=++ 23

2

2

 

(ii) 
( ) ( ) ( )txy

td

tdy

td

tyd
=++ 22

2

2

 

داشـته باشـيم   ) 6-56-2م (نـشان دهيـد كـه اگـر در معادلـه      ) ج(و ) ب(به كمك نتـايج بنـدهاي      ) هـ

NM )، پاسخ ضربه≤ )thدر �=tجملات تكين دارد؛ يعني ( )th جملاتي به شكل زير دارد  

( )∑
−

=

NM

r

rr tua
�

 

)ها ثابت وraكه در آنها )tur هستند5-2 ها توابع تكين تعريف شده در بخش .  

   توصيف شده با معادلات ديفرانسيل زير را پيدا كنيدLTIپاسخ ضربه سيستمهاي عليّ ) و
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+=+ 32  
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  :حل

+=�در اين مورد ) الف(   : كه بيان مي دارد كه22

( ) ( ) tAethty 2−==  
)چون  ) 1=+�y   1 و=A    و  ( ) ( )tueth t2−=.  

  :را در نظر بگيريد) 1-2,56م(حال معادله 

( ) ( ) ( ) ( )∫∫
+∞
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+∞
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−+−= ττττττ dxthdxth
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SH 2..�  

( ) ( ) ( )
( ) SHRtx

dxte
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==

−= ∫
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∞−

−− τττδτ

 

)كه بيان مي دارد كه  )tyمعادله را حل مي كند  .  

        : داريم) ب(
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( ) ( )∑=
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ii tuaty  

  : در اينصورت

( ) ( )∑ ∑
=

+ =
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kik ttuaa
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t و   t=�انتگرال گيري بين    
t  بجز ta=�يب مربوطه، داريم     و ضرا  =�
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a
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اين بيان مي . −=

tدارد كه براي 
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     با گرفتن ) i) (ج(

( ) ( )∑=
r

r tauty  

  :داريم

( ) ( ) ( )( ) ( )∑ =++ ++
r

rrrrrr ttuatuatua δ23 12  

12 و Maxr=2كه بيان مي كند  =−a . بنابراين( )th ) و � ) 1=′ th   . شرايط اوليه را تشكيل مي دهند�

        : حال

1,2353 −=−=⇒=++ szs�δ  

        : بنابراين

( ) �≥+= −− tBeAeth tt2  
=−1با اعمال شرايط اول  bA 1 و=Bرا بدست مي آوريم، بنابراين :  

( ) ( ) ( )tueeth tt

1

2

−
−− −=  

)ii ( شرايط اوليه( ) �� =+h  و  ( ) 1=′ +�hبنابراين.  مي باشد:  

( ) ( )tuteth t

1sin −=  
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NM، اگـر  )ج(از ) د(  در اينــصورت≤
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∑
=
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K
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k
dt
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 t=�نــي در يتك  كــه شــامل يــك جملــه 

  خواهد بود، در اينصورت

( ) ( )∑ +=
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rr tuath ...  

  حال) i) (هـ(

( ) ( ) ( )tutuuaLtua rr

r

rr ∑∑ +=+++ �11 32  

   همچنينMaxr=�بنابراين 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 12 3u t a u t a u t u t u tα −+ + = +� � � � �  

51 و �a=3كه منجر مي شود تا    .  باشد∝−=−

)رايط اوليه ش )+�h    

( ) ( ) ( ) ( ) ( )tuettuetuth tt

��
32 53153 −− −=−−= δ  

51 و �a=3كه منجر مي شود تا    . باشد∝−=−

) شرايط اوليه  ) 5−=+�H  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )tuettuetuth tt 22 53153 −− −=−−= δ�  
)ii ( 11اينجا =α 3  و−=�α 131  و =−α 442  و −=−αبنابراين   

( ) 13=+�h و  ( ) 441 −=+�h  

   و

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tuetuetutututh tt 151833 2
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��  

]، با رابطه ورودي S عليّ LTIيك سيستم ) 2,57 ]nxو خروجي [ ]nyد زير در نظر بگيري.  

 بـا روابـط ورودي   2S و1S علـّي LTI را مـي ـوان اتـصال سـري و سيـستم      Sنشان دهيد كه ) الف(

  .خروجي زير دانست

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]nxnaynyS

nxbnxbnyS
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  .  را رسم  كنيد1Sنمايش جعبه اي) ب(

  . را رسم كنيدSنمايش جعبه اي ) ج(
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 به دنبـال نمـايش جعبـه    2S را به صورت اتصال سري نمايش جعبه اي سيستم  Sنمايش جعبه اي    ) د(

  . رسم كنيد1S به دنبال نمايش جعبه اي سيستم1Sاي سيستم

 به دنبال نمايش جعبه اي 1تم  را به صورت اتصال سري نمايش جعبه اي سيس   Sنمايش جعبه اي    ) هـ(

  .  رسم كنيد2Sسيستم

. را مـي ـوان در هـم ادغـام كـرد     ) هـ ـ(نشان دهيد كه دو عنصر تأخير دهنده نمايش جعبه اي بند ) و(

 مي نامنـد، حـال آن كـه نمـايش جعبـه اي              S سيستم   IIنمايش جعبه اي حاصل را تحقق مستقيم نوع         

  . مي نامندI را تحقق مستقيم نوع )هـ(و ) د(بندهاي 

  :حل

]متوجه مي شويم كه   ) الف( ] [ ]nynx 12 در .  كه مي توانيم آن را از دو معادله تفاضلي بدست آوريم         =

  : نتيجه داريم

[ ] [ ] [ ] [ ]11 11122 −++−−= nxbnxbnayny �  
  .كه مشابه معادله ديفرانسيل كلي است
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  ) 2,57ح(شكل 

  . نشان داده شده اند2,57ح شكلهاي متناظر با قسمتهاي باقي مانده اين مساله در شكل )ب(

]، با روابط وروديS عليّ LTIيك سيستم  )2,58 ]nxو خروجي [ ]nyزير در نظر بگيريد :  

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]45312 −−=−+−− nxnxnynyny  

 بـا روابـط ورودي ـ     2S و1S عليّ LTI سري دو سيستم ، را مي توان اتصالSنشان دهيد كه ) الف(

  .خروجي زير دانست
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1

2

1
:

452:

+−−−=

−−=
 

  . را رسم كنيد1Sنمايش جعبه اي) ب

  .را رسم كنيد  2Sنمايش جعبه اي) ج(

 

  



 ١٥٠

 به دنبـال نمـايش جعبـه    2S را به صورت اتصال سري نمايش جعبه اي سيستم Sنمايش جعبه اي) د(

  . رسم كنيد1Sاي 

 به دنبال نماي جعبه اي      1S را به صورت اتصال سري نمايش جعبه اي سيستم         Sنمايش جعبه اي    ) هـ(

  . رسم كنيد2Sسيستم 

را مي ـوان در سه عنـصر ادغـام    ) هـ(نشان دهيد كه چهار عنصر تأخيردهنده نمايش جعبه اي بند ) و(

 مي نامند، حال آن كه نمايش جعبـه اي      S سيستم   IIكرد نمايش جعبه اي حاصل را تحقق مستقيم نوع          

  . ناميده مي شودIتحقق مستقيم نوع ) هـ(و ) د(بندهاي 

  :حل

]وجه به اينكه    با ت ) الف ( ] [ ]nxny −= در . مي توانيم آنرا از دو معادله ي تفاضـلي بدسـت آوريـم            . 21

  :نتيجه

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]45312 11222 −−=−+−− nxnxnynyny  
  .اين مشابه معادله ديفرانسل كلي است

  . آمده است) 58-2ح(شكل متناظر با قسمتهاي باقي مانده ي اين مساله در شكل ) ب(

) با رابطه وروديS عليّ LTIيك سيستم  )2,59 )txو خروجي ( )tyزير در نظر بگيريد .  

( ) ( ) ( ) ( )
td

txd
btxbtya

td

tyd
a 11 +=+ ��  

  نشان دهيد كه) الف(

( ) ( ) ( ) ( )∫∫ ∞−∞−
++=

tt

dxCtBxdyAty ττττ  

  . بيان كنيد1b و�a ،1a ،�b را برحسب ثابتهايC، و A ،Bو ثابتهاي 

   زير دانستLTI را مي ـوان اتصال سري دو سيستم Sنشاندهيد كه ) ب(

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )∫

∫

∞−

∞−

+=

+=

t

t

txdyAtyS

xCtBxtyS

2222

111

:

:

ττ

τ
 

  . را رسم كنيد1Sنمايش جعبه اي) ج(

 را به صورت اتصال سري نمايش جعبـه  Sي نمايش جعبه ا ) هـ.( را رسم كنيد   2Sنمايش جعبه اي  ) د(

  . رسم كنيد1S به دنبال نمايش جعبه آي سيستم 2Sاي سيستم



 ١٥١

 به دنبـال نمـايش جعبـه    1S را به صورت اتصال سري نمايش جعبه اي سيستم     Sنمايش جعبه اي    ) و(

  . رسم كنيد2Sاي سيستم 

نمـايش جعبـه اي حاصـل را    . را مي ـوان در هم ادغام كرد ) و(نشان دهيد كه دو انتگرالگيري بند ) ز(

تحقـق  ) و(و  ) هـ ـ( مي نامند، حال آن كـه نمـايش جعبـه اي بنـدهاي               S سيستم   IIتحقق مستقيم نوع    

  . ناميده مي شودIمستقيم نوع 

  : حل

  :عادله ديفرانسيل داده شده اول و خلاصه سازي خواهيم داشتبا انتگرال گيري از م) الف (

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫∞− ∞−
++−=

t t

tx
a

b
dx

a

b
dy

a

a
ty

1

1

11

ττττ ��  

: بنابراين
1a

a
A  و =−�

1

1

a

b
B   و =

1a

b
c �=  

)مي دانيم كه) ب( ) ( )tytz 12   : داريم.  مي توانيم اين دو معادله ي انتگرال را حذف كنيم=

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫∞− ∞−
++=

t t

tcxdxBdyAty 1122 ττττ  

][
1

nx
][

1
ny ][

2
nx ][

2
ny
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D

D

D

D

-1/2

1/2

-5/2

X[n]
+ +

  
  )2,58ح(شكل 

 نشان داده شده 2,59.حهاي باقي مانده اين مساله در شكل  شكل هاي متناظر متناظر براي قسمت) ج(

  .اند
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∫

)(
1

tx )(
1

ty

∫

)(
2

tx )(
2

ty

∫

∫

∫ ∫

∫

  
  2,59.حد شكل 

) با رابطه وروديS عليّ LTIستم  يك سي)2,60 )txو خروجي ( )tyزير در نظر بگيريد .  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2

212

2

2
td

txd
b

td

txd
btxbtya

td

tyd
a

td

tyd
a ++=++ ��  

  نشان دهيد كه) فال(

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∞− ∞− ∞−

∞− ∞− ∞− ∞−






++

++=

t t

t t

ddxEdxD

tCxddyBdyAty

τσσττ

τσσττ

τ

τ τ

 

  . بيان كنيد2b، و�a،1a،2a،�b،1b را برحسب ثابتهاي E، و A ،B ،C ،Dو ثابتهاي 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∞− ∞− ∞−

∞− ∞− ∞−

+




+=






++==

t t

t t

txddyBdyAtyS

ddxEdxDtCxtCxtyS

22222

1111

:

:

τσσττ

τσσττ

τ

τ

 

  . را رسم كنيد1Sنمايش جعبه اي ) ب(

  . را رسم كنيد2Sنمايش جعبه اي) ج(

 به دنبال نمايش جعبه اي 2S را به صورت اتصال سري نمايش جعبه اي سيستم       Sجعبه اي   نماش  ) د(

  . رسم كنيد1Sسيستم 
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 به دنبال نمايش جعبه اي 1S را به صورت اتصال سري نمايش جعبه اي سيستم     Sنمايش جعبه اي    ) ه(

  . رسم كنيد2Sسيستم

نمـايش  . را مي تـوان در دو انتگرالگيـر ادغـام كـرد           ) و(نشان دهيد كه چهار انتگرالگير جواب بند        ) و(

) هـ( مي نامند، حال آن كه نمايش جعبه اي بندهاي  S سيستم   IIجعبه اي حاصل را تحقق مستقيم نوع        

  . ناميده مي شودIتحقق مستقيم نوع ) و(و 

  :حل

  :  با انتگرال گيري از معادله ديفرانسيل داده شده و خلاصه سازي داريم)الف (

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∞− ∞− ∞−

∞− ∞− ∞−

+++

−
−

−=

t t t

t t

tx
a

b
dx

a

b
ddx

a

b

ddy
a

a
dy

a

a
Hy

1

2

2

1

2

22

1

τττσσ

τσσττ
τ

�

�

 

  بنابراين

2

1

a

a
A

−
=  ،

2a
B

∞−
=  ،

1

2

a

b
C =  ،

2

1

a

b
D =  ،

2a

b
E �=  

)كه  مي دانيم) ب( ) ( )tytx 12   . و مي توانيم اين را از دو معادله ي انتگرالي حذف كنيم=

  .، نشان داده شده است2,60حشكلهاي متناظر براي قسمتهاي باقي مانده اين مسأله در شكل ) پ(
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 (د)

∫

+

+

∫

)(
1

tx )(
1

tyC

D

E

+

+

∫

∫

A

B

)(
2

tx )(
2

ty

∫

+

+

∫

C

D

E

+

∫

∫

A

B

+

∫

∫

∫

∫

+

+

+

+
C

D

E

A

B

∫

∫

+

+

+

+
C

D

E

A

B

X(t)

Y(t)
X(t)

X(t)Y(t)

Y(t)

 (ج) (ب)

( ـه ) 

 (و)

  
  

 2,60شكل ح

))الـف  (61-2در مـدار شـكل م       ) الف) (2,61 )tx   ولتـاژ . ودي اسـت   ولتـاژ ور( )ty     روي خـازن را 

  .خروجي سيستم در نظر بگيريد

)i (معادله ديفرانسيلي را كه( )txو ( )tyرا به هم مرتبط مي كنند بيابيد .  

)ii ( نشان دهيد كه جواب همگن معادله ديفرانسيل بند)i ( به صورتtjtj
eKeK 21

21

ωω   .  است+

  .  را بيابيد2ω و1ωمقادير 

)iii (نشان دهيد كه چون ولتاژ و جريان حقيقي باشند، پاسخ طبيعي سيستم سينوسي است.  

)) ب (61-2در مدار شكل م     ) ب( )tx   ولتاژ  .  ولتاژ ورود است( )ty       روي خازن را خروجي سيـستم 

  .در نظر بگيريد
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   الف61-2شكل م 

  

  

  

  

  

  

 
 
 

   

 

  

  

   ب و ج61-2شكل م 

  

)i (معادله ديفرانسيلي را كه( )tx و ( )tyرا به هم مرتبط مي كند بيابيد .  

)ii (نشان دهيد كه پاسخ طبيعي اين سيستم به صورتat
Keاست و مقدار aرا مشخص كنيد .  

) )ج (61-2در مدار شكل م     ) ج( )tx   ولتاژ  .  ولتاژ ورودي است( )ty      روي خازن را خروجي سيستم 

  .فرض كنيد

)i ( معادله ديفرانسيلي را كه( )tx و ( )tyرا به هم مرتبط مي كند بيابيد .  

)ii (نشان دهيد كه چون ولتاژ و جريان بايد حقيقي باشند، پاسخ طبيعي سيستم يك سينوسي مير است.  

  :حل

± ( )ty( )tx

 )الف(

± ( )tx FC 1= ( )tx 

Ω= 1R 

 )ب(

Ω= 1R 

Ω= 2R 

( )ty 
FC

5

1
= 

( )tx 

 )ج(

±
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 ورودي، بايد با مجمـوع ولتاژهـاي شـاخه هـاي        ژ كريشهف، مي دانيم كه ولتا     ژاز قانون ولتا  ) i) (الف(

  خازني و سلفي برابر باشد، فلذا

( ) ( ) ( )ty
dt

tyd
ctx +=

2

�  

  :   داريمc,�بااستفاده از مقادير 

( ) ( ) ( )txty
dt

tyd
=+

2

2

 

ii ( مي دانيم كه جواب همگن معادله ديفرانسيل 2,53با استفاده از نتايج مسئله ،  

( ) ( ) ( ) ( )tbxtya
dt

tdy
a

dt

tyd
=++ 21

2

 

tstsبرحسب
ekek 1

21 ++=� ريشه هاي معادلـه مشخـصه        1s و   �s خواهد بود كه     �+ 21

2 asas 

  .مي باشد

1ssدر اينجا فرض شده است كه   ( 12 و 1a=�در اين مسئله ) �≠ =a   بنابراين ريشه هـاي معادلـه 

jsمشخصه برابر است با  js و �=   :جواب عمومي عبارتست از. 1=−

( ) jtit

h ekekth
−+= 21  

 و  

112 == wω  

)iii (و جريان به اعداد حقيقي منحصر شوندژاگر ولتا  .kkk ==    بنابراين 21

( ) ( )
2

sin2cos2 π+== tktktyh  

م كه ولتاپ ورودي بايد يا مجموع ولتاپ شاخه مقاومتهـا و   از قانون ولتاپ كريشهف، مي داني     ) i) (ب(

  :بنابراين. خازنها برابر باشد

( ) ( ) ( )ty
dt

tdy
Rctx +=  

  . داريمC و L و Rبا استفاده از مقادير 

( ) ( ) ( )txty
dt

tdy
=+  

) ii (         ه بـا اسـتفاده از نتيجـه مـسال        . پاسخ طبيعي سيستم، جواب همگن معادله ديفرانسيل فوق مي باشد

   ، مي دانيم كه جواب همگن معادله ديفرانسيل )(2,53
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( ) ( ) ( )tbxtya
dt

tdy
=+ 1  

tsبرحسب
Ae    ريشه ي معادله مشخصه است�

�=+ 1as  
در اين مساله  11 =a ، بنابراين ريشه معادله  1−=�s ابر است جواب همگن بر.  مي باشد

( ) t

h kety
−=   با

 و

1=a  

از قانون ولتاپ كريشهف، مي دانيم كه ولتاژ ورودي بايد با مجموع ولتاژهاي شاخه هاي مقـاومتي            ) ج(

  :و سلفي و خازني برابر باشد بنابراين

( ) ( ) ( ) ( )ty
dt

tdy
Rc

dt

tyd
fctx ++=

2

 

  :، داريمL و C و Rبا استفاده از مقادير 

( ) ( ) ( ) ( )txtsy
dt

tdy

dt

tyd
52

2

2

=++  

)ii ( مي دانيم كه جواب همگن معادله ي ديفرانسيل 2,53با استفاده از نتيجه مسئله ،  

( ) ( ) ( ) ( )tbxty
dt

tdy
a

dt

tyd
=++ 51

2

 

tstsجملاتي برحسب    Lekek 21
1 ,1 خواهد بود كه در آن       + ss�          ريشه هي معادلـه ي مشخـصه مـي 

  .باشد

�=++ 21

2 asas  

1ssفرض شـده اسـت كـه     ( 21در ايـن مـسئله   ) �≠ =a 52 و =a     بنـابراين ريـشه هـاي معادلـه 

js js و �=−+21 211   :جواب همگن معادله برابر با. =−−

( ) jttjtt

h eekeekty
2

2

2

1

−−− +=  

 و 

1−=a  

)iii ( اگر ولتاژ و جريان حقيقي در نظر گرفته شوند، در اينصورتkkk == 21.  

  بنابراين 
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( ) ( ) ( )
2

sin22cos2 π+==− −−
tketkety

tt

h  

)نيروي) الف (62-2در سيستم مكانيكي شكل م      ) الف() 2,62 )tx           اعمـال شـده بـه جـرم ورودي، و 

)جابجايي )ty    معادله ديفرانـسيل مـرتبط كننـده      . جرم خروجي است( )tx و ( )ty نـشان  .  را بيابيـد

  .دهيد كه پاسخ طبيعي اين سيستم متناوب است

)را در نظر بگيريد كـه در آن نيـروي         ) ب (62-2شكل م   ) ب( )tx    ورودي و سـرعت ( )tv   خروجـي 

نـشان  .  اسـت  ρ و ضريب اصطكاك جنبـشي     ρ و ضريب اصطكاك جنبشي    mجرم خودرو و    . است

  .دهيد كه پاسخ طبيعي اين سيستم مير است

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

   الف و ب و ج62-2شكل م 

  

K 

  N-s/m 2= ثابت ميرايي  = kg 1    b= جرم  = N/M 2  mثابت فنر  = 

  

kgm

2

1
= 

msN

kgm

/1.0

000,1

−=

=

ρ
 

) )الف( )tx 

( ) →tyρ ( )tx← 

m 

 )ج(

 )ب(

k 

( )tx↓ 

mNK /2= 
msNDampingb

kgm

mNk

/2

1

/2

−==

==

==

جزم

 فنرثابت

٥  
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)نيروي) ج (62-2در سيستم مكانيكي شكل م      ) ج( )tx       اعمال شده به جرم ورودي و جابجايي ( )ty 

  .جرم خروجي است

)i (معادله ديفرانسيل را كه( )tx و ( )tyرا به هم مرتبط مي كند بيابيد .  

)ii (         نشان دهيد كه جواب همگن معادله ديفرانسيل بند)i ( به صورت{ }titjat eKeKe −− +  اسـت   21

  . را تعيين كنيدaو 

  :حل

)نيروي  ) الف ( )tx                  بايد با مجموع نيروهاي لازم براي خنثي وزن و نيروي لازم براي كش متـر برابـر 

  :بنابراين. باشد

( ) ( ) ( ) ( )txtky
dt

tyd
mtx =+=

2

 

  :، داريمk و mبا جايگذاري مقادير 

( ) ( ) ( )txty
dt

tyd
24

2

2

=+  

  ، مي دانيم كه جواب همگن معادله ي ديفرانسيل 2,53بااستفاده از نتايج مسئله 

( ) ( ) ( ) ( )tbxtya
dt

tdy
a

dt

tyd
=++ 2212

2

 

tstsبرحسب جملاتي از  
ekek /

21 ++=� ريشه هاي معادله مشخـصه  1s و �s كه �+ 21

2 asas 

  .بودخواهد 

1ssفرض شده است كه   ( 42 و   2a=�در اين مسئله    ) �≠ =a .        بنابراين، ريشه هـاي معادلـه برابـر

js js و �=2± 21   :جواب همگن عبارتست از.  مي باشد=

( ) jtjt

h ekekty
2

2

2

1 +=  
)كه با فرض اين )tyحقيقي است، داريم kkk ==   :، بنابراين21

( ) tktyh cos2=  
)واضح است كه  )tyhپريوديك است .  

)نيروي  ) ب( )tx          بايستي با مجموع نيروي موردنياز براي خنثي كردن وزن و نيروي لازم براي كـشش  

)بنابراين . متر برابر باشد ) ( ) ( )tby
dt

tdy
mtx   : داريمb و m با جايگذاري مقادير =+
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( ) ( ) ( )
100010000

txty

dt

tdy
=+  

   مي دانيم كه جواب همگن معادله ديفرانسيل2,53و استفاده از نتايج مسئله 

( ) ( ) ( )tbxtya
dt

tdy
=+ 1  

tsبرحسب جملاتي از 
Ae    ريشه ي معادله مشخصه �sكه .  خواهد بود�

�=+ 1as  

در اين مسئله 
10000

1
1 =a410  بنابراين، ريشه ي معادله−−=�sمي باشد .  

)جواب همگن عبارتست از    ) tketyh

410 −−=  

)واضح است  )tyhيابد با تغيير كاهش مي .  

)ي كردن نيروي متر ناشي از ث براي خنلازممي دانيم كه نيروي ) ج( )ty .  

)نيروي لازم براي خني كردن بر خود توسط+ نيروي جابجايي براي خنثي كردن وزن  )ty =( )tx  

  :بنابراين

( ) ( ) ( ) ( )tky
dt

tdy
b

dt

tyd
mtx ++=

2

�  

  : داريمk و b و mه از مقادير با استفاد

( ) ( ) ( ) ( )txty
dt

tdy

dt

tyd
=++ 22

2

2

 

)ii ( مي دانيم كه جواب همگن معادله ديفرانسيل2,53با توجه به نتايج مسئله   

( ) ( ) ( ) ( )txbtya
dt

tdy

dt

tyd
121

2

=++ α  

tstsجملاتــي برحــسب 
ekek 1

21 �ss خواهــد بــود كــه   �+  ريــشه هــاي معادلــه مشخــصه     1,

�=++ 21

2 asasخواهد بود .  

1ssفرض شده كه    ( 21در اين ريشه    ) �≠ =a   22 و =a            بنابراين ريـشه هـاي معادلـه برابرنـد بـا 

js +−= js و �1 −−=   جواب همگن برابر است با . 11

( ) jttjtt

h eekeekty
−−− += 21  

 و



 ١٦٣

1=a  
)iii (در اين صورت .اگر نيرو تعيين شده، حقيقي باشدkkk ==   :بنابراين21

( ) ( ) ( )
2

sin2cos2 π+== −−
tketkety

tt

h  

 و 

[ ] 100000=�y  
ربـح  .  دلار باز پرداخت كنيم  D دلاري را با اقساط مساوي ماهيانه        100000مي خواهيم يك وام     ) 2,63

  . روي باقيمانده بدهي محاسبه مي شود% 12رت مركب و ماهيانه، با نرخ ساليانه به صو

101000$100000$
12

12/0
100000$ =+  

  . را به نحوي تعيين كنيم كه پس از يك مدت معين كل وام پرداخت و بدهي صفر شودDبايد 

]براي توصيف رياضي مسئله فرض كنيد       ) الف( ]ny   از    بدهي باقيمانده پس n    وام در .  مـاه اول اسـت

]نشان دهيد كه.  آغاز مي شود1 گرفته شده است و پرداخت از ماه �ماه  ]nyمعادله تفاضلي زير   

]      ) 1-63-2م ( ] [ ] Dnyny −=−= 1γ  

  را با شرط اوليه

[ ] 100000$=�y  

  . را بيابيدγ . ثابت استγارضا مي كند كه در آن

]را حل كرده) الف(معادله تفاضلي بند ) ب( ]nyرا در �≥nتعيين كنيد .  

] را يافتـه،   Yمقـدار   .  اسـت  Yعدد ثابت   ) 1-63-2م    (معادله  جواب مخصوص   : راهنمائي ]ny را در 

�≥n      ثابت نامعلوم جـواب همگـن را   .  به صورت مجموع جواب خصوصي و جواب همگن بنويسيد

]با محاسبه مستقيم  ]1y و مقايسه آن با جواب به دست آمد، تعيين كنيد) 1-63-2م ( از معادله(.  

 بايـد چقـدر     D قطسط ماهيانه صورت گيرد، مقدار       360ر   ساله باشد، يعني پرداخت د     30اگر وام   ) ج(

  باشد؟

   ساله چقدرست؟30كل بازپرداخت ) د(

  چرا بانكها وام مي دهند؟) هـ(

  :حل

) قرضي −Amtپرداخت شده+  از برج قبلي Amtتركيب  ) Amtty =   



 ١٦٤

[ ] [ ] [ ]1101.1100000 −−−+= nDunynδ  
  بنابراين

[ ] [ ] �>−−= nDnyny 1101.1  
و        [ ] 100000=�y و    01.1=℘  

  :    داريم)  ب(

[ ] [ ]Dnyny pb 101.1 −=  

]كه بيان مي كند  ] 1000=ny p . همچنين جواب همگن برابر است با:  

[ ] ( )n

h Any 01.1=  
  :بنابراين

[ ] [ ] [ ] ( ) DAnynyny
n

py 10001.1 +=+=  

]ط اوليه با استفاده از شراي ] 100000=�yداريم ،:  

DA 100100000 −=  
  :بنابراين

[ ] ( )( ) DDny
n

10001.1100100000 +−=  
  :داريم)  ج(

[ ] ( )( ) DDpy 10001.1100360
360 +−= �  

  بنابراين   

60.1028$=D  
  $269.370= مجموع پرداختي ) د(

  !!!سئوال دشوار در اين كتاب ) هـ(

 از فوايد مهم سيستمهاي وارون در وضعيتهايي است كـه مـي خـواهيم نـوعي اعواجـاج را                    يكي) 2,64

مسئله حذف پژواك محسوسي داشته باشد، به دنبال يك ضربه صـوتي اوليـه، در فواصـل                 . حذف كنيم 

به اين دليل، مدلي كـه غالبـاً بـراي    . زماني مساوي نمونه هاي تضعيف شده اين صدا به گوش مي رسد        

  .. با پاسخ ضربه اي مشتمل بر يك قطار ضربه استLTIبه كار مي رود، يك سيستم اين پديده 

( ) ( )∑
∞

=

−=
�k

k kTthth δ  
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 ضريب بهره پژواك حاصـل از ضـربه         k ضريب بهره    kh ثانيه تكرار مي شوند، و     Tپژواك ها با فاصله     

  .صوتي اوليه است

)) الف( )tx  و   )مثلاً موسـيقي اركـستر    (ال صوتي اوليه     را سيگن ،( ) ( ) ( )thtxty را سـيگنالي كـه     =∗

براي حذف اعوجاج حاصل از پژواكها ميكروفـوني        . بدون هيچ پردازشي به گوش مي رسد فرض كنيد        

)نصب شده كه   )ty          را هماين سيگال.  را مي گيرد و آن را به يكسيگنال الكتريكي تبديل مي كند ( )tx 

اميم زيرا معادل الكتريكي سيگنال صوتي است، و مي توان اين دو را با سيـستمهاي مبـدل صـوتي    «مي  

  .الكتريكي به هم تبديل كرد

پـس مـي    . وارونپذيرسـت ) 1-64-2م  (نكته قابل توجه اين است كه سيستم داراي پاسخ ضربه معادله            

)ربه با پاسخ ضLTIتوان يك سيستم  )tgيافت، به نحوي كه   

( ) ( ) ( )txtgty =∗  

)معالات جبري را كه مقادير متوالي      )tg              در آن صدق مي كنند بيابيـد و بـا حـل آنهـا �g  ،1g،2g  را 

  . بيابيدgkبرحسب 

)) ب( )tgرا با فرض �h ،
2

1
=�g2 و براي تمام مقادير≥ih ،�=ihبيابيد .  

)دهپژواكهاي متوال، صورتهاي فيدبك ش ـ.  مدل خوبي براي توليد پژواك است    64-2شكل م   ) ج( )ty 

>>1معمـولاً   .  ضرب شده انـد    a ثانيه تأخير يافته و در       Tهستند، كه به اندازه      a�     زيـرا پژواكهـاي ،

  .متوالي تضعيف مي شوند

)i (    پاسخ ضربه اين سيستم را بيابيد) .       1>�فرض كنيـد سيـستم ابتـدائاً سـاكن اسـت، يعنـي اگـر در ،

( ) �=tx؛ آنگاه در�<t ،( ) �=ty.  

)ii (1ثابت كنيد كه سيستم به ازاي<< a1 پايداري و به ازاي�>aناپايدار است .  

)iii (( )tg     سيستم وارون را با جمع كننده، ضرب كننده و عدد و تـأخير      اين.  را براي اين حالت بيابيد 

  . ثانيه بسازيدTدهنده 

هر چند بحث بالا به علت كاربرد خاص در نظر گرفتـه شـدهف در مـورد سيـستمهاي پيوسـته در            ) د(

 LTIيعني سيستم . زمان بيان شد ولي در حالت گسسته در زمان نيز مي توان اين  مفاهيم را به كار برد                  

  اسخ ضربه با پ

[ ] [ ]∑
∞

=

−=
�k

knnh δ  
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   با پاسخ ضربه زيرستLTIوارونپذيرست و سيستم وارون آن سيستمي 

[ ] [ ]∑
∞

=

−=
�k

kNngkng δ
 

يـك سيـستم    . را ارضـا مـي كننـد      ) الف(ها همان معادلات جبري بند      giبه راحتي مي توان نشان داد       

  .ر در نظر بگيرد با پاسخ ضربه زيLTIگسسته در زمان 

[ ] [ ]∑
∞

−∞=

−=
k

kNnnh δ
 

  

  

  

  

  

  64-2شكل م 

  .دو ورودي بيابيد كه خروجي يكساني ايجاد كنند. اين سيستم وارونپذير نيست

  :حل

):  داريم) الف( ) ( )thty ) و∗ ) ( ) ( )tgtytx )بنابراين . =∗ ) ( ) ( )tthtg δ=∗  

  حال 

( ) ( ) ( )∑
=

−= −=∗
n

k

knknTt nktqhtgth
�

δ  

  :بنابراين، مي خواهيم





=

=
=∑

=
−

,...3,2,1

1

n

n
gh

n

k

knk
�

�

�

 

  بنابراين 

2

1
1,

1

��

�
h

h
g

h
g

−
==  

,...
1 2

2

2

1
2 








+

−−
=

��� h

h

h

h

h
g  

⊕ 

  تأخير

T 

( )ty ( )tx 

a 
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 و   �g=1در اين مورد  ) ب(
2

1
2 −=g  و ( )33 2

1−=g به اين ترتيب كه نـشان مـي دهـد    ...  و

  :كه

( ) ( ) ( ) ( )KTtttg
k

k

−−+= ∑
∞

=

δδ
1

2
1  

  :   در اينجا) i) (ج(

( ) ( )Ttath
k

k −=∑
∞

=

δ
�

  

)ii (  1 در اين صورت     �>∝>1اگر<∝k   بنابراين ،( )th          محدود شده و بطور معين انتگـرال پـذير 

)، در اين صورت<∝1اگر . متناظر با يك سيستم پايدار است      )th   به طور معين انتگرال پـذير نيـست 

  .و سيستم را ناپيدار مي باشد

)iii (  در اينجا نيز؛( ) ( )Tttg −−= δ1 .سيستم معكوس در شكل زير نشان داده شده است:  

  

  

  

  

  

  

]اگر ) د(  ] [ ]nnx δ=1 و [ ] [ ]nhny ]؛ اگر = ] [ ] [ ]Nnnnx −+= δδ
2

1
2

1
   و2

[ ] [ ]nhny =.  

 تابع همبستگي را براي سيگنالهاي پيوسته در زمان معرفي و بعضي خصوصيات             45-1 در مسئله    )2,65

همتاي گسسته در زمان تابع همبستگي نيز همان خواص را دارد و هـر دو               . اساسي آن را بررسي كرديم    

در ايـن   ).  معرفي شان خواهيم كرد    67-2 و   66-2 و در مسائل  (كاربردهاي بسيار مهم و متعددي دارند       

  .مسئلهتابع همبستگي گسسته در زمان رامعرفي و چند خاصيت ديگر آن را بررسي مي كنيم

[ ]nx و [ ]ny         توابع خود همبستگي  .   را دو سيگنال گسسته در زمان حقيقي بگريد[ ]nx و [ ]ny   بـه ،

]ترتيب  ]nxxφو [ ]nyyφهستند و به صورت زير تعريف مي شوند  .  

⊕ 

  تأخير

T 

( )ty ( )tx 

a 
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[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]mynmyn

mxnmxn

m

yy

m

xx

∑

∑

∞

−∞=

∞

−∞=

+=

+=

φ

φ

,  

]توابع همبستگي متقال ]nxyφو [ ]nyxφبه صورت زير تعريف مي شوند   

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]mxnmyn

mynmxn

m

yy

m

xy

∑

∑

∞

−∞=

∞

−∞=

+=

+=

φ

φ

,  

] .اين توابع مانند حالت پيوسته در زمان تفاوتهاي خاصي دارند     ]nxxφو [ ]nyyφ  ،توابعي زوج هـستند 

]و حال آن كه  ] [ ]nn yxxy −= φφ.  

]دنباله هي خود همبستگي سيگنالهاي ) الف( ]nx1،[ ]nx2،[ ]nx3و ،[ ]nx4 را بيابيد65-2 شكل م .  

  .دنباله هاي همبستگي متقابل زير را بيابيد) ب(

[ ] 4,3,2,1, =≠ jijin
il yxφ  

[ ]nxi هستند65-2 ها همان سيگنالهاي شكل م .  

  

  

  

  

  

  

  

  

  65-2شكل م 

  

[ ]nx2 
٢ 

١ ١ 

-١ 

-١- ١ 

١ 

٠ 
n 

٢ ١ 
n 

٠ ٣ 

١ 

[ ]nx1 

٠ -١ 
n 

١  

١ [ ]nx3 
٢ 
١ 

[ ]nx4

١ ١ 

٥ ٠ 
n 
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])ج( ]nx     سيستم   را ورودي يكLTIبا پاسخ نمونه واحد ،[ ]nh و ،[ ]ny    را خروجـي متنـاظر بـاآن 

]. بگيريد ]nxyφ و [ ]nyyφ     را برحسب  [ ]nxxφ و [ ]nh نشان دهيـد كـه مـي تـوان        .  بيابيد[ ]nxyφ  و 

[ ]nyyφ       را خروجي دو سيـستم LTI   بـه ورودي [ ]nxxφ و [ ]nyyφ    پاسـخ ضـربه ايـن دو       ( دانـست؟

  ).سيستم را بيابيد

]) د( ]nh   را [ ]nx1   بگيريد و فرض كنيد 65-2شكل م [ ]ny   خروجي يـك سيـستم LTI   بـا پاسـخ 

]ضربه  ]nhبه ورودي [ ]nx1ج(به كمك نتايج بند .  است ([ ]nxyφو [ ]nyyφرا بيابيد .  

  : حل

  . نشان داده شده است2,65حدنباله خود همبستگي در شكل )  الف

  . نشان داده شده است2,65حله ها خود همبستگي در شكل دنبا) ب(

  :داريم) ج(

[ ] [ ] [ ]knkhn xx

k

xy −−= ∑
+∞

−∞=

φφ  

]بنابراين  ]nxyφبه صورت زير قابل نمايش است .  

[ ] [ ] [ ]nnhn xyxx φφ →−→  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

[ ]nxx 32
φ 

١ 
٤  

١ 

-٠ ٢- ٢ ٠ ٢ 
٢ 

٢ 
٤ 

-١- ٣- ١ 

-١ 
n 

[ ]nxx 22
φ ١ 

١  ٢ ٣ ٢ 

١ ٠ 

٢ [ ]nxx 11
φ 

٢  

-٥ ٠  ٥ 

١  ١  

 )الف(

٠  ١  ٢  ٣  

١  
[ ]nxx 41

φ 
١  
٤  ٣  

٣  
١  

٤  ٣  ٢  ٠  ١  

[ ]nxx 31
φ ١  ١  

١  ١-  

٤  ٢  ٠  
n 

[ ]nxx 21
φ 
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  2,65حشكل 

]: نيز ] [ ] [ ]kknn hh

k

xxyy φφφ −=∑  

]بنابراين  ]nyyφبه صورت طير نمايش داده مي شود .  

[ ] [ ] [ ] [ ]nnhnh yynxx
φφ →−∗ →  

]) د( ]nxyφ و yyφ نشان داه شده است2,65ح در شكل .  

2,66( ( )th1،( )th2 و ( )th3    ربه سـه سيـستم       را پاسـخ ض ـ    66-2 شكل مLTI    اينهـا  .  فـرض كنيـد

راتوابع والش مي نامند و به علت سادگي ساختشان با مدارهاي منطقي و نيز چون عمل ضـرب در هـر             

يك از آنها تنها با يك تغيير علامت متناظرست و  مي توان با كليدهاي تغيير وضعيت آن را انجـام داد،                      

  .اهميت زيادي دارند

)ر زمانيك سيگنال پيوسته د) الف( )tx1با مشخصات زير انتخاب و رسم كنيد   

)i (( )tx1حقيقي باشد .  

[ ]nxx 42
φ 

١  ٠  -١  -٦  -٥  -٤  

١  

[ ]nxx 42
φ 

١  

٠  

١  

n 

[ ]nxx 22
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 )ب(

٤ ٣ ٢ ١ ٤- ٣- ٢- ١-  ٠ 

١ ٤ 
١٦ ١٠ 

١٩ 

-١ ٠ ١- ٥- ٤- ٣-  ٢ 

١ 
٦ ٣ 

٣ ١ 
٦ ٧ 

٣ ٢ 

 )د(
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)ii (به ازاي تمام مقادير( ) �� ≥= ،ttx1.  

)iii ( به ازاي تمام مقادير�≥t ،( ) 1|1 ≤tx  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  66-2شكل م 

( ) ( ) ( )( )ivthtxty 111   . حداكثر مقدار ممكن راداشته باشدt=4 در=∗

)را براي   ) الف(قسمت  ) ب( )tx2   و ( )tx3       تكرار كنيد، به نحـوي كـه ( ) ( ) ( )thtxty 222  در  =∗

4=t و ( ) ( ) ( )thtxty 333   . ماكزيمم شوندt=4 در=∗

  مقدار) ج(

( ) ( ) ( ) jithtxy jitij ≠∗=  

,3,2,1 را به ازاي t=4در  =jiبيابيد .  

)سيستم داراي پاسخ ضربه      )thi      را فيلتر منطبق سيگنال ( )txi         ـ  راي  مي نامند، زيرا پاسـخ ضـربه آن ب

  ماكزيمم شدن خروجي سيگنال به ازاي 

  :حل

)طرحواره ) الف ( )tx1 نشان داده شده است2,66ح در شكل .  

)طرحواره ) ب( )tx2 و ( )tx2 نشان داده شده است2,66ح در شكل .  
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  2,66حشكل 

  

  

       ج(

( ) ( ) ( ) ( )thtxthtx 3221 ∗=∗  
)    t=4براي      ) ( ) �=∗= thtx 31   

) تابع همبستگي متقابل دو سيگنال حققي پيوسته در زمان)2,67 )tx و ( )tyعبارت است از   

)        ) 67-2م ( ) ( ) ( ) τττφ dytxtxy ∫
+∞

∞−
+=  

)با گذاشتن )tx جاي به( )ty تابع همبستگي سيگنال)1-67-2م ( معادله ،( )txبه دست مي آيد .  
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)     )67-2م ( ) ( ) ( ) τττφ dxtxtxx ∫
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∞−
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)براي هر يك از دو سيگنال) الف( )tx1 و ( )tx2 تابع خود همبستگي را بيابيد1-67-2 شكل م .  

)) ب( )tx1              را يك سيگنال معـين داراي عمـر محـدود فـرض كنيـد، يعنـي بـراي �<t و Tt > ،

( ) �=tx .  

)مي خواهيم    )Ttxx −φ     پاسخ يك يسستم LTI    به ورودي ( )tx به صورت زيـر مـي تـوانيم        .  است

  . يكسان است66-2نشان دهيم كه اين تعريف فيلتر منطبق با تعريف بيان شده در مسئله 

( )ty را پاسخ يك سيستم LTI با پاسخ ضربه حقيقي ، ( )thبه سيگنال ،( )tx رض كنيدف) ب( بند.  

Tt و t>�فرض كنيد در  > ،( ) �=tx .نشان دهيد( )th ماكزيمم كننده( )ty با قيد زير ،  

)يك عدد مثبت ثابت     )2-67-2م ( )∫ =
T

Mdtth
�

2  

  .است) ب(به مشخص شده در بند مضرب اسكالري از پاسخ ضر

)نامساوي شوارتز براي دو سيگنال : راهنمايي[ )tυ و ( )tuعبارت است از   
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)با استفاده از اين نامساوي كران )Tyرا بيابيد [.  
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 تنهـا   Mي پاسخ ضربه يك ضريب تعيين مي كنـد، زيـرا افـزايش              تنها برا ) 2-67-2م  (قيد معادله   ) د(

)پس انتخاب   . را تغيير مي دهد   ) ج(ضريب اسكالر بند     )th      بـا   ) ج(و  ) ب( به صورت بنـدهاي( )tx 

اربردها چنان كه خواهيم گفت در بعضي ك      . منطبق است، به نحوي كه پاسخ سيستم به آن ماكزيمم شود          

  .اين مسئله بسيار مهم است

مـثلاً وقتـي   . ممكن را ارسال كنـيم ) نشان(در كاربردهاي مخابراتي گاهي مي خواهيم يكي از چند خبر   

يك پيام پيچيده را به صورت يك دنباله دودويي كد مي كنيم، سيستمي داريم كه اطلاعات را بيـت بـه                     

يك سيگنال مخابره كرد، مـثلاً بـه ازاي بيـت صـفر     هر بيت را مي توان به صورت   . بيت ارسال مي كند   

)سيگنال   )tx�      و به ازاي بيت يك سيگنال ( )tx1 در اين حالت سيستم گيرنده ايـن سـيگنالها بايـد    .  را

)تشخيص دهد كه   )tx�   رسيده است يا ( )tx1 .ه در گيرنده دو سيستم داشته باشيم كـه  عاقلانه است ك

)يكي براي  )tx�   و ديگري براي ( )tx1» ايـن اسـتكه سيـستم بـا        » تنظـيم «منظور از   . شده باشد » تنظيم

خاصيت توليد خروجي بـزرگ بـه       . رسيدن سيگنالي كه براي آن تنظيم شده، خروجي بزرگ توليد كند          

  . سيگنال خاص دقيقاً همان خصوصيتي است كه فيلتر منطبق داردهنگام رسيدن يك

در نتيجه مي خواهيم اخـتلاف بـين        . در عمل ارسال و دريافت هميشه با اعوعاج و تداخل همراه است           

پاسخ فيلتر منطبق به وروديي كه با آن تطبيق يافته و پاسخ فيلتر به يكي از سيگنالهاي ديگـري كـه مـي                   

)براي روشن كردن اين مطلب دو سيگنال    . كزيمم باشد تواند ارسال شود، ما    )tx� و ( )tx1 2 شكل م-

  . را در نظر بگيريد) ب (67

)i ( پاسخ�L به ( )tx� و ( )tx11براي .  را رسم كنيدLنيز اين كار انجام دهيد .  

)ii (    4مقدار اين پاسخها را در=t  چه تغييري در  .  مقايسه كنيد( )tx�  صورت دهيم تا كار گيرنـده در 

)تشخيص بين    )tx�   و ( )tx1       4 ساده تر باشد؟ براي اين كار بايد=t پاسخ ،�L به( )tx1  و پاسـخ 

1L به ( )txصفر باشد� .  
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)اگر پاسخ ضربه ) ب( ) ( )tTxth ) باشد، در اينصورت =− ) ( )Ttty xx −= φ   
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  :حال اگرداشته باشيم 
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)واضح است كه  )Ty در انتخاب بالا براي ( )Thماكزيمم است .  
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)ii (فرض كنيد پاسخ ضربه�L 1 وL،
�t

L و ( )thL1؛ در اينصورت:  

( ) ( ) 44 =∗ =tL thtx ��  
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( ) ( ) 4411 =∗ =tL thtx  

)براي انيكه كار گيرنده ساده تر گردد،         )tx�              همانطور كه در شكل زيـر نـشان داده شـده اسـت تغييـر 

  .دهيد

گري است كه در آنها فيلترهاي منطبق و توابع همبستگي نقش مهمـي    سيستمهاي رادار كاربرد دي   ) 2,68

اساس رادار ارسال يك پالس الكترومغناطيسي به سوي هدف، بازتـاب آن از هـدف و در نتيجـه       . دارند

در حالـت ايـده آل سـيگنال        . بازگشت آن به فرستنده با تأخيري متناسب با فاصله هدف تـا رادارسـت             

  .ه و تضعيف شده سيگنال ارسالي استدريافتي نمونه تأخير يافت

)پالس اصلي ارسالي را  )tpنشان دهيد كه.  فرض كنيد  

( ) ( )tpp
t

pp φφ max== �  

)يعني   )�ppφ  ماكزيمم مقدار ( )tppφبا استفادهاز اين معادله نتيجه بگيريد كه اگـر شـكل مـوج    .  است

  ه درگيرنده به صورت زير باشددريافت شد

( ) ( )�ttpatx −=  
   مقداري ثابت است، آنگاهaكه در آن 

( ) ( )tt xp
t

xp φφ max=�  

  .)نامساوي شوارتز را به كار بريد: راهنمايي(

)پس سيستم ساده فاصله يابي راداري بر اساس استفاده از فيلتر منطبق با شكل موجي ارسـالي                )tp و ،

  .يافتن زمان ماكزيمم شدن خروجي اين سيستم استوارست
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  فرض كنيد) الف() 2,69

( ) ( )τ−= txtg  
  :در اينصورت
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  بنابراين

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tuftuftuftutf ���� ′′+′−= 122 2  
توانيم به قياس توابع ويژه پيوسته در زمان، يك مجموعـه سـيگنال ويـژه گسـسته در زمـان                      مي ) 2,70

  .تعريف كنيم

  فرض كنيد
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  توابع زير را تعريف كنيد
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]سيگنالهاي) ج( ]nu2 و [ ]nu3را رسم كنيد .  

]) د( ]nu ] و −2 ]nu   . را رسم كنيد−3

   داريمk<�د كه در حالت كلي براي      نشان دهي) هـ(

)2-70-1 (    [ ] ( )
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]مي دانيم كه) ج(از بند . از استقراء استفاده كنيد: اهنمايير( ]nuk 3,2، بهازاي=k 2م ( معادله -

]سپس با فرض اين كه. را ارضا مي كند) 70-1 ]nuk نيز چنين است، با نوشتن [ ]nuk  برحسب +1

[ ]nukنشان دهيد كه [ ]nuk   .) نيز اين معادله را ارضا مي كند+1

  .  داريمk<�نشان دهيد كه در حالت كلي براي) و(
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  توجه كنيد كه. از استقراء استفاده كنيد: راهنمايي(

)2-70-3(    ( )[ ] ( )[ ] [ ]uununu kkk −+−+− =−− 111  

]براي) 2-70-2م  (سپس با فرض صحت معادله       ]nu k−         نشان دهيد كه اين معادله بـراي ،( )[ ]nu k 1+− 

  .)هم معتبرست
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  2,70ح شكل . نشان داده شده اند2,70ح شكل طرحهاي سيگنالها در
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  . نمايش داده شده است2,70حشكل ها در شكل 

 درست باشد، در اين صورت براي       kفرض كنيم براي    .  صحيح هستند  K=3,2,1وضعيت براي   ) هـ(

�>k ،[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]111 −−−=∗=+ nununununu kkkk  

  . صحيح استk<�با استدلال، مي توانيم دليل بياوريم كه حالت موردنظر براي تمام 

]، k=1براي ) و( ] [ ]nunu    k=2براي .  كه نشان مي دهد كه وضعيت صحيح است1−=

[ ] ( ) [ ] ( ) [ ]nunnu
n

n
nu 1

!

1
2 +==

+
=−  

   صحيح باشد،1k−<�فرض كنيد كه براي . كه دوباره نشان مي دهد ك وضعيت درست است

  :     در اين صورت
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  :داريم) 2,70,1ح(با استفاده از مقايسه معادله بالا با معادله 
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  . صحيح استk<�با استدلال، مي توان دليل آورد كه وضعيت براي تمامي 

در ايـن   .  استفاده كرديم  LTI دراين فصل از چند ويژگي و مفهوم ساده كننده تحليل سيستمهاي             )2,71

د كه در بعضي حالات بـسيار      خواهيم دي . مسئله مي خواهيم دو تا از اين ويژگيها را دقيقتر بررسي كنيم           

خاص بايد اين ويژگيها را با دقت و احتياط به كاربرد، حال آنكه در حالتهاي ديگـر بـدون وسـواس از                

  .آنها استفاده مي كنيم

ويژگـي  ) در هر دو حالت پيوسته و گسسته در زمان(يكي از ويژگيهاي اساسي و مهم كانولوشن   ) الف(

)يعني اگر . شركت پذيري است )th ،( )tx و ،( )tgسه سيگنال باشند داريم   

))   1-71-2م ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] ( )tgthtxthtgtxthtgtx ∗∗=∗∗=∗∗  

چـون  . رابطه فوق به شرطي درست است كه هر سه عبارت خوش تعريـف و غيـر بـي نهايـت باشـند                     

 فرض و تفسيري رابطـه فـوق را بـه كـار مـي      معمولاً اين شرط برقرارست، در عمل معمولاً بدون هيچ    

) را بـا     71-2بـراي مثـال سيـستم شـكل م          . ولي در بعضي حالات چنين نيست     . بريم ) ( )tuth  و  =1

( ) ( )tutg   . در نظر بگيريد=

  .پاسخ اين سيستم را به ورودي زير پيدا كنيد

)    براي تمام مقادير  ) 1=tx  

  :انجام دهيد) 1-71-2م (ين كار را به سه طريق بيان شده در معادله ا

( ) ( ) ( ) ( )tytgthtx →→→  

( ) ( ) ( ) ( )tythtgtx →→→  

  71-2شكل م 

)i ( ابتدا كانولوشن دو پاسخ را بيابيد و نتيجه حاصل را با( )txكانولوشن كنيد .  

)ii (اول( )tx را با ( )tu1و سپس نتيجه را با ،( )tuكانولوشن كنيد .  

)iii (اول( )txرا با ( )tuو سپس نتيجه را با ( )tu1كانولوشن كنيد .  

  .را به ازاي سيگنالهاي زير تكرار كنيد) الف(بند ) ب(
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  همين كار را با سيگنالهاي زير انجام دهيد) ج(
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پس در حالت كلي خاصيت شركت پذيري كانولوشن تنها و تنها به شرطي برقرارست كـه سـه عبـارت     

).  معنـي دار باشـد  LTIيعني تعبير آنها بر حـسب سيـستمهاي       (معني داشته باشند    ) 1-71-2م  (معادله  

مشتق گيري از يك ثابت و سپس انتگرال گيري از آن معني دارد ولي فرآيند انتگرال                ) الف(ثلاً در بند    م

 و سپس مشتقگيري از آن معني ندارد، و تنها در چنين مواردي اسـت كـه     t=∞−گيري يك ثابت از     

  .نمي توان خاصيت شركت پذيري را به كار برد

) با پاسـخ ضـربه       LTIسيستمي  .  مبحث فوق بسيار مرتبط است     سيستمهاي وارون هم به    ) ( )tuth = 

)ديديم وروديهايي وجود دارد، مثلاً ) الف(چنان كه در بند    . در نظر بگيريد   )tx=   ثابت غير صـفر، كـه

سيـستم بـراي بازيـابي    پاسخ سيستم به آنها بي نهايت مي شود، بنابراين بررسي مسئله وارون كردن اين      

البته اگر تنها وروديهايي را در نظر بگيريم كه خروجي محـدودي دارنـد، يعنـي    . ورودي بي معني است 

  .وروديهايي كه در رابطه زير صدق كنند

)2-71-2(    ( ) ∞<∫ ∞−

t

dx ττ  

) داراي پاسخ ضربهLTIسيستم فوق وارون پذيرست و وارون آن سيستم  )tu1وارون آن است .  

) با پاسخ ضربه   LTIنشان دهيد سيستم    ) د( )tu1  دو ورودي مختلف پيدا    : راهنمايي. ( وارونپذير نيست

-2م  (نشان دهيد اگر وروديهـا در معادلـه         .) كنيد كه خروجي سيستم به آنها، در تمام زمانها صفر باشد          

 نـشان داديـم اگـر سيـستم         44-1در مـسئله    : راهنمايي [.صدق كنند، اين سيستم وارونپذيرست    ) 72-2

LTI      تنها به ازاي ورودي ( ) �=tx             در تمام زمانها صفر شود، سيستم وارونپذيرست؛ آيا مي توان دو  



 ١٨٤

)ورودي   )tx   صدق كنند و در كانولوشن با     ) 2-71-2م  (كرد كه در معادله      پيدا( )tu1      متحد بـا صـفر 

  ]باشند؟

  :در اين مسئله مطالب زير را نشان داديم

)اگــر . 1 )th ،( )txو ،( )tg  ــراي آنهــا )  ســه ســيگنال باشــند كــه ب ) ( )tgtx ∗ ،( ) ( )tgth ، و ∗

( ) ( )thtx برقـرار  ) 1-71-2م  (مگي خوش تعريف و محدود باشـند، خاصـيت شـركت پـذيري               ه ∗

  .است

)فرض كنيد . 2 )th       پاسخ ضربه يـك سيـستم LTI       اسـت و پاسـخ ضـربه يـك سيـستم ديگـر ( )tg 

  .خاصيت زير را دارد

)    ) 3-71-2م ( ) ( ) ( )ttgth δ=∗  

)وانيم براي تمـام وروديهـاي     مي ت ) 1(با توجه به     )tx   كـه بـه ازاي آنهـا ( ) ( )thtx )، و∗ ) ( )tgtx ∗ 

 هـر دو سيـستم همـاني        71-2خوش تعريف و محدودند، دو تركيب سري نشان داده شده در شكل م              

ــستم   ــس در سي ــد، پ ــست  LTIان ــديگر دان ــوان وارون يك ــي ت ــر  .  را م ــثلاً اگ )م ) ( )tutg  و =1

( ) ( )tuth محدود كنيم، اين دو    ) 2-71-2م  (، تا وقتي خود را به وروديهاي صدق كننده در معادله            =

  .سيستم وارون يكديگرند

-2م  (و تعريـف سيـستم وارون معادلـه         ) 1-71-2م  (پس مي بينيم كه خاصيت شركت پذيري معادله         

چـون در تمـام مـسائل    . تمام كانولوشنهاي موجود در آنها محـدود باشـند  به شرطي معتبرند كه    ) 71-3

. واقعي اين شرط برقرارست، اين خواص و تعرايف را بدون هيچ فرض و تفسيري بـه كـار مـي بـريم                     

  ].مسئله اين را نشان مي دهد) ج(بند [توجه سيستمهاي گسسته در زمان هم صادق اند 

  :حل

  :داريم) الف (

( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ] ( ) ( ) tallfortutututx

tallforxtututx

;

.;1

1

1

�� ==∗∗

==∗∗
 

 و

)= تعريف نشده    ) ( )[ ] ( ) ( )tutututx 11 ∗∞=∗∗  

):    داريم) ب( ) ( )tueth t−= و   ( ) tetx ) و =− ) ( ) ( )ttutg δ+=   : بنابراين1
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) كنيد   فرض) د( ) ( )tuth )، دراينصورت اگر ورودي برابر    =1 ) �=tx1        باشد، خروجـي برابـر اسـت 

)با  ) �=ty1 . حال، اگر ثابت( )tx2 در اينصورت ( ) �=ty2 .بنابراين سيستم تغييرناپذير نيست.  

): حال توجه كنيد كه )
( )

( ) اگر

اگر

�

��

≠

=∀





∞
=∫ ∞− tx

txt
dx

t

2

2

2 ττ  

∫≠∞بنابراين اگر  ∞−

t

cdt دراين صورت فقط ( ) �=tx2نتيجه خواهد داد :  

( ) �=ty2بنابراين سيستم تغييرناپذير با زمان است .  

2,72( ( )t∆δ را يك پالس به ارتفاع 
∆

>≥∆ر  د1 tنشان دهيد كه.  فرض كنيد�  

( ) ( ) ( )[ ]∆−−
∆

= ∆ ttt
dt

d
δδδ

1  

  :حل

  :   داريم

( ) ( ) ( ) ( )[ ]Ttttut −−∗
∆

=∆ δδδ
1  

  :با مشتقگيري از طرفين داريم
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  بااستقراء نشان دهيد كه) 2,73
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)، k=1براي : حل ) ( )tutu   .  صحيح استk=1بناراين وضعيت داده شده براي. 1−=

  .    صحيح باشدk<1حال فرض كنيد كه مطلب فوق براي 
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