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  فصل سوم

  نمايش سري فوريه سيگنالهاي متناوب
) سيگنال متنـاوب پيوسـته در زمـان       )3,1 )tx    حقيقـي و داراي تنـاوب پايـه AT ضـرائب  .  اسـت =

)غيرصفر سري فوريه )txعبارت اند از   

jaaaa 4,2 3311 =∗== −−  
 ( )txرا به صورت زير بيان كنيد   
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  : حل

  ):3,38( با استفاده از تركيب سري فوريه معادله 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
24

3cos4
8

6sin8
4

cos4

4422 8
23

8
23

8
2

8
2

23

3

23

3

2

1

2

1

πππ

ππππ

ππππ

+=−=

−++=

+++=

−−

−

−

−

−

ttnt

jjeee

eaeaeaeatx

tjtjjtj

t
T

jt
T

jt
T

j
T

j

 

................................................................................................................................................................. 

]سيگنال متناوب گسسته در زمان      ) 3,2 ]nx       5 حقيقي و داراي تناوب پايه=N ضـرائب غيـر    .  است

]صفر سري فوري ]nxعبارت اند از   
ππ jj

eaaeaaa 2,,1 44
4

22 ===== ∗
−

∗
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[ ]nxه صورت زير بيان كنيد را ب.  

[ ] ( )∑
∞

=

++=
1

sin
k

kkk nAAnx φω
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  :حل

  ):3,95(ا ز تركيب سري فوري معادله  با استفاده
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  براي سيگنال متناوب پيوسته در زمان)  3,3
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5
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فركانس 
�

ωو ضرائب سري فوريه kaرا به نحوي بيابيد كه داشته باشيم    

( ) ∑
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=
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k eatx �ω  

  :حل

  :سيگنال داده شده عبارتست از

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )tjtjtjtj

tjtjjtj

jejeee

jejeeetx

6
25

6
25

6
22

6
22

3
5

3
5

3
2

3
2

22
2

1
2

12

22
2

1
2

1
2

ππππ

ππππ

−−

−−

+−++=

+−++=

 

)استفادهاز مطالب فوق؛ مي توانيم نتيجه بگيريم كه فركانس پايه       با )tx   برابر اسـت بـا 
36

2 ππ = 

  :ضرايب غير صفر سري فوريه عبارتست از

jaaaa 2,
2

1
,2 5522 −===−==∝ ∗

−�
 

................................................................................................................................................................. 

  . سيگنال متناوب زير را بيابيدkaضرايب) 39-3(بااستفاده از فرمول تجزيه سري فوريه ) 3,4
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πωست از فركانس پايه عبارت ا =
�
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  :حل
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Tبنابراين ،:  
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................................................................................................................................................................. 

3,5( ( )tx1 1 سيگنال در زماني با فركانس پايهω و ضرائب سري فوريه kaداريم.  فرض كنيد  

( ) ( ) ( )11 112 −+−= txtxtx  

) سـيگنال  2ωفركانس پايه  )tx2    1  را برحـسبω    ضـرائب سـري فوريـه     .  بيـان كنيـد( )tx2  ،kb  را ،

  . استفاده كنيد1-3مي توانيد از خواص جدول .  بيان كنيدkaبرحسب ضرائب

   :حل

) هر دو سيگنال     )tx ) و   11− )11 −tx  ـ  ه   تناوب پاي
1

1

2

ω

π
=T    و بـه دليـل      .  متنـاوب هـستند( )ty 

)تركيب خطي    )tx ) و   11− )tx ) مي باشد،  11− )ty    نيز با تنواب اصلي 
1

2

2

ω

π
=T     تنـاوب خواهـد 

  .داد

12: بنابراين  ωω =   ( ) k

FS
atx →←1سري فوريه     (       چون→sF(  

  : خواهيم داشت3,1بااستفاده از نتيجه جدول 
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( ) ( ) ( )kaaeekaeatxtx k

kjT
jk

T
jk

k

FS −+=−+→←−++ −





−








111

22

11 11
ω

ππ

  

saleh
Typewriter
www.scrambledonline.blogsky.comseyed saleh mousaviIslamic Azad University izeh



 ١٨٨

................................................................................................................................................................. 

  .سه سيگنال متناوب پيوسته در زمان با نمايش سري فوريه زير را در نظر بگيريد) 3,6
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  :با استفاده از خواص سري فوريه به سئوالهاي زير پاسخ دهيد

  ا حقيقي اند؟كدام سيگناله) الف(

  كدام سيگنالها زوج اند؟) ب(

  :حل

)با مقايسه ي  ) الف( )tx1        ضـرايب سـري فوريـه        )3,38( با تركيب سري فوريه معادلـه ،( )tx1    را بـه 

  :صورت زير بدست مي آوريم

( )




 ≤≤

=
�

� 100
2

1 k
a

k

k  

)، مي دانيم كه اگر      3,1از جدول    )tx1      حقيقي باشد، در اينصورت ka          بايد برابـر بـا مـردوج مخـتلط 

  : باشد معادله

)، مي دانيم كه اگر3,1از جدول  )tx1حقيقي باشد، در اينصورت ka بايد برابر با مزدوج مختلط باشد   

)ضريب سري فوريه  )tx2برابر است با :  

( )



 ≤≤

=
�

� 100cos kk
ak

π
 

)، مي دانيم كه اگر      3,1استفاده از جدول     با )tx2     حقيقي باشد، بايستي ∗
−= kk aa       بـدليل اينـك ايـن 

)مطلب در مورد  )tx2صدق مي كند ( )tx2است سيگنالي حقيقي .  

)به طور مشابه، ضرايب سري فوريه  )tx3عبارتست از :  

  نقاطساير 

  نقاطساير 
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( )
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=
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� 100
2

sin kkj
ai

π
 

) مي دانيم كه   3,1دوباره، با استفاده از جدول       )tx3زيـرا اگـر   .  حقيقي مي باشد( )tx3   ،حقيقـي باشـد 

∗بايستي
−= kk aa اين مطلب در مورد سيگنال  كه( )tx3صدق مي كند .  

)براي يك سيگنال، ضرايب سري فوريه بايستي روج باشد كه اين تنها در مورد   ) ب( )tx2   صـدق مـي 

  .كند

................................................................................................................................................................. 

      :  فرض شده است كه) 3,7

( ) k

FS
atx →←  

      :   داريم

( ) ( )
kk
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a

T
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        : بنابراين
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  : باشدk=�هر گاه 

    :اده شدهبا استفاده از اطلاعات د

( )
T

dttx
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      :بنابراين
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................................................................................................................................................................. 

) سيگنالاطلاعات زير در مورد )3,8 )txداده شده است :  

1 .( )txحقيقي و فردست .  

  نقاطساير 
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2 .( )tx 2 داراي تناوب پايه=Tو ضرائب سري فوريهkaاست .  

  k،�=ka<1به ازاي . 3

4 .( )∫ =
2

2
2

1

T
dttx   

  .دو سيگنال متفاوت براي ارضاي اين شرايط بيابيد

  :حل

)بدليل اينكه  )tx    ضـرايب سـري فوريـه اش،   )راهنمـاي ( سيگنالي فرد و حقيقي است ،ka  سـوهومي ،

  .خالص و فرد خواهند بود 

................................................................................................................................................................. 

  : هاي تكرار مي شوند، داريمNبدليل اينكه ضرايب سري فوريه براي هر ) 3,10

173162151 ,, aaaaaa ===  
،  فـرد و موهـومي خـالص         kaضرايب سري فوريه،     است، بعلاوه، چون سيگنال حقيقي و فرد

33 و a=�بنابراين . خواهند بود −−= aa 22 و −−= aa   11 و −−= aa  

ja:  در نهايت 3
3

−=
−

ja و   22 ja  و      −=− −=−1  

] اطلاعات زير در مورد سيگنال)3,11 ]nxداده شده است .  

1 .[ ]nxحقيقي و زوج است .  

]دوره تناوب . 2 ]nx ،10=Nو ضرائب سري فوريه آن kaاست .  

3 .511 =a  

4 .[ ] 50
10

1
29

=∑
=�n

nx  

]نشان دهيد كه  ] ( )CBnAnx += cos و مقادير عددي ثابتهاي A ،B ،Cرا بيابيد .  

  :حل

5111 ضرايب سري فوريه تكرار مي شود، داريـم        N=10 بدليل اينكه براي هر    == aa    بعـلاوه از ،

]كه،  آنجائي ]nx      ،حقيقي و زوج است ka         511بنـابراين .  نيز حقيقـي و زوج خواهـد بـود == −aa .

  :همچنين فرض شده است كه

[ ] 50
40

1
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=∑
=�n

nx  
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  ل ابااستفاده از رابطه پارسئو
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  :، داريم)3,94(، حال با استفاده از تركيب معدله k ، �=ka=2,...,8بنابراين براي 
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................................................................................................................................................................. 

]براي  هر دو سيگنال متناوب     ) 3,12 ]nx1   و [ ]nx2  ،4=N         و ضرائب سري فوريه به صورت زيـر 

  .مشخص شده اند

[ ] [ ] kk bnxanx ↔↔ 21 .  
  كه 

1321 ==== bbbb
�

1و              
2

1

2

1
213 ==== aaaa

�
  

] سـيگنال    kc، ضرائب سـري فوريـه     1-3 استفادهاز خاصيت ضرب جدول      با ] [ ] [ ]nxnxng  را  =21

  .بيابيد

  :حل
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  :با استفاده از خاصيت ضرب، داريم

[ ] [ ]

21

3311
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22, −−
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= =
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=→← ∑ ∑
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331است، بديهي است كه ) 1(، برابر با    k به ازاي تمام مقادير      kbچون 222 −−− +++ kkkk bbbb كه 

  بنابراين؛.  خواهد بود6 برابر kبه ازاء جميع مقادير 

[ ] [ ] 621 →←FS
nxnx  

................................................................................................................................................................. 

 

  . پيوسته در زمان با پاسخ فركانسي زير در نظر بگيريدLTIيك سيستم  )3,13

( ) ( ) ( )
∫

∞

∞−

− ==
ω

ω
ω ω 4sin

dtethjH
tj  

ATورودي اين سيستم سيگنال متناوب زير با دوره تناوب    . است=

( )
84

4

1

,1

<≤

<≤





−
=

t

t
tx

�
 

)ضرائب سري فوريه خروجي سيستم  )tyيابيد را ب.  

  :حل

) ابتداً ضرايب سري فوريه     )txبديهاً، چون .  را محاسبه مي كنيم( )tx ،فرد و حقيقي اسـت ،ka  فـرد 

�بنابراين. و موهومي خالص خواهد بود
�

=aحال ،:  

( ) ( )

( ) ( )

[ ]kj

tkjtkj

j

k

e
kj

dtedte

dtetxa

π

ππ

π

π
−

−−

−

−=

−=

=

∫ ∫

∫

1
1

8

1

8
1

8

1

4 8

4

8
2

8
2

8
28

�

�

 

  بنابراين. هاي زوج برابر صفر خواهد بودkجمله بالا براي تمام واضح است، 
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 فرد

زوج

k
kj

k

ak

π

2

�

 

)هنگاميكه   )tx         از طريق يك كانال با پاسـخ فركانـسي ( )ωjH       عبـور مـي كنـد، خروجـي ( )ty  بـه 

  ):ه كنيد را مطالع3,8بخش : (صورت زير بدست مي آيد

( ) ( ) tjk

k

k ejkHaty �

�

ωω∑
+∞

−∞=

=  

كه  
4

2 ππ
ω ==

T
�

 k صفر نيست، بايستي سـري فـوق را بـراي    k تنها به ازاء مقادير فرد    ka، چون   

  : بعلاوه، توجه كنيد كه: هاي فرد محاسبه كنيم

( ) ( )( ) ( )
( )

4
sin

sin

4 π
ππω

k
jkjH ==  

)  راين  ، برابر صفر است، بنابkبراي مقادير فرد  ) �=ty  

................................................................................................................................................................. 

  قطار ضربه زير )3,14

[ ] [ ]∑
∞

−∞=

−=
k

knnx 4δ  

) با پاسخ فركانسي ،LTIورودي يك سيستم  )ωjeHاست، و خروجي سيستم عبارت است از   

[ ] 







+=

42

5
cos

ππ
nny  

مقادير






 2
πjk

eH 3,2,1 را به ازاي,�=kبيابيد .  

  :حل

] سيگنال ]nx 4با پريود=Nرايب سري فوريه اي عبارتند ازض.  ، متناوب مي باشد:  

[ ]

kallfor

enxa
j

n

k

4

1

4

1
4

23

=

=
−

=

∑
π

�  

]، مي دانيم كه خروجي 3,8از نتايج بيان شده در بخش  ]nyبرابر است؛   
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]بااستفاده از اطلاعات داده شده، مي دانيم كه  ]nyبرابر است با :  
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  :داريم) 3,14,1ح(با مقايسه با معادله 

( ) ( )

2
2 4

3
2 42

j j

j j

j j

H e H e

H e e

H e e
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π π

π π−
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................................................................................................................................................................. 

)تناوب يك فيلتر سيگنال م)3,15 )yx 6 با/π=T و ضرائب سري فوريه kaمي دانيم كه. است  

( ) ( ) ( )txtytx
S =→  

  ?ka=� داريم kبه ازاي كدام مقادير 

  : حل

       3,8 از نتايج قسمت 

( ) ( ) tjk

k

k ejkHaty �

�

ωω∑
+∞

−∞=

=  
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12كه      
2

==
T

π
ω
�

)چون  .  )ωjH 100 براي>ω  برابر صفر است، بزرگترين مقدار ،k  آنـان 

≥100:  صفر نيست، بايستي به صورت مقابل باشد
�

ωk  

  . برابر صفر مي باشدk<8، بنابراين براي k≥8كه بيان مي دارد

  . به وروديهاي متناوب زير با بيابيد16-3خروجي فيلتر شكل م ) 3,16

]) الف( ] ( )n
nx 11 −=  

]) ب( ] 







++=

45

3
sin12

ππ
nnx  

]) ج( ] [ ]∑
∞

−∞=

−

−







=

k

kn

knunx 4
2

1
4

3  

  

  16-3شكل م 

  

  

  

  

  

  

  

  :حل

]سيگنال داده شده) الف( ]nx1است بابرابر :  

[ ] ( )nj

enx 22
1

π

=  
]بنــابراين ]nx1 2 بــا پريــود=N1 متنــاوب اســت و ضــرايب ســري فوريــه اش در بــازه≤≤ k� 

  :برابراست با

1 1α α    و     = =
�
�  

]، خروجي3,8مده در قسمت بااستفاده از نتايج بدست آ ]ny1برابر است؛   

π 

3

5

12

19 ππ
 

12

5

3

ππ
 

312

5 ππ
− 

3

5

12

19 ππ
−− 

π π2− π2 ω 

( )ωjeH 
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[ ] ( )

( ) ��

�

=+=









=∑

=

ππ

ππ

jj

k

k

kj

k

eeHa

eeHany

1

2
21

2
2

1  

]سيگنال  ) ب( ]nx2   16 با پريود=N  متناوب مي باشد، و مي توانيم اين سيگنال را به صورت زيـر ،

  :بنويسيم

[ ] ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )njjnjnj

njjnjjnj

ee
j

e
j

e

ee
j

ee
j

enx

13
16

2
4

3
16

2
16

2

3
16

2
4

3
16

2
416

2

2

22

22

ππππ

πππππ

−

−−






+





−=






+





−=

�

 

]صفر سري فوريه بنابراين، ضرييب غير ]nx2 15 در بازه و≤≤ kبرابر است با� :  

4
13 2

πj

e
j

a
−






=   4 و

3 2

πj

e
j

a 




−=   1   و=

�
a  

]، خروجي3,8با استفاده از نتايج بدست آمده در قسمت  ]ny2برابر است با:  

[ ] ( )

( )( ) ( ) ( )( )

48

3
sin

22

16

13
16

2
4

3
16

2
4

15

16
2

2

ππ

π

ππππ

π

+







=






+













−=






=

−

=

∑

n

ee
j

ee
j

e
kj

eHany

njjnj
j

k

k

k

�

�

 

]سيگنال) ج( ]nx3را مي توانيم به صورت زير بنويسيم :  

( ) [ ] [ ] [ ] [ ]nrmgknnux
k

n

∗=−∗




= ∑

∞

−∞=

4
2

1
3 δ  

]كه   ] ( ) [ ]nung
n

2
] و   =1 ] [ ]∑

∞

−∞=

−=
k

knnr 4δ .بنابراين[ ]ny3        را مي توانيم با عبور سـيگنال از

) طريق فيلتري با پاسخ فركانسي )ωjeHسپس نتيجه را با .  بدست آوريم[ ]ngكانوال كنيم .  

]سيگنال  ]nr متناوب است و ضريب سري فوريه اش عبارتند از4 با پريود ،:  

kallforak 14
1=  
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 ١٩٧

]خروجي   ]nq       كه با عبور دادن سيگنال [ ]nr          از طريق فيلتري با پاسـخ فركانـسي ( )ωjeH   بدسـت 

  :مي آيد عبارتست از

[ ] ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

3 2 2
44

22

33
2 2

1
4

j k k

k

j jj j j j

jj

q n k a H e e

H e e H e e H e e

H e e

π π

π π
π π

ππ

 = =  
 

 = + + 
 

 + =  
  

∑

∫
� �

�

�

 

]بنابراين خروجي نهايي  ] [ ] [ ]nqnqny ×== 3�  

]بناراين خروجي نهايي  ] [ ] [ ]nqnqny ∗== 3�  

................................................................................................................................................................. 

نمايي مختلط  در نظر بگير يد كه پاسخشان به ورودي  1S  ،2S،3Sسه سيستم گسسته در زمان      ) 3,17
tj

e
  .  به صورت زيرست5

( )

( )teS

teeS

teeS

tj

tjtj

tjtj

5cos:

:

:

5

3

155

2

55

1

→

→

→
−

 

 LTIدر مورد هر سيستم بگويي آيا با اطلاعات داده شده مي توان نتيجه گرفت كه سيستم مطمئناً 

  .نيست

  :حل

)خروجـي  .  هـستند LTIبدليل اينكه نمايي هايي مختلط توابع اصلي سيستم هاي        ) الف( ) tjetx 5

1 = 

tjبايستي يك خروجي شامل   
Ae

اما، واضح اسـت كـه در ايـن         .  ثابتي مختلط است   A بوجود آود كه     5

  . نيستLTI، مشخصاً 1sبنابراين سيستم. مورد خروجي شامل جمله ي مذكور نمي باشد

  . را برآورده مي سازدLTIصلي سيستمهاي  باشد، زيرا خاصيت تابع اLTIسيستم مي تواند ) ب(
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)در اين مورد، خروجي شامل    ) الف) (پ( ) tjtj
eety

55

3 2
1

2
1 واضـح اسـت كـه      .  مي باشـد   =+

) است كه در ورودي   5-خروجي شامل يك نمايي مختلط با فركانس         )tx3مي دانيم كه .  حضور ندارد

 بدون وجود داشتن نمـايي مختلطـي بـا    5-ي با فركانس  هرگز نمي تواند نمايي مختط   LTIسيستمهاي  

بدليل اينكه اين مورد در مـسئله صـحيح نيـست، سيـستم مشخـصاً               . همان فركانس ورودي، توليد كنند    

LTIنمي باشد .  

................................................................................................................................................................. 

 در نظر بگيريـد كـه پاسخـشان بـه ورودي نمـايي         3S، و   1S  ،2Sسه سيستم گسسته در زمان      ) 3,18

2مختلط 
πjn

eبه صورت زيرست   

[ ]

2/52/

3

2/32/

2

2/2/

1

2:

:

:

njnj

njnj

njnt

eeS

eeS

nueeS

ππ

ππ

ππ

→

→

→

 

 LTIدر مورد هر سيستم بگوييد آيا با اطلاعات داده شده مي ـوان نتيجه گرفـت كـه سيـستم مطمئنـاً      

  .نيست

  :حل

 بـا  1sمسأله قبلي مطرح شد نتيجه مي گيـريم كـه  ) الف(با استفاده از بحثي مشابه آن در قسمت  ) الف(

  . نيستLTIتوجه به تعريف 

]ين مورد برابر است با    خروجي در ا  ) ب( ] ( ) ( )njnj
eeny 22

3

2

ππ −
واضح است كه تابع اصلي را      . ==

  . نيستLTI طبق تعريف 2sبنابراين. نقض مي كند

]در اين مورد خروجي برابر اسـت بـا          ) ج( ] ( ) ( )njnj
eeny 22

5

3 22
ππ

 LTIكـه ايـن خاصـيت     . ==

  . تلقي شودLTIيستم س مي توان يك 3sبنابراين. بودن تابع اصلي را نقض نمي كند

................................................................................................................................................................. 

يـك منبـع جريـان      .  را در نظر بگيريد    19-3 م    شكل RL عليّ ساخته شده با مدار       LTI سيستم   )3,19

)سيگنال ورودي )tx در اعمال مي كند و خروجي سيستم جريان ( )tyالقاگرست .  
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  19-3شكل م 

)معادله ديفرانسيل مرتبط كننده) الف( )txو ( )tyبيد را بيا.  

)پاسخ فركانسي اين سيستم را با در نظر گرفتن خروجي به ازاي ورودي              ) ب( ) tjetx ω=     بـه دسـت 

  .آوريد

ورودي مدار منبع   .  ساخته شده است   20-3 شكل م    RLC عليّ به صورت مدار      LTIيك سيستم   ) ج(

)ولتاژ )txبه دست آوريد .  

)خروجي) ج( )ty را به ازاي ورودي ( ) ( )ttx sin=بيابيد .  

  :حل

= ولتاژ در طول هادي ) الف (
( )

dt

tdy
�.  

= جريان ولتاژ در طول هادي 
( )

dt

tdy

R

�.  

)جريان ورودي  )tx = بنابراين. جريان در هادي+ جريان در مقاومت:  

( ) ( ) ( )ty
dt

tdy

R
tx +=
�  

  : داريمR و Lبا جايگذاري مقادير 

( ) ( ) ( )txty
dt

tdy
=+  

ti، مي دانيم كه زمانيكه ورودي سيستم      3,10,1با استفاده از روش ذكر شده در        ) ب(
e

ω خروجي .  باشد

)اين سيستم برابر با     ) tjejH ωω     الـف (رانـسيل قـسمت    خواهـد بـود بـا جايگـذاري در معادلـه ديف (

   :خواهيم داشت

( ) ( ) tjtjtj eetjHejHj ωωω ωωω =+  
   بنابراين

( )
ω

ω
j

jj
+

=
1

1
 

 

( )tx ( )ty 

H1 Ω1 
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 ٢٠٠

)سيگنال) ج( )tx  سيگنالي متناوب با پريود ،π2به دليل اينكه.  مي باشد( )tx     بـه صـورت زيـر قابـل 

  : نوشتن مي باشد

( ) ( ) ( )tjtj
eetx π

π
π

π
2

2
2

2

2
1

2
1 −

+=  

  :ضرب غير صفر سري فوريه برابر است با
•

− ==
2

1
1aa  

  :، داريم)را ببينيد) 3,124(معادله  (3,8بااستفاده از نتايج بدست آمده در قسمت 

( ) ( ) ( )

( )

( )
4

cos
2

1

2
2

1

1

1

1

1

2
1

44

11

π

ππ

−





=









+=










−
+

+
=

−+=

−
−

−

−
−

t

eee

e
j

e
j

ejHaejHaty

jt
jj

jtjt

jtjt

 

 ورودي مـدار  .  ساخته شـده اسـت     20-3 شكل م    RLC عليّ به صورت مدار      LTI يك سيستم    )3,20

)منبع ولتاژ  )txولتاژ .  است( )tyروي خازن را خروجي سيتم در نظر بگيريد .  

)معادله ديفرانسيل مرتبط كننده ) الف( )tx و ( )tyرا بيابيد .  

) به ازاي ورودي     پاسخ فركانسي اين سيستم را با در نظر گرفتن خروجي         ) ب( ) tjetx ω=     بـه دسـت 

  .آوريد

)خروجي ) ج( )tyرا به ازاي ورودي ( ) ( )ttx sin= بيابيد .  

  

  

  

  

  

  20-3شكل م 

  :حل

( )+−tx 
FC 1= 

( )ty 

+ 

- 



 ٢٠١

= جريان جاري شده در خازن ) الف(
( )

dt

tdy
e  

= ولتاژ در خازن 
( )

dt

tdy
Rc.  

= اژ در هادي ولت
( )
2

2

dt

tyd
Lc.  

( )tx ولتاژ در خازن+ ولتاژ هادي + ولتاژ در طول مقاومت =  ولتاژ ورودي.  

  :    پس

( ) ( ) ( ) ( )ty
dt

tdy
Rc

dt

tyd
Lctx ++=

2

2

 

  : داريمC و R و Lبا جايگذاري مقادير 

( ) ( ) ( ) ( )txty
dt

tdy

dt

tyd
=++

2

2

 

اگـر فـرض   . مسأله قبلي استفاده مي كنـيم ) ب(در قسمت حال از روش مشابهي كه براي بار اول        ) ب(

tjكنيم كه ورودي به صورت      
e

ω      باشد، در اينصورت خروجي به صورت ( ) tjejH ωω بـا  . خواهد بود

  :جايگذاري در معادله در معادله ديفرانسيل فوق و ساده سازي عبارت زير را بدست خواهيم آورد

( )
1

1
2 ++−

=
ωω

ω
j

jH  

)سيگنال) ج( )tx    سيگنالي متناوب با پريود ،π2  چون.  مي باشد)(tx         مي تواند به صـورت زيـر بيـان

  :شود

( ) ( ) ( )tjtj
e

j
e

j
tx π

π
π

π
2

2
2

2

2

1

2

1 −
−=  

)ضرايب غيرصفر )txعبارتند از ، :  

j
aa

2

1
11 == ∗

−  

  :داريم) را ببينيد) 3,124(معادله  (3,8با استفاده از نتايج بدست آمده در 



 ٢٠٢

( ) ( ) ( )

( )( )
( )t

ee

e
j

e
j

ejHaejHaty

jtjt

jtjt

jtjt

cos

2
1

11

11

−=

+−=










−
−=

−−=

−

−

−
−

 

................................................................................................................................................................. 

)سيگنال متناوب پيوسته در زمان      ) 3,21 )tx        8 حقيقي و داراي دوره تناوب پايه=T ضـرائب  .  است

)غيرصفر سري فوريه )txعبارت اند از :  

2, 5511 ==== −
∗
− aajaa  

( )txرا به صورت زير بيان كنيد .  

( ) ( )k

t

k

k

k wAtx φ+=∑
∞

=

cos
�

 

  :حل

  ):3,38(با استفاده از تركيب سري فوريه معادله 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

2 2 25 5

1 1 5

2 2 2 25 5
8 8 8 8

2

2 2

5
2sin 4cos

4 4

5
2cos 4cos

4 2 4

j t j t j t
T T T

j t j t j t j t

x t a e a e a e a t
T

je je e e

t t

t t

π π π

π π π π

π

ππ

ππ π

− −
−

− −

= + + +

= − + +

 
= − +  

 

 
= − = +  

 

 

................................................................................................................................................................. 

  . ضرائب سري فوريه سيگنالهاي زير را بيابيد)3,22

)) الف( )tx و(تا ) الف (22-3 شكلهاي م(  
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)) ب( )tx متناوب است و2 دوره تناوب   

11در    <<− t      ،     ( ) tetx −=  

)) ج( )txاست و 4تناوب  با دوره تناوب  م   

( )
42

2

,

sin

≤<

−≤≤





=
t

tt
tx

�

�

π
 

  :حل

�  و i (1=T) (الف (
�

=a  و  
( )

πk

j
a

k

k

1−
  k≠�   و   =

)ii (در اينجا   :      ( )
21

11

12

2

1

2

<<

<−

−<<−









−

+

=

t

t

t

t

t

tx  

6=T         و 
2

1=
�

aو      
























=
فرد

زوج

k
kk

k

k

ak

6
sin

2
sin

8
22

ππ

π

�

 

)iii (3=T       1و=
�

aو     

( ) ( ) �≠






+= kkekSine

k

j
a

jkkj

k 3
sin2

3
2

2

3
33

2

22
ππ

π

ππ

  

  

)iv(    ( )
2

1,2,,1
2

1 −==≠−−=
�

� aTka
k

k  

  

)V(    6=tو       
3

πω =
�

        و

( ) ( )

3

3
cos

3
2cos

π

ππ

jk

kk

ak

−
=  

�توجه كنيد كه     
�

=a  زوج=� وka  

)vi (
4

3=
�

a     و  
2

πω =
�

  T=4    و    
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( ) ( )
k

k

keke
a

jkjk

k ∀
+

=

−−

π

ππ
ππ

4
sin

2
sin 42

  

  

 ها    k   و براي تمامي  T=2)      ب(
( )

( )
[ ]1

12

1 −−
+

−
= ee

jk
a

k

k
π

  

  

    و   T=3)        ج(
3

2πω =
�

=1  و  
�

a  و     

( ) ( )k
k

ek
k

e
a

kj
kj

k π
π

π
π

π
π

sin
3

2sin
2 3 −

−

+=  

................................................................................................................................................................. 

 در هر يك از موارد زير ضرائب سري فوريه يك سيگنال پيوسـته در زمـان متنـاوب داراي دوره         )3,23

)سيگنال.  بيان شده است4تناوب  )txرا در هر مورد بيابيد .  

الف(   
( )

�
�

=







=

k

k

k
j

a
kk

π

π 4/sin

,

 

  

  

  

  

  

  

  

  )الف(          

  

  

 اين صورتدرغير 

( )tx 

-١ 

-١ 

-٣- ١ 
-٢ 

١ 
٢ 

٣ 
٤ 

٥ t 

١ ٢ ٣  ٤ ٥ -٥ -٤ -٣  -٢ -١ 
t 



 ٢٠٥

  

  

   ج         

  )ب         (

  

  

  

  

  

  )ج           (

   الف، ب و ج22-3شكل م 

-  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  ) د، هـ، و22- 3شكل م (

  

١ ٤  ٣ ٢ ٥  ٦ ٧ -٧ -٤ -٥  -٦ -٣  -٢ -١ 

( )tx 

-٤ 
-٣ 

-٢ 

-١ 

١ 

١ 

-٢ 

٢ 
٣ 

٤ 
٥ 

٦ 
t 

-٧- ٦- ٣- ٢- ١ 
-١ 

١ 

٦ ٥ ٤ ٣ 
t 

( )tx 

( )tx 



 ٢٠٦

  

  

  

  

  

  

)        ) ب( )
π

π

k

k
a

k

k
2

8/sin
1−=  

        ) ج(
3

,

, <





=
kjk

ak
�

  

  

  

      ) د(
k

k
ak فرد

زوج





=
,2

,1
  

  : حل

)ابتدا فرض كنيم) الف ( )ty سيگنالي با ضرايب FS) به صورت زير باشد) سري فوريه:  

( )
π

π

k

k

bk
4

sin
=  

)، نتيجه مي گيري كه    35مثال   با توجه به   )ty            بايد سيگنالي موج مربعي متناوب باشد كه در يـك دوره

  :تناوب برابر است با
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حال، توجه كنيد كه     
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 )b ( ابتدا فرض نمائيد كه ضرايب سري فوريه سيگنال( )tyبه صورت زير مي باشد :  
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kjبا توجه فرمائيد كه   
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 و kb را مي توانيم به صـورت مجمـوع دو ضـريب سـري فـوري           ka)سري فوريه  (FSضرايب  ) د( 

kcنشان دهيم، در اينصورت ، :      
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) يkb و FSضريب  )tgبه صورت زير بدست مي آيد :  
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  :  توجه بفرمائيد كه) ج( 
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سه سيگنال پيوسته در زمان داراي دوره تناوب پايه ) 3,25
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)ضرائب سري فوريه ) الف( )txرا بيابيد .  

)ضرائب سري فوريه) ب( )tyرا بيابيد .  

و خاصيت ضرب سري فوريه پيوسته در زمـان، ضـرائب          ) ب(و  ) الف(با استفاده از نتايج بندهاي      ) ج(

)يه پيوسته در زمان، ضرائب سوري فورسري فوريه  ) ( ) ( )tytxtz   . را بيابيد=

)ضرائب سري فوريه  ) د( )tz      را مستقيماً با بسط ( )tz           به صورت مثلثاتي به دست آوريد و نتايج را با 

  .مقايسه كنيد) ج(بند 

  :حل

) براي FSضرايب غير صفر ) الف( )tx  عبارتست از   
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  :از خاصيت ضرب؛ مي دانيم كه) ج(
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)اين موضوع بيان مي كند كه ضرب غير صفر سري فوريه  )tzبرابر است با 
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3,26( ( )txيك سيگنال متناوب با ضرائب سري فوريه زيرست   
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  .با استفادهاز خواص سري فوريه سئوالهاي زير را پاسخ دهيد

)آيا ) الف( )txحقيقي است؟   

)آيا ) ب( )txزوج است؟   

)آيا ) ج( ) dttdx    زوج است؟/

  : حل

)اگر  ) الف ( )tx    حقيقي باشد، آنگاه( ) ( )txtx ) كه نشان مي دهد براي     =∗ )tx     حقيقي ∗
−= kk aa 

)بدليل اينكه اين مورد در اين مسأله درست نيست، )txسيگنالي حقيقي نيست  .  

)اگر) ب( )tx       زوج باشد، در اينـصورت ( ) ( )yxtx kk و =− aa  چـون ايـن بيـان ايـن مـورد           =−

)صحيح مي باشد، فلذا  )txزوج است ،.  

 در غير اين صورت
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)بدليل اينكه )tx زوج نيست در نتيجه ( )tgنيز زوج نخواهد بود .  
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]سيگنال متناوب گسسته در زمان     )3,27 ]nx       5 حقيقي و داراي تناوب پايه=N ضرائب غيـر   .  است

]صفر سري فوريه ]nxبارت اند از ع:  
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  :حل
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 بـا  sinبه عبارتنهـاي شـامل    cosتوجه شود كه تساوي در آخر كليه عبارتهاي شامل  : پانوشت مترجم (

�90cossinتوجه به فرمول  −=tωو يا ( ) ( )�90sincos += tt ωωتبديل شده اند ،(.  
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  ساير نقاط
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اندازه و  . ضرائب سري فوريه هر يك از سيگنالهاي متناوب گسسته در زمان زير را حساب كنيد               )3,28

  . هر سري را رسم كنيدkaفاز ضرائب 

]هر يك) الف( ]nx الف تا ج28-3 هاي شكل م   

  

  

  

  

  

  

 

  

  

  3-28شكل م 
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)  در يك دوره تناوبNka=6) ب( )5≤≤ kبه صورت زير بيان مي شود� :  
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.  را مـشخص كـرده ايـم         8 در هر مورد ضرائب سري فوريه يك سيگال داراي دوره تناوب پايه              )3,29

]سيگنال  ]nxرا بيابيد .  
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  ساير نقاط
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)د( )ب (29-3شكل م     ka ) ج(    )الف (29-3شكل م    ka  

  

  

  

  

  

  

  :حل

) در يك دوره ي تناوبN=8) الف ( )7≤≤ nداريم� :  
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) در يك دوره تناوبN=8) ج( )7≤≤ n�:  
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)، در يك دوره تناوبN=8 )هـ( )7≤≤ n�:   
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  . هستند6سه يگسنال گسسته در زمان زير داراي دوره تناوب پايه ) 3,30

[ ] [ ] [ ]nynxnz =  [ ] 







+=

46

2
sin

ππ
nnx  [ ] 








+= nnx

6

2
cos1

π  

… 

k 

k 

… … 



 ٢١٥

] سريه فوريه ضرائب) الف( ]nxرا بيابيد .  

]ضرائب سري فوريه ) ب( ]nyرا بيابيد .  

و خاصيت ضرب سري فوريه گسسته در زمـان، ضـرائب   ) ب(و ) الف(با استفادهاز نتايج بندهاي    ) ج(

]سري فوريه  ] [ ] [ ]nynxnz   . را بيابيد=

]وريهمستقيماً ضرائب سري ف) د( ]nz مقايسه كنيد) ج(را حساب كرده، نتيجه را با بند.  

  :حل
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]كه نشان مي دهد كه ضرايب غير صفر سري فوري ]nzبرابر است با :  

( )













==

==

=

−
∗
−

−
∗
−

4
22

4
11

4
1

2
1

4
cos

2
1

π

π

π

j

j

ecc

ecc

c
�

 

  :   داريم) ج(

[ ]

( )







+







++








+=

















++








+=

4
sin

46

4
sin

2
1

46

2

6

2
cos

46

2
sin

46

2
sin

πππππ

πππππ

nnin

nnz

 

]كه بيان مي كند، ضرايب غير صفر سري فوريه ]nzبرابراست با  :  
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   فرض كنيد )3,31
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  همچنين فرض كنيد كه.  استkaو ضرائب سري فوريه  N=10يك سيگنال متناوب با 

[ ] [ ] [ ]1−−= nxnxng  

]نشان دهيد كه زمان تناوب پايه ) الف( ]ng ست ا10 برابر.  

]ضرائب سري فوريه) ب( ]ngرا بيابيد .  

]با استفاده از ضرائب سري فوريه       ) ج( ]ng        2-3 خاصيت تفاضـل اول جـدول،ka     را بـراي �≠k 

  .تعيين كنيد

  :حل

]) الف ( ]ng    در شكل S3,31    بديهي است كه دوره تناوب پايه       .  نشان داده شده است[ ]ng   10 برابر 
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  )53,31(شكل 
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]بدليل اينكه ) ج( ] [ ] [ ]1−−= nxnxng . ضايب سري فوريهka و kb  بايستي توسط فرمولي بهـم  
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]سيگنال) 3,32 ]nx    4براي اين سيگنال متناوب     .  را در نظر بگيريد    32-3 شكل م=N      و مـي تـوان 

  .آن را به صورت سري فوريه گسسته در زمان زير بيان كنيد
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  32-3شكل م 

) 1-32-3م  (همانطور كه در درس گفته شد يك روش تعيين ضرائب سري فوريه اين است كه معادله                 

 با مجهولهاي n=3,2,1به ازاي (را هار معادله چهار مجهولي 
�

aaa ,,   .فرض كنيم) 23

صورت صريح بنويسيد و آنها را به روش حل دستگاههاي معادلات حـل             اين چهار معادله را به      ) الف(

  .)ابتدا نماييهاي مختلط را ساده كنيد. (كنيد

  .، با استفادها ز معادله تجزيه سري فوريه امتحان كنيدkaجواب خود را با محاسبه مستقيم) ب(
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  :پس از حل معادلات توسط روش هاي ماتريسي مثل كرامر بدست مي آوريم

4

1
,1,

4

1
,

2
1

321

j
aa

j
aa

−
−=−=

+
−==

�
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≥≥3براي ) الف(اين مشابه پاسخ ما در قسمت  kمي باشد� .  
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) پيوسته در زمان با ورودي LTI يك سيستم )3,33 )txبا معادله ديفرانسيل زير توصيف شده است .  

( ) ( ) ( )txtyty
dt

d
=+ 4  

)نمايش سري فوريه خروجي )tyرا به ازاي وروديهاي زير بيابيد .  

)) الف( ) ttx π2cos=  

))  ب( ) ( )4/6cos4sin πππ ++= ttx  

  :حل

)فرض كنيد ورودي    .  ابتدا پاسخ فركاسني سيستم را بدست خواهيم آورد        )tx  به صورت tj
e

ω  باشـد  .

ــش   ــث بخ ــه بح ــه ب ــا توج ــورت   3,9,2ب ــه ص ــستي ب ــن ورودي باي ــه اي ــخ ب ــت پاس ــوان گف ــي ت  م

( ) ( ) tjejHty ωω=بنابراين، با جايگذاري در معادله ديفرانسيل داده شده؛ داريم.  باشد:  

( ) tjtjtj eeejjH ωωωωω =+ 4  
      : بنابراين

( )
4
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+
=

ω
ω

j
jH  

)مي دانيم كه زمانيكه ورودي) 3,124(له از معاد )txباشد :  

( ) ( ) tjk

k

k ejkHaty �
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ωω∑
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 ٢١٩

( )tx      ضرايب سـري فوريـه اي ka     و فركـانس پايـه ي
�

ω         و ضـرايب غيـر صـفر فوريـه عبارتنـد از  :

2
1

11 == −aaاين؛ ضرايب غير صفر سري فوريهبنابر( )ty برابر است با ( )
�

ωjkHak.  

πωدر اين مـسأله،     ) الف( 2=
�

: و ضـرايب غيـر صـفر سـري فوريـه عبارتنـد از       
2

1
11 == −aa 

)بنابراين؛ ضرايب غير صفر سري فوريه  )tyبر است با برا:  

( )
( )

( )
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,
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πωدر اينجا نيز) ب( 2=
�

  :   و ضرايب سري فوريه غير صفر عبارتند از

jaa
2

1
22 == ∗

−  

4
33

2

1 πj

eaa == ∗
−  

) برايFSبدين ترتيب، ضريب غير صفر  )tyبرابر است با :  
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  : با پاسخ ضربه زير در نظر بگيريدLTI يك سيستم )3,34

( ) t
eth

4−
=  

)نمايش سري فوريه خروجي )tyرا به ازاي وروديهاي زير در نظر بگيريد .  



 ٢٢٠

)      )الف( ) ( )∑
+∞

−∞=

−=
n

nttx δ  

]      )ب( ] ( ) ( )ntnx

n

n

−−= ∑
+∞

−∞=

δ1  

)      ) ج( )tx 34-3 شكل م  

  

  

  

  

  

  

  

  :حل

  : پاسخ فركانسي سيستم به صورت زير بدست مي آيد

( ) ( )
ωω

ωω
jj

dteejH
tjt

−
+

+
== ∫

∞

∞−

−−

4

1

4

14  

πω و   T=1در اينجا   ) الف( 2=
�

ضـرايب سـري فوريـه      . ka=1 هـا    k بـه ازاي تمـامي       ka و   

  :خروجي برابراست با

( )
n

kk
jkkj

jkHab
24
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−
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+
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π
ω
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πωدر اينجا ) ب( =
�

 و      T=1 و 




=
k

k
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فرد

زوج

1

�
  

  : بنابراين، ضرايب سري فوريه خروجي برابراست با
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πω  و   T=1) ج( 2=
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   و      
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  :بنابراين، ضرايب سري فوريه خروجي عبارتند از
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  : با پاسخ فركانسي زير در نظر بگيريدLTIيك سيستم  )3,35

[ ]
250

,

,1 ≥





=
ω

ω
�

jH  

  

)ورودي اين سيستم سيگنال    )tx     7 داراي تناوب پايه/π=T    و ضرائب سري فوريه ka    است، و بـه

)ازاي اين ورودي  ) ( )txty   ?ka=� مطمئناً k ، به ازاي چه مقاديري از =

  :حل

)مي دانيم، ضرايب سري فوريه     )ty    برابراست با ( ) kk ajkHb
�

ω=كه 
�

ω   فركـانس پايـه ي( )tx 

) ضرايب سري فوريهkaو  )txمي باشد .  

)حــال اگــر  )tyبــا ( )tx    برابــر باشــد، بــراي تمــامي k ،هــاkk ba توجــه كنيــد بــه ازاء   . =

( ) 250≥= ωω �jH     18 و مي دانيم كه براي≥k ( ) �
�

=ωjkH)  14زيرا=
�

ω . بنابراين به

  .  بايستي صفر گرددk،ka≤18ازاء 

................................................................................................................................................................. 

] عليّ گسسته در زمان، با ورودي  LTI يك سيستم    )3,36 ]nx و خروجي [ ]ny    بـا معادلـه تفاضـلي 

  .زير توصيف شده است

  درغير ين صورت



 ٢٢٢

[ ] [ ] [ ]nxnyny =−− 1
4

1
 

]ضرائب نمايش سري فوريه خروجي ]nyروديهاي زير را بيابيد به ازاي و.  

[ ]
n

nh 







=

2

1
 

]نمايش سري فوريه خروجي ]nyرا به ازاي وروديهاي زير بيابيد .  

])   الف( ] 







= nnx

4

3
sin

π   

])    ب( ] 







+







= nnnx

2
cos2

4
cos

ππ  

  :حل

]يك ورودي.  ابتدا بايستي پاسخ فركانسي سيستم را بدست آوريم     ]nxبه صورت nj
e

ω  فـرض كنيـد  .

ــسمت   ــده در ق ــام ش ــث انج ــا    3,9از بح ــت ب ــر اس ــذكور براب ــه ورودي م ــخ ب ــه پاس ــيم ك ــي دان ، م

[ ] ( ) njj eeHny ωω= .بدين ترتيب با جايگاري در معادله ي ديفرانسيل داده شده، خواهيم داشت:  

( ) ( )

( )
ω

ωωωωωω

ω
j

njjnjjnjj

e

jH

eeHeeeeH
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  :مي توان نوشت) 3,131(ه از معادل

[ ] ( )
∑
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=

Nk

n
N
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N
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k eeHany
ππ 22

  

]كه ورودي برابر  ]nxفركانس پايه ي.  مي باشد[ ]nx برابر 
N

π
ω

2
=

�
 و ضرايب سري فوريه 

[ ]nx ،kaي فوريهبنابراين ضرايب سر.  مي باشد[ ]nyبرابر است با   :






 






N
jk

k eHa
π2

.  

] ضرايب غير صفر سري فوريـه      N=4ازاينجا  ) الف( ]nx  ،
j

aa
2

1
33 == ∗

بنـابراين  .  مـي باشـد  −

]ضرايب غير صفر سري فوريه ]nyبا  برابر است :  
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] و ضــراي غيــر صــفر ســري فوريــه N=8اينجــا ) ب( ]nx برابــر اســت بــا 

2
1

11 == −aa و 

122 == −aa بدين ترتيب، ضرايب غيرصفر سري فوريه ،( )tyعبارتست از :  
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  . گسسته در زمان با پاسخ ضربه زير در نظر بگيريدLTI  يك سيستم )1,37

[ ]
n

nh 
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2

1
 

]نمايش سري فوريه خروجي  ]nxرا به ازاي وروديهاي زير بيابيد .  

])    الف( ] ( )∑
+∞

−∞=

−=
k

knnx 4δ  

])   ب( ]nx 6 متناوب با=N و   

[ ]
3,2

1,

,

,1

±±=

±=





=
n

n
nx

�
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  : حل



 ٢٢٤

  :زير بدست مي آيدانسي سيستم به راحتي به صورت ك پاسخ فر

( )
ωω

ω

jj

j

ee
eh

−− −
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−
=

21

1

2
11

1  

]ضرايب سري فوريه ) الف( ]nxبرابراست با :  

kallforak ,
4

1=  

] و ضرايب سري فوريه N=4همچنين  ]ny:  
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eHab  

]در اين مورد، ضراب سري فوريه ) ب( ]nx:  

( )( ) kallforkak 3
cos21

6
1 π+=  

] بنابراين ضراب سري فوريه N=6و نيز  ]nyبرابر است با :  

( ) ( )( )
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eHab
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π π  
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   با پاسخ ضربه زيرLTIيك سيستم  )3,38
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−= n
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  داراي ورودي زيرست

[ ] [ ]∑
∞

−∞=

−=
k

knnx 4δ  

]ضرائب سري فوريه خروجي ]nyرا بيابيد .  

  :حل

  :ورت زير محاسبه مي شود پاسخ فركانسي سيستم به ص

 درغير اين صورت



 ٢٢٥

( ) ωωωωω jjjjj eeeeeH 22 1 −− +++−−=  

]براي  ]nx ،4=N و 
2

πω =
�

] براي ورودي FSضرايب .  ]nxبرابر است با :  

nallforak 4
1=  

  : براي خروجي عبارتست ازFSو ضرايب 

( ) 







+−=
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221

4
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ππ
ω

jkjk
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kk eeeHab �  

................................................................................................................................................................. 

   عبارت است ازs گسسته در زمان LTIپاسخ فركانسي سيستم  )3,39

( )
πω

π
πω

ω
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≤





=

8
,

,1
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j
eH  

]نشان دهيد كه اگر ورودي     ]nx       3 اين سيستم داراي تنـاوب=N    باشـد، خروجـي [ ]ny   تنهـا يـك 

  .ضريب سري فوريه غيرصفر دارد

  :حل

  : برابر است باkb باشد، ضرايب سري فوريه خروجي ka وروديFS فرض كنيم ضرايب 

( )�ωjk

kk eHab =  

كه  
3

2πω =
�

≥≥2 توجه داشته باشيد كه در بازه         k�    2,1، بـراي=k  ،( )=�ωjk
eH  بنـابراين

تنها 
�

b ضريب غير صفر سري فوريه [ ]ny 2 در بازه ي≤≤ kمي باشد� .  

................................................................................................................................................................. 

3,40 (( )tx   ال متناوب با تناوب پايه       را يك سيگنT    و ضرائب سري فوريه ka   ضـرائب  . فـرض كنيـد

  . بيان كنيدkaسري فوريه سيگنالهاي زير را بر حسب

)) الف( ) ( )
��

ttxttx ++−   

)) ب( ){ }txε  

)) ج( )[ ]txeℜ  

) د(
( )
2

2

dt

txd
  

)) هـ( )13 −t]  براي اين حالت ابتدا دوره تناوب( )13 −tرا بيابيد [.  



 ٢٢٦

  : حل

)ضرايب سري فوريه ka كنيم ضفر )ta ،باشد   

)) الف( )
�

ttx ) بـراي    kbي فوريـه ي     ضراي سـر  . ، متناوب است  T  نيز با پريود      − )
�

ttx  برابـر   −

  :است با
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)به طور مشابه، ضراي سري فوريه )
�

ttx   : عبارتست از+
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k

t
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k aec
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=  
)و در نهايت ضراب سري فوريه  ) ( )

��
ttxttx   : برابر است با−++
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)توجه كنيد ) ب( ){ } ( ) ( ){ }txtxtxr −+=
2

1ε . ضرايبFS براي ( )tx   : عبارتست از−
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)بنابراين ضرايب براي  ){ }txrεبرابر است با :  
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kaaba
c kkk
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)توجه داشته باشيد كه ) ج( ){ } ( ) ( )
2

Re
txtx

tx
) براي FS، ضرايب =+∗ )tx∗برابراست با :  
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  :اگر از دو طرف معادله مزدوج بگيريم، داريم
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)بنابراين، ضرايب سري فوريه  ){ }txReبرابر است با :  
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  : وريه معادله داريماز تركيب سري ف) د(
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  : ديفرانسيل بگيريم، خواهيم داشتtاگر از دو طرف معادله برحسب 

( ) ( )kt
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k
dt

txd ππ 2
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2 4
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با بازرسي و دقت در معادله فوق خواهيم ديد كه ضرايب سري فوريه 
( )
2

2

dt

txd
 عبارتند از

2

24

T
k

π
.  

)د  پريو) هـ( )tx )، يك سوم برابر   3 )tx  بنابراين سيگنال   .  مي باشد( )13 −tx   با پريـود 
3

T   متنـاوب 

  .است

)ضرايب سري فوريه     )tx ، مي دانيم كـه     )الف(يل قسمت   با استفاده از تحل   . مي باشد kaنيز همچنان . 3

)ضرايب سري فريه  )13 −tx، ( )
T

jk

k ea
π6−مي باشد .  

................................................................................................................................................................. 

 و ضـرائب سـري فوريـه        3اطلاعات زير در مورد يك سيگنال پيوسته در زمان، با دوره تنـاوب              ) 3,41

kaاست.  

1 .2+= kk aa  
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2 .kk aa −=  

3 .( )∫− =
5/0

5/0
1dttx  

4 .( )∫ =
5/1

5/0
2dttx  

( )txيابيد را ب.  

  :حل

kkچون aa )، بايد =− ) ( )txtx =+2 همچنين توجه كنيد كه =− kk aaپس بايد ، :  

( ) ( ) ( )tj
etxtx 3

4π−
= . 

=+2همچنين توجه كنيد كه  kk aaپس بايد ، :  

( ) ( ) ( )tj
etxtx 3

4π−
=  

)كه بيان مي كند، )tx 5.4,3,5.1,... براي, ±±= �tمقدار غير صفر دارد .  

)چون   )∫− =
5.0

5.0
1dttx 5.05.0، مي توان نتيجه گرفت كه براي ≤≤ t ،( ) ( )ttx δ=   

)همچنــين چــون؛   )∫ =
5.1

5.0
2dttx     مــي تــوان نتيجــه گرفــت كــه در بــازه ي ،

2
35.0 ≤≤ t ،

( ) ( )
2

32 −= ttx δبنابراين ( )txرا مي توانيم به صورت زير بنويسيم :  

( ) ( ) ( )∑ ∑
+∞

∞−

+∞

∞−

−−+−=
2

3323 ktkttx δδ  

................................................................................................................................................................. 

3,42 (( )tx يك سيگنال حقيقي با ددوره تناوب پايه Tو ضرائب سري فوريه kaاست .  
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∗نشان دهيد كه ) الف(
−= kk aaو 

�
aحقيقي است .  

)نشان دهيد كه در صورت زوج بودن) ب( )txضرائب سري فوريه آن نيز بايد حقيقي و زوج باشند ،.  

)نشان دهيد كه در صورت فرد بودن        ) ج( )tx           ضرئب سري فوريه آن بايـد موهـومي خـالص و فـرد ،

�باشند، و 
�

=a.  

)نشان دهيد كه ضرائب سري فوريه بخش زوج ) د( )tx عبارت اند از [ ]kaeℜ  

)نشان دهيد كه ضرائب سري فوريه بخش فرد ) هـ( )tx عبارت اند از [ ]kajg  

  : حل

) براي FSمي دانيم   ) 3,1و جدول    (3,40از مسأله   ) الف( )tx∗   برابر ∗
ka  حال مي دانيم كـه     . مي باشد

( )tx  در اين صورت    .  حقيقي است( ) ( )txtx =∗بنابراين  . =∗ kk aa       توجه كنيد كـه ايـن بيـان مـي 

=∗كند كه
��

aaبنابراين ،
�

aحقيقي باشد .  

). FSمي دانيم كه ضرايب     ) 3,1جدول   (3,40از مسأله   ) ب( )tx )اگـر .  مـي باشـد  −ka برابر   − )tx 

)زوج باشد در اين صورت،  ) ( )txtx    كه بيان مي دارد؛=−

)S.3,42,1(   kk aa −=  

)از قسمت قبلي، مي دانيم كـه اگـر     . ند زوج هست  FSرابطه فوق بيان مي كند كه ضرايب         )tx  حقيقـي 

  :باشد

)S3-42-2    (∗
−= kk aa  

=∗مي دانيم كه  ) S3-42-2(و  ) S3-42-1(با استفاده معادله     kk aa بنابراين ،ka    براي تمام k   حقيقـي 

  . زوج و حقيقي استkaجه گرفت كهاست بهرحال، مي توان نتي



 ٢٣٠

) برايFSمي دانيم كه ضريب   ) 3,1و جدول    (3,40از مسأله   ) ج( )tx اگـر  .  مـي باشـد  −ka برابـر  −

( )tx       فرد باشد، در اين صورت ( ) ( )txtx kkي دارد كـه   كه اين بيان م ـ =−− aa −−=) .53-42-

3(  

)از قسمت قبلي، مـي دانـيم كـه اگـر          .  فرد هستند  FSكه بيان مي كند، ضرايب       )tx      حقيقـي باشـد در 

  :اينصورت

)S3-42-4 (    ∗
−= kk aa  

ــيم كــه)S3,42-4(و ) S3,42-3(بــا اســتفاده از معادلــه  =∗، مــي دان kk aa . ــابراين  در تمــام ∝kبن

∞<<∞− k   به هر حال، مي توانيم نتيجه بگيريم كه       .  موهومي مي باشدka    با .  زوج و حقيقي است

aaبايستي) S3,42-3(توجه معادله  −=
�

� و اين يعني 
�

=a.  

)توجه كندي كه    ) د( ) ( ){ } 2/txtxr −+ε      با استفاده از معادله )S3,43-2 (   مي توان نوشـت ضـريب

FS براي { } { }kkk aaa Re2/ =+   . مي باشد∗

)توجه كنيد كه  ) هـ( ){ } ( ) ( ){ }
2

txtxtxod  بـراي  FSاز قسمت قبلي مي دانيم كه ضـريب  . =−−

( ){ }txod   برابر با{ }kk aa −−
2

مـي تـوان نوشـت    ) S3,43-2(با اسـتفاده از معادلـه   .  خواهد بود 1

) برايFSضريب  ){ }txod برابر با { } ( )∗−= kkkm aaaIj
2

  . خواهد بود1

( ) ∑=
Oddk

t
jk

k eatx
2

 

................................................................................................................................................................. 

)سيگنال متناوب پيوسته در زمان) الف( )3,43 )tx با دوره تناوب ،T   را فرد ـ هماهنگ مي ناميم، اگـر 

  در نمايش سري فوريه آن

)    )1-43-3م ( ) ( )∑
+∞

−∞=

=
k

tTjk

k eatx
/2π  
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  .ka=� داشته باشيم kبه ازاي مقادير صحيح زوج 

)i ( نشاندهيد كه اگر( )tx را برآورده كند، فرد ـ هماهنگ است) 2-43-3م ( معادله.  

)) ب( )tx وي كه  در نظر بگيريد به نح2 را يك سيگنال متناوب فرد ـ هماهنگ، با دوره تناوب  

>>1در  t� ،( ) ttx =  

( )txرا رسم كنيد و ضرايب سري فوريه آن را بيابيد .  

-43-3م (به همين قياس تابع زوج ـ هماهگ را مي توان تابعي تعريف كرد كه در نمايش معادله   ) ج(

 باشد؟  Tآيا دوره تناوب پايه چنين تابعي مي تواند         . ka=� داشته باشيم    kآن، بهازاي مقادير فرد     ) 1

  .در مورد جواب خود توضيح دهيد

) مي تواند دوره تناوب پايـه        Tنشان دهيد، به شرطي     ) د( )tx    باشـد كـه داشـته      ) 1-43-3م  ( معادلـه

  .باشيم

1 .1a 1 يا−aغير صفر باشد .  

  يا 

 هر دو غير صـفر  1a وkaبدون عامل مشترك داشته باشيم كه به ازاي آنها  l و kدو عدد صحيح . 2

  . باشند

  :حل

  : داريم) i) (الف (

( ) ∑=+
Oddk

jkt
jk

k eeaTtx π
2

2
 



 ٢٣٢

πjk=−1چون 
e براي kهاي فرد .  

( ) ( )txTtx −=+
2

 

)ii (ضرايب سري فوريه( )txبرابر است با :  

( ) ( )

( ) ( )[ ]∫

∫

−−

−−

++=

+=

2

2

2

1

2

11

T
tjkjk

T
tjktjk

k

dteettxtx
T

dtetx
T

dtetx
T

a

�

�

�

��

ωπ

ωω

 

) صفر است اگر Kتوجه كنيد كه طرف راست معادله بالا براي مقاديري از  ) ( )
2

Txtx +−=  

  . نشان داده شده اندS3,43تابع در شكل ) ب(

πω  و T=2توجه كنيد كه  =
�

  :، بنابراين









+
=

k
kjk

k

ak
فرد

زوج

22

21

ππ

�

 

)بــراي ســيگنالها هارمونيــك، مــي تـوانيم دليــل قــسمت .  خيـر ) ج( )ja  بــراي نــشان دادن اينكــه −

( ) ( )
2

Ttxtx در اين مورد، پريود اصلي . م را دنبال كني=+
2

Tمي باشد .  

  

  

  

  

( )tx 

-١ 

-١ 

١ 

٢ ١ 

٣ t 
... 
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  S3,43شكل 

  

  . صفر نباشدa−1 يا1aاگر ) د(

( )

( )

( )
( ) ...

2

1

2

1

...
2

...

++±

±

±

±

=+

++±

+=

�

�

�

tt
T

j

T
tj

eattx

tt
T

j

eatx

π

π

π
 

كمترين مقدار 
�

t) بجز�=tبراي 
�t

T
j

e

π2
±

  .برابر است كه پريوديك اساسي مي باشد) 

)تنها دراين صورت است كه  ) ( )txeattx T
jt

=+=+
±

± ...
2

1

π

�
  

بنابراين بايستي 
�

tتناوب اصلي باشد .  

)دوره تناوب ) 2( )tx م تناوب . م.  ك( )t
T

jk
e

π2

و
�








T
jt

e

π2

)ريود  پ.  مي باشد   )
T

jk
e

π2

 برابر اسـت بـا      

k
Tو پريود 

t
T

j

e







 π2
�

 برابر است با
�

Tبدليل اينكه k,�      م. ضرايب مشتركي ندارنـد، ك .

 .م
k

T  و 
�

Tاز از  عبارتست T.  

1122 مجهول عبارتند از   FSتنها ضرايب   ) 3( ,,, aaaa ) به دليل اينكه   −− )tx  حقيقي است .∗
−= 11 aa 

∗و 
−= 22 aa . 1چونa،11  حقيقي است −= aa .حال( )txبه صورت زير مي باشد .  

( ) ( ) ( )θωω ++= tAtAtx
��

2coscos 21  

  :كه، كه از آن خواهيم داشت
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( ) ( ) ( )
����

ωθωωω 62cos3cos3 21 −++−=− tAtAtx  

)حال اگر، ) ( )3−−= txtx،در اينصورت ،
�

ω3 و
�

ω6هر دو بايد ضرايب فردي از πباشند .  

==� اين غيرممكن است، بنابراينبديهي است كه −22 aa و   

( ) ( )tAtx
�

ωcos1=  

  :، داريم5حال با استفاده از رابطه بارسئوال در راهنماي

2
11

22

1

2
=−+=∑

∞

−∞=k

k aaa  

بنابراين
2

1
1 =a . 1چونaمثبت است، داريم  :

2
1

11 == −aa،بنابراين ( ) ( )
3

cos ttx π=   

................................................................................................................................................................. 

3,45( ( )tx3( نمايش سري فوريه سينوسي ـ كسينوسي معادلـه    را يك سيگنال حقيقي و متناوب با-

  فرض كنيد، يعني) 32

)    )1-45-3م ( ) [ ]∑
∞

=

−+=
1

sincos2
k

kk tkCtkBatx
���

ωω  

)نمايش سري فوريه نمايي بخشهاي زوج و فرد         ) الف( )tx   يعني ضـرايب  .  را تعيين كنيدka  ،kβ  را 

  بيابيد به نحوي كه داشته باشيم) 1-45-3م (ب معادله بر حسب ضرائ

( ){ }

( ){ } ∑

∑
∞+

−∞=

+∞

−∞=

=

=

k

tjk

k

k

tjk

k

o

o

etxOd

eatxEv

ω

ω

β

 

  .  را نيز بيابيدk−β وkβرابطه . را بيابيد) الف( بند −ka وkaرابطه) ب(



 ٢٣٥

  

  

  

  

  

  

  

  45-3شكل 

)يگنالهاي فرض كنيد س) ج( )tx و ( )tz داراي نمـايش سـري سينوسـي ـ كـسينوسي      45-3 شكل م 

  .زيرند

( )

( ) ∑

∑
∞

=

+∞

=

















−







+=

















−







+=

1

1

3

2
sin

3

2
cos2

3

2
sin

2

2
cos2

k

kk

k

kk

kt
F

kt
Edtz

kt
C

kt
Batx

ππ

ππ

�

�

 

  .سيگنال زير را رسم كنيد

( ) ( ) ∑
+∞

= 















+













+++=

1 3

2
sin

3

2
cos

2

1
24

k

kkk

kt
F

kt
EBdaty

ππ
��

 

  :حل

) برايFS با دقت بيشتر، نتيجه مي گيريم كه ضرايب  )tx برابر است با:  

t 
٥- ٣- ٢- ٠ ١ ٣ ٤ ٦ ٧ ٩ 

-١- ٤- ٣- ٦ 

-٢ 

٥ ٤ ٥ ٤ ٣ ٢ ١ 

٢ 

( )tz 



 ٢٣٦









<

>

=

=℘

−

+

�

�

�
�

kB

kB

ka

jckk

jckkk

,

,

,

 

) مي دانيم كه اگر3,42از مسأله ) الف( )txضراي .  حقيقي باشدFSبراي ( ){ }txvεبرابر است با :  

{ }k℘Reبنابراين ،                         :
kk Ba       و      =

��
aa =  

) مي دانيم كه اگر3,42از مسأله  )tx حقيقي باشد، ضرايب FSبراي ( ){ }txodبرابر است با :  

{ }kj ℘Imبنابراين     :
�

�
�

�
<

>





−
==

k

k

jck

jck
kββ ,  

kkkk) ب( −− =∝∝−= ,ββ  

): سيگنال برابر است باس) ج( ) ( ){ } ( ){ } ( ){ }txodtxvtxvty −++= εε
2

11.  

  . نمايش داده شده استS3-45اين در شكل 

  

  

  

  S3,45شكل 

 در اين مسئله دو خاصيت مهم سري فوريه پيوسته در زمان، يعني خاصيت مدولاسيون و قـضيه      ) 3,46

)فرض كنيد سيگنالهاي    . پارسوال، را به دست مي آوريم      )tx   و ( )ty       دو سيگنال متنـاوب پيوسـته در 

زمان، با دوره تناوب مشترك 
�

Tهستند، نمايش سري فوريه اين دو سيگنال عبارت است از   

2
7 

2
7 

٢h 

-٤ ٣ ٢ ١ ٠ ١ t 

... ... 
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)      )1-46-3م ( ) ( )∑ ∑
+∞

−∞=

+∞

−∞=

==
k k

tjk

k

tjk

k
oo ectyeatx

ωω
,  

  .از كانولوشن گسسته زير به دست مي آيد

∑
+∞

−∞=
−=

n

nknk bac  

)ايب سـري فوريـه سـيگنالهاي        ضـر ) الـف (به كمك نتيجه بند     ) ب( )tx1  ،( )tx3     را  46-3 شـكل م 

  .بيابيد

)فرض كنيد   ) ج( )ty   برابر  ) 46-3م  ( معادله( )tx∗ است  .kb   را بر حـسب   ) 1-46-3م  ( معادلهka 

  .بيان كنيد

  

  

  

  

  

  

)كه  )tz است) و (22-3 مطابق شكل م.  

  

  

 )الف(

tπ20cos 

( )tx1 

( )tx2 

٣ ٢ t -٤- ٣- ١ 

( ) ttz π20cos 
)ه ك )tz است) و (22-3 مطابق شكل م. 
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  3-46شكل م 

  .قضيه پارسئوال براي سيگنالهاي متناوب، يعني رابطه زير، را ثابت كنيد) الف(و با استفاده از نتيجه بند 

( )∫ ∑
+∞

−∞=

=
�

�
�

T

k

kadttx
T

221
 

  :حل

)ضرايب سري فوريه )tzبرابر است با :  

 )ب(

te
t π20cos

−
 

( )tx3 

 )ج(



 ٢٣٩

( )

( )( )

∑

∑∑

∫ ∑∑

−

−+

=

+−=

∝=

n

nkn

n

T
n

tjktnj

nk

ba

nkba
T

dteeb
T

c

�
�

�

�
��

δ

ωω

1

1 1

 

,3در اينجا) i) (ب(
3

2
==
��

T
π

ω .بنابراين:  

( ) ( )
3

32

30
sin2

30
2

1
30

2
1

π

π

δδ
k

kj

kkck








∗





++−=  

  :با ساده سازي خواهيم داشت

( )

( )
3

2203

3

2
30sin

π

π

−







−

=
k

k

ck  

 و

3
1

30 =±c  

)ii (( )tx2كنيم را به صورت زير مي توانيم بيان :  

( )tπ20cos× مجموعوع دو موج مربعي شيفت يافته  ( ) =tx2  

=3در اينجا 
�

T   و 
3

2π
ω =
�

   بنابراين 
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( )( )
( )

( )

( ) ( ){ }
( )

3
230

3
230sin

3
1

3
230

3

2
30sin

3
1 3

2
30

3
230

π

π

π

π
π

π

+

+
+

−









−

=
+−−−

k

k
e

k

k

ec
kjkj

k  

( ) ( ){ }
( )

( )( ) ( ){ }
( )

3
230

3
30sin

3
1

3

2
80

3
30sin

3
1 3

30
3

30

π

π

π

π
ππ

+

+
+

−

−
+

+−−−

k

k
e

k

k
e

kjkj  

)iii ( 4اينجا=
�

Tو 
2

πω =
�

  : بنابراين

( ) ( )[ ] [ { }
( )[ ]2

1

12

cossin
40

2
140

2
1

�

���

ω

ωωω
δδ

k

kkekj
kkck

+

−+
+++−=

−

 

  پس از پياده سازي

[ ] ( ) ( ){ }

( ){ }

[ ] ( ) ( ){ }

( ){ }

1

2

1

2

40 sin 40 cos 40

4 1 40

40 sin 40 cos 40

4 1 40

k

j k e k k
c

k

j k e k k

k

ω ω ω

ω

ω ω ω

ω

−

−

− + − − −
=

 − + −
 

+ + + − + +
 + +
 

� � �

�

� � �

�

 

∗ بخاطر داريم كه   3,42از مسأله   ) پ(
−= kk ab    مي دانيم كه ضرايب سري فوريـه ي        ) الف( از قسمت

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2
txtxtxtytxtz ===   : به صورت زير خواهد بود∗

∑ ∑
∞

−∞=

∞

−∞=
+− ==

n n

knnknnk aabac  

  : از معادله آناليز سري فوريه، درايم
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( )

∑

∫
∞

−∞=

∗
+







 −−

=

=

n

knn

T kt
T

j

k

aa

dtetx
T

c
�

�

�
σ

π2
21

 

  :  خواهيم داشتk=�با قرار دادن 

( ) ∑∫
∞

−∞=n

nT

T

adttx
T

221 �

�
�

 

................................................................................................................................................................. 

  .ريديسيگنال زير را در نظر بگ) 3,47

( ) ttx π2cos=  

)چون   )tx        است، با دوره تناوب      1 متناوب، و دوره تناوب پايه آن N     كـه   نيـز متنـاوب اسـتN  مـي 

)ضرائب سري فوريـه   . تواند هر عدد صحيح دلخواهي باشد      )tx         را بـا فـرض ايـن كـه ( )tx    بـا دوره 

  . متناوب است، بيابيد3تناوب 

  : حل

)فرض كنيـد   )tx          ضـرايب غيرصـفر     . باشـد ) 1( سـيگنالي متنـاوب بـا پريـودFS  بـراي ( )tx   شـامل 

2
1

11 == −aa  اگر فرض كنيم  حال  .  خواهند بود( )tx    در اينـصورت   . متنـاوب باشـد   ) 3(، با پريود

)ضرايب غير صفر )txعبارتند از :  

2
1

33 =− −bb  

................................................................................................................................................................. 
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3,55( [ ]nx   نال متناوب حقيقي با دوره تناوب        را يك سيگN   و ضرائب فوريه ka  در اين  .  فرض كنيد

  . را به دست مي آوريم2-3مسئله خاصيت تغيير مقياس زماني جدول 
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)نشان دهيد كه دوره تناوب ) الف( )[ ]nx m برابر mNست ا.  
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]در نتيجه ]nxبا دوره تناوب mNپريوديك است ،.  

. عملگر اسكيل در حوزه زمان كه در اين مسئله بحـث شـده اسـت، عملگـري خطـي مـي باشـد                      ) ب(
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  :كه به صورت زير قابل بازنويسي مي باشد
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] زماني روي–حال، توجه كنيد كه با بكارگيري اسكيل  ]nxخواهيم داشت :  
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   در سري بالاغير صفر است؛ پس� امين مقدار−mمي دانيم كه تنها

 ساير نقاط

 ساير نقاط
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3,56 ([ ]nx را يك سيگنال متناوب بادوره تاوب N و ضرائب فوريه kaفرض كنيد  .  

]ضرائب سري فوريه) الف( ] 2
nx يعني ،kbرا برحسب ،kaنيز حتماً حقيقي اند؟   

  : حل
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  فرض كنيد) 3,57
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  نشان دهيد كه. سيگنالهاي متناوب اند
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  ن دهيد كهرا تعميم دهيد، يعني نشا) الف(نتيجه بند ) ب(
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]نمايش سري فوريه سيگنالهاي زير را پيدا كنيد،) ب(با استفاده از نتيجه بند    ) ج( ]nx  مطابق و معادلـه 
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[ ]ny است12 داراي دوره تناوب .  

  نشان دهيد كه) ب(با استفاده از نتيجه بند ) و(
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��با جايگذاري +=′ kخواهيم داشت :  
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3,58 ([ ]nx و [ ]ny را سيگنالهاي متناوبي با دوره تناوب Nبگيريد و فرض كنيد .  
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  . نمايش سري فوريه كانولوشن متناوب اين دو سيگنال را بيابيد.  هستند8دو سيگنال با دوره تناوب 
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]) الف( )3,59 ]nx     با دوره تناوب N   نشاندهيدكه ضرائب سري فوريه سيگنال متنـاوب     . است متناوب
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  :توجه كنيد كه حد سري فوق مي تواند بر حسب حدود انتگرال عوض شود بنابراين داريم
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] پيوسـته سـيگنال    FSكت در طرف راسـت معادلـه فـوق ضـرايب            توجه شود كه جمله داخل برا      ]nx 

  .است

  . متناوب باشدN نيز بايستي با دوره ي تناوب ka متناوب است،Nچون، اين با تناوب 

)اگر ضرايب سري فوريه) ب( )tx با پريود Nمتناوب باشد، در اينصورت   
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]زوج سيگنالهاي    )3,60 ]nx و [ ]ny      بـه ازاي هـر زوج تعيـين كنيـد كـه آيـا        .  زير را در نظر بگيريـد

] گسسته در زماني وجـود دارد كـه   LTIسيستم   ]ny   خروجـي متنـاظر بـا ورودي [ ]nx در .  آن باشـد

يعني آيا سيستم ديگري با مشخصه فوق وجود      (صورت وجود چنين سيستمي، آيا اين سيستم يكتاست         

اگـر بـراي يـك      .  داراي رفتار مطلوب را پيدا كنيـد       LTI؟ براي هر مورد پاسخ فركانسي سيستم        )ندراد

]زوج  ]nxو [ ]ny سيستم LTIوجود ندارد، علت آن را توضيح دهيد .  
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١٢- ٢٤ ١٢ ٠  

... ... 
١ 

[ ]ny1 

... ... 

... ... 

[ ]ny2 
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پاسخ فركانس اين سيستم    . ي بدست آوريم   اي رايانه رابط ورودي، خروج     LTIمي توانيم سيستم    ) ب(

)به صورت  )( ) ( ) ( )ωωω jjj
eHee =−− −

4
11

2
  .، سيستم منحصر به فرد نمي باشد11

پاسـخ فركانـسي    .  اي را با رابطه رابطه ورودي و خروجي بدسـت آوريـم            LTIمي توانيم سيستم    ) ج(

)سيستم به صورت  ) ( )( ) ( )ωωω jj
eeiH

4
11

2
11 −−=   .، سيستم منحصر به فرد نيست−

سيـستم منحـصر بـه فـرد     .  اي را با رابطه ورودي و خروجي بدسـت آوريـم  LTIن سيستم   مي توا ) د(

28نيست زيرا بايستي  =






 j

eH.  

 اي را با رابطه ورودي و خروجي بدست آورد پاسخ           LTIهمانند قسمتهاي قبلي مي توان سيستم       ) هـ(

)فركانسي سيستم برابر است با ) 2=ωjeHمنحصر به فرد نيست سيستم .  

 اي را با رابطه ورودي و خروجي بدست آورد، پاسخ فركانسي ايـن سيـستم                LTIمي توان سيستم    ) و(

    :برابر است با







−=







 22 12
ππ jj

eeH.  

سيستم منحصر به فرد نيست     .  اي را با رابطه ورودي و خروجي بدست آورد         LTIمي توان سيستم    ) ذ(

313زيرا ما تنها به jeH
j

−=






 λ

  . نياز داريم

]توجه كنيد كه  ) خ( ]nxو[ ]ny1      بنـابراين مـي تـوان سيـستم        . با فركانس پايه ي مشابه پريوديك است

LTI      سيستم منحـصر بـه   .  خروجي بدون نقض خاصيت تابع اصلي بدست آورد    – اي با رابطه ورودي

ــرا  ــست زي ــرد ني )ف )ωjeH  ــراي ــا ب ــي تنه ــادير خاص ــستي مق ) باي )
keH

j






 12

2π

ــيم  ــته باش .  داش

)مقدار )ωjeHبه دلخواه قابل انتخاب مي باشد.  

)i (  توجه كنيد كه[ ]nx و [ ]ny1      د كه  علاوه بر آن توجه كني    . با فركانس پايه اي مشابهي پريوديك است

[ ]ny23
] پريود 2 ]nx بنابراين. را دارد[ ]ny         بايستي از نهايي هاي مختلطي تشكيل شده باشد كـه در 



 ٢٧١

[ ]nx  اين مطلب خاصيت تابع اصلي سيستم       .  حضور ندارندLTI     بنـابراين سيـستم    .  را نقض مي كنـد

  . باشدLTIد نمي توان

................................................................................................................................................................. 

ن مهـم   پيوسته در زماLTIديديم كه روشهاي تحليل فوريه به اين خاطر در بررسي سيستمهاي  ) 3,61(

در ايـن مـسئله مـي خـواهيم ايـن           .  هستند LTIاند كه نماييهاي مختلط متناوب توابع ويژه سيستمهاي         

 توابع ويژه ديگري هم دارند، ولي توابع نمـايي    LTIهر چند بعضي از سيستمهاي      : گزاره را اثبات كنيم   

  . هستندLTIمختلط تنها توابعي اند كه تابع ويژه تمام سيستمهاي 

) داراي پاسخ ضربه     LTI ويژه سيستم    توابع) الف( ) ( )tth δ=  مقادير ويـژه متنـاظر بـا هـر         .  را بيابيد

  .تابع ويژه را بيابيد

) با پاسخ ضربه    LTIيك سيستم   ) ب( ) ( )Ttth −= δ       در نظر بگيريـد سـيگنالي پيـدا كنيـد كـه بـه 

stشكل  
e     همچنين دو تابع ويژه ديگر با مقدار       .  باشد 1ن سيستم با مقدار ويژه       نباشد، ولي تابع ويژه اي

ويژه  
2

1
مي توانيد قطارهاي ضربه اي پيدا كنيد كه      : راهنمايي. ( پيدا كنيد كه نمايي مختلط نباشد      2 و و    

  .)شرايط لازم را ارضا كنند

) پايدار با پاسـخ ضـربه      LTIيك سيستم   ) ج( )th         نـشان دهيـد كـه      .  حقيقـي و زوج در نظـر بگيريـد

tωcos و tωsinتوابع ويژه اين سيستم اند .  

) با پاسخ ضربه     LTIيك سيستم   ) د( ) ( )tuth )فرض كنيـد    .  در نظر بگيريد   = )tφ       تـابع ويـژه ايـن 

)معادله ديفرانسيلي را كه   .  باشد λر ويژه متناظر  سيستم با مقدا   )tφ         بايد ارضا كند، تعيين و حـل كنـد  .

مسئله بايد بتواند اعتبار گزاره بيـان شـدهدر ابتـداي مـسئله را     ) ج(تا ) الف(اين نتيجه و نتيجه بندهاي     

  .ثابت كند

   :حل

            براي اين سيستم    ) الف(
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( ) ( ) ( )txtstx →→  

  .بنابراين تمام توابع مقدار قبلي خود را حفظ مي كند

  : آمده است1در زير تابع اصلي با مقدار ) ب(

( ) ( )∑ −=
k

kTttx δ  

و تابع اصلي با مقدار ضريب 
2

1  

( ) ( ) ( )∑ −= kTttx
k

δ
2

1  

  :از عبارتست 2و تابع اصلي با ضريب 

( ) ( ) ( )∑ −=
k

k
kTttx δ2  

)اگر) ج( )thحقيقي و زوج باشد در اين صورت ( )ωHحقيقي و زوج خواهد بود:  

( ) ( ) tjtj
ejHjHe

ωω ωω →→  

  و

( ) ( ) ( ) tjtjtj
ejHejHjHe

ωωω ωωω −−− =−→→  

  :از اين دو حالت مي توانيم اين چنين بحث كنيم كه

[ ] ( ) ( ) tjHjHeet
tjtj ωωωω ωω cos

2
1cos →→+= −  

)بنابراين به طريق مشابه نشان مي دهيم كه       . يك تابع ويژه مي باشد    tωcosابراينبن )tωsin     نيـز يـك 

  .تابع ويژه است
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   :داريم) د(

( ) ( ) ( )ttut λφφ →→  

     :  بنابراين

( ) ( )∫ ∞−
=

t

dt ττφλφ  

  : با مشتقگيري از طرفين تساوي داريم

( ) ( )tt φφλ =′  

  :با مشتقگيري از طرفين تساوي داريم

( ) ( )tt φφλ =′  

)فرض كنيم )
�

� φφ    در اينصورت=

( ) λφφ
t

et
�

=  
................................................................................................................................................................. 

 را يكسوي تمـام مـوج كنـيم،      ac اين است كه يك سيگنال       dcيك روش ساختن منبع تغذيه       )3,62

)يعني سيگنال  )txacآن  را از سيستم يعبور دهيم كه خروجي ( ) ( )txty   . باشد=

)شكل موجههاي ورودي و خروجي را بـه ا زاي         ) الف( ) ttx cos=    دوره تنـاوب پايـه     .  رسـم كنيـد

  .ورودي و خروجي را بيابيد

)ضرايب سري فوريه خروجي ) ب( )tyرا به ازاي ورودي ( ) ttx cos=بيابيد .  

   سيگنال خروجي چقدرست؟dc سيگنال ورودي چقدرست؟ دامنه مؤلفهdcمنه مؤلفهدا) ج(
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   : حل

. π=Tپريود اصلي خروجي نيز عبارت اسـت از         . π2=Tپريود اصلي ورود برابر است با     ) الف (

  . نمايش داده شده اندS3,62سيگنالها در شكل 

    : خروجي برابر است باFSضرايب ) ب(

( )
( )241

12

k
b

k

k
−

−
=

π
 

  

  

  

  S3,62شكل 

−− ورودي برابرDCجزء ) ج(  خروجيDCو جزء . است�
π

  .  مي باشد2

................................................................................................................................................................. 

 اعمـال شـده     LTIفرض كنيد كه يك سيگنال متناوب پيوسته در زمـان بـه ورودي يـك سـيتم                  ) 3,63

  .نمايش سري فوريه سيگنال به صورت زيرست. است

( ) ( )∑
∞

−∞=

=
k

tjkk
eatx

4/π  

   است، و پاسخ فركانسي سيستم عبارت است از1 و 0 يك عدد حقيقي بين aكه در آن

( )
w

w
jH

>

≤





=
ω

ω
ω

,

,1

�
 

π π2 

( )ty 
( )tx 

π2 

-١  

١ 

٠  

... 

[ ]tωcos 

t 
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W      انـرژي  % 90 بايد حداقل چقدر باشد تا انرژي متوسط در هر دوره تناوب خروجي سيـستم حـداقل

)متوسط در هر دوره تناوب )tx باشد.  

  :حل

  : هر دوره تناوب برابر است باتوان متوسط

( ) ∑ ∑∫ −

+
===

k k

k

k
T a

a
aadttx

T 2

2
222

1

11  

Nرا طوري مي خواهيم كه :  

2

21

1

2

1

1
9.

∝−

∝+
=∑

−

+−

�

N

N

ka  

  كه بيان مي كند

2

2

2

22

1

1

1

221

∝−

∝+
=

∝−

+− aa
N

 

      :   حل

[ ]
a

a
N

log2

95.45.1log 2
�+

=  

 و

( )
4

1

4

π
ω

π −
<

N
N

N  

................................................................................................................................................................. 
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در .  اسـت LTIدر اين فصل ديديم كه مفهوم تابع ويژه، ابزار بسيار مهمي در مطالعه سيستمهاي      )3,64

چنـين سيـستمي بـا ورودي    . تمورد سيستمهاي خطي، ولي تغييرپذير با زمان نيز اين حرف درست اس  

( )tx و خروجي ( )tyسيگنال .  در نظر بگيريد( )tφرا تابع ويژه سيستم مي ناميم اگر    

( ) ( )tt λφφ →  

)يعني اگر به ازاي      ) ( )ttx φ=    داشته باشيم ( ) ( )tty λφ=     كه در آن ،λ       يك ثابت مختلط اسـت و 

)مقدار  ويژه متناظر با  )tφناميده مي شود .  

)فرض كنيد مي توانيم ورودي      ) الف( )tx        سيستم فوق را به صورت تركيب خطي توابع ويژه ( )tkφ ،

   نمايش دهيم؛ يعنيkλتناظر با مقدار ويژه م

( ) ( )∑
∞

−∞=

=
k

kk tctx φ  

)خروجي  )ty سيستم را بر حسب { }kc ،( ){ }tkφو ،{ }kλ بيان كنيد.  

   استفرض كنيد سيستمي با معادله ديفرانسيل زير توصيف شده) ب(

( ) ( ) ( )
dt

tdx
t

dt

txd
tty +=

2

2
2  

  آيا اين سيستم خطي است؟ آيا اين سيستم تغييرناپذير با زمان است؟

  نشان دهيد كه مجموعه توابع زير) ج(

( ) k

k tt =φ  

) متناظر با هر kλمقدار ويژه . هستند) ب(توابع ويژه سيستم بند  )tkφ پيدا كنيد را.  

  .خروجي سيستم فوق را به ازاي ورودي زير بيابيد) د(
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( ) π+++= − 410

2

1
310 ttttx  

  :حل

  :بسته به خاصيت خطي پذيري، داريم) الف(

( ) ( )∑=
k

kkk tcty φλ  

  :فرض كنيد) ب(

( ) ( )tytx 22 → )  و  ) ( )tytx 11 →  

  :و نيز فرض كنيد

( ) ( ) ( ) ( )tytbxtaxtx 3213 →+=  

  : ر اين صورتد

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]
( ) ( )tbyty

txbtxattxbtxatty

21

2121

2

3

+=∝

′+′+′′+′′=
 

  .بنابراين سيستم خطي است

 :         حال فرض كنيد

( ) ( ) ( )tyttxtx 44 →−=
�

 

  :خواهيم داشت

( ) ( ) ( ) ( )
�

�� tty
dt

ttdx
t

dt

ttxd
tty −≠

−
+

−
=

2

2
2

4  
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  .بنابراين، سيستم تغييرپذير با زمان است

)براي ورودي برحسب) ج( ) k

k tt =φخروجي برابر است با ،:  

( ) ( )tktkty k

k φ22 ==  

)بنابراين )tkφ2 تابع ويژه با مقدار ويژه
kk =λمي باشد.  

    :خروجي برابر است با) د(

( ) 4103 8310 tttty ++= −  
................................................................................................................................................................. 

)دو تابع  )3,65 )tu و ( )tυ را در فاصله ( )ba    متعامد مي نامند، اگرل,

)    )1-65-3م ( ) ( )∫ =∗
b

a
dtttu �υ  

  .همچنين اگر شرط زير هم برقرار باشد

( ) ( )∫∫ ==
b

a

b

a
dttdttu

22
1 υ  

( )tu و ( )tυ         اگر تمام توابع مجموعـه  .  را بهنجار و آنها را متعامد بهنجاري مي نامند( ){ }tkφ  دو بـه ،

  .مي نامند) متعامد بهنجاري(باشند، اين مجموعه را مجموعه متعامد ) متعامد بهنجار(دو متعامد 

)زوج سيگنالهاي ) الف( )tu و ( )tυ    4 و   0(كـدام يـك در فاصـله        .  را در نظر بگيريـد     65-3 شكل م (

  .متعامدند

tmآيــا توابــع ) ب(
�

ωsin و  tn
�

ωsin در فاصــله ( )( )TT ,/2 �
�
 متعامدنــد؟ آيــا =ωπ با

  ند؟متعامد بهنجار
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)را براي توابع ) ب(بند ) ج( )tmφ و ( )tnφزير تكرار نيد .  

( ) [ ]tktk
T

tk ��
ωωφ sincos

1
+=  

ــع ) د( ــد كــه مجموعــه تواب ــشان دهي )ن ) tjk

k et �ωφ ــه طــول  =  در هــر فاصــله اي ب
�

ωπ /2=T 

   هم است؟آيا اين مجموعه متعامد بهنجار. متعامدست

)) هـ( )tx      را يك سيگنال دلخواه و( )tx
�

)و )txe           را به ترتيب قسمتهاي فرد و زوج آن فرض كنيـد  .

) دلخواهي، Tنشان دهيد كه به ازاي هر  )tx
�

) و  )txe در فاصله ( )TT   .متعامدند−,

)نـــشان دهيـــد اگـــر ) و( ){ }tkφ در فاصـــله ( )ba  يـــك مجموعـــه متعامـــد باشـــد، مجموعـــه ,

) ( ){ }tA kk φ/1كه در آن ،  

( ) dttA
b

a
kk ∫=

2
φ  

  .متعامد بهنجارست

)فرض كنيد   ) ز( ){ }tiφ    در فاصله ( )ba سـيگنالي بـه    .  يك مجموعه سيگنال متعامـد بهنجـار باشـد         ,

  .شكل زير در نظر بگيريد

( ) ( )∑=
i

ii tatx φ  

iaثابتهاي مختلط اند، نشان دهيد كه   

( )∫ ∑=
b

a
i

iadttx
22  

)فرض كنيد   ) ح( ) ( )tt Nφφ Tt تنها در فاصله     1,...,  مقداري مخـالف صـر دارنـد و در ايـن            �≥≥

  . با پاسخ ضربه زير فرض كنيدLTI را يك سيستم iL.فاصله متعامد بهنجارند
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)نشاندهيد اگر   )tjφ   به اين سيستم اعمال شود، خروجـي در زمـان T  بـه ازاي ji ، و بـه  1 برابـر  =

ji ازاي را ) 2-65-3م (، سيستمي با پاسـخ ضـربه معادلـه    67-2 و 66-2در مسائل .  است 0بر   برا ≠

)فيلتر منطبق سيگنال  )tiφناميديم .  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 

  

  

  

  

( )tv 

١ 

-١ 

٤ ٣ ٢ ١ t 

( )tu 

١ 

-١ 

٤ ٣ ٢ ١ t 

( )tv ( )tu 

-٣ 

٣ 

٤  ٣ ٢ ١ 
t 

 1 =نمايي با ثابت زماني 

٤  ٣ ١ ٢ 

٣-  

٣ 

 1 =نمايي با ثابت زماني 

t 

٤ ٢ ١ 

( )tv 

٣  

( )2/sin tπ 

t ٤  ٣ ٢ ١ 

( )tv 








+

42
sin

ππt
 

t 

π 

( )tv 

٤  ٣ ٢ ١ 

( )tu 

٤  ٣ ٢ ١ 

π 

t 
t 
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  : حل

  .اورتوگنال نيستند) د(و ) ج(جفتهاي . ارتوگنال هستند) ب(و ) الف(جفتهاي ) الف (

  )توابع متعامد(منظور : اورتوگتال

.نيستند) توابع متعامديكه(اورتگنال هستند اما اورتونرمال ) ب(
�

ω
1=Am   

  .اورتونرمال) ج(

     :داريم) د(

( )
( )[ ]

[ ]
�

��

�
�

�

�

ω

τ

π
ω

τωτω

nm

e
e

dee

nmj
tnmj

jn
Tt

t

jm

−

−
=

−
−

−
+

∫
12  

nmهر گاه  nmو وقتـي  مقدار عبارت فوق برابر صفر است    ≠ .  مـي باشـد  jT مقـدار آن برابـر   =

  .بنابراين توابع اورتوگنال هستند اما اورتونرمال نيستند

  :  داريم) هـ(
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( ) ( )

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]

( ) ( )

�

�

=

−−=

−−−+=

∫ ∫

∫

∫

− −

−

−

T

T

T

T

T

T

T

T
e

dttxdttx

dttxtxtxtx

tetx
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4
1

4

1

4
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 هدف اين مسئله اين است كه نشان دهيم نمايش سيگنالهاي متناوب دلخواه به صورت سري )3,66

فوريه، يا در حالتي كلي تر به صورت تركيب خطي يك مجموعه تابع متعامد، از لحاظ محاسباتي كار 

  .قريب خوبي از سيگنال به دست مي دهداست و ت

) فرض كنيد  ){ }tiφ، ....,2,1, ±±= �i    در فاصله bta  يك مجموعه متعامد بهنجـاري،      ≥≥

)و   )tx    تقريـب زيـر از سـيگنال      .  يك سيگنال دلخواه است( )tx     در فاصـله ،bta ، را در نظـر     ≥≥

  .بگيريد

)    ) 1-66-3م ( ) ( )∑
+

−=

=
N

Ni

iin tatx φˆ  

ia    براي اندازه گيري انحراف بـين       . هستند) و در حالت كلي مختلط    (ها ضريب ثابت( )tx    و تقريـب 

)سري  )txN
)، سيگنال خطاي ˆ )teNزير را تعريف مي كنيم .  

)      ) 2-66-3م ( ) ( ) ( )txtxte NN
ˆ−=  

يك معيار معقول و پركاربرد براي سنجش كيفيت تقريب، انرژي سيگنال خطا در فاصله موردنظر، يعني           

btaانتگرال مجذور دامنه خطا در فاصله    : است≥≥

)      )3-66-3م ( )∫=
b

a
N dtteE

2  

  . بايد برگزينيمEدهيد كه براي مينيمم كردن  نشان) الف(

)      )4-66-3م ( ) ( )∫ ∗=
b

a
ii dtttxa φ  
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)،  ia را برحـسب     E،  )3-66-3م  (تـا   ) 1-66-3م  (به كمك معادلات    : راهنمايي[ )tiφ و ( )tx   بيـان 

iii را به صورت قائم      iaسپس  . كنيد jcba  بـه صـورت     ia بيان كرده، ثابت كنيد كه با انتخاب       =+

  ]، روابط زير ارضا مي شوند)4-66-3م (معادله 

Ni
x

E

i

,...,2,, ±==
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∂
=�                و        ��

∂

∂

ib

E
  

)اگر ) ب( ){ }tiφ متعامد باشد ولي بهنجار نباشد و   

( )∫=
b

a
ii dttA

2
φ  

)فرض كنيد ) ج( ) tjn

n et �ωφ  و يك فاصله دلخواه به طول        =
��

ωπ /2=T نشان دهيد كه  .  برگزينيد

  . مينيمم مي شودFانتخاب شود، ) 50-3( به صورت معادله iaاگر 

را ) 66-2مـسئله   . (مجموعه توابع والش مجموعه متعامد بهنجاري اسـت كـه كـاربرد زيـادي دارد              ) د(

  ). ببينيد

) مجموعه اي از پنج تابع والش  66-3شكل م    )t
�

φ،( )t1φ ،... ،( )t4φ را نشان مي دهد، مقياس زمان 

)ه  را طوري برگزيده ايم ك     )tiφ  1صله   در فا≤≤ t�     فـرض كنيـد   .  غيرصفر و متعامـد بهنجـار باشـد

( ) ttx πsin= . تقريبي به صورت زير براي( )txبيابيد .  

( ) ( )∑
=

=
4

ˆ
�i

tiatx φ  

  به نحوي كه مقدار زير مينيمم شود

( ) ( ) dttxtx∫ −
1 2

ˆ
�

 

). انتخاب شوند ) 4-66-3م  (ها مطابق معادله    iaنشان دهيد كه اگر   ) هـ( )txN
و ) 1-66-3م  ( معادله   ˆ

( )teN متعامدند) 2-66-3م ( معادله.  
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هـاي  ia مستقل از تمـام  iaبسيار مهم اند، زيرا نشان مي دهند هر ضريب    ) ب(و  ) الف(نتايج بندهاي   

jiديگرست، )مـثلاً محاسـبه تقريـب       [بنابراين با افزودن جملات بعـدي بـه تقريـب           .  ≠ )txN 1
ˆ

+[ ،

)ضرايب   )tiφ   ،قبلي N  ، ...،1=i   حال يك نوع بسط ديگر يعني بسط چنـد جملـه           . د، تغيير نمي كنن

tبسط نامحدود سري تيلور   . اي تيلور را در نظر مي گيريم      
e   بـه شـكل  ...++= !2/1 2

te
t  ،اسـت 

  . ولي چنانچه نشان متفاوتي به دست مي آوريم

)فرض كنيد  ) 1=t
�

φ ،( ) 2

2 tt =φ، ( ) 2

2 tt =φبه همين ترتيب .  

)آيا ) و( )tiφ 1 ها در فاصله≤≤ tمتعامدند�.  

)براي ) ز( ) tetx ≥≥1 در فاصله = tتقريب زير را در نظر بگيريد� ،.  

( ) ( )tatx
���

φ=ˆ  

�
a 1 را به نحوي پيدا كنيد كه انرژي سيگنال خطا در فاصله≤≤ tمينيمم شود� .  

tحال مي خواهيم    ) ح(
e        را با دو جمله، به صورت taax 11

ˆ +=
�

مقادير بهينـه  .  تقريب بزنيم  
�

a  و 

1aراهنمايي. [ بيابيد را :Eرا برحسب 
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a   اگر باز هم تعداد جمـلات تقريـب را زيـاد           . اردتفاوت د ) ز( بند

به اين ترتيب مزيت بسط برحسب توابـع متعامـد روشـن مـي          . كنيم، تمام ضرائب سري تغيير مي كنند      
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  :  و جمع با جمله قبلي داريمjبا ضرب معادله آخر در 
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در . در درس گفتيم كه ريشه هاي تحليل فوريه را مي توان در مسائل فيزيك و رياضياتي جست                ) 3,67

در اين مسئله نشان مـي دهـيم كـه چگونـه سـري              . رما بود واقع انگيزه كار فوريه بررسي مسئله نفوذ گ       

  .فوريه در تحقيق راجع به اين مسئله مورد استفاده قرار مي گيرد
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فرض كنيد مي خواهيم داي عمق معيني از زمين را برحسب زمان پيدا كنيم، فـرض مـي كنـيم دمـا در                       

)سطح زمين تابع معلومي از زمان،        )tT واحـد زمـان    . ( متناوب اسـت   1تابع با دوره تناوب     اين  .  است

)). يك سال است )txT   . نشان مي دهدt زير سطح را در زمان x دماي عمق ,

  .اين تابع از معادله نفوذ گرما تبعيت مي كند

    )1-67-3م (
( ) ( )

2

2
2 ,

2

1,

x

txT
k

t

txT

∂

∂
=

∂

∂
  

  و شرط كمكي آن عبارت است از

)      )2-67-3م ( ) ( )tTtT =,�  

K       ثابت نفوذ گرماي زمين است �>k    فرض كنيد ( )tT         را به صورت سري فـوري زيـر بـسط داده 

  .ايم

)      )2-67-3م ( ) ∑
+∞

−∞=

=
n

tin

neatT
π2  

)همچنين  )txT   . بسط مي دهيمt را نيز برحسب x در عمق معين ,

)      ) 4-67-3م ( ) ( )∑
+∞

−∞=

=
n

tin

n exbtxT
π2,  

)ضراب سري فوريه  )xbn تابعي از عمق xهستند .  

)نشان دهيد كه  ) 14-67-3(تا  ) 1-67-3م  (به كمك معادلات    ) الف( )xbn       معادله ديفرانـسيل زيـر را 

  .ارضا مي كند

      ) الف5-67-3م (
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dx

xdd
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=  
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  ي آن عبارت است ازو شرط كمك

)      ) ب5-67-3م ( ) nn ab =�  

بـر  . يك معادله درجه دوم است، شرط مـرزي ديگـري نيـز لازم داريـم           )  الف 5-67-3م  (چون معادله   

اساس استدلالهاي فيزيكي مي توان گفت كه تغييرات دماي سطح زمين بـر دمـاي اعمـاق زمـين اثـري               

  يعني. ندارد

)      ) ج5-67-3م ( ) حدثابت =
∞→

txT
x

,  

  .به صورت زيرست) 5-67-3م (نشاندهيد كه جواب معادله ) ب(
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  .، صورتهاي ميرا شده و تغيير فاز يافته نوسانات دماي سطح استxبنابراين نوسانات دما در عمق ) ج(

  .براي اين كه موضوع روشنتر شود فرض كنيد

( ) π2sin1aatT +=
�

 

)
�

aميانگين دماي سالانه است  .(( )tTو ( )txT    را در يك دوره تناوب يكساله، به ازاي,

2

π
kx =  

=2فرض كنيد كه . رسم كنيد
�

a 11 و =a .يرات دما هم به شدت دقت كنيد كه در اين عمق تغي

ميرا شده و هم تغيير فاز پيدا كرده است، به نحوي كه در زمستان گرمترين و در تابستان سردترين 

  .دليل ساختن انبارهاي غله زيرزميني، همين است. مقدار خود را دارد
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  :حل
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  .فاز معكوس شده است

مطابق شكل، اين منحني را مي توان اثر نـوك يـك            .  را در نظر بگيريد    68-3ل م    مسير بسته شك   )3,68

). بردار چرخان داراي طول متغير در نظر رفت     )θrطول بردار بر حسب زاويه θپـس  .  نشان مي دهد

( )θr    با دوره π2 ضـرايب سـري فوريـه تـابع        . وب است و بنابراين سري فوريـه دارد        متنا( )θr را 

{ }kaفرض كنيد .  

)تصوير بردار   ) الف( )θr   بر محور xرا مطابق شكل ( )θxضرايب سري فوريـه  .  بناميد( )θxـ  ر  را ب

  . پيدا كنيدkaحسب مقادير 

  .رشته ضرايب زير را در نظر بگيريد) ب(

4/πjk

kk eab =  

  .مسير متناظر با اين ضرايب را در صفحه رسم كنيد

  .را به ازاي ضرايب زير تكرار كنيد) ب(بند ) ج(

[ ]kab kk δ=  

) براي آنها مسيرهايي در صفحه رسم كنيد كه) د( )θrغير ثابت بوده، خواص زير را داشته باشد .  

)i (( )θrزوج باشد .  

)ii ( دوره تناوب پايه آنπباشد .  
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)iii ( دوره تناوب پايه آن
2

π
  . باشد

  

  

    

  68-3شكل م 

  :حل

)الف(   

( ) ( )

( ) ( ) θθ θθ

θθθ

jj
erer

rx

−+=

=

2
1
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1

cos

 

)اگر  ) ∑
∞

−∞=

=
n

j

kebx
θθ باشد در اينصورت ( ) ( ) ( )11 2

1
2

1
−+ +∝= kkk ab  

)) ب( ) bkx
FS→←θ     در اين حالت ( ) ( )

4
πθθ += rx .     طرح كلي در شكلS3,68    به نمـايش 

  .درآمده است

) ج(
��

ab بنابراين شكل آن يك داريره به شعاع      . ست صفر ا  kb پايه ي  =
�

a  چنانكـه در   .  خواهد بود

  : نشان داده شده استS3,68شكل 
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در اين مسئله تعريف سري فوريه دو بعدي براي سيگنالهاي داراي دو متغير متسقل را در                ) الف() 3,70

)سيگنال . نظر مي گيريم )21 ,ttx را در نظر بگيريد كه معادله زير را برآورده مي كند.  
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12براي هر  , tt     ( ) ( )221121 ,, TtTtxttx ++=  

ايـن  .  اسـت 2Tداراي دوره تنـاوب  2t و در جهـت    1T داراي دوره تنـاوب      1tاين سيگنال در جهـت    

  .سيگنال نمايش سري فوريه اي به صورت زير دارد
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)i (( )21 22cos tt +π  
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) معادله ديفرانسيلي كه سرعت      . را در نظر بگيريد    71-3سيستم مكانيكي شكل م     ) الف() 3,71 )tυ  را 

)به نيروي ورودي  )tfربط مي دهد عبارت است از   

( ) ( ) ( )∫ =+ tfdttvktBv  

  

  

  71-3شكل م 

  

 ساير نقاط

( )tf 
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)خروجي را   ) الف( )tf s              كننـده  ، يعني نيروي فشرده كننده فنر فرض كنيد، معادله ديفرانـسيل مـرتبط

( )tf x  و  ( )tfپاسخ فركانسي سيستم را بيابيد و توضيح دهيد كه چـرا پاسـخ فركانـسي    .  را بنويسيد

  .مثل فيلتر پايين گذرست

)خروجي  ) ب( )tfd        معادلـه ديفرانـسيل مـرتبط كننـده     . ، يعني نيروي وارد بر ضربه گير فـرض كنيـد

( )tfd   و ( )tf  پاسه فركانسي سيستم را بيابيد، و نـشان دهيـد كـه تقريبـي از فيلتـر بـالا            .  را بنويسيد

  .گذرست

  : حل

)معادله ديفرانسيل) الف( )tf و ( )tf sعبارتست از :  
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( ) ( )tftf

dt
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)،  ω=�د كه براي  توجه كني  ) 1=ωjH    و براي ∞→ω  ،( ) �=ωjH    بنابراين سيستم تقريبي ،

  .از يك فيلتر پائين گذراست

)معادله ديفرانسيل) ب( )tfdو ( )tfعبارتست از:  
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  :پاسخ فركانسي سيستم به سادگي از رابطه زير بدست مي آيد
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ω

ω
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)،  ω=�توجه كنيد كه براي    ) �=ωjH    و براي ∞→ω،( ) 1=ωjH .    بنابراين سيستم تقريبـي

  .از يك فيلتر بالا گذراست
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