
 ٣٠٣

  :فصل چهارم

  :تبديل فوريه پيوسته در زمان

  :، تبديل فوريه سيگنالهاي زير را بيابيد)9-4(با استفاده از معادله تجزيه تبديل فوريه، معادله ) 4,1

)) الف( ) ( )112 −−− tut
e      

12) ب( −− t
e  

  .اندازه تبديل فوريه را رسم و مقدار گذاري كنيد

  :حل

)نيد  فرض ك ) الف( ) ( ) ( )112 −= −− tuetx t    در اينصورت تبديل فوريه ( )ωjx براي ( )tx   عبارتـست 
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( )ωjx نمايش داده شده است4,1.ح در شكل .  

)فرض كنيد ) ب( ) 12 −= tetxكه تبديل فوريه ( )ωjxعبارتست از :  
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 ٣٠٤

)توجه گردد كه از تعريف قدر مطلق داريم         ( )
( )
( )

( )
( )




≤

≥

−
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tx

tx

tx

tx
tx 1 بنابراين−t    را به صورت 

زيـــــر مـــــي تـــــوان نوشـــــت 




<

≥

−

−
=−

1

1

1

1
1

t

t

t

t
t  يعنـــــي بـــــه عبـــــارت ديگـــــر  

( ) ( )( ( ) ( )tuttutt −−+−−=− 11111 ( )ωjx . در شكلS4,1نمايش داده شده است .  

  

  

  

  

  

  4,1حشكل 

................................................................................................................................................................. 

  :، تبديل فوريه سيگنالهاي زير را بيابيد)9-4(دله تجزيه فوريه، معادله با استفاده از معا) 4,2

)) الف( ) ( )112 −−− tue t      

12) ب( −− t
e  

  .اندازه تبديل فوريه را رسم و مقدارگذاري كنيد

  :حل

2
1 

٠  ω  

( )ωjx 

 )الف(
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٠  

( )ωjx 
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 ٣٠٥

( )ωjx2 

π− ٠ π π2 

)فرض كنيد ) الف( ) ( ) ( )111 −++= tttx δδ   بنابراين تبديل فوريه ،( )tx          كـه برابـر اسـت بـا  

( )ωjx1؛ عبارتست از:  

( ) ( ) ( )[ ]
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( )ωjx1 ترسيم شده است4,2ح در شكل .  

)سيگنال ) ب( ) ( ) ( )222 −+−−= tututxكه به صورت زير نشان داده شده است، بديهيست :  

( ) ( ){ } ( ) ( )2222 +−−=−+−− tttutu
dt

d
δδ  

    : بنابراين

( ) ( ) ( )[ ]

( )ω

δδω
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( )ωjx2 آمده است4,2ح در شكل .  

  

  4,2حشكل 

  

  

  :تبديل فوريه هر يك از سيگنالهاي متناوب زير را بيابيد )4,3

ω 

( )ωjx2 

2
π 

2
3π 

2
π− 

2
3π− 

 )الف(
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 ٣٠٦

) الف(







+

4
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π
π    )ب  (
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8
6cos1

π
π  

  .اندازه تبديل فوريه را رسم و مقدارگذاري كنيد

  :حل

)لسيگنا) الف ( ) ( )
4

2sin1
ππ += ttx 1 با پريود پايه=Tمتناوب مي باشد .  

πωكه منجر به فركانس پايه   2=
�

ضرايب غير صفر سري فوري اين سـيگنال بـه صـورت    .   مي شود

  :زير قابل بيان مي باشد
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)بنابراين، ضرايب غيرصفر سري فوريه )tx1عبارتند از  :  
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  مي دانيم كه براي سيگنالهاي متناوب تبديل فوريه شامل قطارهاي ضـربه اي اسـت كـه             4,2از قسمت   

در نقاط   
�

ωk   بعلاوه ناحيه ي هر ضـربه     .  رخ مي دهندπ2    ضـرايب سـري    ) در حـوزه زمـان    ( برابـر

)بنابراين براي .  مي باشدkaفوريه )tx1 تبديل فوريه متناظر ،( )ωjx1به صورت زير بيان مي شود :  
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)سيگنال) ب( ) ( )
6

6cos12
ππ ++= ttx  با پريود 

3
1=T   ست كه منجـر بـه فركـانس          متناوب ا

πωپايه  6=
�

  :ضرايب غير صفر سري فوريه اين سينال به صورت زير بدست مي آيد.  مي شود
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  : غير صفر عبارتند ازFSبنابراين ضرايب 
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فوريه شامل قطارهاي ضـربه اي مـي باشـد     مي دانيم كه براي سيگنالهاي متناوب، تبديل    4,2از قسمت   

كه در نقاط  
�

ωk   بعلاوه ناحيه زير هر ضربه    .  رخ مي دهندπ2        برابـر ضـرايب تبـديل فوريـه ka   مـي 

  .باشد

( ) ( ) ( ) ( )
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................................................................................................................................................................. 

  :ر بريدا به كرابراي تعيين عكس تبديل فوريه هاي زير) 8-4(معادله تركيب تبديل فوريه، معادله  )4,4

)) الف( ) ( ) ( ) ( )πωπδπωπδωπδ 4421 ++−+=jX  
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  :حل

  :براي تبديل فوريه معكوس داريم) الف(
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  :تبديل فوريه معكوس عبارتست از) ب(
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................................................................................................................................................................. 

ــه     4,5)  ــه، معادل ــديل فوري ــب تب ــه تركي ــه    ) 8-4(معادل ــديل فوري ــس تب ــين عك ــراي تعي را ب

( ) ( )ωω jXj
ejX
  : به كار بريد كه در آن�
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) را بيابيد كه به ازاي آنها tبا استفاده از جواب به دست آمده مقاديري از  ) �=tx.  

  :حل
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 ٣٠٩

    :  با استفاده از اطلاعات داده شده
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)سيگنال )tx    وقتي كه ( )
2

33 −t           حاصلضرب يك عـدد غيـر صـفر صـحيح در π     باشـد، صـفر 

  .خواهد بود

  :كه در نتيجه

�≠∈+= kzkfor
k

t ,,
2

3
2

π  

................................................................................................................................................................. 

)با فرض اين كه    )4,6 )tx   داراي تبديل فوريه ( )ωjX  ديل فوريه سيگنالهاي زيـر را بـر         است، تب

)حسب )ωjXاستفاده كنيد1-4از خواص تبديل فوريه مدرج در جدول .  بيابيد .  

)) الف( ) ( ) ( )txtxtx −−+−= 111   

)) ب( ) ( )632 −= txtx  

)) ج( ) ( )1
2

2

3 −= tx
dt

d
tx  

  :حل

  : براي حل اين مسئله فرض مي كنيم كه

( ) ( )ωjxtx
FT

1→←  
  :داريم) 4,35بخش (با استفاده از خاصيت معكوس زماني ) الف(

( ) ( )ωjxtx
FT −→←−  

  : اين مسأله خواهيم داشتدر.)  را ببينيد4,3,2(با استفاده از خاصيت شيفت زماني 
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 ٣١٠

( ) ( )ωω jxetx tjFT −→←−− )  و 1 ) ( )ωω jxetx tjFT −→←+− −1  

)FT←تبديل فوريه (  

  نابراينب

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ωω

ωω ωω

cos2

111

jx

jxejxetxtxtx

FT

tjtjFT

−→←

−+−→←−−++−= −

 

  .)  استشدهدر اين قسمت از خاصيت خطي بودن تبديل فوريه استفاده (

  :داريم)  را ببينيد4,3,5(با استفاده از خاصيت اسكيل در زمان ) ب(

( ) 







→←

33
13

ω
jxtx

FT  

  :با استفاده از خاصيت شيفت زماني در اين قسمت داريم

( ) ( )( ) ( )
33

123 2

2
ωω

jxetxtx
jFT −→←−=  

  :داريم...)  را ببينيد 4,3,4(با استفاده از خاصيت ديفرانسيل در حوزه زمان ) ج(

( ) ( )ωω jxj
dt

tdx T→←  

  :وباره اين خاصيت، خواهيم داشتدبا بكارگيري 

( ) ( )ωω jx
dt

txd FT 2

2

2

−→←  

  :حال مجدداً در اين قسمت نيز با استفاده از خاصيت شيفت زماني، داريم

( ) ( ) ( ) tjFT
ejx

dt

txd
tx

ωωω −−→←
−

= 2

2

2

3

1  

................................................................................................................................................................. 

 تعيين كنيد كه سيگنال حـوزه زمـان         1-4با استفاده از خواص تبديل فوريه مندرج در جدول           )4,7

زوج است، فردست،   ) ii(حقيقي است، موهومي است، با هيچكدام، و        ) i( تبديلهاي داده شده     متناظر با 

  .براي جواب دادن، عكس تبديل فوريه را حساب نكنيد. يا هيچكدام

) الف( ( ) ( ) ( )21 −−= ωωω uujX  

) ب( ( ) ( ) 







=

2
sincos2

ω
ωωjX  
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 ٣١١

) ج( ( ) ( ) ( )ωωω iB
eaJx =3 ) كه در آن ) ( ) ωωω /2sin=A ) و  )

2
2

π
ωω +=B  

) د( ( ) ∑ 







−








−∞== ∞

42

1 π
ωδω

k
kjX

k

 

  :حل

)بدليل اينكه ) الف ( )ωjx1   متقارن مزدوج نيست، سيگنال متناظر ( )tx1بـدليل  .  حقيقي نمي باشد

)اينكه  )ωjx1زوج بوده و فرد نيست، سيگنال متناظر ( )tx1نيز زوج مي باشد و فرد نيست .  

بنابراين مـي   . تبديل فوريه سيگنالهاي حقيقي و فرد بطور خالص موهومي و مردمي مي باشند            ) ب(

. توانيم نتيجه بگيريم كـه تبـديل فوريـه يـك سـيگنال فـرد و موهـومي خـالص حقيقـي و فـرد اسـت            

)چون )ωjx2موهومي خالص و فرد است .  

)فرض كنيد سيگنال  ) ج( )ty3     كه اندازه تبديل فوريه آن ( ) ( )ωω AjY  مفروض است و فاز     3=

)تبـــديل فوريـــه آن عبارتـــست از ){ } ωω 23 =∆ jY .بـــدليل اينكـــه( ) ( )ωω jYjY 33  و −=

( ){ } ( ){ }ωω jYjY −∆−=∆ ) مي توانيم نتيجه بگيريم كه     33 )ty3  را  4,3,3جـدول   . ( حقيقي است 

  ).ببينيد

)حال فرض كنيد تبديل فوريه سيگنال      )tx3   به صـورت ( ) ( ) ( )ωωω
π

jjYejYjx
j

3
2

33 == 

  .باشد

)با استفاده از نتيجه پاراگراف قبلي و خاصيت خطي تبديل فوريه مي توان نتيجه گرفـت كـه                  )tx3 

)چون تبديل فوريه  . ومي باشد حتماً بايستي موه   )ωjx3        به صورت خـالص موهـومي بـوده و حقيقـي 

)بنابراين سيگنال. خالص نيست )tx3نه فرد است و نه زوج .  

)بدليل اينكه) د( )ωjx4هم زوج و هم حقيقي است، سيگنال متناظر ( )tx4 و حقيقي است زوج.  

................................................................................................................................................................. 

  .سيگنال زير را در نظر بگيريد )4,8
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 و تبديل فوريـه پـالس مـستطيلي         1-4 مشتقگيري و انتگرالگيري جدول      بااستفاده از خواص  ) الف(

) عبارت رياضي 2-4جدول  )ωjXرا بيابيد .  

)تبديل فوريه ) ب( ) ( )
2

1
−= txtgرا بيابيد .  

  :حل

)سيگنال سيگنال) الف( )tx در شكل S.4,8به نمايش درآمده است .  

  

  

  

  

  

  

  4,8.حكل ش

)مي توان سيگنال )txرا به صورت زير بيان نمود :  

( ) ( )∫ ∞−
=

t

dttytx  

)كه )ty      با اسـتفاده از خاصـيت انتگـرال    .  مي باشد4,8ح  پالس مستطيلي نشان داده شده در شكل

  :گيري تبديل فوريه، داريم

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ωδπω
ω

ω
�

jYjY
j

jxtx
FT +=→←

1  

  : مي دانيم كه4,2 از جدول

( )
( )

ω

ω
ω 2

sin2
=jY  

2
1− ٠ 

2
1  

( )ty  

١ 

t 

2
1  2

1−  

١ 

( )tx  
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  :بنابراين

( ) ( )ωπδ
ω

ω
ω +=

2

2
sin2

j
jx  

)اگــر) ب( ) ( )
2

1== txtgدر اينــصورت تبــديل فوريــه  ( )tgكــه برابــر اســت بــا ( )ωjG 

  :عبارتست از

( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

2

2
sin2

2
2

1
ω

ω
ωδπωω

j
jxjG =−=

...............................................................................................................................................................  

  .سيگنال زير را در نظر بگيريد )4,9

( )
( ) 11

1

,2/1

,

≤≤−

>





−
=

t

t

t
tx

�
 

) عبارت 2-4 و 1-4با استفاده از جدولهاي ) الف( )ωjXرا بيابيد .  

)را بيابيد و نشان دهيـد كـه تبـديل فوريـه بخـش زوج                ) الف(بخش حقيقي جواب بند     ) ب( )tx 

  .است

)تبديل فوريه بخش فرد) ج( )txرا بيابيد .  

  :حل

)سيگنال) الف ( )tx به نمايش در آمده است4,9.ح در شكل .  

  

  

  

  

  

  

  

  

  4,9.حشكل 

( )ty 

2/1 

1− 1+ 

( )tx 
1 

1 1− 
t t 
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 ٣١٤

در .  كـرديم مشاهده مي كنيم كه اين سيگنال بسيار مشابه سيگنالي است كه در مـسأله قبلـي فـرض          

) كه حقيقت دوباره مي توان گفت     )tx   برحسب پالس مستطيل ( )ty             كـه در بـالا نـشان داده شـده بـه 

  :صورت زير است

( ) ( ) ( )∫ ∞−
−−=

t

tdttytx
2

1υ  

)مسئله قبلي، تبديل فوريه) الف(ا استفاده از نتيجه بدست آمده در قسمت   ب )tx كه همـان ( )ωjx 

  :مي باشد به صورت زير است

( )
( )

( ) { }{ }

ω

ω

ω

ω

ωπδ
ω

ω
ω

j

e

j

tuFT
j

jx

j−

−=

−−+=

2

2

sin

2
12

sin2

 

)قسمت زوج) ب( )txبه صورت زير است :  

( ){ } ( ) ( )
2

txtx
txv

−+
=ε  

   نشان داده شده است، بنابراين4,9ح شكل كه اين در

( ){ }{ }
ω

ω
ε

sin
=txvFT  

  :برابر است با) الف(حال قسمت حقيقي جواب قسمت 

( ) ( ){ }
ω

ω
ωω

ωω

ω sin
sincosRe1Re =−=








−

−

jj
j

e
j

 

)تبديل فوريه قسمت فرد) ج( )tx j مي باشد، داريم) الف(  برابر است موهومي جواب قسمت:  

ω

ω

ω

ω

ωω

ω ω cossinsin
Im

22
+−=









−
−

j

e

j

j

 

  :نابراين، نتيجه مطلوب عبارتست ازب

( ){ }{ }
ωω

ωω

jj
txddFT

cossin
2

−=  

................................................................................................................................................................. 
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  : تبديل فوريه سيگنال زير را بيابيد2-4 و 1-4با استفادهاز جدولهاي ) الف( )4,10

( )
2

sin








=

t

t
ttx

π
 

  :مقدار عددي انتگرال زير را بيابيد) الف(با استفاده از رابطه پارسئوال و جواب بند ) ب(

∫
∞+

∞− 







= dt

t

t
tA

4

2 sin

π
 

  :حل

  : مي دانيم كه4,2 از جدول 

)تابع مستطيلي ]   را ببينيد4,10حشكل [ ){ }ω
π

jY
t

t FT→←
sin  

)تابع مستطيلي{ )ωjY∗ {( )
ππ 2

1sin
2

→←






 FT

t

t  

)كه اين تابع مثلثي )ωjY1چنانچه در شكلS4,10 آمده است را بوجود مي آورد :  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  4,10حشكل 

  : مي توانيم بنويسيم4,1با استفاده از جدول 

π
1 

( )ωjY1 

-٢ ٢ ω ١-  ١ 

١  

( )ωjY 

٢ 
-٢ 

( )ωjY 

π2
j

 

ω 

π2
j− 



 ٣١٦

( ) ( )ω
ω

ω
π

jY
d

d
jjx

t

t
t

FT

1

2
sin

=→←







 

). فوق نشان داده شده استكه اين در شكل )ωjxبه صورت رياضي عبارتست از :  

( )
2

2

2

2

ω
ω

π

π

ω ≤

≤≤−













−= �

�

�

j

j

jx  

  با استفاده از رابطه پارسئوال ) ب (

( )∫ ∫
∞+

∞−

∞+

∞−
==








3

2
4

2

2

1

2

1sin

π
ωω

ππ
djxdt

t

t
t  

................................................................................................................................................................. 

  روابط زير را داريم) 4,11

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )thtxtg

thtxty

33 ∗=

∗=
 و                 

)تبديل فوريه    )tx   و ( )th   به ترتيب( )ωjX   و ( )ωjH  كمك خواص تبـديل فوريـه      است به 

)نشان دهيد كه تبديل فوريه  )tgستا  به شكل زير:   

( ) ( )BtAytg =  

  . را تعيين كنيدB و Aمقادير 

  :حل

  :مي دانيم كه

( ) 




→←

33
13

ωj
xtx

FT     ,   ( ) 




→←

33
13

ωj
Hth

FT  

  بنابراين

( ) ( ) ( ){ }












=

∗=

339

1

33

ωω

ω

j
H

j
x

thtxFTjG

 

  :يد كهحال توجه كن

 ساير نقاط



 ٣١٧

( ) ( ) ( ){ }
( ) ( )ωω

ω

jHjx

thtxFTjY

.=

∗=
 

  :با استفاده از اين مي توان نوشت












=







333
ωωω j

H
j

x
j

Y  

  :داريم) **(با استفاده از رابطه 

( )

( ) ( )tytg

j
Y

g
jG

3
3

1

,

3

1

=






= ωω

 

بنابراين 
3

1
=A 3 و=B.  

................................................................................................................................................................. 

  زوج تبديل فوريه زير را در نظر بگيريد) 4,12

21

1

ω+
→←ℑ− t

e  

tبا استفاده از خواص مناسب تبديل فوريه، تبديل فوريه ) الف(
et

  .را بيابيد −

  .و خاصيت همزادي تبدل فوريه سيگنال زير را بيابيد) الف(با استفاده از نتيجه بند ) ب(

( )221

4

t

t

+
  

  . را ببينيد13-4مثال : راهنمايي

  :حل

  :  مي دانيم كه4,2از مثال ) الف(

21

2

ω+
→←

− FTt
e  

  :با استفاده از خاصيت مشتقگيري در فركانس داريم



 ٣١٨

( )222
1

4

1

2

ω

ω

ωω +
−=









+
→←

− j

d

d
jte

FTt  

  از خاصيت دوگان) ب(

( ) ( )ωjGtg
FT→←  

( ) ( )ωπ jgtG
FT 2→←  

    :حال

( )221

4

ω

ω

+
−→←

− j
et

FTt
 

  مي توان از خاصيت دوگان براي نوشتن

( )
ω

πω e
t

jt FT 2
1

4
22

→←
+

−  

  .كرداستفاده 

  :  ضرب كنيم، خواهيم داشتjاگر دو طرف معادله را در 

( )
ω

πω ej
t

t FT 2
1

4
22

→←
+

 

................................................................................................................................................................. 

)فرض كنيد ) 4,13 )txستر داراي تبديل فوريه زي  

( ) ( ) ( ) ( )5−+−+= ωδπωδωδωjX  

  و 

( ) ( ) ( )2−−= tututh  
)آيا ) الف( )txمتناوب است؟   

)آيا ) ب( ) ( )thtx    متناوب است؟∗

  آيا كانولوشن دو سيگنال نامتناوب مي تواند متناوب باشد؟) ج(

  :حل

)با گرفتن عكس تبديل فوريه) الف( )ωjx؛ داريم:  

( ) tjtj
eetx

5

2

1

2

1

2

1

πππ
π ++=  



 ٣١٩

ــابراين ســيگنال )بن )tx    ــا ــه آنه ــه فركاســن پاي ــا دو نمــايي مخــتلط اســت ك ــت ب  مجمــوعي ثاب

برابر
( )

sec

5

2
rad

π
) و    )

sec2
rad

.  اين دو سيگنال مختلط به صورت هارمونيكي بـا هـم رابطـه اي ندارنـد    

. ي تواند هيچگاه حاصلضرب انتگرال فركانـسهاي پايـه باشـد          يعني فركانس پايه اين نماهاي مختلط نم      

  .بنابراين، سيگنال پريوديك نيست

)فرض كنيد سيگنال  ) ب( ) ( ) ( )thtxty با استفاده از خاصيت انتگرال كانولوشن، مـي دانـيم        . =∗

)كه  ) ( ) ( )ωωω jHjxjY = .  

)نيز از )thمي دانيم كه ،    

( )
ω

ω
ω ω sin2j

ejH
−=  

)تابع )ωjHهنگاميكه πω k=كه . ، برابر صفر استkبنابراين.  صحيح غير صفر است:  

( ) ( ) ( ) ( )5−+= ωδωδωω jHjY  
      : كه مي دهد

( ) tj
ety

5

2

1

2

1

ππ
+=  

)بنابراين )ty        مي دانيم كـه يـك نمـايي مخـتلط           . حاصل جمع نمايي مختلطي است كه ثابت است 

. با افزودن يك ثابت به نمايي مختلط تأثيري روي متناوب بودن آن ايجاد نمـي شـود                . متناوب مي باشد  

)بنابراين )tyسيگنالي با فركانس پايه ي ،
5

2πخواهد بود .  

  )بلي(اب مثبت است، ملاحظه شود كه جو) ب(و ) الف(از نتايج قسمت ) ج(

)سيگنال  )4,14 )tx با تبديل فوريه ( )ωjXاطلاعات زير داده شدهاست.  را در نظر بگيريد:  

1 .( )txحقيقي و غير منفي است .  

2 .( ) ( ){ } ( )tuAejXj t21 1 −− =+ℑ ωω  

3 .( )∫
+∞

∞−
= πωω 2

2
djX  

( )txرا بيابيد .  

  :حل

  با گرفتن عكس تبديل فوريه از طرفين تساوي، داريم

( ) ( ){ } ( )tuAjxjF t21 21 −− =+ ωω  



 ٣٢٠

  :دوباره داريم

( )
( )( ) 








+
−

+
=

++
=

ωωωω
ω

jj
A

jj

A
jx

2

1

1

1

21
 

  :با گرفتن تبديل فوريه معكوس از معادله فوق داريم

( ) ( ) ( )tuAetuAetx tt 2−− −=  

  : پارسئوالرا بطهبا استفاده از

( ) ( )∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−
= dttxdjx

22
2πωω

 

)با استفاده از اين حقيقت كه  )∫
+∞

∞−
= πωω 2

2
djxداريم ،:  

( )∫
+∞

∞−
=1.

2
dttx

 
)با جايگذاري )txدر رابطه فوق داريم :  

( ) ( )

( )

A
A

dteAAeeA

dttueAeAeA

ttt

tt

=±⇒=⇒

=−+⇒

=−+

∫

∫
∞

−−−

+∞

∞−

−−−

121
12

12

12

2

3242

2

324222

�

 
) مي باشد زيرا+12ايي قابل قبولهجواب ن )txشد منفي نمي با.  

................................................................................................................................................................. 

)سيگنال  )4,15 )tx با تبديل فوريه ( )ωjXاطلاعات زير داده شده است. يد را در نظر بگير:  

1 .( )txحقيقي است .  

)، t≥�در . 2 ) �=tx  

3 .( ){ } ttj
etdejXe

−+∞

∞−
=ℜ∫ ωω

π
ω

2

1
  

)عبارت رياضي )txرا بيابيد .  

  :حل

) مي دانيم )txحقيقي است در اينصورت   



 ٣٢١

( ){ } ( ) ( ) ( ){ }ωε jx
txtx

txv
FT Re

2
→←

−+
=

 
  :دوباره داريم

( ){ }{ } t
etjxFT

−
=ωRe�  

  :بنابراين

( ){ } ( ) ( ) t
et

txtx
txv

−
=

−+
=

2
ε  

)t≥�همچنين مي دانيم كه براي     ) �=tx .   كه بيان مي كند براي�>t ،( )tx مي توان نتيجـه  . −

  گرفت 

( ) �≥=
−

tforettx
t

2  

      بنابراين 

( ) ( )tutetx t−= 2  

................................................................................................................................................................. 

 

  سيگنال زير را در نظر بگيريد) 4,16

( ) ∑
∞+

−∞=









−



















=
k

kt

k

tx
4

4

4
sin

π
δ

π

π

 

)) الف( )tgرا به نحوي تعيين كنيدكه داشته باشيم   

( ) ( )tg
t

t
tx 








=

π

sin
 

)با استفاده از خاصيت ضرب تبديل فوريه نشان دهيـد كـه       ) ب( )ωjX   را در يـك دوره تنـاوب 

  .تعيين كنيد

  :حل

  :مي توان نوشت) الف(



 ٣٢٢

( )
( ) ( )∑

∞+

∞−

−=
4

4

4
sin

ππδ
π

π
kt

k

k

tx  

  بنابراين

( ) ( )∑
+∞

−∞=

−=
k

kttg
4

ππδ  

)چون) ب( )tg يك قطار ضربه است؛ تبديل فوريه  ( )ωjGقطار ضربه خواهد بود .  

  4,2از جدول 

( )

( )∑

∑

∞+

−∞=

∞

−∞=

−=














−=

k

k

k

k
jG

88

4

2

4

2

ωδπ

π

π
ωδ

π

π
πω

 

)ملاحظه مي شود كه )ωjG استفاده از خاصيت ضرب مي دانيم كهبا. ، پريوديك است8، پريود   

( ) ( )








∗








= ω
ππ

ω jG
t

t
FTjx

sin

2

1  

اگر








t

t
FT

π

sinرا با نماد ( )ωjAنشان دهيم؛ در اينصورت    

( ) ( ) ( )







−∗= ∑

+∞

−∞=k

kjAjAjx 88
2

1
ωπω

π
ω  

( )ωjx همان ( )ωjaA  كه هر 
sec

8rad    كـه مشخـصاً پريوديـك      . شود، مـي باشـد     تكرار مي

  :، داريم4,2با استفاده از جدول . است

( )
11 ≤





=
ω

ω
�

jA  

)بنابراين، )ωjxرا در يك پريود به صورت زير مي توانيم نشان دهيم :  

( )
41

14

≤≤

≤





=
ω

ω
ω

�
jx  

................................................................................................................................................................. 
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  .براي جواب خود دليل بياوريد. درستي و نادرستي گزاره هاي زير را تعيين كنيد )4,17

  .تبديل فوريه يك سيگنال فرد و موهومي هميشه فرد و موهومي است) الف(

  .لوشن يك تبديل فوريه فرد و يك تبديل فوريه زوج هميشه فردستكانو) ب(

  :حل

) مي دانيم كه، سيگنال حقيقي و فرد4,1 از جدول    )tx     تبديل فوريه اي فـرد و موهـومي خـالص ،

( )ωjx   سيگنال فرد و موهوي خالص    .  را خواهد داشت( )tjx  با استفاده از خطـي   .  نظر بگيريد   را در

)بودن، تبديل فوريه اين سيگنال به صورت       )ωjjx   بـديهي اسـت تـابع     .  خواهد بـود( )ωijx  فـرد و 

  .بنابراين حالت داده شده، نادرست است. حقيقي مي باشد

ه متنـاظر بـا سـيگنال زوج، زوج         تبديل فوريه ي متناظر با يك سيگنال فرد، فرد و تبديل فوري           ) ب(

كانولوشن تبديل فوريه يك سيگنال فرد با يك سيگنال زوج در حـوزه زمـان حاصلـضرب             . خواهد بود 

همينطور حاصلضرب حاصـل همـواره فـرد خواهـد بـود،       . يك سيگنال فرد در يك سيگنال زوج است       

  .ظر، صحيح استبنابراين حالت موردن. تبديل فوريه اين سيگنال فرد نيز فرد خواهد بود

................................................................................................................................................................. 

  .پاسخ ضربه سيستمي با پاسخ فركانسي زير را بيابيد) 4,18

( ) ( )( )
2

2 cos3sin

ω

ωω
ω =jH  

  :حل

)، ملاحظه مي كنيم كـه پـالس مـستطيلي         4,2با استفاده از جدول      )tx1      نـشان داده شـده در شـكل 

) تبديل فوريه اي به صورت     4,18ح ) ( )
ω

ω
ω

3sin
1 =jx     بـا اسـتفاده از خاصـيت       .  را خواهـد داشـت

  :كانولوشن تبديل فوريه مي توان نوشت

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) 2

12112

3sin








=

=→←∗=

ω

ω

ωω jxjxtxtxtx
FT

 

)سيگنال )tx2    با استفاده از خاصـيت شـيفت، متوجـه مـي           .  نشان داده شده است    4,18ح در شكل

  شويم كه 



 ٣٢٤

( ) ( )

( ) ( ) 2

2

2

2

3sin

2
11

2
1

,

3sin

2

1
1

2

1









→←−









→←+

−

ω

ω

ω

ω

ω

ω

jFT

jFT

etx

etx

 

  :با جمع كردن دو معادله داريم

( ) ( ) ( )( )
2

22

3sin
cos11

2
1 








→←−++=

ω

ω
ωFT

txtxth  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  4,18حشكل 

  

( )thبه صورت رياضي به صورت زير مي باشد :  

2
3 

( )tx2 

-٦ ٦ 

( )tx1 

2
1 

-٣ ٣ 

-٧+ ٥+  ٥- ٧ 

4/5 

( )th 

4
1 

t 



 ٣٢٥

( )
75

51

8
7

8

2

3

4

1,
4

5

≤<

≤≤
















+−

+−

<

=
t

t

t

t

t

th

�

 

  

................................................................................................................................................................. 

  . عليّ با پاسخ ضربه زير در نظر بگيريدLTIيك سيستم ) 4,19

( )
3

1

+
=

ω
ω

j
jH  

)اين سيستم به ازاي ورودي  )txخروجي زير را ايجاد كرده است .  

( ) ( ) ( )tuetuety tt 43 −− −=  

( )txرا بيابيد .  

  :حل

    مي دانيم كه

( ) ( )
( )ω

ω
ω

jx

jY
jH =  

)چون ) ( ) ( )tuetuety tt 43 −− )  داده شدهاست در نتيجه مي توانيم       =− )ωjY  را به صورت زير 

  .محاسبه كنيم

( )
( )( )ωωωω

ω
jjjj

jY
++

=
+

−
+

=
43

1

4

1

3

1
 

)چون  )
ω

ω
j

jH
+

=
3

  :داريم1

( ) ( )
( ) ( )ωω

ω
ω

jjH

jY
jx

+
==

4

1  

  :با گرفتن عكس تبديل، فوريه داريم
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  :با گرفتن عكس تبديل فوريه داريم

)با استفاده از كانولوشن) ب( )txو ( )thداريم :  
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  :با گرفتن تبديل فوريه داريم
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  سيگنالهاي زير را در نظر بگيريد )4,27

( ) ( ) ( )321 −−−= tututx  

  و



 ٣٣٩

( ) ( )∑
+∞

−∞=

−=
k
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Tak<�كه در آن   ) را ضرائب سـري فوريـه        . )tx~   و ،( )ωjX     را تبـديل فوريـه ( )tx   فـرض 

  .كنيد

)عبارت رياضي ) الف( )ωjXرا بيابيد .  

 را يافته، نشاندهيد كه kaعبارت رياضي ضرائب) ب(
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  :حل

  .را در نظر بگيريدسيگنالهاي زير 

) تبديل فوريه  )tx كه همان ( )ωjxاست عبارتست از :  
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  :داريم) ب(و ) الف(با مقايسه جواب بدست آمده از قسمت 
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)) الف ()4,28 )ωjXتبديل فوريه سيگنال ( )tx و   
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=
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)نمايش سري فوريه سيگنال متناوب       )tp  با فركانس پايه ،
�

ω تبديل فوريه سيگنال زيـر را  . است

  .بيابيد

)    )1-28-4م ( ) ( ) ( )tptxty =  

)فرض كنيد ) ب( )ωjX     طيف  . است) الف (28-4 مطابق شكل م( )ty    به ) 1-28-4م  (  معادله

)ازاي هر يك از  )ptهاي زير رسم كنيد.  
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)x (( )tp ب (28-4 موج چهارگوش متناوب شكل م(  

  : حل

  :  مي دانيم كه4,2از جدول ) الف (
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  :از اين مطلب داريم

( ) ( ) ( ){ } ( )( )∑
∞

−∞=

−=∗=
k

k kjxajHjxjY
�

ωωωω
π

ω
2

1
 

  

  . نمايش داده شده است4,28.حطيف در شكل ) ب(
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  4,28.حشكل  

...........................................................................................................................................................

. 

4,29( ( )tx    اندازه و فاز تبديل فوريـه  )الف (29-4 تابع حقيقي پيوسته در زماني است كه شكل م 

( )ωjXآن را نشان مي دهد .  

)اندازه تبديل فوريه توابع      )txa  ،( )txb  ،( )txc و ،( )txd همان اندازه( )ωjX     است، ولي فـاز 

). اســت) هـــ(تــا ) ب (29-4يــك متفــاوت، و مطــابق شــكلهاي م تبــديل فوريــه هــر  )ωjX a� و



 ٣٤٣

( )ωjX b           با افزودن يك فـاز خطـي بـه ( )ωjX�        بـراي بـه دسـت آوردن       .  بـه دسـت آمـده انـد

( )ωjX c� ،( )ωjX� ــول ــم، و   ω=� را حـــ ــرده ايـــ ــنعكس كـــ ) مـــ )ωjX d� از 

)جمــع )ωjX c� ــه دســت آمــده اســت ــه  .  و يــك فــاز خطــي ب ــه كمــك خــواص تبــديل فوري ب

( )txa،( )txb ،( )txc و ،( )txd را بر حسب ( )txبه دست آوريد .  
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  :از اين خاصيت شيفت زماني داريم
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  :از خاصيت شيفت زماني مي دانيم كه
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  :از مزدوج گيري و خاصيت معكوس ـ زماني مي دانيم كه

( ) ( )txtxc −= ∗  
)چون )txحقيقي است، بنابراين ( ) ( )txtxc −=  
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  : و شيفت زماني، مي دانيم كهاز خاصيتهاي مزدوج گيري و معكوس زماني

( ) ( )dtxtxd −−= ∗  
)چون  )tx ،حقيقي است( )dtx   . نيز حقيقي مي باشد−−

................................................................................................................................................................. 

) فرض كنيد )4,30 ) ( )costxtg ) و= )tgداراي تبديل فوريه زيرست   

  

( )
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,
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=
ω

ω
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jG  

)) الف( )txرا بيابيد ..  

)تبديل فوريه ) ب( )ωjX1 سيگنال ( )tx1كه داشته باشيم.  را به نحوي بيابيد.  

( ) ( ) 
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  : حل

  :مي دانيم كه) الف (
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 در غير اين صورت
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  بنابراين

( ) ( )( ) ( )( )1
2

11
2

1
++−= ωωω jxjxjG  

)چون   )ωjG    از معادله ي فوق واضح است كه      .  نمايش داده شده است    4,30ح در شكل( )ωjx 

  . نمايش داده شده است، مي باشد4,30حهمانطوري كه در شكل 

  

  

  

  

  

  

  

  4,30حشكل 

    بنابراين
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π

sin2
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)) ب( )ωjx1 نمايش داده شده است4,30ح در شكل .  

................................................................................................................................................................. 

   داراي پاسخ ضربه هاي زيرLTIنشان دهيد كه هر سه سيستم ) الف() 4,31
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δ  

)به ورودي  )txپاسخ يكساني دارند .  

ايـن  .  بدهـد tcosبيد كه همين پاسـخ را بـه ورودي           ديگر بيا  LTIپاسخ ضربه يك سيستم     ) ب(

 بـه  LTI را نمي توان براي مشخص كردن كامل يـك سيـستم   tcosمسئله نشان مي دهد كه پاسخ به     

  .كار برد
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  : حل

  :داريم) الف(
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  :ينبنابرا
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  :      با گرفتن عكس تبديل فوريه داريم
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  :بنابراين
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  :با گرفتن عكس تبديل فوريه داريم

( ) ( )tty sin=  
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  :بنابراين
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  :با گرفتن عكس تبديل فوريه داريم

( ) ( )tty sin=  
  : با پاسخ ضربهLTIيك سيستم ) ب(

( ) ( ) ( )[ ]ththth 214 2
1 +=  
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)پاسخ مشابه  ) ttx cos=   مي توانيم ديگر پاسخ هـاي ضـربه ي مـشابهي را بـا              .  را خواهد داشت

)تركيب خطي و اسكيل )th1و ( )th2و  ( )th3پيدا كنيم .  

................................................................................................................................................................. 

  .، با پاسخ ضربه زير در نظر بگيريدs، سيستم LTIيك سيستم  )4,32
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  .: را به ازاي وروديهاي زير بيابيدsخروجي 

) الف( ( ) 







+=

2
6cos1

π
ttx  

) ب( ( ) ( )ktktx

k

3sin
2

1
2 








==∑

∞
�  

) ج( ( ) ( )
( )1

14sin
3

+

+
=

t

t
tx

π
 

) د( ( )
2

4

2sin








=

t

t
tx

π
 

  : حل

ــه   ــد ك ــه كني ) توج ) ( )11 −= ththــه ) ك )
t

t
th

π

4sin
1 ــه= ــديل فوري )، تب )th1ــست از :  عبارت

( )ωjH1 در شكلS.4,32نشان داده شده است .  

)از شكل بالا واضح است كه      )th1    پاسخ ضربه يك فيلتر پائين گذر ايده آل است كه بانـد گـذر آن 

)بنابراين،.  قرار دارد  ω>4در بازه  )th           پاسخ ضربه يك فيلتر پائين گذرانيده آل است كه بـه انـدازه  

  :بااستفاده از خاصيت شيفت.  واحد به سمت راست شيفت يافته است1
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 ساير نقاط
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  :واضح است كه

( ) ( ) ( ) ( ) �� =⇒== tyjHjxjY 111 ωωω  
)اين نتيجه به اين معني است كه )ωjx1در باند گذر  ( )ωjHصفر است .  
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  :كه بيان مي دارد كه
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ــه ا  ــا توجــه ب ــشابهي ب ــا فركــانس  نتيجــه م ــك سينوســي ب ) در3ينكــه تنهــا ي )ωjx2 ــد  در بان

)گذر )ωjHواقع شده است.  
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  :كه بيان مي دارد
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)نتيجه مشابهي با توجه به اينكه )ωjx3در باند گذر ( )ωjHقرار دارد، بدست آورد.  

)) د( )ωjx4 نشان داده شده است4,32ح در شكل .  

  بنابراين
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  نقاطساير
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  :كه بيان مي كند
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)مي توان نتايج مشابهي با توجه به اينكه        )ωjx4   در باند گذر ( )ωjH       واقع شـده اسـت، بدسـت

  .آورد

................................................................................................................................................................. 

  . علي بامعادله ديفرانسيل زير به هم مربوط اندLTIم ورودي و خروجي يك سيست )4,33
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  .پاسخ ضربه اين سيستم را بيابيد) الف(

)پاسخ اين سيستم به ورودي ) ب( ) ( )tutetx t2−=بيد را بيا.  

  . عليّ زير توصيف شده با معادله زير تكرار كنيدLTIرا براي سيستم ) الف(بند ) ج(
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  :حل

  :با گرفتن تبديل فوريه از دو طرف معادله ي ديفرانسيل داده شده، بدست مي آوريم) الف (
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  :با استفاده از بسط به كسرهاي جزئي خواهيم داشت
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  :با گرفتن عكس فوريه
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 4,32حشكل 
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  : داده شده بدست مي آوريماز سيگنال) ب(
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  :با استفاده از روش بسط به كسرهاي جزئي داريم
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  :با استفاده از تبيل فوريه عكس معكوس
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tjtj 2/12/1 2122122 −−+− −−+−= δ  
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   به صورت زيرستS پايدار LTIپاسخ فركانسي سيستم ) 4,34

( )
ωω

ω
ω

j

j
jH

56

2
2 +−

+
=  

)معادله ديفرانسيلي را كه ورودي    ) الف( )tx و خروجي ( )ty سيستم S  ،را به هم  مرتبط مي كنـد 

  .بنويسيد

)پاسخ ضربه ) ب( )th سيستم Sرا بيابيد .  

)خروجي) ج( )tyبه ازاي ورودي زير را بيابيد .  
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  :با طرفين وسطين وعكس تبديل فوريه داريم
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dt

tdy

dt

tyd
46

2

2

+=++δ  

  :داريم) ب(

( )
ωω

ω
jj

jH
+

−
+

=
3

1

2

2
 

  : تن عكس تبدل فوريه داريمبا گرف

( ) ( ) ( )tuetueth tt 322 −− −=  
  : داريم)ج(

( )
( )2
4

1

4

1

ωω
ω

jj
jx

+
−

+
=  

  بنابراين

( ) ( ) ( )
( )( )ωω

ωωω
jj

jHjxjY
++

==
24

1
 

  : عكس تبديل فوريه داريمبا يافتن بسط كسرهاي جزئي و گرفتن

( ) ( ) ( )tuetuety
t 42

2
1

2
1 −− −=  

  . گيريمدر نظر ميدر اين مسئله مثالهايي از اثر تغيير غير خطي ) 4,35

   پيوسته در زمان، با پاسخ فركانسي زير در نظر بگيريدLTIيك سيستم ) الف(

( )
ω

ω
ω

ja

ja
jH

+

−
=  

)، دامنـه    a<�كه در آن   )ωjH    چقدرسـت؟ فـاز ( )ωjH�     چقدرسـت؟ پاسـخ ضـربه ايـن 

  .سيستم را به دست آوريد

  . و ورودي زير بيابيدa=1را به ازاي ) الف(خروجي سيستم بند ) ب(

( ) ( )tt 3coscos3/cos ++  

  .ورودي و خروجي را به طور تقريبي رسم كنيد



 ٣٥٣

  :حل

  :از اطلاعات داده شده) الف(

( ) 1
22

22

=
+

+
=

wa

wa
jH ω  

  و نيز

( )

a
tgtg

a
tg

a
tgjH

ω

ωω
ω

11

11

2 −−

−−

−=

−−=�

 

      و نيز

( )

( ) ( ) ( )tueatth

ja

a
jH

at−+−=⇒

+
+−=

2

2
1

δ

ω
ω

 

  :، و گرفتن عكس تبديل فوريه)الف(با يافتن بسط كسرهاي جزئي قسمت ) ب(

( ) ( ) ( ) ( ) ( )tx
dt

tdx
ty

dt

tdy

dt

tyd
9386

2

2

+=++  

................................................................................................................................................................. 

) سيگنال )4,37 )tx را در نظر بگيريد37-4 شكل م .  

)تبديل فوريه ) الف( )txرا بيابيد .  

  .سيگنال زير را رسم كنيد) ب(

( ) ( ) ( )∑
+∞

−∞=

−∗=
k

kttxtx 4~ δ  

  

)يك سيگنال) ج( )tgبيابيد كه همانند ( )txد ولي براي آن نباش  

( ) ( ) ( )∑
+∞

−∞=

−∗=
k

kttgtx 4~ δ  



 ٣٥٤

ــد  ) د( ــر چن ــشاندهيدكه ه )ن )ωjGو ( )ωjG   ــر ــه ازاي ه ــي ب ــد، ول ــاوت ان ــحيح k متف  ص









=









22

k
jX

k
jG

ππ . براي پاسخ به اين سئوال لازم نيست( )ωjGرا حساب كنيد .  

  : حل

  نيد كهتوجه ك) الف(

( ) ( ) ( )

( ) 2
11

1

11

<





=

∗=

ω

�
tx

txtxtx

 

)و نيز تبديل فوريه )tx كه عبارتست از  ( )ωjxبرابر است با :  

( )
ω

ω
ω 2

sin
21 =jx  

  :با استفاده از خاصيت كاتولوشن داريم

( ) ( ) ( )

( ) 2

11

2
sin

2













=

=

ω

ω

ωωω jxjxjx

 

)سيگنال) ب( )tx~ نشان داده شده است4,37.ح در شكل :  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  4,37حشكل 

 ساير نقاط

-٥ ٤ ٣ ٢ ١  ٥- ٤- ٣- ٢- ١  t 

١ ١ ١ 

-٥ ٤ ٣  ٥- ٤- ٣  t 

( )tg 

١ 2
1 

( )tx~ 



 ٣٥٥

  

)يك انتخاب ممكن براي) ج( )tg در شكل S4,37نشان داده شده است .  

  توجه كنيد كه ) د(

( ) ( )

( ) ( )( )∑

∑
∞

−∞=

∞

−∞=

−

















−=

k

k

kjjG

k
jjxjx
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22

~

πωδ
π

ω

π
ωδ

π
ωω

 

  :كه آن را به صورت زير نيز مي توان نوشت

( ) ∑∑
+∞

−∞=
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=
















−





=

k

kj
jk

Gkj
jk

xjx
222222

~ π
ωδπππ

ωδ
π

ω  

  :واضح است كه اين تنها در صورتي امكان دارد كه






=







22
kj

x
jk

G
ππ  

................................................................................................................................................................. 

4,38 (( )tx2          را سيگنال دلخواهي با تبـديل فوريـه ( )ωjX    خاصـيت جابجـايي    .  فـرض كنيـد

  فركانسي تبديل فوريه را مي توان به شكل زير بيان كرد

  

  

  

  

  

  37-4شكل م 

نـسي  با اعمال جابجايي فركانسي به معادله تجزيه تبديل فوريه زير، خاصيت جابجـايي فركا             ) الف(

  .را ثابت كنيد

( ) ( )∫
∞

∞−

−= dtetxjX
tjωω  

( )tx 
١ 
 

١+  
 

١-  
 

٠  
 



 ٣٥٦

tjخاصيت جابجايي فركانسي را با استفاده از تبديل فوريه        ) ب(
e �

ω      و خاصيت ضرب تبديل فوريه 

  .ثابت كنيد

  :حل

  :با بكارگيري شيفت فركانسي براي معادله آناليز داريم) الف(

( )( ) ( ) ( ) ( )

( )[ ]tj

tj
tj

tj

etxFT

dteetxdtetxjx

�

�

�

�

ω

ω
ω

ωωωω

=

==− ∫ ∫
+∞

∞−

−
++∞

∞−

−−

 

  :داريم) ب(

( ) ( ) ( )
�

� ωωπδωω ω −=→←= 2jwet
FTtj  

  همچنين

( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )
( )( )

�

�

ωω

ωωδω

ωωω
π

ω

−=

−∗=

∗→←

jx

jx

jjxttx
FT

2

1

 

................................................................................................................................................................. 

)تبديل فوريه سيگنال     )4,39 )tx را ( )ωjXسيگنال .  فرض كنيد( )tg  را مـشكل ( )ωjX در

  .ظنر بگيريد

  يعني 

( ) ( )jtXtg =  

)نشان دهيد  تبديل فوريه ) الف( )ωjG همشكل ( )tx −π2است، يعني   

( ) ( )ωπω −= xjG 2  

  با استفاده از اين كه) ب(

( ){ } ωδ jBeBt =+ℑ  

  نشان دهيد ) الف(و نتيجه بند 

{ } ( )Be jBt −=ℑ ωπδ2  

  :حل

  :از معادله آناليز تبديل فوريه داريم) الف (



 ٣٥٧

( ) ( ) ( )∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

−− == dtejtxdtetgjG
tjtj ωωω  

  ) 1-4,39.ح(

  :و نيز از معادله عكس تبديل فوريه، داريم

( ) ( )∫
+∞

∞−
= dtuejxtx

tjωω
π2

1  

  : داريمt,ωبا تعويض

( ) ( )∫
+∞

∞−
= dutejtxx

tjω

π
ω

2

1  

  :اين معادله را به صورت زير نيزز مي توان نوشت

( ) ( )∫
+∞

∞−

−=− dtejtxx
tjωωπ2  

  :داريم) 1-4,39ح(با جايگذاري در معادله 

( ) ( )ωπω −= xjG 2  
)داشته باشيم) الف(اگر در قسمت ) ب( ) ( )Bttx += δ ، در اينصورت مي توان نتيجه گرفت

( ) ( ) jBtejtxtg )و == ) ( ) ( ) ( )BBxjG −=+−=−= ωπδωπδωπω 222.  

   با استفاده از خواص تبديل فوريه واستقراء رياضي نشان دهيد كه تبديل فوريه سيگنال زير)4,40

( )
( ) �>

−

−
−

atue
n

t at
n

,
!1

1

 

  عبارت است از

( )n
ja ω+

1
 

  :حل

) باشد،n=1 هنگاميكه ) ( )tuetx at−=1 و ( )
ω

ω
ja

jx
+

=
1

  . خواهد بود1

)  باشد، n=2هنگاميكه ) ( )tutetx at−=2   و ( )
( )ω

ω
ja

jx
+

=
1

  . خواهد بود2

mnحال، فرض كنيم كه حالت داده شده براي   درست باشد، يعني=

( )
( ) ( )

( )mj
jxtue

m

t
x m

FTat
m

m
ω

ω
+

−
=→←

−
= −

−

1

1

!1

1

 



 ٣٥٨

=+1براي  mnمي توان از ديفرانسيل در حوزه فركانس استفاده كرد و نوشت :  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) 1

11

1

1

1

+

++

+
=

=→←=

m

m
m

FT

mm

j

d

jdx
j

m
jxtx

m

t
tx

ω

ω

ω
ω

 

mnكه نشان مي دهد كه اگر فرض كنيم كه حالت داده شده براي               درست باشد، در اينصورت      =

=+1براي   mn    2بدليل اينكه نشان داديم ك حالت داده شده براي        .  نيز صحيح خواهد بود=n  نيز 

12صحيح است، مي توانيم براي     +=n 13 و +=n   بنـابراين حالـت داده شـده       . نيز بحث كنيم  ...  و

  . اي صحيح استnبراي هر 

  ).ه در اين مسئله از استقراء رياضي استفاده شده استتوجه شود ك: پانوشت مترجم(

  

  :داريم) الف) (4,41

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )( )

( ) ( )( ) θωθω
π

θ
π

ωθθωθ
π

ωωω
πππ

ω
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ddejYjx
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dejYjxtg
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  :با استفاده از خاصيت شيفت فركانسي تبديل فوريه مي توانيم بنويسيم) ب( 

( )( ) ( )tyedejY
tjtj θω ωθω

π
=−∫

+∞

∞−2

1
 

  ):ب(و ) الف(با تركيب نتايج قسمتهاي ) ج(

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )txty

dejxty

dtyejxtg

tj

tj

=

+
=

=

∫

∫
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θθ
π
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π
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1

 

................................................................................................................................................................. 



 ٣٥٩

  فرض كنيد) 4,42

( ) ( )[ ] ( ){ } ( )thtxttg ∗=
�

ωsin2   ,  ( ) ( )[ ] ( ){ } ( )thtxttg ∗=
�

ωcos1  

)يك سيگنال حقيقي متناوب و  )th پاسخ ضربه يك سيستم LTIعليّ است  .  

مقدار ) الف(
�

ω و شرايط لازم ( )ωjHبراي داشتن روابط زير را تعيين كنيد.  

( ) { }52 agtg m=   ,   ( ) { }51 aetg ℜ=  

)يك  ) ب( )th  ه نحوي كه    تعيين كنيد، ب( )ωjH  گذاشته ايـم ارضـا   ) الف( شرايطي را كه در بند

  . فرض كنيد32-4. كند

( ) ( )
t

t
ttxtg

π

sin
cos2 ∗=  

( )tx    1 را حقيقي بگيريد به نحوي كه در≥ω داشته باشيم ( ) �=ωjX .   نشان دهيد كـه يـك

   وجود دارد، به نحوي كهS خطي تغييرناپذير با زمان سيستم

( ) ( )tgtx
S→  

  : حل

( )tx      سيگنالي متناوب با ضرايب سري فوريه ka فركـانس پايـه  .   مي باشـد( )tx    برابـر اسـت بـا 

sec100
rad

f =ω . دانيم كه تبديل فوريه مي 4,2از بخش( )txعبارتست از :  

( ) ( )∑
+∞

−∞=

−=
k

k kajx 1002 ωδπω  

  :بدليل اين كه) الف(

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )( )
���

ωωωωωω ++−=→←= jxxjYttxty
FT

2

1
cos 11  

  :داريم

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]∑

∑
∞

−∞=
−

∞

−∞=

+−+−+=

+−+−−=

k

kk

k

kk

kaka

kakajY

��

��

ωωδωωδπ

ωωδωωδπω

100100

1001001

 

=500اگر
�

ω5، در اينصورت سري فوق با=kبه صورت زير خواهد بود :  

( ) ( )ωδπωδ 55 axa +−  



 ٣٦٠

)چون؛ )tx  حقيقي است ∗
−= kk aa        بنابراين، بيان معادله بالا بـه صـورت ،{ } ( )ωδπ 5Re2 a  در 

ــربه اي در   ــه ضـ ــد كـ ــد آمـ ــد ω=�خواهـ ــي باشـ ــه   .  مـ ــديل فوريـ ــه تبـ ــد كـ ــه نمائيـ توجـ

}معكوس } ( )ωδπ 5Re2 a ابر   بر( ) { }51 Re atg )بنابراين، نياز داريم تـا   .  مي باشد  = )ωjH  را بـه

  :گونه اي بيابيم كه

( ) ( ) { } ( )ωδπωθω 511 Re2 ajjY ==  

)به راحتي  )ωjH              5جملاتـي غيـر از    (  را بـا توجـه بـه سـاير جمـلات=k (     در سـري معادلـه

)S4,42 (ضربه در  نتيجه m100=ω   و �≠m  بنابراين، مي تـوانيم هـر       .  بدست آوريم( )ωjH  را 

2,1,... و m100=ωكه براي و  ±±=mصفر است انتخاب كنيم :  

  بطور مشابه چون 

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ){ }
��

�

ωωωω

ωω

+−−=

→←=

jxjx
j

jYttxty
FT

2

1

sin 22

 

  :داريم

( ) ( ) ( )[ ]
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=500اگر
�

ω 5، آنگاه جملات در مجموع فوق با=kبرابرند با :  

( ) ( )ωδ
π

ωδ
π

55 a
j

a
j

−−  

)چون )tx  حقيقي است ∗
−= kk aa .      بنابراين بيان فوق به صورت{ } ( )ωδπ 52 aIm   ،خواهد شـد 

}توجه نمائيد كه تبديل فوريه معكوس     .  مي باشد  ω=�ضربه اي در  كه   } ( )ωδπ 5Im2 a   برابر است 

): با ) { }52 Im atg )بنابراين، نياز به يافتن . = )ωjHاي به صورت زير مي باشيم:  

( ) ( ) ( ) { } ( )ωδπωωω 522 Re2 ajGjHjY ==  

) S4,42-2(در مجمـوع سـري   ) k=5جملاتـي غيـر از  (ير جمـلات  به راحتي بـا توجـه بـه سـا     

( )ωjH    را نتيجه درm100=ω   و �≠m  بنابراين، مي تـوانيم هـر       .  بدست آوريم( )ωjH اي را

2,1,...و m100=ωبراي  ±±=mانتخاب كنيم ،.  



 ٣٦١

)يك مثال براي  ) ب( )ωjH              درست، مي تواند پاسخ ضربه يك فيلتر پائين گذر ايده آل، بهره باند 

sec50گذر واحد و فركانس قطع
rad

  :در اين مورد داريم.  باشد

( )
t

t
th

π

50sin
=  

................................................................................................................................................................. 

 

   فرض كنيد )4,43

( ) ( )
t

t
ttxtg

π

sin
cos2 ∗=  

( )tx       1را حقيقي بگيريد به نحوي كه در≥ω ته باشيم داش( ) �=ωjX.        نشان دهيـد كـه يـك

   وجود دارد، به نحوي كهSسيستم خطي تغييرناپذير با زمان 

( ) ( )tgtx
S→  

  :حل

  چون

) چون  )
2

2cos1
cos2

1

t
tty

+
==  

  :بدست مي آوريم

( ) ( ) ( ) ( )2
2

2
2

1 ++−+= ωδπωδ
π

ωπδωjY  

  :بنابراين

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }ωω
π

ω jYjxjYttxtytxty
FT

12

2

12
2

1
cos ∗=→←==  

  :كه مي دهد

( ) ( ) ( )( ) ( )( )2

1 1 1
2 2

2 4 4
Y j x j x j x jω ω ω ω= + − + +  

( )ωjx و ( )ωjY2 نشان داده شده است4,43.ح در شكل .   

  

  

١- ١ ١- ١ 

2
A 

2
A 

( )ωjG ( )ωjX 

ω ω 
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  4,43.حشكل 

  : حال

( ) ( )
wiseother

jY
t

t
ty

FT 11sin
33

<





=→←=
ω

ω
π �

 

  :همچنين

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ωωω jYjYjGtytytg
FT

3232 =→←∗=  
   واضح است كه4,43.حاز شكل 

( ) ( )ωω jxjG
2

1
=  

)پاسخ ضربه    با   LTIبنابراين يك سيستم     ) ( )tth δ
2

1
) مي توانـد بـراي بدسـت آوردن        = )tg  از 

( )txمورد استفاده قرار بگيرد .  

................................................................................................................................................................. 

)خروجي ) 4,44 )ty يك سيستم LTIعليّ، با معادله زير به ورودي ( )txمرتبط شده است  آن.  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫
∞+

∞−
−−=+ txdtzxty

td

tyd
τττ10  

)كه در آن  ) ( ) ( )ttuetz t δ3+= −  

)پاسخ فركانسي اين سيستم،) الف( ) ( ) ( )ωωω jXjYjH   .، را بيابيد=/

  .پاسخ ضربه اين سيستم را پيدا كنيد) ب(

  :حل

  :با گرفتن تبديل فوريه از دو طرف معادله ديفرانسيل داده شده داديم) الف(

( )[ ] ( ) ( )[ ]110 −=+ ωωωω jzjxjjY  

٣- ٢- ١- ١  ٣ ٢ 

2
A 

4
A ( )ωjY2 



 ٣٦٣

}بدليل اينكه  } 3
1

1
+

+
=

ω
ω

j
jzاز معادله بالا بدست مي آوريم :  

( ) ( )
( ) ( )( )ωω

ω

ω

ω
ω

jj

j

jx

jY
jH

++

+
==

101

23  

)سبط كسرهاي جزئي  ن) ب( )ωjH            را بدست آورده و عكس تبديل فوريه آن را بدست مي آوريم

  :داريم

( ) ( ) ( )tuetueth
tt 10

9

17

9
1 −− +=  

................................................................................................................................................................. 

 طي مبحث قضيه پارسئوال براي سيگنالهاي پيوسته در زمـان نـشان داديـم        7-3-4 در بخش    )4,45

  كه 

( ) ( )∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−
= ωω

π
djXdttx

22

2

1
 

)يعني انتگرال گيري از     ) 2
ωjX    روي تمام فركانسها مي توان كل انـرژي موجـود در سـيگنال را 

)نال حقيقـي    حـال سـيگ   . به دسـت آورد    )tx              رادر نظـر بگيريـد كـه توسـط فيلتـر ميانگـذار ايـده آل 

( )ωjH   انـرژي سـيگنال خروجـي       .  پردازش مـي شـو     45-4شكل م( )ty        را بـه صـورت انتگـرال 

)فركانسي ) 2
ωjXبيان كنيد .   

) را به قدر كافي كوچك فرض كنيد، طوري كه بتوان          ∆ )ωjH       در يك فاصله فركانسي به پهناي 

)نشان دهيد كه انرژي خروجـي فيلتـر ميـان گـذار تقريبـاً بـا               .  را تقريباً ثابت دانست    ∆ ) 2

�
ωjX∆ 

  .متناسب است

)بر مبناي نتيجه فوق    ) 2

�
ωjX∆      حـول فركـاني      ∆ با انرژي سيگنال در پهناي باند cω  متناسـب

)بر مبناي نتيجه فوق.است ) 2

�
ωjX∆را غالباً طيف چگالي انرژي سيگنال ( )txامند مي ن.  

  

 ( ) ( ) ( )tyjHtx →→ ω        

  

  45-4كل م ش
١ 

�
ω− 

( )ωjH 

→∆→ 

�
ω 

→∆→ 

ω 
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   :حل

    : داريم

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ωωω jHjxjYthtxty =⇒∗=  

)از رابطه پارسئوال، انرژي كل )tyعبارتست از :  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )∫∫

∫

∫ ∫

∆
+

∆
−

∆
+−

∆−−

∞+

∞−

+∞

∞−

+∞

∞−

+=

=

==

2

2

2

2

2

2
2

2
2

2

2

1

2

1

2

1

2

1

�

�

�

�

ω

ω

ω

ω
ωω

π
ωω

π

ωωω
π

ωω
π

djxdjx

djHjY

djYdttyE

 

( ) ( )
2 21 1

2 2
E x j x jω ω

π
≈ − ∆ + ∆

� �
 

)براي )tx حقيقي؛ ( ) 2

�
ωjx؛ بنابراين:  

( ) ∆=
21

�
ω

π
jxE  

................................................................................................................................................................. 

 كـاربرد مدولاسـيون دامنـه اي باحامـل نمـايي مخـتلط در سـاختن فيلتـر                   1-5-4در بخش   ) 4,46

) نشان داده شده است و اگر تنها بخش حقيقـي  26-4 سيستم درشكل  .ميانگذار را ديديم   )tf  را نگـه 

 تحقق يك فيلتر ميانگذار با استفاده از        46-4در شكل م    .  است 30-4داريم، معادل فيلتر ميانگذار شكل      

)نشان دهيد كه خروجي   . مدولاسيون سينوسي و فيلتر پايين گذر نشان داده شده است          )ty   اين سيستم 

)، يعني 26-4با بخش حقيقي خروجي سيستم شكل  ){ }feℜيكسان است .  

  :حل

)فرض كنيد  )tg1 پاسخ ( )ωjH1 به ( ) ttx cωcos  و همچنين .   باشد( )tg2     پاسخ ( )ωjH 2 

)به  ) ttx cωsinدر اينصورت با مراجعه به.  باشد  

) : 4,30شكل  ) ( ) ( ) ( ) ttjxttxetxty cc

tj c ωω
sincos +==   

)و    ) ( ) ( )tjgtgt 21 +=ω  

  همچنين



 ٣٦٥

( ) ( ) [ ] ( ) ( )[ ]tjgtgtjttetf cc

tj c

21sincos +−=−=
•− ωωωω  

  :بنابراين

( ){ } ( ) ( ) ttgttgtf cc ωω sincosRe 21 +=  

................................................................................................................................................................. 

) پيوسـته در زمـان، بـا پاسـخ ضـربه             LTIيكي از خواص پاسخ فركانسي سيستمهاي       ) 4,47 )th 

)حقيقي و عليّ، اين است كه قـسمت حقيقـي        )ωjH  يعنـي( ){ }ωjHeℜ ،( )ωjH   را بـه طـور 

خاصيت كافي بودن قسمت حقيقي نام دارد و در اين مـسئله بعـضي نتـايج    اين . كامل مشخص مي كند 

  .ضمني آن بررسي مي شود

  

  

  

-  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

⊗ 

⊗ ( ) →→⊗→ ωjH1 

( ) ⊗→→⊗→ ωjH1 

( )tx 

t
�

ωcos 

t
�

ωsin 

١ 

ω 
�

ω �
ω− 

( )ωjH1 



 ٣٦٦

)با بررسي سيگنال    ) الف( )the     كه قسمت زوج ،( )th   است، خاصيت كافي بودن قسمت حقيقـي 

)تبديل فوريه. را ثابت كنيد )theچيست؟ چگونه مي توان ( )thرا از ( )theبه دست آورد .  

  بخش حقيقي پاسخ فركانسي يك سيستم  عليّ عبارت است  از) ب(

( ){ } ωω cos=ℜ jHe  
( )thرا بيابيد .  

)، مي توان  t=� بجز   tنشان دهيد كه به ازاي همه مقادير        ) ج( )th  را از ( )th
�

، يعني قسمت فرد    

( )th   اگر  . ، به دست آورد( )th   در �=t    تابع تكين ]( )tδ  ،( )tu1،( )tu2  نداشـته باشـد،    ]  و غيره

)مي توان مقدار   )th  را در �=t             مقدار محدود دلخواهي فرض كرد بدون اينكه پاسخ فركانـسي زيـر ،

  .ندتغيير ك

( ) ( )∫
∞

∞−

−= tdethjH
tjωω  

)به اين ترتيب نشان دهيد كه قسمت موهومي          )ωjH نيز ( )ωjH       را به طور كامل مشخص مي 

  .كند

  : حل

  :داريم) الف(

( ) ( ) ( )
2

thth
the

−+
=  

)چون )thكازال مي باشد، قسمتهاي غير صفر ( )th و ( )th    روي هم مي افتند، t=� تنها در−

  :بنابراين

 (ح4,47) 

 

    :  داريم4,1همچنين از جدول 

( ) ( )[ ]ωjHthe
FT Re→←  

( )[ ]ωjHRe    داده شده است پس مي توانيم ( )theاز.  را بدست آوريم( )the  دوباره مي تـوانيم 

( )th     و مكرراً . ( را تحت پوشش قرار دهيم( )ωjH     را از معادلـه )S4-47-1 (   بدسـت مـي آوريـم (.

)بنابراين )ωjHبه طور كامل به( ){ }ωjHReاختصاص يافته است .  

( ) ( )
( ) �

�

��

>

=

<









=

t

t

t

th

thth

e

e

2
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)اگر ) ب( ){ } tjtj
eejH

ωωω −+==
2

1
2

1
cosRe  

  : در اين صورت

( ) ( ) ( )1
2

11
4

1
−++= ttthe δδ  

        : داريم) ج(

( ) ( ) ( )
2

yhth
th

−+
=

�
  

)چون   )th  اجزاء غير صـفر    .  كازال است( )th و ( )th  همپوشـاني دارنـد و   t=� تنهـا روي  −

( )th
�

  :بنابراين.  صفر خواهد بودt=� تنها در

    )2-4,47ح(

( )

( ) �

�

��

�
>

=

<









=

t

t

t

th

th

2

نامعلوم  

      :  داريم4,1همچنين از جدول 

( ){ }ωjHh
FT Im→←

�
 

( ){ }ωjHIm      داده شده است پس مي توان ( )th
�

)از.  را بدست آورد    )th
�

)، مي توانيم     )th  را 

 هيچ نقطه ي تكينـي در       t=�اگر در . پوشش دهيم ) S4,47-2( ، با استفاده از معادله       t=�بجز براي 

)(th     وجود داشته باشد، در اينصورت ( )ωjH سط تو( )th  زوج اگر ( )�h       نـامعلوم باشـد، پوشـش 

)بنابراين . داد )ωjHدر اين مورد فقط به ( ){ }ωjHImاختصاص يافته است .  

................................................................................................................................................................. 

)يك سيستم با پاسخ ضربه عليّ      )4,48 )th     در نظر بگيريد كه در �=t      در . تكينـي نداشـته باشـد

) ديديم كه بخش حقيقي يا موهومي  47-4مسئله   )ωjH   در ايـن  . آن را به طور كامل تعيـين مـي كنـد

)مسئله رابطه صريحي بين      )ωjH R و ( )ωjH I        يعني بخـشهاي حقيقـي و موهـومي ،( )ωjH   بـه 

  .دست مي آوريم

)ابتدا توجه كنيد كه چون) الف( )thشت عليّ است مي توان نو  

)      )1-48-4م ( ) ( ) ( )tuthth =  



 ٣٦٨

)چون. t=�بجز احتمالاً در   )th در �=t           4م  ( تابع تكين ندارد، تبديل فوريه دو طرف معادلـه-

  با استفاده از مطلب فوق و خاصيت ضرب نشان دهيد كه . بايد يكسان باشد) 48-1

)      )2-48-4م ( ) ( )
∫

∞

∞− −
= η

ηω

η

π
ω d

jH

j
jH

1  

ــوق،   ــه ف ــتفاده از معادل ــا اس )ب )ωjH R ــسب ــر ح ) را ب )ωjH I و ( )ωjH I ــسب  را برح

( )ωjH Rبيان كنيد .  

)      )3-48-4م ( ) ( )
∫

∞

∞− −
= d

t

x
ty

τ

τ

π

1
  

)بـراي پاسـخ ضـربه حقيقـي و علـّي     كه  . تبديل هيلبرت ناميده مي شود     )th   بخـشهاي حقيقـي و ،

  .موهومي تبديل فوريه را مي توان به كمك تبديل هيلبرت، به يكديگر ربط داد

)را در نظر بگيريد و ) 3-48-3م (حال معادله  )tyرا خروجي يك سيستم عبارت است از   

( )
�

�

<

>



−

=
ω

ω
ω

,

,

j

j
jG  

)تبديل هيلبرت سيگنال) ج( ) ttx 3cos=را به دست آوريد .  

  :حل

  :با استفاه از خاصيت ضرب داريم) الف (

( ) ( ) ( ) ( ) ( )





+∗→←= ωπδ

ω
ω

1
jHtuthth

FT  

  :طرف راست تساوي فوق را به صورت زير نيز مي توان نوشت

( ) ( ) ( ) 





∗+=

ω
ω

π
ωω

1

2

1

2

1
jH

j
jHjH  

    يعني  

( )
( )

dy
y

jH

j
jH ∫

∞+

∞− −
=

ω

η

π
ω

1
 

)با شكستن )ωjHبه قسمتهاي حقيقي و موهومي داريم :  

( ) ( )
( ) ( )

( )
∫

∫
∞+

∞−

∞

∞−

−
=

−

+
=+

dy
n

jyH

dy
y

jyjHjyH

j
jjHjH

I

IR
IR

ωπ

ωπ
ωω

1

1
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  :با مقايسه قسمت حقيقي و موهومي در دو طرف داريم

( )
( )

∫
∞+

∞− −

−
=

dyy

jyH
jH R

I
ωπ

ω
)  و 1 )

( )
∫

∞+

∞− −
= dy

y

jyH
jH I

R
ωπ

ω
1  

  :مي توان نوشت) 4,48,3م(از ) ب(

( ) ( ) ( ) ( ) { }
t

FTjxjY
t

txty
π

ωω
π

11
=⇒∗=  

  ) 1-.4,48.ح(

  :اريم د4,2و نيز از جدول 

( ) ( )ωπδ
ω

+→←
j

tu
FT 1  

  بنابراين

( )
ωj

tu
FT 1

212 →←−  

  :با استفاده از خاصيت دوگان، داريم

( )[ ]12
2

−−→← ωu
jt

FT  

  و يا

( )[ ]12
1

−−→← ω
π

uj
t

FT  

  :داريم) 1-4,48.ح(بنابراين از معادله 

( ) ( ) ( )ωωω jHjxjY =  
  كه 

( ) ( )[ ]
�

�

<

>





+

−
=−−=

ω

ω
ωω

j

j
ujjH 12  

)فرض كنيد) ج( )tyتبديل هيبرت ( ) ttx 3cos=در اينصورت  :  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )3333 ++−−=++−== ωπδωπδωωδωδωωω jjjHxjHjxjY  
  :بنابراين

( ) ( )tty 3sin=  
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................................................................................................................................................................. 

4,49 (( )ωjH     پاسخ فركانسي يك سيستمLTI    ،پيوسته در زمان است ( )ωjH    را حقيقـي، زوج

  همچنين فرض كنيد كه. و مثبت فرض كنيد

( ){ } ( )�HjH =ω
ω

max  

  نشان دهيد) الف(

)i ( پاسخ ضربه( )th منتفي است.  

)ii (( ){ } ( )thth =max.  

)اگر : راهنمايي )ω,tfتابع مختلطي از دو متغير باشد، آنگاه   

( ) ( )∫∫
∞

∞−

∞

∞−
≤ ωωω dtftf ,,  

بـراي تعريـف رياضـي      .  اسـت  LTIيكي ز مفاهيم مهم در تحليل سيستم، پهناي باند سيستم           ) ب(

 اما اساس همه اين تعريفها اين ايده كيفي و حسي اسـت كـه               پهناي باند راههاي گوناگوني وجود دارد،     

)مقدار  در فاصله اي     )ωjG پهناي ايـن  ). مي گذرند( بزرگ است، سيگنالهاي نمايي مختلط از سيستم

 واضح تر مي شود، ولي فعلاً بـراي        6اين ايده در فصل     . فاصله عبور سيگنال پهناي باند ناميده مي شود       

)هايي به پاسخ فركانسي آنها خواص قبلاً بيان شده براي         سيستم )ωjG    را دارد، يك پهناي باند خـاص 

 بـراي چنـين سيـستمي، پهنـاي مـستطيلي بـه ارتفـاع           wBيكي از تعاريف پهناي باند    . تعريف مي كنيم  

( )�jH      سطح زير    است، به شرطي كه مساحت آن با ( )ωjH  49-4اين مطلب در شكل   .  برابر باشد 

)چون  . تصوير شده است  ) الف( ) ( )ωω jHjH max=�         فركانسهاي داخل باند نـشان داده شـده ،

)در شكل، فركانسهاي داخل باند نشان داده شده در شكل، فركانسهايي اند كـه بـه ازاي آنهـا                     )ωjH 

البته انتخاب دقيق اين پهنا تا حدي دلخواه است، ما در اينجا تعريفي را پذيرفته       . يشترين مقادير را دارد   ب

ايم تا بتوانيم سيستمهاي مختلف را با هم مقايسه و يك رابطه مهم بين زمان و فركانس را به دقت بيـان         

  .كنيم

  

  

  

   الف49-4شكل م 

→← wB 

( )0H 

( )ωjH 

  =مساحت مستطيل    

)مساحت زير  )ωjH 
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  چقدرست؟پهناي باند سيستمي با پاسخ فركانسي زير 

( )
W

W
jH

>

<





=
ω

ω
ω

,

,1

�
 

) را برحسب wBپهناي باند) ج( )ωjHبنويسيد .  

)) د( )ts       يكي از معيارهاي مهم سرعت پاسخ سيستم زمـان      . بگيريد) الف( را پاسخ پله سيستم بند

 و بنابراين مي توان تعاريف رياضي مختلفي براي آن صعود آن است، كه آن هم يك تعريف كيفي است    

زمان صعود، به طور شهودي سرعت رسـيدن  . در اينجا يكي از اين تعاريف را به كار مي بريم      . ارائه داد 

  .پاسخ سيستم از صفر به مقدار نهايي زيرست

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  )ب (49-4شكل م 

براي سيـستم مـورد بررسـي زمـان         . تپس هر چه زمان زمان صعود كمتر باشد، سيستم سريعتر اس          

  صعود را به صورت زير تعريف مي كنيم

( )
( )�h

s
tr

∞
=  

  چون 

( ) ( )thts =′  

→← 1t 

( )ts 

( )xs 

( ) ( )tsts
حد

∞→=∞ 
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)ديديم كه    ) ( )�hth =1max   پس مي توان ،rt را به صورت زماني كه طول مي كشد تا خروجي 

)با ماكزيمم سرعت     )ts    از به ( )∞s   تصوير شده  ) ب (49-4اين مطلب در شكل م      .  برسد، تعبير كرد

  .است

) عبارتي بر حسب rtبراي )ωjHبيابيد .  

  نشان دهيد كه) د(و ) ج(با تركيب نتايج بندهاي ) هـ(

  π2=rwtB    )  1-49-4م (

مثلاً اگر بخواهيم سيستم . پس نمي توانيم پهناي باند و زمان صعود را به طور مستقل مشخص كنيم             

بايد سيستمي با پهناي باند بزرگ انتخـاب        ) 1-49-4م  (بنا به معادله    )  كوچك rt(سريعي داشته باشيم    

بوط به طراحي سيستمهاي اهميـت كليـدي   اين مصالحه ي اساسي است كه در بسيار از مسائل مر        . كنيم

  .دارد

  :حل

)چون ) i) (الف( )ωjH ،حقيقي و زوج است ( )thنيز حقيقي و زوج است .  

)ii   (( ) ( ) ( )∫∫
∞+

∞−

∞+

∞−
≤= ωω

π
ω

π
ωω

dejHdtejHth
tjtj

2

1

2

1  

)چون )ωjHحقيقي و مثبت است .  

( ) ( ) ( )�hdejHth
tj =≤ ∫

+∞

∞−
ωω

π
ω

2

1  

  بنابراين

( )[ ] [ ]�hth =max  

  .ω2پنهاني باند اين سيستم برابر است با ) ب(

)ناحيه زير       :داريم) ج( )�jHBω  

    :بنابراين
( )

( )∫
+∞

∞−
= ωωω djH

jH
B

�

1  

      :داريم) د(

( )
( )

( )

( )

( )

( ) ω

π

ωω
π

ωω
π

B
djH

jH

djH

dtth

h

s
tr

2

2

1

2

1
===

∞
=

∫∫

∫
∞+

∞−

∞+

∞−

+∞

∞− �

�
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      بنابراين) هـ(

π
ω

π
ωω 2

2
=

B
BtB r  

................................................................................................................................................................. 

 بعضي تابع همبستگي راتعريـف و بعـضي خـواص آن را بررسـي          67-2 و   45-1در مسائل   ) 4,50

)قابل در اين تابع همبستگي م. كرديم )tx  و( )tyبه صورت زير تعريف مي شود .  

( ) ( ) ( )∫
∞

∞−
+= τττφ dytxtxy  

)به همين ترتيب مي توان توابع      )tyxφ ،( )txxφ و ،( )tyyφ دو تـابع آخـري بـه    . [ را تعريف كـرد

)همبـستگي   ترتيب توابع خـود      )tx و ( )ty    نـام دارنـد  .[.( )ωjxyΦ  ،( )ωjyxΦ  ،( )ωjxxΦ  و ،

( )ωjyyΦرا به ترتيب تبديل فوريه ( )ωjxyΦ و ( )ωjyxΦ دارند؟ چه رابطه اي  

)) الف( )ωjxyΦ و ( )ωjyxΦچه رابطه اي دارند؟   

)) ب( )ωjxyΦ را برحسب ( )ωjX و ( )ωjYبه دست آوريد .  

)نشان دهيد كه) ج( )ωjxxΦبراي همه مقادير ،ωحقيقي و غير منفي است .  

)حال فرض كنيد  ) د( )tx      ورودي يك سيـستم LTI            بـا پاسـخ ضـربه حقيقـي و پاسـخ فركانـسي 

( )ωjHبيابيد .  

ـــ( ) )ه )tx  ــكل م ــورت ش ــه ص ــستم    50-4 را ب ــربه سي ــخ ض ــد پاس ــرض كني ــد و ف ، LTI بگيري

( ) ( )tueth at−=  بــا�>aد(تــا ) الــف(بــا اســتفاده از نتــايج بنــدهاي .  اســت (( )ωjxyΦ ،

( )ωjxxΦ و ،( )ωjyyΦرا بيابيد .  

)فرض كنيد تبديل فوريه تابع ) و( )tφبه صورت زيرست   

( )
25

100
2

2

+

+
=Φ

ω

ω
ωj  

) علي و پايدار، با تابع خود همبستگي         LTIپاسخ ضربه دو سيستم      )tφ  كدام يك از ايـن دو      .  را بيابيد

  سيستم وارون پايدار و عليّ دارد؟

  

  50-4شكل م 

( )tx 

١  

١  ٠  t 
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  :حل

  : مي دانيم ك2,97 و 1,45از مسئله هاي ) الف(

( ) ( )tt yzxy −= φφ  

  بنابراين

( ) ( )ωφωφ jj yxxy −=  

)چون  )tyxφحقيقي است، داريم :  

( ) ( )ωφωφ jj yzxy

∗=  

      :مي توان نوشت) ب(

( ) ( ) ( )

( ) ( )tytx

dytxtxy

−∗=

+= ∫
+∞

∞−
τττφ

 

  

)      :   بنابراين ) ( ) ( )ωωωφ jYjxjxy −=  

)چون  )tyحقيقي است مي توان نوشت :    

( ) ( ) ( )ωωωφ jYjxjxy

∗=  

)با ) ب( از نتايج قسمت با استفاده) ج( ) ( )txty =:  

( ) ( ) ( )

( ) �≥=

= ∗

2
ω

ωωωφ

jx

jxjxjxx
 

  :از قسمت ب داريم) د(

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( )ωωφ

ωωω

ωωφωφ

jHj

jxjHjx

jYjj

xx

xy

∗

∗

∗

=

=

=

 

  : و همچنين

( ) ( ) ( )

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]

( ) ( ) 2
ωωφ

ωωωω

ωωφ

jHj

jxjHjxjH

jYjYt

xx

yy

=

=

=

∗

∗
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  :از اطلاعات داده شده، داريم) هـ(

( )
ωω

ω
ωω jj

e
j

e
j

−−

−
−

=
2

1  

  و

( )
ω

ω
j

jH
+∝

=
1

 

  :بنابراين

( ) ( )
24

2 sin2cos22

ω

ω

ω

ω
ωωφ −

−
== jxjxx  

( ) ( ) ( ) 








−∝





+−

−
== ∗

ωωω

ω

ω

ω
ωωφωφ

j
jHjj xxxy

11sin2cos22
222

 

  و

( ) ( ) ( ) 






+∝





+−

−
==

22224

2 11sin2cos22

ωωω

ω

ω

ω
ωωφωφ jHjj xxyy  

  :نياز داريم كه) و(

( )
25

100
2

2
2

+

+
=

ω

ω
ωjH  

)انتخاب براي كازال و پايدار كردن )ωjHعبارتست از :  

( )
ω

ω
ω

j

j
jH

+

−
=

5

10
) و   2 )

ω

ω
ω

j

j
jH

+

+
=

5

10
1  

  :پاسخ ضربه متناظر برابر است با

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

5

1

5

2

5

15

t

t

h t t e u t

h t t e u t

δ

δ

−

−

= +

= − +

 

)تنها سيستم با پاسخ ضربه )th1يك جواب پايدار و كازال و معكوس پذير است .  

................................................................................................................................................................. 

) با پاسخ ضربه     LTIدو سيستم   ) الف() 4,51 )th و ( )tg          فرض كنيد، و آنهـا را وارون يكـديگر 

  . بگيريد
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)همچنين پاسخ فركانسي اين سيستمها را        )ωjHو ( )ωjG رابطـه بـين   .  فرض كنيـد( )ωjH 

)و )ωjGرا بيابيد .  

  .پاسخ فركانسي زير در نظر بگيريد پيوسته در زماني با LTIسيستم ) ب(

( )
32

,

,1 <<





=
ω

ω
�

jH  

)i (       آيا مي توان براي اين سيستم يك ورودي( )tx           4 يا به نحوي كه خروجي به صورت شكل م-

) آري  باشد؟ اگر50 )txرا بيابيد و اگر نه توضيح دهيد چرا؟   

)ii (آيا اين سيستم وارون پذيرست؟ جواب خود را توضيح دهيد.  

 گفتـيم كـه بـراي مـدل         64-2در مـسئله    . تالاري را در نظر بگيريـد كـه مـشكل پـژواك دارد            ) ج(

ضـربه آن يـك رشـته ضـربه اسـت،       در نظر گرفت كه پاسخ LTIاكوستيك تالار مي توان يك سيستم    

  .در اين مسئله، پاسخ ضربه را به صورت زير فرض كنيد.  ام متناظرستk ام رشته با پژواك kضربه 

( ) ( )∑
∞

=

− −=
�k

kT
kTteth δ  

kTعامل
e

  . ام را نشان مي دهدk تضعيف پژواك  −

 سيگنال حس شـده توسـط دسـتگاه    براي اينكه بتوانيم صدا را با يك كيفيت خوب ضبط كنيم، بايد   

 با استفاده از روش كانولوشن، يك پردازنده 64-2در مسئله  . ضبط، را پردازش و پژواكها را حذف كنيم       

در ايـن مـسئله از روشـهاي حـوزه فركـانس      . طراحـي كـرديم   ) نمونه و براي يك مدل پژواك متفاوت      

).استفاده مي كنيم   )ωjG   سيستم   را پاسخ فركانسي LTI  پردازنده سيگنال صوتي دريافت شده فـرض 

) .كنيد )ωjG          را به نحوي برگزينيد كه تمام پژواكهـا حـذف شـود و سـيگنال حاصـل، كـاملاً مـشابه 

  .سيگنال اصلي روي صحنه باشد

  .معادله ديفرانسيل سيستم وارون سيستمي با پاسخ ضربه زير را بيابيد) د(

( ) ( ) ( )tutth 12 += δ  

  . ابتدائاً ساكن با معادله ديفرانسيل زير توصيف شده استLTIيك سيستم ) هـ(

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tx
dt

tdx

td

txd
ty

td

tyd

dt

tyd
2396

2

2

2

2

++=++  

ايـن معادلـه    . است و با يك معادله ديفرانسيل توصيف مي شود        وارون اين سيستم هم ابتدائاً ساكن       

).ديفرانسيل را بيابيد )th و ( )tgيعني پاسخ ضربه سيستم اصلي و سيستم وارون را به دست آوريد ،.  

 در غير اين صورت
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  :حل

) الف( ( ) ( )ω
ω

jG
jH 1= . 

)اگر خروجي را) i) (ب( )tyنشان دهيم، در اينصورت داريم  :  

( )
2

1=�jY  

)چون ) �� =jH        غير ممكن است كه داشـته باشـيم ،( ) ( ) ( )��� jHjxjY بنـابراين نمـي   . =

)توان  )tx بوجود آورد) 4,50م ( اي را بيابيم كه خروجي با متناسب شكل.  

)ii (     اين سيستم معكوس پذير نيست زيرا( )ωjH
، تعريـف نـشده     ω بـراي هـيچ مقـداري از       1

  .است

      :داريم) ج(

( ) ( )∑
∞

=
+−

−−

−
==

�k
Tj

KTjKT

e
eejH

ω

ωω
11

1  

)حال نياز داريم تا براي )ωjGداشته باشيم :  

( ) ( )TjejG ωω +−−= 11  
)چون ) د( ) ωω jjH += 2:  

( ) ( )
( ) ωω

ω
ω

jjx

jY
jG

+
==

2

1  

  :با طرفين وسطين و گرفتن  عكس تبديل فوريه، داريم

( ) ( ) ( )txty
dt

tdy
=+ 2  

  :داريم) هـ(

( )
96

23
2

2

++−

++−
=

ωω

ωω
ω

j

j
jH  

  :بنابراين، پاسخ فركانسي معكوس عبارتست از

( )
( ) 23

961
2

2

++−

++−
==

ωω

ωω

ω
ω

j

j

jH
jG  

  :معادله ديفرانسيلي را كه سيستم متناظر را توصيف مي كند، عبارتست از
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )tx
dt

tdx

dt

xd
ty

dt

tdy

dt

tyd
9623

2

2

2

2

++=++  

  بااستفاده از بسط به كسرهاي جزئي و اعمال عكس تبديل فوريه، پاسخ ضربه را به صورت 

( ) ( ) ( ) ( )tutetuetth tt 33 23 −− +−= δ  
  و

( ) ( ) ( ) ( )tuetuettg tt −− +−= 42δ  
  .داشته باشيم

................................................................................................................................................................. 

مـثلاً  . شتمل بر وسايل اندازه گيري كامل، كاربرد دارند      سيستمهاي وارون معمولاً در مسائل م      )4,52

 معقـول  LTIمدل كردن اين وسيله با يك سيستم . يك وسيله اندازه گيري دماي مايع را در نظر بگيريد      

، بـه  )مـثلاً جيـوه دماسـنج   (به نظر مي رسد اين سيستم به خاطر مشخصات پاسخ عنصر انـدازه گيـري      

  پاسخ اين سيستم به ورودي پله واحد به صورت زيرست. سخ نمي دهدتغييرات دما به طور ناگهاني پا

)      )1-52-4م ( ) ( ) ( )tuets t 2/1 −−=  

يك سيستم جبرانساز طراحي كنيد، كه پاسخ آن به خروجي وسيله اندازه گيري دماي لحظـه              ) الف(

  .اي مايع را به دست دهد

ن ساز وسايل اندازه گيري اين است       يكي از مشكلات كاربرد سيستمهاي وارون به عنوان جبرا        ) ب(

كه اگر خروجي واقعي وسيله اندازه گيري به خاطر پديده هاي خطاآميز وسيله خطا داشته باشد، دمـاي                

چون در سيستمهاي حقيقي چنين خطـايي هميـشه      . نشان داده شده مي تواند خطاي بزرگي داشته باشد        

ن مطلب يك وسيله اندازه گيري در نظر بگيريد      براي روشن شد  . وجود دارد، بايد آنها را در نظر گرفت       

و يـك  ) 1-52-4(كه خروجي آن را بتوان به صورت مجموع پاسخ وسيله اندازه گيري مطـابق معادلـه              

)مزاحم» نويز«سيگنال   )tn  در ايـن   . اين وضـعيت را نـشان مـي دهـد         ) الف (52-4شكل م   .  مدل كرد

)فرض كنيد   . م گنجانده شده است   ه) الف(شكل سيستم وارون بند      ) ttn ωsin= .    سـهم خروجـي

   اين خروجي چگونه تغيير مي كند؟ωسيستم وارون چيست و با افزايش

در .  اهميـت دارد LTIدر بـسياري از كاربردهـاي سيـستمهاي    ) ب(مشكل مطرح شده در بند    ) ج(

ايي سيستم در حذف تداخلهاي فركانس بالا مصالحه اي صـورت           حقيقت بايد بين سرعت پاسخ و توان      

ديديم كه اين مصالحه ايجاب مي كند كه اگر بخواهيم سيگنالهاي مزاحم سينوسي را              ) ب(در بند   . گيرد
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براي روشن شدن مطلب يك وسيله اندازه گيري در نظر بگيريد كه بدون تأخير بـه  . هم تقويت مي كند   

 52-4پاسخ اين سيستم را مـي تـوان مطـابق شـكل م              . ه به نويز هم باشد    ورودي پاسخ دهد، ولي آلود    

)به صورت مجموع پاسخ يك وسيله اندازه گيري كامل و سيگنال نـويز              ) ب( )tn    فـرض  .  مـدل كـرد

پاسخ ضربه اين سيـست جبـران سـاز را بـه          . نيز تضعيف كند  ) ب (52-4كنيد بخواهيم مطابق شكل م      

  .رض كنيدصورت زير ف

( ) ( )tueath at−=  

A            به تغييرات پلـه اي دمـا تـا حـد           ) ب (52-4 را به نحوي برگزينيد كه پاسخ كل سيستم شكل م

)امكان سريع باشد، ولي  ) ttn 6sin=خروجي بزرگتر از 
4

  . ايجاد نكند1



 ٣٨٠

  

  

  

  

 

  

  

  

  

  

  

  52-4شكل م 

  

  : حل

) پلهچون پاسخ) الف( ) ( )tuets
t






 −=

−
  : مي باشد، پاسخ ضربه عبارتست از21

( ) ( )tueth
t
2

2

1 −

=  

  :پاسخ فركانسي سيستم به صورت زير است

( )
ω

ω
j

jH
+

=

2
1

2
1

 

 پاسـخ فركانـسي سيـستم معكـوس     بنـابراين، . حال مي خواهيم براي سيستم فوق، معكوس بسازيم     

       به صورت بايستي

( )
( )

[ ]ω
ω

ω j
jH

jG +==
2

12
1  

  :     با گرفتن تبديل فوريه عكس، داريم

( ) ( ) ( )tuttg 12+= δ  

 LTIمدل 

  به وسيله اندازه گيري

( ) ( ) ( )tuets t 2/1 −−=

  

⊕ 

  سيستم وارون
   برايLTIمدل 

  وسيله اندازه گيري
  

( )tn 

 وسيله اندازه گيري واقعي

  وسيله اندازه گيري كامل

( ) ( )tuts =  
  

  سيستم جبرانساز ⊕
  

( )tn وسيله اندازه گيري واقعي 
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  : از طريق سيستم معكوس انتقال يابد، خروجي برابر است باtωsinوقتي) ب(

( ) ttty ωωω cos2sin +=  

 افـزايش   ωبنـابراين، چنانچـه   .  بستگي دارد  ωملاحظه مي كنيم كه خروجي به صورت مستقيم به        

  .يابد، سهم خروجي بسته به نويز، افزايش خواهد يافت

)دراين مورد، نياز داريم كه ) ج( )
4

1≤ωjH6، وقتي كه=−ωچون   

( )
22

2 1

ω
ω

+
=

a
jH  

  نياز داريم كه

16
1

36

1
2

≤
+a

 

  بنابراين

15
6≤a  

................................................................................................................................................................. 

لهاي داراي دو   همانطور كه در درس گفتيم، روشهاي تحليل فوريـه را مـي تـوان بـه سـيگنا                 ) 4,53

اين روشها نيز مانند همتاهاي يك بعدي شان نقشه مهمي در بعضي كاربردهـا،              . متغير مستقل تعميم داد   
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