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  فصل پنجم
  يه گسسته در زمان تبديل فور

  :تبديل فوريه سيگنالهاي زير را بيابيد) 9-5(به كمك معادله تجزيه تبديل فوريه  )5,1
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  :مي باشد، حال) الف(مجموع دوم در طرف راست معادله فوق دقيقاً مشابه نتيجه قسمت 
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  :بنابراين
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  .به كمك معادله تجزيه تبديل فوريه را در يك دوره تناوب رسم كنيد )5,2
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]برايkaبااستفاده از اين، ضرايب غير صفر سري فوريه ]nx132 در بازه ≤≤− k به صورت 
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65  در بازهkaيهاز اين، ضرايب غير صفر سري فور ≤≤− kبه صورت زير بدست مي آوريم :  
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  :عكس تبديل فوريه هاي زير را بيابيد) 8-5(با استفاده از معادله تركيب فوريه ) 5,4
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   :با گرفتن عكس تبديل فوريه
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)با گرفتن تبديل فوريه معكوس) الف( )ωjeG ،) بدست مي آوريم.)  را مشاهده كنيد5,2جدول  
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]فرض كنيد) 5,26 ]nx1 سيگنالي با تبديل فوريه ( )ωjeX1 است) الف (26-5 شكل م.  

]سيگنال) الف( ]nx2  با تبديل فوريه ( )ωjeX ].را در نظر بگيريـد ) ب (26-5 شكل م 2 ]nx2 را 

]بر حسب   ]nx1  ابتـدا  : راهنمـايي . [ بيـان كنيـد( )ωjex2  را برحـسب ( )ωjeX1ـ  سيد و سـپس   بنوي
  .]خواص تبديل فوريه را به كار بريد

]را براي ) الف(بند ) ب( ]nx3 داراي تبديل فوريه ( )ωj
eX   .تكرار كنيد) ج (26-5 شكل م 3
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  26-5شكل م 

]كميت زير را كه مركز گرانش سيگنال) ج( ]nx1است .  

[ ]

[ ]∑

∑
∞

−∞=

∞

−∞=

=

=

n

n

nx

nxnn

a

1

1
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( )ωjeX   . را رسم كنيد4
  :حل
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)با استفاده از اين حقيقت كه   ) د )ωjeH  پاسخ فركانسي يك فيلتر پائين گذر با ايده آل با فركـانس 

)، مي توان 16πقطع )ωjex4 رسم كرد5,26ح را مانند شكل  :  
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]) الف() 5,27 ]nx       يك رشته گسسته در زمان با تبديل فوريه ( )ωjeX بـه  .  اسـت 27-5 شكل م
]ازاي هر يك از سيگنالهاي  ]np زير تبديل فوريه [ ] [ ] [ ]npnxnw   : را رسم كنيد=
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  :حل

)) الف( )ωjew  كانولوشن پريوديك ( )ωjex و ( )ωjep  تبـديلات فوريـه در شـكل    .  خواهد شـد
  . نشان داده شده اند5,27ح
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( )ωjeY   براي هر انتخاب [ ]nP    نشان داده شده، در نتيجه     27,5ح در شكل [ ]ny  بر  مورد برا  براي هر
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] ســيگنالهاي  5,28)" ]nx و [ ]ngبــا تبــديل فوريــه هــاي ( )ωjeX و ( )ωjeGداده شــده اســت  .

)همچنين رابطه )ωjeXو ( )ωjeGبه صورت زير است :  
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  :با اعمال عكس تبدلات فوريه داريم
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  :بنابراين
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  . نشان داده شده است5,30حپاسخ فركانسي به اين سيتم در شكل ) الف) (5,30

)تبديل فوريه ) ب( )ωjexبراي ( )tx نشان داده شده است5,30ح در شكل .  

)i (پاسخ فركانسي( )ωjeHنشان داده شده است، بنابراين5,30حل در شك [ ] 
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  : يعني .)گرفته است

  
  
  
  
  
  
  
  

)پاسخ فركانسي) ج(  )ωjeH آمده است5,30ح در شكل .  
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)ii (سيگنال[ ]nx ضرايب سري فوريه سيگنال برابرند با. ، متناوب است8 با پريود:  
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)iv (در اين مورد خروجي برابر است با:  
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] با پاسخ ضربه     LTIيك سيستم    )5,31 ]nh     و پاسخ فركانسي ( )ωjeH     داراي اين ويژگي است 
  كه 
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,coscos nn  به ازاي

)) الف )ωjeHرا بيابيد .  
]) ب( ]nhرا بيابيد .  

  :حل
 اطلاعات داده شده؛ واضح است كه هنگاميكه ورودي سيستم يـك نهـايي مخـتلط بـا           با استفاده از  
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5,32( [ ]nh1 و [ ]nh2        را پاسخ ضربه هي دو سيستمLTI        علي با پاسـخ فركانـسي ( )ωjeX  و  1

( )ωjeX آيا معادله زير در حالت كلي درست است يا نـه؟ بـراي جـواب خـود دليلـي                   .  فرض كنيد  2
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  . عليّ توصيف شده با معادلة تفاضلي زير را در نظر بگيريدLTIسيستم ) 5,33

)پاسخ فركانسي) الف( )ωjeHاين سيستم را بيابيد .  
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  :با گرفتن عكس تبديل فوريه، داريم
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  :با اعمال تبديل فوريه معكوس داريم
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]با اعمال تبديل فوريه معكوس؛ ]nyبه صورت زير بدست خواهد آمد :  
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  :با گرفتن عكس تبديل فوريه داريم
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  :ل فوريه داريمبا گرفتن عكس تبدي
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  يل شده است با پاسخ فركانسي زير تشكLTI سيستمي از اتصال سري دو سيستم )5,34
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  .پاسخ ضربه سيستم كل را تعيين كنيد) ب(
  :حل
مي باشد، پاسخ فركانسي، سيستم     ) كاسكد ( يا   )اريبشآ(از آنجايي كه سيستم داراي اتصال       ) الف (
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  :بنابراين، تبديل فوريه، ورودي و خروجي سيستم كلي برابر است با
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  :با طرفين و وسطين كردن و نيز اعمال تبديل فوريه معكوس، داريم
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  :با اعمال عكس تبديل فوريه، داريم
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   با معادله تفاضلي زير توصيف شده استLTIم يك سيست) 5,35
[ ] [ ] [ ] [ ]11 −+=−− nxnbxnayny  

  . است1 حقيقي و كوچكتر از aكه در آن 
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   را به نحوي تعيين ك نيد كه پاسخ فركانسي سيستم به صورت زير باشد bمقدار ) الف(

( ) 1=ωjeH ، ω  براي تمام مقادير 

ω،njگويند، چنين سيستمي بـه ازاي تمـامِ مقـادير    گذر مي   سيستم تماماين سيستم را  
e

ω  را بـدون 
  . را به كار بريدbدر بقيه اين مسئله، همين مقدار . دهد تضعيف عبور مي
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كـه  گذارد، بـرخلاف فـاز خطـي     اي بر سيگنال مي  دهد كه فاز غيرخطي اثر عمده       اين مثال نشان مي   

  .تنها اثرش ايجاد يك جابجايي زماني است
  :حل

  :با گرفتن تبديل فوريه از طرفين معادله ديفرانسيل عبارت زير حاصل مي شود
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)به منظور اينكه )ωjeHيك باشد، بايستي مطمئن شويم كه :  

ωω

ωω

CosaaCosbb

eaeb
jj

2121

1

22 −+=++⇒

−=+ −−

 

abاين تساوي تنها فقط براي   ⇒.  برقرار است=−
  . نمايش داده شده است5,35ح طرح در شكل ) ب(
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  :با گرفتن عكس تبديل فوريه داريم
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  :ت نشان داده شده اس5,35حطرح اين خروجي در شكل  
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]فرض كنيد ) الف( ) 5,36 ]nh و [ ]ng  هاي دو سيستم       پاسخ ضربهLTI     در زمـان    پايدار گسـسته
  .رابطه  بين پاسخ فركانسي دو سيستم را بيابيد. وارون هستند

در هـر مـورد   .  عليّ توصيف شده با معادلات تفاضلي زير را در نظر بگيريـد  LTIسيستمهاي  ) ب(
  .كنندة آن را بيابيد پاسخ ضربة سيستم وارون و معادله تفاضلي توصيف
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 علـّي   LTIيك سيستم   . نشان دهيدي كه وارون اين سيستم عليّ نيست       . تم را بيابيد  وارون اين سيس  
  بيابيد كه 
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  36-5شكل م 
تر اين كه يـك سيـستم        مشخص. باشد) 1-36-5(سيستم توصيف شده با معادله      » وارون تأخيردار «
LTIعليّ بيابيد به نحوي كه خروجي [ ]nw برابر36-5 شكل م [ ]1−nxباشد .  

  :حل
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  :معادله ديفرنس بين ورودي و خروجي به شكل زير است
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  :برابر است بامعادله ديفرنس بين ورودي و خروجي 
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  :معادله ديفرنس بين ورودي و خروجي به شكل زير در مي آيد
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  :و معادله ديفرنس بين ورودي و خروجي برابر است با
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]واضح است كه پاسخ ]ngيك پاسخ ضربه سببي نيست ،.  
بعـلاوه،  .  واحد تأخير دهيم، در اينـصورت، كـازال خواهـد شـد            1اگر اين پاسخ ضربه را به اندازه        

]خروجي سيستم معكوس در اينصورت برابر        ]1−nx پاسخ ضربه اين سيستم كازال برابر      . اهد بود  خو
  :است با
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)فرض كنيد  )5,37 )ωjeX يل فوريه تبد[ ]nx تبـديل فوريـه سـيگنالهاي زيـر را برحـسب           .  است
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  :بنابراين، با تركيب دو وضعيت با همديگر داريم
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) فرض كنيد  )5,38 )ωjeX      تبديل فوريه سـيگنال حقيقـي [ ]nx  نـشان دهيـد كـه     .  اسـت[ ]nx  را 
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  خاصيت كانولوشن زير را ثابت كنيد) 5,39
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5,40 ([ ]nx و [ ]nh      دو سيگنال هستند و [ ] [ ] [ ]nhnxny ]دو عبارت براي  . =∗ ]�y  بنويـسيد  :

]يكي بر حسب   ]nx و [ ]nh)     و يكي برحسب  ) شنبا استفاده از جمع كانولو( )ωjeX و ( )ωjeH)  با
]انتخـاب سـنجدة   با  ). استفاده از خاصيت كانولوشن تبديل فوريه      ]nh          ،و اسـتفاده از دو عبـارت فـوق

  رابطه پارسوال را ثابت كنيد يعني نشان دهيد كه
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  .ابطه زير را كه تعميم رابطة پارسوال است بيابيدبه همين روش ر



 ٤٤٥

[ ] [ ] ( ) ( )∑ ∫
+∞

−∞=

∗∗ =
n

jj
deZeXnznx π

ωω ω
π

2
2

1
 

  :حل
]فرض كنيد  ] [ ] [ ]nhnxny   : در اينصورت با استفاده از مجموع كانولوشن=∗

[ ] [ ] [ ]khkxy
k

−= ∑
+∞

−∞=

�  

  ) 1-5,40.ح( 
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]حال، فرض كنيد  ] [ ]nxnh −= )در اينـصورت  . ∗ ) ( )ωω jj eXeH بـا جايگـذاري طـرف    . =∗
  :و برابر قرار دادن آنها داريم) 2-5,40ح(و ) 1-5,40ح(راست معادله 
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  :بنابراين
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]حال فرض كنيد كه    ] [ ]nxnh −= ) S5,40-1(، جايگذاري طرف راست معادلـه       . در اينصورت  ∗
  :و برابر قرار دادن آنها) 2-5,40ح(و 
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]فرض كنيد ) 5,41 ]nx~         سيگنال متناوبي با دوره تنـاوب  N  سـيگنال داراي عمـر محـدود       .  اسـت
[ ]nxبه ازاي يك عدد صحيح on با [ ]nx~رابطة زير را داراست   
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]يعني ]nxدر يك تناوب با [ ]nx~برابر است و بقية جاها صفرست .  
 در غير اين صورت
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] ضرائب سري فوريه   ka)الف( ]nx~ و ( )ωjeX تبديل فورية [ ]nxنشان دهيد كـه مـستقل   .  است
از مقدار
�

nداريم    
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  .دو سيگنال زير را در نظر بگيريد) ب(
[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]∑
∞

−∞=

−=

−−=

k

kNnxnx

nununx 5

 

] را ضـرائب فوريـة     ka.  يك عدد مثبت است    Nكه در آن     ]nx~   و ( )ωjeX       را تبـديل فوريـه آن 
  .فرض كنيد

)i (عبارت ( )ωjeXرا بيابيد .  
)ii ( با استفاده از نتيجه بند)عبارتي براي ضرائب فوريه) الفka بيابيد.  

  :حل

]تبديل فوريه سيگنال) الف( ]nxبرابر است با ( )ωjex و   
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]حال، مي توانيم ضرايب سري فوريه ]nx~را به صورت زير بنويسيم :  
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]چون( ] [ ]nxnx ≥≥+−1 در بازه  =~ knnn
��

) 1-5,41ح  (بامقايسه معادلاتبالا بـا معادلـه       ). 
  :خواهيم داشت
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  :از اطلاعات داده شده) i) (ب(

( )
( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )

( ) ( ){ }
22

32

1

2
3

2

1

2
1

2
3

2
3

2
3

2
3

32

ωωω

ωωωωω

ωωωω

CosCose

eeeeee

eeeex

j

j
jjjjj

jjjj

+=

+++=

+++=

−









−−−−

−−
�

 

)ii ( از قسمت)داريم) الف:  
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 در اين مسئله خاصيت جابجايي فركانسي تبديل فوريه گسسته در زمان را به عنـوان حالـت                  )5,42
]. كنيم  خاصي از خاصيت ضرب ثابت مي      ]nx             را يك سيگنال گسسته در زمان دلخواه با تبـدل فوريـه 

( )ωjeXبگيريد و فرض كنيد .  

[ ] [ ]nxeng
nj oω=  

  تبديل فوريه سيگنال زير را بيابيد و آن را رسم كنيد) الف(

[ ] nj
enp �ω=  

  گويد كه چون خاصيت ضرب تبديل فوريه مي) ب(
[ ] [ ] [ ]

( ) ( ) ( )( )∫
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  با محاسبه اين انتگرال نشان دهيد كه

( ) ( )( )�ωωω −= jj eXeG  

  :حل

)        ) الف ( ) ( ) πωωωπδω <−= forep
j

�
2  
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  . نشان داده شده است5,42ح طلب در شكل اين م
  
  
  
  

  5,42ح شكل 
  

  :از خاصيت ضرب تبديل فوريه، داريم) ب(
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5,43 ([ ]nxرا سيگنالي با تبديل فوريه ( )ωjeXبگيريد و فرض كنيد   
[ ] [ ]nxng 2=  

)سيگنالي با  تبديل فورية      )ωjeG در ايـن مـسئله رابطـه بـين    .  اسـت( )ωjeXو ( )ωjeG  را بـه 
  .آوريم ميدست 
  فرض كنيد) الف(

[ ] [ ]( ) [ ]
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nxnxe
nv
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)تبديل فوريه )ωjeVرا برحسب ( )ωjeX بيان كنيد.  
] هاي فرد nبا توجه به اين كه براي   ) ب( ] �=nx   نشان  دهيد كـه تبـديل فوريـة ،[ ]nv   برابـر  2

( )2ωjVeاست .  
  نشان دهيد كه) ج(

[ ] [ ]nvnx 22 =  

  و نتيجه بگيريد كه 

( ) ( )2ωω jj eVeG =  
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�
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( )ωjep π2 
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)) الف(حال با استفاده از نتيجه بند  )ωjeG را برحسب ( )ωjeXبيان كنيد .  
  :حل
  :يمبا استفاده از شيفت فركانسي و خاصيت خطي دار) الف(
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]فرض كنيد كه) ب( ] [ ]nvny   : در اينصورت=2
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]بدليل اينكه نمونه هاي با انديس فرد       ]nυ     صفر مي باشد، مي توان nm  را در معادله بالا قرار   =2
  :دهيم
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  .) تنها اگر انديس هاي فرد در سري فوق صفر گردد2m با nتعويض : توجه كنيد كه(
]) ج( ]nx ] يك دنباله جديد است كه شامل نمونه هايي بـا انـديس زوج             2 ]nx    مـي باشـد .[ ]nυ 

]بردنباله اي است كه نمونه هاي با انديس فرد آن برا           ]nx فـرد    –نمونه هـاي بـا انديـسه        .  شود [ ]nυ 
]. صفر است  ]n2υ             اين ايده در .   دنباله اي جديدي است كه تنهاشامل نمونه هاي با انديس زوج است

  ) الف(از قسمت .  رسم شده است5,43ح شكل 
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  فرض كنيد) الف () 5,44
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)و تبديل فوريه آن را با        )ωjeX1  نشان دهيد  .[ ]nx1            و سـيگنالهاي داراي تبـديل فوريـة زيـر را 
  :رسم كنيد

)i (( ) ( ) πωωωω <= ,12
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  فرض كنيد) ب(
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]توجه كنيد كه  . يك سيگنال پيوسته در زمان است      ]nx1  الفاصـلة    هـاي متـساوي     تـوان نمونـه      را مي
( )twبه حساب آورد، يعني   

[ ] ( )Tnwnx =1  

  نشان دهيد كه 
[ ] ( )α−= Tnwnx2  

  و
[ ] ( )β−= Tnwnx3  

]با استفاده از اين نتايج نشان دهيد كه       .   ر ا بيابيد    β و αو مقادير  ]nx2 و[ ]nx3   هـاي     نيز نمونـه
)الفاصلة متساوي )twهستند .  
  :حل
]سيگنال) الف( ]nx1 نشان داده شده است44-5ح  در شكل .  
)i (با گرفتن عكس تبديل فوريه، سيگنال[ ]nx2برابر است با :  

[ ] [ ]112 += nxnx  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  5,43ح  شكل
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  5,44ح شكل  

)ii (،با گرفتن تبديل فوريه معكوس[ ]nx2برابر است با :  
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  . نمايش داده شده است5,44.ح كه در شكل 
  )الف(در قسمت ) ب(
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]سيگنال )5,45 ]nx       گنالهاي پيوسته در زمان زير را سي.  را در نظر بگيريد   45-5 با تبديل فورية شكل م
  .رسم و مقدارگذاري كنيد

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  45-5شكل م 
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  :حل

  : از معادله آناليز تبديل فوريه
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)ا مقايسه معادله برايب) الف( )tx1با معادله بالا، بدست مي آوريم :  
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)بنابراين )tx1 نشان داده شده است5,45ح در شكل .  

)مقايسه معادله براي) ب( )tx2 با معادله براي ( )ωjeXداريم :  

( ) ( )( ) ( )txeXtx tj −== 1

102

2

π  

)بنابراين  )tx2 نشان داده شده است5,45ح در شكل .  
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)با مقايسه اين نتيجه با معادله داده شده براي )tx3داريم ،:  
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)بنابراين )tx3 نشان داده شده است5,45ح همان شكلي رادارد كه در شكل .  

]مي دانيم كه) د( ]{ } [ ] [ ]( ) 2Re nxnxnx   :، بنابراين=+∗
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)با مقايسه اين معادله داده شده براي )tx4آوريم  بدست مي.  

( )

( ) ( )

2

6
2

6
2

4






+







=

∗− tjtj
eXex

tx

ππ

 

)بنابراين )tx4نشان داده شده است5,45 همان گونه است كه در شكل ح .  
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})({Re 1 tX })({Im 2 tX

})({Re 3 tX })({Im 3 tX

})({Re 4 tX

})({Im 4 tX

  
  5,45حشكل 
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   a>1 ديديم كه به ازاي 1-5در مثال ) 5,46
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  دهيد كه با استفاده از خواص تبديل فوريه نشان مي) الف(
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  با استفاده از استقراء نشان دهيد كه عكس تبديل فورية ) ب(
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  :خاصيت مشتقگيري در فركانس داريم
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فرض كنيـد كـه     .  صحيح است  r=2 و   r=1، واضح است كه نتيجه براي     )الف(ت  از قسم ) ب(
=−1همچنين براي    rK  تلاش خواهيم كرد تا اثبات ك نـيم نتيجـه بـراي       .  صحيح باشدrk  نيـز  =

  :صحيح است و داريم
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  از خاصيت مشتقگيري در حوزه فركانس
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  :بنابراين
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  :طرف چپ معادله بالا برابر است با
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.  بـود   نيز صحيح خواهد   r صحيح باشد، نتيجه براي      r−1بنابراين، نشان داديم كه اگر مسئله براي        
 و r=4 و r=3 صحيح است مي توانيم نتيجه بگيريم كه براي   r=2چون مي دانيم كه نتيجه براي     

  .نيز صحيح خواهد بود) بهمين ترتيب... (
............................................................................................................................................. 

)اگر  ) الف) (5,47 )( ) ( )ωjwj exeX اين تنهـا در صـورتي   . ، پريوديك مي باشدπ2 با پريود 1−=

)است كه    )ωjeX    براي همه يω   اين بيان مي كند كه      . شد عدد ثابتي با[ ]nx   برحسب [ ]nkδ   مـي 
  .بنابراين، حالت داده شده، صحيح مي باشد.  عدد ثابتي استkباشد و حال اينكه 

)اگــر ) ب( )( ) ( )ωπω jj exeX ) در اينــصورت−= )ωjeXبــا پريــود πوب خواهــد بــود، متنــا .

)همچنين مي دانيم كه    )ωjeX  با پريود π2   اين دو شرط مي توانند حتي زمانيكه       .  متناوب خواهد بود

( )ωjeX      هر شكل دلخواهي در بازه ي 
2

πw≤�  بنابراين  .  برقرار باشند( )ωjeX     لازم نيست كـه 

  . حتماً ثابت باشد
]به طور مكرر، ]nxلازم نيست كه فقط يك ضربه باشد، بنابراين حالت داده شده نادرست است .  

 مــي دانــيم كــه تبــديل فوريــه معكــوس 43.حاز مــسئله ) ج(
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ωj

ex دنبالــه اي بــه صــورت 

[ ] [ ] [ ]( )
2

nxenxnv
njπ+=  نمونه هاي انديس زوج    . مي باشد [ ]nv  باانديس هاي زوج نمونه هاي 

[ ]nx .         كه بيان مي كند نمونه هاي انديس زوج[ ]nx  بنابراين.  فرو هستند[ ]nx       لزومـاً نبايـستي يـك 
  .ستبنابراين حالت داده شده صحيح ني. ضربه باشد

) مي دانيم كه تبدلي فوريه 5,1از جدول ) د( )ω2jeXسيگنالي بسط زماني است يعني:  
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)اگر   ) ( )ωω jj exex ]:  باشد در اينصورت   2= ] ( )[ ]nxnx  اين تنها در صورتي ممكـن اسـت         =2
]كه  ]nxبنابراين حالت داده شده صحيح مي باشد. يك ضربه باشد .  

............................................................................................................................................. 

] گسسته در زمان عليّ با ورودي      LTI يك سيستم    )5,48 ]nx  ي و خروج[ ]ny     داده شـده اسـت  .
]اين سيستم با دو معادله تفاضلي، برحسب سيگنال واسطة ]nwمشخص شده است .  
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  .پاسخ فركانسي و پاسخ ضربة اين سيستم را به دست آوريد) الف(
]يك معادلة تفاضلي پيدا كنيد كه) ب( ]nxو [ ]nyاين سيستم را به هم ربط دهد .  

  : حل

)با گرفتن تبديل فوريه از دو طرف معادله و حذف جمله) الف( )ωjewاز دو طرف، داريم :  
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  :با گرفتن عكس تبدل فوريه از بسط كسرهاي جزئي معادله فوق داريم
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  :با طرفين وسطين كردن و گرفتن عكس تبديل فوريه، داريم

  ساير نقاط
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])الف ()5,49 ]nyپاسخ فركانسي و پاسخ ضربه اين سيستم را به دست آوريد .  
  اند به صورت زير به هم مرتبط

( ) ( ) ( ) ( )
ω

ω
ωωωω

d

edX
eXeeXeY

j
jjjj −+= −2  

)i (آيا سيستم خطي است؟ استدلالي روشن براي جوابتان بياوريد.  
)ii (استدلال كنيدآيا سيستم تغييرناپذير با زمان است؟ .  
)iii ( به ازاي[ ] [ ]nnx δ= ،[ ]nyرا بيابيد .  

)سيستم گسسته در زماني را در نظر بگيريد كه تبـديل خروجـي            ) ب( )ωjeY       آن و تبـديل فوريـة 
  .اش به صورت زير به هم مرتبط باشد ورودي

( ) ( )∫
+

−= 4/

4/

πω
πω

ωω ωdeXeY
jj  

[ ]nyرا برحسب [ ]nxپيدا كنيد .  
  :حل

ــف(  ــد ) i) (ال ــرض كني ]ف ] [ ] [ ]nbxnaxnx 21 ــه =+ ــستندb و a ك ــت ه ــصورت .  ثاب در اين

( ) ( ) ( )ω
ωω

j

jj
ebxeaxex 21 ] همچنين فرض كنيد پاسخ سيستم به      =+ ]nx1    و  [ ]nx2   به ترتيب 

]بر برا ]ny1 و [ ]ny2باشد .  

ــراي   ــذاري ب ــا جايگ )ب )ωjeX     ــم ــي آوري ــت م ــازي، بدس ــاده س ــده و س ــه داده ش  در معادل

( ) ( ) ( )ωωω jjj ebyeaYeY 21   .بنابراين سيستم خطي است. =+

)ii (  فرض كنيد سيگنال[ ] [ ]1−= nxnx  در اينصورت ،( ) ( )ωωω jjj exeex فـرض كنـيم،    . 1=−
]پاسخ سيستم به اين سيگنال برابر ]ny1از معادله داده شده.  باشد:  
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  .بنابراين سيستم تغييرپذير با زمان است

)iii ( اگر[ ] [ ]nnx δ= ،( ) 1=ωjeXدر اينصورت ،:  

( ) ωω jj eeY −+= 2  
]بنابراين، ] [ ] [ ]12 −+= nnny δδ. 

  :مي توانيم بنويسيم) ب(

( ) ( ) ( )( )∫
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θωθω θ
π

deHexeY
jjj  

)كه  )ωjeH نشان داده شده است5,49حدر شكل :  
  
  
  
  

  5,49حشكل 

  : بدست مي آوريم5,2با استفاده از خاصيت ضرب تبديل فوريه و جدول 
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.............................................................................................................................................  

  

   گسسته در زمان طرح كنيم كه به ازاي ورودي زيرLTIخواهيم يك سيستم  مي) الف() 5,50
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  جاد كندخروجي زير را اي
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)i ( پاسخ ضربه و پاسخ فركانسي سيستمLTIداراي مشخصات بالا را پيدا كنيد .  
)ii (دهنده معادله تفاضلي ارتباط[ ]nyو[ ]nxاين سيستم را بيابيد .  
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)پاســخ يــك سيــستم بــه ورودي) ب( )( ) [ ]nun
n

)رت اســت ازعبــا +2/12 ) [ ]nu
n

اگــر . 4/1

]خروجي  ] ( ) [ ]nun
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21−−δباشد، ورودي چيست؟  
  :حل
  از اطلاعات داده شده) i) (الف(
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  :با گرفتن عكس تبديل فوريه داريم
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)ii ( از قسمت)مي دانيم كه)الف ،:  
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  :با طرفين و وسطين نمودن و گرفتن عكس تبدل فوريه داريم
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)خواهيم، حال مي )ωjeXرا زمانيكه ( )
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+= −− ωωω jjj eeeYرا بدست آوريم  .  
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  : فوريه از بسط كسرهاي جزئي معادله بالا داريمبا گرفتن عكس تبديل
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  .بة زير را در نظر بگيريديك سيستم گسسته در زمان با پاسخ ضر) الف ()5,51
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يك معادله تفاضلي خطي با ضـرائب ثابـت بيابيـد كـه رابطـه ورودي و خروجـي ايـن سيـستم را                        
  .توصيف كند

  .دهد  عليّ را نشان ميLTIاي يك سيستم   نمودار جعبه51-5شكل م ) ب(
)i (يستم را بيابيدكنندة رابطة ورودي و خروجي اين س معادله تفاضلي بيان.  
)ii (پاسخ فركانسي اين سيستم را بيابيد.  
)iii (پاسخ ضربه سيستم را به دست آوريد.  
  
  
  
  

  51-5شكل م 

  :حل
]با گرفتن تبديل فوريه معكوس) الف( ]nhبدست مي آوريم ،:  
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  :با طرفين وسطين كردن تبديل فوريه معكوس داريم
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]فرض كنيد خروجي مياني را) i) (ب( ]nω را ببينيد) 5,51.حشكل (بناميم.(  
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  5,51حشكل 

  :را به صورت زير بنويسيم) ديفرنس(در اينصورت مي توانيم معادله تفاضلي 
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  و

[ ] [ ] [ ] [ ]11
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1
−=−− nxnxnn ωω  

)با گرفتن تبديل فوريه از دو طرف معادله و حذف  )ωjewاز طرفين معادله، داريم :  
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  :با طرفين وسطين و گرفتن عكس تبديل فوريه داريم
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)iii (ل فوريه از بسط به كسرهاي جزئيبا گرفتن عكس تبدي( )ωjeHداريم:  
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])الف() 5,52 ]nh      پاسخ ضربة يك سيستم LTI           نـشان  .  حقيقي، علـّي و گسـسته در زمـان اسـت
ايـن همتـاي   .: دهيد كه بخش حقيقي پاسخ فركانسي براي مشخص كردن كامل اين سيستم كافي اسـت   

 براي سيستمهاي پيوسـته     47-4گسسته در زمان خاصيت كافي بودن قسمت حقيقي است كه در مسئله             
  .در زمان بيان شد

])ب( ]nhاگر.  را حقيقي و عليّ فرض كنيد  

( ){ } ωω 2cos1 aeXe j +=ℜ ) حقيقي        a ) 

[ ]nh و ( )ωjeHرا بدست آوريد .  

]نشان دهيد كه) ج( ]nhتوان به طور كامل از  را مي( ){ }ωjeXeℜو[ ]�hبه دست آورد .  
  . باشدωsin حقيقي و عليّ پيدا كنيد كه قسمت موهومي پاسخ فركنسي آنهاLTIدو سيستم ) د(

  : حل
]بدليل اينكه ) الف( ]nh    اي غيـر صـفر        كازال است، مقادير نمونه[ ]nh و [ ]nh  n=� تنهـا در   −

  .همپوشاني دارند
  بنابراين
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  به عبارت ديگر
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 ( ح5,52-1)                                                          

  توجه كنيد كه اگر

[ ] ( )ωjFT
eHnh →←  
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  :تدر اينصور

[ ]{ } [ ] [ ] ( ){ }ωε jFT
eH

nhnh
nhv Re

2
→←

−+
=  

  

]واضح است كه مي توانيم     ]{ }nhvε    را از ( ){ }ωjeHRe  از.  وصول نمائيم[ ]{ }nhvε    مي تـوانيم 
]را براي وصول  ) 5,52,1ح(معادله     ]nh    مشخـصاً، از    .  اسـتفاده كنـيم[ ]nh كبـار ديگـر مـي تـوانيم         ي

( )ωjeHبنابراين سيستم كاملاً توسط .  را بدست آوريم( ){ }ωjeHReمعلوم مي شود .  

)با گرفتن عكس تبديل فوريه) ب ){ }ωjeHRe؛ بدست مي آوريم.  
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]چون ) ج ]nhكازال است، مقادير نمونه هاي [ ]nh و [ ]nh   . همپوشاني دارندt=� تنها در −
  :بنابراين
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  :به بيان ديگر
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nh ح)                                                    5,52,2)                

  :حال، توجه داشته باشيد كه

 هر مقداري
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[ ]{ } [ ] [ ] ( ){ }ωjFT
eHj

nhnh
nhod Im

2
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−−
=  

]واضح است،    ]{ }nhod    را از ( ){ }ωjeHIm    از  .  وصـول كنـيم[ ]{ }nhod       مـي تـوانيم معادلـه 

]را براي وصول    ) 2-5,52ح( ]nh  مشخصاً، از  . استفاده كنيم[ ]nh يكبار ديگر مي تـوانيم ( )ωjeH را 

)بنابراين سيستم كاملاً توسط . بدست آوريم ){ }ωjeHImمعلوم مي شود .  

)فرض كنيم ) د ){ }ωω jeHSin Im= .در اينصورت:  

[ ]{ } [ ] [ ]1
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1 +−−= nnnxod δδ  

  :بنابراين
[ ] [ ] [ ] [ ]1−+= nnhnh δδ�  

]مقادير مختلفي را براي    ]�h        مي توان انتخاب كرد تا دو سيستم مختلف كه پاسخ فركانسي قـسمت 
  . بدست آوردωSinهاي موهومي آنها برابر

ي سيگنالها و  يكي از دلايل رشد عظيم كاربرد روشهاي گسسته در زمان براي تحليل و طراح              )5,53
قلب . سيستمها پيشرفت ابزارهاي كارآمد محاسبات تحليل فورية سيگنالهاي گسسته در زمان بوده است            

سـازي روي   دهد كه بـراي پيـاده   اين روشها را روشي مرتبط با تبديل فورية گسسته در زمان تشكيل مي    
وش تبـديل فوريـة گسـسته       اين ر . افزارهاي ديجيتال بسيار مناسب است      كامپيوترهاي ديجيتال و سخت   

DFT سيگنالهاي [ ]nx       1عمر محدود فرض كنيد، يعني يك عـدد صـحيح          را سيگنالي را باN  وجـود
  دارد، به نحوي كه 

[ ] 1, 1 −≤≤= Nnnx ��  در خارج فاصله  

( )ωjeX    را تبديل فورية سيگنال [ ]nx  توانيم سيگنال متناوب    مي.  فرض كنيد[ ]nx~      را بـه نحـوي 
]بسازيم كه در يك تناوب با      ]nx    دقيقتـر ايـن كـه بـه ازاي عـدد صـحيح        .  برابـر باشـدN   بزرگتـر يـا 

]توان ، مي1Nمساوي ]nx~وب  را با دوره تناNبه نحوي ساخت كه   

 [ ] [ ] 1, 1 −≤≤= Nnnxnx �  

]ضرائب سري فوريه ]nx~اند از  عبارت  
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]گيريم كه در آن اي در نظر مي بندي را فاصله فاصله جمع ] [ ]nxnx   پس. ~=
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] سيگنال DFT) 1-53-5م  (با معادله   ضرائب تعريف شده     ]nx معمولاً . دهند را تشكيل ميDFT 

]سيگنال ]nxرا با [ ]kX
  .كنند  دهند، و آن را به صورت زير تعريف مي  نشان مي~

Nk-1) 2-53-5م ( ] و =�,1,..., ] [ ] ( )
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تـوان    اول اين كه سيگنال داراي عمر محدود اصلي را مـي          . گيرد   از چند جا ريشه مي     DFTاهميت  
  .در واقع داريم.  بازسازي كردDFTاز 
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كرد و هم بـا مقـادير       توان هم با مقادير غيرصفر آن مشخص          محدود را مي  پس سيگنال داراي عمر     

[ ]kX
 در اين است كه الگوريتم بسيار سريعي، موسوم به تبديل فوريـة سـريع      DFTاهميت ديگر   . آن~
FFT       همچنـين  ).  معرفي شده است54-5اين روش بسيار مهم در مسئله ( براي محاسبه آن وجود دارد

 برخـي   DFT خاطر رابطة نزديكي كه بين سري فورية گسسته در زمان و تبديل فوريه وجـود دارد،               به  
  .خواص مهم آن را داراست

1NNفرض كنيد) الف(   نشان دهيد كه. ≤

[ ] ( )( )Nkj
eX

N
kX

/21~ π=  

 

  
  
  
  

  

  53-5شكل م 

] آن كه در  ]kX
~  ،DFT سيگنال [ ]nx يعنـي   .  استDFT  هـاي    نمونـه( )ωjeX    هـاي    ، بـا فاصـله

N/2π شود كه   ما را به اين نتيجه رهنمون مي      ) 3-53-5م  (معادله  .  است[ ]nx  تـوان بـه طـور         را مي

)هاي يكتا از نمونه )ωjeXباز يافت .  
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)هاي  نمونه) ب( )ωjeX  به فاصله M/2π 1، باNM ها بيش از     اين نمونه . ، را در نظر بگيريد    >
]براي نشان دادن اين مطلب دو سيگنال      . كند   را تعيين مي   1Nيك رشته به طول    ]nx1 و [ ]nx2   شـكل 

  . داريمM=4نشان دهيد كه به ازاي.  را در نظر بگريد53-5م 
( )( ) ( )( )4/2

2

4/2

1

kjkj eXeX ππ =  

  : حل
  
  :معادله آناليز تبديل فوريه برابر است با) الف(
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  :داريم) 2-5,53م(با مقايسه با معادله 
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 ا هميـت وجـود دارد كـه مـستلزم            گفتيم مـسائل بـسياري بـا       53-5طور كه در مسئله       همان) 5,54
ايـن سـيگنالها غالبـاً عمـر        . سيگنالهاي گسـسته در زمـان اسـت       ) DFT(محاسبه تبديل فورية گسسته     

يكـي از دلايـل رشـد قابـل     . طولاني دارند و در اين موارد بايد روشهاي محاسباتي كارآمدي به كار برد     
ريزي روش محاسباتي سـريعي موسـوم         ا، پي توجه به كار بردن تكنيكهاي كامپيوتري در تحليل سيگناله        

 سيگنالهاي داراي عمر محـدود  DFTتوان  با اين روش مي.  استFFTبه الگوريتم تبديل فوريه سريع     
  .كنيم  را بررسي ميFFTدر اين مسئله اصول الگوريتم . را پيدا كرد

[ ]nx ــد كــه در خــارج از فاصــله 11 را ســيگنالي فــرض كني −≤≤ Nnــه ازاي .  صفرســت� ب

1NN ≥ ،DFT N-اي  نقطه[ ]nxعبارت است از   
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  .را به صورت زير بنويسيم) 1-54-5م (بهترست معادله 

]      ) 2-54-5م ( ] [ ]∑
−

=

=
11~ N

n

nk

NWnx
N

kX
�

  

]يك روش محاسبه  ) الف( ]kX
تعداد ضرهاي مختلط   . است) 2-54-5م  (، محاسبه مستقيم معادله     ~

نشان دهيد كه تعداد ضرهاي     . ، معيار خوبي از پيچيدگي محاسبه ناست      )2-54-5م  (لازم براي محاسبه    

nkلازم براي مختلط است و    

NW        از اينكـه بـه      براي آساني .  قبلاً محاسبه و در جدولي ذخيره شده است ،

k ، nk و   nازاي مقادير خاصي از     

NW يا ±1 برابر j±    است و در حقيقت ضـرب مخـتلط كامـل لازم  
  .نيست، چشم بپوشيد

]فـــرض كنيـــد.  را زوج بگيريـــدN) ب( ] [ ]nxNf ]هـــاي شـــماره زوج نمونـــه =2 ]nx و 
[ ] [ ]12 += nxngهاي شماره فرد  نمونه[ ]nxاست .  

)i (نشان دهيد كه[ ]ng و [ ]nfخارج از فاصله ( ) 12 −≤≤ Nnبرابر صفرند� .  
)ii ( نشان دهيد كهDFT N-اي  نقطه[ ]nxتوان به صورت زير بيان صفرند  را مي.  
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  كه در آن
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]دقت كنيد كه   ]kF
/12 با ~ −N ...,1,,��=k و [ ]kG

,1,...,/12 با ~ −= Nk  به ترتيـب    �
DFT 2/N− نقطـه اي [ ]nfو [ ]ngدهـد كــه   نـشان مــي ) 3-54-5م (بنـابراين معادلــه  .  هــستند

DFTN−اي  نقطه[ ]nxتوان برحسب دو   را ميDFT 2/N−اي به دست آورد  نقطه.  
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)iv (     تعداد ضربهاي مختلط لازم براي محاسبه[ ]kX
,1,.,1  با  ~ −= Nk -5م  (، از معادلـه     �

استفاده كنيـد و ضـرب در      ) الف(از فرضهاي بند    [چقدر است؟   ) 54-3
2

) 3-54-5م  ( را در معادلـة      1

  ].حساب نكنيد
]توان   هم زوج باشد، مي    N/2اگر) ج( ]nf و [ ]ngهاي شـماره زوج و فـرد      را باز هم به نمونه

 تـوان  Nبـه عـلاوه اگـر      . محاسبه كـرد  ) 3-54-5م  ( آنها را به روشي شبيه معادله        DFTتجزيه كرد و    
در ايـن  . ن فرآيند، وقت زيادي در محاسبات صرفه جـويي كـرد    توان با ادامه اي      باشد، مي  2صحيحي از   

چند ضرب مختلط لازم است؟ نتيجه را بـا روش           تقريباً   N= 32،  256،  1024 و   4096صورت به ازاي    
  .مقايسه كنيد) الف(مستقيم بند 

  :حل
}واضح است كه براي محاسبه      ) 1-5,54م(از معادله   ) الف }kx~    ويژه   براي مقدارk    لازم است كه ،

]بنابراين به منظـور محاسـبه     .  را انجام دهيم   Nضرب مختلط    ]kX
، لازم  k مقـادير مختلـف      N بـراي    ~

.2است ضرب مختلط NNN   . را انجام دهيم=
]چون ) i) (ب ] [ ]nxnf ]: ، داريم=2 ] [ ]�� xf = ،[ ] [ ]21 xf   و... و =

( ){ } [ ]21
2

−=− NxNf . بدليل اينكه[ ]nx    1 تنهـا دربـاره−≤≤ Nn�      ،غيـر صـفر اسـت

[ ]nf تنها در بازه ( ) 1
2

−≤≤ Nnغير صفر است� .  
]به طور مشابه، بدليل اينكه ] [ ]12 += nxngداريم ، :[ ] [ ] [ ] [ ]1,31 xgxg ==   ...  و �

]و  ]{ } [ ]NxNg =−1
2

]بدليل اينكه .  ]nx1 تنها در بازه−≤≤ Nnغير صفر است� .  

[ ]ng 1 در بازه
2

−≤≤
N

nغير صفر است� .  

)ii ( معادله)بازنويسي كردرا به صورت زير مي توان ) 1-5,54:  
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2   : مي توانيم معادله بالا را به صورت زير بازنويسي كنيم=

[ ] [ ] [ ]
( )

nk

N

N

n

k

n

N

n

nk

N Wng
N

WWnf
N

kx
2

1
2

1
2

2

11~ ∑∑
−

=

−

=

+=
��

 



 ٤٧٠

)S5,54-1(  
)iii (داريم:  
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  به طور مشابه

[ ] [ ]kGNkG
~

2

~
=+  

)iv (  چون[ ]kF
 يك نقطه  ~

2

N   براي ،DFT           است، مي تـوانيم از روش مـشابه آنچـه در قـسمت 

آمده استفاده كنيم تا نشان دهيم كه به ضرب مختلط         ) الف(
4

2
N     بـه طـور    .  براي محاسبه آن نياز داريم

]مشابه مي توانيم نشان دهيم كه محاسبه  ]kF
به ضرايب~

4

2
Nنياز دارد  .  

Nبديهيست كه به ضرب مختلط ) 1-5,54ح(از معادله 
N

+
2

2

] براي محاسبه ]KX
  . نياز داريم~

]با تجزيه   ) ج ]ng   و [ ]nf         ،مي توانيم با فـراهم سـاختن عـدد          به نمونه هاي انديس زوج و فرد

محاسباتي به   
24

2

NN
N اين تجزيه را به اندازه     +

2log  محاسـبات لازم بـراي    .  تكرار كنيمNN 2log 

 براي مقـادير مختلـف     FFTجدول محاسباتي زير با استفاده از دو روش مستقيم و           . بار انجام مي دهيم   
Nرتيب داده ايم ت:  

 N  روش مستقيم FFTروش 

160 1024 32 

2048 65536 256 

10240 1048576 1024 

49/52 16777216 4096 

  
 و هـم در تحليـل      LTIدر اين مسئله مفهوم قاب كردن را، كه هـم در طراحـي سيـستمهاي                ) 5,55

]ب سـيگنال منظـور از قـاب كـردن، ضـر    : كنـيم  طيفي سيگنالها اهميت بسزايي دارد معرفي مي      ]nx در 
]سيگنال داراي عمر محدود ]nwموسوم به سيگنال قاب است يعني ،  
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[ ] [ ] [ ]nwnxnp =  

]دقت كنيد كه ]npهم عمر محدود دارد .  
بسياري لازم اسـت ك     گيرد كه در كاربردهاي       اهميت قاب كردن در تحليل طيفي از اينجا ريشه مي         

]تـوان  چون در عمل تنهـا مـي  . گيري شده حساب شود تبديل فورية يك سيگنال اندازه   ]nx  را در يـك 
  اندازه گرفت، سيگنال قابل دسترس براي تحليل فوريه عبارت است از) پنجره زماني(فاصله محدود 
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MnMكه در آن   بنابراين.  قاب يا پنجره زماني است−≥≥
[ ] [ ] [ ]nwnxnp =  

]كه ]nwقاب يا پنجرة مستطيلي است؛ يعني   

[ ]
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=
,

,1

�

MnM
np  

مـثلاً  (بـه دلايـل مختلـف    . كنـد   هم نقش مهمي بـازي مـي       LTIقاب كردن در طراحي سيستمهاي      
بهتر اسـت بـراي انجـام پـردازش مـوردنظر      )  را ببنيد54-5، مسئله FFTتوانايي به كار بردن الگوريتم   

به عبارت ديگر معمولاً از پاسخ فركانـسي        . سيستمي طراحي كنيم كه پاسخ ضربة محدودي داشته باشد        

)مطلوب   )ωjeH  كنيم كه عكس تبديل فوريه آن، يعني پاسخ ضربة        شروع مي[ ]nhر نامحـدودي    عم
]بايد يك پاسخ ضربه محـدود     . دارد) يا حداقل بسيار طولاني   ( ]ng           طراحـي كنـيم كـه تبـديل فوريـة 

( )ωjeGآن تقريــب مناســبي از ( )ωjHيــك روش كلــي انتخــاب.  باشــد[ ]ng يــافتن يــك تــابع ،

]قاب ]nwمناسب است، به نحوي كه  [ ] [ ]nwnh دلخواه مشخصات( )ωjeGرا برآورد كند .  
در اين مـسئله، ايـن اثرهـا را بررسـي     . گذارد مسلّم است  كه قاب كردن سيگنال بر طيف آن اثر مي     

  .كنيم مي
  براي درك اثر قاب كردن، سيگنال زير) الف(

[ ] [ ]∑
∞

−∞=

−=
k

knnx δ  

  .كنيم قاب مي) 1-55-5م (طيلي معادله را با پنجرة مست

)i (( )ωjeXرا بيابيد .  
)ii (تبديل فورية[ ] [ ] [ ]nwnxnp   . رسم كنيدM=1را به ازاي =

 در غير اين صورت

 در غير اين صورت
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)iii ( 10بند پيش را به ازاي=Mتكرار كنيد .  
  .ل سيگنالي با تبديل فورية زير در نظر بگيريدحا) ب(

( )
πωπ

πω
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]فرض كنيد  ] [ ] [ ]nwnxnp ]، كه = ]nw      اسـت ) 1-5-5م  ( پنجره مستطيلي معادلـه .( )ωjeP را 
  . رسم كنيدM = 4، 8، 16به طور تقريبي، به ازاي 

)تفاده از پنجره مستطيلي ايجاد تموج در تبديل       يكي از مشكلات اس   ) ج( )ωjeP اين تموج  . ( است
اين سيگنالها . ريزي شده است به همين علت سيگنالهاي پنجره ديگري پي     .) با پديدة گيبس مرتبط است    

اثر اين تـدرج، كـاهش      . ني است رسند، نه مثل پنجرة مستطيلي كه گذر آن ناگها           مي 1 به   �به تدريج از  

)دامنة تموج  )ωjeP                 است كه بـه قيمـت افـزايش انـدكي اعوجـاج و همـوارتر شـدن ( )ωjeX   تمـام 
  .شود مي

]براي روشن كردن نكات فوق، سيگنال ]nx را با پنجره مثلثي يا بارتلت زير) ب( بند  
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]در نظر بگيريد و فرض كنيد      ] [ ] [ ]nwnxnp ]تبديل فوريه . = ]np     4،  8،  16 را به ازاي =M  به ،

توجه كنيد كه سيگنال مثلثي، حاصل كانولوشن سيگنال مـستطيلي بـا    : راهنمايي[طور تقريبي رسم كنيد     

)برايبا توجه به اين مطلب عبارت مناسبي . خودش است )ωjeWبه دست آوريد [.  
]فرض كنيد ) د( ] [ ] [ ]nwnxnp گ اسـت؛    سيگنال كسينوسي بالا رفته موسـوم بـه پنجـره هنين ـ           =
  يعني 

[ ] ( )[ ] MnMMn
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,
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( )ωjeP 4، 8، 16 را به ازاي = Mبه طور تقريبي رسم كنيد .  
  :حل
  )i) (الف

 در غير اين صورت

 در غير اين صورت
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)ii ( 10وقتي=M براي پيدا كردن اينكه5,2 مي توانيم از جدول   
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  5,55.حشكل 
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  . نشان داده شده اند5,55حطرحها در شكل . 

  . نشان داده شده اند5,55.حطرحها در شكل ) د
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