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 ػشفصل ولی دسع:

سٍؽ جذایی هتغیشّب دس  -سٍؽ ّبی حل هؼبئل ّذایت -هؼبئل ّوگي ٍ غیشّوگي -هؼبدلِ دیفشاًؼیل ّذایت ٍ هؼبدلات ثمب

ئن چٌذ ثؼذی ثب تَلیذ حل هؼبئل ّذایت ّوگي ٍ دا -حل هؼبئل ّذایت ّوگي یه ثؼذی ٍ چٌذ ثؼذی -هختصبت لبئن

حل هؼبئل  -سٍؽ جذایی هتغیشّب دس هختصبت اػتَاًِ ای -تجضیِ هؼبئل غیشّوگي ثِ هؼبئل ػبدُ تش -حشاست حجوی

هؼبئل چٌذ ثؼذی حبلت دائن ثب تَلیذ حشاست حجوی ٍ ثذٍى حشاست  -(tٍr( ٍ )tٍØٍr( ٍ )tٍØٍzٍrّوگي ثب هتغیشّبی )

 -legendreتَاثغ  -سٍؽ جذایی هتغیشّب دس هختصبت وشٍی -تمؼین هؼبئل غیشّوگي ثِ هؼبئل ػبدُ تش -حجوی

lagendre Associated- ( هؼبئل ّوگي ثب هتغیشّبیtٍr( ٍ )tٍ𝜃ٍr( ٍ )tٍØٍ𝜃ٍr)- ٍ هؼبئل چٌذ ثؼذی حبلت دائن 

دس حل هؼبئل ثب ؿشایظ هشصی ٍ یب تَلیذ  ahamelاػتفبدُ اص لضیِ  -ًمؼین هؼبئل غیشّوگي ثِ هؼبئل ػبدُ تش -غیشّوگي

دس حل هؼبئل  L.Tاػتفبدُ اص  -ٍ خَاف هشثَط ثِ آى Luplucetransتؼشیف  -حشاست حجوی وِ تبثؼی اص صهبى اػت

هتذ  -اػت Variationalیت وِ ؿبهل سٍؽ اًتگشالی ٍ سٍؽ سٍؿؾ تمشیجی دس حل هؼبئل ّذا -ّذایت ثب هتغیش صهبًی

Ritz  ٍGalerkin سٍؽ حل ػذدی هؼبئل ّذایت ثغشی  -دس ؿٌبػبیی تَاثغ چٌذ جولِ ایfinite diff-  ًِوبیؾ هؼبدل

 -خغبّبی هَجَد دس حل هؼبئل ػذدی -سٍؽ ّبی حل هؼبدلات ججشی ثغَس ّوضهبى -finite diffّذایت دائن ثغشیك 

 ثشای ؿشایظ هشصی اًحٌبداس اجؼبم. finite diffحل هؼبئل ّذایت ثب  -finite diffهؼبدلِ ّذایت غیشدائن ثغشیك ًوبیؾ 

 هشاجغ:

1- Heat conduction , M.Necati , ozisik. 

2- Fundamental of Heat transfer , Bejan , Incoreera 

3- Heat conduction , Arpachi 

4- Heat conduction, kaks 
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Heat.اًشطی وِ اص رسات لؼوت گشهتش هبدُ ثِ رسات هـبثِ دس ثخؾ ػشدتش هبدُ هٌتمل هی ؿَد : 

 

 

 :Joseeh Fourierلبًَى 

Heat fluk: q(r,t)-k𝛻T(r,t) 

K=thermal conductivity 

w/mؿبس ثش ٍاحذ ػغح ٍ صهبى )
2) 

 w/m.kیب  k :w/m.cٍاحذ 

Heatconduction : 

 (   )    
  

  
 ̂   

  

  
 ̂   

  

  
 ̂  

{
  
 

  
      

  

  
 ̂

     
  

  
 ̂

     
  

  
 ̂

 

𝛻T.ثشداسی وِ ثش ػغح دهب ثبثت )ّوذهب( ػوَد اػت : 

 : ّن تبثغ دهب ٍ ّن تبثغ فـبسkضشیت 

ش ػولی اػت پظٍّؾ ّبی صیبدی دس جْت تخویي آى صَست گشفتِ ؿذُ اػت یه اه kثب تَجِ ثِ ایٌىِ هحبػجِ همذاس 

 )ّوچَى سٍؽ ّبی هؼىَع(.

 

 منبع گرمایی
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 Pure metals 

50≤k≤4.5w/m.
0
c           inorganic liqvid      0.007≤k≤0.17w/m.

0
c 

 

 

 

وبّؾ هی یبثذ ایي سٍؽ وبّؾ دس دهبّبی ثبلاتش ثیـتش اػت. دس دهبّبی پبییي اثتذا  kدس فلضات ثب افضایؾ دهب، ضشیت 

 ٍ ػپغ وبّؾ ػشیغ اتفبق هی افتذ. kافضایؾ 

 pure metals →وبّؾ داسد  kثب افضایؾ دهب 

  gases & uqpors →صیبد هی ؿَد  kثب افضایؾ دهب 

 

The differential equation of heat conduction 

-solid, stationary , homogeneovs, isotropic 
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 ًشخ رخیشُ اًشطی دس حجن وٌتشل  ;  ًشخ اًشطی تَلیذی + ًشخ گشهبی ٍاسد ؿذُ اص عشیك هشصّب

  ∫  ̂  ⃗     ∫      
  

 Vًشخ گشهبی ٍسٍدی ثِ : 

g هٌجغ اًشطی ; 

   ∫    
 

 Vًشخ اًشطی تَلیذی دس     

 ∫    
  

  
  

 
 V: ًشخ رخیشُ اًشطی دس  

∫ [         
  

  
]     

 

            
  

  
 

 لبًَى فَسیِ

                  
  

  
  

     
 

 
 
   

 

  

  
       

 

   
 

𝛼 ضشیت پخؾ گشهبیی :(thermal. Diffusivity) 

     
 

 
 
 

 

  

  
 

K                          تَاًوٌذی هبدُ دس سػبًؾ گشهبیی : 

 : تَاًبیی هبدُ دس رخیشُ گشهبیی    

  
 

   
 : تَاًبیی هحیظ دس پخؾ گشهب

 دس صَست ًجَدى هٌجغ گشهبیی     

           
 

 

  

  
 

                               ثَدى                                                               steadyدس صَست 
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 ؿىل هؼبدلِ حشاست دس دػتگبّْبی هختلف:

 وبستضیي:

    
   

   
 
   

   
 
   

   
 
 

 
 
 

 

  

  
 

 اػتَاًِ ای:    

      
 

 
( 
  

  
)  

 

  
   

   
 
   

   
 
 

 
 
 

 

  

  
 

 وشٍی:  

     
 

  
 

  
(  

  

  
)  

 

      

 

  
(    

  

  
)  

 

       

   

   
 
 

 
 
 

 

  

  
 

 جذیذ ثصَست صیش دس ًظش هی گیشین: یه دػتگبُ

    (  )  (  )  (  )  

    (        ) 

   (        ) 

    (        ) 

   
  

   
    

  

   
    

  

   
    ∑

  

   
   

 

   

 

   ∑
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 (   )

    
 (   )
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u3 

u2 

u1 
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 ثب جبیگزاسی دس هؼبدلِ اصلی:
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 حجن الوبى:
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 ٍ هَلفِ ّبی ؿبس سا ثذػت آٍسیذ؟ Scale factor هثبل: ثشای هختصبت اػتَاًِ ای،

{
      𝜃      
      𝜃     𝜃
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     𝜃      𝜃           

(  )
  (  )
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 𝜃
)
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 𝜃
)
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 𝜃
)
 

       𝜃        𝜃            
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 𝜃
                       

  

  
 

                    

𝜃                    

                  𝜃 

       𝜃   

 ٍ هَلفِ ّبی ؿبس سا پیذا وٌیذ. Scale factorهثبل: ثشای هختصبت وشٍی، 

{

          𝜃         
          𝜃        𝜃
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)
 

 (
  

  
)
 

 (
  

  
)
 

 (       𝜃)  (       𝜃)         

      

(  )
  (  )

  (
  

 𝜃
)
 

 (
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Boundary Canditions: 

 

 

 

 

       (     )         
  

h ( 4ضشیت جبثجبیی گشهبیی
w/m

2
.k) 

h :تبثغ پبساهتشّبی صیش اػت 

 سطین جشیبى ػیبل سٍی هشص -

 ػغح ٌّذػی ٍ ًَع ػیبل -

 n سطح مرزی

q conv 

qrad 

Ts 
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 دهبی هتَػظ ػیبل -

       (  
    

 )           

                          ضشیت صذٍس                                                                  

                                 (
 

     
) 

       ⃗    
  

  
 

 ⃗              

 اگش ثمبی اًشطی سا ثشای یه حجن وٌتشل ثؼیبس ًبصن حَل هشص ثٌَیؼین:

              

   
  

 
  (     )    (  

    
 ) 

 ( ؿشط هشصی دیشیلىِ.Dirichlet   B.C.ؿشط هشصی ًَع اٍل: )8

 |
           

  (   )          |
 
   

 (:Neuman    B.C.ؿشط هشصی ًَع دٍم )ًیَهي( ) 2

 
  

  
|
          

  (   )         
  

  
|
    

       

 ( تشویت ًَع دٍم ٍ ًَع اٍلRobine  B.C.ؿشط هشصی ًَع ػَم )ساثیي( )3

( 
  

  
   )
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 (Interface  B.C.ؿشط هشصی ًَع چْبسم )4

 

   (     )     
  

  
|
 

 8سػبًؾ گشهب اص حجن  

  
   

  
    

   

  
 h → ∞دس حبلت ایذُ آل 

 

 

Homogeneos problem: 

 ّن هؼبدلِ ٍ ّن ؿشط هشصی ّوگي

    
 

 

  

  
 

   
  

   
                    

 اٍلیِ ( )   

Non homogeneous problem: 

 ؿشط هشصی یب خَد هؼبدلِ غیشّوگي اػت.

    
 

 
 
 

 

  

  
 

  
   
   

       (   )             

 اٍلیِ ( )   

Heat conductain equation for maring solid: 

T1=T2 
K1 K2 

T1≠T2 
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Conveetive flux: {

              
              
              

 

                     
  

  
        

                     
  

  
        

                     
  

  
        

         دس هؼبدلِ )   ٍ    ٍ    جبیگزاسی ثب 
  

  
:) 

          (
  

  
   

  

  
   

  

  
   

  

  
) 

    
 

 
 
 

 

  

  
 دس حشوت 

Not moving      
 

 
 
 

 

  

  
 

 (:isotropicهحیظ ایضٍتشٍپیه: )

K    .دس ّوِ ی جْبت یىؼبى اػت 

         
  

  
               

  

  
             

  

  
 

 (:orthotropicهحیظ استشٍپیه )

 دس ّوِ ی جْبت هختلف اػت.  kهمذاس 

          
  

  
             

  

  
            

  

  
 

 

  
(  

  

  
)  

 

  
(  

  

  
)  

 

  
(  

  

  
)       
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 (:aniso tropicهحیظ غیش اصٍتشٍپیه: )

    (   
  

  
    

  

  
    

  

  
) 

    (   
  

  
    

  

  
    

  

  
) 

    (   
  

  
    

  

  
    

  

  
) 

 تبًؼَس هشتجِ دٍم

[   ]  [

         
         
         

]  

 ػوَهی وِ ؿوبسؽ گشهب اص عشیك وشیؼتبل ّب صَست هی گیشد.یه حبلت 

همبٍهت گشهبیی خبسجی 
 

   
       

        ظشفیت گشهبیی هبدُ ;   

      
  

    
 

  
 

ٍیظُ گشهبی ظشفیت گشهبیی همبٍهت 
 

 

 

 

   
داخلی گشهبی همبٍهت

خبسجی گشهبی همبٍهت
 
 
  ⁄

 
  ⁄
 
  

 
 ػذد ثی ثؼذ

 عَل هـخصِ جبهذ

m2>m1 

2 1 
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 فشض        ثشای  هؼئلِ صحیح اػت        

 % دهبی هحیظ ثشػذ؟99هثبل: وشُ ای داخل اػتخش هی اًذاصین چِ هذت عَل هی وـذ ثِ 

  
 

 
                              

  

  
                      

  

     
           

 

    
 

  
 

 
 
 
 ⁄    

    
 
 

 
 
 

 
 
    

 
  

   
  

 
                    

 پغ فشض دسػتی اػت.

 ( )    
     

 
 

   
             

 اص عشفی                         

                                  
  

    
 

 

    
             

          

Partial lumping: 

 اًتمبل حشاست داسین: xدس ساػتبی 

 

 

 

 هؼبدلِ ثمبی اًشطی ثشای ایي ػیؼتن وَچه:

Ap 

Ac سطح مقطع 

x 

T∞,h 
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 conduction+ ًشخ وبهل تجبدل اص  canvectionًشخ افضایؾ اًشطی دسًٍی; ًشخ تجبدل اص 

 

 

 

 

 
 

  
(   )      (    )       

  

  
 

                                                            
  

  
        𝜃       

 

  

 

  
(  

 𝜃

  
)  

  

   
𝜃  

 

𝛼

 𝜃

  
                 𝜃(   ) 

 :ذتَجِ: اگش جشیبى پبیذاس ثبؿ

 

  
( ( )

 𝜃( )

  
)  

  ( )

 
𝜃( )    

 اگش پشُ هؼتغیلی ثبؿذ:

  𝜃

   
 
  

  
𝜃                    𝜃(   ) 

 

 

 

 

qx+dx   
  

  
 

Aph(T-T∞) 



18 
 

 

 فصل دوم
 

 

 

 

 

 تفکیک متغیرها در دستگاه مختصات دکارتی
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Separation of variables 

 )هختصبت وبستضیي(

 

 

 

 هؼبدلِ اًتمبل حشاست یه ثؼذی ّوگي:

  

   
 
 

𝛼

  

  
 

   ( )                               

{

  

  
              

 
  

  
                   

                        

 (   )   ( ) ( )         (                        ) 

 ثب جبیگزاسی: 

   

   
 ( )  

 

𝛼

  ( )

  
 ( )  

 ̈

 
 
 ̈

 

 

𝛼
  𝛽   ̈  𝛽        

( )    𝛼𝛽   هؼبدلِ دیفشاًؼل هشتجِ اٍل                                                            
   

 ̈  𝛽        𝛽       𝛽        𝛽      𝛽  

 َد:هحبػجِ هی ؿ A  ٍBاص ؿشط هشصی همبدیش 

    
  

  
    𝛽   𝛽   𝛽   𝛽   |

   
     

x 
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           𝛽    𝛽   

(    ) 

  
 

 هی گَیٌذ. 𝛽  ،eigenvolueثِ 

 X(x)=0دس ًْبیت 

 Tجَاة ػوَهی 

 (   )  ∑  

 

   

(   𝛽  ) 
      

 سا هحبػجِ وشد.   فمظ ثبیذ هجَْل  -

           ∑  

 

   

(   𝛽  ) ( ) 

 اص تبثغ هتؼبهذ اػتفبدُ هی وٌین:

∫    𝛽     𝛽    
 

 

 {
           
           

 

   
 

 
∫ ( )   (𝛽  )   

   

   
 
 

𝛼

  

  
    

  {

  

  
             

 
  

  
               

 

 داسین:دس ًْبیت 

  ∫ [ (𝛽   )]
 

 

 

   

   
 

 (𝛽 )
∫  (𝛽   )
 

 

 ( )   
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ی ّوگي) ی هختلف ثشای هؼئلِ ّذایت یه ثؼذّب ثشای ؿشایظ هشص  𝛽وتبة همبدیش تَاثغ ٍیظُ ٍ  2-2دس جذٍل 
   

   
 
 

 

  

  
د. ثب ووه سٍؽ ّبیی (هَجَد اػت. ثب ایي تَصیف حل هؼبدلِ ّوگي یه ثؼذی ّوگي ّذایت، ػبدُ هی ؿَ 

 .هی تَاى ثؼضی اص هؼبدلات ًبّوگي سا اثتذا ّوگي وشد ٍ ػپغ اص عشیك سٍاثظ اؿبسُ ؿذُ هؼئلِ سا حل ًوَد

Separation of variables: (Rectangular) 

Conduction  ّوگي ٍ یه ثؼذی 

{

   

   
 
 

𝛼

  

  

    
  

  
  

 

     {     
  

  
      

{
 
 
 

 
 
  (   )   ( ) ( )  

 

 

   

   
 
 

𝛼 

  

  
  𝛽 

  

  
 𝛽 𝛼     ( )      

  

      𝛽      𝛽  {
            𝛽  ُهمبدیش ٍیظ

        (𝛽   )ُتَاثغ ٍیظ 

 

            ( ) 

 (   )  ∑    
     

 

   

 (𝛽   ) 

     ( )  ∑   

 

   

 (𝛽   )     
 

 (𝛽 )
∫ ( ) (𝛽   )  

 

 

 

 ( )  ∫[ (𝛽   )]
   

 

 

 

 (   )  ∑     
  

 

   

 

 (𝛽 )
 (𝛽   )∫ (𝛽   

 ) (  )   
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 هؼبدلِ اًتمبل حشاست ػِ ثؼذی:

   

   
 
   

   
 
   

   
 
 

𝛼

  

  
 

       
  

   
       

   (     ) 

 (     )   (     ) ( )             

 

 
(
   

   
 
   

   
 
   

   
)  

 

𝛼 

  

  
               ( )      

   

 (     )   ( ) ( ) ( ) 

 

 

   

   
  𝛽                   

 

 

   

   
                     

 

 

   

   
      

𝛽           

{
  
 

  
 
   

   
 𝛽        (𝛽   )

   

   
           (𝛾   )

   

   
            (    )

 

𝛽 (     )

  
      

                        
𝛽 (     )

  
      

                  

Ex.  

   

   
 
 

𝛼
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Table2.2: 

 

 (𝛽 )
  

  
    

 

 (  
    

 )    
 

 تَاثغ ٍیظُ:

 (𝛽   )     𝛽          𝛽   𝛽          

   
 

 (𝛽 )
∫ ( ) (𝛽   )   

 (   )   ∑      
  

 

   

  
    

 

 (  
    

 )    
   𝛽  ∫      𝛽  

    
 

    

 

 (   )     ∑      
  

 

   

  
    

 

 (  
    

 )    

   𝛽  

𝛽 
   𝛽   

Ex: 

   

   
 
 

𝛼

  

  
 

             ( ) 

Table2.2: 

 (𝛽   )   𝛽    

 

 𝛽 
 
 

 
  
 

 𝛽 
 
 

 
                         𝛽  
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 (   )  
 

 
∑     

  

 

   

(   𝛽  )∫ ( 
 )   𝛽  

    
 

 

 
 

 
∫   ( )  
 

 

 

 هی ًَیؼین تب ػشی اص یه ؿشٍع ؿَد: B=0ثب تَجِ ثِ دادُ ّبی جذٍل ثشای 

 ( )      (   )     
   
 
∑      

  

 

   

   𝛽  
   𝛽  

𝛽 
 

 :∞>x≥0ٍ ًیوِ ثیٌْبیت  1Dهؼبئل ّوگي 

   

   
 
 

𝛼

  

  
 

            
  

  
       

             ( ) 

 (   )  تغییش هتغیشّب  ( ) ( )  

Γ( )        

   

   
 𝛽     

   (𝛽  ) 

Table2.3: 

 

 𝛽 
 
 

 
 

 

𝛽 
    

               
  
  
    

 (   )  ∫  (𝛽)    
   (   )  
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 ثِ جبی ػشی اص اًتگشال اػتفبدُ هی وٌین.

 هحبػجِ ؿَد: (𝛽) ؿشط اٍلیِ سا ٍاسد وشدُ تب ضشیت 

     ( )  ∫  (𝛽)  (𝛽  ) 𝛽   (𝛽)  
 

 (𝛽)
∫ (𝛽   ) (  )   

 

   

 

 ؿىل ػوَهی دهب:

 (   )  ∫     
  

 

   

 (𝛽  )
 

 (𝛽)
∫ (𝛽   ) (  )    

Ex: 

   

   
 
 

𝛼

  

  
 

               

              ( ) 

Table2.3: 

 (𝛽  )     𝛽           
 

 (𝛽)
 
 

 
   

 :T(x,t)ثب جبیگزاسی دس 

 (   )  
 

 
∫     

       

 

   

∫    𝛽   (  )    𝛽

 

   

 

 داسین:

                 (    )      (    )                                                             ( ) 

 داسین: اص عشفی اص سیبضی

∫     
         

 

   

 √
 

  
       ( 

  

  
) 
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 ( جبیگزاسی هی وٌین:8هؼبدلِ دس )

∫     
     𝛽(    ) 𝛽

 

   

 √
 

 𝛼 
       ( 

(    ) 

 𝛼 
) 

∫     
     𝛽(    ) 𝛽

 

   

 √
 

 𝛼 
       ( 

(    ) 

 𝛼 
) 

 (   )  
 

√  𝛼 
∫  (  )

 

   

   *    ( 
(    ) 

 𝛼 
     ( 

(    ) 

 𝛼 
))+     

 اگش دس هؼئلِ لجل فشض:

 (  )      (   )

 
  

√  𝛼 
∫     ( 

(    ) 

 𝛼 
)

 

    

      ∫

 

    

     ( 
(    ) 

 𝛼 
)    

 ثشای اًتگشال اٍل:

 تغییش هتغیش:

   
    

√   
         √      

 ثشای اًتگشال دٍم:

  
    

√   
         √      

 (   )  
  

√ 
∫    

 
  

 

  

√   

 ∫    
 
  

 

  

√   

 
   

√ 
 ∫    

 
  

 

√   

 

  

 اص عشفی:

 

√ 
∫    

 
  

 

√   

 

     (
 

√   
) 
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 (   )

  
   (

 

√   
) 

 :∞>x>∞-، هحیظ ثی ًْبیت 1Dهؼبئل ّوگي، 

   

   
 
 

𝛼

  

  
 

             ( ) 

 تغییش هتغیشّب

 (   )   ( ) ( )   ( )          

   

   
 𝛽     

 ( )   (𝛽)   𝛽   (𝛽)   𝛽  

𝛽 .ّوچَى لؼوت لجل همبدیش پیَػتِ اختیبس هی ؿَد 

 (   )  ∫     
  [ ( )       ( )     ]  

 

   

 

 ثؼظ فَسیِ

     ( )  ∫ [ ( )       ( )     ]  
 

   
  

 (𝛽)  
 

 
∫  (  )         
 

  

 

 (𝛽)  
 

 
∫  (  )         
 

  

 

 ثب جبیگزاسی:

 ( )  ∫
 

 

 

  

∫ [ (  )[                       ]]    𝛽
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 ( )  
 

 
∫

 

   

∫[ (  )    (    )]    𝛽

 

  

 

 (𝛽)   𝛽   (𝛽)   𝛽  
 

 
∫[ (  )    (    )]   
 

  

 

 (   )  
 

 
∫     

  

 

   

∫[ (  )    (    )]    𝛽

 

  

 

 ایي ساثغِ سا ّن هی تَاى ػبدُ تش وشد:

 داسین:

∫     
  

 

   

   𝛽 ∫[ (  )    (    )] 𝛽

 

  

 √
 

 𝛼 
   * 

(    ) 

 𝛼 
+ 

 (   )  
 

√ 𝛼  
∫  (  )

 

  

   * 
(    ) 

 𝛼 
+     

Ex: 

   

   
 
 

𝛼

  

  
 

             ( )  {
               
                                

 

 (   )  
  

√ 𝛼  
∫

 

  

   * 
(    ) 

 𝛼 
+     

 

√ 
∫

 

 

   * 
(    ) 

 𝛼 
+     
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 (   )  
 

√ 𝛼  
∫    

 

 

√    

  

      (
 

√ 𝛼 
) 

  
(    ) 

√    
       √  𝛼    ثب تغییش هتغیش 

 (   )  
  
 
[
 

√ 
∫    

 
   √   

 

   
 

√ 
∫    

 
   √   

 

  ] 

 (   )  
  
 
[   (

   

√ 𝛼 
)     (

   

√ 𝛼 
)] 

 مسائل همگن چنذ بعذی

   

   
 
   

   
 
 

𝛼

  

  
 

             (   ) 

 (     )   ( ) ( ) ( ) 

   

   
 𝛽     

          
  

  
   

          
  

  
       

   

   
   𝛾    

          𝛾    

          
  

  
       

  

  
 𝛼𝛾     

 ( )      
      ( 

  𝛽  𝛾      چَى         (    
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 (     )  ∑

 

   

∑   

 

   

   (  
    

 )  (𝛽   ) (𝛾   )   

 (   )  ∑

 

   

∑   

 

   

 (𝛽   ) (    )                      

 ثب اػتفبدُ اص تؼبهذ:

    
 

 (𝛽 ) (𝛾 )
∫

 

    

∫

 

    

 (𝛽   
 ) (𝛽   

 ) (     )           

 (𝛽 )  ∫

 

 

  (𝛽   )              (𝛾 )  ∫

 

 

  (𝛾   )       

 (     )  ∑

 

   

∑

 

   

   (  
    

 ) 
 

 (𝛽 ) (𝛾 )
 (𝛽   ) (𝛾   ) 

∫

 

 

∫

 

 

 (𝛽   
 ) (𝛽   

 ) (     )             

Product solution: 

 اػتفبدُ تبثغ ؿشط اٍلیِهؼبدلِ ّوگي: ؿشط 

   

   
 
   

  
 
 

𝛼

  

  
                     

 ؿشایظ هشصی:

             (   ) 

 (   )    ( )  ( ) 
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 (   )    ( )  ( ) 

 (     )    (   )  (   ) 

 ٍT2 ( دس هؼبدلِ ی اصلی جبیگزاسی هی وٌین ٍ دس ًْبیت ثشای ّش جْتx,y یه هؼبدلِ هؼتمل ثِ صَست صیش ثذػت هی )

 آیذ.

    
   

 
 

𝛼

   
  
         ≤  ≤   

   
    
   

                      

  
   
  
                      

     ( )                 

    
   

 
 

𝛼

   
  
         ≤  ≤   

   
    
   

                      

  
   
  
                      

     ( )                 

   

   
 
   

   
 
 

𝛼
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  (   )

  
    (

 

√ 𝛼 
) 

  (   )     (
 

√ 𝛼 
) 

 (     )       (
 

√ 𝛼 
)    (

 

√ 𝛼 
) 

 (2.2هؼئلِ دیَاسُ دٍ اًتْب ثؼتِ )جذٍل 

          

  (   )   ∑

 

   

     
  

 

 (𝛽 
    )   

   𝛽  

   𝛽  
   

  (   )     ∑

 

   

     
  

 

 (𝛾 
    )   

   𝛾  

   𝛾  
   

 (     )    (   )  (   ) 

 فشض ّوگي ثَدى

   

   
 
   

   
   

   (   )   ( ) ( ) 

             
 

 
 
 

 
  𝛽  

  𝛽          {

  

  
  

  

  
     

            𝛽      𝛽  

 اػوبل ؿشایظ هشصی: 2.2 جذٍل

 (𝛽   )     𝛽             
 

 (𝛽 )
  

𝛽 
    

 (𝛽 
    )   

   

  𝛽        ( )        (𝛽 )        (𝛽 )       (𝛽   )      𝛽  (   )   

 (   )   ∑  
𝛽 
    

 (𝛽 
    )   

   𝛽      𝛽 (   )   
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      ( )∑       (𝛽  )    𝛽     

∫    (𝛽  )   𝛽     {
        
        

   

   
 

 (𝛽 )    (𝛽  )
∫    

 

 

𝛽  
  (  )    

 (   )   ∑

 

   

𝛽 
   

 (𝛽 
    )   

    𝛽 (   )

    𝛽  
   𝛽  ∫    

 

 

𝛽  
  (  )      

 هثبل:

   

   
 
   

   
   

   (   )   ( ) ( ) 

     
 ̈

 
 
 ̈

 
  𝛽           ,

 ̈  𝛽    

 ̈  𝛽    
 

 (:2-3جذٍل )

 (𝛽  )     𝛽  

 

 (𝛽)
 
 

 
 

 :yحل هؼبدلِ 

 (𝛽  )      𝛽(   ) 

  (   )  ∫

 

   

   (𝛽)    𝛽(   )   𝛽  𝛽 

  ∫

 

   

   (𝛽)     (𝛽 )    𝛽  𝛽    
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 (𝛽)     (𝛽 )  
 

 
∫

 

 

     (𝛽  )  (  )    

  (   )  
 

 
∫

 

   

  
    𝛽(   )

   𝛽 
   𝛽  𝛽∫

 

 

     (𝛽  )  (  )    

 

   

   
 
   

   
        ≤                 ∞ 

{
        ( )
           

 

     
 ̈

 
 
 ̈

 
  𝛽        ̈  𝛽     

                 {
 (𝛽   )     𝛽  

 (𝛽 )  
 

 

       𝛽  
  

 
 

 ̈  𝛽                  

 ثشای هحبػجِ ضشیت ؿشط هشصی سا ٍاسد هی وٌین

                 ( )   ∑  

 

   

   𝛽   

     
 

 (𝛽 )
∫    𝛽  

 

 

 

 (  )    

 (   )

  
 
 

 
∑
 

 
        𝛽  

 

   

 

𝛻  (   )  
 

 
 ( )  

 

 

  (   )

  
 

  
  

   
       ( )                      

   ( )         
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 ( )  

 

 

  

  
 

  (   )   ( )    (   ) 

            
  

  
     ( )    

 تشم هٌجغ ٍاسد هی ؿَد.

 ثخؾ ًبّوگي تبثغ صهبى ًجبؿذ:

 T0j( rهؼئلِ هؼتمل اص صهبى )

 Th( r,tهؼئلِ گزسا )ٍاثؼتِ ثِ صهبى( ّوگي )

          
  

  
                         ( )    

   

   
 
 

 
 ( )            {

  
  

  
      (  )

 
   
  
      

 

 ؿشط هشصی ّوگي:

   

   
 
 

 

   

  
 

 ( )    (   )   ( )          (   )   ( )   ( ) 

               ( )   ( ) 

Product solution:   

 



36 
 

 ؿشط اػتفبدُ اص سٍؽ : –ّوگي ثَدى هؼبدلِ 

  (    )   –تبثغ ؿشط اٍلیِ                          ( )   ( )    

   

     
  
   

  
   
 
  
 

 
  
  

  
                            

 ؿشایظ هشصی:

-  
  

    
                                 

  
  

    
                                 

-  
  

    
                                 

  
  

    
                                 

 ؿشط اٍلیِ:

               ( )   ( ) 

 (     )      (   )    (   ) 

یه هؼبدلِ هؼتمل ثِ صَست صیش ثذػت  (   )سا دس هؼبدلِ اصلی جبیگزاسی هی وٌین ٍ دس ًْبیت ثشای ّش جْت        ٍ   

 هی آیذ :

   
    
     

  
 

 
  
   
  
                 ≤  ≤           

-  
   

    
                                         

  
   
    

                                 

      ( ) 

   
    
     

  
 

 
  
  

  
                 ≤  ≤     
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-  
   

    
                                  

  
   
    

                                 

@                 ( ) 

هثبل :  
   

     
  

   

     
  

 

 
  
  

  
         

               

 سٍی خظ        

 سٍی خظ        

 (     )      (   )    (   ) 

 دس گزؿتِ هؼئلِ یه ثؼذی حل ؿذُ

  

  (   )        (
 

√ 𝛼 
 )   (   )   (

 

√ 𝛼 
 ) 

 (     )        (
 

√ 𝛼 
 )   (

 

√ 𝛼 
 ) 

  هثبل :

 

 ( ثذػت هی آیذ .2-2دس هؼئلِ دیَاسُ دٍ اًتْب ثؼتِ )جذٍل 
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  (   )   ∑      
    

 

   

 

𝛼(  
    )   

 
   𝛽  

   𝛽  
 

  (   )     ∑     
    

 

   

 

 (  
    )   

 
   𝛾  

   𝛾  
 

 (     )      (   )    (   ) 

 هثبل:

 

   

     
  
   

     
                             

  (   )   ( ) ( ) 

   ̈    ̈   
 ̈

  
   

 ̈

 
   𝛽  

  ̈        {

  

  
          

  

  
      

           𝛽      𝛽  

اػوبل  ؿشایظ هشصی جذٍل    
→                   (𝛽   )     𝛽   

      ̈  𝛽     ٍ 
 

 (𝛽 )
   

  
    

𝛼(  
    )   

  

     ̈  𝛽      ( )   ́     (𝛽 )   ́    (𝛽 ) 

   (𝛽    )      𝛽 (   ) 

 (   )   ∑    
  
    

𝛼(  
    )   

    𝛽       𝛽 (   ) 
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 ( )  ∑       𝛽      𝛽        ؿشط هشصی     

)                 تؼبهذ ؿشط اص اػتفبدُ ثب    𝛽   )   (𝛽    )   {
        
       

 

   
 

 (𝛽  )      𝛽  
 ∫    𝛽  

 

 

 ́ ( ́)  ́ 

 (   )   ∑
𝛽 

   

𝛼(𝛽 
    )   

 

   

 
   𝛽  (    )

    𝛽   
    𝛽  ∫    𝛽  

 

 

 ́ ( ́)  ́ 

 هثبل :

   

     
  
   

  
   
 
               (   )   ( ) ( ) 

 
 ̈

 
  

 ̈

 
  𝛽  ,

  ̈  𝛽    

      ̈  𝛽       
 

 

 (         )   (𝛽  )      𝛽  

 

 ( )
 
 

 
 

                             (𝛽  )       𝛽(   )     ِحل هؼبدل :Y 

 (   )  ∫  (𝛽)
 

   

     𝛽(   )    𝛽  𝛽 

     ( )  ∫  (𝛽)
 

   

     (𝛽 )    𝛽  𝛽 

  (𝛽)     (𝛽 )  
 

 
∫    (𝛽 ́) ( ́)  ́
 

 

 

 (   )  
 

 
 ∫

    𝛽(   )

   𝛽 
 

 

   

     𝛽  𝛽∫    (𝛽 ́) ( ́)  ́
 

 ́    
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               ≤           ∞ 

{
       ( )
             

 

 
 ̈

 
  

 ̈

 
 𝛽  ,

  ̈  𝛽              

      ̈  𝛽         ( )       
 

{
 
 

 
 
 (𝛽   )     𝛽   

 (𝛽 )  
 

 

𝛽  
  

 

        (   )  ∑  

 

   

         𝛽    

 ؿشط هشصی سا ٍاسد هی وٌین .   ثشای هحبػجِ ضشیت   

@            ( )  ∑  

 

   

   𝛽     

   
 

 (𝛽 )
∫ (
 

 

   𝛽   ́)  ( ́)  ́ 

 ( )     

 (   )

  
 
 

 
∑
 

 
        𝛽   

 : ًب ّوگي

 تشم هٌجغ ٍاسد هی ؿَد -8

 ثخؾ ًبّوگي تبثغ صهبى ًجبؿذ -2

    (   )  
 

 
 ( )  

 

 
 
  (   )

  
 

  
  

   
       ( )                          

   ( )              

 ( )  هؼئلِ هؼتمل اص صهبى -8

 (   )  هؼئلِ ٍاثؼتِ ثِ صهبى )گزسا ( ّوگي -2

     ( )  𝛿   
 

 
 ( )    
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        𝛿    ( )                      𝛿   {

         
           

 

   

     
  
 

 
 ( )  

 

 
  
  

  
 

 (   )   ( )   ́(   ) 

            -  
  

    
                 

                 
  

    
                    

         ( )   

 ( )   ́   (   )    ( ) 

   ́ (   )    ( )   ( ) 

                    

                                     1:{
  

   

  
      ( )

 
    

  
          

  

     
    ́

     
 
 

 
  
  ́

  
  ؿشط هشصی ّوگي       

             ( )    ( ) 

 ؿىؼتي هؼبئل ًبّوگي ثِ هؼبئل ػبدُ تش :

 هؼبدلِ ظبّش ؿَد ٍ یب دس ؿشایظ هشصیًبّوگي هی تَاًذ یب دس 

 فشض : تشم هٌجغ ٍ ثخؾ ًبّوگي ؿشایظ هشصی تبثغ صهبى ًجبؿذ .

   

     
  
 

  
  

 

 
  
  

  
 

{
 
 

 
             

  

     
      ( )

           
  

  
                      

          ( )                             

 

 (   )    ( )    (   ) 
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 ؿشط هشصی ًبّوگي دس ایي هؼبدلِ ٍاسد هی ؿَد.

 :              ثشای هؼئلِ 

    
     

  
 

  
    

      
    
    

                         

    
     

 
 

 
  
   
  

 

      
   
    

                         

     
   
    

                         

     (   )      ( )   (   ) 

  (   )    (   )      ( )    ( )       ( ) 

    ( )       ( ) 

   

     
  
 

 
  
  

  
 

{

           
           
            ( )

               (   )      ( )    (   ) 

    
     

              {
         
          

 {   
     
 

                   
 

 :              لؼوت 

     ( )  (
     
 

)     

    
     

   
 

 
  
   
  
  {

           
           

          ( ) {(
     
 

)    }   ( )
 

            (𝛽   )     𝛽   
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 (𝛽 )
 
 

 
                              𝛽     𝛽  

  

 
 

  (   )   ∑        
 

   

 

 (𝛽 )
 (𝛽   )∫  (𝛽   ́)

 

 

 ( )  ́ 

 (   )     (       )
 

 
 ∑        

 

   

   𝛽  ∫ [ (  )    (     )]
 

 

  

 
 

 هثبل:

 
   

     
  
 

  
   

 

 
  
  

  
 هٌجغ ثبثت             

    
  

    
   

         

            ( ) 

ثخؾ                
   

     
  
 

  
       ( )   

  
  
            

    
  

    
                

                     )  
  
  
   

     ( )   
 

  
   

 (  
  

  
) 

ثخؾ           
    
     

 
 

 
  
   
  
      

    
   
  

   

               

        ( )  
 

  
   

 (  
  

  
) 

            (𝛽   )     𝛽 
              𝛽      

 

 (𝛽 )
 
 

 
                                   𝛽  

(    ) 
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  (   )   
 

 
∑        
 

   

   𝛽  ∫  (  )   𝛽  
 
   

 

 

 

   (   )
   

 

  
(  

  

  
)

  
 

 
∑        
 

   

    𝛽  ∫  (  )   𝛽  
 
   

 

 

 
   
  
  ∑(  ) 
 

   

       
 

𝛽  
   𝛽    

 یه تجذیل هفیذ:

  

  
  

   

     
 𝛽

  

  
                         𝛽        

 (   )   (   )   *
𝛽

  
  (

𝛽 

  
  ) + 

  

  
  

   

     
      , *

𝛽

  
  (

𝛽 

  
  ) +- 

 ؿشایظ هشصی ٍ اٍلیِ ًیض هتٌبػت ثب ایي تجذیل تغییش هی وٌٌذ .

  
  

 
 

  
  

  
 
 (
 
 
)  

    
   

 

  𝜃

     
  
 𝜃

  
                                          

    
 𝜃

    
        

  
 

 
                                     

 𝜃

    
    𝜃        

𝜃  
 (   )   ∞

    ∞
            𝜃               
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 فصل سوم

 
 تفکیک متغیرها در دستگاه مختصات استوانه ای
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                             (       )   (     ) ( ) 

 ثب جبیگزاسی دس هؼبدلِ اصلی

 
 

 
(
   

   
 
 

 

  

  
 
 

  
   

   
 
   

   
)  

 

  

  

  
    

 
  

  
         

  

  
      

 (Helmonhzeq:)ضَلتْهؼبدلِ ّلو

   

   
 
 

 

  

  
 
 

  
   

   
 
   

   
       

 (     ) ( )  ( ) ( ) 

 

 
(
   

   
 
 

 

  

  
)  

 

  
 

 

   

   
 
 

 

   

   
      

 

 

   

   
    

 

 

   

   
    

 

 
(
   

   
 
 

 

  

  
)  

  

  
     

             

   

   
       

   

   
                 (        ) 

                                          لهؼبدلِ ثؼ
   

   
 
 

 

  

  
 (   

  

  
)    
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 ( )      
   

 :لثشای هؼبدلِ ثؼ

 

 
(
   

   
 
 

 

  

  
)  (   

  

  
)    

 :ظُیٍتَاثغ 

(
تبثغ ثغ ًَع اٍل

 (  )
)(

تبثغ ثغ ًَع دٍم

 (  )
) 

 

 حبلت اٍل:
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 حبلت دٍم:
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 حبلت چْبسم:
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 ّوچَى گزؿتِ اص ؿشٍط تؼبهذ اػتفبدُ هی وٌین:   ثشای هحبػجِ ضشیت 
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 هحذٍد اػت( سا اسضب ًوبیذ  Rهمذاس  r=0ثِ خبعش ایٌىِ ؿشط هشصی )دس 
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 ًَع اٍل دس جَاة ظبّش هی ؿَد. لفمظ ثؼ
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