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اوتگرال گیری
ي مشتق گیری
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12:05 2

تفايت میان اوتگرال گیری ي مشتق گیری



سٍاتط اًتگشال گیشی ػذدی

12:05 3

فصل وًزدَم



دس ایي سٍش تاتغ اًتگشال گیشی تا یک چٌذ خولِ ای کِ اًتگشال  
. گیشی آى سادُ است خایگضیي هی ضَد

ّوچٌیي هی تَاى اًتگشال سا تا یک سشی اص چٌذخولِ ای ّای  
.تمشیة صد( خطی یا غیشخطی)تکِ ای 

12:05 4

کًت-راتطٍ ویًته



:کَت داسای دٍ فشم صیش هی تاضذ-اًتگشال گیشی تِ سٍش ًیَتي

فشم تستِفشم تاص   
.  دس اتتذا فشم تستِ ٍ دس فصل آتی فشم تاص تشسسی هی ضَد

12:05 5



کَت کِ خضء سٍضْای تستِ  -اٍلیي سٍش اًتگشال گیشی ًیَتي
.هحسَب هی ضَد سٍش رٍصًمِ است

12:05 6

قاوًن ذيزوقٍ در اوتگرال گیری

لطغخطای ًاضی اص 
دس سٍش رٍصًمِ 



.اًتگشال تاتغ صیش سا دس تاصُ دادُ ضذُ تا سٍش رٍصًمِ هحاسثِ ًوائیذ

12:05 7

مثال

:حل

:خطای ٍالؼی

:خطای تمشیثی



لسوت هساٍی تمسین   nدس ایي سٍش تاصُ اًتگشال گیشی تِ تؼذاد 
:هی گشدد ٍ دس ّش تاصُ اص سٍش رٍصًمِ استفادُ هی ضَد
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قاوًن ذيزوقٍ مرکة



.هحاسثِ ًوائیذ مرکةاًتگشال تاتغ صیش سا دس تاصُ دادُ ضذُ تا سٍش رٍصًمِ 
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مثال

:حل

:خطای ٍالؼی

:خطای تمشیثی



  2دس ایي سٍش تاتغ اًتگشال گیشی تا یک چٌذخولِ ای هشتثِ 
:لاگشاًژ تمشیة صدُ ضذُ ٍ اًتگشال تصَست صیش دس هی آیذ
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قًاویه سیمپسًن



.سیوپسَى هحاسثِ ًوائیذ1/3اًتگشال تاتغ صیش سا دس تاصُ دادُ ضذُ تا سٍش 
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مثال

:حل

:خطای ٍالؼی

:خطای تمشیثی



دس ایي سٍش تاصُ اًتگشال گیشی تِ تؼذاد صٍج لسوت تمسین هی  
. ضَد

12:05 12

مرکة سیمپسًن  1/3قاوًن

لطغخطای ًاضی اص 
سیوپسَى 1/3دس سٍش  



.سیوپسَى هشکة هحاسثِ ًوائیذ1/3اًتگشال تاتغ صیش سا دس تاصُ دادُ ضذُ تا سٍش 
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مثال

:حل

:خطای ٍالؼی

:خطای تمشیثی



دس ایي سٍش تدای تاتغ اًتگشال گیشی اص یک چٌذخولِ ای لاگشاًژ  
استفادُ هی ضَد کِ پس اص اًتگشال گیشی ساتطِ صیش   3هشتثِ 

:حاصل هی ضَد

:خطای سٍش
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سیمپسًن 3/8قاوًن 



اها  . تیطتش هی تاضذ 1/3سیوپسَى اص لاًَى  3/8دلت لاًَى : ًکتِ
.  تذلیل ًیاص تِ ًماط کوتش تسیاس استفادُ هی ضَد 1/3لاًَى 
دس هَاسدی استفادُ هی ضَد کِ تؼذاد تاصُ ّای تمسین   3/8لاًَى 

.ضذُ فشد تاضذ

12:05 15



:سیوپسَى اًتگشال هحاسثِ هی ضَد 3/8اتتذا اص سٍش : حل

. سیوپسَى هحاسثِ ًوائیذ3/8اًتگشال تاتغ صیش سا دس تاصُ دادُ ضذُ تا سٍش 
  3/8ٍ  1/3صیش تاصُ، اص تشکیة  5ّوچٌیي تا تمسین تاصُ اًتگشال گیشی تِ 

.سیوپسَى استفادُ ًوائیذ
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مثال

تقسیم واحیٍ تٍ سٍ تازٌ



:صیش تاصُ 5حال تا تمسین تاصُ اًتگشال گیشی تِ 

12:05 17

:ترای دي زیر تازٌ ايلسیمپسًن   1/3استفادٌ از ريش 

:سیمپسًن ترای سٍ زیرتازٌ آخر 3/8استفادٌ از ريش 

:مقدار کل اوتگرال



 سیوپسَى 3/8 ٍ 1/3 رٍصًمِ، گیشی اًتگشال سٍضْای ضذ، اضاسُ ًیض پیطتش کِ ّواًگًَِ•
.تاضٌذ هی کَت-ًیَتي ًام تِ تستِ گیشی اًتگشال سٍضْای اص ای دستِ خض ّوگی

 خذٍل دس یک ّش لطغ خطای ّوشاُ تِ کَت-ًیَتي تالاتش هشتثِ گیشی اًتگشال سٍاتط •
.است ضذُ گشدآٍسی صیش

 فشد تؼذاد داسای سٍضْای تِ ًماط فشد تؼذاد ٍ تمسیوات صٍج تؼذاد اص استفادُ •
  هی یکساى خطای هشتثِ داسای تذٍ دٍ صیشا داسد تشتشی ًمطِ صٍج تؼذاد ٍ تمسیوات

.تاضٌذ
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کًت-قًاویه مرتثٍ تالاتر ویًته



دس صَستیکِ دادُ ّا داسای فَاصل ًاهساٍی تاضٌذ دیگش ًوی  •
.تَاى اص سٍاتط لثلی استفادُ ًوَد

دس ایي حالت هی تَاى اص لاًَى اًتگشال گیشی رٍصًمِ هشکة تِ  •
:صَست صیش تشای فَاصل ًاهساٍی استفادُ ًوَد

12:05 19

اوتگرال گیری تا فًاصل وامسايی



اًتگشال تاتغ دادُ ضذُ سا تا استفادُ اص ًماط دادُ ضذُ دس خذٍل کِ داسای فَاصل  
.ًاهساٍی ّستٌذ هحاسثِ ًوائیذ

12:05 20

مثال



  .است هَخَد ّای دادُ اص فشاتش گیشی اًتگشال هحذٍدُ سٍضْا ایي دس•
 تکاس هؼیي ّای اًتگشال هحاسثِ تشای هؼوَلا تاص گیشی اًتگشال سٍضْای

 .تاضذ هی دیفشاًسیل هؼادلات حل دس تیطتش آًْا کاستشد تلکِ سًٍذ ًوی
 .است ضذُ خلاصِ صیش خذٍل دس کَت-ًیَتي تاص لَاًیي تِ هشتَط سٍاتط•

  تِ ًماط فشد تؼذاد ٍ تمسیوات صٍج تؼذاد اص استفادُ تستِ سٍضْای هطاتِ
  تِ دٍ صیشا داسد تشتشی ًمطِ صٍج تؼذاد ٍ تمسیوات فشد تؼذاد داسای سٍضْای

.تاضٌذ هی یکساى خطای هشتثِ داسای دٍ
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ريشُای اوتگرال گیری تاز



  ضَد هی استفادُ خثش اصل ایي اص چٌذگاًِ ّای اًتگشال هحاسثِ تشای
  .ًوَد هحاسثِ خذاگاًِ سا هختلف ساستاّای ّای اًتگشال تَاى هی کِ
  .ضَد هی استفادُ گشدیذ تیاى پیطتش کِ سٍاتطی اص ساستا ّش تشای لزا

12:05 22

اوتگرالُای چىدگاوٍ



:دهای یک ٍسق تَسط تاتغ صیش دادُ ضذُ است

تاضذ دهای هتَسط هتش  6ػشض آىهتش ٍ  8دس صَستیکِ طَل ٍسق 
.  سا هحاسثِ ًوائیذ

12:05 23

:مثال



:دٍگاًِ گیشی اًتگشال دستَس

•Tol است گیشی اًتگشال خطای هیضاى فَق دستَس دس ٍ 
.ضَد هی گشفتِ ًظش دس 6-10*1 همذاس ًطَد تؼییي دسصَستیکِ

  گاًِ سِ ّای اًتگشال هحاسثِ تشای triplequad دستَس•
.تاضذ هی فَق دستَس هطاتِ آى دستَس فشم کِ ضَد هی استفاُ

12:05 24

تًاتع اوتگرال گیری چىدگاوٍ در متلة



:تشای اًتگشال صیش هطلَتست
حل تحلیلی( الف
لاًَى رٍصًمِ سادُ( ب

n=2  ٍn=4لاًَى رٍصًمِ هشکة تا ( ج

سیوپسَى 1/3لاًَى ( د

  n=4سیوپسَى تا  1/3لاًَى هشکة ( ُ
سیوپسَى 3/8لاًَى ( ٍ

n=5سیوپسَى تا  3/8ٍ  1/3تشکیة لاًَى ( ص

تشای لسوتْای ب تا ص دسصذ خطای ًسثی سا تا استفادُ اص  ( ح
.لسوت الف هحاسثِ ًوائیذ
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:1تمریه
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:قاعدٌ ذيزوقٍ( ب
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:n=2ذيزوقٍ مرکة تا قاعدٌ ( ج

:n=4قاعدٌ ذيزوقٍ مرکة تا ( ج
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:سیمپسًن 1/3قاوًن ( د
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:n=4سیمپسًن مرکة تا  1/3قاوًن ( ٌ
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:سیمپسًن 3/8قاوًن ( ي
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:n=5سیمپسًن تا  3/8ي  1/3ترکیة قاوًن ( ٌ
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:اًتگشال دٍگاًِ صیش سا تِ سٍضْای صیش هحاسثِ ًوائیذ
سٍش تحلیلی( الف

  n=2سٍش رٍصًمِ هشکة تا ( ب
سیوپسَى 1/3سٍش ( ج
تشای لسوت ّای ب ٍ ج دسصذ خطای ًسثی سا هحاسثِ ( د

. ًوائیذ
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:2تمریه
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:ريش تحلیلی( الف
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:n=2ريش ذيزوقٍ مرکة تا ( ب
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:سیمپسًن 1/3ريش ( ج
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.اًتگشال سِ گاًِ صیش سا تا سٍضْای رکش ضذُ هحاسثِ ًوائیذ
سٍش تحلیلی( الف
سیوپسَى 1/3سٍش ( ب
.  خطای لسوت ب سا تذست آٍسیذ( ج

12:05 35

:3تمریه



تا تَخِ تِ دادُ ّای ضکل همذاس هتَسط ایي دادُ ّا سا تذست 
.  آٍسیذ

12:05 36

:4تمریه



سیوپسَى ٍ دس   3/8اص لاًَى  xتا تَخِ تِ تؼذاد ًماط دس خْت 
.سیوپسَى استفادُ هی ضَد 1/3لاًَى  yخْت 

12:05 37

:حل
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  است هفیذ هسائل اص تسیاسی تشای سیوپسَى 1/3 اًتگشال سٍش اگشچِ
  ػٌَاى تِ .داسد ٍخَد اًتگشال هحاسثِ تشای ًیض تشی تْیٌِ سٍضْای

Gaussian ٍ سیچاسدسَى تسط سٍضْای تَاى هی هثال
Quadrature تشد ًام سا.

  اًتگشال، همذاس تشای تخویي دٍ تشکیة تا سیچاسدسَى تسط سٍش دس
  .ضَد هی ایداد تالاتش دلت تا خذیذی تخویي

 گَیٌذ ساهثشگ اًتگشال سیچاسدسَى تسط تْیٌِ هحاسثِ الگَسیتن تِ
 ضذُ تؼییي پیص اص دلتی تا اًتگشال همذاس تخویي هحاسثِ تشای کِ

.داسد کاستشد
12:05 38

اوتگرال گیری رامثرگ



  تصَست خطا ٍ تمشیثی همذاس حسة تش تَاى هی سا اًتگشال دلیك همذاس
:گشفت ًظش دس صیش

اًتگشال دلیك همذاس =
 تا اًتگشال تمشیثی همذاس =
  تا ػذدی اًتگشال خطای =

:است        هشتثِ اص کِ ًَضت صیش تصَست تَاى هی سا خطا طشفی اص

:تاضذ تشاتش تایست هی هتفاٍت تاصُ طَل دٍ تا اًتگشال دلیك همذاس

12:05 39

اوتگرال گیری رامثرگ



:ًَضت تَاى هی تٌاتشایي

  اص اًتگشال دٍ تشکیة تا تٌاتشایي .است        هشتثِ اص فَق ساتطِ خطای
.آهذ تذست        هشتثِ خطای تا اًتگشال اص تمشیثی         هشتثِ

  گشدد ًصف تاصُ طَل کِ خاظ حالت دس

ًَضت تَاى هی    تیطتش دلت تا ٍ    کوتش دلت تا تمشیة دٍ داضتي تا

12:05 40

اوتگرال گیری رامثرگ



اًتگشال تاتغ صیش سا دس تاصُ دادُ ضذُ تا استفادُ اص سٍش ساهثشگ 
. هحاسثِ ًوائیذ

تا استفادُ اص سٍش اًتگشال رٍصًمِ تا تؼذاد تمسیوات هختلف ًتایح 
:صیش حاصل هی ضَد

12:05 41

مثال



:تا استفادُ اص تمشیة ّای تؼذی هی تَاى خذٍل صیش سا تطکیل داد

12:05 42

مثال



  ٍ ثاتت گیشی اًتگشال ًماط هَلؼیت ػوَها کَت-ًیَتي سٍضْای دس
 .است ضذُ تؼییي پیص اص

Gaussian سٍضْای دس حالیکِ دس Quadrature ًمطِ دٍ ّش  
  اص خطی ػثَس تا ٍ ضذُ استفادُ تَاًذ هی گیشی اًتگشال تاصُ دس

 .ضَد هی صدُ تخویي اًتگشال همذاس آًْا

.است ضذُ دادُ ًطاى سٍش دٍ هیاى تفاٍت صیش ّای ضکل دس

12:05 43



:دس ایي سٍش اًتگشال تِ فشم صیش دس ًظش گشفتِ هی ضَد

حال تا تَخِ تِ ایٌکِ سٍش رٍصًمِ تشای تَاتغ خطی هی تایست خَاب دلیك 
:اسائِ دّذ داسین

 

12:05 44

ريش ضرایة وامعیه



:لزا هی تَاى هدَْلات سا تِ صَست صیش هحاسثِ کشد

:ٍ اًتگشال تِ فشم صیش دس هی آیذ کِ ّواى ساتطِ رٍصًمِ است

12:05 45



:گیشین هی ًظش دس صیش فشم تِ سا اًتگشال ًیض سٍش ایي دس

 اًتْای دس ٍ ثاتت a ٍb ًماط آى دس کِ رٍصًمِ سٍش تشخلاف اها
 چْاس هدوَع دس تٌاتشایي .هدَْلٌذx0 ٍx1 ًماط تَدًذ، تاصُ

  کٌین هی فشض هدَْلات ایي هحاسثِ تشای .داسد ٍخَد هدَْل
  تَاى هی لزا .تاضذ دلیك ًیض 3 ٍ 2 دسخِ تَاتغ تشای فَق همذاس کِ

:ًَضت

12:05 46

لژاودر دي وقطٍ ای-راتطٍ گايس



  ٍ 1 حذٍد حسة تش سٍاتط سٍش ایي دس ضذ هلاحظِ کِ ّواًگًَِ
  هتغیش تغییش یک اص تَاى هی کلی حالت تشای لزا .آهذ تذست -1

  .ًوَد استفادُ صیش فشم تِ سادُ

12:05 47

-1ي  1تٍ  bي  aتغییر حديد اوتگرال از 



  ای دًٍمطِ لژاًذس-گاٍس سٍش تا ضذُ دادُ تاصُ دس سا صیش تاتغ اًتگشال
.ًوائیذ هحاسثِ

:کٌین هی استفادُ صیش هتغیش تغییش اص اتتذا :حل

:آیذ هی دس صیش صَست تِ اًتگشال تٌاتشایي

  .است آهذُ تذست تاتغ هحاسثِ دٍتاس تا تٌْا کِ است              تشاتش سٍش ایي خطای
12:05 48

:مثال



12:05 49

لژاودر-مراتة تالاتر اوتگرال تٍ ريش گايس



  ای ًمطِ سِ لژاًذس-گاٍس سٍش تا ضذُ دادُ تاصُ دس سا صیش تاتغ اًتگشال
.ًوائیذ هحاسثِ

:کٌین هی استفادُ صیش هتغیش تغییش اص اتتذا :حل

:آیذ هی دس صیش صَست تِ اًتگشال خذٍل، ّای دادُ اص استفادُ تا تٌاتشایي

.تاضذ هی دلیك همذاس تا تشاتش کِ

12:05 50

:مثال



:فشم دستَس

Tol :همذاس دلخَاُ خطای اًتگشال گیشی
Trace :  دس صَستیکِ غیش صفش لشاس دادُ ضذٍ اطلاػات تیطتشی

. ًوایص هی دّذ

P1 ٍp2 :پاساهتشّایی کِ تِ تاتغ پاس دادُ هی ضًَذ.

12:05 51

در متلة quadlي quadتًاتع 



:1تا  0اًتگشال تاتغ صیش دس تاصُ 

humpsتاتغ 

:استفادُ اص دستَس تا همادیش پیص فشض

:تؼشیف تاتغ

:استفادُ اص دستَس تا همادیش دلخَاُ

.دس ایي حالت تذلیل خطای کوتش، تؼذاد هحاسثِ تاتغ کاّص یافتِ کِ هٌدش تِ کاّص صهاى اخشا هی ضَد

12:05 52

:مثال



هطتك گیشی ػذدی

12:05 53

فصل تیست ي یکم



:هطتمات خضیی

12:05 54

:تعریف مشتق



:  تشای افضایص دلت هطتك گیشی دٍ سٍش ٍخَد داسد
استفادُ اص سٍاتط هشتثِ تالاتش هطتك گیشی کِ اص تسط   -2کاّص تاصُ تغییشات  -1

:تشای هثال تسط تیلَس خلَسَی تاتغ تصَست صیش است. تیلَس تذست هی آیذ

:تا صشفٌظش اص هطتك دٍم ٍ هشاتة تالاتش
:حال اگش هطتك دٍم خلَسَ سا تٌَیسین

:ٍ تا خایگزاسی آى دس ساتطِ هطتك اٍل داسین

12:05 55

:رياتط مشتق تا دقت تالا



12:05 56

رياتط مشتق جلًسً



12:05 57

رياتط مشتق مرکسی



12:05 58

رياتط مشتق عقثگرد



 تسط اص استفادُ هطتك سٍاتط دلت افضایص تشای دیگش ساُ یک
 هحاسثِ تشای کوتش دلت تا هطتك دٍ اص کِ تاضذ هی سیچاسدسَى

 .کٌذ هی استفادُ تالاتش دلت تا سَم هطتك

  دادُ ًمطِ دس سا صیش تاتغ هطتك سیچاسدسَى تسط سٍش تا :هثال
.آٍسیذ تذست ضذُ

12:05 59

تسط ریچاردسًن

همذاس دلیك



 استفادُ ًاهساٍی فَاصل تا ّا دادُ اص گیشی هطتك تشای سٍش یک
 تصَست ای چٌذخولِ اص سپس .است لاگشاًژ ای چٌذخولِ  اص

 .ضَد هی گیشی هطتك تحلیلی
  هطتك ٍ لاگشاًژ دٍم هشتثِ ای چٌذخولِ اص استفادُ تا هثال تطَس

:داسین آى اص گیشی

12:05 60

مشتق تا پایٍ َای وامسايی



12:05 61

مشتق ي اوتگرال ترای دادٌ َای دارای خطا

تقویت خطا 
در اثر مشتق گیری



:هطتمات خضئی هشتثِ اٍل سا هی تَاى تِ صَست صیش ًَضت

:حال هطتك دٍم هختلط سا هی تَاى اص سٍاتط فَق تذست آٍسد

12:05 62

:مشتقات جسیی



    ًمطِ n-1 حاٍی تشداسی ًمطِ، n حاٍی تشداسی تشای تاتغ ایي
  تشداس تمسین تا .تاضذ هی هداٍس ًماط فَاصل کِ کٌذ هی هحاسثِ
  .آیذ هی تذست اٍل هطتك ًظش هَسد تاصُ تش حاصل

: هثال

12:05 63

مشتق عددی تا متلة



همایسِ همادیش ػذدی ٍ همادیش تحلیلی تشای هطتك

12:05 64



اص تاتغ گشادیاى هتلة تشای هحاسثِ هطتمات خضیی هی تَاى  
. استفادُ ًوَد

f :هاتشیس حاٍی همادیش تاتغ دس ًماط هختلف
h : ُدس صَست دادُ ًطذى، همذاس  )همذاس فاصلِ دادُ ّا یا تاص

(.دسًظش گشفتِ هی ضَد 1فَاصل تشاتش 

fx : ِهطتك خضیی ًسثت تx

fy : ِهطتك خضیی ًسثت تy

12:05 65

تاتع گرادیان در متلة



12:05 66

:مثال

>> [x,y] = meshgrid(-2:.2:2, -2:.2:2);
z = x .* exp(-x.^2 - y.^2);
[px,py] = gradient(z,.2,.2);
contour(z), hold on, quiver(px,py)

>> surf(x,y,z)
>> surf(px(
>> surf(py(



:تشای تاتغ دادُ ضذُ دس ًمطِ هَسد ًظش هطلَتست
هطتمات هشتثِ اٍل خلَسَ ٍ ػمثگشد تا دلت  ( الف
هطتمات هشتثِ اٍل هشکضی تا دلت( ب

.هحاسثِ خطا ًسثت تِ همذاس ٍالؼی دس ّش حالت( ج

12:05 67

:1تمریه 



12:05 68

مشتق جلًسً ي عقثگرد تا مراتة ( الف
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12:05 69

مشتق مرکسی تا مراتة  ( ب
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تشای تاتغ دادُ ضذُ تا استفادُ اص تسط سیچاسدسَى هطتك اٍل سا  
اص هطتك هشکضی تا دلت          تشای تمشیة ّای . هحاسثِ ًوائیذ

. اٍلیِ استفادُ ًوائیذ

12:05 70

:2تمریه



12:05 71

:حل
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  هی هختلف صهاًْای دس ساکت فاصلِ تِ هشتَط صیش خذٍل ّای دادُ
  دس ساکت ضتاب ٍ سشػت هحاسثِ تشای ػذدی هطتك اص .تاضذ

 .ًوائیذ استفادُ هختلف صهاًْای

12:05 72

:3تمریه



>> t=[0:25:125]

t =

0 25 50 75 100 125

>> y=[0 32 58 78 92 100]

y =

0 32 58 78 92 100

>> v=diff(y)./diff(t)

v =

1.2800 1.0400 0.8000 0.5600 0.3200

>> a=diff(v)./diff(t(1:5))

a =

-0.0096 -0.0096 -0.0096 -0.0096

12:05 73

:تا استفادٌ از متلة:حل



َّاپیوایی تَسط ساداس سّگیشی هی ضَد ٍ دادُ ّای صیش دس  
. هختصات لطثی تذست آهذُ است

اص هطتك هشتثِ اٍل هشکضی تشای هحاسثِ سشػت ٍ ضتاب َّاپیوا  
t=206دس لحظِ  (s) سشػت ٍ ضتاب دس هختصات . استفادُ ًوائیذ

:لطثی تِ ضکل صیش هی تاضذ

12:05 74

:4تمریه



12:05 75

: حل
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تشای تاتغ دٍهتغیشُ دادُ ضذُ هطلَتست هحاسثِ هَاسد صیش دس  
:ًمطِ 

تصَست تحلیلی( الف

تصَست ػذدی تا استفادُ اص   ( ب

12:05 76

:5تمریه



12:05 77

:ريش تحلیلی( الف
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12:05 78

:ريش عددی ( ب
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12:05 79

:ريش عددی ( ب
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:تشای یک تیش هی تَاى سٍاتط صیش سا ًَضت

تشای حالتیکِ تیش تحت تاس گستشدُ هثلثی لشاس داسد ضیة تیش تصَست صیش 
:هی تاضذ

.تا استفادُ اص اًتگشال ػذدی همذاس خیض دس طَل تیش سا هحاسثِ کٌیذ( الف
تا استفادُ اص هطتك ػذدی همذاس گطتاٍس خوطی ٍ ًیشٍی تشضی ًماط ( ب

.  هختلف سا تذست آٍسیذ
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