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   انتگرال گيريمهم فرمولهاي 

1.                                         

2. sin     cos                                     

3. cos sin  

4.  = ln |   |+      

5.  =  +   

6. tan    = - ln |cos  | +   = ln |sec  | +   

7. cot    = ln |   | +   

8. sec ln | sec tan |  

9. csc ln | csc cot |  

10. 1 tan tan     

11. 1 cot cot  

12. sec tan sec   

13. csc cot csc  

14. tan ,             
 

tan c 

15. 
√

sin ,           
√

sin c 

  

  كمك تغيير متغيرانتگرال گيري به 

  . معمولا در حل انتگرال هايي كه شامل يك تابع و مشتق آن مي باشند، از روش تغيير متغير استفاده مي شود

  .مثال 

    

= sin    = cos  = cos          ln  تغيير متغير:           , 
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.مثال  

      

   1        

  sin                  cos   ,    تغييرمتغير    

    .             

 

.مثال  

 
√

                                                                 , 2   تغييرمتغير   

 = 2  = 2 ln| 1|   = 2 | 1| .                                                         

  

  . مثال

                                        tan     تغيير متغير         

ln ln  tan     

  . مثال

     

                                                       1        تغيير متغير     

ln 1 ln 1   
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  جزء به جزء انتگرال گيري
اين روش در مورد  . هاي ساده تر تبديل كرد هاي دشوار را به انتگرال توان انتگرال با استفاده از روش جزء به جزء مي

صفر  تابعي است كه پس از چند بار مشتق گرفتن    آن كه دركاربرد دارد  هايي به صورت  انتگرال
توابعي مانند  و  معمولا  . ن انتگرال گرفتآتوان بارها و بدون هيچ مشكلي از  تابعي است كه مي  شود و  مي

, , ,     .مي باشند ,

  .ي شودحاصل م   از قاعده     انتگرال جز به جز به صورت زير مي باشد كه  فرمول     

 

.مثال      

   cos                                       ,  

   .   
  

  .مثال

  ln                                             ,                     ,   

 .  

  

را قسمتي   را تابعي مي گيريم كه پس از مشتق گيري ساده تر شود و   دقت كنيد كه   و   براي انتخاب   .نكته
  . به مثال بعد توجه كنيد .مي گيريم كه محاسبه انتگرالش ساده باشد

  

  . مثال

√
          sin      

√        ,      √  
      √1                

√1 sin √1 sin .    
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  . مثال

                                           
√

                   

            

 
√

   
√

  

    2  
√

   
√
        1 2   

  √   √ 1 .                                

  

  حل كردن معادله انتگرالي نسبت به انتگرال  مجهول

براي حل . گاهي اوقات با يك بار استفاده از روش جز به جز، انتگرالي ديگر ظاهر مي شود كه شبيه انتگرال اولي مي باشد
  . مثال زير را ببينيد. اين نوع انتگرال ها بايد دو بار از روش جز به جز استفاده كرد

  .مثال

3  =          , 3                   2  ,    3  

 3     3          

. دوباره بايد از جز به جز استفاده كنيم      3    اكنون براي حل انتگرال  

  3              , 3             2  ,    3  

3 3     

:بنابراين با قرار دادن در رابطه         داريم  

3   3     3  

  3   3 3

3   3   3   
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:در نتيجه  

3
4
9  3

1
3 3

2
9  3  

3
9
13

1
3 3

2
9  3 . 

  

  به كمك تشكيل جدول جز به جز انتگرال گيري

   .در زير روش محاسبه انتگرال جز به جز به كمك تشكيل جدول با يك مثال نمايش داده شده است

 

 ومشتقاتش    وانتگرال هايش                                    

                                                              
 

      2                                                      
 

      2                                                 e        
 

      0                                                            
 

 

  مثلثاتي توابع انتگرال گيري از حاصلضربهاو توانهاي 
  

   فرد مثبت سينوس ها و كسينوس ها  توان هاي

1   1    

 

1   1  

  

  

2 2  
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  .مثال

1  

1 1 2
2
3

1
5

 

                      .   

 

 

 

  هاها و كسينوسسينوسهاي زوج انتگرال توان

هاي هش توانسعي در كا ،   و    ها با استفاده از اتحادهايدر اين انتگرال
  .ها داريمريشهزوج و حذف 

  .هاي زوجكاهش توان 

  .مثال

1 2   

1 2 2 2 1 2 2 1 4      

2 4 .    

  

  .نمائيمهاي زوج سينوس و كسينوس داشته باشيم، آنها را تبديل به فرم فوق مياگر حاصلضربي از توان . كتهن

  .مثال

1    
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  .هستند كه به روش بالا حل مي شوند  حال انتگرال هاي بوجود آمده توان هاي زوجي از 

  

  .هاي دومحذف ريشه 

  .مثال

  √1 4 √2 2 √2 | 2 |  

√2 2 √2  
0

√2
2
.    

  

  نت نت و كسكا هاي سكاانتگرال

ه انتگرال سكانت را در كتاب خود به سبامحنخستين روش واضح ، در دانشگاه كمبريجمعلم آيزاك نيوتن ن ايزاك بارو
  .هاي هندسه عرضه كردنام درس

 
  

| | ln| | .    

 بنابراين

ln| |   

csc ln| |   
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 و  هاي     انتگرال

  .زوج باشد اگر . الف

nفرض كنيد . از تغيير متغير استفاده مي كنيم و  sec زوج براي محاسبه انتگرال توان هاي    .زوج باشد 2

  .به صورت زير استفاده مي كنيم  از تغيير متغير    و در مورد   از تغيير متغير   secدر مورد 

 

sec    

1 1      

  

 

  .مثال

   

1  1 1 2     

t .   

  

   .باشدفرد   اگر . ب

  .از روش جز به  جز استفاده مي شود   و    براي محاسبه انتگرال توان هاي فرد 

        
   

      2 . 2   
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2    

2 1      
2 2     

  بنابراين

1 2

براي حل اين انتگرال
  كنيممي روش فوق را تكرار 

 

  .مثال

                             .     
           

1     

           

2 ln  | |    

ln| | .    

 

  هاها و كسينوسهاي سينوسحاصلضربانتگرال 

      و   و        

جريان متناوب، مسائل انتقال گرما، خمش تيرها، تحليل تنش كابلها در پلهاي معلق و  ،ها در مواردبا اين انتگرال
  .كنيمشود، برخورد ميمسائل مربوط به مهندسي و علوم و رياضيات كه در آنها از سريهاي مثلثاتي استفاده مي
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  .استفاده از اتحادهاي زير استتر ولي روش ساده. توان دوبار از روش جزء به جزء استفاده كردحل آنها ميبراي 

cos cos   

sin sin    

cos cos   

  

  .مثال

3 5 3 5 sin 3 5     

sin 2 8   .   

  

  

    و       هايانتگرال

  .كنيمعمل مي براي حل آنها به صورت زير

. 1   

  

 

  

با ادامه اين روند، هر بار توان انتگرالده  .ه از همين روش استفاده مي كنيمدوبار  اكنون براي حل  
  .مثال زير را ببينيد. كمتر مي شود تا به توان يك يا دو برسد كه انتگرال آن ها شناخته شده است
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    .مثال

 

  . 1    

1    

   

1               

    

                                         

c.            

  

, ( .و  .هاي به فرم     انتگرال        )صحيح  

  .عددي صحيح مثبت و زوج باشد اگر ) الف

. . .        

. . 1 .   

1                                           

  

  .مثال

. 1   

1 1 2   

.     
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  .ددي صحيح مثبت و فرد باشد، داريمع اگر ) ب

.

. .

. .

. 1 .  

1  

  

  

  .عددي صحيح است دقت كنيد 

  

  .مثال

1

1
8

1
6

. 

  

  .فرد باشد زوج و  اگر ) ج

. . 1  

  .باشد كه راه حل آن قبلاً گفته شده استمي زوج يا فرد  توان  بعد از توان رساندن، انتگرال شامل
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  هاي به فرم       انتگرال

.فرض كنيد . فرد باشد يا  حداقل يكي از ) الف 2 1  

1 1  

  .هر دو زوج باشند و  ) ب

 

  .شوداستفاده مي    و  در ادامه از جانشاني 

  

  

  .شوداستفاده مي   تغيير متغير  ها ازاين نوع انتگرالدر 

     2         

2 2       2        

        

2                     

    ,.                              باشندمي و  انتگرال توابعي كه بر حسب 



   روش هاي انتگرال گيري                                 

15 
 

,   ,  بنابراين                            

 

                                                                                          .مثال

. .     

2 2                    

2 tan tan .    

  

  

  .شوداستفاده مي ها از تغيير متغير براي حل اين نوع انتگرال

      

 

1
1          ,        1  

  

  .مثال

.
√ √ √ √

.  

  

    ,.                              باشندمي و  انتگرال توابعي كه بر حسب 
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   و  و  مثلثاتي براي عبارات  هاي جانشاني 0         

  .شودتبديل مي به  ، عبارت  با جانشاني 

  .شودتبديل مي به  ، عبارت  با جانشاني 

  .شودتبديل مي به  ، عبارت  جانشاني با 

پذير معكوس و  ،  قرار دهيم، بايد  tبراي اينكه بتوانيم پس از حل انتگرال، مقدار اوليه را به جاي 
  .باشند، بنابراين

                      

                  2 2 

                     
1   0      

1            
  

  .مقابل مطلوبست محاسبه انتگرال .مثال

√
       0                                         

      
√ | |

          0 ,
2 2

به ازاي      

      ln| | ln √ .  

 
مانند روبرو به نام مثلث مرجع داريم كه با استفاده از آن مي توان باتوجه به تغيير متغير داده شده، مثلثي                  

.نسبت هاي به دست آمده در جواب را جايگزين كرد      

                                       

                                                          
√

√  

 

 

 

t 

22 xa +

a 
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  .مثال

  
√

                                                            3   3  

9 9   

√ .   

   

                                                                   
√        

  

  

,  انتگرال هاي به فرم. نكته   .فوق قابل حل هستند با تبديلات   √

  

   هاي شامل انتگرال  )*( 

درآورد و سپس با  را به صورت   اي توان سه جملهبه كمك مربع كامل كردن مي
  .هاي مثلثاتي آن را حل كرداستفاده از جانشاني

  

    

   

  

  

3  x 

29 x−  

t 
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  .مثال

√ √
        

√
1                  1          

 

  

   .مثال

√       √  
     I  

      3   ,           

 

 I    
√ √

  

√
5

√ √
ln| |   

√
√ 3 2

√
ln 2 3 2√ 3 2   

 

 √ 3 2   2√ 3 2         

  

  

 انتگرال توابع كسري به فرم 

ضرايب را طوري در دهيم و سپس صورت قرار مي ها ابتدا مشتق مخرج را به جاي براي حل اين نوع انتگرال
  .باشدكنيم كه مساوي كسر اولي صورت كسر جديد اصلاح مي

2
3

−x  

y 

2
1  
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2 2 2  

2
2

I
2

II

 

 

  .شودحل مي (*)گفته شده در  نيز به روش IIانتگرال . به راحتي قابل حل است)     مخرج(  با متغير  Iانتگرال 

  

         انتگرال توابع كسري به شكل 0 

گفته شده  بقيه راه حل مشابه انتگرال. آوريمگيريم و از انتگرال بيرون ميفاكتور مي ضريب در اين نوع انتگرال ها، از 
  .است (*) در 

√
1
√

1
√

2 4

  

  .بالاست بقيه راه حل مشابه  .آوريمبيرون مياز راديكال فاكتور گرفته و  – منفي باشد، از اگر : نكته

  

    به شكلانتگرال توابع كسري 

آوريم و با تغيير ضرايب صورت كسر جديد را در صورت به وجود  كنيم مشتق مانند قبل، ابتدا سعي مي
هاي قبل مشابه قسمتحل آنها شود كه تبديل مي به دو انتگرال سپس انتگرال . كنيمبا صورت كسر اولي ميرا مساوي 

  .است

  .كنيم، هرگاه درجه صورت از مخرج بيشتر باشد، صورت را به مخرج تقسيم ميگيري از توابع كسريدر انتگرال .نكته
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  گيري به كمك تجزيه كسرهاانتگرال

  رتجزيه كس

  .براي تجزيه يه كسر به روش زير عمل مي كنيم

سپس با . ابتدا مخرج كسر را به عوامل تحويل ناپذير، يعني چندجمله اي هاي با كمترين درجه ممكن تجزيه مي كنيم
  .توجه به نوع عوامل موجود در مخرج چند حالت ممكن است اتفاق بيفتد

 يعني كسري به صورت  . اگر مخرج كسر داراي چند عامل درجه اول باشد .1
…

 .داريم   

  : در اين حالت مي نويسيم

b b … b b b b  

اكنون با هم مخرج كردن كسرهاي سمت راست و مساوي قرار دادن كسر حاصل با كسر سمت چپ تساوي بالا، و دادن 
  .را به دست آورد  تا    ، مي توان اعداد مقادير متفاوت به 

  .مثال

2 3
4 2 4 2

2 4
4 2  

2يعني . بنابراين چون مخرج دو كسر مساوي است بايد صورت آنها نيز مساوي باشد 3 2 4   

  :به دست مي آيند و    ، اعداد حال با دادن مقدار به 

2  2 2 3 2 4     6 1    
1
6
 

4     2 4 3 4 2     6 11     
11
6

 

  :در نتيجه داريم

2 3
4 2

11
6
4

1
6
2

 

  .قرار دهيم بهتر است ريشه هاي مخرج را به جاي    , براي به دست آوردن  در هنگام عددگذاري به جاي . نكته
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يعني كسري به صورت   . باشدبا تكرار  هرگاه مخرج كسر داراي عامل درجه اول  .2

…
در اين حالت براي هر يك از عامل ها به تعداد تكرار آن، كسر در سمت . داريم   

  .  مثال بعد را ببينيد. راست در نظر مي گيريم 

  .مثال

2
1 2 2 1 1 1

1 1 2 1 2 2
1 2  

  .هاي مخرج را قرار دهيمبهتر است ريشه. كنيمرا محاسبه مي و  دهيم و ضرايب عدد قرار مي اكنون به جاي 

2  3 6        

1  3 3    1   

0  2 2 2 2    2 2 2        

1  8 4 2 1 3   2     

  

2
             0  ,     

 

aاگر مخرج كسر داراي يك عامل از درجه دو مانند  .3 b c باشد،  يعني كسري به صورت   

G
در نظر   صورت را يك عامل درجه اول به شكل   ،داشته باشيم، آنگاه در تجزيه كسر 

  .بقيه راه حل مشابه قبل است. گيريم  مي

  .را تجزيه كنيد  كسر  . مثال

           1 1   

1        2 1        

0    0           
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 1    2 2 1     2 1 1        

   .                           بنابراين

  

هرگاه مخرج كسر داراي عامل درجه دومي با تكرار باشد يعني مخرج داراي جمله اي مانند                      .4
a b c تا كسر در نظر  باشد، آنگاه در تجزيه كسر متناظر با اين عامل به تعداد تكرارها يعني   

  .مثال بعد را ببينيد. مي گيريم

  .را تجزيه كنيد كسر   . مثال

  

  

  

2                                                                                                                                                                                 بنابراين 1

2 2 1 2 1 2 1 2 2   

  .، ضرايب مجهول را بدست مي آوريم اكنون با قرار دادن اعداد مختلف  به جاي 

  

اين كسر در مثال هاي قبل . ، ابتدا كسر انتگرالده را تجزيه مي كنيم براي محاسبه انتگرال  . مثال

  بنابراين .   تجزيه شده است و داريم                 

  

ln| 1| ln| 1| .    

 

اگر مخرج كسر به صورت حاصلضرب عوامل اول تجزيه نشده باشد، بايد آن را به صورت حاصلضرب عوامل اول : نكته
.تجزيه كرد  
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  .مطلوبست محاسبه انتگرال . مثال

با استفاده از . كنيمابتدا مخرج كسر را به عوامل تحويل ناپذير يعني چندجمله اي هاي از كمترين درجه ممكن تجزيه مي 
1           اتحاد مجموع مكعبات داريم 1 داراي ريشه   1دقت كنيد كه  .    1

  .حال مي توان كسر را تجزيه كرد. حقيقي نيست و نمي توان آنرا به چند جمله اي هاي درجه اول تجزيه كرد

1
1

1
1 1 1 1

1 1
1 1

 

1بنابراين   1 1 .  

1     3 1     
1
3 

0   1  1
1
3

2
3 

1      2 2 1     
1
3 

 در نتيجه 

   

ln| 1| 2    

ln| 1| 2   

ln| 1| 2    

ln| 1| 2   

ln| 1| ln| 1|    

ln| 1| ln| 1|
√
tan √ c.   
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                                                                                                                                              .مثال

عوامل اول تجزيه  براي تجزيه كسر، ابتدا بايد چند جمله اي مخرج را به. براي حل اين انتگرال بايد كسر را تجزيه كنيم
داريم. كنيم  

1   1 1 4 1 4 0 

با تقسيم چند . يك عامل از چندجمله اي مخرج مي ياشد 1يك ريشه مخرج است و در نتيجه   1بنابراين 
4جمله اي مخرج يعني   توجه . به دست مي آيد 4عامل ديگر به صورت   1بر   4

4كنيد كه چون  بنابراين مخرج كسر به . ريشه حقيقي ندارد، نميتوان آنرا به عوامل درجه يك تجزيه كرد 0
4.               صورت مقابل تجزيه مي شود 4 1 4  

  اكنون براي تجزيه كسر مي نويسيم

3 7
4 4 4 1

1 4
4 4  

  در تساوي بالا داريم با قرار دادن مقادير مختلف به 

1     3 1 7 5   2 

0    7 4 8      1 

  1     4 2 5 2 2 10  2 

  در نتيجه كسر انتگرالده به صورت زير تجزيه مي شود

3 7
4 4

2 1
4

2
1 

 بنابراين

3 7
4 4

 

2 1
4 2 1

2
4 4 2 1 

ln| 4|
1
2
tan

2
2 ln| 1| . 
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  انتگرال توابع اصم

,   به صورت و راديكالهايي از  انتگرال توابع بر حسب ) الف , , …   

  كسرهاي  مخرج مشترك ها فرض كنيد در اين نوع انتگرال , … تغيير متغير در اين صورت از . باشد  ,
  .ل اصم را به انتگرال گويا تبديل مي كندكنيم كه انتگرااستفاده مي 

  : مثال

√
√

                                      4      4  

4 4 4 4      

ln| 1| √ ln √ 1 .    

  

,        انتگرال توابع اصم به فرم) ب
1
1 ,

2
2 ,… ,  

  كسرهاي  مخرج مشترك فرض كنيد  , … ستفاده ا     تغيير متغير  در اين صورت از . باشد  ,
  .ل اصم را به انتگرال گويا تبديل مي كندكنيم كه انتگرامي

  .مثال

√                                                                    4   2  

2 2 2 8 2 8     

2 2 ln| 2| 2 ln| 2| 2 ln
2
2

 

2√ 4 √
√

.    
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.مثال  

    

  .مي كنيم ليك انتگرال گويا تبديانتگرال بالا را به     با استفاده از تغيير متغير 

1
1      1 1    1 1  

1
1 

2
1 2            1 1

1
1

4
  1  

 بنابراين داريم

1 2

1 2

2 4

  2 1
2 4        

  .از تجزيه كسرها كمك ميگيريم  براي حل انتگرال 

1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

1 1  

1  4 1 
1
4 

1    4 1     
1
4 

0    
1
4  

1
4 0  

1
2 

2     9
9
4 3

1
4 4    9 3

3
2 

3
12

1
4   &  

1
4 

                                  بنابراين
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 درنتيجه

1
4 1

1
4 1

1
4 1

1
4 1  

1
4
ln|1 |

1
4

1
1

1
4
ln|1 |

1
4

1
1

 

  .را قرار مي دهيم مقدار آن يعني     tدر پايان به جاي 

  

  

      انتگرال دوجمله اي ديفرانسيلي

استفاده مي    بنابراين از تبديل  . را به يك تبديل كنيم براي حل اينگونه انتگرال ها، ابتدا سعي مي كنيم توان 

                                          داريم. كنيم     

1 1 1 1 1
1

1
  

اگر حداقل يكي از آنها  .صحيح باشند، جملات را به توان رسانده و انتگرال به راحتي حل مي شود هر دو  , حال اگر 
  .گويا باشد، يكي از حالات زير اتفاق مي افتد

استفاده مي  در اينصورت از تغيير متغير  . باشد  گويا   و ) مثبت يا منفي(صحيح   اگر .حالت اول

                                                  داريم  . كنيم

   

.بنابراين با توان رساندن جملات انتگرال حل مي شود  

  



   روش هاي انتگرال گيري                                 

28 
 

. استفاده مي كنيم  در اينصورت از تغيير متغير . صحيح  باشد  و     گويا   اگر  .حالت دوم

                                   داريم

   

.دوباره انتگرال به يك انتگرال گويا تبديل مي شود كه با توان رساندن جملات انتگرال حل مي شود  

در اين .    و     فرض كنيم . صحيح باشد   اما هر دو گويا باشند   و  pهر گاه . حالت سوم

   .كنيم ضرب مي  حالت انتگرالده را در 

    

  .استفاده مي كنيم  اكنون از تغيير متغير 

    .اگر هيچ كدام از حالات فوق برقرار نباشد، انتگرال جواب ندارد .نكته

  

  .مثال

√ √
1 تغيير متغير                               

3
2 1

1
2

3
2

 12 1  

. استفاده مي كنيم    در نتيجه از تغيير متغير .   و       1. بنابراين حالت اول برقرار است
  داريم                                                     

3
2

  1

3
2

1 2 3
1

3 tan

3 tan √ 3 tan √ . 
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                                                                                                                           .مثال

1                                               تغيير متغير 

1 1        

  پس .1 و  2    داريم. استفاده مي كنيم 1از تغيير متغير . حالت دوم برقرار است

1
2 1 2     

!)حل كنيد. ( انتگرال حاصل به روش تجزيه كسر قابل حل است  

 

          .                                                                                                                            مثال

2 1 2
3
2                                             تغيير متغير 

1 1
3
2
1
2

1
2

1
2

3
2 1

3
2      

  داريم. ضرب مي كنيم  بنابراين انتگرالده را در . حالت سوم برقرار است

1
2

3
2

3
2
1

3
2

      

  داريم  . استفاده مي كنيم  اكنون از تغيير متغير 

1
 

1
1  

2
1     

)با قرار دادن در        داريم (

√
√ . 
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