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تغيير شكل مجموعه هاي خمشي و مفصلي 

روش لنگز مساحت 

: مقدمه

تغيير ضىل تير ٍ سازُ ّا در هَارد تسياري هَرد لسٍم ٍ از اّويت خاغي 

تِ ػٌَاى هثال، در عراحي سازُ ّا، يىي از هؼيارّاي تؼييي . ترخَردار هي تاضذ

وٌٌذُ، تغيير هىاى است، تِ ايي هؼٌا وِ تغيير هىاى ّاي الاستيه سازُ ّا، ًثايذ 

از تغيير هىاى ّاي هجاز تجاٍز ًوايذ، اگرچِ هماٍهت در اثرز هَارد تؼييي وٌٌذ 

. است، ليىي گاّي هؼيار سختي، ػاهل هْن ٍ تؼييي وٌٌذُ هي تاضذ

در ايي هثال ّا، تغيير ضىل تيرّا ٍ سازُ ّاي هؼيي، تِ ػلت تاثير تارّاي 

ايي تررسي ٍ هغالؼِ در هحذٍدُ تغيير . خارجي، هَرد تررسي لرار هي گيرد

ضىل ّاي وَچه اًجام هي ضَد ٍ در توام حالات فرؼ هي ضَد وِ  هػالح در 

تِ ّويي جْت . ًاحيِ الاستيه لرار دارًذ ٍ لاًَى َّن در هَرد آًْا غادق است

. ايي ًَع تغيير ضىل ّا، تِ تغيير ضىل ّاي الاستيه هؼرٍفٌذ

: روش لنگز مساحت

تراي تؼييي تغيير هىاى ٍ ضية  تيرّا، رٍش ّاي هختلفي ٍجَد دارد وِ ّر 

يىي از ايي رٍش ّا، رٍش لٌگر . وذام از آًْا، ٍيژگي خاظ خَد را دارا هي تاضذ

هساحت است وِ هؼوَلاًٌ در غَرتي وِ ًيرٍّاي خارجي هَثر ترتير يىساى ًثَدُ 

ٍ يا تير از دٍ جٌس هختلف ٍ يا از دٍ همغغ هتفاٍت درست ضذُ تاضذ، يىي از 
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سْل تريي ٍ سريؼتريي رٍش ّا تراي تؼييي ضية ٍ يا تغيير ًاگْاًي ّر ًمغِ از 

.  تير هحسَب هي ضَد

در ايي تررسي، اتتذا چگًَگي تؼييي ضية ٍ تغيير هىاى يه ًمغِ تا ترسين 

ًوَدار لٌگر خوطي ٍ هحاسثِ سغح ٍ هواى ايي سغح، ًسثت تِ ًماط هؼيي 

تطريح هي گردد ٍ سپس چگًَگي تحليل ًيرٍّاي ًاهؼيي تا ايي رٍش تياى خَاّذ 

. ضذ

ًظر تِ ايٌىِ تراي هحاسثِ ضية ٍ تغيير هىاى از سغح زيرهٌحٌي لٌگر 

. خوطي استفادُ هي گردد، تذيي جْت ايي رٍش را لٌگر هساحت هي ًاهٌذ

: تراي اثثات لضاياي هرتَط تِ لٌگر هساحت، ضىل زير را درًظر هي گيرين

 

: قضيه اول

 از هٌحٌي الاستيه تراتر BA يؼٌي اًذزُ A, Bتغيير ضية تيي دٍ ًمغِ 

:  از تير هي تاضذ، يؼٌيB, A دٍ ًمغِ EIهساحت هٌحٌي لٌگر خوطي تمسين تر 
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BAABx

B

A
BA d

EI

M
    

تَجِ تِ ايي ًىتِ تسيار ضرٍري است وِ در غَرت هثثت تَدى لٌگر خوطي، 

ػلاهت هساحت هٌحٌي 
EI

M هثثت ٍ در غَرا هٌفي تَدى لٌگر خوطي، ػلاهت 

هساحت هٌحٌي 
EI

Mهٌفي خَاّذ تَد  .

 

: قضيه دوم

ٍ ػوَد تر ٍضغ اتتذايي  Bوِ در حميميت خظ هار تر ًمغِ  BFاًذازُ فاغلِ 

هي تاضذ،  Aتير از هٌحٌي الاستيه ًسثت تِ هواس تر هٌحٌي الاستيه در ًمغِ 

تراتر است تا هواى استاتيه هساحت هٌحٌي 
EI

M ِتيي دٍ ًمغ A, B ًِسثت ت 

. ػثَر هي وٌذ BFهحَري وِ از 

: اثبات

، هلاحظِ هي گردد وِ خغَط  هواس تر ًمغِ (1الف ـ )تا رجَع تِ ضىل 

لغغ  dhرا در دٍ ًمغِ تِ فاغلِ تي ًْايت وَچه  BF خظ D, Cتي ًْايت ًسديه 

: هي تَاى ًَضت. هي ًوايذ

dXdh .  

 را تذست آٍردى B تا Aتايذ اثر توام الواى ّاي از  hBAحال تراي تذست آٍردى 

dXdhٍ تا ّن جوغ وردُ ٍ يا تِ ػثارت ديگر اًتگرال راتغِ  . ِرا تيي دٍ ًمغ 

B, Aتذست آٍرد  :
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dxXdhh
B

A

B

A
BA .   

از هٌحٌي الاستيه ًسثت تِ  Bراتغِ فَق ًطاى هي دّذ وِ اًحراف ًمغِ 

تراتر است تا لٌگر سغح دياگرام  Aهواس تر هٌحٌي الاستيه در ًمغِ 
EI

M حَل 

. ػثَر هي وٌذ Bهحَر ػوَدي وِ از ًمغِ 

:  اثبات

تراي اثثات لضيِ دٍم هي داًين وِ راتغِ ديفراًسيلي تغيير هىاى تا هواى 

: خوطي در ّر همغغ از تير تراتر است تا

EI

M

dx

yd


2

2

 

هواى در  Mهمذار تغيير هىاى ّر ًمغِ ٍالغ تر هحَر عَلي ٍ  yوِ در آى 

: راتغِ فَق را هي تَاى تِ غَرت زير ًَضت. ّواى همغغ از تير هي تاضذ

dx
EI

M
d

EI

M

dx

d

dx

dy

dx

d

dx

yd
 


.)(

2

2

 

ِ اي تِ عَل  از تير هَرد تحث را درًظر تگيريذ  dxحال هغاتك ضىل زير، لغؼ

رسن وٌين،  Cاگر هواسي در ًمغِ . درآهذُ است DCوِ تؼذ از خوص تِ غَرت 

 Dًسثت تِ  C تَجَد هي آيذ وِ ايي زاٍيِ در حميمت تغيير زاٍيِ ًمغِ dزاٍيِ 

 تراتر حاغلضرب dتا تَجِ تِ راتغِ تذست آهذُ، . هي تاضذ dxدر فاغلِ 
EI

M در 

.   استD.Cٍ يا هساحت ّاضَر خَردُ در ضىل تيي دٍ ًمغِ  dxاًذازُ 

 تراتر سغح dتٌاترايي هلاحظِ هي گردد وِ اختلاف ضية تي ًْايت وَچه 

تي ًْايت وَچه ّاضَرخَردُ از هٌحٌي تمسين لٌگر خوطي تر غلثيت خوطي 
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است، حال تراي ايٌىِ همذار 
BA ِيؼٌي تغيير زاٍيِ در ًمغ A را تذست هي آٍرين .

: يؼٌي.  هحاسثِ وٌينB.A را تيي دٍ ًمغِ dوافي است اًتگرال 

dx
EI

M
ABd

B

A
BA

B

A    .  

از راتغِ فَق هلاحظِ هي گردد وِ تغيير زاٍيِ تيي دٍ هواس از ّر دٍ ًمغِ 

 رٍي هٌحٌي الاستيه خوطي تراتر است تا هساحت دياگرام B.Aهاًٌذ 
EI

M تيي 

. (رٍي ضىل زير abcdهساحت ) B.Aدٍ ًمغِ 

تٌاترايي اگر ضية يه ًمغِ از هٌحٌي الاستيه خوطي هطخع تاضذ، همذار 

:  از راتغِ زير تذست هي آيذBضية ّر ًمغِ هاًٌذ 

تراتر  Bdرٍي خظ  hBAتا رجَع تِ ضىل زير، هطاّذُ هي گردد وِ همذار 

 Bdدر فاغلِ هروس ثمل ايي سغح تا خظ  abcdحاغل ضرب هساحت سغح 

ر .ًاهيذُ هي ضَد Aًسثت تِ ًمغِ  Bاًحراف هواسي ًمغِ  hBA. هي تاضذ

 

قاعده علامت گذاري 

در غَرتي  Aًسثت تِ هواس در ًمغِ  Bهغاتك ضىل زير، اًحراف ًمغِ  (الف

تالاي هواس هستَر لرار گرفتِ تاضذ، در غير ايٌػَرت  Bهثثت هي تاضذ وِ ًمغِ 

. هٌفي است
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تتَاًذ زاٍيِ  (Aًمغِ )هغاتك ضىل زير، اگر هواس تر ًمغِ سوت چپ تير  (ب

 را تا گردش در جْت هثلثاتي عي وٌذ ٍ تر هواس ًمغِ سوت راست BAحادُ 

. هٌغثك گردد (Bتير )تير 
BA هثثت ٍ اگر تراي اًغثاق، ايي زاٍيِ حادُ تا گردش 

ِ ّاي ساػت عي ضَد،  در جْت ػمرت
BAهٌفي خَاّذ تَد  .
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نمونه سوال 

 ٍ ّوچٌيي c, bتا استفادُ ازلضاياي لٌگر هساحت تغيير هىاى ًماط ( 1سوال 

. ( ثاتت استEI) را در تير يه سر گيردار تذست آٍريذ bضية در ًمغِ 

EI

EI

EI
h

EI
h

EI
h

EI
h

bba

bba

babba

cca

ca

bba

ba

75.33

)
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5.1
)(

5.4
(

375.84

)5.15.1*
3

2
)(

2

5.1
)(

45
(

75.33

)5.1*
3

2
)(

2

5.1
)(

45
(
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 ٍ ضية در b تا استفادُ از لضاياي لٌگر هساحت، تغيير هىاى ًمغِ (2سوال 

(. EI=const) از تير سادُ دٍ سر هفػل را تذست آٍريذ aًمغِ 

EI

EI
L

h

EIEIEI

EIEI
h

EIEIEI
h

hh

hbdhbd

hdehde

h
L

x
deor

L

x

h

de

a

ca
aa

bb

ba

ca

bacab

cabab

dadadd

ca

ca

3

40

3

40

tan

3

40

3

40
)

40
(

3

40
)

3

2
)(

2

2
)(

20
(

40
)

3

2
)(

2

1
)(

20
()1

3

2
)(

2

2
)(

20
(

.

3
2

3
2

3
2
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 تا استفادُ از لضاياي لٌگر هساحت تغيير هىاى هاوسيون تير دٍ سر (3سوال 

. هفػل را تذست آٍريذ

EI

a
YDD

EI

pddpdd

EI
had

EI

pa

EI

pdpdd

EI

EI

pa

aEI

pa

L

h

EI

pa
h

aa
a

EI

paaa

EI

pa
h

BD

BBD

BB
AB

B

AB

AB

12

29.11
'

12
)

3

2
)(

4
*

2
(

1
5

8

5

8
)

4
*

2
(

1

8

5
,

4

1
*

2

5
,

2

5

)3(
3

1
)(

2

3
)(

4

3
()

3

2
)(

2
(

4

3

3

max

3

22

23

3
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تغيير ) تا استفادُ از لضاياي لٌگر هساحت، تغيير هىاى ٍسظ دّاًِ (4سوال 

(. EI=const) از تير دٍ سر هفػل را تذست آٍريذ Bٍ ضية در ًمغِ  (maxهىاى 

 

EI

pol

l

EI

pol
X

l

EI

pol
hYY

B

BCc

24

)
2

*
8

5
)(

24
().

2
*

3

2
)(

8
(

3

32

max
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 از تير Aتا استفادُ از لضيِ دٍم لٌگر، هساحت تغيير هىاى ًمغِ ( 5سوال 

. ضىل را تذست آٍريذ

EI

pa
Y

EI

pa

EI

pa
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EI

paa
pa

a

EI
h

h
hAAAAAAY

EI
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aa
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a
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 از تير ضىل A تا استفادُ از لضيِ دٍم لٌگر هساحت، تغيير هىاى ًمغِ (6سوال 

.  در عَل تير تغيير هي وٌذEIغلثيت خوطي . را تذست آٍريذ

)
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)
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h
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 از تير Aتا استفادُ از لضيِ دٍ سر لٌگر هساحت، تغيير هىاى ًمغِ ( 7سوال 

. ( ثاتت استEIغلثيت خوطي )ضىل را تذست آٍريذ 
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 از تير ضىل را Aتا استفادُ از لضيِ دٍم لٌگر هساحت، تغيير هىاى ( 8سوال 

(. EI=const)تذست آٍريذ 
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هحاسثِ : حالت دٍم
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 را از تير B تا استفادُ از لضيِ دٍم لٌگر هساحت، تغيير هىاى ًمغِ (9سوال 

. ضىل تذست آٍريذ

EI
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، تغيير 9تا استفادُ از لضيِ دٍم لٌگر هساحت در هثال ضوارُ ( 10سوال 

.  را تذست آٍريذDهىاى ًمغِ 
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 از تير Cتا استفادُ از لضيِ دٍم لٌگر هساحت، تغيير هىاى ًمغِ ( 11سوال 

. هماتل را تذست آٍريذ
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 از Cتا استفادُ از لضيِ ّر دٍ لٌگر هساحت، تغيير هىاى ًمغِ ( 12سوال 

 تَدُ ٍ A تا سغح همغغ AD ٍ خرپاي ACسازُ ضىل هماتل را وِ هتطىل از تير 

ِ است را تذست آٍريذC در ًمغِ Pتحت تاثير تار هتوروس   در عَل EI.  لرار گرفت

.  ثاتت استACتير 

EA

pl

EI

pl

EA

pl

EA

pl

EI

pl

EI

pl

EI

pl

EI

pl
ll

EI

pl
h

EI

pl
ll

EI

pl
h

hCC

hCCCCCCCC

CC

AA

BA

CA

BA

CA

33

2

3

2
)

6
(2)

3
(

)
6

())(2.(
2

1

)())(2.(
2

1

2"

"',""''

3

21

2

3

1

33

1

3

3

1
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CBهغلَب است ( 13سوال   .  در تير هماتل,

EI

qll

EI

ql

EI

ql

EI

qll

B

C

384

3

8

3
.

40

488
.

2
.

3

1

43

32

max
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 از تير هماتل Bهغلَب است افت ٍ تغيير هىاى در ًمغِ ( 14سوال 

 

EI

pll

EI

pl

EI

pllpl

B

BB

486
.

8

82

1
.

2
.

2
32

2
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. B در تير هماتل در ًمغِ ,هغلَب است تؼييي همذار ( 15سوال 

 

EI

ql
l

EI

ql

EI

qlql
l

B

B

24

3
3

4

3
.

6

62
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3

1

43
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