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  مقدمه. 1

فرآيندهاي شيميايي تمـام يـا   باشد.  بسياري از عمليات و آگاهي از دانش مكانيك سيالات براي مهندسين شيمي لازم مي

شود كه پيوسته در حال تغيير شكل باشد كه ميزان يا نرخ اي سيال گفته ميافتد. به مادهقسمتي از آن در فاز مايع اتفاق مي

تغيير شكل بستگي به نيروي اعمال شده بر سيال دارد. علاوه بر نيرو، سياليت يك ماده بستگي به خاصيتي از مـاده بـه نـام    

باشد، به طوري دارد. مطابق قانون ويسكوزيته نيوتن، تنش برشي با سرعت برشي متناسب مي "ويسكوزيته"يا  "رويگران"

باشد. مباحث و مسايل مربوط به مكانيك سيالات به دو قسـمت  كه ضريب تناسب همان گرانروي يا ويسكوزيته سيال مي

ــكوپي " ــيالات ماكروس ــك س ــكوپ "و  "مكاني ــيالات ميكروس ــك س ــي  "يمكاني ــيم م ــيالات  تقس ــك س ــود. در مكاني ش

گيرد. ليكن در مكانيك سـيالات ميكروسـكوپي، در   ماكروسكوپي، حركت سيال در مقياس بزرگ مورد بررسي قرار مي

 شود.مقياس كوچك به آناليز حركت سيال پرداخته مي

 مكانيك سيالات در مهندسي شيمي. 2

باشد. بسياري از عمليات و فرآيندهاي شيميايي تمام يا لازم مي آگاهي از دانش مكانيك سيالات براي مهندسين شيمي

افتد. به عنوان مثال در فرآيندهايي مانند بيو شيمي، انرژي، تخمير، فرآوري معدن، قسمتي از آن در فاز مايع اتفاق مي

  يم.باشمر و صنايع پسماند و فاضلاب هميشه با فاز مايع و حركت سيال مواجه مينفت، دارويي، پلي

سيالات گاز و مايع از اهميت خاصي برخوردارند. از لحاظ اقتصادي و فني مناسب است كه مواد به شكل گاز و يا مايع 

تر از جامدات است. حتي ذرات كاتاليست جامد را در تبديل شوند به طوري كه عمليات با چنين سيالاتي مناسب

هاي دور از سنگ براي مسافتغالزشود. هم چنين در انتقال ه ميصورت سياليت مورد استفاده قرار دادبسترهاي سيال به

  شود.محيط سيال استفاده مي
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  مفاهيم عمومي در مكانيك سيالات. 3

شود. اطلاق مي "fluid". در مكانيك سيالات به سيال كلمه لاتين "سيال چيست؟ "در ابتدا ممكن است كه سؤال شود 

اي سيال گفته گيرد. به عبارتي به مادهيا مماسي قرار مي "نيروي برشي"ثير أو پيوسته تحت ت اي است كه دائماًسيال ماده

شود كه پيوسته در حال تغيير شكل باشد كه ميزان يا نرخ تغيير شكل بستگي به نيروي اعمال شده بر سيال دارد. علاوه مي

دارد. جامدات هم  "ويسكوزيته"يا در لاتين  "نرويگرا"بر نيرو، سياليت يك ماده بستگي به خاصيتي از ماده به نام 

دهند. ليكن به علت ارتجاعي بودن مواد جامد مقدار زماني كه تحت تاثير يك نيروي برشي قرار گيرند تغيير شكل مي

ت و گردد. ليكن نيروي اعمال شده بر مايعاانرژي يا نيروي وارده بر آنها ذخيره شده به طوري كه سياليت آنها متوقف مي

  كنند.شود. تا آنجا كه به مايعات نيرو وارد شود سياليت خود را حفظ مييا گازها تلف شده و به انرژي گرمايي تبديل مي

توان براي حركت سيال تحت نيروي برشي ارائه نمود. به عنوان مثال يك ظرف دو جداره كه از دو هاي متعددي ميمثال

. مطابق نظر بگيريد به طوري كه سيالي مانند آب و يا روغن در آن ريخته شوداستوانه متمركز ساخته شده است، را در 

) بچرخد و استوانه خارجي ثابت باشد، به چنين جرياني، جريان vθاي ثابت (اگر استوانه داخلي با سرعت زاويه 1-1شكل 

  شود.برشي گفته مي

 

  در حال چرخش است vθجريان برشي ميان دو استوانه هم مركز كه استوانه داخلي با سرعت زاويه اي  1-1شكل 
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گيرد. مطابق گيرد. در اينجا سيال ما بين دو صفحه صلب موازي قرار ميميرا در نظر  "جريان برشي ساده"مثال ديگر 

  كند.حركت مي Fتحت تاثير نيروي  Uي بالايي با سرعت ثابت ، صفحه پاييني ثابت و صفحه1-2شكل 

  

  

  

  بر صفحه فوقاني Fجريان برشي ساده : الف) قبل از اعمال نيرو ب) پس از اعمال نيروي  1-2شكل

گردد. ليكن در ابتدا سيال در حالت ثابت و ايستا بوده و هيچگونه نيروي برشي برآن اعمال نمي(الف)،  1-2مطابق شكل 

قرار گرفت نيروي برشي بر سيال اعمال شده به طوري كه لايه سيال  Fزمانيكه تحت نيروي (ب)  1-2مطابق شكل 

هاي سيال بر يكديگر تاثير گذاشته حركت لايهكند. همراه با صفحه حركت مي Uچسبيده به صفحه متحرك با سرعت 

آورد. بدين وسيله حركت يا مومنتوم از صفحه بالايي به كه هر لايه از سيال لايه زيرين خود را به حركت در ميطوري  به

در نظر گرفته شود، تنش برشي  "A"شود. اگر مساحت هر صفحه به صورت منتقل مي "ب"صفحه پاييني مطابق شكل 

  شود:رت ذيل تعريف ميبه صو

)1-1(  τ 

F

A



نيروي	برشي	اعمال	شده

مساحت	سطح	تماسي	سيال	و	صفحه
 

  τ: 1برشي  	تنش	

  گردد:به صورت ذيل تعريف مي "نرخ يا سرعت برشي" جادر اين

                                                           
1 shear	stress 

 )ب(

y 
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 )(الف صفحه ثابت
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H 

  صفحه متحرك 
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)2-1(  γ� 

dγ

dt


U

H



سرعت	صفحه	متحرك

فاصله	ما	بين	دو	صفحه
 

  γ: 2كرنش 	

  γ� :	 3برشي 	سرعت	

باشد. به طوري كه ضريب تناسب همان گرانروي نيوتن، تنش برشي با سرعت برشي متناسب ميمطابق قانون ويسكوزيته 

  گردد:باشد كه به صورت ذيل تعريف مييا ويسكوزيته سيال مي

)3-1(	μ 

�

��
قانون ويسكوزيتة نيوتن   	


�µشود. بعد گرانروي يا ويسكوزيته به صورت ويسكوزيته سيال ناميده مي µكه �M LT⁄ شود كه در اين جا بيان مي 	

g، گرانروي به صورت CGSدر سيستم  cm. s⁄ يا در سيستم انگليسي به صورت 4(پويز (lb) ft. hr⁄ نشان داده مي-

  باشد.(يكصدم پويز) مي p01/0	، 25 *شود. به عنوان مثال گرانروي آب در 

-باشد، با استفاده از دستگاهخواص رئولوژيكي سيالات كه ويسكوزيته يكي از آن خواص مي 5امروزه در علم رئولوژي

  شود.گيري مياندازه 6هاي پيچيده مانند رئومتر

در شرايطي كه گرانروي و نيروهاي گرانشي همزمان در حركت سيال مؤثر هستند از پارامتر ديگري به نام گرانروي 

   شود:سينماتيكي به صورت ذيل استفاده مي

)4-1(	ν 

μ

ρ



ويسكوزيتة	سيال

	دانسيتة	سيال
	

/L. واحد آنكه  T⁄ 0، .cm/ s⁄   باشد. ويسكوزيته مايعات بر حسب دما به صورت ذيل ارائه شده است:مي 0

                                                           
2 Strain 
3 Shear	Rate 
4 Poise 
5 Rheology 
6 Rheometer 
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)5-1( μ 
 e.3456780 

 μ�
� سانتي پويز 

 T�
�k يا R 

 a & ;:  ثوابت تجربي

 شود:در حالي كه براي محاسبه ويسكوزيته گازها از رابطه ذيل استفاده مي

)6-1(  μ 
 μ<.
T

T<

07 

  μ<:  T< گرانروي در دماي مرجع 

  n:  يك ثابت تجربي 

    مكانيك سيالات ماكروسكوپي و ميكروسكوپي. 4

7مكانيك سيالات ماكروسكوپي"مباحث و مسايل مربوط به مكانيك سيالات به دو قسمت 
مكانيك سيالات "و  "

8ميكروسكوپي
مورد بررسي قرار  شود. در مكانيك سيالات ماكروسكوپي، حركت سيال در مقياس بزرگتقسيم مي "

شود. در مقياس گيرد. ليكن در مكانيك سيالات ميكروسكوپي، در مقياس كوچك به آناليز حركت سيال پرداخته ميمي

  شود.بزرگ مربوط به حركت سيالات، به اموري مانند موازنه جرم، انرژي و مومنتوم حول يك سامانه بزرگ پرداخته مي

گيرد. طول لوله و جريان دارد، مورد توجه قرار مي Bنقطه  به  Aبه عنوان مثال، حركت سيال در يك لوله كه از نقطه 

باشد. در اين حالت مقدار افت فشار . از طرفي خواص سيال مانند گرانروي و دانسيته آن معين ميشده استقطر لوله داده 

توان افت ها ميد. با استفاده از معادله برنولي و ضريب اصطكاك در لولهباشدر لوله براي محاسبه قدرت پمپ لازم مي

فشار و در نتيجه قدرت پمپ را محاسبه نمود. بنابراين اين يك مساله مكانيك سيالات ماكروسكوپي است كه در صنعت 

  :به صورت شماتيك حركت سيال در لوله توصيف شده است 1-3باشد. در شكل داراي كاربرد وسيعي مي

                                                           
7 Macroscopic 
8 Microscopic 
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 Lو طول  Dاي به قطر با مشخصات فيزيكي مشخص در لوله ياي از مسايل مكانيك سيالات ماكروسكوپي: حركت سيالنمونه 1-3 شكل

)7-1( ΔP 
 f . L, D, ρ, µ, <V>0 

: سرعت متوسط  <V>: دانسيته سيال و ρ : گرانروي سيال، µ : طول لوله،  L : افت فشار در لوله،ΔP كه در اين جا 

  سيال در لوله است.

پردازد. در اين مباحث، مكانيك سيالات ميكروسكوپي به امور مربوط به مكانيسم حركت سيال در مقياس كوچك مي

دار است. به عنوان مثال حركت رژيم جريان مانند جريان آرام و يا جريان مغشوش (متلاطم) از اهميت خاصي برخور

شود هر دو در نظر بگيريد. همان گونه كه ملاحظه مي 1-4سيال را در دو لوله به صورت آرام و مغشوش مطابق شكل 

كه جريان آرام است انتقال حرارت در سيال داخل لوله به  "الف"لوله تحت شار حرارتي از بيرون قرار دارد. در شكل 

كه جريان مغشوش است انتقال حرارت در سيال خيلي سريع  "ب"شود. ليكن در لوله جام ميصورت تدريجي و آرام ان

  گيرد. بدين ترتيب همان گونه كه ملاحظه شد رژيم جريان در انتقال حرارت نقش بسزايي دارد.انجام مي

  

  

  

  نمونه اي از مسايل مكانيك ميكروسكوپيك: الف)رژيم جريان آرام در لوله  ب)رژيم جريان مغشوش در لوله 1-4شكل 

 جريان آرامالف) 

 جريان حرارت

 مغشوشب) جريان 

 جريان حرارت

L

D<V>, µ, ρ 

A B 
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نماييد. حركت ملاحظه مي 1-5در مثال ديگر حركت سيال را اطراف يك ذره كاتاليست در بستر ثابت مطابق شكل 

توصيف مي شود. همان گونه  "ب"و مغشوش مطابق شكل  "الف"سيال اطراف ذره كروي به صورت آرام مطابق شكل 

كه ملاحظه مي شود در جريان آرام، خطوط جريان چسبيده به سطح ذره در لايه مرزي زودتر از سطح جدا مي شود. در 

مرزي ديرتر از سطح كره جدا شده و گردابي در عقب كره به وجود مي آورد. كه جريان مغشوش است لايه  "ب"شكل 

اگر جريان حامل واكنشگر ها باشد مي توان نتيجه گرفت در حالت مغشوش واكنش ها بهتر انجام مي شود. چون فرصت 

  تماس سيال با سطح كاتاليست بيشتر مي شود. 

  

  رژيم جريان عبوري از ذرات كاتاليست كروي و نقطه جدايش خطوط جريان چسبيده به سطح ذرات: 1-5 شكل

  الف)جريان آرام ب)جريان مغشوش

از دو مثال مذكور مي توان نتيجه گرفت كه حركت ميكروسكوپي سيال در انتقال حرارت و جرم نقش موثري دارد. 

شود. كه مربوط به جزييات حركت سيال مي باشد، پرداخته مي بنابراين در مكانيك سيالات ميكروسكوپي به اموري

آموزش مكانيك سيالات ماكروسكوپي در چارچوب آموزشي دوره كارشناسي مهندسي و آموزش مكانيك  معمولاً

  باشد.سيالات ميكروسكوپي در دوره كارشناسي ارشد مي

مكانيك سيالات، حركت سيالات بسيار لزج (ويسكوز)، در فصول آينده به مسايل مكانيك سيالات مانند اصول بنيادي 

  .جريان پتانسيلي، جريان مرزي، جريان سيالات غيرنيوتني و جريان مغشوش پرداخته خواهد شد

   

 )99)))(الف (ب)
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  . خلاصه(جمع بندي)5

سيالات گاز و مايع از اهميت خاصي برخوردارند. از لحاظ اقتصادي و فني مناسب است كه مواد به شكل گاز و يا مايع 

تر از جامدات است. جامدات زماني كه تحت تاثير يك نيروي تبديل شوند به طوري كه عمليات با چنين سيالاتي مناسب

دهند. ليكن به علت ارتجاعي بودن مواد جامد مقدار انرژي يا نيروي وارده بر آنها ذخيره برشي قرار گيرند تغيير شكل مي

در حالي كه نيروي اعمال شده بر مايعات و يا گازها تلف شده و به  گردد.شده به طوري كه سياليت آنها متوقف مي

شود. در مكانيك سيالات ماكروسكوپي به اموري مانند موازنه جرم، انرژي و مومنتوم حول يك انرژي گرمايي تبديل مي

ركت سيال شود. اما در مكانيك سيالات ميكروسكوپي به اموري كه مربوط به جزييات حسامانه بزرگ پرداخته مي

شود و در آن رژيم جريان مانند جريان آرام و يا جريان مغشوش (متلاطم) از اهميت خاصي برخوردار است، پرداخته مي

  است.
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  سهاي پايان درپرسش. 6

 سياليت يك ماده به چه عواملي بستگي دارد؟ −

  ج: نيروي اعمال شده بر سيال و ويسكوزيته سيال

 بيان مي شود؟قانون ويسكوزيته نيوتن چگونه  −

  .باشدويسكوزيته سيال مي آن ضريب تناسب بوده وقانون، تنش برشي با سرعت برشي متناسب اين مطابق ج: 

 گرانروي سينماتيكي چيست ؟ −

  ج: نسبت ويسكوزيته سيال به دانسيته سيال 

 گرانروي مايعات و گازها در دماهاي مختلف با چه روابطي قابل بيان است؟ −

  ) بيان مي شود.1-6و ( )1-5ج: با روابط (

 هاي ماكروسكوپي با ديدگاه ميكروسكوپي در چيست؟در مكانيك سيالات، تفاوت ديدگاه −

  ج: در مقياسي كه حركت سيال مورد بررسي قرار مي گيرد. 

 در مكانيك سيالات قوانين پايستگي اساسي كدامند؟ −

 ج: پايستگي جرم، پايستگي مومنتوم و پايستگي انرژي

 سيال درون يك لوله تابع چه پارامترهايي است؟افت فشار يك  −

 ج: طول و قطر لوله، دانسيته و ويسكوزيته و سرعت سيال

 جريان مغشوش و جريان آرام در مكانيك سيالات چگونه و با چه معياري تعريف مي شوند؟ −

هاي خارجي گستره  ) تعريف مي شودكه براي جريان هاي داخلي و جريانReج: با استفاده از عدد بي بعد رينولدز (

 متفاوتي دارد. البته هريك از جريانهاي آرام و مغشوش ويژگي هاي منحصر به فرد خود را دارند.
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  اي بر آناليز برداري. مقدمه1

توان به سه نوع اسكالري ها را ميگيرد. اين كميتهاي فيزيكي مختلفي مورد استفاده قرار ميدر مكانيك سيالات كميت

-1پردازيم. مطابق شكل(مي 1فصل به دستگاه مختصات دكارتي(عددي)، برداري و تنسوري تقسيم بندي نمود. در اين

  توان در دستگاه دكارتي به سه صورت ذيل توصيف كرد:)، يك بردار مكاني را مي21

  

  

  

  

  

  

  : دستگاه مختصات دكارتي2-1شكل

)1-2(  r� � xe����� � ye
���� � ze�����    يا    r� � x
e
���� � x�e����� � x�e�����  

)2-2(  r� � �x
, x�, x�� � �x, y, z� 
  كه به صورت انديسي خواهيم داشت:

)3-2(  r� � x�       i=1,2,3 

  دستگاه مختصات 2. تبديل متعامد2


x( يا xyzتوان به صورت دستگاه مختصات دكارتي را ميx�x�:مطابق شكل ذيل توصيف كرد (  

 

  

                                                           
1Cartesian 
2Orthogonal Transformation 

z 

x 

y 
O 

�� 

x1 

x2 

x3 

ey 

ez 

ex 

x'
3 

 

x'
1 

x'
2 

 

x3 

x1 

x2 O 

(x1, x2, x3) یا (x'
1, x

'
2, x

'
3) �� 

α 
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'x) كه در اثر دوران حو ل مبدا مختصات جديد (x1, x2, x3: دستگاه مختصات كارتزين (2-2شكل
1, x

'
2, x

'
  دهد.) را مي3

به  x1x2x3شود، دستگاه مختصات در اثر چرخش از حالت ) ملاحظه مي2-2(شكلگونه كه در همان

'xحالت
1x

'
2x

'
چرخش دارد.  Oشود. به طوري كه همواره هر سه محور بر هم عمود بوده و فقط حول نقطهتبديل مي3

شود، پس از نمايش داده مي )x1,x2,x3(را در نظر بگيريم كه در دستگاه مختصات قديم به صورت  �rاگر بردار مكاني 

����′rش دستگاه مختصات، بردار مذكور در دستگاه مختصات جديد به صورت چرخ �x′
, x′�, x′��  نشان داده مي

  شود.

حال اين سؤال مطرح است كه چگونه مختصات جديد را از مختصات قديم به دست آوريم. قبل از پاسخ به اين سؤال 

كسينوس زاويه مابين محورهاي هاي كسينوسي را توضيح دهيم. جهت كسينوسي به صورت لازم است كه جهت

) ملاحظه كنيد، جهت كسينوسي به صورت ذيل 2-2را در شكل ( αشود. اگر زاويه مختصات جديد و قديم تعريف مي

  شود:محاسبه مي

)4-2(  l�� � cos α 
داده شده نشان  "l"باشد كه در انديس پايين نويس مي 3و محور قديم  2زاويه مابين محور جديد  αكه در اين جا زاويه 

  توان تعريف نمود:هاي كسينوسي را به صورت ذيل مياست. به طور كلي جهت

)5-2(  l�� � cosA     i=1,2,3 & j=1,2,3 

  باشد.مي jو قديم  iزاويه مابين دو محور جديد  Aكه 

  به صورت ذيل نشان داد: 3×3هاي كسينوسي را به صورت يك ماتريس توان جهتبنابراين مي
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)6-2(  l�� � �l

 l
� l
�l�
 l�� l��l�
 l�� l��� 

توان مختصات جديد باشد. حال چگونه ميجهت كسينوسي موجود مي 9به عبارتي در تبديل متعامد دستگاه دكارتي 

يك بردار را در دستگاه مختصات جديد از دستگاه مختصات قديم محاسبه نمود. اين عمل از طريق معادله زير به دست 

  آيد:مي

)7-2(  x�́ � !l��x��
�"
  

  شود:از رابطه ذيل محاسبه مي ́
xبه عنوان مثال مختصات 

)8-2(  x
́ � l

x
 � l
�x� � l
�x� 

هاي كسينوسي موجود باشد. حال به شوند، مشروط به اين كه جهتمشابه رابطه بالا محاسبه مي x�́و x�́و بقيه مختصات 

          پردازيم.هاي اسكالري و برداري ميكميت

  هاي اسكالر. كميت3

هايي شود. كميتشود كه در هر نقطه از فضا با مقدار عددي آن توصيف ميتابع اسكالر در فضا به تابعي گفته مييك 

باشند. يك ميدان اسكالري را به صورت ذيل مانند دما، فشار و ساير خواص ترموديناميكي از نوع كميت اسكالر مي

  دهيم:نمايش مي

)9-2(  m � m�x
, x�, x�� 
تواند هر كميتي اسكالر در فضا بر حسب مختصات مكاني باشد. اگر دستگاه مختصات تحت چرخش متعامد مي mكه 

  شود:در دستگاه جديد به صورت ذيل ارائه مي mقرار گيرد، مقدار كميت 

)10-2(  m′� m′�x′
x′�x′�� 
گردد كه در اثر چرخش در فضا در نظر گرفته شود، ملاحظه مي Tبه صورت ميدان دماي m به عنوان مثال اگر مقدار 

  توان نوشت:دستگاه مختصات، مقدار دما نبايد تغيير كند. پس مي
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)11-2(  T�x
, x�, x�� � T′�x′
, x′�, x′�� 

توان نتيجه گرفت كه كميت اسكالر كميتي است كه در اثر تبديل متعامد دستگاه مختصات مقدار آن تغيير بنابراين مي

  نمايد.نمي

  . كميت برداري4

داراي دو  ��vباشد. به عنوان مثال بردار سرعت  "جهت"و  "اندازه"كميت برداري كميتي است كه داراي دو مشخصه 

  شود:مشخصه اندازه و جهت بوده كه اندازه آن به صورت ذيل محاسبه مي

)12-2(  v�� � v�v
, v�, v�� 
)13-2(  |v��| � �v
� � v�� � v���
 �'  

  . ����aو شتاب  ����mv، مومنتم خطي ����Fهاي ديگر كميت برداري عبارت است از: نيرو مثال

شود. به عنوان مثال بر حسب بردارهاي واحد به صورت ذيل نشان داده هاي مختلف بيان ميكميت برداري به صورت

  شود:مي

)14-2(  v�� � v
e
���� � v�e����� � v�e����� 
  و نمايش انديسي آن عبارت است از:

)15-2(  v� =�v
, v�, v�� 
-باشد كه در هر نقطه در فضا داراي جهت خاصي ميميدان برداري، تابعي برداري از مختصات بردار مكاني در فضا مي

  هاي ذيل نمايش داده مي شود:باشد. به عنوان مثال ميدان برداري سرعت به صورت

)16-2(  v�� � v���r�� 
)17-2(  r� � r��x
, x�, x�� 
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xدر دستگاه مختصات دكارتي  ��aاگر ميدان برداري x�x�  موجود باشد، با تبديل متعامد دستگاه مختصات ميدان

از  ��áشود كه چگونه ميدان برداري جديد تبديل خواهد شد. حال اين سؤال مطرح مي ��áبرداري مذكور به ميدان برداري 

 آيد.دست مي به 	��aميدان برداري 

شود. هاي كسينوسي حاصل ميجهتهمان گونه كه قبلاً توضيح داده شد، تبديل متعامد دستگاه مختصات از طريق 

  شود:بنابراين ميدان برداري جديد از طريق ذيل محاسبه مي

)18-2(  a�′ � l��a� 
 )19-2(  a�′ � �a
́, a�́, a�́� 

  به عنوان مثال

)20-2(  a
́ � l

a
 � l
�a� � l
�a� 

  مشابه رابطه بالا قابل محاسبه اند. a�́و  a�́هاي به همين ترتيب مؤلفه

  3. جبر بردارها5

���Aاگر دو بردار  � �a
, a�, a��  وB��� � �b
, b�, b�� هاي داده شده باشند، خواص جبري بردارها به صورت

  شود:مختلف ذيل ارائه مي

 . جمع و تفريق بردارها1-5

  شود:حاصل جمع و تفريق بردارها، يك بردار مي

)21-2(  A��� - B��� � C�� 
 )22-2(  a� - b� � c�       i=1,2,3 
 . ضرب بردارها2-5

 4ضرب داخلي و يا اسكالر بردارها .1-2-5

                                                           
3Vector Algebra 
4Dot or Scalar Product 
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  شود:عبارت است از كميت اسكالري كه از طريق ذيل محاسبه مي ���Bو  ���Aحاصل ضرب اسكالر دو بردار 

)23-2(  A��� ∙ B��� � a�b� � a
b
 � a�b� � a�b� 

  توان به صورت ذيل محاسبه نمود:از طرفي ضرب داخلي دو بردار را مي

)24-2(  A��� ∙ B��� � |A||B| cos α 

  توان نتيجه گرفت كه :باشد. با توجه به اين رابطه ميدو بردار مي ، زاويه مابينαكه زاويه 

)25-2(  A��� ∙ B��� � B��� ∙ A��� 
  5. ضرب برداري يا ضربدري بردارها2-2-5

  آيد:حاصل ضرب برداري دو بردار ، كميتي برداري است كه از طريق دترمينان دو بردار به صورت ذيل به دست مي

)26-2(  A��� 0 B��� � 1e
���� e����� e�����a
 a� a�b
 b� b�1� �a�b� 2 a�b��e
���� 2 �a
b� 2 a�b
�e����� � �a
b� 2 a�b
�e����� 
  بايد توجه داشت كه قانون جابجايي ضرب برداري دو بردار عبارت است از:

)27-2(  A��� 0 B��� � 2�B��� 0 A���� 

  آيد:به صورت ذيل به دست مي���Bو  ���Aهمچنين ضرب برداري دو بردار 

)28-2(  A��� 0 B��� � 3A���33B���3n�� sin θ 

 باشد.بردار واحد عمود بر صفحه شامل دو بردار مذكور مي ��nكه 

 ضرب عدد اسكالر در يك بردار. 3-2-5

به صورت ذيل نوشته A در بردار  mحاصل ضرب اسكالر با يك بردار، كميتي اسكالر است. پس ضرب كميت اسكالر 

  مي شود:

                                                           
5Vector or Cross Product 
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)29-2(  mA��� � ma
e
���� � ma�e����� � ma�e����� 
  6. حساب بردارها3-5

اي برخوردار از اهميت ويژه باشد، به طوري كه پنج عمليات مهم در حساب بردارهاعمليات حساب بردارها متنوع مي

مشتق  -5، 11كرل -4، 10ديورژانس -3،  9گراديان -2، 8و لاپلاس 7اپراتور نابلا-1است. اين عمليات عبارت است از: 

 .12ماده

  شود:باشد، به شرح ذيل توضيح داده ميحساب بردارها كه به صورت متنوع شامل عمليات بالا مي

 . مشتق يك ميدان برداري1-3-5

  باشد كه از مشتق گيري مولفه هاي بردار به دست مي آيد.يك بردار، حاصلش يك بردار ميمشتق 

)30-2(  dA���du � ∂a�∂u e����� � ∂a
∂u e
���� � ∂a�∂u e����� � ∂a�∂u e����� 
 ١٣. اپراتور ديفرانسيل دل2-3-5

  شود:اين اپراتور كه كميتي برداري است، به صورت ذيل نشان داده مي

)31-2(  9� ∂∂x� e����� � ∂∂x
 e
���� � ∂∂x� e����� � ∂∂x� e����� 
  شود.، نابلا نيز گفته مي"9"به اپراتور 

 . گراديان يك كميت اسكالر3-3-5

  شود:گراديان يك كميت اسكالر، كميتي است برداري كه به صورت ذيل نشان داده مي

)32-2(  9ϕ � ∂ϕ∂x� e����� � ∂ϕ∂x
 e
���� � ∂ϕ∂x� e����� � ∂ϕ∂x� e����� 
ϕ، به صورتϕكه در اين جا ميدان اسكالري  � ϕ�x
, x�, x�� شود.ارائه مي  

                                                           
6Vector Calculus 
7Nabla 
8Laplace 
9Gradient 
10Divergence 
11Curl 
12Material Derivation 
13Del Operator 
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نمايد، درجه تنسوري به صورت گراديان روي يك كميت اسكالر عمل مي زماني كه 9بايد توجه داشت كه اپراتور 

  بيش تر به اين موضوع پرداخته خواهد شد. كميت اسكالر، به بردار ارتقا مي يابد. بعد از معرفي تنسور

 . ديورژانس يك ميدان برداري4-3-5

تواند به صورت ذيل آيد و ميدر آن بردار به دست مي ���9الر كه از ضرب داخلي ديورژانس يك بردار، كميتي است اسك

  بيان گردد:

)33-2(  divA��� � 9 ∙ A��� � ∂a�∂x� � ∂a
∂x
 � ∂a�∂x� � ∂a�∂x� 

  

  توان بيان كرد:ديورژانس را به صورت ماتريسي نيز مي

)34-2(  9 ∙ A��� � ; ∂∂x
 ∂∂x� ∂∂x�< =
a
a�a�> � ∂a
∂x
 � ∂a�∂x� � ∂a�∂x� 

  عبارت است از معيار چگونگي واگرا شدن يك ميدان برداري.مفهوم فيزيكي ديورژانس 

  . لاپلاسين يك كميت اسكالر5-3-5

لاپلاسين يك كميت اسكالر عبارت است از ديورژانس گراديان آن كميت به صورتي كه حاصل آن يك كميت 

  باشد.اسكالري مي

Fبه عنوان مثال اگر  � F�x
, x�, x��  شود:صورت زير نوشته مين به آيك كميت اسكالر باشد، لاپلاس  

)35-2(  9�F � 9 ∙ 9F � ∂∂x� ?∂F∂x�@ � ∂�F∂x
� � ∂�F∂x�� � ∂�F∂x�� 

  . كرل يك بردار6-3-5

كرل به معني چرخش است. به عبارتي كرل معياري است از چگونگي چرخش يك ميدان برداري. حاصل كرل يك 

 ���Bداده شود، كرل  ���Bآيد. اگر بردار و بردار مربوطه به دست مي "دل"بردار، يك بردار است كه از ضرب خارجي بردار 

  شود:صورت ذيل نوشته مي به
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)36-2(  
CurlB��� � 9��� 0 B��� � AA e
���� e����� e�����∂∂x
 ∂∂x� ∂∂x�b
 b� b� A

A
� ?∂b�∂x� 2 ∂b�∂x�@ e
���� 2 ?∂b�∂x
 2 ∂b
∂x�@ e����� � ?∂b�∂x
 2 ∂b
∂x�@ e����� 

  . انتگرال يك بردار7-3-5

���Aانتگرال يك ميدان برداري نسبت به يك متغير اسكالر، يك ميدان برداري است. اگر ميدان برداري  � A����u�  داده شده

  شود:باشد، انتگرال بردار مذكور به صورت ذيل نوشته مي

)37-2(  B A����u� du � CB a��u� duDE F e�DE         i=1,2,3 

  . انتگرال خطي يك بردار8-3-5

�rانتگرال خطي يك بردار در طول يك منحني كه داراي بردار مكاني  � r��x�� شود:باشد، به صورت ذيل بيان ميمي  

)38-2(  G A���HI
HJ ∙ dr����� � G A�K dx� 

)39-2(  dr����� � �dx, dy, dz� 

  باشد.يك منحني بسته مي Cكه 

 

  

  

  

  

 Cطول منحني : انتگرال خطي يك بردار در2-3شكل

C 

x 

y 

L��� M�� 
α 
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  در مكانيك سيالات 14. شار6

شار در مكانيك سيالات برداري است كه جهت و نرخ عبور يك كميت مقداري گذرنده از سطح مقطع يك سيستم يا 

نمايد. نحوه عبور يا انتقال اين كميت از طريق هدايت يا نفوذ بوده و مقدارش بر واحد سطح را مشخص مي15حجم كنترل

توان نام برد. مثال ديگر شار حجمي است كه عبور عنوان مثال شار جرم، شار مومنتم و شار انرژي را ميشود. به تعيين مي

NOPبعد آن سرعت است يعني  دهد ،به طوري كهحجم سيال را بر واحد سطح نشان مي Q⁄
OI S  كه معادل بعد سرعت يعني

�m s⁄   باشد.مي �

نظر بگيريد كه  )، حجم كنترلي را در2-4مثال مطابق شكل( نشان دهيم، به عنوان  S اگر شار برداري را به صورت كلي

تواند سرعت سيال يا دبي جرمي يا هر كميت ديگري باشد. مي Aكند. كميت عبور مي dsاز المان سطحي  Aكميت 

 از المان مذكور به صورت ���Aشار بردار  نشان داده شده است. ��n بردار واحد خروجي عمود بر المان به صورت

dS � A��� ∙ n��ds شود. در اين جا شار نشان داده ميS 3توان از طريق را ميA��� cosαds3  محاسبه نمود. آن گاه كل شار از

  شود.انتگرال سطحي روي حجم كنترل از رابطه ذيل محاسبه مي

)40-2(  U A��� ∙ ds����� �
V

W A��� ∙ n��ds
V

 

 

 

 

 

 

  

  كندعبور مي dsاز المان سطحي  Xشار: حجم كنترلي كه 2-4شكل

                                                           
14Flux 
15Control Volume 

Y��� L��� 

α 

S 

 )ds( مساحت

 حجم کنترل
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  16. نظريه ديورژانس گوس1-6

  دهد:به صورت ذيل نشان مي اين نظريه ارتباط مابين انتگرال حجمي و سطحي را از يك حجم كنترل

)41-2(  Z 9 ∙ A���dV � U A��� ∙ ds����� � U A��� ∙ n��ds
VV\

 

  ١٧. نظريه استوكس2-6

داراي سه مشخصه حجم، سطح و هر نوع منحني حجم كنترلي را كه در بخش قبل به آن اشاره شد، در نظر بگيريم،كه 

نمايد، در نظر در حجم كنترل عبور مي �����dsرا كه از المان  ���Aباشد. اگر فلاكس يا شار مي 18اي روي سطح (تراز)بسته

  برقرار خواهد بود: ���Aبگيريم، رابطه انتگرالي ذيل مابين شار برداري 

)42-2(  W A��� ∙ dr����� � U �9 0 A����
VK

∙ n��ds � U �9 0 A����
V

∙ ds����� 

است و  "انتگرال خطي"باشد. انتگرال اول در سمت چپ معادله بالا روي سطح حجم كنترل مي منحني بسته "C"كه 

  ها، سطحي خواهند بود.بقيه انتگرال

   

                                                           
16Divergence Theorem Of Gauss 
17Stokes Theorem 
18Contour 

24
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  . خلاصه (جمع بندي)7

كند. ميدان برداري، يك  يك كميت اسكالر كميتي است كه در اثر تبديل متعامد دستگاه مختصات مقدار آن تغيير نمي

باشد. حاصل جمع باشد كه در هر نقطه در فضا داراي جهت خاصي ميتابع برداري از مختصات بردار مكاني در فضا مي

شود. حاصل ضرب اسكالر با يك بردار، مقدارش اسكالر است. مشتق يك بردار، و تفريق بردارها، يك بردار مي

مولفه هاي بردار به دست مي آيد. ديورژانس يك بردار، كميتي است اسكالر كه از مشتق گيري  ي استحاصلش بردار

آيد. لاپلاسين يك كميت اسكالر عبارتست از ديورژانس و بردار داده شده بدست مي ���[كه از ضرب داخلي دو بردار 

متغير اسكالر، باشد. انتگرال يك ميدان برداري نسبت به يك گراديان آن كميت كه حاصل آن يك كميت اسكالري مي

يك ميدان برداري است. شار در مكانيك سيالات يك بردار است كه جهت و نرخ عبور يك كميت مقداري را كه از 

  نمايد. كند، مشخص ميسطح مقطع يك سيستم يا حجم كنترل شده عبور مي

    

25
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 . پرسش هاي پايان درس8

  نشان دهيد كه روابط زير براي بردارها برقرار است: -1

�̂��. �̀� � �̀�. �̂�� 
��̂��. �̀��a��� � �̂����̀�. a���� 

�̂��. b�̀� � 	a���c � ��̂��. �̀�� � ��̂��.a���� 
ج: با شروع از يك سمت معادله و نوشتن بردارها به فرم مولفه اي با اعمال روابط رياضي و جبري برداري، طـرف ديگـر   

  معادله حاصل مي شود.

به سمت پايين است در نظر  n)را در نظر بگيريد كه جهت آن با بردار يكه(واحد Sسطح يك صفحه اي را با مساحت  -2

) Wاز روي ايـن سـطح در حـال جريـان اسـت. سـرعت جرمـي جريـان (         vبا سرعت متوسـط   ρبگيريد. سيالي با دانسيته 

  گذرنده از اين سطح را بر اساس پارامترهاي مساله به دست آوريد.

 ج: از تعريف سرعت جريان جرمي استفاده شود و نيز از تعريف بردار سطح.

شود. نشـان  حركت مي كند و لزوما با نيروي وارده هم راستا نيست، وارد مي Vبر جسمي كه با سرعت  Fنيروي ثابت  -3

  W=(F.V)دهيد كه كار انجام شده روي جسم در واحد زمان عبارتست از: 

  .ج: از تعريف كار يعني نيرو ضرب در راستاي جابجايي استفاده شود

  نشان دهيد كه: -4

�d�̂�� 0 a���e. d�̀� 0 a���e� � ��̀�. a����f � `faf 
  ج: همانند مساله اول عمل شود.

  صحت رابطه زير را بررسي كنيد. -5

d]. ]�̀�e � ]�]. �̀�� 2 d] 0 �] 0 �̀��e 
  ج: همانند مساله اول عمل شود.

  بردارهاي زير را در نظر بگيريد.  -6
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















=
0

2

1

v
r   

















=
x3

0

1

w
r  

  محاسبه كنيد:

  (����v��.w)الف) ضرب اسكالر دو بردار

��v)ب) ضرب برداري دو بردار  0 w����)  

  ج: از تعريف ارائه شده براي ضرب اسكالر و ضرب داخلي در متن درس استفاده شود.

  :نوشته شده است) بنويسيد xديورژانس، كرل و گراديان ميدان برداري زير را (كه براي سرعت در جهت  -7

3

21
x

z

y

k2

1

z

y

k2

3
v 







−






=  

  گراديان كه در متن درس اشاره شده است، استفاده شود.ج: از تعريف ديورژانس، كرل و 

  اگر داشته باشيم : -8

u�� � 3y�e� 2 xe
 � 5e�                v�� � xe� � �y 2 z�e
                    a�� � 5x� 2 y � yz 
  مقادير زير را محاسبه كنيد.

 ��u.9و)             ��92aه)              ��9aد)             ��v×9ج)              ��u��×vب)             ��u��.vالف)

 ج: از تعريف روابط و جبر برداري ارائه شده در متن درس استفاده شود.
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  . مقدمه1

چنين در آن اند. همهاي فيزيكي به سه دسته اسكالر، برداري و تنسوري قابل تقسيمدر فصل قبل بيان شد كه كميت

هاي برداري معرفي شد و حساب و جبر بردارها به همراه مفاهيم مرتبط با بردارها كه در هاي اسكالر و كميتفصل،كميت

مكانيك سيالات بسيار مورد استفاده قرار مي گيرند، معرفي و تشريح گرديد. در اين فصل قصد داريم ضمن بيان جبر و 

 زيم. حساب تنسورها به معرفي مفاهيم تنسوري مورد استفاده در مكانيك سيالات بپردا

  . تنسور كارتزين يا دكارتي2

هاي دو بردار ضرب از مؤلفهجفت حاصل 9هر كدام با سه مؤلفه،  ���Bو  ���Aهمان گونه كه قبلا اشاره شد، از ضرب دو بردار 

 شود كه سه جفت آن از ضرب داخلي دو بردار و شش جفت آن از ضرب خارجي دو بردار حاصل مي شود:حاصل مي

A��� ∙ B���: 			a	b	, a�b�, a
b
 )سه جفت(

A��� � B���: 				a	b�, a	b
, a�b	, a�b	, a�b
, a
b�(شش جفت) 

شود كه در ادامه بيان ضرب مذكور ميبا اين حال، نوع ديگري از ضرب دو بردار وجود دارد كه منجر به نه زوج حاصل

  شود.مي

  . تعريف تنسور1-2

ب داياديك دو بردار نوع سومي از آيد. ضردو بردار به وجود مي1تنسور كارتزين يا دكارتي از حاصل ضرب داياديك

  شود:باشد كه به صورت ذيل نوشته ميمي ���Bو  ���Aحاصل ضرب دو بردار 

)1-3(  A���B��� � �a	e	���� � a�e����� � a
e
������b	e	���� � b�e����� � b
e
����� 

شود كه جفت بردارهاي واحد در دستگاه نوشته مي 2در اين جا حاصل ضرب داياديك دو بردار به صورت يك آرايه

  داده نشده است:دكارتي در اين آرايه نشان 

                                                           
1 Dyadic 
2 Array 
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)2-3(  A���B��� � �a	b	 a	b� a	b
a�b	 a�b� a�b
a
b	 a
b� a
b
� 

�a�bحال اگر فرض نماييم كه  � cشود:، پس آرايه مذكور به صورت ذيل نمايش داده مي��  

)3-3(  C � C�� � �c		 c	� c	
c�	 c�� c�
c
	 c
� c

� 

  شود.، تنسور كارتزين (دكارتي) درجه دوم ناميده مي��cكه اين آرايه يا ماتريس ، 

را در دستگاه  ���Bو  ���Aتوان توضيح داد. اگر دو بردار از طرفي تنسور دكارتي درجه دوم را به شكل ديگري نيز مي

نشان داده شوند، در اثر تبديل متعامد دستگاه  �Bو  �Aمختصات دكارتي ملاحظه كنيم كه به صورت انديسي به شكل 

شوند. در اين حالت روابط مختصات جديد نمايش داده مي در دستگاه ��Bو  ��Aمختصات، دو بردار مذكور به صورت 

  ذيل مابين بردارهاي مذكور در دو دستگاه برقرار خواهد بود:

)4-3(  A�� � ���A�      ;      ��� :		A��� هاي كسينوسي بردارجهت  

)5-3(  B�� � � !B�       ;      � !:		Bبردار���	كسينوسي	 هايجهت  

  خواهيم داشت: ���Bو  ���Aحال با ضرب داياديك دو بردار 

)6-3(  A�� B�� � ���� !A�B� 
��Cاگر فرض كنيم   � A�B�  وC��� � A�� B�  توان نوشت:، پس مي�

)7-3(  C��� � ���� !C�� 
Cكه  � C�� هاي نمايد. در بخشباشد كه در اثر تبديل متعامد از رابطه بالا پيروي مييك تنسور دكارتي درجه دوم مي

بعدي توضيح داده خواهد شد كه تنسور تنش در معادله حركت سيالات از ضرب داياديك بردار نيرو و بردار عمود بر 

  شود. سطح حاصل مي
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توان سه كميت اسكالري، برداري و تنسوري را به صورت ذيل خلاصه نمود كه كميتهاي اسكالري، برداري در نهايت مي

سوري درجه صفر، درجه يك و درجه دو مي باشند. در ادامه به خواص تنسورها پرداخته و تنسوري به ترتيب كميتهاي تن

  شود.مي

  يك تنسور درجه دوم 3. ترانهاده2-2

  شود.اگر جاي ستون يك تنسور با سطر متناظر آن جابجا شود، تنسور جديد ترانهاده تنسور اول ناميده مي

  نوشته مي شود:به صورت ذيل  "Cبه عنوان مثال ترانهاده تنسور 

)8-3(  C":		C��" � C�� 
)9-3(  C��" � �C			 C�	 C
	C	� C�� C
�C	
 C�
 C

� 

  ٤. تنسور متقارن3-2

  اگر ترانهاده يك تنسور با خودش برابر باشد به آن تنسور متقارن گويند كه در مثال بالا خواهيم داشت:

)10-3(  C" � C				يا		C�� � C�� 
 5. تنسور نامتقارن4-2 

"Cبه تنسوري گفته مي شود كه ترانهاده آن برابر منفي آن تنسور باشد:  � #C						يا								C�� � #C��  

  ٦. تنسور واحد5-2

اگر مولفه هاي قطري يك تنسور برابر يك بوده و بقيه مولفه هاي آن صفر باشد به آن تنسور واحد گفته مي شود. تنسور 

  واحد به شكل هاي مختلف نشان داده مي شود:

)11-3(  I � �1	 0 00 1 00 0 1� 

                                                           
3 Transpose 
4
 Symmetric 

5
 Asymmetric 

6
 Unit 
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)12-3(  

 	يا
δ�� � (1				i � j0			i + j  

 ناميده مي شود. 7، كرونكر دلتا δijكه 

  ٨. تنسور ايزوتروپيك6-2

  حاصل ضرب يك كميت اسكالر و تنسور واحد را تنسور ايزوتروپيك گويند.

)13-3(  mI � �m	 0 00 m 00 0 m� 

)14-3(  m � m�x, y, z�	اسكالر�� 
 مايعات يا گازها يك تنسور ايزوتروپيك مي باشد.به عنوان مثال تنسور فشار 

  9. حساب تنسورها3

  . جمع تنسورها1-3

  يك تنسور مي باشد. Bو  Aحاصل جمع دو تنسور 

)15-3(  A �	B � C 

)16-3(  A�� � B�� � C�� 
 . ضرب يك بردار در يك تنسور2-3

در نظر  Bرا در تنسور  ��aحاصل ضرب يك بردار در يك تنسور ، يك بردار مي باشد. به عنوان مثال اگر ضرب بردار 

  بگيريم:

)17-3(  a	���. B � C�� 
)18-3(  a�B�� � C� 

                                                           
7
 Kroneker Delta 

8
 Isotropic 

9
 Tensor Calculus 
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  كه مولفه هاي بردار حاصل به صورت ذيل به دست مي آيند:

)19-3(  C	 � a	B		 � a	B	� � a	B	
 

)20-3(  C� � a�B�	 � a�B�� � a�B�
 

)21-3(  C
 � a
B
	 � a
B
� � a
B

 

  هم چنين حاصل ضرب يك تنسور در يك بردار نيز يك بردار است:

)22-3(  B. a�� � D��� 
)23-3(  B��a� � D� 
  . حاصل ضرب دو تنسور3-3

يا ضرب دو نقطه اي  10به دو صورت تعريف شده است كه يك نوع آن به ضرب اسكالري τو  σضرب دو تنسور 

 يا يك نقطه اي، كه در ادامه توضيح داده خواهد شد. 11معروف است و ديگري به ضرب تنسوري

  . ضرب اسكالري يا دو نقطه اي1-3-3

  داده شود، ضرب اسكالري اين دو تنسور به صورت ذيل است: τو   σاگر دو تنسور 

)24-3(  σ ∶ 	 τ �55σ��τ����  

اسكالر مي باشد. به عنوان مثال اگر تنسوري نرخ كرنش را براي يك جريان برشي كه حاصل چنين ضربي يك كميت 

  ساده به صورت ذيل تعريف نماييم:

)67-3(  ∆� �0	 γ8 0γ8 0 00 0 0� 

  حاصل ضرب اسكالري تنسور مذكور در خودش به صورت ذيل به دست مي آيد:

)25-3(  9∆	∶ 	 ∆: �55∆��∆��		� 2

�



� γ8� 

                                                           
10
 Scalar Product 

11
 Tensor Product 
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 تنسور. ضرب تنسوري يا نقطه اي دو 2-3-3

  آيد:، يك تنسور به صورت زير به دست مي τو  σاز ضرب تنسوري دو تنسور 

)26-3(  σ	. τ � Ω 

)27-3(  Ω�� � σ��τ�� 
  آيد:به صورت ذيل به دست مي Ω11را اختيار مي كند. به عنوان مثال مولفه  3و  2  ،1كه هر كدام از انديس ها مقادير 

)28-3(  Ω		 � σ	�τ�	 � σ		τ		 � σ	�τ�	 � σ	
τ
	 

  به صورت كامل به شكل ذيل نوشته مي شود حاصل ضرب دو تنسور كه

)29-3(  �σ			 σ�	 σ
	σ	� σ�� σ
�σ	
 σ�
 σ

� . �
τ			 τ�	 τ
	τ	� τ�� τ
�τ	
 τ�
 τ

� � �Ω			 Ω�	 Ω
	Ω	� Ω�� Ω
�Ω	
 Ω�
 Ω

� 

  . مقدار اسكالر يك تنسور4-3

همان گونه كه مقدار يا اندازه يك بردار از جذر حاصل ضرب اسكالر آن بردار در خودش به دست مي آيد، مقدار يك 

 τخودش مطابق رابطه زير به دست مي آيد. به عنوان مثال مقدار تنسور  ترانهادهتنسور نيز از ضرب اسكالر تنسور در 

  عبارتست از:

)30-3(  =τ= � >12 9τ: τ": � ?12@55τ���	

�



� A 

  از رابطه ذيل محاسبه مي شود: ∆براي مثال مقدار تنسور 

)31-3(  =Δ= � >12 9Δ: Δ": � >12 �2	γ8�� � γ8  
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  12. نامتغيرهاي يك تنسور4

همان گونه كه براي يك بردار ، مقدار عددي آن از ريشه ضرب داخلي بردار در خودش به دست مي آيد كه به آن 

-نشان داده مي IIIو  I ،IIعددي وجود دارد كه به صورت  "نامتغير"براي تنسورها نيز سه  نامتغير آن بردار مي گويند. 

  عبارتست از:  ، σشود. براي مثال نامتغيرهاي تنسور 

)32-3(  I � tr	σ � σ		 �	σ�� �	σ

 

)33-3(  II � trσ� �55σ��σ��

�



�  

)34-3(  III � 	trσ
 � det	�σ� � Fσ			 σ�	 σ
	σ	� σ�� σ
�σ	
 σ�
 σ

F 
 13اثر "به صورت  " tr "نامتغير يك بردار يا نامتغيرهاي عددي يك تنسور مستقل از دستگاه مختصات مي باشند. علامت 

  باشد.هاي قطري آن تنسور مييك تنسور جمع مولفهشود. به عبارتي اثر يك تنسور تعريف مي "

  . خلاصه (جمع بندي)5

حاصـل جمـع و نيـز حاصـل تفريـق دو      آيـد.  دو بردار به وجود مـي  داياديكتنسور كارتزين يا دكارتي از حاصل ضرب 

و نقطه اي از ضرب دشود. باشد. از ضرب يك بردار در يك تنسور ، يك بردار حاصل مي، يك تنسور مي Bو  Aتنسور 

دو تنسور، يك كميت اسكالر حاصل مي شود. از ضرب تك نقطه اي دو تنسور يك بردار حاصل مي شود. انـدازه يـك   

آيـد. نامتغيرهـاي عـددي يـك تنسـور مسـتقل از دسـتگاه        خودش به دست مـي  ترانهادهتنسور از ضرب اسكالر تنسور در 

  مختصات مي باشد.

   

                                                           
12
 Invariant 

13
 trace 
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 هاي پايان درس. پرسش6

  0=(β:α)  يك تنسور نامتقارن باشد، نشان دهيد كه βيك تنسور متقارن و  αاگر  -1

  اي دو تنسور كه در متن ذكر شد، استفاده شود.ج: از تعريف تنسورهاي متقارن و نامتقارن و نيز ضرب دو نقطه

  صحت روابط زير را بررسي كنيد. -2

Gsδ: Iv��K � s�I. v��� Gu��v��: τK � Mu��. 9v��. τ:N 

  نيزمولفه هاي برداري و تنسوري، از يك سمت معادله به سمت ديگر برسيد.ج: با استفاده از جبر تنسورها، و 

  گاه خواهيم داشت:يك تنسور متقارن باشد آن τنشان دهيدكه اگر  -3

9τ: Iv��: � 9I. Gτ. v��K: # 9v��. GI. τK: 
  ج: همانند مساله قبلي عمل شود و نيز از مفهوم تنسور متقارن كه در متن درس بيان شد، استفاده شود.

  با مولفه هاي ذيل را داريم. v  ونيز بردار τاجزاي يك تنسور متقارن -4

( )235v −=r  
















−

−
=τ

−
411

122

123
 

  حال مقادير زير را به دست آورديد: 

  ]τ:τ[ج)                                          ]��τ.v[ب)                             ]v��.τ[الف) 

  مفاهيم جبر و حساب تنسوري كه در متن شرح داده شد، استفاده شود.ج: از 

  حاصل از بردارهاي زير را به دست آوريد.  (����W	���V)ضرب تنسوري دو بردار  -5

















=
0

2

1

v
r   

















=
x3

0

1

w
r  

 ج: همانند مساله قبل عمل شود.

  برقرار است. Bو  Aبراي هر دو تنسور دلخواه  ) T)B.A  (= )TA.TBنشان دهيد كه رابطه  -6
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.ج: همانند مساله دوم عمل شود
  

  متقارن باشند، چه رابطه اي بين  برقرا است.B و Aهرگاه دو تنسور  -7

ج: با استفاده از تعريف تنسور متقارن، و نيز با كمك مولفه هاي تنسوري، ضرب نقطه اي دو تنسور را انجام داده و آن 

  گاه مي توان به رابطه بين دو ترم اوليه پي برد. 
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  . مقدمه1

هاي يك ماده يعني سيال و جامد در فصل اول اهميت مكانيك سيالات مورد بررسي قرار گرفت و تفاوت بين حالت

كنند و كه جامدات زماني كه تحت نيرو يا تنش برشي قرار مي گيرند، مقاومت ميتوضيح داده شد و توضيح داده شد 

توانند مقامت ها به صورت خمش يا تغيير شكل استاتيكي است. ليكن مايعات در مقابل تنش برشي نميتغيير شكل آن

ل به مفهوم مكانيك سيالات ها برداشته شود. حاكنند بلكه دائما تغيير شكل داده تا زماني كه نيروي برشي از روي آن

  پردازيم.مي 1پيوسته يا سيالات پيوسته

نامند و به روش دوم مكانيكدر توصيف حركت سيال دو روش وجود دارد، يك روش را مكانيك سيالات پيوسته مي

عدد نودسن  شود. در شرايطي كهگردد. معيار استفاده از مكانيك سيالات پيوسته با عدد نودسن بيان ميآماري اطلاق مي

توان از مكانيك پيوسته استفاده كرد. از مكانيك آماري براي تر باشد در اين حالت نميبيش 1/0براي يك سيال از مقدار 

  شود.محاسبه ويسكوزيته، ضريب هدايت حرارتي و ضرايب انتقال جرم گازهاي سبك استفاده مي

ال تراكم پذير گويند ليكن سيالي كه دانسيته آن ثابت بوده و سيالي كه دانسيته آن نسبت به زمان تغيير نمايد به آن سي

مستقل از زمان و دما باشد به آن سيال غير تراكمي گويند. مرز بين تراكم پذيري و تراكم ناپذيري با عدد ماخ به عنوان 

  تراكم پذيري سيال قابل اغماض است.  Ma ≥ 3/0شود. در شرايطي كه معيار مطرح مي

شود. سينماتيمك ت يافتن ميدان سرعت به عنوان اولين پارامتر براي توصيف حركت سيال محسوب ميدر مكانيك سيالا

پردازد. الگوهاي توصيف باشد، ميسيالات به توصيف حركت سيال بدون در نظر گرفتن منشا حركت كه معمولا نيرو مي

  شود.خطوط سينماتيك گفته ميشود كه به اين خطوط، اي از خطوط تعيين ميحركت سيال از طريق مجموعه

 

 

 

  

                                                           
1 Continuum Fluid 

43



 4

  . سيال پيوسته2

. در  3آماريو مكانيك 2در توصيف حركت سيال دو روش ارائه شده است كه عبارتند از: مكانيك سيالات پيوسته

حالت ها و رفتارش بر حسب متغيرهاي  اي همگن توصيف شده است كهمكانيك سيالات پيوسته سيال به صورت ماده

شود. به عبارتي ديگر سيال از يك ماده و يا يك محيط پيوسته مانند سرعت، دانسيته و ... توصيف ميميداني پيوسته 

اي سيال مورد هاي تشكيل دهنده مد نظر نيست بلكه حركت پيوسته و تودهتشكيل شده است كه در آن حركت مولكول

دارند به طوري كه تغييرات متغيرهاي ميداني  باشد. در هر نقطه از توده سيال متغيرهاي ميداني مقدار مشخصيتوجه مي

برخي از متغيرهاي ميداني در مكانيك سيالات پيوسته به صورت هاي ذيل نشان داده مي  باشد.پيوسته و به تدريج مي

  شوند:

,v��=v���x  بردار سرعت y, z, t
  

,ρ=ρ�x  دانسيته y, z, t
  

,P=P�x  فشار ديناميكي y, z, t
  

باشد، از حساب ديفرانسيل براي تغييرات در خواص متغيرهاي ميداني تدريجي ميپس در مكانيك سيالات پيوسته كه 

  آناليز حركت سيال استفاده مي شود.

گيرند ؟ در پاسخ سؤالي كه ممكن است مطرح شود اين است كه آيا گازها به عنوان محيط پيوسته مورد بررسي قرار مي

گاز  4مود. يكي از پارامترهاي مهم در حركت گازها، مسير پويش آزادبه اين سوال بايد به حالت يا فشار سيال گاز توجه ن

است. در فشارهاي زير اتمسفريك، كه فشار گاز خيلي پايين است، مسير پويش آزاد گاز از اندازه سيستم چندين برابر 

  بزرگتر است به طوري كه مكانيك سيالات پيوسته قابل استفاده نيست.

                                                           
2 Continuum Mechanics 
3 Statistical Mechanics 
4 Mean Free Path 
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جواب  5بين مكانيك سيالات پيوسته و مكانيك آماري چيست؟ اين سوال توسط نودسنسوال بعدي اين است كه مرز 

  شود:شود كه به صورت ذيل تعريف ميداده شده است. معيار استفاده از مكانيك سيالات پيوسته با عدد نودسن بيان مي

)1-4(  K� � 	متوسط	پويش		آزاد	مولكول	ها
 	بعد	مشخصه	جريان	يا	اندازه	سيستم

  به طور كلي سه حالت ممكن است وجود داشته باشد: 

Kn < 01/0 مكانيك سيالات پيوسته  

Kn > 1/0 مكانيك آماري  

Kn < 1/0 > 01/0 روش مركب و خاص  

توان از متناسب است به طوري كه با اطمينان مي T/Pها براي گازهاي ايده آل با نسبت متوسط پويش آزاد مولكول

  براي توصيف حركت سيال استفاده نمود.مكانيك سيالات پيوسته 

  . مكانيك آماري3

توان از مكانيك پيوسته استفاده تر باشد در اين حالت نميبيش 1/0در شرايطي كه عدد نودسن براي يك سيال از مقدار 

چنين  باشد. همها زياد بوده به طوري كه دانسيته سيال پيوسته نميكرد. در اين حالت به علت فشار كم، فاصله بين مولكول

باشد. در  تر مورد توجه ميهاي سيال بيشاي كه حركت مولكولاي نيست به گونهحالت سيال به صورت پيوسته و توده

شود كه ماده متحرك يا سيال از تعدادي مولكول تشكيل شده است و حركت سيال از قوانين مكانيك آماري فرض مي

كند. در اين روش از تركيب قوانين ديناميك نيوتني و تئوري يديناميك يعني مكانيك حركت نيوتني پيروي م

شود. مكانيك براي به دست آوردن سرعت متوسط سيال و تغيير ساير خواص مانند دانسيته و غيره استفاده مي 6احتمالات

  باشد.آماري روش بسيار مفيدي براي توصيف حركت سيالات گازي سبك و تك اتمي مي

                                                           
5 Knudsen 
6 Probability Theory 
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-محاسبه ويسكوزيته، ضريب هدايت حرارتي و ضريب انتقال جرم گازهاي سبك استفاده مي از مكانيك آماري براي

شود. روش مكانيك آماري براي گازهاي چند اتمي و مايعات به خوبي توسعه نيافته است لذا هنوز براي اين دسته از 

حت شرايط خاص ممكن است باشد. بايد توجه داشت كه در مايعات نيز ت سيالات مكانيك آماري قابل استفاده نمي

  مكانيك سيالات پيوسته جوابگو نباشد.

  7. تراكم پذيري4

تراكم پذيري در سيالات به معني تغيير در دانسيته سيال نسبت به زمان است. سيالي كه دانسيته آن نسبت به زمان تغيير 

ليكن سيالي كه دانسيته آن ثابت بوده و مستقل از زمان و دما باشد به آن سيال غير  .نمايد به آن سيال تراكم پذير گويند

آيد. تغييرات فشار باعث تغيير در ) تغيير دما به وجود مي2) تغيير فشار و 1گويند. پس تراكم پذيري در اثر  8تراكمي

  توان نوشت كه:گردد. به عبارتي مييشود در حالي كه تغييرات در سرعت باعث تغييرات در فشار مدانسيته سيال مي

   

باشد ولي ارتباط بين فشار و دانسيته در حوزه ترموديناميك ارتباط بين سرعت و فشار در حوزه ديناميك حركت مي

زمان معادلات حركت ديناميكي و حل همباشد. بنابراين توصيف حركت سيالات غير تراكمي از (معادله حالت) مي

  آيد.معادلات حالت ترموديناميكي به دست مي

شود. در اكنون سوالي كه مطرح است اين است كه مرز بين تراكم پذيري و تراكم ناپذيري چيست و چگونه تعيين مي

  شود كه تعريف آن به صورت ذيل است:به عنوان معيار مطرح مي 9جا عدد ماخ اين

)2-4(  Ma � vc 

  v ∶  سرعت	مشخصه	سيال

c ∶  سرعت	صوت	در	سيال

                                                           
7 Compressibility 
8 Incompressible 
9 Mach Number 

 در دانسيته تغيير در فشار تغيير در سرعت تغيير

46



 7

تراكم پذيري سيال قابل اغماض است به طوري كه در اين حالت دانسيته سيال ثابت فرض  Ma ≥ 3/0در شرايطي كه 

  شود.شده و فقط از معادلات ديناميك حركت نيوتني يا غير نيوتني براي توصيف حركت سيال استفاده مي

  يا الگوهاي حركت سيال 10. سينماتيك5

بپردازيم. در مكانيك سيالات يافتن  11قبل از توصيف الگوهاي حركت سيال لازم است كه ابتدا به توضيح ميدان سرعت

شود. تغييرات فشار در حركت سيال از ميدان سرعت به عنوان اولين پارامتر براي توصيف حركت سيال محسوب مي

آيد. در حقيقت سرعت يك تابع ميدان برداري از حركت سيال به دست مي محاسبه تغييرات ميدان سرعت در بستر

  شود:باشد به طوري كه داراي سه مولفه بوده و به صورت زير توصيف ميمختصات مكان و زمان مي

)3-4(  v���x, y, z, t
 � u�x, y, z, t
e����� � v�x, y, z, t
e����� � w�x, y, z, t
e����� 
  هستند. vzو  vx ،vyمولفه هاي برداري سرعت يعني  wو  u ،vكه در اين جا 

پردازيم. مكانيك سيالات موضوعي شديداً تصويري است. سينماتيك به حال به توصيف الگوهاي حركت سيال مي

پردازد. در سينماتيك به چگونگي باشد، ميتوصيف حركت سيال بدون در نظر گرفتن منشا حركت كه معمولا نيرو مي

به عنوان مثال، حركت آب در يك رودخانه را در نظر بگيريد. آب شود. تصويربرداري از نحوه حركت سيال پرداخته مي

توان تغييرات كند . حال سوالي كه وجود دارد اين است كه چگونه ميهاي نسبتا مسطح عبور ميها و زميناز مسير دره

از طريق مسير آب و نيز تغييرات سرعت آب در فواصل مشخص را تعيين كرد. بنابراين الگوهاي توصيف حركت سيال 

، خط 12شود كه عبارتند از: خط جريانشود. به اين خطوط، خطوط سينماتيك گفته مياي از خطوط تعيين ميمجموعه

  پردازيم.. حال به توصيف هر يك از اين خطوط سينماتيكي مي15و خط زمان14، خط سري ذرات13مسير

                                                           
10 Kinematic 
11Velocity Field 
12 Streamline 
13 Pathline 
14 Streakline 
15 Timeline 
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  . خط جريان1-5 ١.١

باشد. به عبارتي خط بردار سرعت در آن نقطه مماس مي خط جريان خطي در فضا است كه در هر نقطه و هر لحظه به

اي از چند تواند آن را قطع نمايد. نمونهجريان يك خط موهومي و غير واقعي است كه هيچ وقت خط جريان ديگري نمي

  ) نشان داده شده است.4-1خط جريان در فضا، در شكل (

  

  

  

  

  جريان فرضي: خطوط 4-1شكل 

  ).4-2توانيد خطوط جريان را مانند سيال پايدار در اطراف يك كره توپر مشاهده نماييد (شكل در مثال ديگري مي

  

  

  

  

  

  

  : خطوط جريان اطراف كره توپر4-2شكل 

  معروفند.  16چند خط جرياني كه يك منحني بسته را شكل مي دهند به لوله جريان

                                                           
16 Stream Tube 

v�� 
v�� v�� 

v�� 

v�� 

v�� 

v�� 
v�� v�� 

v�� v�� v�� 
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توان خط هاي ميدان بردار سرعت داده شود، چگونه ميشود اين است كه اگر مولفهكه در اين جا مطرح مي سؤالي

)، اگر بردار سرعت در يك نقطه به صورت دو بعدي معين شود، آن گاه خط 4-3جريان را به دست آورد. مطابق شكل (

  بر بردار سرعت مماس مي شود. Aدر نقطه  y=f(x)جريان 

  

  

  

  

 x-y: منحني خط جريان در صفحه 4-3شكل 

��vاز طرفي اگر بردار سرعت در صفحه به صورت  � �v�	, v�	
اي بردار مماس گاه ضريب زاويهنشان داده شود آن 

  شود:به صورت ذيل نوشته مي

)4-4(  dydx � tan�α
 � v�v� 

  هاي معادله بالا خواهيم داشت:با جابجايي عبارت

)5-4(  dxv� �
dyv�  

آيد. عموماً در فضاي سه بعدي با به دست مي f(x,y) = 0) معادله خط جريان به صورت 4-5با انتگرالگيري از معادله (

  هاي سرعت مي توان منحني خط جريان را از رابطه ذيل به دست آورد:داشتن مولفه

)6-4(  dxv� �
dyv� �

dzv! 
  هاي سرعت در يك جريان دو بعدي به صورت ذيل داده شود:مثال اگر مولفه به عنوان

)7-4(  v� � "Ky	 
v� � Kx 

  آيد:) تابع جريان به صورت ذيل به دست مي4-5با استفاده از معادله (

y 

x 

v����� 

v����� A 

y=f(x) V��� 
α 
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)8-4(  dx"Ky � dyKx 										 ∴ 							y � Cx		 
، ثابت انتگراسيون C باشد. جريان براي مثال مذكور مي) معادله منحني هذلولي است كه به عنوان تابع 4-8كه معادله (

  ) تابع جريان مثال مذكور را نشان مي دهد.4-4تواند مثبت يا منفي باشد. شكل (است كه مي

  

  

  

  

  

  : منحني جريان براي سيال سكوني4-4شكل 

 xدهد . با توجه به شكل جريان سكوني براي بالاي محور را نشان مي 17سكوني در مثال مذكور تابع جريان، يك جريان

  يا پايين آن صادق است.

  . خط مسير2-5 ١.٢

خط مسير مكان هندسي تمام نقاطي است كه يك ذره خاص در يك بازه زماني معين از آن نقاط عبور كرده است. 

دهد. به عبارتي ديگر خط مسير يك خط واقعي نشان مي t = t2-t1∆بنابراين خط مسير حركت يك ذره را در بازه زماني 

هاي سرعت ذره را بر حسب مختصات است كه بستگي به نوع ذره داشته و به سرعت محلي ذره بستگي دارد. اگر مولفه

  آيد:ذره داشته باشيم خط مسير از رابطه ذيل به دست مي

)9-4(  dx&dt � v&�x�, x�, x�, t
 
باشد. با انتگرالگيري از معادله بالا معادلات پارامتري خط مسير به شكل زير مي t) مختصات ذره در زمان x1 ,x2 ,x3كه (

  آيد:به دست مي

                                                           
17 Stagnation Flow 

O 

C>0 

C>0 

C<0 

C<0 
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)10-4(  
x � x�t
 

y � y�t
 

z � z�t
 

  توان منحني خط مسير را به دست آورد.مي  tبا حذف پارامتر 

  

  

  

  

  

  ذره در يك جريان دو بعدي: خط مسير براي يك 4-5شكل 

  . خط سري ذرات3-5 ١.٣

اند. به عبور كرده t0كه قبلا از يك نقطه معين در زمان  tخط سري عبارتست از مكان هندسي تمام ذرات در زمان 

عبارتي ديگر خط سري عبارتست از خط موقت اتصالي بين كليه ذرات كه در بستر سيال قبلا از نقطه معيني عبور 

  اند. كرده

حقيقت خط سري يك منحني طي شده به عنوان مثال دود يك سيگار است كه به طور پيوسته از دهان ثابت فرد در 

شود. يا خطي است كه توسط يك تزريق كننده رنگ به داخل سيالي مانند آب پيوسته تزريق سيگاري به هوا رها مي

 گردد. منحني مسير رنگ در بستر حركت سيال را خط سري گويند. مي

 

 

 

 

  

y 

x 

A 
t1 t2 
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  : خطوط مسير هر ذره (خطوط رنگي) و خطوط سري ذرات (خطوط خط چين)4-6شكل  

دهد. همان ) خطوط مسير و خطوط سري را براي حركت ذرات سيال در يك بستر جريان دو بعدي نشان مي4-6شكل (

اند. هر ذره در يك مسير عبور كرده t) در زمان x0,y0(گونه كه در شكل نشان داده شده است، تمام ذرات از نقطه 

براي تمامي ذرات نشان  t2و  t1هاي چنين خطوط سري نيز در زماننشان داده شده است. هم t2و  t1هاي خاص در زمان

ليكن شوند. داده شده است. بايد توجه داشت كه سه خط جريان، مسير و سري براي سيالات ناپايدار از هم تفكيك مي

باشد، هر سه خط بر يكديگر منطبق خواهند شد. در مكانيك سيالات به خصوص در حالات پايدار،  18اگر سيال پايدار

  اي براي توصيف حركت سيال برخوردارند.خطوط جريان از اهميت ويژه

  

١.
  . خط زمان4-5 

يك منحني مي دهند. به اين مجموعه اي از ذرات در يك لحظه يا در يك زمان داده شده در فضا تشكيل يك خط يا 

منحني، خط زمان اطلاق مي گردد. حال با يك مثال، چگونگي به دست آوردن معادلات خط هاي جريان و مسير براي 

  هاي يك سيال به صورت ذيل داده شده است:سيالات ناپايدار مي پردازيم. مولفه

)11-4(  v� � x�1 � 2t
 
                                                           

18 Steady State 

y 

x 

)x0,y0( 

t1 

t2 
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v� � y 

v! � 0 

باشد. حال خواسته شده است كه تابع جريان و تابع مسير را براي سيال مذكور به دست آوريد. براي به زمان مي tكه 

  شود:به صورت ذيل استفاده مي sدست آوردن تابع جريان از يك متغير كمكي به نام 

)12-4(  dxv� �
dyv� �

dzv! � ds 

  توان نوشت:كه مي

)13-4(  dxds � v� � x�1 � 2t
 

)14-4(  dyds � v� � y 
  ) خواهيم داشت:4-14) و (4-13از انتگرالگيري از معادلات (بعد 

)15-4(  x � C�exp	�,1 � 2t-s
 
)16-4(  y � C�exp	�s
 

هاي انتگراسيون را ثابت C2و  C1باشند. ثابت هاي ) معادلات پارامتري خط جريان مي4-16) و (4-15كه معادلات (

  گويند.

دهيم. پس با اعمال را قرار مي s = 0) عبور كرده و به طور دلخواه مقدار 1،1حال فرض كنيد كه خط جريان از نقطه (

خواهد بود به طوري كه خواهيم  C1= C2 =1ها يعني ) مقادير ثابت4-16) و (4-15مختصات اين نقطه در معادلات (

  داشت:

)17-4(  x � exp	�,1 � 2t-s
 
y � exp	�s
 

  توان نوشت:كند. بنابراين مي) عبور مي1،1از نقطه ( t = 0كنيم كه خط جريان در زمان ميحال فرض 

)18-4(  x � exp	�s
 
y � exp	�s
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شود. حال مي خواهيم تابع حاصل مي t=0در زمان  y=x) تابع جريان 4-18از معادله (s شود كه با حذف ملاحظه مي

  توان نوشت:آوريم. لذا مي مسير يك ذره را در بستر سيال مذكور به دست

)19-4(  

dxdt � v� � x�1 � 2t
 

dydt � v� � y 
  ) خواهيم داشت:4-19كه با حل معادلات (

)20-4(  x � C�exp	�,1 � 2t-t
 
y � C�exp	�t
 

باشند. حال اگر فرض كنيم كه خط مسير ذره قبلا در مي t) معادلات پارامتري خط مسير ذرات بر حسب 4-20معادلات (

  خواهد بود. پس خواهيم داشت: C1= C2=1) عبور كرده است پس 1،1از نقطه ( t=0 زمان 

)21-4(  x � exp	�,1 � 2t-t
 
y � exp	�t
 

 آيد.به دست مي x = y3) معادله خط مسير به صورت 4-21از معادلات ( tبا حذف پارامتر 

  20و لاگرانژي 19. توصيف اويلري6

نيوتن براي اجسام و ذرات صلب شروع گرديد. در مكانيك جامدات اصول اوليه و اساسي ديناميك حركت از قانون 

كنند. اگر قانون دوم حركت نيوتن را براي روش لاگرانژي را براي توصيف حركت يك ذره يا يك جسم استفاده مي

  باشد، به صورت ذيل بنويسيم:مي 21جسم كه به صورت سيستم بسته يك

)22-4(  mdv��dt � F�� 
���01جرم جسم صلب و  mنيروي ديناميك و  ��Fكه در اين معادله، 

 شتاب جسم مورد نظر است، به علت ثابت بودن جرم 02

  توان اين معادله را به صورت ذيل نوشت:جسم ، مي

                                                           
19 Eulerian 
20 Lagrangian 
21 Closed System 
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)23-4(  d�mv��
dt � F�� 
  ) به قانون بقاي اندازه حركت خطي مشهور است.4-23گويند. به عبارتي معادله ( 22را مقدار اندازه حركت خطي ��mvكه 

شود. ليكن اين گونه توصيف از ) استفاده مي4-23گرانژي براي توصيف حركت اجسام يا ذرات از معادله (در روش لا

حركت سيال در مكانيك سيالات مناسب نيست. چون در آناليز مسائل در مكانيك سيالات با ميدان جريان مواجه هستيم. 

,v���xمانند ميدان سرعت  23به عبارتي در مكانيك سيالات پيوسته به تفسير متغيرهاي ميداني y, z, t
و ميدان فشار  

P�x, y, z, t
هاي سرعت و فشار بر حسب زمان در هر نقطه از بستر سيال مورد توجه نياز داريم، يعني تغييرات مولفه 

باشد. به اين توصيف از  كند براي سيالات پيوسته مدنظر نميكه يك ذره تجربه مي 
P�tاست و تغييرات فشاري يعني 

  توان توصيف لاگرانژي و اويلري را به صورت ذيل خلاصه كرد:حركت سيال توصيف اويلري گويند. پس مي

  . توصيف لاگرانژي1-6 �.١

تواند باشد. در اين حالت مرزهاي سيستم بسته است و فقط ميدر توصيف لاگرانژي سيستم بسته بوده و جرم آن ثابت مي

مومنتوم با محيط داشته باشد. قانون دوم حركت نيوتن مستقيما براي سيستم لاگرانژي قابل اعمال است. در تبادل انرژي و 

شود. در حقيقت در اين روش، ناظر به سيستم لاگرانژي محاسبه تغييرات كل متغيرها مانند فشار بر حسب زمان انجام مي

 شود.  راه با ذره تجربه و اندازه گيري ميكند به طوري كه تغييرات متغير(ها) همدنبال ذره حركت مي

 

 

 

 

 

 

 

  

                                                           
22 Linear Momentum 
23 Field Variable 
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  A: حركت لاگرانژي ذره 4-7شكل 

شود. به  ) اندازه گيري ميx0 , y0 , z0 , t0در روش لاگرانژي تغييرات متغيرها مانند دما و فشار نسبت به يك نقطه مبدا (

در مبدا داراي  Aشود ذره ) ملاحظه كنيد. همان گونه كه مشاهده مي4-7عنوان مثال حركت يك ذره سيال را در شكل (

,r4�����x4مختصات  y4, z4, t4
مختصات آن با بردار  tباشد. در اثر حركت ذره روي خط مسير در زمان مي  

r��x4, y4, z4, t
,�x4نسبت به مبدأ   y4, z4
براي توصيف  	�rشود كه بردار مكاني گردد. ملاحظه ميمشخص مي 

  شود:حركت ذره در بستر جريان به صورت ذيل ارائه مي

)24-4(  r� � r��r4, t
 

  شود:كه مختصات دكارتي ذره مورد نظر به صورت زير نوشته مي

)25-4(  
x � r��x4, y4, z4, t
 

y � r��x4, y4, z4, t
 
z � r��x4, y4, z4, t
 

  شود:محاسبه مي بردار سرعت و شتاب ذره مورد نظر نيز به روش ذيل

)26-4(  v�� � lim∆2→4
∆r�∆t �8∂r�∂t:;< � v���r4, t
 

)27-4(  a�� � lim∆2→4
∆v��∆t �8∂v��∂t:;< �

∂�r�∂t� � a���r4, t
 
١.�  

١.٧  

r� 
r	��� � ∆r 

∆r t + ∆t 

�x4, y4, z4, t4
 

r4���� 

t0 

t 
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  . توصيف اويلري2-6 ١.٨

شود. به طوري كه تبادل جرم، انرژي و مومنتوم در در نظر گرفته مي 24در توصيف اويلري سيستم به صورت حجم كنترل -1

 گيرد. حجم كنترل انجام مي

,v���xبا استفاده از توصيف اويلري متغيرهاي ميداني مانند سرعت  -2 y, z, t
,P�xو فشار   y, z, t
در هر نقطه از بستر  

 شود.سيال به صورت محلي و جابجايي اندازه گيري مي

است  توان مستقيما از قانون دوم نيوتن استفاده كرد. ليكن، قانون دوم نيوتن تنها قانون ديناميكيدر توصيف اويلري نمي -3

 كه براي حركت سيال بايد اعمال گردد.

كند مورد كند بلكه حجم كنترل در فضايي كه سيال از آن عبور ميدر توصيف اويلري ناظر به دنبال سيال حركت نمي -4

 گيرد.بررسي قرار مي

يستم باز توان گفت كه در توصيف لاگرانژي سيستم بسته و اختياري است و در توصيف اويلري سپس به طور خلاصه مي

و به صورت حجم كنترل است. سوالي كه مطرح است اين است كه چگونه قانون دوم نيوتن كه براي حركت لاگرانژي 

تواند براي توصيف اويلري سيالات به كار رود. با استفاده از حساب ديفرانسيل دو ابزار براي جامدات صادق است، مي

و ديگري،  25وجود دارد كه عبارتند از: يكي، اپراتور مشتق ماده تبديل توصيف حركت سيال از لاگرانژي به اويلري

  پردازيم.. در ادامه به معرفي و نحوه استفاده از اين دو ابزار مي26تئوري انتقال رينولدز

  . اپراتور مشتق ماده7

سه نوع مشتق هاي زماني بپردازيم. در حساب جبري، هاي مختلف مشتققبل از توضيح مشتق ماده لازم است كه به گونه

= 27زماني معرفي شده است كه به ترتيب عبارتند از: مشتق زماني جزيي
0( 28، مشتق زماني كل 2=

 29) و مشتق زماني ماده02

)>
  پردازيم.). حال به توصيف هر يك از مشتقات مذكور مي2<

                                                           
24 Control Volume 
25 Material Derivative Operator 
26 Reynolds Transport Theorem 
27 Partial Time Derivative 
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  . مشتق زماني جزيي1-7 ١.٩

شود. به عنوان مثال فرض كنيد است، محاسبه مياي كه مختصات آن مشخص در اين مشتق تغييرات يك متغير، در نقطه

كه در زير يك پل عابر پياده قرار داريم و تعداد خودروهاي عبوري از زير پل را بر حسب زمان مي شماريم. نتيجه 

,N�x∂�شمارش خودروها را بر حسب زمان به صورت  y, z, t
 ∂t⁄ 
�,� tتعداد خودروها در زمان  Nدهيم كه نشان مي !,

  باشد.مي

) در نظر بگيريد كه در آن 4-8مثال ديگر، حركت سيال را به صورت پايدار در يك كانال همگرا مطابق شكل (در 

شود به علت نزديك شدن سيال به كانال باريك، شتاب خطوط جريان نشان داده شده است. همان گونه كه مشاهده مي

كانال ثابت است. حال اگر ناظري در هر نقطه از كانال يابد، چرا كه دبي جريان همواره در طول آن به تدريج افزايش مي

شود كه سرعت سيال در هر نقطه از رصد نمايد، ديده مي 30حركت كند و سرعت سيال را در هر نقطه با جريان سنج

 اي به نقطه اي ديگر در طول كانال در حال تغيير است. به همينكانال با گذشت زمان ثابت است اما سرعت سيال از نقطه

دليل تغييرات سرعت سيال را در هر نقطه از كانال به صورت 
=1�����,�,!,2


=2 دهيم كه در اين حالت چون حركت نشان مي 	

���1=سيال پايدار است، مي توان نوشت: 
=2 � 0  

  

  

  

  

  : حركت سيال پايدار در درون يك كانال همگرا4-8شكل 

 

 

                                                                                                                                                                                                   
28 Total Time Derivative 
29 Material or Substantial Time Derivative 
30 Flowmeter 

∂v��∂t � 0 

x 

y 

z 
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  كل . مشتق زماني2-7

  داشته باشيم، با استفاده از حساب ديفرانسيل خواهيم داشت: α=α(x,y,z,t)به طور كلي اگر متغيري به صورت 

)28-4(  dα � A∂α∂tB dt � A∂α∂xB dx � A∂α∂yB dy � A∂α∂zB dz 

  شود:به صورت ذيل نوشته مي αپس در هر لحظه تغييرات زماني كل متغير 

)29-4(  dαdt � A∂α∂tB�,�,! � A∂α∂xB�,!,2
dxdt � A∂α∂yB�,!,2

dydt � A∂α∂zB�,�,2
dzdt 

كه 
0αdt  را مشتق زماني كلα نامند.مي  

  ، مشتق زماني كل سرعت در جهت حركت سيال عبارتست از: α = vxدر مثال حركت سيال در يك كانال اگر 

)30-4(  dv�dt � A∂v�∂t B�,�,! � A∂v�∂x B�,!,2
dxdt � A∂v�∂y B�,!,2

dydt � A∂v�∂z B�,�,2
dzdt 

  مي باشد، پس خواهيم داشت: vx= vx(x)از طرفي چون 

)31-4(  dv�dt � A∂v�∂x B�,!,2
dxdt  

  خواهيم داشت: vx= dx/dtشود، با توجه به تعريف تعريف مي ax = dvx/dtچون شتاب سيال به صورت 

)32-4(  a� � A∂v�∂x B�,!,2 v� 

  به صورت ذيل خواهد بود: αپس مشتق زماني كل متغير 

)33-3(  dαdt � A∂α∂tB�,�,! � V� A∂α∂xB�,!,2 � V� A∂α∂yB�,!,2 � V! A∂α∂zB�,�,2 

  

V� � dxdt 
V� � dydt  
V! � dzdt 

  باشند.هاي سرعت ناظر ميمولفه Vzو  Vx ،Vyكه 

  نويسيم:) را به صورت ذيل مي4-33براي نشان دادن مشتق زماني كل معادله (
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)34-4(  dαdt � ∂α∂t � V��� ∙ Dα 

  

 			:dαdt مشتق زماني كل
 			:α∂t∂ مشتق زماني جزيي
���V مشتق جابجايي ∙ Dα	: 

  . مشتق زماني ماده3-7

همان گونه كه در قسمت قبل توضيح داده شد مشتق زماني كل يك متغير از دو بخش مشتق زماني جزيي و مشتق 

-هاي سرعت ناظر همراه سيال ميمولفه Vzو  Vx ،Vyجابجايي تشكيل شده است. هم چنين بيان شد كه سرعت هاي 

هاي بگيريد كه با قايق در بستر رودخانه در حال قايقراني است. به طوري كه مولفهباشد. به عنوان مثال فردي را در نظر 

خواهد بود. همان  vzو  vx ،vyهاي سرعت آب رودخانه است. از طرفي مولفه Vzو  Vx ،Vyسرعت قايق به ترتيب 

اشد. حال اگر موتور قايق بهاي سرعت آب رودخانه متفاوت ميهاي سرعت قايق با مولفهشود مولفهگونه كه ملاحظه مي

خاموش شود به طوري كه قايق همراه با آب رودخانه حركت نمايد، سرعت قايق برابر سرعت آب رودخانه خواهد بود. 

  توان نوشت:) را به صورت ذيل مي4-33. بنابراين معادله (vz= Vzو  vx= Vx ،vy= Vyدر اين حالت خواهيم داشت: 

)35-4(  DαDt � ∂α∂t � v� A∂α∂xB � v� A∂α∂yB � v! A∂α∂zB 

  كه اگر به صورت برداري بنويسيم خواهيم داشت:

)36-4(  DαDt � ∂α∂t � v�� ∙ Dα 

  به صورت مولفه سرعت در نظر گرفته شود خواهيم داشت: α) را مشتق زماني ماده گويند. حال اگر 4-36رابطه (

)37-4(  DvGDt � ∂vG∂t � 	v��� ∙ DvG									i � 1,2,3 

عبارتست از شتاب كل سيال در توصيف لاگرانژي، ليكن در قسمت راست معادله كه  Dvi/Dt) مشتق 4-37در معادله (

��vو  1I=2=از دو عبارت  ∙ DvG شود. به عبارتي رابطه تشكيل شده است، توصيف حركت سيال به صورت اويلري بيان مي
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وصيف اويلري به صورت هاي اويلري است. بنابراين ت) ابزاري براي تبديل سرعت لاگرانژي به سرعت4-37مشتق ماده (

  سرعت موضعي (جزئي) و سرعت جابجايي نشان داده شده است.

 

  . تئوري انتقال رينولدز8

براي تبديل از آناليز لاگرانژي (سيستمي) به آناليز اويلري (حجم كنترل) به يك ابزار يا رابطه رياضي نياز داريم تا بتوان 

توصيف حركت سيال بر حسب متغيرهاي ميداني در چارچوب توصيف حركت ذرات سيال را از توصيف سيستمي به 

اويلري تبديل نماييم. در قسمت قبل از ابزار مشتق ماده در حساب ديفرانسيلي براي تبديل الگوي لاگرانژي به الگوي 

لازم است شود. بنابراين استفاده مي "تئوري انتقال رينولدز "جا در چارچوب حجم كنترل از اويلري استفاده شد. در اين

  كه ابتدا اين تئوري شرح داده شود.

) حركت 4-7ابتدا به توصيف انتگرال حجمي يك سيستم بسته در چارچوب لاگرانژي مي پردازيم. مطابق شكل (

 α=α (x0را در نظر بگيريد. خواص فيزيكي سيستم مذكور را به صورت  Vsys(t)لاگرانژي (سيستمي) يك سيستم ، 

,y0 ,z0 ,t0) براي سيستم اختياري بسته به صورت  31يريد. با استفاده از انتگرال حجمي مشتق زماني لاگرانژيدر نظر بگ

    :ذيل نوشته مي شود

)38-4(  ddt J α�x4, y4, z4, t
dv
KL�2


 

 در نظر بگيريم خواهيم داشت: ρ=ρ (x0 ,y0 ,z0 ,t0)را به صورت دانسيته سيستم يعني  αحال اگر 

)39-4(  ddt J ρ�x4, y4, z4, t
dV
KL�2


 

                                                           
31 Lagrangian Time Derivative 
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در اين جا انتگرال حجمي بر روي دانسيته سيستم ، تغييرات كل زماني جرم سيستم را نشان مي دهد. از طرفي جرم سيستم 

باشد، پس تغييرات جرمي سيستم نسبت به زمان صفر خواهد شد. بنابراين رابطه حجمي در مختصات لاگرانژي ثابت مي

  ) به صورت ذيل نوشته مي شود.39-4(

)40-4(  ddt J ρ�x4, y4, z4, t
dV
KL�2


� dmM�t
dt � 0 

αدر مثالي ديگر اگر  � ρv��  باشد، كهρv��  بردار مومنتوم خطي در واحد حجم بوده و در آنv�� � v���x4, y4, z4, t
 

  شود:بردار سرعت سيال مي باشد، در اين حالت انتگرال حجمي مومنتوم به صورت ذيل نوشته مي

)41-4(  ddt J ρv��dV
KL�2


� dMM�Mdt  

  مومنتوم كل سيستم لاگرانژي است. Msysكه 

  

  

  

 

 

  : توصيف حركت سيستم لاگرانژي در انطباق با توصيف اويلري4-9شكل 

زماني كل مومنتوم سيستم لاگرانژي را توصيف مي كند. سوالي كه مطرح است اين است كه ) تغييرات كل 4-41معادله (

چگونه مي توان تغييرات زماني كل در توصيف لاگرانژي را به تغييرات زماني اويلري يعني تغييرات در حجم كنترل 

دهد كنيد. اين شكل نشان ميمي) سيستم لاگرانژي را با حجم كنترل مشاهده 3-9تبديل نمود. در اين جا مطابق شكل (

در حال حركت به طرف حجم كنترل (سيستم اويلري) مي باشد. حجم كنترل را  Vsys(t)كه سيستم لاگرانژي به صورت 

، ج) . اگر تغييرات 4-8شود (شكل بر حجم كنترل منطبق مي tدهيم. سيستم لاگرانژي در زمان نشان مي Vcبه صورت 

  صورت ذيل بنويسيم:زماني كل لاگرانژي را به 

ــرل  الف)سيستم متحرك  ــم كنتـ  tج)انطباق سيستم لاگرانژي بر حجم كنترل در زمان ب)حجـ

 
 

Vsys(t) 

 
VC 

Vsys(t) 
VC 
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)42-4(  ddt J α�t
dV
KLNL�2


� lim
δ2→4 P1δt QJ α�t � δt
dV"J α�t
dVKLNL�2
KLNL�2Rδ2


ST 
دهد. با اضافه كردن و كم ) با استفاده از تعريف مشتق تغييرات زماني كل سيستم لاگرانژي را نشان مي4-42معادله (

Uكردن عبارت  α�t � δt
dVKLNL�2
  ) مي توان به دو عبارت ذيل دست يافت:4-42به سمت راست معادله ( 

lim  )1عبارت (
δ2→4 P1δt QJ α�t � δt
dV "J α�t � δt
dVKLNL�2
KLNL�2Rδ2


ST 
lim  )2عبارت (

δ2→4 P1δt QJ α�t � δt
dV " J α�t
dVKLNL�2
KLNL�2

ST 

  به صورت زير قابل ساده شدن هستند: 2و 1عبارت هاي 

limVW→4  )1عبارت ( Q 1XYJ α�t � δt
Z[KLNL�2Rδ2
\KLNL�2

S � J α�t
�].����_`

v��
dA 

J  )2عبارت ( lim
δ2→4 b1δt ,α�t � δt
 " α�t
-cKLNL�2


dV �J A∂α∂tB dVKd
 

دهد. مساحت حجم كنترل را نشان مي ACانتگرال حجمي به انتگرال سطحي تبديل شده است به طوري كه  1در عبارت 

در  2و 1هاي عبارتباشد. حال با جايگزين كردن مي dAبردار واحد عبوري خارجي در المان سطحي  ��nچنين بردار هم

  ) خواهيم داشت:4-42معادله (

)43-4(  ddtJ α�t
dV � J α�t
�n��. v��
dA�edKLNL�2

J A∂α∂tB dVKd

 

را در  αاز سطح حجم كنترل است و عبارت دوم تجمع كميت  αگر شار كميت ) عبارت اول نمايان4-43در معادله (

  دهد. حجم كنترل نشان مي

كنيم، كه خواهيم انتگرال سطحي است، به انتگرال حجمي تبديل ميحال با استفاده از قضيه گوس عبارت اول را كه 

  داشت:

)44-4(  ddtJ α�t
dV � J D ∙ �αv��
dV �KdKLNL�2

J A∂α∂tB dVKd

 

  ) به صورت ذيل نوشته مي شود:4-44و در نهايت معادله (
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)45-4(  ddtJ α�t
dV �KLNL�2

J f∂α∂t � D ∙ �αv��
g dVKd

 

دهد كه معادله مذكور نشان مي معروف است. همان گونه ”تئوري انتقال رينولدز“) به عنوان معادله 4-45معادله (

در توصيف لاگرانژي به تغييرات جزيي زماني و تغييرات جابجايي در توصيف اويلري  αتغييرات زماني كل كميت 

باشد. شكل انديسي معادله مذكور به صورت ) شكل برداري تئوري انتقال رينولدز مي4-45تبديل شده است. معادله (

  ت:ذيل اس

)46-4(  ddtJ α�t
dV �KLNL�2

J f∂α∂t � ∂∂xG �αvG
g dVKd

 

  باشند.هاي سرعت ميمولفه viكه 

  33و معادله پيوستگي 32. قانون بقاي جرم9

آيد. ابتدا اين قانون را براي يك سيستم قانون بقاي جرم از موازنه جرم براي يك سيستم ماكروسكوپيك به دست مي

  كنيم. تئوري انتقال رينولدز، اين قانون را در سيستم اويلري توصيف ميكنيم، سپس با استفاده از لاگرانژي تعريف مي

  شود:در سيستم لاگرانژي قانون بقاي جرم به شكل زير بيان مي

)47-4(  ddtJ ρdV �KLNL�2

0 

  ρ � ρ�x4, y4, z4, t
 
  دهيم:مي) را در سيستم اويلري نشان 3-47حال با استفاده از تئوري انتقال رينولدز معادله لاگرانژي (

)48-4(  ddtJ ρdV �KLNL�2

J f∂ρ∂t � D ∙ �ρv��
g dV � 0Kd

 

) زماني برقرار است كه عبارت داخل انتگرال برابر صفر گردد، 4-48باشد، معادله (چون حجم كنترل ثابت و معين مي

  يعني:

                                                           
32 Conservation of Mass 
33 Continuity Equation 
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)49-4(  ∂ρ∂t � D ∙ �ρv��
 � 0 

  ) شكل برداري معادله پيوستگي است، كه شكل انديسي آن عبارت است از:4-49معادله (

)50-4(  ∂ρ∂t � ∂�ρvG
∂xG � 0				i � 1,2,3 

  آيد:) ، معادله پيوستگي به صورت ذيل در مي=ρدر حالتي كه سيال غير تراكمي باشد، ( ثابت

)51-4(  D ∙ v�� � 0 

)52-4(  ∂v�∂x � ∂v�∂y � ∂v!∂z � 0 

اي و )، در مختصات دكارتي است. اين معادله در دستگاه مختصات استوانه4-49معادله پيوستگي بيان شده در معادله (

  پردازيم.كروي نيز قابل بيان است كه در ادامه به آن مي

  شود:به صورت زير نمايش داده مي ���	rاي و كروي براي بردار دستگاه مختصات دكارتي، استوانه

)53-4(  r	��� � r��x, y, z
 

)54-4(  r	��� � r��r, θ, z
 

)55-4(  r	��� � r��r, θ,φ
 

كنيد. مختصات هر دستگاه قابل تبديل به دستگاه را در سه دستگاه مذكور مشاهده مي ���	r) توصيف بردار 4-10در شكل (

  اي عبارتست از:ديگر است. روابط مثلثاتي لازم براي تبديل مختصات دكارتي به استوانه
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  اي و كرويدستگاه دكارتي، استوانه: توصيف بردار در سه 4-10شكل 

)56-4(  

x � rcosθ 

y � 	rsinθ 

r � ix� � y� 

θ � tan\� jyxk 

e;���� � cosθ	e� � sinθ		e� 
eθ���� � "sinθ	e� � cosθ		e� 

e!���� � e!���� 
  شود:براي تبديل مختصات دكارتي به كروي نيز از روابط زير استفاده مي

)57-4(  

x � r	sinθ	cosφ 

y � 	r	sinθ	sinφ 

z � 	r	cosθ 

r � ix� � y� � z� 

θ � tan\� fix� � y�z g 

φ � tan\� jyxk 

θ 

φ 

P(x,y,z) 

(x,y,0) 

z 

x 

y  

r� 
z 
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)58-4(  
e;���� � sinθ	cosφ	e� � sinθ	sinφ	e� � 	cosθe! 
eθ���� � cosθ	cosφ	e� � cosθ	sinφ	e� " 	sinθ	e! 

eφ���� � "sinφ	e� � cosφ		e� 
  شود:حال معادله پيوستگي در سه دستگاه مختصات مذكور به صورت ذيل نشان داده مي

 دستگاه دكارتي )1

)59-4(  ∂ρ∂t � ∂�ρv�
∂x � ∂lρv�m∂y � ∂�ρv!
∂z � 0 

 ايدستگاه استوانه )2

)60-4(  ∂ρ∂t � 1r ∂�ρrv;
∂r � 1r ∂�ρvθ
∂θ � ∂�ρv!
∂z � 0 

 دستگاه كروي )3

)61-4(  ∂ρ∂t � 1r� ∂
�ρr�v;
∂r � 1rsinθ ∂

�ρvθsinθ
∂θ � 1rsinθ ∂
�ρv!
∂φ � 0 

هاي معادله پيوستگي با استفاده شود كه در آن عبارتمعادله پيوستگي در مختصات دكارتي به صورت ديگر نيز نوشته مي

  شود يعني:بيان مي از مشتق

)62-4(  ∂�ρvG
∂xG � vG ∂ρ∂xG � ρ
∂vG∂xG 

  كه با اعمال رابطه اخير در معادله پيوستگي براي مختصات دكارتي خواهيم داشت: 

)63-4(  ∂ρ∂t � vG ∂ρ∂xG � ρ
∂vG∂xG � 0 

پرداختيم. ) به آن 4-37) همان مشتق ماده براي دانسيته است كه در معادله (3-63هاي اول و دوم در معادله (كه عبارت

  پس خواهيم داشت:

)64-4(  DρDt � ρ�D ∙ v��
 � 0 

Dدر آن ثابت است، معادله پيوستگي به صورت  ρكه براي سيال غيرتراكمي كه  ∙ v�� �   آيد.در مي 0
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  . توابع جريان10

توان حركت سيال را توصيف هاي قبل به الگوي جريان سيال پرداخيتم و نشان داديم كه با خطوط جريان ميدر قسمت

و ديگري براي جريان  34پردازيم. توابع جريان در دو حالت يكي براي جريان دو بعديجا به توابع جريان مياينكرد. در 

 پردازيم.وجود دارد كه در ادامه به شرح اين دو حالت مي 35متقارن

  هاي دو بعدي. تابع لاگرانژي در جريان1-10 ١.١٠

شود. از طرفي معادله نشان داده مي vy= vy(x,y)و  vx= vx(x,y)هاي سرعت به صورت در جريان دو بعدي مولفه

  شود:پيوستگي در جريان دو بعدي به صورت ذيل نوشته مي

)65-4(  ∂v�∂x � "∂v�∂y  

تعريف گردد، ديفرانسيل كامل اين تابع به صورت ذيل نوشته  ψ=ψ(x,y)حال اگر يك تابع پيوسته اسكالر به صورت 

  شود: مي

)66-4(  dψ � Mdx � Ndy 
)67-4(  M � A∂ψ∂xB� 
)68-4(  N � A∂ψ∂yB� 

  زماني كامل خواهد بود كه داشته باشيم: ψتايع 

)69-4(  A∂N∂xB� � A∂M∂y B� 
) را به صورت زير 4-66توان رابطه (. لذا ميN=vxو  M=-vy) خواهيم داشت: 4-65) با معادله (3-69با مقايسه رابطه (

  نوشت:

)70-4(  dψ � "v�dx � v�dy 

                                                           
34 Two Dimension Flow 
35 Axisymmetric 
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  ) مي توان نوشت:4-68() و 4-67و با استفاده از روابط (

)71-4(  
v� � "A∂ψ∂xB� 
v� � A∂ψ∂yB� 

وجود  ψ=ψ(x,y)توان نتيجه گرفت كه براي يك جريان دو بعدي، يك تابع پيوسته و اسكالر به صورت بنابراين مي

تابع جريان لاگرانژي  ψ) به دست آورد. به تابع 4-71هاي سرعت را از رابطه (توان با كمك آن مولفهدارد كه مي

  توان نوشت:) مي =ψبرابر با مقداري ثابت باشد ( ثابت  ψگويند. حال اگر تابع جريان 

)72-4(  dψ � "v�dx � v�dy � 0 

  كه در نتيجه خواهيم داشت:

)73-4(  AdydxBψ �
v�v� 

برابر با خط جريان خواهد  ) مقايسه نماييم، در اين حالت تابع جريان ثابت4-4) را با معادله (4-73از طرفي اگر معادله (

  دهد.بود. به عبارتي هر تابع جريان ثابت يك خط جريان را در جريان دو بعدي نشان مي

  . تابع جريان استوكس در جريان متقارن2-10 ١.١١

 vθ = vθ(r,θ)و vr = vr(r,θ) هاي سرعت به صورت اي، مولفهدر يك جريان متقارن در دستگاه مختصات استوانه

=باشد (، صفر ميθشود. كه در اين جريان، تغييرات نسبت به نشان داده مي
=θ � ). اگر معادله پيوستگي براي اين  0

  اي نوشته شود، خواهيم داشت:حالت در دستگاه مختصات استوانه

)74-4(  1r ∂∂r �rv;
 � ∂∂z �v!
 � 0 

  جا خواهيم داشت:و از آن

)75-4(  ∂∂r �rv;
 � ∂∂z �"nv!
 
  تعريف شود، با فرض كامل بودن اين تابع خواهيم داشت: ψ=ψ(r,z)حال اگر تايع پيوسته اسكالري به صورت 
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)76-4(  dψ � �rv!
dr " �rv;
dz 

)77-4(  
v! � 1r A∂ψ∂rB! 
v; � "1r A∂ψ∂zB; 

را مي توان در دستگاه مختصات  ψ=ψ(r,θ)را تابع جريان استوكس گويند. به همين ترتيب جريان  ψ=ψ(r,θ)تابع 

  هاي سرعت آن را از روابط زير به دست آورد:كروي نوشت و مولفه

)78-4(  
v; � 1r�sinθ A∂ψ∂θB; 
vθ � " 1rsinθ A∂ψ∂rBθ 

هاي سرعت را به دست توان مولفهدر پايان بايد گفت كه در جريانات دو بعدي و متقارن با داشتن يك تايع جريان مي

  تر شرح خواهيم داد.هاي پتانسيلي و ويسكوز استفاده از تابع جريان را بيشآورد. در بخش جريان

  . خلاصه(جمع بندي)11

مولكول تشكيل شده است و حركت مولكول از  تعداديشود كه ماده متحرك يا سيال از در مكانيك آماري فرض مي

اي همگن پيوسته سيال به صورت ماده كند. در مكانيك سيالاتقوانين ديناميك يعني مكانيك حركت نيوتني پيروي مي

شود. توصيف شده است كه حالات و رفتارش بر حسب متغيرهاي ميداني پيوسته مانند سرعت، دانسيته و ... توصيف مي

زمان آيد. توصيف حركت سيالات غير تراكمي از حل همتراكم پذيري در اثر تغيير فشار و تغيير دما به وجود مي

تراكم پذيري  Ma ≥ 3/0شود. در شرايطي كه كي و معادلات حالت ترموديناميكي حاصل ميمعادلات حركت دينامي

باشد و از سه مولفه در سه جهت سيال قابل اغماض است. سرعت يك تابع ميدان برداري از مختصات مكان و زمان مي

باشد، ه معمولا نيرو ميفضايي تشكيل مي شود. سينماتيك به توصيف حركت سيال بدون در نظر گرفتن منشا حركت ك

اي براي توصيف حركت پردازد. در مكانيك سيالات به خصوص در حالات پايدار، خطوط جريان از اهميت ويژهمي

كند اما در ديدگاه اويلري ناظر به دنبال سيال سيال برخوردارند. در ديدگاه لاگرانژي، ناظر به دنبال ذره حركت مي
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ژي سيستم بسته و اختياري است و در توصيف اويلري سيستم باز و به صورت حجم كند. در توصيف لاگرانحركت نمي

كنترل است. با استفاده از حساب ديفرانسيل دو ابزار براي تبديل توصيف حركت سيال از لاگرانژي به اويلري وجود دارد 

ابزاري براي تبديل سرعت لاگرانژي  كه عبارتند از: يكي، اپراتور مشتق ماده و ديگري، تئوري انتقال رينولدز. مشتق ماده

در توصيف لاگرانژي را به  α هاي اويلري است. معادله تئوري انتقال رينولدز تغييرات زماني كل كميتبه سرعت

تغييرات جزيي زماني و تغييرات جابجايي در توصيف اويلري تبديل مي كند. هر تابع جريان ثابت يك خط جريان را در 

هاي سرعت را به توان مولفهدهد. در جريانات دو بعدي و متقارن با داشتن يك تابع جريان ميميجريان دو بعدي نشان 

  دست آورد.
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  هاي پايان درس. پرسش12

  براي يك جريان تراكم ناپذير دو بعدي كه مولفه هاي سرعت آن در زير داده شده است، تابع جريان را پيدا كنيد. -1

v; � U81 " a�r�: cosθ 
vθ � "U81 � a�r�: sinθ 

  ) استفاده شود.3-68) تا (3-66ج: از معادلات (

اي براي مكان ذره سيال در طول خط مسير براي مساله قبلي، خطوط مسير جريان را به دست آوريد. هم چنين معادله -2

  به صورت تابعي از زمان به دست آوريد.

  تعريف ارائه شده در متن به دست آوريد.ج: از تعريف ارايه شده براي خط مسير استفاده شود. مكان هندسي را از 

يك ميدان جريان در مختصات قطبي استوانه اي به صورت زير مشخص شده است. تابع جريان استوكس را براي اين  -3

  جريان به دست آوريد.

v; � " 1.5Ua�rz
�r� � z�
q �r  

v! � Ua��r� " 2z�

2�r� � z�
q �r  

  يان متقارن استفاده شود.ج: از مفاهيم و تعاريف ارائه شده در بخش تابع استوكس در جر

است، بيان لاگرانژي  vz=0و  vx=1/(1+t) ،vy=1براي يك ميدان جريان دو بعدي كه داري مولفه هاي سرعت  -4

  خطوط مسير حاصل از حركت ذرات سيال را بيابيد.

  ج: از مفاهيم و تعاريف ارائه شده در بخش توصيف لاگرانژي استفاده شود.

  پيدا كنيد. v=(yz+t,  xz-t,  xy)) براي سرعت 1و1و1مقدار شتاب را در نقطه ( -5

  ج: طبق تعريف شتاب، از سرعت نسبت به زمان مشتق گرفته و آن گاه مقادير مكان را در معادله شتاب قرار دهيد!
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ارتي به دست آوريد. هم رابطه ميان مولفه هاي سرعت در مختصات استوانه اي با مولفه هاي سرعت در مختصات دك -6

  چنين رابطه بين مولفه هاي سرعت در مختصات كروي را با مولفه هاي سرعت در مختصات دكارتي به دست آوريد.

هاي سرعت استفاده ج: مي توانيد از تعريف سرعت و نيز معادلات تبديل مختصات كه در متن ذكر شد، براي مولفه

  نماييد.

  با ميدان هاي جريان زير، مقدار مولفه نامعلوم سرعت را به دست آوريد. براي يك سيال تراكم ناپذير  -7

v! �? v� � "xy " yz " xz v� � x� � y� � a� 

v! �? v� � sin�x� � z�
 v� � ln�x� � z�
 

v� � z
�x� � y� � z�
� �r  v� � y

�x� � y� � z�
� �r  v� �? 

  ج: با استفاده از معادله پيوستگي ، براي سيالات تراكم ناپذير، مولفه نامعلوم، تعيين مي شود.

، ميزان دبي جريان خروجي در واحد عرض جريان، در ψ=Aln(x2+y2)+ySبراي ميدان جرياني با تابع جريان  -8

  ) چه ميزان است؟1,0-,1-) و (1,1,0بين نقاط ( zجهت 

ج: با استفاده از تعريف دبي جريان در واحد عرض، و نيز ارتباط آن با تابع جريان از طريق مولفه هاي سرعت، مساله را 

  نماييد. حل
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  . مقدمه1

با استفاده از نظريه انتقالي رينولدز در فصل قبل به توصيف حركت لاگرانژي و اويلري پرداخته شد و توضيح داده شد كه 

توان حركت سيال را در چارچوب لاگرانژي به چارچوب اويلري تبديل نمود. در اين فصل با استفاده از قانون دوم مي

حركت نيوتن كه در چارچوب لاگرانژي صادق است، و همچنين استفاده از نظريه انتقالي رينولدز، معادلات حركت يا به 

چنين با استفاده از قانون ويسكوزيته نيوتن كه در فصل اول به آن شود. هملات مومنتوم به دست آورده ميعبارتي معاد

  استوكس را به دست خواهيم آورد. -پرداخته شد، معادلات حركت ناوير

    . قانون دوم نيوتن و معادله حركت لاگرانژي2
  شود:هاي ذيل نوشته ميبرداري و انديسي به صورتدر فصل دوم اشاره شد كه قانون حركت دوم نيوتن  به صورت 

)1-5(  d�mv���dt 
 F��                                      �نمايش برداري
 

)2-5(  d�mv��dt 
 F�          i 
 
نمايش انديسي�           1,2,3 

  دهد كه:شود قانون دوم نيوتن نشان ميهمان گونه كه مشاهده مي

 ات در مومنتوم سيالتغيير 
نيروي كل اينرسي (لختي)
  شود:حال قانون حركت دوم نيوتن در چارچوب لاگرانژي بر حسب انتگرال حجمي به صورت ذيل نوشته مي

)3-5(  ddt � ρv�dV������� 
 F�      i 
 1,2,3 
ρهاي سرعت ومؤلفه �vكه در اينجا  
 ρ�x�, y�, z�, tگونه باشد. همان، يعني دانسيته سيال بر حسب مل/ حجم مي�

  باشد.دهد تغييرات كل زماني مومنتوم سيستم لاگرانژي برابر با نيروي كل اينرسي سيال مي) نشان مي5-3( كه معادله

طور كه در فصل قبل توضيح داده شد بايستي  ) معادله حركت سيال در چارچوب لاگرانژي است. پس همان5-3معادله (

ر چارچوب لاگرانژي به چارچوب اويلري تبديل نماييم. با استفاده از تئوري انتقالي رينولدز توصيف حركت سيال را د

  بنابراين خواهيم داشت:
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)4-5(  ddt � ρv�dV������� 
 � �∂�ρv��∂t ! ∂x" #ρv�v"$% dV�& 
 F� 
) تئوري انتقال رينولدز به شكل 5-4مومنتوم خطي بر واحد حجم سيال است. بايد توجه داشت كه معادله ( �ρvجا در اين

  شود:معادله مذكور به صورت ذيل نوشته ميباشد. شكل برداري انديسي مي

)5-5(  ddt � ρv��dV������� 
 � �∂�ρv���∂t ! ' ∙ �ρv��v���% dV�& 
 F�� 

بنابراين عبارت طرف چپ معادله بالا، معادله حركت كل مومنتوم سيال را در چارچوب لاگرانژي و عبارت انتگرال دوم، 

به صورت   1ه داشت كه شار مومنتومدهد. بايد توجطرف راست معادله، حركت مومنتوم را در چارچوب اويلري نشان مي

ρv�v"  ياρv��v�� شود شار مومنتوم حاصل ضرب دياديك دو بردار سرعت بوده طور كه ديده مي شود. هماننشان داده مي

  باشد.كه در حقيقت يك كميت تنسوري مي

داخل انتگرال دوم كه در حجم هاي كنيم. عبارت) استفاده مي5-4براي ادامه كار از معادله انديسي حركت يعني معادله (

  شود:كنترل نوشته شده به صورت ذيل مشتق گيري مي

)6-5(  ∂�ρv��∂t ! ∂∂x" #ρv�v"$ 
 ρ ∂v�∂t ! v� ∂ρ∂t ! v� ∂#ρv"$∂x" ! ρv" ∂v�∂x" 
  شوند:) به صورت ذيل ساده مي6-4هاي دوم و سوم در طرف راست معادله (جا عبارتدر اين

)7-5(  v� ∂ρ∂t ! v� ∂#ρv"$∂x" 
 v� �∂ρ∂t ! ∂#ρv"$∂x" % 
 0 

هاي گردد. حال عبارتمعادله پيوستگي بوده كه برابر صفر مي 3و  2هاي شود كه حاصل ساده سازي عبارتحظه ميملا

  گردد:به صورت ذيل ساده مي 4و  1

)8-5(  ρ ∂v�∂t ! ρv" ∂v�∂x" 
 ρ Dv�Dt  

                                                           
1Momentum Flux 
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از ساده  آيد. پسبه دست مي 2به صورت مشتق زماني ماده سرعت 4و  1هاي به عبارت ديگر حاصل ساده سازي عبارت

  شود:) به صورت ذيل نشان داده مي5-4هاي مذكور معادله حركت مومنتوم يعني معادله (سازي

)9-5(  ddt � ρv�dV������� 
 � ρ Dv�Dt dV�& 
 F� 
  4و جسمي 3. نيروي اينرسي، نيروهاي سطحي1-2 ١.١

  باشد:در حركت سيال شامل دو نيروي جسمي و سطحي به صورت ذيل مي 5نيروهاي ديناميكي

)10-5(  

F�� 
 F+����� ! F����� 

 يا

,-����� 
 ,-,.�������� ! ,-,/�������          ; 1 
 1,2,3 

  نامند.را نيروي سطحي مي �����Fرا نيروي جرمي و  �����+Fجا معمولا كه در اين

ثقل زمين  7يا ميدان مغناطيسي 6نيروهاي جسمي در حقيقت آن دسته از نيروهايي است كه ناشي از اعمال ميدان گرانشي

تشكيل شده است. در  9و نيروهاي مغناطيسي 8نيروهاي جسمي از دو نوع نيروهاي گرانشيباشد. پس بر جرم سيال مي

جا مورد بحث شود، مگر در موارد خاص كه در اينبسياري از مواقع در حركت سيال از نيروهاي مغناطيسي صرفنظر مي

  جا فقط به صورت نيروهاي گرانشي ارائه خواهد شد. يعني خواهيم داشت: گيرد. بنابراين نيروهاي جسمي در اين قرار نمي

�����+F نيروي گرانشي  )11-5( ≡ 

پردازيم. تغييرات نيروي گرانشي ناشي از فاصله گرفتن جرم سيال حال به آناليز نيروي گرانشي در چارچوب اويلري مي

گرانشي بر واحد حجم از طريق گراديان انرژي  باشد. به عبارتي طبق قوانين حركت ديناميك نيروياز سطح زمين مي

  آيد. بنابراين خواهيم داشت:پتانسيلي به دست مي

                                                           
2Material Derivative 

3Surface Force 
4Body Force 
5Dynamic Force 
6Gravitation 
7Magnetic 
8Gravitational Force 
9Magnetic Force 
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)12-5(  F+����� 
 3'E5 
 3'�ρgh� 

  كه در اين رابطه:

E5 
 ρgh  انرژي	پتانسيل	بر	حجم	واحد	 ∶

g: 10شتاب ثقل  

h:	 	ارتفاع از سطح زمين
	آيد:پس نيروي گرانشي كل سيستم به صورت ذيل به دست مي

)13-5(  F+����� 
 � F+�����dV�& 
 3� ρg'h	dV�&  

شود كه نيروي گرانشي يك كميت برداري است كه بر حسب گراديان فاصله از سطح زمين جا ملاحظه ميدر اين

  آيد.(كميت برداري) به دست مي

  . تنسور تنش و نيروهاي سطحي2-2 ١.٢

و نيروهاي  11وهاي ويسكوزباشد كه شامل دو بخش است: نيرهاي سيال مينيروهاي سطحي ناشي از اصطكاك لايه

باشد. اگر دائمي سيال مي 13هاي عمودي و برشي در اثر تغيير شكل. به عبارتي منشأ نيروهاي سطحي از تنش12فشاري

سيالي در حالت سكون يا ايستا باشد نيروهاي ناشي از تنش ناپديد شده و تنها نيروي حاكم بر سيال در حالت سكون 

  باشد.ي سيال مينيروهاي ناشي از فشار استاتيك

در حركت سيال پرداخته شود. همان گونه كه در  14هابراي به دست آوردن نيروهاي سطحي، ابتدا لازم است كه به تنش

جايي كه اعمال نيروي دهد و تا آنفصل اول توضيح داده شد، سيالي كه تحت نيروي ديناميكي قرار گيرد تغيير شكل مي

شكل سيال پيوسته خواهد بود. تغيير شكل به عبارتي مقاومت سيال در برابر نيروهاي ديناميكي ادامه پيدا كند، تغيير 

                                                           
10Gravitational Acceleration 
11Viscose 
12Pressure 
13Deformation 
14Stress 
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باشد. اثرات نيروهاي سطحي بر سطوح سيال يا مرزهاي جامد هاي سيال ميديناميكي ناشي از نيروهاي سطحي مابين لايه

  )):4-1ر نظر بگيريد، (شكل (شوند. يك المان سطحي از سيال را دهاي برشي و عمودي نشان داده ميبه صورت تنش

  

  

  

  

  : نيروهاي سطحي در حجم كنترل5-1شكل 

) Aδبردار نيروهاي سطحي بر واحد حجم بوده كه در المان سطحي ( ��Fشود، ) مشاهده مي5-1گونه كه در شكل (همان

  باشد. بردار واحد خروجي از المان سطحي مي ��nنمايد و عمل مي

  

  

  

  

  

  

  : تجزيه برداري نيروي سطحي به دو بردار عمودي و برشي5-2شكل 

نيروي  �����F) به دو نيروي عمودي و برشي تجزيه نماييم، به طوري كه 5-2حال اگر بردار نيروي سطحي را مطابق شكل (

  را به صورت ذيل تعريف كرد: 16و  عمودي 15هاي برشينيروي عمودي سطحي باشد مي توان تنش �����>Fبرشي سطحي و 

  

                                                           
15Shear Stress 
16Normal Stress 

,� =�� 
  )δA( المان سطحي

  )AC( مرز حجم كنترل

,������ 
 

,/���� 

,>���� 
δA 
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�→lim@A  تنش برشي:  |F�|δA  

�→lim@A  تنش عمودي:  |F<|δA  

-نهايت صفحه عبور مياند. البته از يك نقطه بيهاي عمودي و برشي در يك نقطه تعريف شدهشود كه تنشملاحظه مي

توان تنش در يك نقطه را به شكل گردد. پس به طور كلي مييد كه هر صفحه با بردار واحد خروجي آن توصيف مينما

  ذيل نشان داد:

)14-5(  lim@A→� E F��δAF 
 A����<���� 
نهايت باشد، زيرا در يك نقطه بيباشد، ليكن اين معادله مستقيماً قابل استفاده نمي) نمايش بردار تنش مي5-14معادله (

جا براي عملي كردن محاسبه تنش نمايد. در ايننهايت صفحه عبور ميداريم. در حقيقت از يك نقطه بي ��nبردار واحد 

) به 5-14دهيم. بنابراين بردار تنش يعني معادله (فقط سه صفحه عمود بر هم را در سيستم دكارتي مورد بررسي قرار مي

  شود:صورت ذيل نوشته مي

)15-5(  �G→�<����H <G �G→#IJ����$  

دهد. هاي تنش در دستگاه مختصات نشان مي) بردار تنش را در يك نقطه در توده سيال و بر حسب مؤلفه5-15معادله (

  ) براي نمايش تنش مناسب نيست، لذا تنش را به صورت ذيل نمايش مي دهيم:5-15شكل معادله (

�G→#IK$≡ LGK (نمايش تنش) )16-5(  
 : i  باشدكه بر المان سطح عمود ميجهت بردار واحد در دستگاه مختصات 

 : j  جهت نيروي وارده بر المان سطح در دستگاه مختصات
) براي بردار 4-15) يك تنسور درجه دوم است. پس معادله (5-16در قسمت هاي بعدي نشان خواهيم داد كه معادله (

  شود:با بردار واحد خروجي به صورت ذيل نوشته مي 17تنش سطحي

                                                           
17Surface Stress Tensor 
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)17-5(  t��<���� 
 nNσN� ! nPσP� ! nQσQ�       i=1,2,3 
دهد كه در هر نقطه در سيال سه مؤلفه نيروهاي ) نشان مي5-17باشند. معادله (هاي بردار واحد ميمؤلفه nQوnN،nPكه 

وجود دارد كه هر كدام از اين نيروهاي سطحي بر حسب سه مؤلفه تنش نوشته  �>�tQو�>�tN�<� ،tPسطحي به صورت 

باشد. بنابراين هاي نيروهاي سطحي، برشي بوده و سومي عمودي ميشود كه دو تا از مؤلفهيشوند. از طرفي ملاحظه ممي

سازد آيند. مجموعه نه مؤلفه تنش يك آرايه ميهاي نيروهاي سطحي بر حسب نه مؤلفه تنش به دست ميمجموعه مؤلفه

  ذيل نمايش داد: توان به صورتشود. پس تنسور تنش را ميكه به اين آرايه تنسور تنش گفته مي

)18-5(  σ = σ�" = RσNN σNP σNQσPN σPP σPQσQN σQP σQQS 
را  O) سه صفحه عمود بر هم در نقطه 5-3براي فهميدن اهميت فيزيكي نه مؤلفه تنش از تنسور تنش مطابق شكل (

هر هاي تنش نشان دهيم، مرلفه FQو  FN ،FPرا به صورت  ��Fهاي بردار نيروي سطحي ملاحظه نماييد.حال اگر مؤلفه

  شود:كدام از نيروها در سه صفحه عمود بر هم به صورت ذيل نوشته مي

FQ: σQN, σQP, σQQ FP: σPN, σPP, σPQ FN: σNN, σPN, σQN 

  

  

  

 
 
 
  

  

  در سه صفحه عمود بر هم OOOO: توصيف نيروهاي سطحي در نقطه 5-3شكل 

 (بردارنيروي سطح)�,

z(x3) 

x (x1) 

y(x2) 

O 
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) 5-4نمايد از سه تنش به صورت ذيل (شكل عمل مي xكه در جهت  FNبنابراين به عنوان مثال مؤلفه نيروي سطحي 

  شود:ناشي مي

  

  

  

  xxxx: مولفه هاي تنش بردار نيرو در جهت 5-4شكل 

) توصيف 5-4توان مطابق شكل (را نيز مي FQو  FPهاي نيروهاي سطحي مؤلفهها براي هاي تنشبه همين ترتيب مؤلفه

هاي شود. براي نمونه مؤلفه) استفاده مي5-5نمود. معمولا براي نمايش تنسور تنش از يك المان مكعبي مطابق شكل (

  در اين شكل نشان داده شده است. xتنش در جهت نيروي 

هاي ديگر دستگاه مختصات نشان داد. از طرف ديگر با استفاده از تنش را در جهتهاي توان مؤلفهبه همين ترتيب مي

  توان نوشت:توان نتيجه گرفت كه تنسور تنش متقارن است. پس ميمي 18اياصل بقاي مومنتوم زاويه

  

  

  

  

  xxxx1111: المان مكعبي براي نمايش مولفه هاي تنش در جهت 5-5شكل 

)19-5(  σ�" 
 σ"� 
  ) در نظر بگيريد:5-6براي روشن شدن تنسور تنش مثال حركت برشي ساده را مطابق شكل (

  

                                                           
18Angular Momentum 

σ21 
σ11 σ31 

x3 

x2 

x1 

σ11 

σ31 

σ21 

x3 
x2 

x1 
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  : حركت برشي ساده5-6شكل 

  شود:به صورت ذيل نوشته مي شود كه تنها تنش برشي در اين حركت سيالملاحظه مي

)20-5(  σ 
 σPN 
 σNP 
 FUA  
��Fمؤلفه نيروي برشي يعني  FUكه  
 FU باشد و ميA هاي تنسور تنش باشد. ساير مؤلفهمساحت سطح تماس با سيال مي

  صفر خواهد بود. يعني:

)21-5(  σNQ 
 σQN 
 σPQ 
 σQP 
 0 
  شود:ميبنابراين، تنسور تنش كل در يك جريان برشي به صورت ذيل نوشته 

)22-5(  σ�" 
 RσNN σ 0σ σPP 00 0 σQQS 
  

  . نيروهاي سطحي بر حسب تنسور تنش3

شود. نشان داده مي ����>��tگردد كه نيروهاي سطحي بر واحد سطح به صورت ) ملاحظه مي5-15با استفاده از معادله (

  شود:بنابراين كل نيروهاي سطحي براي حجم كنترل به صورت ذيل نوشته مي

)23-5(  F����� 
 � t��<����dAA&  

) 5-15دارد. از طرفي در معادله ( ��nبستگي به جهت بردار واحد عمودي  ����>��tباشد و مساحت حجم كنترل مي AVكه 

  نيروهاي سطحي بر حسب جهت بردارهاي واحد در دستگاه دكارتي نوشته شد و نشان داده شد كه:

)24-5(  tW�����<���� 
 n�σ�W 
 σ���. n�� 

,� 

y 

x 
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در تنسور تنش نوشته شده است. بنابراين معادله  ��n) نيروهاي كل سطحي بر حسب ضرب بردار واحد 5-24كه در معادله (

  شود:) به صورت ذيل نوشته مي5-24) با استفاده از معادله (23-5(

)25-5(  F����� 
 � �σ��� ∙ n���dAA&  
  تبديل نموده، خواهيم داشت:حال با استفاده از قضيه ديورژانس گوس انتگرال سطحي را به انتگرال حجمي 

)26-5(  F����� 
 � �σ��� ∙ n���dA 
 � #' ∙ σ$dV�&A&  
    19. معادله حركت مومنتوم4
در بخش قبل معادله حركت لاگرانژي سيال و تجزيه نيروهاي ديناميكي حاكم بر حركت سيال مورد بررسي قرار  

  د:شو) معادله حركت به صورت ذيل نوشته مي5-10) و (5-9گرفت. بنابراين از تركيب معادلات (

)27-5(  � ρ Dv�Dt dV�& 
 F�,+ ! F�,� 
  شكل برداري اين معادله به صورت ذيل است:

)28-5(  � ρ Dv��Dt dV�& 
 F+����� ! F����� 
  ) خواهيم داشت:5-28) در معادله (5-26) و (5-13با جاگذاري براي نيروهاي جرمي و سطحي از معادلات (

)29-5(  � ρ Dv��Dt dV�& 
 3 � ρg'hdV ! � #' ∙ σ$dV�&�&  
توان باشد، مي) مقدار معيني ميVYكه حد انتگرال (طرف چپ و با توجه به اين هاي طرف راست بهبا جابجايي عبارت

  ) بدست آورد:5-29معادله ذيل را از معادله (

)30-5(  ρ Dv��Dt 
 3ρg'h ! ' ∙ σ 
  شود:) به صورت ذيل نوشته مي5-30شكل انديسي معادله (

)31-5(  ρ Dv�Dt 
 3ρg ∂h∂x� ! ∂∂x" #σ"�$ 
                                                           

19Momentum Equation 
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  شود.گفته مي 20حركت كوشي) معادله 5-31) و (5-30به معادلات (

جا تعداد شود با سه مؤلفه سرعت، سه معادله حركت خواهيم داشت. به عبارتي در اينگونه كه ملاحظه ميهمان

,vUمجهولات به صورت سه مؤلفه سرعت ( v�, vZ و نه مؤلفه تنسور تنش است و مجموعا دوازده مجهول خواهيم (

  داشت.

بود از سه معادله حركت و يك معادله پيوستگي كه مجموعا چهار معادله موجود مي ليكن تعداد معادلات عبارت خواهد 

باشد. پس تنها باشد. بنابراين در اين حالت حل سيستم با توجه به عدم برابري تعداد مجهولات و معادلات غير ممكن مي

د. قبل از پرداختن به اين باشهاي سرعت ميهاي تنسور تنش بر حسب مؤلفهروش حل اين مسئله بيان كردن مؤلفه

  موضوع لازم است تنسور تنش را مورد بررسي قرار داده و ماهيت آن را بشناسيم.

شود كه سيال در حالت سكون بوده، به طوري كه تحت هيچ گونه تنش برشي و يا تغيير شكل ابتدا به حالتي پرداخته مي

  به صورت ذيل نوشت: 21ييتوان تنسور تنش را براي سيال ايستاقرار نداشته باشد. مي

)32-5(  σ�" 
 R3P 0 00 3P 00 0 3PS 
هاي عمودي يا قطري تنسور تنش خودش را به صورت فشار ايزوتروپيك شود كه در سيال ايستايي تنها مؤلفهملاحظه مي

  دهد. علامت منفي براي مثبت كردن فشار است كه در اينجا فشار از نوع كمپرسي بوده كه علامتش منفي است.نشان مي

حال سيالي را در نظر بگيريد كه درابتدا درحالت ايستا بوده و تحت نيروي ديناميكي قرار بگيرد. در اين حالت نيروهاي 

شوند. به طوري كه تنسور ديناميكي باعث تغيير شكل سيال شده و به صورت تنش برشي بر فشار استاتيكي سيال اضافه مي

  شود:كل ذيل نوشته ميتنش كل براي حركت سيال به صورت برداري به ش

)33-5(  σ 
 τ 3 PI 

 :σ  22تنسور تنش كل
                                                           

20Cauchy 
21Static Fluid 
22Total Stress Tensor 
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 :τ  23تنسور تنش ويسكوز
 :I  24تنسور واحد

  شود:) باز شده، به صورت ذيل نوشته مي5-33تنسور تنش كل يعني معادله (

)34-5(  σ�" 
 3Pδ�" ! τ�" 
 R3P ! τNN τNP τNQτPN 3P ! τPP τPQτQN τQP 3P ! τQQS 
  شود كه به صورت ذيل تعريف شده است:گفته مي 25دلتاي كرونكر "�δ) 5-34كه در معادله (

)35-5(  δ�" 
 E  1                   i 
 j0                   i ^ j 
شود. پس در حالتي كه نيز اطلاق مي 27يا تنسور تنش دياديك 26، به عنوان تنسور تنش اضافيτتنسور تنش ويسكوز، 

τ 
 ) 5-33باشد، سيال در حالت ايستا بوده و فقط فشار استاتيكي بر آن حاكم خواهد بود. حال با جا گذاري معادله ( 0

  آيد:)، معادله حركت به صورت ذيل در مي5-30در معادله حركت (

)36-5(  ρ Dv��Dt 
 3ρg'h 3 'P ! ' ∙ τ 
كه به صورت سه معادله در دستگاه مختصات شود، ) معادله حركت و يا معادله مومنتوم سيالات ناميده مي5-36معادله (

  شود:دكارتي نشان داده مي

)37-5(  ρ DvUDt 
 3ρg ∂h∂x 3 ∂P∂x ! ∂τUU∂x ! ∂τU�∂x ! ∂τUZ∂x  
)38-5(  ρ Dv�Dt 
 3ρg ∂h∂y 3 ∂P∂y ! ∂τ�U∂y ! ∂τ��∂y ! ∂τ�Z∂y  
)39-5(  ρ DvZDt 
 3ρg ∂h∂z 3 ∂P∂z ! ∂τZU∂z ! ∂τZ�∂z ! ∂τZZ∂z  

باشد كه به سه بوده و تعداد متغيرهاي تنسور تنش ويسكوز، نه مي اين معادلات نشان مي دهد كه تعداد متغيرهاي سرعت

  شود:صورت ذيل نشان داده مي

                                                           
23Viscose Stress Tensor 
24Unit Tensor 
25Kronecker Delta 
26Extera Stress 
27Dyadic Stress Tensor 
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)40-5(  τ 
 RτUU τU� τUZτ�U τ�� τ�ZτZU τZ� τZZS 
) نشان داده شده است. از طرفي قبلا نشان داده شد كه مشتق ماده براي سرعت در 5-6نه تنسور تنش كل در شكل (

  شود:ذيل نوشته ميسيالات غير قابل تراكم به صورت 

)41-5(  ρ Dv��Dt 
 D�ρv���Dt 
 ∂�ρv���∂t ! v�� ∙ '�ρv��� 
  

  

  

     
  

  : مولفه هاي نه گانه تنسور تنش5-6شكل 

به  "معادله حركت") 5-36) و جاگذاري آن در معادله (5-41(با جابجايي مناسب عبارت دوم در سمت راست معادله 

 شود:صورت ذيل نوشته مي
)42-5(  

∂∂t ρv��_N

 3ρg'hàbacP 3'P_Q 3' ∙ ρv��v��àbacd ! ' ∙ τ_e  

  كه ترم هاي موجود در اين معادله عبارتند از:

 1: نرخ افزايش مومنتوم در حجم كنترل بر واحد حجم
 2: نيروي گرانشي سيال در حجم كنترل بر واحد حجم

τyx 

σyy 

τyz 

 

τzx 

τzy 

σzz 

 

σxx 

τxy 

τxz 

 
x 

z 

y 
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 3: نيروي فشار ديناميكي سيال بر واحد حجم
 4: شار نرخ افزايش مومنتوم با جابجايي كل جريان در عبور از سطح بر واحد حجم

 5: نيروي ويسكوز سيال يا نرخ افزايش مومنتوم با حركت نفوذي مولكول ها
    28. معادله ساختاري رئولوژيكي5

معادله حركت بيشتر از تعداد معادلات حركت و پيوستگي است. بنابراين در قسمت قبل اشاره شد كه تعداد مجهولات در 

هاي سرعت نوشته شود. در اين حالت لازم است توضيح لازم است كه مولفه هاي تنسور تنش ويسكوز بر حسب مولفه

باط دارد. به داده شود كه تنش ويسكوز چگونه با نفوذ مولكولي كه ناشي از تغييرات سرعت در لايه هاي سيال است ارت

  طور كلي سيالي كه تحت نيروي ديناميكي قرار گيرد به سه صورت در سيال حركت ايجاد مي كند كه عبارتند از:

  حركت تغيير شكلي. -3حركت چرخشي،  -2حركت جابجايي،  -1

تغييرات هاي مذكور تعلق دارد؟ هاي ويسكوز به كدام گونه از حركتحال سؤالي كه مطرح مي شود اين است كه تنش

كنيم. اگر گراديان بردار سرعت را به صورت ذيل تجزيه ) توصيف مي��v'در حركت سيال را با گراديان بردار سرعت (

  نماييم خواهيم داشت:

)43-5( 'v�� 
 12 �'v�� ! 'v��h� ! 12 �'v�� 3 'v��h� 
-مي ) به صورت انديسي به صورت ذيل نوشته5-43چنين معادله (باشد. هممي ��v'ترانهاده  v��h'بايد توجه داشت كه 

  شود:

)44-5( ∂v�∂x" 
 12 i∂v�∂x" ! ∂v"∂x�j ! 12 i∂v�∂x" 3 ∂v"∂x�j 
) به صورت 5-44باشند. حال دو تنسور در معادله (هر كدام يك تنسور درجه دو مي v��h'و  ��v'گردد كه ملاحظه مي

  گردد:ذيل تعريف مي

                                                           
28Rheological Constitutive Equation 
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)45-5( ∆�"
 ∂v�∂x" ! ∂v"∂x� 
)46-5( Ω�" 
 ∂v�∂x" 3 ∂v"∂x� Ω�": 29چرخشي ;             تنسور           ∆�": 30شكل           تنسور تغيير 

  شود:هاي تنسور تغيير شكل يا تنسور نرخ كرنش به صورت ذيل نشان داده ميجا مؤلفهدر اين

)47-5(  ∆�"=
m
nnn
o 2 ∂vU∂x      ∂vU∂y ! ∂v�∂x         ∂vU∂z ! ∂vZ∂x∂v�∂x ! ∂vU∂y 2 ∂v�∂y        ∂v�∂z ! ∂vZ∂y∂vZ∂x ! ∂vU∂z      ∂vZ∂y ! ∂v�∂z      2 ∂vZ∂z p

qqq
r 

  شود:باشد. تنسور چرخشي نيز به صورت ذيل نشان داده ميشود كه تنسور نرخ كرنش يك تنسور متقارن ميملاحظه مي

)48-5(  Ω�" =
m
nnn
o 0 ∂vU∂y 3 ∂v�∂x   ∂vU∂z 3 ∂vZ∂x∂v�∂x 3 ∂vU∂y  0  ∂v�∂z 3 ∂vZ∂y∂vZ∂x 3 ∂vU∂z   ∂vZ∂y 3 ∂v�∂z 0 p

qqq
r

 

  . شود كه تنسور چرخشي يك تنسور غير متقارن استملاحظه مي

اي معادله ساختاري پردازيم. به چنين رابطهحال به رابطه ما بين تنسور تنش ويسكوز و تنسور تغيير شكل (نرخ كرنش) مي

  شود:شود و به صورت ذيل نوشته ميرئولوژيكي گفته مي

)49-5( τ�t� = Fs∆�t�t 
=∆شود. در اين حالت اگر گفته مي 31اي تابع تنسوريبه چنين رابطه τباشد،  0 =  بيان )5-49خواهد بود. معادله ( 0

باشند. در يك دسته بندي مي نمايد كه معادله ساختاري به نوع سيال بستگي دارد. از طرفي سيالات داراي بازه وسيعي مي

                                                           
29Rotation Tensor 
30Rate of Deformation Tensor 
31Functional 
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باشند. معادله ساختاري براي سيالات نيوتني به صورت ذيل مي 33و گروهي ديگر غير نيوتني 32گروهي از سيالات نيوتني

  د:شونوشته مي

)50-5( τ�" 
 μ i∂v�∂x" ! ∂v"∂x�j 
هاي تنسور باشد. بنابراين مؤلفهويسكوزيته (گرانروي) نيوتني است كه براي سيالات نيوتني تابعي از دما و فشار مي  µ كه

  توان به صورت ذيل نوشت:هاي برشي را ميتنش ويسكوز در حالت

)51-5( 
τU� 
 τ�U 
 μ i∂vU∂y ! ∂v�∂x j 
τ�Z 
 τZ� 
 μ i∂v�∂z ! ∂vZ∂y j 
τZU 
 τUZ 
 μ w∂vZ∂x ! ∂vU∂z x 

انـد. يــك قسـمت مربـوط بــه فشـار ســيال     هــاي عمـودي بايـد توجــه داشـت كــه از دو قسـمت تشـكيل شــده     بـراي تـنش  

-نمايـد و قسـمت ديگـر ناشـي از نيروهـاي ويسـكوز سـيال اسـت. پـس مؤلفـه          عمـل مـي   34است كه بـه صـورت فشـاري   

كــه ســيال غيرتراكمــي اســت، بــا حــالتيشــود. بايــد توجــه داشــت در هــاي تــنش عمــودي بــه صــورت ذيــل نوشــته مــي

.'�استفاده از معادله پيوستگي، v�� 
   مي باشد. �0

                                                           
32Newtonian 
33Non-Newtonian 
34Compression 
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)52-5( 
τUU 
 2μ ∂vU∂x 3 23 μ'. v 
τ�� 
 2μ ∂v�∂y 3 23 μ'. v 

τZZ 
 2μ ∂vZ∂z 3 23 μ'. v 
هاي تنسور تنش ويسكوز بر حسب گراديان سرعت نوشته مي شوند. به طوري كه شود كه تمام مؤلفهبنابراين ملاحظه مي

استوكس به دست مي آيد. در بخش بعدي به دست  -اين تنسور در معادله حركت (مومنتوم) معادله ناوير با جاگذاري

  استوكس توضيح داده خواهد شد. -آوردن معادله ناوير

-را به عنوان مثال ارائه مي 35هاي ويسكوز و معادله ساختاري جريان ساده برشيجا براي روشن شدن و فهم تنشدر اين

  دهيم.

  

  

  

    xxxx: جريان ساده برشي ناشي از صفحه متحرك در جهت5-7شكل 
خواهد بود. و نيز تنسور تنش ويسكوز به صورت ذيل  xمطابق شكل در اين جريان حركت صفحه متحرك در جهت 

  شود:نوشته مي

)53-5( yz{ 
 R 0 y|} 0y}| 0 00 0 0S 

ها را مي توان جا بجا نمود همان گونه كه در نمايش تانسور ها در مي باشد، جاي آن�y|}HyU بايد توجه داشت چون 

  شود:اين فصل انجام گرديد. از طرفي تنسور نرخ كرنش به صورت ذيل نوشته مي

                                                           
35Simple Shear Flow 
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)54-5( ∆�"

m
no 0 ∂vU∂y 0∂v�∂x 0 00 0 0p

qr 

vUجا در اين 
 v وv� 
 vZ 
 توان به صورت نرخ كرنش را ميگونه كه در فصل اول اشاره شد، باشد. همانمي 0

  ذيل نوشت:

)55-5( γ� 
 dvUdy 
 VH 
  شود.) نوشته مي5-51پس معادله ساختاري سيال نيوتني به صورت ذيل با استفاده از معادله (

)56-5( τ�U 
 τU� 
 τ 
 μγ�  
جا كه در اين

����U 
  خواهد بود. 0
  36استوكس -. معادله ناوير6

توان معادلات ساختاري سيالات نيوتني و نيز با فرض غير قابل تراكم بودن سيال ميدر اين قسمت با استفاده از قانون 

توان معادله حركت سيالات نيوتني ) مي5-36) در معادله (5-50حركت سيال را به دست آورد. پس با جاگذاري معادله (

  غير قابل تراكم را به صورت ذيل به دست آورد:

)57-5( ρ Dv�Dt 
 3ρg ∂h∂x� 3 ∂P∂x� ! ∂∂x" �μ i∂v�∂x" ! ∂v"∂x�j%`aaaabaaaac
عبارت ويسكوز

 
  شوند:هاي ويسكوز به صورت ذيل جابجا و ساده ميكه با مشتق گيري عبارت

μ :عبارت ويسكوز
��
���
�

���G�UK� ! ���K�UK �UGb̀c
���Gw��K��Gx��

���
� 

                                                           
36Navier-Stokes Equation 

  بر اساس معادله پيوستگي، اين ترم صفر است
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  ) خواهيم داشت:5-57گذاري عبارت بالا در معادله (پس با جاي

)58-5( ρ Dv�Dt 
 3ρg ∂h∂x� 3 ∂P∂x� ! μ ∂Pv�∂x"P  
  ) به صورت ذيل مي باشد:5-58شكل برداري معادله (

)59-5( ρ Dv��Dt 
 3ρg'h 3 'P ! μ'Pv�� 
) را براي سه مؤلفه 5-58گردد. هم اكنون اگر معادله (استوكس اطلاق مي -) معادله ناوير5-59) و (5-58به معادلات (

  سرعت نوشته و آن را باز نماييم، خواهيم داشت:

)60-5(  

ρ DvUDt 
 3ρg ∂h∂x 3 ∂P∂x ! μ i∂PvU∂xP ! ∂PvU∂yP ! ∂PvU∂zP j 

ρ Dv�Dt 
 3ρg ∂h∂y 3 ∂P∂y ! μ i∂Pv�∂xP ! ∂Pv�∂yP ! ∂Pv�∂zP j 

ρ DvZDt 
 3ρg ∂h∂z 3 ∂P∂z ! μ i∂PvZ∂xP ! ∂PvZ∂yP ! ∂PvZ∂zP j 
،  t,x,y,z)(vxشود كه تعداد مجهولات چهار بوده و به صورت استوكس مشخص مي -با بررسي معادلات ناوير

)t,x,y,z(vy  ،vz(t,x,y,z)  وP(t,x,y,z) گردد كه باشند. بنابراين با منظور كردن معادله پيوستگي ملاحظه ميمي

توان با استفاده از حساب ديفرانسيل معادلات مذكور را حل نمود و باشد. پس اكنون ميتعداد كل معادلات نيز چهار مي

 حل معادلات مورد بررسي قرار خواهد گرفت. توابع ميداني سرعت و فشار را محاسبه نمود. در فصل بعد چگونگي

اند. اي و كروي ارائه شدهاستوكس نيز در سه دستگاه مختصات دكارتي، استوانه -همانند معادله پيوستگي، معادلات ناوير

ي، توان معادلات مذكور را در هر سه سيستم دكارتبنابراين با استفاده از تبديل متغيرها (كه در فصل سوم بيان شد) مي

  اي و كروي به صورت جداول ذيل نوشت:استوانه
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  استوكس در مختصات دكارتي -: معادلات ناوير5-1جدول 

ρ w∂vU∂t ! vU ∂vU∂x ! v� ∂vU∂y ! vZ ∂vU∂z x 
 3 ∂P∂x 3 ρg ∂h∂x ! μ i∂PvU∂xP ! ∂PvU∂yP ! ∂PvU∂zP j 

ρ i∂v�∂t ! vU ∂v�∂x ! v� ∂v�∂y ! vZ ∂v�∂z j 
 3 ∂P∂y 3 ρg ∂h∂y ! μ i∂Pv�∂xP ! ∂Pv�∂yP ! ∂Pv�∂zP j 

ρ w∂vZ∂t ! vU ∂vZ∂x ! v� ∂vZ∂y ! vZ ∂vZ∂z x 
 3 ∂P∂z 3 ρg ∂h∂z ! μ i∂PvZ∂xP ! ∂PvZ∂yP ! ∂PvZ∂zP j 
  : مولفه هاي تنش ويسكوز در مختصات استوانه اي5-2جدول 

  هاي تنش ويسكوز در مختصات كروي: مؤلفه5-3جدول 

τ�� 
 τ�� 
 μ wr ∂∂r �v�r 
 ! 1r ∂v�∂θ x 
τ�� 
 τ�� 
 μ wsin θr ∂∂θ � vφsin θ
 ! 1r sin θ ∂v�∂φ x 

τ�� 
 τ�� 
 μ R 1r sin θ ∂v�∂φ ! r ∂∂r �v�r 
S 
σ�� 
 3P ! 2μ ∂v�∂r 3 23 μ' ∙ v�� 

σ�� 
 3P ! 2μ w1r ∂v�∂θ ! v�r x 3 23 μ' ∙ v�� 
  

   

τ�� 
 τ�� 
 μ wr ∂∂r �v�r 
 ! 1r ∂v�∂θ x 
τ�Z 
 τZ� 
 μ w∂v�∂z ! 1r ∂vZ∂θ x 

τ�Z 
 τZ� 
 μ w∂vZ∂r ! ∂v�∂z x 
σ�� 
 3P ! 2μ ∂v�∂r 3 23 μ' ∙ v�� 

σ�� 
 3P ! 2μ w1r ∂v�∂θ ! v�r x 3 23 μ' ∙ v�� 
σZZ 
 3P ! 2μ ∂vZ∂z 3 23 μ' ∙ v�� 
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    اياستوانه: معادلات حركت بر حسب تنسور تنش ويسكوز در دستگاه مختصات 5-4جدول 
ρ i∂v�∂t ! v� ∂v�∂r ! v�r ∂v�∂θ ! vZ ∂v�∂z 3 v�Pr j 
 3 ∂P∂r 3 �1r ∂�rτ���∂r ! 1r ∂τ��∂θ 3 τ��r ! ∂τZ�∂z % ! ρg� 

ρ w∂v�∂t ! v� ∂v�∂r ! v�r ∂v�∂θ ! vZ ∂v�∂z ! v�v�r x

 3 1r ∂P∂θ 3 � 1rP ∂�rPτ���∂r ! 1r ∂τ��∂θ ! ∂τ�Z∂z ! τ�� 3 τ��r % ! ρg� 

ρ w∂vZ∂t ! v� ∂vZ∂r ! v�r ∂vZ∂θ ! vZ ∂vZ∂z x 
 3 ∂P∂z 3 �1r ∂∂r �rτ�Z� ! 1r ∂∂θ τ�Z ! ∂∂z τZZ� ! ρgZ 
σ�� 
 3P ! 2μ i 1r sin θ ∂v�∂φ ! v�r ! v� cot θr j 3 23 μ' ∙ v�� 
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  : معادلات حركت بر حسب تنسور تنش ويسكوز در دستگاه مختصات كروي5-5جدول 

ρ i∂v�∂t ! v� ∂v�∂r ! v�r ∂v�∂θ ! v�r sin θ ∂v�∂φ 3 v�P ! v�Pr j

 3 ∂P∂r 3 1rP ∂∂r �rPτ��� ! 1r sin θ ∂�τ�� sin θ�∂θ ! 1r sin θ ∂τ��∂φ 3 τ�� ! τ��r ! ρg� 

ρ i∂v�∂t ! v� ∂v�∂r ! v�r ∂v�∂θ ! v�r sin θ ∂v�∂φ ! v�v�r 3 v�P cot θr j

 3 1r ∂P∂θ 3 1rQ ∂∂r �rQτ��� ! 1r sin θ ∂∂θ �τ�� sin θ� ! 1r sin θ ∂τ��∂φ ! τ�� 3 τ��r
3 cot θr τ�� ! ρg� 

 
ρ i∂v�∂t ! v� ∂v�∂r ! v�r ∂v�∂θ ! v�r sin θ ∂v�∂φ ! v�v�r ! v�v� cot θr j


 3 1r sin θ ∂P∂φ
3 w 1rQ ∂∂r #rQτ��$ ! 1r sin θ ∂∂θ #τ�� sin θ$ ! 1r sin θ ∂∂φ τ�� ! τ�� 3 τ��r
! τ��cot θr ! ρg�x 
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  38و سيال غير چرخشي 37گردابش.7

)  4.48هاي اين تنسور مطابق ماتريس (يك تنسور چرخشي است و مؤلفه Ωدر بخش قبل توضيح داده شد كه تنسور 

پردازيم. گردابش يا چرخشي بودن يك سيال بستگي به نشان داده شد. حال به تعريف گردابش و سيال غير چرخشي مي

-با سرعت زاويه zحول محور  P) فرض نماييم كه المان سيال در نقطه 5-10سيال دارد. مطابق شكل ( 39ايزاويهسرعت 

 چرخد.مي ωاي 
 
  

  

  

  zحول محور  P: حركت چرخشي المان سيال در نقطه 10-5

-طرفي مؤلفهباشد. از مي rωاي بوده و مقدار آن مماس بر سرعت زاويه 40شود، سرعت خطيهمان گونه كه ملاحظه مي

 شوند:) به صورت ذيل نوشته مي5-10مطابق شكل ( �vو  vUهاي سرعت خطي به صورت 
)61-5( vU 
 3rω sin θ 
 3rω yr 
 3yω 

v� 
 !rω cos θ 
 rω xr 
 3xω 
  توان نوشت:) مي5-61هاي (گيري از رابطهبا مشتق

)62-5( ω 
 3 ∂vU∂y  
ω 
 ∂v�∂x  

  ) خواهد بود و بنابراين خواهيم داشت:5-62متوسط روابط ( zاي سيال حول محور پس سرعت زاويه

                                                           
37Vorticity 
38Irrotationality 
39Angular Velocity 
40Linear Velocity 

vx 

P 

θ 

vy 

y 

rω 

x 
θ 
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)63-5( ωZ = 12 i∂v�∂x 3 ∂vU∂y j 
 شوند:نيز به صورت ذيل نوشته مي zو  xاي حول محورهاي به همين ترتيب سرعت زاويه

)64-5( ωU = 12 i∂vZ∂y 3 ∂v�∂z j 
)65-5( ω� = 1 2 w∂vU∂z 3 ∂vZ∂x x 

  سرعت را به صورت ذيل بنويسيم:پردازيم. اگر كرل بردار حال به تعريف گردابش مي

)66-5( ' � v�� 
 ��eN���� eP���� eQ����∂∂x ∂∂y ∂∂zvU v� vZ�� 
 i∂vZ∂y 3 ∂v�∂z j eN���� 3 w∂vZ∂x 3 ∂vU∂z x eP���� ! i∂v�∂x 3 ∂vU∂y j eQ���� 

�ξشود كه كرل بردار سرعت برداري است كه آن را به صورت ملاحظه مي 
 ' � v�� دهيم. همان گونه كه در نشان مي

-اي سيال حول محورهاي مختصات ميهاي زاويهدو برابر سرعت �ξهاي بردار شود، مؤلفه) ملاحظه مي5-66معادله (

گويند. )، سيال را غير چرخشي مي�ξ=0گويند. حال اگر گردابش برابر صفر باشد (مي 41را بردار گردابش �ξباشند. بردار 

ير چرخشي گويند كه كرل بردار سرعت آن صفر باشد. به بيان ديگر در هر سيال غبه عبارتي به سيالي غير چرخشي مي

هاي بردار گردابش به صورت ) مؤلفه5-66برابر با صفر خواهد بود. با توجه به معادله ( 42اي يا نرخ چرخشسرعت زاويه

 شوند:ذيل نوشته مي

)67-5( 
ξU 
 ∂vZ∂y 3 ∂v�∂z  
ξ� 
 ∂vU∂z 3 ∂vZ∂x  
ξZ 
 ∂v�∂x 3 ∂vU∂y  

  باشند.مي Ωهاي تنسور چرخشي ) مؤلفه5-67روابط (

  

                                                           
41Vorticity Vector 
42Rate of Rotation 
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  بندي). خلاصه(جمع 8

باشد.نيروهاي جرمي از دو نوع شار مومنتوم حاصل ضرب دياديك دو بردار سرعت بوده و يك كميت تنسوري مي

نيروهاي گرانشي و نيروهاي مغناطيسي تشكيل شده است. طبق قوانين حركت ديناميك نيروي گرانش بر واحد حجم از 

-مواقع در حركت سيال از نيروهاي مغناطيسي صرف نظر ميآيد.در بسياري از طريق گراديان انرژي پتانسيلي به دست مي

-هاي برشي و عمودي نشان داده ميشود.اثرات نيروهاي سطحي بر سطوح سيال يا مرزهاي جامد به صورت تنش

آيند كه آرايه حاصل از آن را تنسور تنش هاي نيروهاي سطحي بر حسب نه مؤلفه تنش به دست ميشوند.مجموعه مؤلفه

هاي تنسور تنش ويسكوز بر حسب گراديان سرعت مي تواند بيان شود.تنها نيروي حاكم بر سيال در مؤلفه گويند.تمام

باشد.گردابش يا چرخشي بودن يك سيال بستگي به سرعت حالت سكون نيروهاي ناشي از فشار استاتيكي سيال مي

  آن صفر باشد.گويند كه كرل بردار سرعت سيال دارد.به سيالي غير چرخشي مي 43ايزاويه

   

                                                           
43Angular Velocity 
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  .پرسش هاي پايان درس9

  ، رابطه زير برقرار است:ωو بردار سرعت گردابش  uنشان دهيد كه براي يك سيال تراكم ناپذير، بين بردار سرعت  -1

' ∙  �u ∙ '�u¡ 
 12'P�u ∙ u� 3 u ∙ �'Pu� 3 ω ∙ ω 

تا به طرف ج: با استفاده از تعريف مولفه هاي سرعت مماسي بر حسب سرعت خطي، از يك طرف معادله آغاز كرده  

  . دوم معادله برسيد

 در مختصات استوانه اي، مولفه هاي سرعت براي جريان همگن حول يك استوانه عبارتست از:-2
u� 
 U i1 3 aPrPj  cosθ 

u� 
 3U i1 ! aPrPj  sinθ 

شعاع استوانه است. اگر اثرهاي تراكم پذيري و  aسرعت سيال نزدديك شونده به سيال است و  Uدر اين رابطه 

، در هر نقطه در داخل سيال در غياب هر نوع نيروي جرمي را تعيين كنيد. P(r,θ)يز باشد، مقدار فشار، ويسكوزيته ناچ

قرار دهيد. حال با استفاده از معادله به دست آمده براي فشار مقدار فشار  P0مقدار فشار در نقطه اي دور از استوانه را برابر 

  ) به دست آوريد.r=aرا در سطح استوانه (

) نوشته آن گاه با استفاده از فرضيات مساله،  θ و r:ابتدا معادله ناوير استوكس را براي سيستم استوانه اي (در دو جهت ج

  آيد.معادله را ساده نماييد. آنگاه با استفاده از شرط مرزي فشار، مقدار فشار بر حسب پارامترهاي مساله به دست مي

  استوكس باشد.-تحت چه شرايطي اين ميدان مي تواند جوابي براي معادله ناويرميدان سرعت زير را در نظر بگيريد. -3

u = a(xP 3 yP)                    ;                            v = 32axy                       ;                             w = 0 

داده شده را در معادله قرار دهيد تا شرط ج: معادله ناوير استوكس را نوشته (در سه جهت) آن گاه مولفه هاي سرعت 

  لازم براي برقراري معادله، به دست آيد.

معادله  gz=-gو  gx=0 ،gy=0اگر ميدان سرعت در مثال قبلي در معادله ناوير استوكس صدق كند، با فرض  -4

  توزيع فشار را به دست آوريد.
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 pرا جايگذاري كرده و آنگاه معادلات را براي فشار،  giج: با استفاده از معادلات به دست آمده در قسمت قبلي، مقادير 
  ، حل نماييد.

، به سمت پايين bوشعاع فيلم خارجي  aيك لايه فيلمي از سيالي ويسكوز از يك لوله استوانه اي با شعاع داخلي  -5

شده است (شكل مقابل). در فاصله اي از بخش فوقاني لوله استوانه اي سرعت فيلم سيال به مقدار حدي خود  جاري

. با فرض اين كه هوا vz=vz(r) ،vθ=vr=0و ثابت مي ماند يعني:  44رسيده

هيچ گونه مقاومت تنشي در حركت فيلم سيال به وجود نمي آورد، معادله 

هم چنين شرايط مرزي مناسب براي حل اين معادله را تعيين نماييد.  vzديفرانسيلي 

ديفراسيلي را به دست آوريد و در نهايت با حل معادله، نشان دهيد كه توزيع 

با  bسرعت فيلم سيال چگونه خواهد بود. هم چنين نشان دهيد كه شعاع فيلمي 

  ، چه رابطه اي دارد؟ Qنرخ جريان حجمي كل فيلم، 

به  vzي و معادله ناويراستوكس در مختصات استوانه اي، معادله حاكم براي به دست آوردن ج: با استفاده معادله پيوستگ

دست مي آيد. حال با فرضيات داده شده در مساله و نيز شكل مساله، شرايط مرزي لازم براي حل معادله به دست مي 

آيد. حال با داشتن معادله ديفرانسيلي حاكم و نيز شرايط مرزي  آن، مي توان مولفه سرعت را به دست آورد. رابطه بين 

  ي براي دبي حجمي در لايه فيلمي به راحتي به دست مي آيد.دبي حجمي سيال با شعاع فيلمي، از انتگرالگير

  گردابش مربوط به ميدان هاي سرعت زير را به دست آوريد. -6

V=(-yΩ , xΩ , 0) ب:                                      ;         V=(-yG/(x2+y2) , xG/(x2+y2) , 0 ) : الف 

درس ارائه شد، مقادير مربوط به مولفه سرعت هر ميدان را قرار دهيد تا ج: با استفاده از تعريف گردابش، كه در متن 

  گردابش مربوط به هر ميدان به دست آيد.

                                                           
44 Fully Developed Region 

 5شكل مربوط به مساله 
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، معادله حركت در مختصات استوانه اي و كروي بر حسب تنسور تنش بيان شده است. با 5-5و  5-4هاي در جدول -7

استوكس در اين مختصات -معادلات را به صورت معادلات ناويراستفاده از اين معادلات و با كمك فرضيات لازم، اين 

  بيان نماييد.

ج: فرضيات مربوط به معادله حركت ناوير استوكس را در معادلات حركت مزبور اعمال نماييد تا معادله ناوير استوكس 

  مربوط به اين مختصات به دست آيد.
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 3

  . مقدمه1

در فصل قبل معادلات حركت و پيوستگي در مختصات دكارتي، استوانه اي و كروي حاصل شدند. هم چنين معادلات 

 -استوكس براي سيالات نيوتني و غيرتراكمي به دست آمدند. تمام آزمايش ها نشان مي دهد كه معادلات ناوير -ناوير

استوكس براي -ند. متاسفانه حل تحليلي معادلات ناويراستوكس معادلات بنيادي حاكم بر حركت سيالات نيوتني مي باش

بسياري از مواقع مشكل و يا غيرممكن است. ليكن خوشبختانه با فرض هاي ساده شونده براي بسياري از جريانات مي 

استوكس را اعمال نمود. در اين فصل به چگونگي اعمال اين معادلات در حل حركت سيالات -توان معادلات ناوير

  پرداخته خواهد شد. ويسكوز 

استوكس يك معادله غيرخطي ديفرانسيلي جزيي مي باشد كه تاكنون حل تحليلي براي آن پيشنهاد نشده -معادله ناوير

است. بنابراين براي اعمال اين معادله بر سيالات واقعي نياز به حل تحليلي كامل اين معادله مي باشد كه متاسفانه وجود 

اين معادله و حذف بعضي از عبارت هاي آن براي سيالات خاص مي توان اين معادله را با ندارد. پس با ساده سازي 

استفاده از روش تحليلي و حل معادلات عادي ديفرانسيلي جواب هاي مناسب براي آن به دست آورد. ليكن نمي توان 

ظريه اي وجود ندارد كه بتوان ثابت كرد كه جواب هايي كه به دست مي آيد، منحصر به فرد مي باشد. چون هيچ گونه ن

جواب به دست آمده را با آن ارزيابي نمود. با روش خاص و بدون بعد كردن معادله ناويراستوكس نشان خواهيم داد كه 

استوكس قابل ساده شدن بوده و مي توان جواب هاي مناسبي براي بعضي از حركت سيالات مانند -چگونه معادلات ناوير

  رزي و سيالات پتانسيلي به دست آورد.سيالات خزشي ، لايه م

  استوكس    -. ساده سازي و حل معادلات ناوير2

  معادلات ناوير استوكس در شكل برداري آن به صورت ذيل به دست آمد:

)1-6(  ρ Dv��
Dt�

عبارت اينرسي

	 
�P�
عبارت فشار


 ρg���
عبارت گرانشي


 μ��v���
عبارت  ويسكوز
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مي باشد كه تاكنون حل  1يك معادله غيرخطي ديفرانسيلي جزيياستوكس -همان گونه كه ملاحظه مي شود معادله ناوير

تحليلي براي آن پيشنهاد نشده است. بنابراين براي اعمال اين معادله بر سيالات واقعي نياز به حل تحليلي كامل اين معادله 

هاي آن بـراي سـيالات خـاص     مي باشد كه متاسفانه وجود ندارد. پس با ساده سازي اين معادله و حذف بعضي از عبارت

را با استفاده از روش تحليلي و حل معادلات عادي ديفرانسيلي جواب هاي مناسب براي آن بـه دسـت    توان اين معادله مي

آيد، منحصر به فرد مي باشد. چون هـيچ گونـه نظريـه اي     مي هايي كه به دست توان ثابت كرد كه جواب آورد. ليكن نمي

وش خاص و بدون بعد كردن معادله ناويراستوكس آمده را با آن ارزيابي نمود. با ر وجود ندارد كه بتوان جواب به دست

استوكس قابل ساده شدن بوده و مي توان جواب هاي مناسبي براي بعضي از -نشان خواهيم داد كه چگونه معادلات ناوير

  حركت سيالات مانند سيالات خزشي ، لايه مرزي و سيالات پتانسيلي به دست آورد. 

  ستوكسا-هاي ساده سازي معادلات ناوير. روش3

  توان تقسيم كرد:روش هاي حل معادلات ناوير استوكس را به سه گروه ذيل مي

  2حل كامل )1

  3حل تقريبي )2

  4حل عددي )3

  حل معادلات كامل براي سيالات ويسكوز. 1-3 ١.١

استوكس داراي چهار عبارت اينرسي، ويسكوز، فشار و گرانشي مي باشد. با ساده سازي و حذف عبارت -معادلات ناوير

توان معادلات را ساده نمود به طوري كه با استفاده از حساب ديفرانسيل جـواب هـاي تحليلـي مناسـب بـراي      اينرسي مي 

بسياري از جريان سيالات ويسكوز در مجاري مختلف به دست آورد. در اين جا فرض هاي ساده سازي به صـورت هـاي   

  ذيل اعمال مي شود.

                                                           
1Non-Linear Partial Differential Equation 
2 Exact Solution 
3Approximation Solution 
4Numerical Solution 
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  5الف) فرض اغماض اثرات انتهايي

يرات در انتهاي جريان سيال در بعضي از شكل هاي هندسي مانند لوله، كانال قابل اغماض مـي باشـد.   با اين فرض كه تغي

نظـر مـي شـود. بـه عنـوان مثـال در        بنابراين از عبارت هاي جابجايي در عبارت اينرسي در معادله نـاوير اسـتوكس صـرف   

نظر مي شود. اين ساده سازي زمـاني اعمـال    صرف) z∂/∂جريان دارد، از ترم ( zحركت سيال در يك لوله كه در جهت 

  در مثالي در قسمت بعدي اين فصل به آن پرداخته خواهد شد. فرض مي شود كه جريان كاملا توسعه يافته باشد. اين

  6ب) فرض تقارن

ي تـوان از  در حركت سيال در شكل هاي هندسي متقارن مانند لوله، كره و يا استوانه ، جريان متقارن بوده به طوري كه م

  . 0	θ∂/∂صرف نمود. يعني فرض مي كنيم كه  θتغييرات در جهت 

  7ج) فرض حالت پايداري

چون شرايط مرزي ثابت بوده و زمان در آنها دخالت ندارد. مي توان جريان را پايدار فـرض نمـود و از    8در سيالات آرام

  باشد. فرض هاي تقارن و پايداري قابل اعمال كردن نمي 9نظر نمود. در سيالات متلاطم صرف t=0∂/∂عبارت 

  استوكس -حل تقريبي معادلات ناوير .2-3 ١.٢

هاي هندسي مختلـف بسـتگي بـه خـواص فيزيكـي ماننـد        شكل عمومي سرعت براي حركت سيالات در مجاري با شكل

هاي بدون بعد نشان داده خواهد  ويسكوزيته، دانسيته و يا سرعت جريان ندارد. در فصل شش اثرات اين متغيرها در گروه

دهنـد. حركـت سـيالات در بـازه      نشان مي 10شد. معمولا اثرات ويسكوزيته و سرعت جريان را در عدد بدون بعد رينولدز

وسيعي از عدد رينولدز قرار دارد. ليكن دو محدوده در مكانيك سيالات مورد توجه خاص قرار دارد كه تقريب ها در دو 

  اده قرار مي گيرد.حالت ذيل مورد استف

                                                           
5No End Effect 
6Axial Symmetry 
7Steady State 
8Laminar Flow 
9Turbulent Flow 
10Reynolds 
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  11الف) تقريب جريان خزشي

). در Re<1در اين تقريب جريان سيال بسيار كند و آرام بوده به طوري كه عدد رينولدز كوچك تر از يك مـي باشـد (  

هايي مانند جريان حركـت مـواد مـذاب پلـي مرهـا،       اينجا عبارت اينرسي از معادله ناوير استوكس حذف مي شود. جريان

هاي سوسپانسيون ها ، حركت در مخازن يا محيط هاي متخلخل در اين گروه قـرار دارنـد. بـراي سـيالات      جريان محلول

  خزشي نيوتني معادلات حركت به صورت ذيل استفاده مي شود:

)2-6( 
�P 
 ρg�� 
 μ��v�� ≃ 0                        �Re = ρ < � � �
μ ≪ 1  

  12ب) تقريب جريان غير لزجي

�Reباشد، ( تر از يك مي بزرگدر شرايطي كه سرعت جريان بسيار �) در اين حالت عبـارت ويسـكوز قابـل اغمـاض     1

نيروهاي اينرسـي حـاكم بـوده و از نيروهـاي ويسـكوز       13خواهد بود. به عبارتي در حركت سيالاتي مانند جريان پتانسيلي

ما و حركت موشك را مـي  هايي مانند ديناميك گازها در لوله ها، حركت پرنده ها مانند هواپي شود. جريان نظر مي صرف 

استوكس به صورت ذيل نوشته  -هايي از جريان غيرلزجي (پتانسيلي ) نام برد. در اين حالت معادله حركت ناوير توان مثال

  مي شود:

)3-6( ρ Dv��
Dt 	 
�P 
 ρg��      !Re ≫ 1# 

آيد. در فصـل هـاي بعـدي     به دست مي 15ناميده مي شود. با انتگرال گيري از اين معادله، معادله برنولي 14اين معادله اويلر

  استوكس توضيح داده خواهد شد.  -تقريب هاي مذكور با استفاده از معادله بدون بعد ناوير

  حل عددي معادله ناوير استوكس .3-3 ١.٣

هاي خزشـي و غيـر لزجـي اسـتفاده كـرد، لازم اسـت معـادلات         در شرايطي كه نتوان از فرضيات ساده شونده و يا تقريب

استوكس را به طور كامل حل نمود. در اين حالت همان گونه كه قبلا اشاره شد، نمي تـوان از روش هـاي تحليلـي    -ناوير

                                                           
11Creeping Flow Approximation 
12Inviscid Flow Approximation 
13Potential Flow 
14Euler 
15Bernoulli 
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روش هـاي   16ددي بهـره بـرد. در ديناميـك سـيالات محاسـباتي     استفاده نمود. بنابراين لازم است از روش هـاي آنـاليز ع ـ  

و ... . در اين  18، المان محدود17استوكس پيشنهاد شده است مانند روش تفاضل محدود-مختلفي براي حل معادلات ناوير

زارها تهيه و به بازار عرضه شده است. با استفاده از اين نرم اف COMSOLو  FLUENTخصوص نرم افزارهاي پيشرفته مانند 

سيالات پيچيده مانند حركت مواد مذاب پلي مرها ، پيش گويي هوا و غيره قابل حل مي باشـد. در ايـن نوشـتار بـه علـت      

  محدوديت به روش هاي عددي پرداخته نخواهد شد.

  . روش حل كامل سيالات ويسكوز4

  ده به صورت زير است.استوكس با استفاده از فرض هاي ساده شون -روش عمومي براي حل كامل معادله ناوير

و نيوتني بودن سيال انجام شود. فرض هايي مانند  19) ابتدا لازم است كه فرضيات منطقي مانند جريان غيرتراكمي پايدار1

  پايداري، تقارن و اغماض اثرات انتهايي نيز ابتدا لازم است اعمال گردد. 

در حركت سيال مهم مي باشد. معمولا سيال در مجاري بسته كه داراي مرزهاي جامد باشند،  20) اثرات نيروهاي گرانشي2

شوند. نقش نيروهاي گرانشي در مجاري بسته مانند لوله ها ، كانال ها و غيره به  نيروهاي گرانشي در عبارت فشار ادغام مي

بـه صـورت زيـر، بـه فشـار       رتفـاع اسـتاتيكي  عمل مـي نمايـد. در ايـن حالـت، ا     ρghبه صورت  21عنوان ارتفاع استاتيكي

  ديناميكي اضافه مي شود:

 P/ 	 P 
 ρgh 
  استوكس به صورت ذيل نوشته مي شود:-مي گويند. پس در اين حالت معادله ناوير 22فشار هيدروديناميكي /Pكه به 

)4-6( ρ Dv��
Dt 	 
�P/ 
 μ��v�� 

                                                           
16 Computational Fluid Dynamics (CFD) 
17Finite Difference 
18Finite Element Method (FEM) 
19Steady Incompressible Flow 
20Gravity Forces 
21Static Head 
22Hydrodynamic Pressure 
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مختصـاتي متناسـب بامجـاري و شـكل هندسـي      استوكس و پيوستگي در دستگاه -) لازم است معادلات ساده شده ناوير3

سيال نوشته شوند. در ساده سازي، عبارت هايي كه با فرضيات در نظر گرفته شدند، حذف شده و يـا مسـاوي صـفر قـرار     

استوكس به صورت چند عبارت به دست خواهنـد آمـد. ايـن معـادلات بـه       -داده مي شوند. در اين حالت معادلات ناوير

  سيل عادي بوده كه با استفاده از روش تحليلي قابل حل مي باشند.صورت معادلات ديفران

) با انتگرال گيري از معادلات عادي ديفرانسيلي، روابطي به دست مي آيند كه داراي ثابت هاي انتگراسيون خواهند بود. 4

جـاري خـاص   باشد كه با فرض هاي سـاده شـونده بـراي بعضـي جريـان هـا در م       ميP=P(x,y,z)معمولا فشار به صورت 

  تغييرات فشار به صورت يك بعدي در نظر گرفته خواهد شد.

براي به دست آوردن ثابت ها لازم مي باشد. معمولا شرايط مرزي بـراي فشـار در نقـاط خـاص      23) اعمال شرايط مرزي5

ن مثال براي قبلا ارائه شده است. شرايط مرزي براي سرعت به صورت هاي مختلف در هر مساله متفاوت مي باشد. به عنوا

ها، سرعت در سطح جامد يعني در ديواره لوله و يا كانال صفر در نظـر   حركت سيال در مجاري بسته مانند كانال ها و لوله

در مـرز جامـد مـي گوينـد. در حركـت سـيالات آزاد (يكنواخـت) در         24گرفته مي شود. به اين فرض شرط عـدم لغـزش  

سيال آزاد اطراف كره يا استوانه معمولا سرعت سيال در فاصله دور از مجاري اطراف اشياي در حال سكون مانند حركت 

كه همان سرعت سيال آزاد است به عنوان شرط مرزي براي سرعت استفاده مي شود. در شرايطي كه يـك سـيال در    شئ

 تماس با يك سيال ديگر باشد، سرعت در سطح تماس دو سيال يكسان خواهند بود.
سيال، شرايط مرزي يعني پيوستگي در تنش برشـي مـابين دو سـيال مهـم مـي باشـند. در ايـن        در سطح مشترك ما بين دو 

  حالت تنش برشي در مرز مشترك ما بين دو سيال به صورت شرط مرزي ذيل استفاده مي شود:

 4μ5
dv5
dy 7

898:
= 4μ�

dv�
dy 7

898:
 

مختصات سطح مشترك مي  y0پروفيل سرعت دو سيال خواهند بود. هم چنين  v2و  v1ويسكوزيته دو سيال،  2µو 1µكه 

  باشد. 

                                                           
23Boundary Condition (B.C.) 
24No-Slip Condition 
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  . انواع جريان ويسكوز5

  دو دسته از جريان هاي ويسكوز وجود دارند كه به شرح ذيل به آن اشاره مي شود. 

  25جريان فشاري پويزله .1-5

طوري كه مرزهـاي مجـاري حركـت سـيال ثابـت      هاحركت سيال ناشي از فشار اعمال شده بر سيال بوده به در اين جريان

  بوده و سيال تحت اختلاف فشار حركت مي كند. مانند جريان حركت سيال در يك لوله يا كانال.

    26جريان برشي كوئت .2-5
نماينـد. در  ، سيال در مجاري حالت سكون داشته به طوري كه مرزهاي جامد حركت مي 27هاي برشي يا درگدر جريان

هـا،  سيال از طريق نيروهاي برشي از صفحه جامد شروع شده و به صـورت حركـت نفـوذي مولكـول     اين حالت، حركت

شود. به عنوان مثال حركت جريان برشي ما بين دو صـفحه مـوازي مسـطح    اي به لايه ديگر سيال منتقل ميمومنتوم از لايه

هاي قبلي تحـت جريـان برشـي    در فصل جامد كه يكي متحرك بوده و ديگري در سكون بوده در نظر بگيريد. اين مسئله

  گيرد.ساده به اندازه كافي به آن پرداخته شد. ليكن مجددا به طور كامل در اينجا مورد بررسي قرار مي

  

  

  

  

  : حركت سيال در يك جريان برشي(كوئت)6-1شكل 

                                                           
25Poiseuille Flow 
26Couette Flow 
27Drag 

y=h P0 
P 

y=0 

x 

y 

V 
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  نيوتني در جريان برشي (جريان كوئت). حركت سيال 6

گيريم. توزيع فشار و پروفيل سـرعت در ايـن   ) حركت سيال نيوتني بين دو صفحه موازي را در نظر مي6-1مطابق شكل (

جريان خواسته شده است. براي حل اين مسئله و براي به دست آوردن پروفيل سرعت لازم است كه مراحـل ذيـل انجـام    

  شود.

  شود. ، ابتدا در نظر گرفته ميTو ثابت =  µ، ثابت = ρه مانند ثابت = ) فرضيات اولي1

  شود.) معادله پيوستگي در مختصات دكارتي براي اين سيال نوشته مي2

)5-6( ∂v=∂x 
 ∂v8
∂y 
 ∂v>∂z = 0 

v8باشد، بنابراين مي xنظر به اينكه سرعت صفحه بالايي فقط در جهت  = v> =   خواهد بود. پس خواهيم داشت:0

)6-6( ∂v=∂x = 0 
  باشد. مي dvx/dx=0توان نتيجه گرفت كه بوده پس مي vx=vx(y)بنابرين با توجه به اينكه 

  شود.استوكس در مختصات دكارتي براي اين جريان به صورت ذيل نوشته مي -) معادلات ناوير3

)7-6(  ρ
Dvx
Dt = 
 ∂P?

∂x 
 μ @∂2vx
∂x2 
 ∂2vx

∂y2 
 ∂2vx
∂z2 A 

)8-6(  0 = 
 ∂P/
∂y 

)9-6(  0 = 
 ∂P/
∂z 

باشد. مي Dvx/Dt=0شود، به طوري كه شود كه جريان پايدار بوده و از اثرات انتهايي صرف نظر مياينجا فرض ميدر 

Pشود كه ) ملاحظه مي6-9() و 6-8از طرفي طبق معادلات ( = P(x) پس معادلات مذكور به شكل ذيل نوشته  ،بوده

  شوند.مي

)10-6(  
 BC?
BD 
 µ

∂�v=∂y� = 0 

)11-6(  ∂C?
∂x = dC?

dx  
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  ) خواهيم داشت:6-10گيري از معادله ( ) حال با دو مرتبه انتگرال4

)12-6(  v= = 1
4μ @dP/

dxA y� 
 c5y 
 c� 
  باشد.ها نياز به شرايط مرزي ميهاي انتگراسيون هستند. براي پيدا كردن اين ثابتثابت �cو  c5كه 

  شوند:) شرايط مرزي در اين مسئله به صورت ذيل نوشته مي5

)13-6(  y 	 0       ;          v= 	 0 
y 	 h      ;          v= 	 V 

  آيد:) پروفيل سرعت به صورت ذيل به دست مي6-12پس با اعمال اين شرايط مرزي در معادله (

)14-6(  v= 	 V Iy
hJ 
 h�

2μ
dC?
dx 4Iy

hJ 
 Iy
hJ�7 

  ) براي به دست آوردن دبي حجمي براي جريان كوئت  بين دو صفحه خواهيم داشت:6

)15-6(  Q 	 wh〈v=〉 	 O O v= dydzP
Q

R
Q

	 wh O v=dSy hT U5
Q

 
  گيري مي توان نوشت: ) و انتگرال6-15) در معادله (6-14پس با جا گذاري معادله (

)16-6(  Q = 1
2 whV 
 whV

12μ
dC?
dx  

باشند. در شرايطي كه فاصله ما بين دو صفحه خيلي متوسط سرعت سيال مي 〈=v〉عرض صفحات بوده و  wكه در اينجا 

توان از افت فشار صرف نظر نموده، به طوري كه پروفيل سرعت خطي بوده ميكم و در حدود كمتر از يك اينچ باشد، 

  شود:و به صورت ذيل نوشته مي

)17-6(  v= 	 V Iy
hJ 

  هاي قبل نيز اشاره شده است.كه به اين پروفيل خطي در فصل

)، به صورت ذيل به 6-16از طرفي ديگر اگر فاصله ما بين دو صفحه زياد باشد، تغييرات فشار با انتگرال گيري از رابطه (

  آيد:دست مي

)18-6(  O dC?W
W:

	 O �1
2 whV 12μ

whV 
 12μQ
whV  dx=

Q
	 O �6μV

h� 
 12μQ
whV  dx=

Q
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C? = PQ/ 
 �3μV
h� 
 6μQ

whV x 
  باشد.فشار در ابتداي صفحه يا فشار اتمسفر مي PQكه 

  . حركت سيال نيوتني ما بين دو صفحه مسطح موازي يا در يك داكت7

  ) در نظر بگيريد.6-2موازي را مطابق شكل ( حركت سيال نيوتني ما بين دو صفحه مسطح

  

  

  

  

  

  )h/w<<1: جريان در يك كانال با عرض كم (6-2شكل 

  

  

  

  

  

    
  : شكل هندسي سيال در يك داكت3-6

\]Zسيال نيوتني و تراكم ناپذير است ( ;باشد) فرضيات : جريان پايدار مي1
Z] = 0.(  

\]Zباشند، يعني ) اثرات انتهايي قابل اغماض مي2
Z= = شود. به عبارتي سيال كاملا توسعه يافته است و فرض مي )(0

v8 = v> =   نمايد.حركت مي xخواهد بود؛ يعني سيال فقط در جهت  0

\]Zشود يعني (صرف نظر مي zباشد، پس از تغييرات در جهت ) با توجه به اينكه عرض صفحات خيلي زياد مي3
Z> = 0(.  

w 

2h 

L 

x 

z 

y 

x 

y h 

h 

L 

vx 

  ديواره بالايي

 P0 Pپاييني ديواره
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 باشند، بنابراين از فشار هيدروديناميكي بهمي y) مجراي حركت سيال بسته خواهد بود و نيروهاي گرانشي در جهت 4

/Pصورت  = P 
 ρgh شود.استفاده مي  

  شود. پس:) از شرايط مرزي عدم لغزش در صفحات مرزي استفاده مي5

  y = _h		; 	v= 	 0 

  شود:) معادله پيوستگي به صورت ذيل نوشته مي6

  ∂v=∂x 
 ∂v8
∂y 
 ∂v>∂z 	 0	

v8چون  	 v> 	   باشد، پس ساده شده، خواهيم داشت:مي 0

)19-6(  ∂v=∂x 	 0 

\]Zچون 
Z> 	 \]Zو  0

Z= 	 =vپس  0 	 v=!y#  يعني سرعت تابعي از ،y باشد.مي  

  شوند به شكل زير ساده خواهند شد:استوكس نوشته مي -) معادلات مومنتوم كه به صورت ناوير7

)20-6(  ρ �∂v=∂t 
 v= ∂v=∂x 
 v8 ∂v=∂y 
 v> ∂v=∂z  	 
∂P/
∂x 
 μ@∂�v=∂x� 
 ∂�v=∂y� 
 ∂�v=∂z� A 

)21-6(  0 	 ∂P/
∂y 								يا											

∂P
∂y 	 
ρg 

)22-6(  0 	 
∂P/
∂z 										يا											

∂P
∂z 	 0 

/ZWجا با توجه به اينكه در اين
Z8 	 ZW/

Z> 	 /Pباشد، پس مي  0 	 P/!x#  خواهد بود. بنابراين معادله ديفرانسيلي حركت سيال

  به صورت ذيل نوشته خواهد شد.

)23-6(  µ
∂�v=∂y� 	 ∂P/

∂x 

)24-6(  ∂P/
∂x 	 dP/

dx 

  توانيم فرض كنيم كه:باشد، ميمي xحال با فرض اينكه افت فشار فقط در جهت 

)25-6(  dP/
dx 	 k						 IثابتJ 
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  ) به صورت ذيل خواهيم داشت:6-25گيري از رابطه ( پس با انتگرال

)26-6(  O dPW
W:

	 O kdx							يا							P 
 PQ
a

Q
	 kL 

  آيد:) به صورت ذيل به دست مي6-26بنابراين افت فشار با استفاده از معادله (

)27-6(  dP/
dx 	 
∆P

L 	 k	
  شود:) به صورت ذيل نوشته مي6-23( لذا معادله حركت

)28-6(  µ
d2vx
dy2 = 
 ∆P

L  

  گيري از اين معادله، پروفيل سرعت به صورت ذيل به دست مي آيد: حال با انتگرال

)29-6(  O d �dv=dy  	 O 
 ∆P
Lμ dy 
 C5 

)30-6(  dv=dy 	 
 1
μ

∆P
L y 
 C5	

  گيري مجدد خواهيم داشت: پس با انتگرال

)31-6(  v= 	 1
2μ �


∆P
L  y� 
 C5y 
 C� 

  آيند.باشند و با استفاده از شرايط مرزي به دست ميدو ثابت انتگراسيون مي �Cو  C5كه 

  شوند:هاي انتگراسيون به صورت ذيل ارائه مي) شرايط مرزي براي به دست آوردن ثابت8

)32-6(  y = 0				 ∶ 					 dv=dy 	 0 

y 	 h				 ∶ 						 v= 	 0 

τ(باشد، يعني صفر ميشود كه در مركز وسط ما بين دو صفحه تنش برشي ملاحظه مي 	 µ
d[\
d8 	 و در صفحات  )0

شود. بنابراين با استفاده از شرايط باشد، به طوري كه سرعت سيال در آن صفر در نظر گرفته ميتنش برشي ماكزيمم مي

  مرزي خواهيم داشت:

)33-6(  C5 	 0							; 						C� 	 
 h�
2μ �

∆P
L   
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  آمد:پس شكل نهايي پروفيل سرعت به صورت ذيل به دست خواهد 

)34-6(  v= = 1
2μ �∆P

L  (h� 
 y�) 

P∆كه  = PQ 
 P باشد.مي  

  ) شار جريان حجمي در كانال9

  گردد:براي به دست آوردن دبي حجمي سيال بر واحد عرض كانال از طريق ذيل عمل مي

)35-6(  
dQ = v=dy 

Q 	 O dQe
Q

	 O v=dyP
fP

	 O 1
2μ �∆P

L  !h� 
 y�#dyP
fP

 
)36-6(  Q 	 2hV

3μ �∆P
L   

  آيد:سرعت متوسط نيز از رابطه ذيل به دست مي

)37-6(  〈v=〉 	 Q
سطح28مقطع مساحت  

	 Q
2h 	 h�

3μ �∆P
L   

  ) توزيع تنش برشي در كانال10

  توزيع تنش برشي از رابطه ذيل به دست مي آيد:

)38-6( τ8= 	 μ @∂v=∂y 
 ∂v8
∂x A 

  ) خواهيم داشت:6-31گيري از پروفيل سرعت (رابطه  كه با مشتق

)39-6( τ8= 	 
y �∆P
L   

  ) ±h	y) تنش برشي در روي ديواره هاي بالا و پايين را بنويسيم (يعني در 6-39حال اگر با استفاده از معادله (

)40-6( τhi 	 
h �∆P
L          ;           y 	 h 

)41-6( τhj 	 
h �∆P
L          ;           y 	 
h 

 دهد:) توزيع تنش را بين دو صفحه موازي نشان مي6-4به معني بالايي وپاييني مي باشند. شكل ( lو  uهاي كه بالانويس
                                                           

28 Cross Sectional Area 

119



 

 16

 
  

  

  

  

  

  : توزيع تنش برشي در حركت فشاري بين دو صفحه موازي6-4شكل 

  . حركت سيال نيوتني بين دو صفحه موازي با استفاده از موازنه مومنتوم8

سـاده تـر اسـت از معـادلات حـاكم       . روش اول كـه ه استدو روش عمومي براي تحليل حركت سيالات توسعه داده شد

استوكس استفاده مي شود. در روش دوم از موازنه مومنتوم روي يك المان حجم استفاده مي شود. در قسمت قبل  -ناوير

 29) اگر يك المان6-5از روش اول استفاده گرديد، در اين قسمت از روش موازنه مومنتوم استفاده مي شود. مطابق شكل (

مـي   dzبوده و عمـق آن   dyو  dxتوده سيال بين دو صفحه در نظر بگيريد، طول و عرض المان ديفرانسيلي را در  29المان

 باشد.
 
 
 
 
  

  

  

  

                                                           
29Shell 

x 

y 
x 

y 

τyx 

τyx + (∂τyx/∂y)dy 

ρvx
2 

P 

ρvx
2 

P + (∂P/∂x)dx 

τ  

τhi  

τhj  

x 

y 
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  : موازنه مومنتوم بر روي المان سيال6-5شكل 

  مي نويسيم كه خواهد بود: x) ابتدا برآيند موازنه مومنتوم جابجايي را در جهت 1

 
Fm∆ ٣٠برآيند مومنتوم جابجايي 	 nρ v=� dy dzopq 
 nρ v=� dy dzori] 

، مومنتوم خطي يا نيروي لختي بر واحد سطح مي باشد، پس ضرب آن در مساحت سـطح  ρv2ملاحظه مي شود كه واحد 

  ورودي و خروجي برآيند نيروهاي لختي از المان به دست خواهد آمد.) كل مومنتوم dydzالمان (

  ) موازنه نيروهاي فشاري در المان به صورت زير است:2

FW∆ ٣١برآيند نيروهاي فشار 	 nP dy dzopq 
 4�P 
 ∂P
∂x dx  dy dz7ri] 

  ) موازنه تنش برشي مطابق شكل بر روي المان به صورت ذيل نشان داده مي شود:3

Fs∆ ٣٢برشيبرآيند نيروهاي تنش  	 t@τ=8 
 ∂τ=8
∂y dyA  dx dzu

pq

 vτ=8 dx dzwri] 

) مقـدار كـل   dx dzشود كه واحد تنش برشي نيرو بر واحد سطح است كه با ضـرب آن در مسـاحت المـان (   ملاحظه مي

  نيروي برشي در ورودي و خروجي المان به دست مي آيد.

  )موازنه نيروهاي كل بر المان به صورت ذيل نوشته مي شود:4

)42-6( ∆Fm 
 ∆FW 
 ∆Fs 	 0 
  )خواهيم داشت:dx dydz) و تقسيم آن بر حجم المان (6-42با جايگذاري عبارت هاي بالا در معادله (

)43-6( 
 ∂P
∂x 
 ∂τ=8

∂y 	 0 

                                                           
30Net Convective Momentum 
31Net Pressure Force 
32Net Shear Force 
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-43در معادلـه (  μ(∂vx/∂y)	τyx. با جايگذاري مي شودΔFI=0 بايد توجه داشت كه چون سيال پايدار است، بنابراين 

  استوكس به دست آمد:-آيد كه اين معادله قبلا از طريق معادلات ناويربه دست ميمعادله ديفرانسيلي سرعت   )،6

)44-6( µ
d�v=

dy�
= 


∆P

L
 

  33. حركت سيال نيوتني در قالب دو استوانه متمركز9

حركت سيالي را در ميان دو استوانه متمركـز، كـه     براي ارائه مثالي براي حركت سيالات نيوتني در مختصات استوانه اي،

كاربرد وسيعي در صنايع پلاستيك به ويـژه   درون ديگري قرار دارد، مورد بررسي قرار مي دهيم. اين شكل هندسييكي 

  .مرها دارددهي پليفرآيند شكل

شـعاع هـاي اسـتوانه هـاي       ) قالبي را كه از دو استوانه متمركز تشكيل شده است، نشان مي دهد. مطابق شكل،6-6شكل (

مي باشد. مراحل بـه دسـت آوردن پروفيـل سـرعت و دبـي حجمـي بـه         Lو طول قالب  R2و  R1داخل و خارج به ترتيب 

 صورت ذيل است:

 

 

 

 

 

 

 

 

  

  

  

                                                           
33Annular Die 

L 

R2 

R1 z 

r 

 ورودي خروجي

پروفيل سرعت

پروفيل سرعت P2 P1 

سيال

سيال
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  : حركت سيال نيوتني بين دو استوانه هم مركز6-6شكل 

شود. بـا توجـه بـه ايـن كـه شـكل هندسـي سـيال اسـتوانه اسـت، پـس از             ) سيال غير تراكمي هم دما و نيوتني فرض مي1

  ) براي آناليز حركت سيال استفاده مي شود. r,θ,zمختصات استوانه اي (

  خواهد بود. vr = vθ = 0است، بنابراين  z) با توجه به اين كه حركت سيال يك بعدي در جهت 2

  ) معادله پيوستگي در مختصات استوانه اي براي سيال مذكور نوشته مي شود:3

)45-6( ∂ρ
∂t 
 1r ∂∂r (ρ r v{) 


1

r

∂
∂θ (ρ v|) 


∂
∂z (ρ v>) = 0 

  سازي معادله پيوستگي خواهيم داشت:كه بعد از ساده

)46-6( ∂v>∂z 	 0 
مي باشد، θو  z) همان فرض اغماض از اثرات انتهايي است. بنابراين با توجه به اين كه سرعت مستقل از 6-46كه رابطه (

  خواهد بود.  vr = vr(r)پس 

اي در استوكس را در دستگاه مختصات استوانه -كنيم و معادله ناوير، استفاده ميθ = 0∂/∂) از فرض تقارن محوري ، 4

 نماييم:به صورت ذيل نوشته و ساده مي zجهت 
)47-6(  ρ �∂v>∂t 
 v{

∂v>∂r 
 v|

r

∂v>∂θ 
 v>

∂v>∂z  	 
 ∂P/∂z 
 μ t1
r

∂
∂r �r ∂v>∂r  
 1

r�
∂�v>∂θ� 
 ∂�v>∂z� u 

) 6-47هاي معادلـه ( ؛ بيشتر عبارت 0	 z∂/∂و  vr = vθ = 0و اين كه  ( 0	 t∂/∂)با استفاده از فرض حالت پايداري، 

 آيد:ذيل به دست ميحذف شده و معادله ساده شده به صورت 
)48-6(  
 ∂P?

∂z 
 μ 41
r

∂
∂r �r ∂vz

∂r  7 = 0 
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هـاي  هاي آن حذف خواهند شد و تنها عبـارت تر عبارتساده شده و بيش θو   rهاي استوكس در جهت -معادلات ناوير

  مانند:ذيل باقي مي

)49-6(  
∂P/
∂r = 0 

∂P/
∂θ 	 0 

/Pبنابراين در اين حالت  	 P/(z) شود:خواهد بود. پس عبارت فشار به صورت ذيل نوشته مي  

)50-6(  
 ∂C?
∂z = 
 dC?

dz 	 C?2 
 P?1
L  

  ) معادله پروفيل سرعت به صورت ذيل به دست خواهد آمد:6-50گيري از رابطه ( با دو مرتبه انتگرال

)51-6(  v> 	 
 1
4μ @


∂P/
∂zA r� 
 C5 ln r 
 C� 

  آيند.شرايط مرزي به دست مي هاي انتگراسيون هستند و با استفاده ازثابت �Cو  C5كه 

 شوند:) شرايط مرزي در اين سيال به صورت ذيل تعيين مي5
)52-6(  r = R5     ∶      v> 	 0 

r 	 R�     ∶      v> 	 0 
 آيند:و شكل نهايي پروفيل سرعت به دست مي �Cو  C5هاي )، ثابت6-51با اعمال شرايط مرزي در معادله (

)53-6(  

C5 	 14μ @
 ∂P/
∂zA R�� 
 R5�

ln ~R� R5T �
 

C� 	 14μ @
 ∂P/
∂zA R�� 
 C5 ln R� 

  ) خواهيم داشت:6-51در معادله ( �Cو  C5بنابراين با جايگذاري 

)54-6(  v> 	 14μ @
 ∂P/
∂zA

��
��
�� ln Ir R�T J
ln ~R� R5T �

(R�� 
 R5�) 
 (R�� 
 r�)
��
��
�� 

  دهد.) پروفيل سرعت را نشان مي6-6شكل (
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rو خــارجي  rهــاي داخلــي اي بــا شــعاع) دبــي حجمــي ســيال بــا اســتفاده از المــان حجمــي اســتوانه 6dr  بــه صــورت

dQ = v>2πrdr آيد:شود كه با انتگرال گيري دبي حجمي كل به صورت ذيل به دست مينوشته مي  

)55-6(  Q = O dQe
Q

= O v>2πrdr��

��
 

  آيد:گيري، دبي حجمي كل به دست مي) در معادله بالا و انتگرال6-54با جايگذاري پروفيل سرعت يعني معادله (

)56-6(  Q = π(R�� 
 R5�)8μ @
 ∂P/
∂zA

��
��
��R�� 
 R5� 
 R�� 
 R5�

ln ~R� R5T ���
��
��
 

  شود:گيري از انتگرال غير معين ذيل استفاده ميتوجه شود كه در انتگرال

)57-6(  O r ln r dr 	 r�
2 ln r 
 r�

4  
R5از طرفي در شرايطي كه  → Rميل كند، قالب به شكل يك لوله بـا شـعاع    0 	 R�       در خواهـد آمـد كـه دبـي آن بـه

  شود:شكل ذيل نوشته مي

)58-6(  Q 	 πR�
8μ @
 ∂P/

∂zA 
  معروف است. 34پويزله-) به قانون هيگن6-58كه معادله (

    35هاي دو بعدي. حركت سيالات نيوتني در جريان10
ها كه فاصله ما بين دو صـفحه آن كـم نباشـد، در مختصـات دكـارتي بـه       حركت سيالات تراكم ناپذير و نيوتني در كانال

اي و يا كروي، به صورت استوانهباشد. هم چنين حركت سيالات اطراف كره و استوانه در مختصات صورت دو بعدي مي

  دو بعدي تحليل مي شود.

جـا  دهيم. در ايندر اين قسمت حركت سيال را در كانالي به صورت دو بعدي در مختصات دكارتي مورد آناليز قرار مي 

=vهاي سرعت به صورت مؤلفه = v=(t, x, y)  ،v8 = v8(t, x, y)  و فشارP/ = P/(t, x, y)      خواهـد بـود. فـرض نمـاييم

                                                           
34Hagen-Poiseuille Law 
35Two-Dimensional Flow 
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<vكه سيال حالت پايدار دارد و  = -اسـتوكس را بـه صـورت ذيـل مـي      -باشد. بنابراين معادلات پيوستگي و ناويرمي 0

  نويسيم:

)59-6(  ∂v=∂x 
 ∂v8
∂y = 0 

)60-6(  ρ Dv=Dt 	 
 ∂P/∂x 
 μ @∂�v=∂x� 
 ∂�v=∂y� A 

)61-6(  ρ Dv8Dt 	 
 ∂P/∂y 
 μ @∂�v8
∂x� 
 ∂�v8

∂y� A 

سه مجهول و سه معادله داريم. از طرفي حل اين گونه معادلات به روش تحليلي مشكل و يا جا شود كه در اينملاحظه مي

 -توان با استفاده از توابع جريان، دو معادله ناويرنمايد. ليكن همان گونه كه قبلا در فصل دوم اشاره شد ميغير ممكن مي

جـا اگـر از دو طـرف معادلـه     ددي حل نمود. در ايناستوكس را تبديل به يك معادله نموده و آن را با استفاده از روش ع

Z) به ترتيب به صورت 6-61) و (60-6((
Z8  وZ

Z= مشتق بگيريم و سـپس دو معادلـه را از هـم كـم كنـيم،       36يعني ضربدري

  هاي فشار به صورت ذيل حذف خواهند شد:عبارت

)62-6(  ∂�P/
∂y ∂x 
 ∂�P/

∂x ∂y = 0 

  سازي به صورت ذيل نوشته مي شود:مذكور حاصل مي شود بعد از سادهدر اين جا معادله اي كه از جمع دو معادله 

)63-6(  ∂ξ>∂t 
 v= ∂ξ>∂x 
 v8
∂ξ>∂y = μ

ρ t∂�ξ>∂x� 
 ∂�ξ>∂y� u 

  مي باشد. در فصل چهارم، به صورت ذيل تعريف گرديد: zحول محور  37گردابش ξzكه در اين معادله 

)64-6(  ξ> 	 ∂v8∂x 
 ∂v=∂y  
  جريان لاگرانژي خواهيم داشت:از طرفي با استفاده از تعريف تابع 

)65-6(  
v= = ∂ψ

∂y 
v8 = 
 ∂ψ

∂x  
                                                           

36Cross Differentiation 
37Vorticity 
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  توان نوشت:) مي6-64) در (6-65پس با جايگذاري روابط (

)66-6(  ξ> = 
 ∂�ψ
∂x� 
 ∂�ψ

∂y� = 
��ψ 
  رسيم:) به معادله ديفرانسيلي درجه چهارم ذيل مي6-63) در  معادله (6-66بنابراين با جايگذاري رابطه (

)67-6(  ∂
∂t ��ψ 
 ∂ψ∂y

∂
∂x ��ψ 
 ∂ψ

∂x
∂

∂y ��ψ = μ
ρ ��ψ 

) يك معادله غيرخطي اسكالر ديفرانسيل جزيي از درجه چهار اسـت. در حالـت پايـدار، از عبـارات طـرف      6-67معادله (

  شود:شود و معادله به صورت ذيل ساده مينظر ميچپ معادله صرف

)68-6(  ��ψ = 0 
اي و كروي نيز موجود است مذكور در مختصات استوانه) نياز به چهار شرط مرزي داريم. معادله 6-68براي حل معادله (

  ارائه شده است. 38هاي انتقال برد و همكارانو در كتاب پديده

  توان به شكل ديفرانسيلي زير نيز نوشت:) را مي6-68معادله (

)69-6(  ∂�ψ
∂x� 
 2 ∂�ψ

∂x� ∂y� 
 ∂�ψ
∂y� = 0 

   

                                                           
38 Transport Phenomena ; Bird, Stewart, Lightfoot 
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  . خلاصه(جمع بندي)11

توان تقسيم كرد: حل كامل، حل تقريبـي، حـل عـددي.    به سه گروه ذيل مياستوكس را  -روش هاي حل معادلات ناوير

در روش حل كامل مي توان از فرضياتي چون اغماض اثر انتهايي، تقارن و حالت پايـداري اسـتفاده كـرد. در روش حـل     

ت سيال در معمولا براي حركتقريبي از تقريب هايي چون تقريب جريان خزشي و تقريب جريان غيرلزجي استفاده كرد. 

مجاري هاي بسته كه داراي مرزهاي جامد باشند، نيروهاي گرانشي در عبارت فشار ادغام مي شوند. در شرايطي كه نتوان 

استوكس را به طور -از فرضيات ساده شونده و يا تقريب هاي خزشي و غير لزجي استفاده كرد، لازم است معادلات ناوير

ي حل معادلات حركت با توجه به هندسـه و شـرايط حركـت سـيال تعيـين مـي       معمولا شرايط مرزي براكامل حل نمود. 

 -شود. دو روش عمـومي بـراي تحليـل حركـت سـيالات توسـعه داده شـد. روش اول اسـتفاده از معـادلات حـاكم نـاوير           

در حركت سيالات تراكم ناپذير و نيـوتني  استوكس است، روش دوم استفاده از موازنه مومنتوم روي يك المان حجمي. 

باشـد. حركـت سـيالات    ها كه فاصله ما بين دو صفحه آن كم نباشد، در مختصات دكارتي به صورت دو بعدي مـي كانال

ها كه فاصله ما بين دو صفحه آن كم نباشد، در مختصات دكـارتي بـه صـورت دو بعـدي     تراكم ناپذير و نيوتني در كانال

  اي و يا كروي، به صورت دو بعدي تحليل مي شود.ت استوانهباشد. حركت سيالات اطراف كره و استوانه در مختصامي
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  . پرسش هاي پايان درس12

فوت و شعاع داخلي  27با طول  39وزني ساكاروز است، از فضاي بين دو استوانه هم مركز 60محلولي آبي كه داراي % -1

درجه سـانتيگراد در جريـان اسـت. در ايـن شـرايط، دانسـيته محلـول         20اينچ، در دماي  1/1اينچ و شعاع خارجي  495/0

lb/ft3 3/80  و ويسكوزيته آنlbm/ft.hr 8/136     است. دبي حجمي محلول را زماني كه اختلاف فشـار ايجـاد شـدهpsi 

  است، محاسبه كنيد. 39/5

از معادله سرعت مربوط به حركت سيال بين دو استوانه استفاده كرده و با جايگـذاري مقـادير داده شـده، مقـدار دبـي       ج:

 سيال قابل محاسبه است.

يك سيال نيوتني در يك رژيم جريان آرام از يك شكاف باريك، كه از دو ديوار مـوازي   -2

باشـد، مـي    B<<Wور است. اگـر  است تشكيل شده است، در حال عب B2كه فاصله ميان آنها 

 توان از اثرات انتهايي صرف نظر كرد (شكل مقابل).

 را براي اين سيال به دست آوريد. vzو پروفيل سرعت  τxzبا نوشتن يك موازنه مومنتوم تنش  -

  نشان دهيد نسبت سرعت ميانگين سيال با سرعت بيشينه سيال چه ميزان خواهد بود. -

 پويزله براي اين سيال به چه صورت خواهد بود؟-معادله هيگننشان دهيد كه  -

ج: از معادلات پيوستگي و نيز معادلات مومنتوم در سه جهت استفاده كرده با ساده سازي معادلات، با استفاده از فرضيات 

مقدار سرعت مساله، تنش و پروفيل سرعت خواسته شده محاسبه مي گردد. با استفاده از معادله سرعت به دست آمده، 

بيشينه و نيز سرعت ميانگين را مي توان محاسبه كرد. معادله هيگن پويزله براي اين مساله نيز با در اختيار داشتن معادله 

 گردايان فشار كه از معادلات حركت به دست مي آيد و نيز تعريف دبي سيال، قابل استخراج است.
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سيار باريك باشد، ممكن است با تقريب خـوبي، آن را بـه صـورت    ب 40چنانچه يك لوله حاوي دو استوانه متحدالمركز-3

اي كـه داراي شـعاع   يك شكاف نازك در نظر بگيريم. حال با اين توصيف، دبي جرمـي جريـان گذرنـده از چنـين لولـه     

عددي كوچك است) را با استفاده از روابط به دست آمده از مساله قبـل بـه    εاست، ( R(ε-1)و شعاع داخلي  Rخارجي 

  دست آوريد.

ج: با استفاده از معادلات حركت حاكم بر دو صفحه موازي و يا اعمال فرضيات اين مساله بر پاسخ مساله قبل، دبي جريان 

 گذرنده از ميان دو استوانه متحدالمركز بسيار باريك به دست مي آيد.
را كه در شكل زير نشان داده شده است، به دست آوريـد. سـيال    41ي جرمي سيال عبوري از يك جريان سنج موئينهدب-4

درجه سانتيگراد مي باشد و سيال موجود در مانومتر تتراكلريدكربن با دانسـيته   20دار، آب در دماي گذرنده از لوله شيب

g/Cm3 594/1 تنها اندازه گيـري  ماييراهن اينچ است. 010/0. قطر لوله موئينه :h  وL       بـراي محاسـبه دبـي جريـان كـافي

  ) نيست. چرا؟θاست و نيازي به اندازه گيري زاويه شيب (

  4مساله

ج: خوا فيزيكي آب در دماي داده شده را از مراجع به دست آوريد. آن گاه معادلات پيوستگي و معادلـه حركـت نـاوير    

فرضيات درست، بنويسيد. سپس مقادير فشاري كه بامانومتر نشان داده مـي شـود،   استوكس را براي اين مساله را با اعمال 

در معادله حركت اعمال نماييد. با داشتن ديگر مقادير فيزيكي، به راحتي مي توان پروفيل سرعت را نوشـته و در نهايـت،   

 مقدار دبي عبوري را با استفاده از پروفيل سرعت محاسبه نمود.
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شامل يك صفحه صاف ساكن و يك مخروط وارونه است به طـوري كـه   (شكل زير)، صفحه -و-ويسكومتر مخروط-5

تنها نوك مخروط با صفحه تماس دارد. مايعي كه ويسكوزيته آن بايد اندازه گيري شود، در فضاي خالي ميان مخروط و 

لازم براي گردانـدن مخـروط    Tzمي چرخد و گشتاور  Ωصفحه قرار داده مي شود. مخروط با سرعت زاويه اي مشخص 

 اندازه گيري مي شود. 
(زاويه ميان صفحه و  ψ0و  Ω ،Tzاي براي ويسكوزيته سيال بر حسب معادله -

 1در نمونه هاي تجاري، حدود  ψ0مخروط)، به دست آوريد. مقدار زاويه 

 درجه است.
اگر بتوان توزيع سرعت سيال در فضاي خالي ميان مخروط و صفحه را با جريان  -

سيال ميان دو صفحه موازي تقريب زد، كه صفحه فوقاني با سرعت ثابت 

ويسكومتر به دست آوريد. در حركت مي كند، پروفيل سرعت سيال در اين 

  V=rΩ   ،   b=r sinψ0اينجا داريم: 

دست آمده، تنش برشي اين سيستم را به دست آوريد. با استفاده از تنش به دست آمده، بيان  با استفاده از توزيع سرعت به -

 كنيد كه چرا اين نوع ويسكومترها مطلوبند؟
 به دست آوريد. Rو  µ ،Ω ،ψ0مقدار گشتاور مورد نياز براي چرخاندن مخروط را بر حسب  -

طه را در تعريف قرار دهيد. بدين ترتيب ويسكوزيته به صورت ج: از تعريف گشتاور استفاده كرده آنگاه پارامتراهاي مربو

تابعي از پارامترهاي مساله به دست مي آيد. در قسمت دوم با كمك مختصات كروي، معادله حركت حاكم بر مساله به 

با آيد. در قسمت سوم، دست مي آوريم. سپس با استفاده از شرايط مرزي حاكم بر سيستم، پروفيل سرعت به دست مي

استفاده از تعريف تنش برشي، مقدار سرعت را از قسمت قبلي جايگذاري مي كنيم. در نهايت، با در اختيار داشتن پروفيل 

  سرعت، به آساني با كمك تعريف گشتاور، مقدار گشتاور به دست مي آيد.
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 5/0برابـر بـا    ψ0اويـه  و ز Cm 10صفحه، با شـعاع  -و-براي اندازه گيري ويسكوزيته سيالي از يك ويسكومتر مخروط-6

، برابـر   rad/min 10درجه استفاده شده است به طوري كه گشتاور لازم براي چرخاندن مخروط آن با سرعت چرخشي 

dyn.Cm 40000است، ويسكوزيته اين سيال چه ميزان است؟  

 گذاري مي نماييم.ج: از رابطه گشتاور به دست آمده در قسمت قبل استفاده كرده و مقادير مساله را در رابطه جاي

) در حـال عبـور   L>>W>>B(كـه   Bو ضـخامت   W، پهنـاي  L، از يك لوله تخت با طـول  xسيالي در جهت مثبت -7

است  y=Bو  y=0است. اين لوله داراي جداره هاي متخلخل در 

در همـه   vy=v0لذا همواره يك جريان عرضـي ثابـت بـا سـرعت     

  ).روبرونقاط لوله وجود دارد (شكل 

اين چنين جريان هايي براي فرآيندهاي جداسازي بسيار پر اهميت هستند. با كنتـرل درسـت جريـان عرضـي، مـي تـوان        

   ذرات بزرگتر را در مجاورت جداره بالايي تغليظ كرد.

  را براي اين سيستم به دست آوريد.  vxپروفيل سرعت  −

  را به دست آوريد.  xدبي جرمي سيال در جهت  −

 خواهد بود. 2وقتي جريان عرضي وجود نداشته باشد، دبي جرمي اين سيستم همانند مساله ، نشان دهيد −

ج: با كمك معادلات پيوستگي و معادله حركت ناوير استوكس، و اعمال فرضيات لازم و نيز با استفاده از شرايط مـرزي  

بي جرمي و نيز پروفيل سـرعت، دبـي   به دست مي آيد. با استفاده از تعريف د xحاكم بر مساله، پروفيل سرعت در جهت 

  به دست مي آيد. xجرمي سيال در جهت 
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يك سيال به شدت نيوتني از فضاي ميان دو كـره هـم مركـز جريـان دارد (شـكل      -8

). انتظار مـي رود كـه دبـي جرمـي سـيال در ايـن سيسـتم را بـه صـورت تـابعي از           زير

اختلاف فشار اعمال شده به دست آوريد. از اثرات انتهايي چشم پوشي كرده و فرض 

بسـتگي داشـته و ديگـر مولفـه هـاي سـرعت برابـر صـفر          θو  r، فقـط بـه   vθكنيد كه 

كوزيته بالاي سيال خزشي است. كنيد كه جريان به دليل ويسهستند.(راهنمايي: فرض 

  استفاده نماييد.) θاستوكس در جهت -هم چنين از معادلات پيوستگي و معادله ناوير

با اعمال فرضيات حاكم بر مساله نوشته و به اين ترتيب   θج: ابتدا معادله پيوستگي و معادله ناوير استوكس در جهت 

ف دبي جرمي استفاده كرده و  پروفيل به دست آمده را در رابطه پروفيل سرعت سيال به دست مي آيد. آن گاه از تعري

 قرار داده و به اين ترتيب دبي جرمي سيال به دست مي آيد.
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  . مقدمه1

نمايـد. روابـط تجربـي    باشد، زيرا روابط بين متغيرها را بيان ميآناليز ابعادي در مكانيك سيالات داراي اهميت خاص مي

هاي آزمايشگاهي به دست آمده است. در حركت سيالات معمـولاً دو گـروه از متغيرهـا    بين متغيرها معمولاً از طريق داده

باشد، ماننـد دانسـيته، ويسـكوزيته، كشـش سـطحي و غيـره.       ارد. يك گروه از متغيرها مربوط به خواص سيال ميوجود د

باشـد. بعضـي از متغيرهـا مسـتقل از     گروه ديگر مربوط به ابعاد و شكل هندسي مجـاري سـيال و نيروهـاي دينـاميكي مـي     

هاي بدون بعد بين متغيرهاي وابسته بـه وجـود   ي مانند گروههاياند. در آناليز ابعادي رابطهبه هم وابسته برخييكديگرند و 

  ١توان از دو كلاس ذيل نام برد:باشند. از كاربردهاي آناليز ابعادي در سيالات ميآيد كه داراي مفهوم فيزيكي ميمي

  جواب عمومي براي معادلات حركت، به خصوص معادله ناوير استوكس -الف

باشد. شكل هندسي متشابه اما با ابعاد مختلف معمولاً داراي پروفيل سرعت يكسان ميحركت سيال در مجاري مختلف با 

باشد. حال در چند لوله با ابعاد مختلف، مـثلاً بـا قطرهـاي    براي مثال حركت سيال در يك لوله داراي پروفيل سهموي مي

  متفاوت، پروفيل سرعت همواره به صورت سهمي خواهد بود. 

  

  

  

 
 

  : پروفيل سرعت يكسان براي حركت سيال در داخل لوله با ابعاد مختلف7-1شكل 

گونه كه مشاهده ) را ملاحظه نماييد. سه لوله با ابعاد و قطرهاي متفاوت نشان داده شده است. همان7-1شكل ( ،براي مثال

بنابراين يك پروفيل سرعت عمومي به صـورت سـهمي    باشد.شود در هر سه لوله پروفيل سرعت به صورت سهمي ميمي
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پس هدف از آناليز ابعادي به دست آوردن يك حل و جواب عمومي براي حركت  در حركت سيال در لوله وجود دارد.

  باشد.هاي هندسي متشابه ميمجاري با شكل  سيال در

  هاي آزمايشگاهيبين داده ٢رابطه همبستگي -ب

نيك سيالات به طور پيچيده به مجـاري بـا شـكل هـاي هندسـه مختلـف و پارامترهـاي جريـان         ها در مكابسياري از پديده

بستگي دارد. براي مثال نيروي درگ (اصطكاك) بر يك كره توپر را كه در مسير جريان يكنواخـت قـرار دارد، در نظـر    

يي چـون خـواص سـيال (نظيـر     بگيريد. واضح است نيروي ديناميكي ناشي از جريان سيال بر روي كـره تـابعي از متغيرهـا   

توان نيروي درگ را ) مي باشد. پس ميv) و سرعت جريان (D)) ، ابعاد كره مانند قطر كره (µ) و ويسكوزيته (ρدانسيته (

  به صورت ذيل نوشت:

)1-7(  F � f�D, v, ρ, μ� 

ي شـود كـه يـك سـامانه    البته در اين جا از پارامترهايي مانند زبري سطح كره صرف نظر شده اسـت. اگـر از مـا خواسـته     

آزمايشگاهي طراحي نماييم كه نيروي درگ را با تغيير چهار متغير مذكور بررسي كند، معمـولاً لازم اسـت هميشـه يـك     

ي وسيعي ده مرتبه تغيير دهيم و بـه همـين   نمايد و بقيه متغيرها ثابت بمانند. به عنوان مثال اگر سرعت را در بازهمتغير تغيير 

آزمـايش را بايـد انجـام دهـيم كـه       104ن يك متغير را ثابت و بقيه متغيرها را ده مرتبه تغيير دهيم، حدود ترتيب در هر زما

شود انجام اين تعداد آزمايش از بررسي كنيم. همان گونه كه ملاحظه مي Fاثرات چهار متغير را براي اندازه گيري نيروي 

نيست اين تعداد آزمايش انجام شـود! بـا اسـتفاده از آنـاليز ابعـادي      شود. ولي خوشبختانه لازم نظر اقتصادي گران تمام مي

توان ضريب درگ را بر حسب يك گروه بدون بعد مانند عدد رينولـدز از طريـق آزمـايش انـدازه گيـري نمـود و بـه        مي

  صورت يك منحني به شكل ذيل آن را ارائه كرد:

)2-7(  F
ρv�D� � f 
ρvD

μ � 

                                                           
2 Correlation  relation 
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آزمايش، كافي است طبيعت تابع مذكور را با دقت بالا با ده تست بررسـي كنـيم. بـه عنـوان مثـال كـافي        104پس به جاي 

است ده كره با قطرهاي مختلف تهيه شود، ليكن ساير متغيرها ثابت باقي بمانند. به عبارتي با تغييـر انـدازه قطـر كـره فقـط      

  كند.تغيير مي ρvD/µپارامتر 

شكل هندسي مجاري سيال ساده نبوده بلكه داراي پيچيدگي خاصي باشد؛ ماننـد حركـت   در بعضي از مواقع ممكن است 

، حركت سيال اطراف يك هواپيما وغيـره. در بسـياري از ايـن     3ها، حركت سيال از جريان سنج سوزنيسيال در رودخانه

هـاي دقيـق   از تسـت سـري  مواقع يك راه حل تحليلي براي توصيف حركت سيال وجـود نـدارد. امـا خوشـبختانه بـا يـك      

هاي بدون بعد، حركت سيال را در مجـاري  هاي مناسبي توليد كرد كه بتوان با استفاده از گروهتوان دادهآزمايشگاهي مي

  هاي پيچيده توصيف نمود.با هندسه

  استوكس -. آناليز ابعادي معادلات ناوير2

شـود و  اهي در آزمايشـگاهي فرآينـدي طراحـي مـي    فرآيندها است. گ ـ 4از ديگر كاربردهاي آناليز ابعادي، مقياس سازي

ها براي طراحي همان فرآيند در مقياس توان از اين دادهشود. حال چگونه ميهاي آزمايشگاهي تهيه مياطلاعات و يا داده

ايشگاهي ها در فرآيند صنعتي ممكن است چندين برابرِ همان فرآيند در ابعاد آزمصنعتي بهره برد؟ به هر حال ابعاد دستگاه

توان فرآيندها را در مقياس صنعتي طراحي كرد. در اين فصل به مي 5باشد. با استفاده از آناليز ابعادي و با روش شبيه سازي

  اين نكته نيز اشاره خواهد شد و چگونگي شبيه سازي مورد بررسي قرار خواهد گرفت.

كنيم. سيالي را با دانسيته و ويسكوزيته ثابت در نظر ع مياستوكس شرو -براي ساده سازي در اين جا ابتدا از معادله ناوير 

  شود:استوكس به شكل ذيل براي اين سيال نوشته مي -بگيريد. پس معادلات پيوستگي و ناوير

)3-7(  ∂v�∂x� � 0 

)4-7(  ρ DviDt � � ∂P
∂xi � ρg ∂h

∂xi � μ ∂
∂xj �∂vi∂xj� 

                                                           
3 Orifice Meter 
4 Scaling 
5 Similarity 
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-بعد كردن تمام متغيرهاي وابسـته و غيـر وابسـته مـي    اولين مرحله براي بدون بعد كردن معادلات، نرمال كردن و يا بدون 

نمايند. به عنوان هاي طولي سيال بدون بعد ميباشد. متغيرهاي فيزيكي مانند طول، عرض، قطر و غيره را معمولاً با مشخصه

گيرند. براي متغير سرعت نيز يـك مشخصـه   در نظر مي 6را به صورت ضريب مقياس يا مشخصه طولي "L"مثال مشخصه 

كنند. اين مشخصه ممكن است سرعت جريان آزاد يا سرعت متوسـط باشـد. بـراي فشـار دو     تعيين مي "U"مانند  7سرعت

توان انتخاب كرد كه بستگي به رژيم جريان دارد. در جريانات مغشوش كه سـرعت بـالا اسـت و    مي 8گونه مشخصه فشار

 ρU2يا لختي حاكم است، مشخصه فشار بـه صـورت    9اينرسيممكن است ويسكوزيته سيال پايين باشد و معمولاً نيروهاي 

شود. از طرفي ديگر در سيالات با ويسكوزيته بالا كه حركت سيال خزشي است، مشخصه فشـار ممكـن   در نظر گرفته مي

در نظر گرفته شود. در حالت اول انرژي سينتيك حاكم بوده و در حالت دوم نيروهاي ويسكوز يا  µU/Lاست به صورت 

  غالب خواهند بود. برشي

استوكس به صورت ذيل نرمال (بدون بعـد)   -هاي معادله ناويرهاي مذكور تمام متغيرها و عبارتبنابراين با تعيين مشخصه

  شوند:مي

)5-7(  v�∗ � v�U 									 ; 								x�∗ �
x�L 							 ; 								h∗ �

h
L 

�xكه در اين جا   � Lx�∗  وv� � Uv�∗  باشـد،  به معني نرمال شده متغير مذكور مي "*"خواهد بود. هم چنين  بالا نويس

هستند. به همين ترتيب متغير زمان بـه صـورت ذيـل     zو  yو  xمتغير بدون بعد براي  ∗�xمؤلفه سرعت بدون بعد و  ∗�vيعني 

  شود:نرمال مي

)6-7(  t∗ � t
�L U⁄ � �

tU
L  

tكه در اين جا   � L U' t∗ كه سيال مغشوش بوده و فشار بدون بعد به صورت ذيل نوشته شود: كنيمباشد. فرض ميمي  

)7-7(  P∗ � P
ρU� 

                                                           
6 Characteristic Length 
7 Characteristic Velocity 
8 Characteristic Pressure 
9 Inertia Force 
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 -باشد. بـا اعمـال متغيرهـاي بـدون بعـد در معادلـه نـاوير       مي D/Dt�D/Dt*��L/Uخواهد بود. هم چنين  *P�ρU2Pكه 

  توانيم بنويسيم:استوكس مي

)8-7(  )ρU�
L * Dv�∗Dt∗ � � ρU�

L ∂P∗
∂x�∗

� ρg ∂h∗
∂x�∗ � UμL� ∂∂x+∗ �∂v�∗∂x+∗� 

  خواهيم داشت: ρU2/L) بر 7-8با ساده سازي و تقسيم كردن هر دو طرف معادله (

)9-7(  Dv�∗Dt∗ � � ∂P∗
∂x�∗

� gL
U�

∂h∗
∂x�∗

� μρUL ∂∂x+∗ �∂v�∗∂x+∗� 
 µ/ρULو  gL/U2باشـند. اگـر بـه دو عبـارت     ها بدون بعد ميشود، تمام عبارت) ديده مي7-9همان گونه كه در معادله (

  ها پي خواهيد برد.ها به بدون بعد بودن آنابعاد متغيرها در آندقت كنيد، با اعمال 

باشـند. در  اين دو عبارت يا دو گروه بدون بعد، تركيبي از متغيرهاي سيال هسـتند كـه داراي مفهـوم فيزيكـي خـاص مـي      

هر يـك از   حركت سيال، معمولاً نيروهاي اينرسي، گرانشي و ويسكوز حاكم هستند، به طوري كه در جريان سيال، كسر

اند. به عنوان مثال عدد باشد. نسبت هر يك از اين نيروها با عناوين خاص معرفي شدهاين نيروها نسبت به يكديگر مهم مي

  به صورت ذيل تعريف شده است: 10رينولدز

)10-7(  Re � 	نيروي	اينرسي
نيروي	ويسكوز

� نرخ	تغييرات	مومنتوم

نيروي	ويسكوز
 

  ويسكوز را در تعريف بالا جاگذاري نماييم، خواهيم داشت:اگر مشخصه نيروهاي اينرسي و 

)11-7(  Re � ρU�
μUL

� ρUL
μ  

  خواهيم داشت: 11) تعريف عدد رينولدز خواهد بود. به همين ترتيب براي عدد فرود7-11معادله (

)12-7(  Fr � نيروي	اينرسي

نيروي	گرانشي
� ρU�
ρgL 

  شود:پس عدد فرود به صورت ذيل تعريف مي

                                                           
10 Reynolds Number 
11 Frude Number 
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)13-7(  Fr � U�
gL 

استوكس بدون بعد را بـه   -توان معادله ناوير) براي اعداد رينولدز و فرود، مي7-13) و (7-11حال با استفاده از تعاريف (

  صورت ذيل نوشت:

)14-7(  
∗Dv�∗Dt استوكس) - (شكل بدون بعد  انديسي معادله ناوير � � ∂P∗

∂x�∗
� 1

Fr
∂h∗
∂x�∗

� 1
Re

∂
∂x+∗

�∂v�∗∂x+∗
� 

∗Dv�∗Dt استوكس)- ناوير(شكل برداري بدون بعد  معادله  � �0P∗ � 1
Fr 0h∗ � 1

Re 0�v∗ 
شود كه در حركت سيالات كه نيروهاي ويسكوز و گرانشي حـاكم هسـتند، هميشـه    ) استنباط مي7-14بنابراين از معادله (

  هاي حركت سيال مورد توجه خواهد بود.دو گروه بدون بعد رينولدز و فرود به عنوان مشخصه

  سيالات ويسكوز در مجاري بسته. معادلات بدون بعد حركت 3

كه عرض آن كم است، در نظر بگيريد. در اين جـا داكـت يـا كانـال مسـتطيلي       12حركت سيال ويسكوز را در يك كانال

  باشد.شكل بوده و جريان به صورت آرام و پايدار مي

  

  

  

  

  

  : حركت سيال در يك داكت7-2شكل 

بسـته   مجـاري هستند. چون سـيال در   µو  ρباشند و متغيرهاي سيال مي Hو  L ،Wدر اين مثال متغيرهاي طولي به صورت 

 -به فشار اضافه شده است به طوري كه براي ايـن جريـان، معادلـه نـاوير     ρghكند، نيروي گرانشي به صورت حركت مي

  شود:استوكس به صورت بدون بعد ذيل نوشته مي

                                                           
12 Duct 

L 
H 

W 

x 

y z 
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)15-7(  
∗Dv�∗Dt (شكل بدون بعد  انديسي) � � ∂P3∗

∂x�∗
� 1

Re
∂

∂x+∗
�∂v�∗∂x+∗

� 

∗Dv�∗Dt  (شكل بدون بعد برداري) � �0P3∗ � 1
Re 0�v45 

P3كه  � P � ρgh فشار هيدرواستاتيكي بوده و به صورت ،P∗ � P3 ρU�'  بدون بعد شده است. در اين جا عدد رينولدز

  شود:به صورت ذيل تعريف مي

)16-7(  Re � ρ〈v〉D8μ  
  شود:باشد و به صورت ذيل تعريف مي، قطر هيدروليكي ميD8، سرعت متوسط در داكت بوده و 〈v〉كه 

)17-7(  D8 � 2R8 � 2 مساحت سطح مقطع عمود بر جريان

محيط تر شده توسط سيال
 

هاي هاي سرعت بدون بعد و فشار بدون بعد به صورت ذيل به گروهچون ابعاد داكت در اين جا مهم است، بنابراين مؤلفه

  باشد:بدون بعد وابسته مي

)18-7(  
v�∗ � f 
x∗, y∗, z∗, WH , Re� 
P3∗ � f 
x∗, y∗, z∗, WH , Re� 

  استوكس براي سيالات تراكمي ( اثرات تراكم پذيري در حركت سيالات) -. معادله بدون بعد ناوير4

طوري كه بـه فشـار   اي دارد، به نمايد، فشار اهميت ويژهتغيير مي 13ها بر اثر تراكم پذيريدر حركت سيالاتي كه فشار آن

مشخصه نياز خواهيم داشت تا آن را بدون بعد نماييم. در حركـت چنـين سـيالاتي از معـادلات مومنتـوم و معادلـه حالـت        

اسـتوكس   -شود. در اين حالت براي بدون بعد كردن معادله نـاوير يا جفتي استفاده مي 14ترموديناميكي به صورت كوپلي

  شود:ستفاده ميبراي فشار از رابطه بدون بعد ذيل ا

)19-7(  P9 � PP: 

                                                           
13 Compressibility 
14 Coupling 
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-نمايند. مثلاً براي گاز ايـده را به سرعت صوت مربوط مي :P، فشار در نقطه خاصي در ميدان جريان است. معمولاً :Pكه 

  شود:آل سرعت صوت به صورت ذيل نوشته مي

)20-7(  C: � <γ P:ρ: 													 ; 													γ �
C>
C?  

آل در به ترتيب ظرفيت هاي گرمايي گاز ايـده  ?Cو  <Cآيد. به دست مي :Pآل از حالت ايده، با استفاده از معادله :ρكه 

  شود:باشند. بنابراين فشار بدون بعد به صورت ذيل حاصل ميفشار ثابت و در حجم ثابت مي

)21-7(  P: � ρ:C:�γ  

)22-7(  P:ρ:U� � C:�ρ:ρ:U�γ � C:�γU� � 1
γ

1
U:�
	

  شود:ذيل تعريف مي باشد و به صورتمي 15، عدد ماخ:Mكه 

)23-7(  M: � U
C: 

  آيد:استوكس در نهايت به صورت ذيل به دست مي -مشخصه سرعت سيال است. پس معادله بدون بعد ناوير Uو 

)24-7(  Dv�∗Dt∗ � 1
γ:�

∂�P P:⁄ �
∂U�∗

� 1
Fr

∂h∗
∂x� � 1

Re
∂

∂x+∗
�∂v�∗∂x+∗

� 

	17و ليفت 16درگ . 5 
سيال هميشه با مقاومت فشاري و اصطكاك همراه اسـت.  ور در يا حركت اجسام غوطه 18ورحركت سيال بر اجسام غوطه

در حركت سيال بر روي يك شئ صلب، معمولاً نيرويي ديناميكي از سوي سيال بر مرزهاي شـئ وارد مـي شـود. مطـابق     

  )، حركت جرياني يكنواخت را بر روي يك شئ صلب ملاحظه كنيد.7-3شكل (

	
	
	

                                                           
15 Mach Number 
16 Drag 
17 Lift 
18 Immersed 
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  : نيروي ديناميكي، نيروي درگ و نيروي ليفت7-3شكل 

باشد كه مؤلفـه نيـروي مـوازي جريـان آزاد را     داراي دو مؤلفه مي F45همان طوركه نشان داده شده است، نيروي ديناميكي 

حـال   نشـان داده شـده اسـت.   V گويند. جريان آزاد با ) L) و مؤلفه نيروي عمود بر جريان آزاد را ليفت (Dنيروي درگ (

طرح است كه ماهيت نيروي ديناميكي چيست؟ به عبارتي سيال در حال حركت به واسطه داشتن ويسـكوزيته  قابل سؤالي 

هـاي  كند. مطابق شكل بالا نيروي برشي ناشـي از تـنش  و فشار، دو نوع نيروي برشي و فشاري بر مرز جسم جامد وارد مي

  توان توضيح داد كه:باشد. پس مياز فشار سيال بر سطح شئ مي ) در ديواره بوده و نيروي فشاري ناشيτCويسكوز (

 ويسكوزيته و گراديان سرعت در مرز شئ  →  تنش برشي  →  نيروهاي برشي

 حركت ديناميكي سيال  →  فشار سيال  →  نيروهاي فشار

  شود:پس درگ  ناشي از دو اثر تنش برشي و نيروي فشار به صورت ذيل نوشته مي

)25-7(  D � DD � D> 
  ، درگ فشار است. چون درگ بايد در كل سطح شئ محاسبه شود، پس خواهيم داشت:<D، درگ اصطكاكي و DDكه 

)26-7(  
DD � E τC sinΦ dSJ  

D> � � E P cosΦ dSJ  

  آيد:مساحت كل سطح شئ است كه با استفاده از هندسه عمومي به صورت ذيل به دست مي Sكه 

D 
 درگ

F L 
 ليفت

τω 

P 
θ 

V 
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)27-7(  dS � R� sinΦ dθdΦ 
  

Φ:  زاويه بين خط عمودي بر المان سطح و جهت جريان
θ: z زاويه بين شعاع در هر نقطه از مرز شئ و محور 

شود. درگ  فشـار بـه عنـوان    نيز ناميده مي 21يا مقاومت سطحي 20ايبه عنوان درگ اصطكاك پوسته 19درگ اصطكاكي

  شود:به صورت روابط ذيل تعريف مي 24نيز معرفي شده است. ضريب درگ 23يا درگ فرمي 22درگ شكلي

)28-7(  CO � D
12 ρU�A 

اي ، مسـاحت دايـره  Aباشد. به عنوان مثال براي يـك كـره،   مساحت سطح تصوير شئ بر صفحه عمود بر جريان مي Aكه 

به   آيد. متعاقباً ضرايب درگ اصطكاكي و درگ فشاراست كه از تصوير كره بر روي سطح عمود بر جريان به دست مي

  شود:صورت ذيل تعريف مي

)29-7(  
CD � DD12 ρU�AD

 

CO � D>12 ρU�A>
 

 25مساحت واقعي سطح شئ و يا به عبـارتي مسـاحت سـطح تـر شـده      AD، به شكل شئ بستگي دارند. معمولاً <Aو  ADكه 

  باشد. پس خواهيم داشت:، مساحت تصوير شئ در صفحه عمود بر حركت سيال مي<Aباشد. ليكن مي

)30-7(  CO � CD � C> 

  شود:كنند و به صورت زير تعريف ميضريب ليفت را معمولاً تفكيك نمي

)31-7(  CQ � L
12 ρU�A 

                                                           
19 Frictional 
20 Skin-Frictional 
21 Surface Resistence 
22 Shape 
23 Form Drag 
24 Drag Coefficient 
25 Wetted 
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  ترين مساحت تصوير شئ بر صفحه عمود بر جهت جريان مي باشد.جا بزرگاست و در اين 26مساحت مشخصه  Aكه 

) ملاحظه نماييد. 7-4مطابق شكل ( 27را بر روي يك ايرفويل Uبه عنوان مثال حركت يك جريان آزاد مانند باد با سرعت 

)، عمود بـر جريـان آزاد خواهـد بـود. در ايـن      L) و نيروي ليفت (U)، موازي جريان آزاد (Dدر اين شكل نيروي درگ (

  درگ و ليفت با تغيير زاويه آلفا زياد يا كم مي شوند.  حالت نشان داده شده است كه نيروي هاي

  

  

  

  

  

  

  

 
 

 : حركت جريان آزاد بر سطح مقطع يك ايرفويل6-4شكل 
  28. ضريب درگ در مجاري با سطوح آزاد6

هاي باز، حركت قايق و كشتي باشند، مانند جريان آب در كانالدر حركت سيالات در مجاري كه داراي سطوح آزاد مي

باشد، معمولاً اثرات ويسكوزيته و نيروهاي گرانشـي بـر سـرعت و    در دريا و حركت زيردريايي كه به سطح دريا نزديك 

هاي بـدون بعـد   استوكس نشان داده شد، گروه -فشار حاكم بر جريان تأثير دارد. همان طور كه در معادله بدون بعد ناوير

داراي ابعاد طول و  گيرد. براي مثال يك زيردريايي را كهرينولدز و فرود براي تحليل حركت سيال مورد استفاده قرار مي

  باشد.) بر حركت زيردريايي حاكم ميFO) در نظر بگيريد. نيروي ديناميكي درگ (7-5عرض است، مطابق شكل (

                                                           
26 Characteristic Area 
27 Airfoil  
28 Free Surface 

v α 

F L 

D 
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Zهاي هاي بدون بعد به صورتدر اين جا از گروه L' ،L D' ،Fr  وRe شـود. پـس   براي توصيف حركت سيال استفاده مي

  شود:ضريب درگ در اين حالت به صورت ذيل نوشته مي

)32-7(  CO � f 
Re, Fr, L
D , Z

L� 
  

  

  

  

 
 

  : حركت يك زير دريايي در اقيانوس7-5شكل 

نشـان داده شـده اسـت. اگـر      Zشود، ارتفاع و يا فاصـله زيردريـايي از سـطح آزاد بـه صـورت      همان گونه كه ملاحظه مي

  زيردريايي را يك كره فرض كنيم، ضريب درگ به صورت ذيل خواهد بود:

)33-7(  CO � f 
Re, Fr, Z
L� 

باشد، در اين حالـت شـرايط حركـت     ≪ 1Z/Lدر شرايطي كه زيردريايي از سطح دريا بسيار فاصله بگيرد، به طوري كه 

زيردريايي مانند حركت در يك مجراي بسته خواهد بود، به طوري كه نيروهاي گرانشي تأثير چنداني بـر حركـت سـيال    

  اطراف زيردريايي نخواهد داشت. بنابراين خواهيم داشت:

)34-7(  CO � f 
Re, L
D� 

 
 
 
 

Z 

L 

D FD 

 سطح آزاد دريا
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  29. آناليز ابعادي و مقياس سازي7

اي برخـوردار  هاي بدون بعد در مقياس سازي فرآيندها از اهميت ويژهابعادي براي به دست آوردن گروهاستفاده از آناليز 

از  30شود. در قوانين مقيـاس سـازي  هاي آزمايشگاهي براي طراحي فرآيندهاي صنعتي استفاده ميجا از دادهاست. در اين

 شود كه بدين صورت قابل بيان است:اده مياستف 31هاي يك مدل ساده براي طراحي فرآيند در مقياس بزرگداده
مدل ساده

TUUUUUUUVقانون مقياس سازي Wنمونه بزرگX  نمونه شبيه ساز

شود. اصول شبيه سازي اين عمل كه با استفاده از قانون مقياس سازي يك نمونه بزرگ طراحي شود، شبيه سازي گفته مي

  معمولاً بر سه اصل ذيل استوار است:

 32شبيه سازي هندسي .1
 33سينماتيكيشبيه سازي  .2
 34شبيه سازي ديناميكي .3

در شبيه سازي هندسي، مدل ساده و نمونه شبيه سازي شده داراي شكل يكسان، ليكن ابعاد مختلف هستند. به عنوان مثـال  

 35"نسـبت مقيـاس  "را در نظر بگيريد. اين دو كره از نظر هندسي متشابه خواهند بود و  <Dو  DYدو كره توپر با قطرهاي 
  شود:ذيل نشان داده مي آن ها به صورت

نسبت مساحت  )35-7( � AYA>
� DY�D>�

� LZ� 

نسبت حجم  )36-7(  � VYV>
� DY[D>[

� LZ[  

  شود.نسبت مقياس ناميده مينيز ، LZباشند. هاي سطح كره مدل و كره شبيه سازي شده مي، مساحت<Aو  AYكه 

                                                           
29 Scaling 
30 Scaling Law 
31 Big Prototype 
32 Geometrically Similarity 
33 Kinematically Similarity 
34 Dynamic Similarity 
35 Scale Ratio 
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هسـتند كـه خطـوط جريـان در دو سـيال از نظـر       در شبيه سازي سينماتيكي، دو جريان سيال زماني از نظر سينماتيكي شبيه 

 <Dو  DY) حركت جريان آزاد را در اطراف دو كره بـا قطرهـاي   7-6هندسي شبيه يا متشابه باشند. به عنوان مثال شكل (

 شود كه خطوط جريان اطراف دو كره از نظر هندسي متشابه هستند.دهد. مشاهده مينشان مي
 
  

 
 

 DPو  Dm: حركت جريان آزاد در اطراف كره با قطر 7-6شكل 

با توجه به اين كه خطوط جريان به بردارهاي سرعت در هر نقطـه ممـاس هسـتند، بنـابراين زمـاني دو جريـان سـينماتيكي        

  متناظر در دو جريان يكسان باشند.هاي سرعت در هر نقطه متشابه هستند كه نسبت

)37-7(  
نسبت سرعت � vZ � vYv>

� lY tY⁄
l> t>⁄ � lY l>⁄

tY t>⁄ � lZtZ
 

نسبت شتاب � aZ � aYa>
� lY tY�⁄

l> t>�⁄ � lZtZ� 

tZهاي ناپايدار باشد، به خصوص در جريان، نسبت زماني در دو جريان مدل ساده و نمونه شبيه ساز است و كميتي مهم مي

  هاي ناپايدار.مانند حركت امواج و ساير پديده

سازي ديناميكي، نسبت نيروها در هر نقطه متناظر مدل ساده و نمونه شبيه ساز، يكسان خواهد بـود. عمومـاً   بالاخره در شبيه

توان نتيجه گيري كرد كه اگر دو سيال مدل و نمونه شبيه ساز از نظر ديناميكي متشابه باشند، الزامـاً از نظـر سـينماتيكي    مي

  ر نتيجه تشابه هندسي نيز دارند.متشابه هستند و د

شبيه سازي ديناميكي → شبيه سازي سينماتيكي →   تشابه هندسي 

  DPب) نمونه شبيه سازي شده با قطر  Dmالف) نمونه مدل با قطر 

U∞ 

U∞ 
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براي تحليل شبيه سازي ديناميكي لازم است كه نيروهاي حاكم بر حركت سيال در مدل و نمونه شبيه سـاز مـورد بررسـي    

  باشد:نيروهاي ذيل ميقرار گيرد. نيروي كل حاكم (نيروي ديناميكي شتاب) بر حركت سيال، برآيند 

)38-7(  F45 � F`44445 � F?44445 � Fa44445 � Fb4445 � Fc4445 

F45  در اين جا � �F45� باشد كه ميFتوانيم بنويسيم:، نيروي اينرسي است. بنابراين مي�  

)39-7(  F45� � F`44445 � F?44445 � Fa44445 � Fb4445 � Fc4445 � 0 

  F�: ;           نيروي اينرسي            F`: 36فشار ;            نيروي            F?:    نيروي ويسكوز
        Fa: ;              نيروي گرانشي          Fb: 37فشاري ;              نيروي            Fc:       نيروي كشش سطحي

حال زماني تشابه ديناميكي بين سيال مدل و سيال نمونه شبيه ساز برقرار است كه نسبت هـر كـدام از نيروهـا در هـر نقطـه      

  در مجراي سيال يكسان باشد: متناظر

)40-7(  �F`�Y�F`�> � �F?�Y�F?�> � dFaeYdFae>
� �F��Y�F��>  

جا نيروهاي گرانشي، فشـاري  باشد. در ايننشان دهنده نمونه شبيه ساز مي pنمايان گر مدل و زير نويس  mكه زير نويس 

باشند، پس با جابجايي صورت و مخـرج كسـرهاي معادلـه    و كشش سطحي براي نمونه مدل و نمونه شبيه ساز، يكسان مي

  شكل ذيل نوشت:توان روابطي به ) مي40-7(

)41-7(  

�F��Y �F?�Yg
�F��> �F?�>g � 1 

تـوان بـه   ) را مـي 7-41نسبت نيروي اينرسي به نيروي ويسكوز قبلاً به عنوان عدد رينولـدز معرفـي شـد، بنـابراين معادلـه (     

  صورت ذيل نوشت:

)42-7(  �Re�Y � �Re�> 

                                                           
36 Pressure Force 
37 Compressive Force 
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نمونه شبيه ساز، يكسان باشد. به همـين  به عبارتي دو سيال زماني از نظر ديناميكي مشابه هستند كه عدد رينولدز در مدل و 

  باشند، لازم است رابطه ذيل بين اعداد فرود برقرار باشد:ترتيب براي حركت سيالات در مجاري كه داراي سطح آزاد مي

)43-7(  �Fr�Y � �Fr�> 

بعـد   هـاي بـدون  حال بـه تعريـف گـروه    قبلاً توضيح داده شد كه عدد فرود نسبت نيروي اينرسي به نيروي گرانشي است.

  شود:به صورت ذيل تعريف مي 38پردازيم. در اين جا عدد اويلرديگري مي

)44-7(  Eu � نيروي اينرسي

نيروي فشار
� ρL�v�

PL�  

  شود:بنابراين عدد اويلر به صورت ذيل نوشته مي

)45-7(  Eu � ρv�
P  

  كنند:را به صورت ذيل تعريف مي 39گاهي در بعضي از مراجع، ضريب فشار

)46-7(  PC � ∆P
ρv� 

تواند عكس عدد اويلر باشد. بايد توجه داشت كه در برخي از مراجع اين دو ضـريب، يكسـان و   بنابراين ضريب فشار مي

شوند. به هر حال زماني كه سطح آزاد داشته باشيم، علاوه بر نيروي گرانشي، نيروي فشـار  ) تعريف مي7-46مانند رابطه (

  شبيه سازي ديناميكي زماني برقرار است كه داشته باشيم: نيز در تشابه دو سيال مدل و نمونه مؤثر است و

)47-7(  �Eu�Y � �Eu�> 

و  40هـاي مويينـه  در حركت سيالات در بسترهايي كه كشش سطحي نقش تعيين كننده دارد، مانند حركت سـيال در لولـه  

، نسبت نيروي كشش سطحي در مدل و نمونه مورد اهميت است. پس لازم است يك گروه بـدون   41هاي متخلخلمحيط

  بعد ديگر به صورت ذيل تعريف كنيم:

                                                           
38 Euler 
39 Pressure Coefficient 
40 Capillary 
41 Porous Media 
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)48-7(  We � نيروي	اينرسي

نيروي	كشش	سطحي
� ρL�v�

γL  

ذيـل  باشد. بنابراين عدد وبر به صورت ، كششش سطحي بر واحد طول ميγشود. شناخته مي 42به عنوان عدد وبر Weكه 

  شود:نوشته مي

)49-7(  We � ρLv�
γ  

  در حالتي كه تشابه ديناميكي براي مدل و نمونه برقرار باشد، لازم است كه:

)50-7(  �We�Y � �We�> 

به عنوان نتيجه گيري لازم است توضيح داده شود كه شبيه سازي در مكانيك سيالات بسـتگي بـه عوامـل متعـددي دارد.     

توان مقياس سازي نمود كه هر سه اصل شبيه سازي يعني هندسي، سينماتيكي و را ميزماني مدل ساده و نمونه شبيه سازي 

براي مدل ساده و نمونه شـبيه سـاز لازم   	براي شبيه سازي ديناميكي برابري گروه هاي بدون بعد 	ديناميكي برقرار باشند و 

  مي باشد.

  43ها. ضريب اصطكاك در لوله8

) 7-7حالت پايدار را در يك لوله طولاني ملاحظه نماييد. همان گونه كه در شكل (جريان سيال نيوتني و غير تراكمي در 

شود، سيال در يك مجراي بسته حركت كرده و به واسطه نيروهاي ويسكوز در طول لوله افت فشـار خـواهيم   مشاهده مي

  آيند:يهاي بدون بعد در اين جا به صورت ذيل به دست مداشت. با توجه به شكل هندسي سيال، گروه

)51-7(  

lZ � L
D  نسبت	هندسي																																																		

Re � ρ〈v〉D
μ  عدد	رينولدز																																								

PC � |∆P|
ρ〈v〉� � Pl � P�ρ〈v〉�  ضريب	فشار																						

  

                                                           
42 Weber 
43 Friction Factor 
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  در لوله : حركت سيال7-7شكل 

  نوشت: 44توان با استفاده از قضيه پيباشد. حال مي، افت فشار ميP∆، سرعت متوسط در لوله و 〈v〉كه 

)52-7(  PC � f 
Re, L
D� 

  ) خواهيم داشت:7-52) در (7-51پس با جايگذاري رابطه (

)53-7(  |∆P|
ρ〈v〉� � f 
Re, L

D� 

هـاي  مسـتقيم دارد. بـه عبـارتي بـراي لولـه     از طرفي چون افت فشار با طول لوله متناسب است، ليكن با عكس قطر نسـبت  

) را بـه  7-53تـوان رابطـه (  باشـد. پـس مـي   تر ميهاي با قطر زياد افت فشار كمتر است و براي لولهطولاني افت فشار بيش

  صورت ذيل نوشت:

)54-7(  |∆P|
ρ〈v〉� � L

D f�Re� 

  كنيم:را به صورت ذيل تعريف مي 45حال ضريب اصطكاك فانينگ

)55-7(  f � |∆P|
2ρ〈v〉�

D
L 

هاي صاف ضريب اصـطكاك بـر حسـب عـدد     ) به صورت قرارداري است. بنابراين در لوله7-55عدد دو در معادله ( كه

  شود:رينولدز به صورت ذيل نوشته مي

)56-7(  f�f�Re� 

  شود:اي داراي زبري باشد، عدد بدون بعد ديگري براي اثر زبري نيز در معادله بالا لحاظ مياز طرفي اگر لوله

                                                           
44 Pi Theorem 
45 Fanning friction factor 

P

L 

D 
vm 

<v> P

ρ , µ 
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)57-7(  f � fdRe, ε D' e 

ها و مراجع مربوط به مكانيـك سـيالات تغييـرات ضـريب اصـطكاك را بـر       ، درجه زبري سطح لوله است. در كتابεكه 

εحسب عدد رينولدز و  D' سرعت متوسـط   باشد، 47دهند. براي حالتي كه سيال آرامنشان مي 46به صورت دياگرام مودي

  آيد:ضريب اصطكاك فانينگ به صورت ذيل به دست مي و

)58-7(   〈v〉 � |∆P|R�
8μL  

)59-7(     f � |∆P|
2ρ〈v〉�

D
L � 16

ρ〈v〉 Dμ
� 16

Re 

Re) براي حالتي كه 7-59كه رابطه ( p هاي ديگر ضـريب اصـطكاك بـراي لولـه     باشد صادق است. براي حالت 2100

  شود:هاي صاف از روابط ذيل محاسبه مي

)60-7(  f � 0.079Retl u'                                  4000 w Re w 10x 

)61-7(  1
√f � 4.0 logdRe√fe � 0.4                               Re z 10x 

   

                                                           
46 Moody 
47 Laminar 
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  بندي) . خلاصه(جمع9

براي فشـار دو   باشد.حركت سيال در مجاري با شكل هندسي متشابه اما ابعاد مختلف، معمولا با پروفيل سرعت يكسان مي

سـيال، معمـولا نيروهـاي اينرسـي،     در حركـت   توان انتخاب كرد كه بستگي به رژيم جريـان دارد. گونه مشخصه فشار مي

در حركـت سـيالاتي كـه     باشد.گرانشي و ويسكوز حاكم هستند، و كسر هر يك از اين نيروها نسبت به يكديگر مهم مي

هاي حركت سيال نيروهاي ويسكوز و گرانشي حاكم هستند، هميشه دو گروه بدون بعد رينولدز و فرود به عنوان مشخصه

نمايـد، از معـادلات مومنتـوم و    ها بر اثر تراكم پـذيري تغييـر مـي   حركت سيالاتي كه فشار آن در مورد توجه خواهد بود.

در حركـت سـيالات در مجـاري كـه داراي سـطوح آزاد       شود.معادله حالت ترموديناميكي به صورت همزمان استفاده مي

در شـبيه سـازي هندسـي،     تـأثير دارد.  ويسكوزيته و نيروهاي گرانشي بر سرعت و فشار حاكم بر جريان باشند، معمولاًمي

زمـاني دو جريـان سـينماتيكي متشـابه      نمونه مدل و نمونه شبيه سازي شده داراي شكل يكسان، ليكن ابعاد مختلف هستند.

دو سيال زماني از نظر ديناميكي متشابه هسـتند   هاي سرعت در هر نقطه متناظر در دو جريان يكسان باشند.هستند كه نسبت

اگر دو سيال مـدل و نمونـه شـبيه سـاز از نظـر دينـاميكي        .اي بدون بعد در مدل و نمونه شبيه ساز، يكسان باشدكه گروه ه

   .خواهند داشتو در نتيجه تشابه هندسي نيز  بودهمتشابه نيزاز نظر سينماتيكي  مشابه باشند، الزاماً
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  هاي پايان درس. پرسش10

متر نشان داده سانتي 6يك لوله با قطر  بينيد، سطح مقطعهمان طور كه در شكل مي -1

 m3/hrمتر قرار دارد. اگر هوا با دبي سانتي 2لوله نازك با قطر  7شده است كه در آن 

اتمسفر، در اين لوله ها عبور داده شود،  1گراد و فشار درجه سانتي 20و در دماي  150

  افت فشار هوا را به ازاي واحد طول محاسبه نماييد.

معادله افت فشار در لوله را به دست مي آوريم (مي توان از معادلات به دست آمده در فصل هاي قبل نيز استفاده ج: ابتدا 

كرد) آن گاه دبي عبوري از هر لوله را به دست آورده آن گاه مقادير مساله را در رابطه افت فشار قرار مي دهيم تا مقـدار  

  افت فشار در هر لوله به دست آيد.

پتانسيل  ϕبه صورت ذيل داده شده است كه در آن  xyيفرانسيلي براي سيال غيرويسكوز گازي در صفحه معادله د-2

به عنوان پارامتري  a0و سرعت ورودي براي صوت  Lسرعت صوت در گاز است. با استفاده از طول مشخصه  aسرعت و 

  براي تعريف متغيرهاي بي بعد، معادله زير را بي بعد نماييد.

∂�ϕ∂t� � ∂∂t �u� � v�� � �u� � a�� ∂�ϕ∂x� � �v� � a�� ∂�ϕ
∂y� � 2uv ∂�ϕ

∂x ∂y � 0 

  ج: با همان روشي كه در متن درس براي بي بعد سازي استفاده شده است، اين معادله را بي بعد نماييد.

، تنش {، دانسيته سيال g، گرانش d) كه مايع مي تواند در يك لوله موئينه صعود بالارود، به قطر لوله  hارتفاعي ( -3

  بستگي دارد.  �و زاويه تماس  ~سطحي 

  الف) يك عبارت بدون بعد براي رابطه ميان پارامترها بيابيد.

باشد، در حالت مشابه وقتي كه قطر و تنش سطحي نصف شوند و دانسيته دو برابر گـردد   �3hب) اگر در يك آزمايشي 

  چه قدر خواهد شد؟ hو زاويه تماس بدون تغيير باشد، مقدار 

براي بـه دسـت آوردن رابطـه بـي بعـد بـين پارامترهـاي مسـاله اسـتفاده نماييـد. در قسـمت دوم مقـادير را              ج: از قضيه پي

  جايگذاري كرده تا نسبت مجهول به دست آيد.
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حركـت مـي كنـد،    m/s 21درجه سانتيگراد بـا سـرعت   20متري از سطح آزاد دريا در دماي  8يك اژدر كه در عمق  -4

. چنان چه اثر اعداد رينولدز و فرود قابل اغماض باشـد، در  48اشد، ايجاد حباب مي كندب kPa 101وقتي فشار اتمسفريك 

 m/s 30متري حركت كند؟ اين اژدر با سـرعت   20چه سرعتي اين اژدر حباب ايجاد خواهد كرد به طوري كه در عمق 

  در چه عمقي بايد حركت كند تا از ايجاد حباب جلوگيري شود؟

اژدر اعمال مي شود را نوشته آن گاه با كمك اين معادله مـي تـوان مقـدار مجهـول را محاسـبه       ج: معادله نيروهايي كه بر

  كرد. ( از معادلات مقياس سازي نيز مي توان استفاده كرد.)

 7-10 × 5.8و ويسـكوزيته سـينماتيكي    kg/m 26 3در يك تونل باد تحت هواي فشرده با دانسـيته    مدل يك اژدري -5

m2/s  نيوتن است وقتي كه سرعت هوا  8تحت آزمايش قرار گرفت. دراگ برابر با m/s 30   مي باشد. مقـدار دراگ را

 X 10-6  m2/s 1.6و ويسكوزيته سـينماتيكي   kg/m 1.025 X 103 3براي نمونه شبيه سازي شده در آب دريا با دانسيته 

  محاسبه كنيد.

  ا جايگذاري مقادير معلوم، مقدار مجهول به دست مي آيد.ج: از معادلات مقياس سازي استفاده كرده و ب

    

                                                           
48 Cavitate 

157



 

 24

  . فهرست منابع درس11

− Frank M. White, 2003, Fluid Mechanics, second edition, McGraw-Hill. 

− James O. Wilkes, Stacy G. Bike, 2006, Fluid mechanics for chemical engineers, first edition, 

Prentice Hall. 

− Robert Byron Bird, Warren E. Stewart, Edwin N. Lightfoot, 2002, Transport phenomena, second 

edition, J. Wiley. 

  

158



١ 

 

  مكانيك سيالات پيشرفته

  هشتمفصل 

  هاي خزشي)جريان سيالات با عدد رينولدز پايين (جريان

 2 .................................................................................................... مقدمه. 1

 2 ............................................... نولدزير نييپا عدد با الاتيس يبرا استوكس معادلات. 2

 5 ...................................................................................  لميف يفشردگ انيجر. 3

 7 ............................................... )استوكس انيجر( كره اطراف يخزش انيجر حركت. 4

 19 ............................................ يروانكار يكيناميدروديه بيتقر لغزنده،  اتاقاني مسئله. 5

 23 .................................................................. متخلخل يهاطيمح در يخزش اليس. 6

 26 ................................................................................... )يبند جمع(خلاصه. 7

 27 ................................................................................ درس انيپا يهاپرسش. 8

 30 .................................................................................... درس منابع فهرست. 9

159



 

 2

  . مقدمه1

تواند ساده شود، به طوري كه مـي  استوكس براي گروه خاصي از سيالات مي -در فصل پنجم بيان شد كه معادلات ناوير

هاي قابل قبولي براي اين گونه سيالات فراهم نمود. سيالات ويسكوز با عدد رينولدز پـايين  توان با كمك تقريب، جواب

)Re << 1( گيرند. در اين فصـل بـا آنـاليز عـددي نشـان خـواهيم داد كـه بـراي         در گروه جريان سيالات خزشي قرار مي

اسـتوكس را بـراي    -ساده شـده نـاوير  هاي اينرسي قابل اغماض بوده، به طوري كه بتوان معادلات سيالات خزشي عبارت

  هاي سيالات ويسكوز با اطمينان اعمال نمود.توصيف حركت جريان

 براي سيالات با عدد پايين رينولدز  1. معادلات استوكس2

استوكس در فصل ششم نشان داده و توضيح داده شد كه براي عبارت فشار از مشخصـه فشـار بـه     -معادله بدون بعد ناوير

شود كه براي سيالات با ويسـكوزيته بسـيار   شود. در اين جا نشان داده ميبراي سيالات غير لزجي استفاده مي ρu2صورت 

 -توان عبارت اينرسـي را بـا اسـتفاده از معادلـه بـدون بعـد نـاوير       ها خيلي پايين باشد)، ميبالا ( وقتي كه عدد رينولدز آن

  نماييم:يل بدون بعد مياستوكس حذف نمود. در اين حالت فشار را به صورت ذ

)1-8(  P�∗ � P
µ
UL
� PL
µU 

  با همان روشي كه قبلاً در فصل ششم توضيح داده شد، خواهيم داشت:

)2-8(  v�	∗ � v�	U									 ; 								�∗� L�							; 									 DDt∗ � �LU� DDt 
 

  استوكس، خواهيم داشت: -هاي بدون بعد در معادله ناويربنابراين با جاگذاري عبارت

)3-8(  ReDv∗Dt � ��∗P∗ � �∗�v∗ � �ReFr� g�	g 

  Re � ρvL
µ
														 ; 														Fr � U�

gL			 

                                                           
1
 Stokes equation 
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شـود. عبـارت   حـذف مـي  بالا )، عبارت اينرسي از طرف چـپ معادلـه  Re << 1در شرايطي كه عدد رينولدز پايين باشد (

  شود:ذيل نوشته مي) به شكل 8-3گرانشي نيز براي مجاري بسته در عبارت فشار ادغام شده، به طوري كه معادله (

)4-8(  �P�∗ � �2v∗ 

  ) به صورت ذيل نوشته خواهد شد:8-4شكل انديسي معادله (

)5-8(  ∂P�∗∂x�∗ � ∂∂x�∗ �
∂v�∗∂x�∗  

  شود:ذيل استفاده مي هاي) به صورت8-5از طرفي شكل اصلي معادله (

)6-8(  
∂P�∂x� � μ∂�v�∂x��  #انديسي"																												

�P� � µ��v�																																"برداري# 

�Pشود و گفته مي ) معادلات استوكس8-6به معادله ( � P � ρghباشد. در ايـن حالـت   ، همان فشار هيدرو استاتيكي مي

سـيالات  "شـوند،  هاحـذف مـي  هـاي اينرسـي بـراي آن   در جريان چنين سيالاتي كه عبارت  سيال فاقد شتاب خواهد بود.

  شوند.گفته مي "خزشي

  ) ديورژانس گرفته شود، خواهيم داشت:8-6حال اگر از دو طرف معادله (

)7-8(  � ∙ �P� � µ� ∙ �2v	 
)8-8(  ��P� � µ��"� ∙ v�	# 
)9-8(  ��P� � 0 

)، عبارت  داخل پرانتز به واسطه معادله پيوستگي صـفر مـي باشـد. پـس ميـدان فشـار       8-8شود كه در معادله (مشاهده مي

P(x,y,z) است. 2كند كه تابعي هارمونيكدر سيالات خزشي از معادله لاپلاس پيروي مي  

  شود:هاي دو بعدي، معادلات استوكس به صورت ذيل نوشته ميدر فصل پنجم توضيح داده شد كه براي جريان

                                                           
2 Harmonic 
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)10-8(  ∂P�∂x � μ�∂�v'∂x� � ∂�v'∂y�   

)11-8(  ∂P�∂y � μ�∂�v)∂x� � ∂�v)∂y�   

∂با مشتق گيري ضربدري  ∂y*  و∂ ∂x* )، و سپس كم كـردن معـادلات مـذكور، عبـارت     8-11) و (8-10از دو معادله (  	

  تابع جريان مي باشد. ψآيد كه به دست مي 4ψ=0�فشار حذف شده و معادله دوگانه هارمونيك 

  سيالات خزشي حداقل در پنج گروه زير كاربرد دارند:

-ها اشاره شد، در يك جهت حركت مي: اين گونه سيالات كه در فصل پنجم به آن 3جريانات آرام كاملاً توسعه يافته )1

  شوند.كنند و كاملاً ويسكوز در نظر گرفته مي

 5: اين جريانات ابتدا براي مكانيسم روانكاري سيالات باريك به صورت فيلم 4جريانات آرام در مجاري باريك اما متغير )2

  باشد.مي 6هيدروديناميكي ارائه شد و مربوط به نظريه روانكاري

: اين مسئله از حل استوكس براي جريان سيال اطراف يك كره شروع گرديد.  7ورغوطه اجسام جريانات خزشي اطراف )3

  ارائه شده است. 8هاپل و برنر مسائل مشابه آن در منابع و كتاب

هاي متخلخل، همچنين ك و سنگ: اين گونه مسائل در بررسي حركت آب و نفت در خا 9هاي متخلخلجريان در محيط )4

  باشند.ها در فيلترها و بسترهاي كاتاليست، خيلي مهم ميدر حركت محلول

هاي اكسترودر، قالب ريزي مكشي و غيره : در صنايع پلاستيك و لاستيك، حركت جريان پلي مرهاي مذاب در دستگاه )5

-تيك مذاب با ويسكوزيته خيلي بالا در قالبشود. حركت سيالات پلاسمواد مذاب پلي مري به صورت خزشي انجام مي

  باشند.هاي تزريقي و غيره از انواع جريانات با عدد رينولدز پايين ميهاي لوله سازي، قالب

  شود.هاي خزشي به بررسي بيشتر اين گونه سيالات پرداخته ميهايي از جرياندر ادامه با ارائه مثال

                                                           
3 Fully Developed Laminar Flow 
4 Laminar Flow Through Narrow Path 
5 Lubrication 
6 Hydrodynamic Lubrication Theory 
7 Creeping Flow About Immersed Bodies 
8 Happel & Brenner,s Book 
9 Flow Through Porous Media 
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 10 فيلم فشردگيجريان . 3

) قرار دارد. ديسـك صـفحه   8-1مطابق شكل ( Rبين دو ديسك موازي با شعاع  µو ويسكوزيته بالاي  ρسيالي با دانسيته 

كند. بـه تـدريج كـه صـفحه بـالايي      به طرف پايين حركت مي vپاييني ثابت بوده و ديسك صفحه بالايي با سرعت ثابت 

 rاطراف ديسـك  بـه طـرف بيـرون و در جهـت       ورت شعاعي از آيد، فيلم بين دو صفحه، فشرده شده و به صتر ميپايين

خواهيم تنظيم كنيم كـه سـرعت صـفحه همـواره ثابـت بـوده و فاصـله دو        را طوري مي Fنمايد. مقدار نيروي حركت مي

  برسد. hصفحه به مقدار 

  

  

  

  

 

  اي موازي: جريان فشردگي فيلم بين دو ديسك صفحه8-1شكل 

چنـين در  كنيم كه جريان سيال كند بوده، به طوري كه نيروهاي اينرسي قابل اغماض خواهند بـود. هـم  )  ابتدا فرض مي1

∂   محوري داريم، يعني كنيم كه تقارن)، سپس فرض ميvθ=0باشد (سرعت قابل اغماض مي θجهت  ∂θ* � 0 .  

كنيم كه فاصله بين دو خواهد بود. همچنين فرض مي r)  به علت كم بودن فاصله بين دو صفحه، جهت جريان در جهت 2

  .h=h(t)صفحه تابعي از زمان باشد، يعني 

  شود:)  قانون بقاي جرم به صورت ذيل نوشته مي3

)12-8(  Q � πr�v � 2πr, v-dz0
1  

  از دو طرف معادله بالا حذف شده است. ρباشد. در اين جا چون سيال تراكم ناپذير است، دبي حجمي مي Qكه 

                                                           
10 Squeeze Film Flow 

r z 

F V V 

 ديسك بالايي

 پايينيديسك 

h=h(t) 

R 
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  شود:به صورت ذيل نوشته مي rاي براي سيال خزشي براي مؤلفه استوكس در مختصات استوانه -)  معادله ناوير4

)13-8(  0 � �∂P∂r � µ 2 ∂∂r �1r "rv-# � ∂�v-∂z� 4 
رسد. با توجـه بـه ايـن    مي r =Rدر  P=0به فشار  r=0در  Pافت پيدا كرده و از فشار  rشود كه فشار در جهت ملاحظه مي

-v∂كند، پس تغيير نمي rكه سرعت نسبت به  ∂r* �   شود:. در يتيجه معادله حركت به صورت ذيل نوشته مي0

)14-8(  0 � �∂P∂r � µ ∂
�v-∂z�  

  ، داريم:θو  zاستوكس در جهت  -با استفاده از معادلات ناوير

∂P ∂θ* � 0																	; 																	∂P ∂z* � 0 

  با استفاده از شرايط مرزي بر روي هر دو صفحه ديسك خواهيم داشت: )5

)15-8(  z � 0						; 					v- � 0 
z � h					; 					v- � 0 

شـرايط  شود در اين جا از اصل عدم لغزش در مرز جامـد اسـتفاده شـد. بنـابراين بـا اسـتفاده از       همان گونه كه ملاحظه مي

  شود:)، پروفيل سرعت به صورت ذيل حاصل مي8-14) و با انتگرال گيري از معادله (8-15مرزي (

)16-8(  v- � � 12µ �∂P∂r� "zh � z�# 
 آيد:) به صورت ذيل به دست مي8-16) و (8-12محاسبه افت فشار يا توزيع فشار با استفاده از معادلات (  )6

)17-8(  πr2V � 2πr, �h
0

1
2µ �∂P∂r� "zh � z2#dz 

  بنابراين خواهيم داشت: 

)18-8(  ∂P∂r � �6µVrh8  

  ، خواهيم داشت:r =R در P=0) و استفاده از شرايط مرزي 8-18با انتگرال گيري از معادله (

)19-8(  P � 3µV"R� � r�#h8  

  ها بيشينه خواهد بود.، فشار در مركز ديسكr =0شود كه در ملاحظه مي
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 شود:، به صورت ذيل حاصل ميvمحاسبه نيروي كل وارده بر ديسك بالايي براي نگه داشتن سرعت ثابت  )7

)20-8(  

dF � PdA 
dA � rdrdθ 

F � , , Prdrdθ � 2π, 3µv"R� � r�#h8 rdr;
1

;
1

�π
1  

  كه نيروي اعمال شده كل عبارت است از:

)21-8(  F � 3πµVR<2h8  

شود كه علامت منفي به واسطه حركت صفحه بـالايي در  ميبيان   v = -dh/dtاز طرفي سرعت ديسك بالايي به صورت 

  ) خواهيم داشت:8-21است. پس با استفاده از معادله ( zخلاف جهت محور 

)22-8(  V � 2Fh83πµR< 

)23-8(  dhdt � � 2Fh83πµR< 

  ، خواهيم داشت:t=0در  h=H) و استفاده از شرط مرزي 8-23با انتگرال گيري از معادله (

)24-8(  h � � 1H� � 4Ft3πµR<�
?@�

 

  دهد.شناخته شده كه فاصله بين دو صفحه را بر حسب زمان نشان مي 11) به عنوان معادله استفان8-24معادله (

  . حركت جريان خزشي اطراف كره (جريان استوكس)4

) در نظـر بگيريـد.   8-2را در اطراف يـك كـره تـوپر مطـابق شـكل (      ρو دانسيته  µحركت سيالي ويسكوز با ويسكوزيته 

باشـد، بنـابراين   باشد. چون مجراي حركت سـيال اطـراف كـره مـي    مي ∞vشود كه جريان آزاد داراي سرعت ملاحظه مي

 استوكس در مختصات كروي نوشته خواهد شد. -معادلات ناوير

 

 

  

                                                           
11 Stefan Equation 
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  اطراف كره توپر: حركت سيال خزشي 8-2شكل 

  شود:) معادله پيوستگي در مختصات كروي نوشته مي1

)25-8(  1r� ∂∂r "r�v-# � 1r sin θ ∂∂θ "vθ sin θ# � 0 

∂شود كه فرض تقارن محوري ملاحظه مي ∂φ* �   باشد.مي vφ=0استفاده شده است و  0

  شوند:نوشته شده و ساده مي θو  rهاي استوكس) در جهت -) معادله مومنتوم (ناوير2

)26-8(  ρ�v- ∂v-∂r � vθr ∂v-∂θ � vθ�r  � �∂P∂r � µ 2 1r� ∂�∂r� "r�v-# � 1r� sin θ ∂∂θ �sin θ ∂v-∂θ �4 

)27-8(  
ρ �v- ∂vθ∂r � vθr ∂vθ∂θ � v-vθr �

� �1r ∂P∂θ � µ D 1r� ∂∂r �r� ∂vθ∂r � � 1r� ∂∂θE 1sin θ ∂∂θ "vθ sin θ#F � 2r� ∂v-∂θ G 
 باشد و از طرفي جريان خزشي فرض شده اسـت، بنـابراين  جا با توجه به اين كه حل دو معادله بالا بسيار پيچيده ميدر اين

و بـا   ψ=ψ(r,θ)شود. از طرفي با استفاده از تـابع جريـان در مختصـات كـروي يعنـي      نظر ميهاي اينرسي صرفاز عبارت

  رسيم:، بعد از ساده سازي به معادله ذيل ميrو  θ) نسبت به 8-27) و (8-26مشتق گيري ضربدري از معادلات (

)28-8(  �<ψ � 0															Re ≪ 1 

  شود:) به صورت ذيل نوشته مي8-28معادله (كه در مختصات كروي 

)29-8(  2 ∂�∂r� � sin θr� ∂∂θ � 1sin θ ∂∂θ�4
�
ψ � 0 

r 

x 

y 

z J K 

v∞
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  شوند:به صورت ذيل نشان داده مي ψهاي سرعت در مختصات كروي بر حسب از طرفي مؤلفه

)30-8(  v- � 1r� sin θ ∂ψ∂θ  

)31-8(  vθ � � 1r sin θ ∂ψ∂r  

  شوند:به صورت ذيل ارائه ميباشد كه ) نياز مي8-29) چهار شرط مرزي براي حل معادله (3

باشـد.  مي vz=v∞ ،vx=vy=0در سرعت آزاد سيال در مختصات دكارتي به صورت  شرايط مرزي در فاصله بي نهايت:

vrو   vθ∞به دو مؤلفه  vzليكن در مختصات كروي مؤلفه 
  شود:به صورت ذيل تجزيه مي ∞

  

  

  

)32-8(  r � r∞ ∶ 	 v- � v∞ cos θ : 1شرط مرزي  

)33 -8(  r � r∞ ∶ 	 vθ � �v∞ sin θ : 2شرط مرزي  

  شوند:با استفاده از شرط عدم لغزش در مرز جامد سرعت برابر صفر در نظر گرفته مي دو شرط مرزي در سطح كره:

)34-8(  r � R ∶ 	 v- � 0 � 	 1r� sin θ ∂ψ∂θ   3شرط مرزي : 

)35-8(  r � R ∶ 	 vθ � 0 � �	 1r sin θ∂ψ∂r   4مرزي شرط : 

  خواهيم داشت: ∞→r) و اعمال شرايط مرزي در 8-31) و (8-30) با استفاده از معادلات (4

)36-8(  1r� sin θ∂ψ∂θ � v∞ cos θ 
)37-8(  � 1

r sin θ
∂ψ
∂r � �v∞ sin θ 

  پس خواهيم داشت:

)38-8(  dψ � �∂ψ∂θ� dθ� �∂ψ∂r� dr 

vr � v∞ cos θ 

vθ� � sin
v∞ 

θ 
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)39-8(  ∂ψ∂θ � r�v∞ cos θ sin θ 

)40-8(  ∂ψ∂r � rv∞ sin� θ 

  ) و انتگرال گيري از اين معادله خواهيم داشت:8-38) در معادله (8-40) و (8-39با جايگذاري معادلات (

)41-8(  
ψ � r�2 v∞ sin� θ� constant 

دهيم. چون با اختيار كردن هر عددي، با مشتق گيري براي به دست را برابر صفر قرار مي) 8-41(ثابت اختياري در معادله 

  شود:به صورت ذيل نوشته مي ∞→rتابع جريان در عدد ثابت برابر صفر خواهد شد. لذا هاي سرعت، مشتق آوردن مؤلفه

)42-8(  
ψ∞ � r�2 v∞ sin� θ 

  توان تابع جريان را به صورت شكل اوليه ذيل ارائه داد:)، مي8-42، معادله (∞→rاز شكل تابع جريان در 

)43-8(  ψ� f"r# sin2 θ 
�sinو  f(r)گر ضرب دو تابع ) نمايان8-43كه معادله ( θ    .بوده، به عبارتي جداسازي متغيرها در اين جا انجام شـده اسـت

)، جايگزين نموده و به صورت ذيل مشتق گيـري  8-29) را در معادله تابع جريان، معادله (8-43حال جواب اوليه معادله (

  كنيم:مي

)44-8(  Q ∂∂r� � sin θr� ∂∂θ � 1sin θ ∂∂θ�R
� f"r# sin� θ � 0 

  ، خواهيم داشت:r) و جداسازي عبارت هاي مشتق نسبت به 8-44ه (بعد از اعمال مشتق گيري از معادل

)45-8(  2 d�dr� � 2r�4 2 d
�

dr� � 2r�4 f"r# � 0 

يك معادلـه همگـن ديفرانسـيل خطـي اسـت كـه داراي جـواب عمـومي          )8-45همان گونه كه ملاحظه مي شود معادله (

f(r)=Crn نيز به صورت ذيل نوشته مي شود:8-45باشد. معادله (مي (  

)46-8(  2 d<dr< � 4r< � 4r� d�dr�4 CrT � 0 

  ) و قرار دادن ضريب معادله برابر با صفر خواهيم داشت:8-46با مشتق گيري از معادله (
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)47-8(  U"n � 2#"n � 3# � 2VUn"n � 1# � 2V � 0 

  ) چهارجواب به شرح ذيل دارد:8-47معادله (

  n � �1, 1, 2, 4 

  به صورت ذيل نوشته مي شود: f(r)پس جواب تابع 

)48-8(  f"r# � Ar � Br � Cr� � Dr< 

) داراي چهار ثابت مي باشدكه بايد تعيين گردد . پس با اعمال شرايط مرزي 8-48شود معادله (گونه كه ملاحظه ميهمان

  خواهيم داشت: ∞→rدر 

)49-8(  
ψ∞ � f"r#sin�θ � �Ar � Br � Cr� � Dr<� sin�θ � r�2 v∞sin�θ 

C	بوده و   D=0) ملاحظه مي شود كه 8-49از مقايسه دو طرف معادله ( � @
� v∞	خواهيم داشت: مي باشد، پس  

)50-8(  ψ � �Ar � Br � 12 v∞r�� sin�θ 
  ) ) خواهيم داشت: 8-35و (  )8-34( روابط ( 4و 3از طرفي با اعمال شرايط مرزي 

)51-8(  1r�sinθ∂ψ∂θ � 2r� f"r#cosθ � 0 

)52-8(  � 1rsinθ ∂P∂r � �∂f"r#∂r sinθr � 0 

 

  ) خواهيم داشت:8-52) و (8-51در معادلات ( f(r)|r=Rمي باشد، پس با جايگذاري  f(r)=A/r + B r +1/2 v∞ r2كه 

)53-8(  AR8 � BR � v∞2 � 0 

)54-8(  � AR8 � BR � v∞ � 0 

  آيند.به دست مي Bو  Aهاي ) ثابت8-54) و (8-53با حل همزمان معادلات (

)55-8(  A � r∞4 R8											; 												B � �3r∞4 R 

  شود:به شكل ذيل حاصل ميبنابراين در نهايت تابع جريان براي سيال ويسكوز اطراف كره 
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)56-8(  ψ � 12 v∞ �R
8
2r � 3R2 r � r� sin� θ 

  آيند.) به دست مي8-56) و (8-31) و (8-30با استفاده از معادلات ( vθ(r,θ)و  vr(r,θ)هاي سرعت ) مؤلفه5

)57-8(  v- � v∞ 21 � 32 �Rr� � 12 �Rr�
84 cos θ 

)58-8(  vθ � v∞ Q�1 � 8
< Y;-Z � @

< Y;-Z8R sin θ 

  

  

  

  

  

  

  

 

  

  : خطوط جريان و پروفيل سرعت اطراف كره8-3شكل 

) تـا  8-56داده شده و با استفاده از معـادلات (  (r,θ)براي نمايش گرافيكي لازم است خطوط جريان و پروفيل سرعت در 

  دهد.) تغييرات متغيرها را نشان مي8-3را محاسبه نمود. شكل ( vθو  vrو  ψ) مقادير 58-8(

را از  ∞vدر شرايطي كه سيال در حال سكون باشد و كـره صـلب در درون سـيال حركـت نمايـد، لازم اسـت كـه مؤلفـه         

  كم نماييم. vθو  vrهاي سرعت معادلات جريان و مؤلفه

)59-8(  v-1 � v∞ 2� 32 �Rr� � 12 �Rr�
84 cos θ 

 خطوط جريان

 پروفيل سرعت  

 خطوط جريان

 پروفيل سرعت
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)60-8(  vθ1 � v∞ 234 �Rr� � 14 �Rr�
84 sin θ 

هـاي پروفيـل سـرعت سـيال     مؤلفـه  vθ1و  v-1سرعت ثابت كره در اطراف سيال سـاكن خواهـد بـود و     ∞vجا كه در اين

  شود:اطراف كره متحرك هستند. تابع جريان سيال اطراف كره متحرك نيز به صورت ذيل نوشته مي

)61-8(  ψ1"r, θ# � 12 v∞ �R
8
2r � 3R2 r sin� θ 

  دهد.) تابع جريان و پروفيل سرعت را براي كره صلب متحرك در جريان ويسكوز ساكن نشان مي8-4(شكل 

  

  

  

  

  

  

  

  صلب در يك سيال ساكن : خطوط جريان و پروفيل سرعت براي حركت كره8-4شكل 

براي حركت سيال آزاد اطراف كره ثابت به دست آوريم. تـابع فشـار     را P=P(r,θ)) حال لازم است توزيع ميدان فشار 6

  آيد:از انتگرال گيري رابطه زير به دست مي

)62-8(  dP � �∂P∂r�dr � �∂P∂θ�dθ 

-27) و (8-26استوكس يعني معادلات ( -ناوير) در معادلات ساده شده 8-60) و (8-59هاي سرعت (با جاگذاري مؤلفه

  هاي اينرسي خواهيم داشت:نظر از عبارت) و صرف8

)63-8(  ∂P∂r � 1
µ
Q 1r� ∂∂r �r� ∂v-∂r � � 1r�sinθ ∂∂θ �sinθ ∂v-∂θ � � 2v-r� � 2r� ∂v-∂θ � 2v-cotθr� R 

 پروفيل سرعت   

 خطوط جريان 

 خطوط جريان 
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)64-8(  ∂P∂θ � 1
µ
Q1r ∂∂r �r� ∂vθ∂r � � 1rsinθ ∂∂θ �sinθ ∂vθ∂θ � � 2r ∂v-∂θ � vθrsinθ�R 

  آيند:ذيل به دست ميهاي جزيي فشار به صورت پس مشتق

)65-8(  ∂P∂r � �3µRv∞r8 � cosθ 

)66-8(  ∂P∂θ � �3µRv∞2r� � sinθ 

  شود:) و انتگرالگيري از آن، تابع توزيع فشار حاصل مي8-62) در معادله (8-66) و (8-65بنابراين با جايگذاري روابط (

)67-8(  P � P∞ � �3µRv∞2r� � cosθ 

  توزيع فشار را در اطراف كره صلب نشان مي دهد.) 8-5مي باشد. شكل ( ∞r→∞  ،P=Pتوجه شود كه در 

  

  

  

  

  

  

  

  

 

  : توزيع فشار در سطح كره براي سيال خزشي اطراف كره صلب8-5شكل 

  ، لذا خواهيم داشت:P∞=0) عبارتست از r=Rاز طرفي فشار در سطح كره (

)68-8(  P|-\; � �32 µRv
∞

r� cosθ 

  به صورت ذيل به دست مي آيد: θ=0و مقدار كمينه آن در  θ=πمقدار بيشينه فشار در 

)69-8(  P]^'|-\; � 32 µv
∞

R  

R 
z 

v_ 

zR 

P-\;
μ v_R
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)70-8(  P]�T|-\; � �32 µv
∞

R  

) نشان داده 8-6جا مطابق شكل (باشد. در اين) مرحله آخر پيدا نمودن درگ اصطكاكي و درگ فشار در سطح كره مي7

  باشند.هاي نيروهاي تنش برشي و فشاري ميهاي درگ اصطكاكي و فشار ناشي از مولفهشود كه مولفهمي

  

  

  

  

  

  : نيروهاي تنش برشي و فشار روي سطح كره8-6شكل 

-مقاومت در مقابل فشار اعمال شده از سوي سيال روي كره ميهمان طور كه در فصل ششم اشاره شد، درگ فشار،  

  ) خواهيم داشت:8-6باشد. مطابق شكل (

)71-8(  dD` � �PcosθdS 

  ) در سطح كل كره خواهيم داشت:8-71پس با انتگرالگيري از معادله (

)72-8(  D` � �, , P|-\;cosθπ

1
�π
1 R�sinθ	dθ	dϕcdddedddf

gh
 

  )، درگ فشاري به دست خواهد آمد:8-72و جاگذاري در معادله ( P|r=R=-(3/2)(µv∞/R)cosθبا داشتن 

)73-8(  D` � 2πµRv∞ 

  شود:باشد كه از تنش برشي حاصل ميدرگ اصطكاكي مقاومت در برابر نيروهاي ويسكوز مي

)74-8(  τ-θ � µ Qr ∂∂r Yvθr Z � 1r ∂v-∂θ R 
مشـتق گيـري از معـادلات مـذكور و     ) و بـا  8-58) و (8-57هـاي سـرعت يعنـي معـادلات (    با استفاده از معـادلات مولفـه  

  ) خواهيم داشت:8-74جاگذاري در معادله (

τ-jdS 

τ-jsinθdS 

 
PcosθdS 

PdS 

z 

R 

r J 
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)75-8(  
τ-θ|-\; � �32 µv

∞

R sinθ 
) درگ اصطكاكي به صورت ذيل حاصل 8-6دهد. با توجه به شكل (تنش برشي در ديواره كره صلب را نشان مي τrθكه 

  شود:مي

)76-8(  dDl � �τ-θsinθdS 

  خواهيم داشت: )8-76) در (8-75كه با جاگذاري (

)77-8(  Dl � �, , τ-θ|-\;π

1
�π
1 R� sin θ 	dθ	dϕ 

  ) درگ اصطكاكي به دست مي آيد:8-77) در (8-75پس با جايگذاري (

)78-8(  Dl � 4πµRv∞ 

  پس درگ كل از جمع هر دو درگ به صورت ذيل حاصل مي شود:

)79-8(  	D � D` � Dl � 2πµRv∞ � 4πµRv∞ 

  كه خواهيم داشت:

)80-8(  Re m 0.5 D � 6πµRv∞ 

شناخته مي شود. قانون استوكس براي اندازه گيري ويسكوزيته با استفاده از  12)به عنوان قانون استوكس8-80معادله (كه 

و  µدر سـيالي بـا ويسـكوزيته     Rاي صلب بـا شـعاع   شود. براي مثال كرهآزمايش سقوط آزاد كره جامد به كار گرفته مي

شـود كـه برآينـد    )) ملاحظـه مـي  8-7رسد، (شـكل ( مي vtار ثابت كند. زماني كه سرعت كره به مقدسقوط مي ρدانسيته 

  نيروهاي حاكم بر حركت كره را مي توان به صورت ذيل نوشت:

)81-8(  W � D� Fq 

  نيروي وزن كره مي باشد، پس با جايگذاري عبارات متناظر خواهيم داشت: Wو  13نيروي شناوري FBكه 

  

                                                           
12 Stoke’s Law 
13 Buoyant D 

vt 

FB 
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 : سقوط كره صلب در سيال ساكن8-7شكل 

)82-8(  
43 πR8ρrgcddeddf

s
� 6πµRvtcdedf

u
� 43 πR8ρgcdedf

lv
 

  و خواص سيال و اندازه كره، ويسكوزيته سيال به صورت ذيل به دست مي آيد:14با داشتن سرعت حدي

)83-8(  µ � 2R�g9vt  

بالاتر عدد رينولدز نمي تـوان  ) به دست مي آيد. براي مقادير 8-80درگ از رابطه (  ≥ 5/0Re ملاحظه مي شود كه براي

  معادلات ذيل را براي اين حالت پيشنهاد داد: 15از عبارت هاي اينرسي صرفنظر كرد. اسين

)84-8(  � ∙ v�	 � 0 

)85-8(  ρv∞����	 ∙ �v�	 � ��P � µ��v�	 � 	ρg�	 
	�ρvشود كه به جاي ملاحظه مي ∙ �v�	   ،در عبارت اينرسيρv∞����	 ∙ �v�	   جايگزين شده است. در حقيقت اين عبارت اينرسـي

در مختصات كروي حل گرديـد و در نهايـت معادلـه زيـر بـراي       امعادلات مجدد ،سازيرا خطي نموده است. با اين ساده

  درگ حاصل شد:

)86-8(  D � 6πµRv∞ �1 � 316Re� 

                                                           
14 Terminal Velocity (vt) 
15 Oseen 
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خيلي بالا پاسـخ صـحيح ارائـه نمـي دهـد.      باشد و براي اعداد رينولدز ) نيز محدود مي8-86بايد توجه داشت كه معادله (

  ضريب درگ صحيح سيال آزاد اطراف كره صلب، در تمامي مقادير عدد رينولدز، رابطه ذيل ارائه شده است:

)87-8(  Cu � D12 ρ"v∞#�A
� D12 ρ"v∞#�πR�

 

 ) خـواهيم 8-77) و (8-86در معادلـه (  ∞D=6πµRvو اعـداد رينولـدر متوسـط، بـا جاگـذاري       Re < 0.5كه براي حالت 

  داشت:

)88-8(  Re x 0.5 Cu � 24Re 

)89-8(  0.5 x Re x 100 Cu � 24Re � 36 

را براي سيال آزاد اطراف يك كره صلب  Reبر حسب  CD) تغييرات 8-8، شكل (Reبراي مقادير مختلف عدد رينولدز، 

 2/0بـه زيـر    CDجريان سيال از حالـت آرام بـه مغشـوش منتقـل شـده و        Re >105شود كه در دهد. ملاحظه مينشان مي

  كاهش مي يابد.

  

Re( ) بر حسب عدد رينولدزCD: ضريب درگ (8-8شكل  � ρv∞"2R# µ⁄ (براي جريان آزاد اطراف كره صلب  
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  18، تقريب هيدروديناميكي روانكاري17لغزنده 16. مسئله ياتاقان 5

هـا در  كـاربرد ايـن گونـه فـيلم    گيرنـد.  اي نازك از مايعات هستند كه بين دو صفحه جامد جدا از هم قرار مـي ها لايهفيلم

باشد، زماني كه از بيرون يـك  ها جدا نگهداشتن صفحات جامد از يكديگر ميباشد. هدف از اين فيلمسطوح ياتاقان  مي

  شوند.هاي هيدروديناميكي شناخته ميكنندهشود. اين گونه روانكارها به عنوان روانها اعمال ميظرفيت بار زياد بر آن

كند. تحليل حركت اين گونـه  جامد موازي را در نظر بگيريد كه يك صفحه ساكن و ديگري حركت ميحال دو صفحه 

مجاري قبلاً در فصل پنجم بيان شد. در شرايطي كه فاصله بين دو صفحه موازي كم باشد، هيچ فشاري از بارگـذاري، در  

كه از دو صفحه موازي تشكيل شـده اسـت،    شود. براي ايجاد فشار در اين گونه مجاري،فيلم بين دو صفحه احساس نمي

اي بـين  ) يك ياتاقان را با دو صفحه كـه زاويـه  8-9لازم است كه عرض بين دو سطح موازي مقداري متغير باشد. شكل (

  درجه مي باشد. 15دهد. البته زاويه بين دو صفحه اغراق شده است. معمولاً زاويه كمتر از ها قرار دارد، نشان ميآن

  

  

  

  

  

  

  : توزيع سرعت و فشار در ياتاقان8-9شكل 

  مي باشد. L<<1/(H2-H1)و  α<150) در اين جا فرض مي شود كه 1

                                                           
16 Bearing 
17 Slider 
18 Hydrodynamic Lubrication Approximation 

 روغنفيلم 

شفت چرخان

 wبار 
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  به صورت ذيل نوشته مي شود: yو  x) معادلات مومنتوم (ناوير استوكس) براي جريان خزشي در جهت هاي 2

)90-8(  ∂P�∂x � µ �∂
�v'∂x� � ∂�v'∂y�   

)91-8(  ∂P�∂y � µ �∂
�v)∂x� � ∂�v)∂x�   

ثابت نخواهد بود. در فيلم بين دو صفحه فشار به يـك   xدر اين جا برخلاف دو صفحه كاملاً موازي، افت فشار در جهت 

  نزول مي نمايد. P0نقطه ماكزيمم مي رسد و در دو طرف صفحه به 

  ) شرايط مرزي به صورت ذيل نوشته مي شود:3

)92-8(  

vx=V در y=0 

vx=0 در y=H 

P=P0 در x=0 

P=P0 در x=L 

  ذيل به دست مي آيد:) پروفيل سرعت به صورت 8-92با اعمال شرايط مرزي (

)93-8(  v' � VH"H � y# � 12µ dPdx y"H � y# 
مقداري ثابت است كه از رابطـه ذيـل محاسـبه مـي      x) دبي جريان در مجراي بين دو صفحه در تمام مكان ها در جهت 4

  شود:

)94-8(  q � , v'	dy|"'#
1 �  ثابت

  )، دبي به صورت ذيل به دست مي آيد:8-94) درمعادله (8-93حال با جاگذاري معادله (

)95-8(  q � VH2 � H8
12µ dPdx 

  ) براي افت فشار خواهيم داشت:8-95با حل معادله (

)96-8(  dPdx � 12µ � V2H� � qH8� 

178



 

 21

  ) به دست خواهد آمد:8-92) و با استفاده از شرايط مرزي (8-96توزيع فشار با انتگرالگيري از معادله (

)97-8(  P"x# � P1 � 6µv, dxH�
'
1 � 12µq, dxH8

'
1  

  ، دبي بر واحد عرض ياتاقان  به صورت ذيل حاصل مي شود:x=L ،P=P0با اعمال شرط مرزي در 

)98-8(  q � 	 }
dxH�~1

2} dxH8~1
 

) معادلـه  8-9داريم. پس با توجه به شـكل هندسـي (   H=H(x)بنابراين براي به دست آوردن دبي نياز به معادله جبري تابع 

  به صورت ذيل حاصل مي شود: H(x)مرزي خطي صفحه بالايي يعني 

)99-8(            H"x# � H@ � H@ � H�L x 
)100-8(  tanα ≅ α � H@ � H�L 		 
)101-8(  H"x# � α"L′ � x# 
)102-8(  L′L � H@H@ � H� 

α	كه در معادلات بالا m   ) خواهيم داشت:8-98) در معادله (8-99( معادله گذارييبا جامي باشد. 151

)103-8(  q � Vα L′"L′ � L#2L′ � L  

  ) خواهيم داشت:8-97گذاري در معادله (ي) و جا8-103) و (8-100) ، (8-99و با تركيب معادلات (

)104-8(  P"x# � P1 � 6µVL
H@� � H��

"H@ � H#"H � H�#H�  

  كه برآيند كل نيروي نرمال بر صفحه بالايي به صورت ذيل حاصل مي شود:

)105-8(  F� � W, "P"x# � P1#dx~
1  

  ) خواهيم داشت:8-105) در (8-104از معادله ( P(x)پس با جايگذراي 

)106-8(  F� � 6µVL�"H@ � H�#�W2ln �H@H�� �
2"H@ � H�#H@ � H� 4 
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 qمشتق گيري نموده و چون  x) نسبت به 8-95روش جايگزين براي به دست آوردن توزيع فشار، اين است كه از معادله (

  ، كه در نتيجه خواهيم داشت:dq/dx=0ثابت است پس داريم 

)107-8(  ddx �H
8
µ

dPdx � 6VdHdx  

مي باشد كه طرف راست معادله به عنوان عبارت توليد كننده افت فشار در طول  19) معادله ي پوسان8-107كه معادله ي (

  ياتاقان  مي باشد. حال فرض مي كنيم كه :

1( µ .ثابت باشد  

  مقداري ثابت باشد. dH/dxشيب  )2

  در نظر مي گيريم. Hرا به عنوان متوسط  Hmبراي ساده سازي، مقدار  )3

  تعريف مي كنيم: بنابراين

)108-8(  
β � �6µVdHdx  

  فشار به صورت ذيل نوشته مي شود: ) پس معادله dH/dx < 0يك مقدار مثبت مي باشد (چون  βكه 

)109-8(  ddx �H8 dPdx� � �β 
  با انتگرالگيري خواهيم داشت:

)110-8(  dPdx � � βxH8 � C@H8 

فشـار   مي باشد، بـراي بـه دسـت آوردن    H=H(x)بايد از شرايط مرزي به دست آيد. از طرفي چون  C1ثابت انتگراسيون 

  ) خواهيم داشت:8-110تعريف گردد. پس با انتگرالگيري از ( Hبراي  Hmلازم است كه مقدار متوسط 

)111-8(  P � � βx�
2H]8 � C@xH]8 � C� 

  خواهد بود. پس خواهيم داشت: x=L  ،P=0و  x=0با اعمال شرايط مرزي براي فشار در 

                                                           
19 Poisson equation 
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)112-8(  C@ � 12 βL												; 													C� � 0	 
  ) خواهيم داشت:8-111جاگذاري اين ثوابت در معادله (كه با 

)113-8(  P � �3µVdHdxH]8 x"L � x# 
، خواهد بود. فشار متوسط در فـيلم روانكـاري شـده     L/2بنابراين منحني فشار سهموي مي باشد و داراي بيشينه در مركز، 

  به صورت ذيل محاسبه مي شود:

)114-8(  P] � 1L, Pdx~
1 � βL�

12H]8 � 23P]^' 

  چون توزيع فشار مشخص شد، بنابراين گراديان فشار به صورت ذيل نوشته مي شود:از طرفي 

)115-8(  dPdx � β

H]8 �L2 � x� 

  ) خواهيم داشت:8-93) در معادله پروفيل سرعت (8-115با جايگذاري معادله (

)116-8(  v' � VH"H � y# � 12µ β

H]8 �L2 � x�cddddeddddf
مثبت

y"H � y#cddeddf
منفي

 

باشد، پروفيـل سـرعت خطـي خواهـد بـود، و ايـن در        β=0،يعني  dH/dx=0) ملاحظه مي شود كه اگر 8-116ازمعادله (

پروفيل سرعت كاملاً خطي است. همان گونه كـه   x=L/2حالتي است كه دو صفحه كاملاً موازي هم باشند. از طرفي در 

  پروفيل سرعت داراي عقبگرد مي باشد. x=0) نشان داده شده است، ليكن در 8-9در شكل (

 20ي متخلخل. سيال خزشي در محيط ها6

محيط هاي متخلخل، صنايع پايين دسـتي نفـت، ازديـاد برداشـت نفـت ، گـاز و در بسـياري از صـنايع          جريان سيالات در

چنـين جريـان سـيالات    ، هـم  21هـاي متخلخـل  شيميايي داراي كاربردهاي وسيعي مي باشد. جريان آب و نفـت در سـنگ  

، در بسترهاي كاتاليستي، همه از كاربرد سيالات ويسكوز در مختلف در فيلترها، بسترهاي آكنده در واحدهاي جداسازي

                                                           
20 Flow in porous media 
21 Porous Rocks 
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هـا از اهميـت خاصـي در مهندسـي شـيمي      گونـه سـيالات در ايـن گونـه محـيط     باشد. تحليل ايـن هاي متخلخل ميمحيط

  برخوردار است. 

  توان نوشت:مي كند، پسهاي خزشي براي توزيع فشار از معادله لاپلاس پيروي ميدر ابتداي فصل اشاره شد كه جريان

)117-8(  
��P� � 0 

��"P � ρgh# � 0 

 مورد بررسي قرار دهيم خواهيم داشت: zحال اگر مولفه  فشار را در جهت 

)118-8(  d�"P � ρgh#dz� � 0 

  ) خواهيم داشت:8-118كه با انتگرالگيري از معادله (

)119-8(  d"P � ρgh#dz � constant 
بگيريد ملاحظه مي شود كه سيال از فضاهاي خـالي بـين ذرات   ) در نظر 8-10حال اگر محيط متخلخلي را مطابق شكل (

  عبور مي نمايد. ليكن به علت سطح تماس بالا، افت فشار بالا بوده و حركت سيال به صورت خزشي مي باشد. حال فرض

  

  

  

  

  

  

 

  هاي موئينهمتخلخل (بسترآكنده)   ب)محيط متخلخل متشكل از لوله:  الف)حركت سيال ويسكوز از محيط 8-10شكل 

 ب

P0 

P 

 الف
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تشكيل شده كه سيال قادر است فقط از اين لوله هاي مويينـه   22كه محيط متخلخل از يك سري لوله هاي مويينه كنيممي 

هـر لولـه بـه صـورت      كند، به طوري كه جريان سيال را درها عبور ميبنابراين سيال از داخل مجموع اين لوله عبور نمايد.

پيـروي مـي نمايـد. بنـابراين دبـي كـل در محـيط         24پويزلـه -گيريم كه دبي آن از معادله هيگندر نظر مي 23جريان پويزله

  شود:متخلخل به صورت ذيل نوشته مي

)120-8(  Q � �constant
µ

	∂P∂z 

  شود:در محيط متخلخل به صورت ذيل تعريف مي 25چنين سرعت ظاهريهم

)121-8(  v� � QA � حجم	سيال	در	محيط

سطح	مقطع	كل	در	محيط	متخلخل
 

  ) خواهيم داشت:8-121) در (8-120كه با جايگذاري معادله (

)122-8(  v� � �κ

µ

∂P∂z 

) را قانون دارسي گويند. 8-122شود و معادله (اطلاق مي 27محيط متخلخل يا ثابت دارسي 26به ضريب عبوري κكه ثابت 

هـاي  آيد. براي محيطمحيط متخلخل مورد نظر به دست مي رويآزمايش  راهباشد و از مي <L2>به صورت  κبعد ثابت 

  شود:به صورت ذيل نوشته مي نيز و قانون عمومي دارسي بودهجهات يكسان  ي، ثابت دارسي در تمام 28ايزوتروپيك

)123-8(  v�	 � �κ

µ
�P 

افت فشار در محيط متخلخل بسترهاي آكنده  قانون دارسي فقط براي جريان آرام و خزشي صادق مي باشد. براي محاسبه

  به صورت ذيل استفاده مي شود: 29از معادله ارگان

)124-8(  f` � D`ε8
ρu��"1 � ε#

∆PL � 150Re` � 1.75 

                                                           
22 Capillary 
23 Poiseuille 
24 Hagen-Poiseuille 
25 Superficial Velocity 
26 Permeability 
27 Darcy’s Law 
28 Isotropic 
29 Ergan 
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  در بستر آكنده مي باشد. ساير متغيرها به شكل ذيل مي باشد: 30ضريب اصطكاك fPكه 

)125-8(  Re` � ρu�D`"1 � ε#µ 

 :�m/s(  u( سرعت ظاهري  
 :ε  31تخلخلكسر 

 :`D قطر متوسط ذرات :
  شود:كه سرعت ظاهري در محيط (بستر) به صورت ذيل حاصل مي

)126-8( 

  

u� � �∆P
µL D`�ε8150"1 � ε#� � � κ

µ

∆PL  

κ � D`�ε8150"1 � ε#� 

  . خلاصه(جمع بندي)7

هـاي اينرسـي   عبارتمي باشد، لذا به سيالاتي كه  1از آن جا كه جريان هاي خزشي مربوط به اعداد رينولدز كوچكتر از 

گوينـد. در حـل معـادلات حركـت مربـوط بـه جريـان خزشـي از          "سيالات خزشي"شود، ها حذف مي(شتاب) براي آن

عبارت اينرسي در مقابل عبارت ويسكوز صرفنظر مي شود. سيالات خزشي حداقل درپنج گروه كاربرد دارنـد: جريانـات   

ي باريك(فيلم) اما متغير، جريانات خزشي اطراف اشياء غوطه ور، جريان آرام كاملاً توسعه يافته، جريانات آرام در مجار

هاي اكسـترودر، قالـب ريـزي مكشـي و غيـره. بـراي حـل        مرهاي مذاب در دستگاههاي متخلخل، و جريان پليدر محيط

-ه سازيمعادلات حركت لازم است: معادلات حركت و پيوستگي در مختصاتي متناسب با هندسه مساله نوشته شود، ساد

. معمولا بـي بعدسـازي   ها اعمال شود، شرايط مرزي مساله با توجه به معادلات حاكم و هندسه مساله به درستي تعيين شود

معادلات نيزانجام مي شود. با حل معادلات ناوير استوكس پروفيل سرعت به دست آيد. بلاخره با داشتن تابع سرعت، تابع 

تحليل جريان خزشي در مجاري فشردگي فيلم، جريان آزاد اطراف كـره، ياتاقـان لغزنـده و در     ميدان فشار به دست آيد.

  هاي متخلخل انجام شد. و در بخش پاياني اين فصل، قانون دارسي و ضريب عبوري معرفي گرديد.سيستم

                                                           
30 Friction Factor 
31 Fraction Void 
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  هاي پايان درس. پرسش8

در حـال   µسـيال سـاكن بـا ويسـكوزيته      در يك جريان خزشي از يـك  ∞vبا سرعت حدي  Rكره اي صلب با شعاع  -1

  سرعت حدي كره مي باشد؟  1سقوط است. در چه فاصله افقي از مركز كره، سرعت سيال %

ج: پروفيل سرعت سيال در لايه مرزي سيال در اطراف كره را با كمك معادلات پيوستگي و مومنتوم به دست آورده آن 

  سرعت حدي كره است، محاسبه مي كنيم. 1ت سيال برابر %گاه فاصله اي از ضخامت لايه مرزي كه در آن سرع

 جوابي براي معادلات استوكس است.  p = 0و  v=R(eR×ez) ٣٢نشان دهيد كه ميدان جريان -2

  ج: معادله استوكس را نوشته و ميدان جريان مربوطه را در معادله قرار دهيد. 

در داخل حبـاب سيركولاسـيون اتفـاق مـي افتـد. ايـن       وقتي كه يك مايع حول يك حباب گازي جريان داشته باشد،  -3

سيركولاسيون موجب كاهش تنش برشي سطحي مي شود و لذا به عنوان اولين تقريب، ممكن است فرض كنيم كه تنش 

است و جريان مايع نيز جريـاني خزشـي    Rاي با شعاع برشي سطحي به كلي حذف شده است. با فرض اين كه حباب كره

  است،آن گاه:

  بنويسيد. ψ(θ,r)ه حركت حاكم بر سيال را بر حسب تابع جريان معادل −

  شرايط مرزي لازم براي حل معادله را به دست آوريد. −

  را به دست آوريد. vJو  vrمولفه هاي سرعت  −

  توزيع فشار در داخل اين سيال چگونه خواهد بود. −

 نيروي كلي كه سيال بر حباب وارد مي كند به دست آوريد. −

ناوير استوكس را با اعمال فرضيات لازم نوشته آن گاه مقادير معادل مشتق تابع جريان را جايگزين مولفه هاي ج: معادله 

آوريم. با سرعت مي كنيم. آن گاه شرايط مرزي را بر سيستم اعمال كرده و  در نهايت مقدار تابع جريان را به دست مي

                                                           
32 Flow Field 

185



 

 28

اعمال شرايط مرزي فشاري، تابع توزيع فشار حاصل مي شود.  داشتن تابع جريان مولفه هاي سرعت به دست مي آيد. با

  نيروهاي حاكم برحباب را نيز از انتگرال نيروهاي تنش وارد بر حباب از سوي سيال مي توان به دست آورد.

عبور مي كند. هم چنـين فشـار در سـطح     R2و شعاع خارجي  R1اي با شعاع داخلي جريان سيالي از يك پوسته استوانه-4

است (شكل زيـر). توزيـع فشـار، سـرعت      hاست. طول استوانه نيز برابر  P2و   P1جداره داخلي و خارجي به ترتيب برابر 

آل يـه  شعاعي حركت سيال و دبي جرمي سيال را در دو حالت يكي براي سيال تراكم ناپـذير و ديگـري بـراي گـاز ايـده     

  دست آوريد. 

  

ج: معادله پيوستگي و معادلات حركت را براي سيال جاري در پوسته را نوشته و فرضيات لازم را اعمال مي كنـيم آنگـاه   

  تابع توزيع فشار و سرعت را به دست مي آوريم. با داشتن پروفيل سرعت، دبي جرمي نيز قابل محاسبه است. 

است كه در بين دو ديسـك روغـن بـه طـور شـعاعي       ايبخشي از يك سيستم روغنكاري متشكل از دو ديسك دايره -5

مـي باشـد (شـكل     r2شعاع خـارجي    و r1بين دو شعاع داخلي  P1-P2جريان دارد. علت ايجاد جريان وجود اختلاف فشار 

  زير). 

  بنويسيد. r1≤ r ≤r2با اعمال فرضيات لازم، معادله پيوستگي و معادله حركت را براي حركت اين سيال در فاصله   −

  فرض جريان خزشي، با اعمال شرايط مرزي درست، تابع توزيع سرعت و فشار سيال را به دست آوريد.با  −
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ج: همان طور كه در صورت مساله آمده ابتدا معادلات پيوستگي و حركـت را نوشـته و فرضـيات مسـاله را بـر معـادلات       

  زيع سرعت را به دست مي آوريم.اعمال كرده آن گاه با استفاده از شرايط مرزي ، توايع توزيع فشار و تو
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  . مقدمه1

هاي اينرسي يا هاي ويسكوز از عبارتهاي ويسكوز پرداخته شد. در جريانهاي پنجم و هفتم به تحليل جرياندر فصل

اينرسي چشم  توان از نيروهايمي Re≪1نيروهاي شتابي در معادلات حركت صرف نظر شد و اشاره شد كه معمولاً در 

باشد. در فصل ششم در پوشي نمود. ليكن در جريان سيالات دور از مرزهاي جامد، اثرات ويسكوزيته قابل اغماض مي

)، از فشار مشخصه Re≫1استوكس توضيح داده شد كه در سيالات با عدد رينولدز بالا ( -آناليز ابعادي معادلات ناوير

ρU2 استوكس به  -شود. در آن جا معادله بدون بعد ناويرحركت استفاده مي براي بدون بعد كردن فشار در معادله

  صورت ذيل به دست آمد:

)1-9(  ∂v��∗∂t∗ 	 v��∗ ∙ �v��∗ � 
�P�∗ 	 1Re��v��∗ 
شود، به طوري كه معادله هاي ويسكوز از معادله بالا حذف ميباشد، عبارت Re≫1شود كه در شرايطي كه ملاحظه مي

  شود:حركت به صورت ذيل نوشته مي

)2-9(  
∂v��∗∂t∗ 	 v��∗ ∙ �v��∗ � 
�P�∗ 

Dv��∗Dt∗ � 
�P�∗ 
  شود:صورت واقعي به شكل ذيل نوشته مي ) براي مجاري باز به9-2معادله (

)3-9(  Dv��Dt � 
1ρ �P 	 F�� 
  شود:نشان داده مي ذيل ، بردار نيروهاي جرمي يا گرانشي است و به صورت��Fكه 

)4-9(  F�� � 
�ϕ � 
��gh� 
  شود.شناخته مي 1به عنوان پتانسيل نيروي جرمي ϕكه 

                                                           
1 Body-Force Potential 

190



 

 3

هاي هوا در شود. معمولاً به جريانشود سيال غير لزجي گفته ميبه جريان سيالاتي كه از نيروهاي ويسكوز صرفنظر مي

ها و بنادر، امواج سطحي روي آب، حركت هوا در گردبادها و غيره، غير مجاري اطراف هواپيما، جريان آب در درياچه

  شود.ته ميهاي پتانسيلي گفلزجي يا به عبارتي جريان

 شود:هاي غير لزجي به صورت ذيل نوشته ميهاي هيدروديناميكي براي جريانبنابراين معادله

)5-9(  ρ�∂v��∂t 	 v�� ∙ �v��� � 
�P 
 ρg�h 

�. v�� � 0 

دهند. اول اين كه تقريب غير لزجي در هاي تقريبي مناسبي ارائه ميپس جريان سيالات غير لزجي در دو حالت جواب

هاي داخل مجاري بسته در ابتدا و انتهاي دهدو ثانياً براي جرياننتايج خيلي خوبي ارائه ميمجاري دور از مرز جامد 

باشد. در حوالي مرز جامد كه توسعه نيافته است، استفاده از تقريب غير لزجي مناسب مي 2مجاري كه هنوز لايه مرزي

باشد كه در فصل نه به آن مرزي حاكم ميباشد، تئوري لايه نيروهاي ويسكوز حاكم بوده و گراديان سرعت شديد مي

پرداخته خواهد شد. بنابراين جريان سيالات خارج از لايه مرزي در عدد رينولدز خيلي بالا از تئوري جريان سيالات غير 

  شود.لزجي استفاده مي

سيالات غير  هاي غير لزجي مورد بررسي قرار گيرد. زير مجموعههاي خاص از جرياندر اين جا لازم است كه حالت

شود كه غير تراكمي (دانسيته آل گفته ميهايي ايدهباشند. به جريانمي 4هاي پتانسيليو جريان 3آلهاي ايدهلزجي، جريان

  )) پيروي نمايد.9-5ثابت) بوده و از معادلات اويلر (معادله (

بارتي جرياني غير چرخشي است كه باشند، به ع 5شود كه غير چرخشيهايي اطلاق ميجريان سيال پتانسيلي به جريان

  توان نتيجه گرفت كه:بردار گردابش صفر باشد. پس مي

ξ� � 0				 ⇒ 				 � ! v�� � غير	چرخشي 0 → 

                                                           
2 Boundary Layer 
3 Ideal Fluid Flow 
4 Potential Flow 
5 Irrotational 
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  در فصل چهار به بردار گردابش و مفهوم غير چرخشي پرداخته شد.

�حال زماني  ! v�� �   باشد كه سرعت به صورت گراديان يك تابع اسكالر به صورت ذيل تعريف شود:مي 0

)6-9(  v�� � �ϕ 

,ϕ�tدر اين جا تابع اسكالر  x, y, z� هاي پتانسيلي به جريانشود. پس جريانشناخته مي 6به عنوان تابع سرعت پتانسيل-

  ) پيروي نمايد.9-6شود كه غير چرخشي بوده و از رابطه (هايي اطلاق مي

  7. معادله برنولي2

معادله اويلر به دست آمد. از طرف ديگر عبارت هاي غير لزجي، با حذف عبارت (نيروهاي) ويسكوز براي جريان

 8قرار بدهيم و در حالت دوم زماني كه بردار گردابش µ=0شود. اول در شرايطي كه ويسكوز در دو حالت حذف مي

  صفر باشد.

  رسيم:) به معادله ذيل مي9-4) و (9-3و استفاده از روابط ( µ=0استوكس با قرار دادن  -در معادله ناوير

)7-9(  Dv��Dt � 
�'Pρ 	 gz( 
  توانيم بنويسيم:با استفاده از حساب بردارها مي

)8-9(  Dv��Dt � ∂v��∂t 	 � '12 |v��|�( 
 v�� ! ξ� 
  باشد كه در فصل چهارم به صورت ذيل تعريف گرديد:بردار گردابش مي �ξكه 

)9-9(  ξ� � �∂v+∂y 
 ∂v,∂z � e-���� 	 '∂v-∂z 
 ∂v+∂x ( e,���� 	 �∂v,∂x 
 ∂v-∂y � e+���� � �! v�� � 2ω��� 
  باشد.اي مي، بردار سرعت زاويه���ωكه 

  ) خواهيم داشت:9-8) و (9-7با تركيب معادلات (بنابراين 

)10-9(  ∂v��∂t 
 v�� ! ξ� � 
�'P
ρ
	 12 |v��|� 	 gh( 

                                                           
6 Velocity Potential 
7 Bernoulli Equation 
8 Vorticity Vector 
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  :به صورت ذيل نوشته مي شود 9) براي جريان پايدار9-10پس معادله (

)11-9(  � 'P
ρ
	 12 |v��|� 	 gh( � v�� ! ξ� 

��vچون  ! ξ� باشد كه جهت آن عمود بر سطوح دو بردار يك بردار ميv��  وξ� طرف باشد، پس عبارت داخل پرانتز در مي

  شود:) نيز يك كميت اسكالر است كه به صورت ذيل نوشته مي9-11چپ معادله (

)12-9(  P
ρ
	 12 |v��|� 	 gh � c 

) 9-12براي تمام صفحات ثابت باشد به معادله ( cباشد. در صورتي كه براي هر صفحه خاص ثابت مي cدر اين جا مقدار 

  شود.بدون اصطكاك استفاده ميآل شود كه براي سيالات ايدهمعادله معروف برنولي اطلاق مي

  شود:به صورت ذيل نوشته مي "معادله ناپايدار برنولي"ناپايدار،  10هاي غيرچرخشي گذرايبراي جريان

)13-9(  ∂v��∂t � 
�'Pρ 	 12 |v��|� 	 gh( 
  . جريان پتانسيلي3

بردار گردابش صفر  ها چونهاي پتانسيلي لازم نيست كه معادله اويلر مستقيماً حل گردد. در اين گونه جريانبراي جريان

-توان تابع سرعت پتانسيلي را به صورت ذيل تعريف نمود، به طوري كه با مشتق گيري از اين تابع مؤلفهباشد، پس ميمي

  آيد:هاي سرعت در جريان پتانسيلي به دست مي

)14-9(  
ξ� � 2ω��� � � ! v�� � 0	 

v�� � �ϕ		 ∶ 				 v- � ∂ϕ∂x 				 ; 			v, � ∂ϕ∂y 					 ; 							v+ � ∂ϕ∂z  

باشد، در نظر بگيريد. در اين مي vyو  vx هاي سرعت آنپتانسيلي براي يك مجراي دو بعدي كه مؤلفهحال جريان 

  شود:هاي سرعت به دو صورت ذيل نوشته ميشود. بنابراين مؤلفهتعريف مي ψ=ψ(x,y)جريان، تابع جريان به صورت 

)15-9(  v- � ∂ψ∂y � ∂ϕ∂x  

                                                           
9 Steady Flow 
10 Transmit 
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v, � 
 ∂ψ∂x � ∂ϕ∂y  

  ) در معادله پيوستگي خواهيم داشت:9-15هاي سرعت از معادلات (با جاگذاري مؤلفه

)16-9(  ��ψ � 0 

)17-9(  ��ϕ � 0 

شود. حال اطلاق مي 11ريمان-) معادلات كوشي9-15و به روابط (  ) روابط  لاپلاسي9-17) و (9-16كه به معادلات (

  نويسيم:را مي ψو  ϕديفرانسيل كل دو تابع 

)18-9(  dψ � '∂ψ∂x(dx 	 '∂ψ∂y( dy 
)19-9(  dϕ � '∂ϕ∂x(dx 	 '∂ϕ∂y( dy 

مقادير ثابتي  ψو  ϕشود كه شود. همچنين فرض مينوشته ميهاي سرعت ) بر حسب مؤلفه9-19) و (9-18معادلات (

  باشند. 

)20-9(  dψ � 
v,dx 	 v-dy � 0 

)21-9(  dϕ � v-dx 	 v,dy � 0 

  ) خواهيم داشت:9-21) و (9-20ها در روابط (با جابجايي عبارت

)22-9(  'dydx(ψ
� v,v- 

)23-9(  	'dydx(2 � 

v-v, 

 ϕو سرعت پتانسيلي   ψ هاي جريان ) ضريب زواياي مماس بر منحني9-23) و (9-22حال ملاحظه مي شود كه روابط (
). به عبارتي ψ=-1�ϕ.�گردد (مي -1را نشان مي دهند. از طرفي ملاحظه مي گردد كه حاصلضرب روابط مذكور برابر 

ثابت بر هم  ϕو  ψباشد، پس دو منحني  -1مي توان نتيجه گرفت كه اگر حاصلضرب ضريب زاويه دو خط مماس 

  عمود بر هم را نشان مي دهد. ) خطوط جريان و سرعت هاي پتانسيلي9-1عمودند. شكل (

                                                           
11 Cauchy-Riemann 
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ان دو بعدي در مختصات استوانه اي جريان پتانسيلي در مختصات استوانه اي به صورت ذيل ارائه مي شود. براي يك جري

به صورت ذيل  ψ(r,θ)و تابع جريان  ϕ (r,θ)فرض شود، مولفه هاي سرعت بر حسب تابع سرعت پتانسيلي  vz=0اگر 

  نوشته مي شود:

)24-9(  v3 � ∂ϕ∂r � 1r ∂ψ∂θ
 

)25-9(  vθ � 1r ∂ϕ∂θ
� 
∂ψ∂r  

  

  

  

  

  

  : خطوط جريان و سرعت پتانسيلي عمود بر هم در جريان دو بعدي9-1شكل 

  معادله پيوستگي و شرايط غيرچرخشي بودن به صورت ذيل نوشته مي شود:

)26-9(  ∂�rv3�∂r 	 ∂vθ∂θ
� 0 

)27-9(  ξ��r, θ� � � ! v���r, θ� � 0 

)28-9(  ξ+ � ∂v3∂θ

 ∂�rvθ�∂r � 0 

  ) خواهيم داشت:9-28) و (9-26) در معادلات (9-25) و (9-24پس با جايگذاري روابط (

)29-9(  1r ∂∂r 'r ∂ϕ∂r( 	 1r� ∂�ϕ∂θ� � 0 

)30-9(  1r ∂∂r 'r ∂ψ∂r( 	 1r� ∂�ψ∂θ� � 0 

  به صورت ذيل نوشته مي شود: ϕ(r,z)و  ψ(r,z)باشد، مولفه هاي سرعت بر حسب  vθ = 0براي جريان پتانسيلي كه 

ψ١ 
ψ٢ 

ψ٣ 

ψ٤ 

ϕ ١ 

ϕ  ٢  

ϕ  ٣  

ϕ٤ 

x 

y 
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)31-9(  v3 � ∂ϕ∂r � 1r ∂ψ∂z  

)32-9(  v+ � ∂ϕ∂z � 
1r ∂ψ∂r  

  همچنين معادله پيوستگي و شرايط غيرچرخشي به صورت ذيل حاصل مي شود:

)33-9(  ∂�ϕ∂r� 	 1r ∂ϕ∂r 	 ∂
�ϕ∂z� � 0 

)34-9(  ∂�ψ∂r� 
 1r ∂ψ∂r 	 ∂
�ψ∂z� � 0 

بنابراين براي به دست آوردن مولفه هاي سرعت در جريان پتانسيلي لازم است كه معادلات لاپلاس را در دستگاه 

  نهش توابع اوليه حل نمود. هاي عددي يا آنالوگ هاي مكانيكي و يا از برهم مختصات مربوط با استفاده از روش

، با داشتن مولفه هاي سرعت، از معادله برنولي استفاده مي شود. پس راه حل عمومي  P=P(x,y)براي به دست آوردن 

  براي جريان هاي پتانسيلي به صورت ذيل خلاصه مي شود:

 56666666667	استفاده	از	تابع	پتانسيلي  معادله پيوستگي
  مولفه هاي سرعت  ←  معادله لاپلاس

 ξ�8957  معادله مومنتوم اويلر
  توزيع فشار  ←  معادله برنولي

شرايطي مرزي در جريان هاي پتانسيلي براي حل معادلات لاپلاس مقداري متفاوت با سيالات ويسكوز مي باشد. اصل 

براي مرزهاي جامد و مرزهاي جامد متحرك به صورت ذيل  در مرزهاي جامد براي اين گونه سيالات12عدم لغزش

استفاده مي شود. براي سيالات ويسكوز تمام مؤلفه هاي مماسي و عمودي در مرز جامد ساكن برابر صفر در نظر گرفته 

مي شود. ليكن براي سيالات غير ويسكوز فقط مولفه هاي عمودي سرعت بر مرزهاي جامد صفر مي شود. ليكن مؤلفه 

  مماسي وجود خواهد داشت. چون گراديان سرعت در مرز جامد وجود ندارد. پس مي توان نوشت: هاي

                                                           
12 No slip condition 
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��v (براي مرز جامد ساكن)  )35-9( ∙ n�� � 0 
��U(  v(براي مرز جامد متحرك با سرعت   )36-9( ∙ n�� � U ∙ n�� 

هاي آزاد كه بردار سرعت جسم مي باشد. براي جريان  Uبرداري عمودي بر سطح مرز جامد مي باشد و  ��nكه بردار 

  باشد، شرايط مرزي به صورت ذيل نوشته مي شود:  ∞vx =Vمولفه سرعت به صورت 

)37-9(  

∂ϕ∂x � V∞ 

∂ϕ∂y � v, � 0 

∂ϕ∂z � v+ � 0 
  14و سرعت كمپلكس 13. تابع پتانسيل كمپلكس4

را تعريف  ϕ(x,y)و  ψ(x,y)در قسمت قبل اشاره شد كه براي جريان هاي پتانسيلي دو بعدي مي توان دو تابع اسكالر 

نمود به گونه اي كه معادله لاپلاس براي هر دو تابع از معادله پيوستگي به دست آيد. در نظريه تابع كمپلكس ثابت شده 

است كه اگر دو معادله لاپلاسي براي دو تابع اسكالر عددي وجود داشته باشد، مي توان يك تابع پتانسيل كمپلكس 

  ذيل بخش هاي واقعي و موهومي تابع پتانسيل مذكور را تشكيل دهند: دو تابع اسكالر به صورت تعريف كرد كه

)38-9(  F�z� � ϕ�x, y� 	 iψ�x, y� 

  
,F ϕ�xبخش واقعي تابع  y� ∶ 
,F ψ�xبخش موهومي تابع  y� ∶ 

  متغير كمپلكس بوده و به صورت ذيل تعريف مي شود: zكه 

z  مختصات دكارتي  )39-9( � x 	 iy 
z مختصات قطبي  )40-9( � re>θ � r�cosθ	 i	sinθ� 

  عدد كمپلكس مي باشد.  i=√-iكه در اين جا 

                                                           
13 Complex Potential Function 
14 Complex velocity 
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) را ارضا 9-15ريمان (معادلات -به طور خودكار معادلات كوشي ψو  ϕباشد، آنگاه  15يك تابع تحليلي F(z)حال اگر 

و قسمت موهومي تابع مذكور براي  ϕ، قسمت واقعي تابع مذكور براي F(z)خواهد نمود. پس با داشتن چنين تابعي براي 

ψ  در نظر گرفته مي شود. به اين ترتيب نظريه متغيرهاي كمپلكس معادلات�2ψ=0  و�2ϕ=0  .را تضمين خواهد نمود

ميدان جريان حركت سيال پتانسيلي را توصيف مي نمايد. بنابراين با اين روش مي توان مؤلفه هاي سرعت را  ψتابع ثابت 

  به دست آورد.  ϕيا  ψاز توابع 

نقص اين روش اين است كه ابتدا بايد توابع كمپلكس را از قبل تعيين نماييد، و سپس تست نماييد كه جواب هاي به 

دست آمده براي مولفه هاي سرعت با واقعيت فيزيكي جريان منطبق مي باشد. نقص دوم اين است كه براي جريان هاي 

عمال نمود. به هر حال از مزاياي اين روش عدم استفاده از حساب سه بعدي روش نظريه كمپلكس را نمي توان ا

  ديفرانسيل براي حل معادلات حركت مي باشد. پس مي توان روش مذكور را به صورت ذيل خلاصه نمود:

تابع	كمپلكس ⇒ A	موهومي	قسمتB66666Cψ�x, y�	واقعي	قسمتB6666C ϕ�x, y� D ⇒ مولفه	هاي	سرعت
B6666C	معادله	برنولي  تابع	توزيع	فشار

شود كه مشتق شود. در نظريه كمپلكس ثابت ميحاصل مي F(z)گيري از تابع كمپلكس مشتقسرعت كمپلكس با 

dF/dz گيري اين تابع مي باشد. بنابراين مي توان نتيجه گرفت كهاي است كه مقدارش مستقل از جهت مشتقنقطه يتابع :  

 )41-9(  w�z� � dFdz � ∂F∂x � ∂ϕ∂x 	 i ∂ψ∂x 
  : ) خواهيم داشت9-15مي شود. بنابراين با استفاده از روابط () سرعت كمپلكس ناميده 9-41كه رابطه ( 

)42-9(  w�z� � v- 	 iv, 
  : نيز به صورت ذيل نوشته مي شود 16سرعت كمپلكس مزدوج

)43-9(  w��z� � v- 
 iv, 
  : كه خواهيم داشت

                                                           
15 Analytical 
16 Conjugate 
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)44-9(  ww� � Fv- 
 iv,GFv- 	 iv,G � v-� 	 v,� � |v|� 
  

  

  

  

  : مولفه هاي سرعت در دو دستگاه مختصات دكارتي و قطبي9-2شكل 

  )، به صورت ذيل به دست مي آيند:9-2مؤلفه هاي سرعت در دستگاه مختصات قطبي مطابق شكل (

)45-9(  v- � v3cosθ
 vθsinθ 

)46-9(  v, � v3sinθ	 vθcosθ 

) به 9-42) در معادله (9-46) و (9-45(پس سرعت كمپلكس در مختصات قطبي (استوانه اي) با جايگذاري معادلات 

  صورت ذيل نوشته مي شوند:

)47-9(  

w�z� � v- 
 iv, � �v3cosθ
 vθsinθ� 
 i�v3sinθ	 vθcosθ� 
w�z� � v3�cosθ
 i	sinθ� 
 ivθ�cosθ
 i	sinθ� 

eH>θ � cosθ
 i	sinθ 

w�z� � �v3 
 ivθ�eH>θ 
  18و اصل برهمنهش 17. نظريه كمپلكس5

و .... داشته باشيم، كه هركدام  F1(z) ،F2(z)در نظريه كمپلكس بيان مي نمايد كه اگر چند تابع كمپلكس به صورت هاي 

از توابع مذكور يك جريان پتانسيلي را توصيف نمايند، پس مجموع توابع مذكور يك تابع جديد كمپلكس را تشكيل 

  ص را توصيف نمايد.مي دهد به طوري كه تابع جديد يك جريان پتانسيلي خا

FI�z� ⟶ ϕI,ψIF��z� ⟶ ϕ�,ψ�K
→پس F�z� � FI�z� 	 F��z� ⇒ ϕ	,ψ 

                                                           
17 Complex Theory 
18 Principle of Superposition 

x 

y 

vx  

vy 

vθ 

vr 

θ 
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 به عبارتي ديگر مي توان نتيجه گيري نمود كه:

FI�z� ⟶ ��ϕI � 0, 		��ψI � 0F��z� ⟶ ��ϕ� � 0, ��ψ� � 0 K ⟶ F�z� ⟶ L		���ϕ� � 0;		�ϕ � ϕI 	 ϕ��		���ψ� � 0;		Fψ � ψI 	 ψ�G  

بنابراين با داشتن توابع كمپلكس براي جريان هاي ساده پتانسيلي مي توان با جمع جريان هاي مذكور تابع جديدي براي 

ϕ  وψ  به دست آورد كه جريان هاي بسيار پبچيده پتانسيلي را توصيف نمايد. در بخش هاي بعد ابتدا به جريان هاي ساده

  براي جريان هاي پتانسيلي پيچيده حاصل مي شود.پرداخته مي شود و سپس معادلات سرعت و فشار 

  . توابع پتانسيلي كمپلكس براي جريان هاي ساده پتانسيلي6

 21، و جريان گرداب20، جريان چشمه و چاه19در اين جا جريان هاي ساده پتانسيلي در سه دسته جريان هاي يكنواخت

  مورد بررسي قرار مي دهيم.

  جريان يكنواخت .1-6 ١.١

را مي توان از معادلات  ϕو  ψ. پس توابع vx=U  ،vy=0جريان ساده يكنواخت به صورت ذيل توصيف مي شود: 

  ديفرانسيل ساده ذيل به دست آورد:

)48-9(  v- � ∂ϕ∂x � U � ∂ψ∂y 
)49-9(  v, � ∂ϕ∂y � 0 � 
∂ψ∂x 

  داشت:) خواهيم 9-49) و (9-48با انتگرالگيري از روابط (

)50-9(  ψ � Uy 	 f�x�																		; 																								ψ � g�y� 
ثابت هاي انتگرالگيري هستند كه از انتگرالگيري مشتق هاي جزيي به دست آمده اند. با  f(x)و  g(y)بنابراين دو تابع 

توجه به اين كه با مشتق گيري توابع مذكور ثابت ها حذف مي شوند، مقدارشان اختياري است، پس فرض مي نماييم 

f(x)=g(y)=0 :مي باشند. پس براي جريان يكنواخت خواهيم داشت  

                                                           
19 Uniform flow 
20 Source & sink 
21 Vortex 
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)51-9(  ψ � Uy	 
  ) مي توان نوشت:9-49) و (9-48مي باشد، از روابط ( ψعمود بر  ϕاز طرفي چون تابع 

)52-9(  ϕ � Ux 
  ) خطوط جريان و پتانسيلي را براي جريان يكنواخت نشان مي دهد.9-3شكل (

  

  

  

  

  : جريان يكنواخت9-3شكل 

  حال براي جريان يكنواخت تابع كمپلكس را به شكل ذيل مي بنويسيم : 

)53-9(  F�z� � Cz					; 							C �  ثابت

)54-9(  W�z� � dFdx � C 
)55-9(  W�z� � v- 
 iv, � U � C 

  تابع كمپلكس مناسب براي اين جريان مي باشد. F(z)=Uzبراي جريان يكنواخت صادق است، پس تابع  Fچون تابع 

  )، مي سازد:9-4مطابق شكل ( αها زاويه xحال جريان يكنواخت را در نظر بگيريد كه با محور  

  

  

  

  

  α: جريان پتانسيلي يكنواخت مورب با زاويه 9-4شكل 

x 

y 

ψ٤ 

ψ٣ 

ψ٢ 

ψ١ 

ϕ٤ ϕ  ٣  ϕ  ٢  ϕ ١ 

U 

 جريان يكنواخت

x 

y 
ψ٤ 

ψ٣ 

ψ٢ 

ψ١ 

ϕ  ٤  ϕ  ٣  ϕ  ٢  ϕ  ١  

x 

y 

U 

α 
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  مي باشد، لذا داريم: vy = Usinαو  vx = Ucosαمشاهده مي شود كه 

)56-9(  v- � ∂ψ∂y 														 ∴ 										ψ � Ucosα	 f�x� 
)57-9(  v, � 
∂ψ∂x 										 ∴ 										ψ � 
Usinα	 g�x� 

  به دست مي آيد: ϕو  ψرابطه هاي  f(x)=g(x)=0پس با فرض 

)58-9(  ψ � U�y	cosα
 x	sinα� 
)59-9(  ϕ � U�x	cosα	 y	sinα� 

  به صورت ذيل تعريف مي شود: α  ،F(z)بنابراين براي جريان يكنواخت مورب با زاويه 

)60-9(  
F�z� � CeH>αz 

w�z� � dFdz � C�cosα
 i	sinα� � v- 
 iv, � U�cosα
 i	sinα� 
  مي باشد، بنابراين خواهيم داشت: C=Uپس 

F�z� � UeH>αz   )61-9   (  

  22. جريان يكنواخت در سيستم سه بعدي2-6 ١.٢

براي جريان هاي پتانسيل سه بعدي لازم است كه جريان يكنواخت براي حالت جريان هاي متقارن تعريف شود. جريان 

) 9-5هاي يكنواخت اطراف كره مورد توجه مي باشد. مختصات قطبي كروي در يك سيستم كروي متقارن مطابق شكل(

 ه شده است:نشان داد

 

 

 

 

 

  

                                                           
22 Uniform Stream in 3D 
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  هاي متقارن كروي: جريان يكنواخت در يك سيستم مختصات براي جريان9-5شكل 

مي گذرد. دبي جريان كه از دايره مي گذرد به  Pبوده كه از نقطه  r sinθمي باشد و شعاع دايره  zجهت حركت سيال 

  صورت ذيل نوشته مي شود:

Q � π�r	sinθ��U 

U2= vθمي باشد. چون vθ =-Usinθو  vr = Ucosθبر حسب مختصات قطبي به صورت  Uمولفه هاي سرعت 
2+ vr

مي  2

  به صورت ذيل نوشته مي شود: ψو  ϕباشد. از طرفي مولفه هاي سرعت بر حسب 

)62-9(  v3 � ∂ϕ∂r � 1r�sinθ

∂ψ∂θ
� Ucosθ	 

)63-9(  vθ � 1r ∂ϕ∂θ
� 
 1rsinθ

∂ψ∂r � 
Usinθ 

  ) خواهيم داشت:9-63) و (9-62پس باا نتگرالگيري از معادلات (

)64-9(  ψ�r, θ� � 12Ur�sin�θ 

)65-9(  ϕ�r, θ� � Urcosθ 

 داشت كه در جريان هاي سه بعدي تابع كمپلكس تعريف نشده است.بايد توجه 

 

 

  

U 

r 

y 

z 

P 
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U 
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  23. جريان چشمه و چاه نقطه اي در مختصات قطبي كره اي3-6

جريان چشمه جرياني پتانسيلي است كه در مركز هندسي يك كره فرضي قرار دارد و جريان سيال در جهت تمام شعاع 

  ) نشان داده شده است. 9-6پتانسيل در مختصات قطبي در شكل ( هاي كره فرضي از چشمه جاري است. خطوط جريان و

نشان داده شده است و برحسب دبي حجمي سيال به طور عمود بر سطح كره به طرف بيرون  mقدرت چشمه به صورت 

باشد،  پس خواهيم داشت:  rفرضي را در نظر بگيريد كه شعاع آن  ، كره ايmجريان دارد. براي به دست آوردن 

4πm=vr(4πr2) :از اين جا سرعت شعاعي جريان به صورت ذيل به دست مي آيد  

)66-9(  v3 � mr� 
  در مختصات قطبي كروي به صورت ذيل به دست مي آيد: ϕ و  ψبرابر صفر است، پس  vθچون 

  

  

  

  

  

  

  

  

  : خطوط جريان و پتانسيل در چشمه نقطه اي در مختصات قطبي9-6شكل 

 )67-9(  v3 � mr� � ∂ϕ∂r � 
 1r�sinθ

∂ψ∂θ
 

)68-9(  vθ � 0 � 1r ∂ϕ∂θ
� 1rsinθ

∂ψ∂r  
                                                           

23 Point Source, Sink in spherical polar coordinate 

ϕ  ١  

ϕ  ٢  

ϕ  ٣  
ϕ٤ 
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ψ٢ 
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  ) خواهيم داشت:9-68) و (9-67پس با انتگرال گيري از معادلات (

)69-9(  
ψ � mcosθ � mzr  

ϕ � 
mr  

جريان پتانسيلي چشمه خطي .4-6
24  

جريان چشمه خطي به صورت جريان شعاعي از يك منبع سيال خطي به صورت متقارن از سطح جانبي يك استوانه 

از  z) سطح مقطع و يك چشمه خطي را نشان مي دهد. مطابق شكل، محور 9-7فرضي در نظر گرفته مي شود. شكل (

ي بسياري است تشكيل شده است، دبي يك لوله بسيار باريك كه در تمام اطراف آن در طول لوله داراي سوراخ ها

  عبور مي كند: rحجمي جريان برابر با حجم سيالي است كه بر واحد زمان از سطح جانبي استوانه در شعاع 

Q � v3�2πrb� �  ثابت

  

  

  

  

  

  

 rسطح مقطع استوانه در  -چشمه خطي                                                      ب -الف

  : چشمه خطي9-7شكل 

سرعت شعاعي چشمه خطي مي باشد. همان گونه كه ملاحظه مي شود دبي همواره ثابت بوده و  vrطول استوانه و  bكه 

هرچه سيال از محور چشمه دور مي شود سرعت آن كاهش مي يابد. بنابراين سرعت شعاعي چشمه به صورت ذيل نوشته 

  مي شود:

                                                           
24 Line Source 

b 

 محور تقارن

 چشمه خطي

θ 
r 

vr 
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)70-9(  v3 � mr 																			 ; 																							m � rv3 
  هيم داشت:لذا خوا

)71-9(  Q � 2πmb																			; 															m � Q2πb 
  به صورت ذيل نوشته مي شود: ψو  ϕبنابراين مؤلفه هاي سرعت برحسب 

)72-9(  v3 � mr � 1r ∂ψ∂θ
� ∂ϕ∂r 		 

)73-9(  vθ � 0 � 
∂ψ∂r � 1r ∂ϕ∂θ
		 

 ) توايع جريان و پتانسيلي به صورت ذيل به دست مي آيد:9-73() و 9-72با انتگرالگيري معادلات (

)74-9(  ϕ � m	lnr											; 															ψ � mθ										 
  به همين ترتيب توايع كمپلكس براي چشمه خطي به صورت ذيل نوشته مي شود:

)75-9(  F�z� � mlnz																							�z �  		�چشمه	خطي	در	0
)76-9(  F�z� � mln�z 
 z9�										�z � z9		در	خطي	چشمه� 
  25. گرداب خطي5-6

چرخد و بر اي ميبه صورت دايره zگرداب خطي جريان پتانسيل غير چرخشي است كه جريان غير ويسكوز حول محور 

) دياگرام  يك گرداب 9-8باشد. شكل (هاي استوانه صفر ميخلاف جريان چشمه خطي، سرعت جريان در جهت شعاع

  دهد.همراه با خطوط جريان و پتانسيلي نشان ميخطي را 

  

 

  

  

  

                                                           
25 Line Vortex 

ψ١ 

ψ  ٢  

ψ  ٣  
ψ٤ 

ϕ  ٦  

ϕ  ٢  

ϕ  ٥  ϕ  ١  

ϕ  ٣  ϕ  ٤  

ϕ  ٨  206
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 : گرداب آزاد9-8شكل 

شويم سرعت چرخشي كاهش دور مي zشود. به عبارتي هر چه از محور فرض مي vθ=c/rبوده، ليكن  vr=0در اين جا 

  آيند:به صورت ذيل به دست مي ϕو  ψنمايد. پس توابع پيدا مي

)77-9(  v3 � 0 � 1r ∂ψ∂θ
� ∂ϕ∂r  

)78-9(  vθ � cr � 
∂ψ∂r � 1r ∂ϕ∂θ
 

  ) خواهيم داشت:9-77) و (9-76پس با انتگرال گيري از روابط (

)79-9(  ψ � 
c ln r													 ; 														ϕ � Cθ 

  شود:تابع كمپلكس براي گرداب خطي به شكل ذيل ارائه مياز طرفي 

)80-9(  F�z� � 
ic ln z 
شود. سرعت پتانسيلي نيز به شكل هاي ساعت تلقي ميكه علامت منفي به عنوان گرداب مثبت يعني عكس حركت عقربه

  شود:ذيل حاصل مي

)81-9(  w�z� � dFdz � 
i cz � 
i cr eH>θ 

w�z� � �v3 
 ivθ�eH>θ 
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را  Cهاي سرعت را كه قبلاً در بالا ارائه شده بود نشان داد. حال چگونه مقدار ثابت توان مؤلفه) مي9-81از معادلات (

تعريف شود. در يك ميدان جريان پتانسيل، گردابي در داخل  "26گردابي"توان محاسبه كرد؟ در اين جا لازم است مي

  شود:) به صورت ذيل تعريف مي9-9يك منحني بسته مطابق شكل (

)82-9(  Γ � U v� ∙ ds�
c

 

وابسته مي    )9-9يك انتگرال خطي بردار سرعت بوده كه به صورت موضعي همواره به منحني بسته مطابق شكل ( Γكه 

  باشد

  

  

 

  : بردار سرعت در منحني بسته9-9شكل 

  شود:ي ذيل مربوط مي بايد توجه داشت كه گردابي از طريق تئوري استوكس به گردابش  طبق رابطه 

)83-9(  Γ � W v�. ds� �X Y� ! v�Z
ξ

[ . dA
Areac

 

 �ds)، 9-9باشد. مطابق شكل(مي ξ≠0شود، به طوري كه فقط در مركز البته گردابي هميشه در مركز گرداب تعريف مي

به صورت   )9-10حال گردابي را براي يك جريان گرداب خطي مطابق شكل (باشد. يك المان طولي از منحني بسته مي

 نويسيم:ذيل مي

 

 

 

  

  

                                                           
26 Circulation 

v�� 

dS�� 
α  

  خط جريان

 منحني بسته

vθ 

dS�� � rdθ
r  
dθ 

خط جريان
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 : بردار سرعت در حركت گردابي آزاد بر روي منحني بسته9-10شكل 

  

)84-9(  Γ � U v� ∙ ds�
c

� W vθrdθ
2π

0
 

  شود.) حاصل مي9-84در معادله ( vθ=c/rپس گردابي با جايگذاري 

)85-9(  Γ � W cdθ
2π

0
� 2πc											; 										c � Γ

2πr 
-و همچنين تابع كمپلكس به صورت ذيل براي گرداب خطي به دست مي =2πrΓvθ/بنابراين سرعت گرداب به صورت 

  گويند.را قدرت گرداب نيز مي "Γ"آيد. 

)86-9(  F+ � 
i Γ2π
ln�z 
 z9�																				�z � z9	در	گرداب� 

 دهد.هاي ساده نشان مي) خلاصه توابع كمپلكس را براي جريان9-1جدول (

  هاي ساده) خلاصه توابع كمپلكس را براي جريان9-1جدول (

ϕ  ψ F(z) جريان پتانسيلي  

Ux Uy Uz جريان يكنواخت ساده دو بعدي  

U�x	cosα 	 y	sinα� U�y	cosα 
 x	sinα� UeH>αz  جريان يكنواخت با زاويهα دو بعدي  

mlnr mθ `mln�z 
 z9� جريان چشمه و چاه خطي  

Γ2π
θ 
 Γ2π

lnr `i Γ2π
ln�z 
 z9� جريان گرداب خطي  
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  . خلاصه (جمع بندي)7

باشد. به جريان سيالاتي كه از نيروهاي در جريان سيالات دور از مرزهاي جامد، اثرات ويسكوزيته قابل اغماض مي

شود. در حوالي مرز جامد كه نيروهاي ويسكوز حاكم بوده و گراديان شود سيال غير لزجي گفته ميصرفنظر ميويسكوز 

شود كه غير تراكمي (دانسيته آل گفته ميهايي ايدهباشد. به جريانباشد، تئوري لايه مرزي حاكم ميسرعت شديد مي

شود كه غير چرخشي باشند. هايي اطلاق ميپتانسيلي به جريان ثابت) بوده و از معادلات اويلر پيروي نمايد. جريان سيال

هاي پتانسيلي دو بعدي مي توان دو در مقادير ثابت بر هم عمودند. براي جريان ϕو تابع پتانسيل  ψدو منحني تابع جريان 

در  وستگي به دست آيد.اي كه معادله لاپلاس براي هر دو تابع از معادله پيرا تعريف نمود به گونه ϕو  ψتابع اسكالر 

نظريه تابع كمپلكس ثابت شده است كه اگر دو معادله لاپلاسي براي دو تابع اسكالر عددي وجود داشته باشد، مي توان 

به ترتيب بخش هاي موهومي و واقعي تابع پتانسيل  ϕو  ψ يك تابع پتانسيل كمپلكس تعريف كرد كه توابع اسكالر 

اي جرياني پتانسيلي است كه در مركز هندسي يك كره فرضي قرار دارد و جريان سيال  مذكور باشند. جريان چشمه نقطه

در جهت تمام شعاع هاي كره فرضي از چشمه جاري است. جريان چشمه خطي به صورت جريان شعاعي از يك منبع 

يان پتانسيل غير سيال خطي به صورت متقارن از سطح جانبي يك استوانه فرضي در نظر گرفته مي شود. گرداب خطي جر

چرخد و بر خلاف جريان چشمه خطي، اي ميبه صورت دايره zچرخشي است كه جريان غير ويسكوز حول محور 

    باشد. هاي استوانه صفر ميسرعت جريان در جهت شعاع
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 . پرسش هاي پايان درس8

به صورت ذيل  vθو نيز  vr=vz=0يك گردباد را مي توان به صورت جرياني در حال گردش نشان داد كه در آن  -1

  تعريف مي شود:

vθ � aωr																r b RωR�r 												r c R 

  تعيين كنيد كه آيا اين الگوي جريان غيرچرخشي است يا خير؟ −

  ) ∞p=pفرض كنيد كه  ∞→rرا در گردباد به دست آوريد. (در  p(r)با استفاده از معادله حركت، توزيع فشار  −

 را به دست آوريد.مقدار و محل فشار كمينه  −

 

  1مربوط به مساله  شكل

ج: از تعريف الگوي جريان چرخشي كه در متن بيان شد، استفاده كرده چرخشي بودن جريان تعيين شود. معادله حركت 

را براي سيستم مورد نظر نوشته آنگا ه با در اختيار داشتن معادله سرعت، مي توان با اعمال شرايط مرزي حاكم بر سيستم، 

  توزيع فشار را به دست آورد.

) به علاوه يك چشمه با قدرت a,0در ( mبا چشمه خطي با قدرت  خطوط جريان و خطوط پتانسيل را براي جرياني -2

3m ) در نقطه-a,0ترسيم كنيد. الگوي جرياني كه از دور ديده مي شود چيست؟ (  

  صل بر همنهش، خطوط جريان و پتانسيل قابل ترسيم اند.ج: با استفاده از معادلات توابع پتانسيل مربوط به و با كمك ا

يك ثابت است. تابع جريان مربوط به  Bاست كه در آن  ϕ=2Bxyيك جريان تراكم ناپذير داري پتانسيل سرعت  -3

  حركت اين سيال را به دست آوريد، خطوط جريان را ترسيم كرده و الگوي جريان را توصيف نماييد.
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  پتانسيل و جريان استفاده كرده با كمك روابط مربوطه، تابع جريان به دست مي آيد.ج: از قايم بودن خطوط 

  ) عمودند.ϕ(r,θ)) بر خطوط پتانسيلي (ψ(r,θ)نشان دهيد كه خطوط جريان در مختصات قطبي ( -4

جريان ج: كافي است كه نشان دهيم كه در نقاط تقاطع اين دو دسته خطوط، خطوط مماس بر خطوط پتانسيلي و خطوط 

  بر هم عمودند.

را حول مسير نشان داده شده  Γاست. گردابي  vr=0و  vθ=Ωrصفحه ساكن در شكل زير داراي سرعتي با مولفه هاي  -5

  تعيين كنيد.

 

  5مربوط به مساله  شكل

  شود.) براي به دست آوردن گردابي استفاده مي 9-82ج: از تعريف ارائه شده براي گردابي در متن درس، معادله (

با  ،استسانتيمتري  1 روزنه 25000داراي كه  ، 27كننده از طريق يك لوله چند راههدر يك نيروگاه برق، آب خنك -6

متر، تخليه مي شود. با فرض در نظر گرفتن اين لوله چندراهه به  8سانتيمتر و طول  55قطر 

  ، قدرت آن چقدر است؟خطي صورت يك چشمه

 Qاستفاده كرده و قدرت اين چشمه را با فرض دبي  6-4ج: از مفاهيم ارائه شده در بخش 

  براي آب خنك كننده به دست آوريد.

  

  6شكل مربوط به مساله 

   

                                                           
27 manifold 
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 3

  . مقدمه1

ميسر نشده است لذا همان طور كه در فصل هاي گذشته بيان شد حل كامل معادله ناوير استوكس به صورت تحليلي هنوز 

براي سيستم هاي مختلف از تقريب استفاده مي شود تا با حذف برخي از ترم هاي معادله حركت ناوير استوكس، معادله 

به طور تحليلي قابل حل باشد. از جمله تقريب هايي كه در گذشته بيان شد جريان سيالات با رينولدز پايين بود كه در آن 

يسكوز صرف نظر مي شد. در فصل قبل گفته شد كه براي جريان سيال دور از مرز جامد، و نيز از اثر اينرسي در مقابل و

نقاطي در جريان سيال كه اثر ويسكوزيته بسيار پايين است مانند ابتدا و انتهاي مجاري كه هنوز جريان توسعه يافته نيست 

قابل اينرسي صرف نظر كرد و گفته شد كه به اين و به طور كل در خارج از لايه مرزي، مي توان از اثر ويسكوزيته در م

دسته از سيالات سيالات غيرلزجي گفته مي شود كه جريان هاي پتانسيلي نيز در اين دسته قرار مي گيرند. در فصل قبل 

هاي جريان پتانسيلي و توابع پتانسيلي ساده به همراه اصل برهمنهش معرفي گرديد. در اين فصل برآنيم تا به برخي كاربرد

  جريان هاي پتانسيلي در مكانيك سيالات اشاره اي داشته باشيم.

  هاي ساده يكنواخت، چشمه، چاه و گرداب در مختصات دو بعدي. كاربرد جريان2

-اصل بر همنهش توابع كمپلكس مورد بررسي قرار گرفت و توضيح داده شد كه با جمع و يا تركيب جريان 9در فصل 

هاي تحليلي مناسب با روش تر پتانسيلي توليد نمود تا بدين وسيله جوابهاي پيچيدهجريان توانهاي ساده پتانسيلي مي

هاي مختلف پتانسيلي مانند جريان هاي پتانسيلي به دست آورد. در اين بخش به تحليل جريانتر براي چنين جريانآسان

  شود.يپتانسيلي اطراف كره، جريان پتانسيلي اطراف استوانه و غيره پرداخته م

     1اي رنكين. جريان پتانسيلي اطراف جسم نيمه1-2
حركت يك جريان يكنواخت اطراف يك چشمه خطي را ملاحظه نماييد. با استفاده از اصل بر همنهش و استفاده از 

  توانيم بنويسيم:) مي9-1جدول (

)1-10(  F�z� � Uz � m
2π ln z 

                                                           
1 Rankine Half Body 
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  يكنوخت و چشمه به طور مجزا : حركت جريان10-1شكل 

هاي يكنواخت و چشمه خطي تشكيل شده است، ) تابع كمپلكس را براي جريان جديد كه از جريان10-1كه معادله (

دهد. حال با استفاده از نظريه كمپلكس ) جريان يكنواخت و چشمه را به طور مجزا نشان مي10-1دهد. شكل (نشان مي

  خواهيم داشت:

)2-10(  ψ � Ur sin θ�������
�����

جريان يكنواخت
� mθ�

چشمه
 

  شود:به صورت ذيل نوشته مي ψاي بر حسب هاي سرعت در مختصات استوانهمرلفه

)3-10(  v� � 1
r

∂ψ
∂θ � 1

r �Ur cos θ � m� 

)4-10(  v$ � % 1
r

∂ψ
∂r � %U sin θ 

 ) نشان داده شده است.10-2دياگرام جريان جديد حاصل از جمع دو جريان ساده مذكور در شكل (
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

U 

m 
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  : جريان پتانسيل اطراف چشم نيمه اي رنكين10-2شكل 

نمايد. اندازه اي محبوس ميدهد، جريان يكنواخت، چشمه را در يك جسم نيمه) نشان مي10-2همان گونه كه شكل (

  دارد.  mو قدرت چشمه يعني  Uاي بستگي به شدت جريان يعني سرعت جسم نيمه

باشند. از مي vr=vθ=0هاي سرعت يعني مؤلفه شود كهبه عنوان نقطه سكون شناخته مي sمطابق شكل مذكور، نقطه 

  نقطه سكون خواهيم داشت: گذرد. پس براي به دست آوردنطرفي خط مرزي يا خط جريان مرزي از نقطه سكون مي

)5-10(  v$ = 0                 ;          U sin θ = 0            ;           θ = 0, π 

)6-10(  v� = 0         ;          Ur cos θ � m = 0 

-) براي به دست آوردن فاصله ما بين چشمه و نقطه سكون استفاده مي10-6قرار دارد. پس معادله ( θ=π نقطه سكون در

  ) خواهيم داشت:10-6در معادله ( θ=πشود. پس با جاگذاري 

)7-10(  r) = m
U 

  گذرد، خواهيم داشت:مي Sاز طرفي براي به دست آوردن خط جريان مرزي كه از نقطه 

U 

s 
r0 o 

 

 

ψ =+mπ 

 

ψ =  -mπ 

ψ =0 
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)8-10(  ψ � Ur sin θ � mθ � U +m
U, sin π � mπ								; 							ψ � mπ	

دهد. فاصله هر نقطه از مرز جسم تا چشمه از مي اي رنگين را نشان) خط جريان مرزي بالايي جسم نيمه10-8پس معادله (

  آيد:رابطه ذيل به دست مي

)9-10(  r � m�π % θ�
U sin θ 	

  . جريان چشمه و چاه خطي2-2 ١.١

در اين جا با استفاده از  .ملاحظه نماييد	)10-3مطابق شكل ( �ε,0+�و  �ε,0-�هاي در نقطه mچشمه و چاه را با قدرت 

  هاي چشمه و چاه خواهيم داشت:) براي مجموع جريان9-1اصل بر همنهش و جدول (

	
	
  

  

  

  

	: چشمه و چاه10-3شكل 

  شود:صورت ذيل نوشته مي بنابراين تابع كمپلكس براي جريان جديد به

)10-10(  F�z� � m ln�z + ε� % m ln�z % ε�	

)11-10(  F�z� � m ln z + ε
z % ε 

  شود:پس تابع جريان براي جريان پتانسيلي جديد به صورت ذيل نوشته مي

)12-10(  ψ � ψ012�34 + ψ0567 � mθ8 %mθ9 � m�θ8 % θ9�	

  توانيم بنويسيم:استفاده از روابط مثلثاتي مياند. با تعيين شده ��x,yنسبت به نقطه  θ2و  θ1هاي ) زاويه10-3مطابق شكل (

  F�z� � F8�z� + F9�z�	

y (x,y) 

θ1 

x 

θ2 

ε ε 
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)13-10(  θ8 � tan>8 y
x � ε 													 ; 							θ9 � tan>8 y

x % ε				
  دهد.) جريان چشمه و چاه خطي را نشان مي10-4شكل (

  

  

  

  

  

  )مغناطيسي : چشمه و چاه خطي (جريان پتانسيل10-4شكل 

  2. جريان يكنواخت اطراف جسم بيضوي رنكين3-2

  ) ملاحظه نماييد.10-5حال جريان چشمه و چاه خطي را با جريان يكنواخت مطابق شكل (

  

  

  

  

	
	
	
	

  مقطع بيضوي (چشمه و چاه خطي) : جريان يكنواخت اطراف جسم با سطح10-5شكل 

  در اين جا مطابق اصل بر همنهش خواهيم داشت:

)14-10(  F�z� � Uz + m ln z + ε
z % ε	

  شود:همچنين تابع جريان به صورت ذيل نوشته مي
                                                           

2 The Rankine Oval Body 
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)15-10(  ψ � Ur sin θ � m�θ8 % θ9� 
  3. دابلت خطي4-2

  اگر در بخش قبل چشمه و چاه در يك نقطه منطبق شوند، خواهيم داشت:

)16-10(  F�z� � m ln z � ε
z % ε � m ln 1 � εz

1 % εz
 

عدد خيلي كوچكي است يا به عبارتي  |ε/|zشود. در اين جا ، جريان جديد دابلت ناميده مي ε→0در اين جا اگر 

0→)ε/zرا بسط دهيم، خواهيم داشت:10-16باشد. حال اگر معادله () مي ( 

)17-10(  
F�z� � m ln B+1 � ε

z, C1 � ε
z � Ο�ε9

z9�EF 

F�z� � m ln B1 � 2ε
z � Ο Cε9

z9E � ⋯ F 

  توانيم بنويسيم:مي …+ln�1+x��x-x2/2نماينگر عبارتهاي با درجات بالاتر مي باشد.  با استفاده از بسط  Οكه 

)18-10(  F�z� ≅ m�2ε
z � 

limپس  ∞→mو  �ε/z�→0كه زماني K→),L→M�mε� � μ ) شود:) به صورت ذيل حاصل مي10-18،مي باشد، لذا معادله  

)19-10(  F�z� � μ
z 

قدرت دابلت ناميده  µگويند و ) را تابع كمپلكس دابلت مي10-19ادغام شده است. بنابراين معادله ( µكه عدد دو در 

  نويسيم:)  را به صورت ذيل مي10-19شود. رابطه (مي

)20-10(  F�z� � μ
x + iy � μ x

x9 + y9 % iμ y
x9 + y9 

  شود.حاصل مي ϕو قسمت حقيقي تابع  ψ) تابع 10-14شود كه از قسمت موهومي تابع (ملاحظه مي

)21-10(  ψ � %μ y
x9 + y9                ;            ϕ � μ x

x9 + y9 
  شود.) حاصل مي10-21باشد، پس تابع يا معادله خط جريان از رابطه ( �ψحال اگر ثابت

                                                           
3 Linear Doublet 
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)22-10(  x9 � Qy � μ
2ψR9 � Q μ

2ψR9 
قرار دارد.  y�-µ/2ψو   x�0آن ثابت بوده و مركز دايره در نقطه ψباشد كه اي مي) رابطه براي دايره10-22معادله (

  آيد:به صورت ذيل به دست مي F(z)باشد. حال سرعت پتانسيلي از تابع مي µ/2ψهمچنين شعاع دايره برابر 

)23-10(  W(z) = % μ
z9 = % μ

r9 e>95$ � % μ
r9 �cos θ % i sin θ�e>5$ 

  شود:هاي سرعت به صورت ذيل حاصل ميبنابراين مؤلفه

)24-10(  v� � % μ
r9 cos θ             ;             v$ � % μ

r9 sin θ 
  آيد.بر حسب مختصات قطبي به صورت ذيل به دست مي ϕو  ψپس 

)25-10(  ψ � % μ sin θ
r                ;               ϕ � μ cos θ

r  
  دهد.) دياگرام يك دابلت را نشان مي10-6شكل (

  

  

  

  

  

  (چشمه و چاه خطي منطبق بر هم): خطوط جريان يك دابلت خطي 10-6شكل 

   4. جريان يكنواخت اطراف يك استوانه ثابت5-2

براي توصيف حركت جريان يكنواخت اطراف يك استوانه از بر همنهش جريان يكنواخت و يك دابلت خطي استفاده 

  شود:هاي مذكور به شكل ذيل حاصل ميشود. تابع پتانسيلي كمپلكس اين جريان از جمع جريانمي

                                                           
4 Flow Around A Circular Cylinder 

 خطوط جريان
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)26-10(  F�z� � Uz�
جريان	يكنواخت

+ μ
zU

جريان	دابلت

	

  دهد.) جريان دابلت در ميدان جريان يكنواخت، خودش را به صورت يك استوانه توپر نشان مي10-7مطابق شكل (

  

  

  

  

  

  

  

  الف)                                                                                                 ب)

  : الف) جريان يكنواخت اطراف دابلت.   ب) جريان يكنواخت اطراف كره توپر.10-7شكل 

گيرد. در اين حالت شعاع استوانه بستگي به قدرت دابلت و سرعت جريان مي استوانه از طريق دابلت شكل r=aدر شعاع 

) بيشتر باشد، شعاع استوانه بزرگتر خواهد بود و بالعكس هر چه سرعت جريان آزاد µآزاد دارد. هر چه قدرت دابلت (

  بيشتر باشد، قطر استوانه كوچكتر خواهد شد. بنابراين در روي استوانه خواهيم داشت:

)27-10(  z � re5V = We5V									�r = W)	

  توان نوشت:) مي10-26) در معادله(10-27با جايگذاري معادله (

)28-10(  F�z� � UWe5$ + μ
W e

>5$ � +UW + μ
W, cos θ + i�UW % μ

W� sin θ	

  شوند:به صورت ذيل حاصل مي ϕو  ψ) توابع 10-27بنابراين با استفاده از معادله (

)29-10(  ψ = (UW % μ
W� sin θ	

)30-10(  ϕ � +UW + μ
W, cos θ 

a a 
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نماييم. بنابراين با استفاده از فرض مي ψ=0شود، پس براي مرز جامد حال مرز استوانه يك خط جريان ثابت فرض مي

  ) خواهيم داشت:10-30رابطه (

  ψ = +UW % μ
W, sin θ � 0 

  توان نوشت:و در نهايت مي

)31-10(  μ � UW9 
  شود:به صورت ذيل حاصل مي Wشعاع  استوانه بهپس تابع پتانسيلي كمپلكس براي جريان آزاد اطراف 

)32-10(  F�z� � Cz � W9
z E U 

  شود:ي ذيل براي سرعت پتانسيلي كمپلكس حاصل مي رابطه z=re-iθ) و جاگذاري 10-32با مشتق گيري از رابطه (

)33-10(  w�z� = BU Ccos θ % W9
r9 cos θE � i U Csin θ � W9

r9 sin θEF e>5$ 
  ) به دست مي آيند:10-33معادله (هاي سرعت به صورت ذيل از بنابراين مؤلفه

)34-10(  
v� = U cos θ C1 % W9

r9 E 

v$ = %U sin θ C1 � W9
r9 E 

(نقطه سكون)، هر دو  θ = 0,πخواهد بود. در  vθ = -2 Usinθو  r=a ،vr=0شود در روي استوانه در ملاحظه مي

  شود:) به صورت ذيل نوشته مي10-31) و (10-29از معادله (شود. تابع جريان نيز با استفاده مؤلفه سرعت صفر مي

)35-10(  ψ�r, θ� = Ur sin θ C1 % W9
r9 E 

  شود:) و استفاده از معادله برنولي، ضريب فشار به صورت ذيل نوشته مي10-34هاي سرعت، معادله (با استفاده از مؤلفه

)36-10(  PC = P[ % P[M
12 ρU9 = 1 % 4 sin9 θ 
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  استوانه چرخان. جريان يكنواخت اطراف يك 6-2 ١.٢

كنيم. حركت جريان يكنواخت اطراف در اين قسمت حركت سيال يكنواخت را اطراف استوانه چرخان را بررسي مي

استوانه ساكن با بر همنهش جريان آزاد و دابلت خطي به دست آمد. حال اگر دابلت را بر يك گرداب قرار بدهيم، 

) و تابع جريان گرداب خواهيم 10-32س با استفاده از رابطه (شود. پجريان آزاد اطراف استوانه چرخان حاصل مي

 داشت:

)37-10(  F�z� � U Cz � W9
z E�������

دابلت^جريان آزاد

� iΓ
2π ln z���

گرداب

� kU
ثابت

 

باشند. در اين جا گرداب منفي استفاده شده ، گردابي (قدرت گرداب) ميΓ، شعاع استوانه و aقدرت دابلت،  µ=Ua2كه 

است تا ليفت مثبت ايجاد نمايد. بعداً در خصوص ليفت بيشتر توضيح داده خواهد شد. از طرفي توجه شود كه با اضافه 

شود. مقدار تنظيم مي ��ψ=0)، مقدار ثابت خط جريان در مرز استوانه برابر صفر 10-37به معادله ( kكردن مقدار ثابت 

) به صورت 10-37در مرز جامد استوانه، معادله ( z= W e-iθرا متعاقباً به دست خواهيم آورد. بنابراين با جاگذاري  kت ثاب

  شود:ذيل حاصل مي

)38-10(  F�z� � 2UW cos θ � i Γ
2π ln W % Γθ

2π � k 

  است، خواهيم داشت: ψ) برابر با 10-38با توجه به اين كه قسمت موهومي معادله (

)39-10(  ψ = Γ
2π ln W 

  به صورت ذيل فرض گردد: kرا برابر صفر فرض نماييم، بنابراين لازم است كه ثابت  ψ(سطح استوانه) r =aاگر در 

)40-10(  k = %i Γ
2π ln W 

  شود:) در نهايت به صورت ذيل نوشته مي10-37بنابراين تابع پتانسيل كمپلكس، معادله (

)41-10(  F�z� � U Cz � a9
z E � i Γ

2π ln z
W 

  شود:به صورت ذيل حاصل مي ψكه تابع جريان 
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)42-10(  ψ � Γ
2π ln r

W 
  ) خواهيم داشت:10-41خواهد بود. با مشتق گيري از رابطه ( r� W  ،ψ�0شود، در همان طور كه ملاحظه مي

)43-10(  w�z� � aU C1 % W9
r9 E cos θ � i BU C1 � W9

r9 E sin θ � Γ
2πrFb e>5$ 

  شوند:حاصل ميهاي سرعت به صورت ذيل ) مؤلفه10-43بنابراين با استفاده از رابطه (

)44-10(  v� � U C1 % W9
r9 E cos θ 

)45-10(  v$ � %U C1 � W9
r9 E sin θ % Γ

2πr 
 sinθs�-Γ/4πUaافتد كه هاي سرعت صفر خواهد بود و اين زماني اتفاق ميشود در نقطه سكون مؤلفهملاحظه مي

  مرز استوانه چرخان خواهيم داشت:باشد. بر روي زاويه در نقطه سكون مي θsباشد. كه 

)46-10(  v� = 0              ,           v$ � %2U sin θ % Γ
2πW 

  5. دابلت كروي3

اي توضيح داده شد.  هاي قبل دابلت استوانهباشد. در بخشدر الكتريسيته و مغناطيس مي 6يك دابلت، خيلي شبيه دي پل

  توان يك دابلت كروي شكل به دست آورد.(در مختصات قطبي) مياي در اين جا از انطباق يك چاه با يك چشمه نقطه

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                           
5 Spherical Doublet 
6 Dipole 
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  : الف) چشمه و چاه نقطه اي   ب) خطوط جريان دابلت نقطه اي در مختصات قطبي10-8شكل 

  شوند:اي با قدرت يكسان به صورت ذيل نوشته ميدر فصل قبل گفته شد كه، توابع پتانسيلي براي چشمه و چاه نقطه

)47-10(  ϕ = ϕ012�34 � ϕ0567 = % m
r8 � m

r9 
)48-10(  ϕ = m r9 % r8r8 � r9 � m ∆r

r9 � m�2ε cos θ�
r9  

)49-10(  ψ � Ψ012�34 � Ψ0567 � mz8r8 % mz9r9  
، قدرت دابلت µشوند. كه به صورت ذيل حاصل مي ϕو  ψ. بنابراين 2am=µ، پس حد ∞→mو  ε→0با فرض اين كه 

 لي به صورت ذيل به دست مي آيند:باشد. همچنين توايع جريان و پتانسيااي مينقطه
)50-10(  ϕ = % μ cos θ

r9  
)51-10(  ψ � μ sin9 θ

r  
    
    
    
  . جريان آزاد اطراف كره با تركيب دابلت و جريان يكنواخت در مختصات قطبي4

z 

y 

O 

(الــف (ب)

O چشمه چاه  
θ

-ε +ε 
z 

P 
r2 

r1 
r 

y 

∆r 
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جا از بر همنهش يك جريان يكنواخت و يك دابلت در مختصات كروي به توصيف جريان آزاد اطراف يك كره در اين

  نويسيم.را براي جريان يكنواخت در مختصات قطبي مي ϕو  ψرسيم. به اين ترتيب توابع توپر مي

)52-10(  ϕ � 	Uz � Ur cos θ																	 ; 													ψ = % 1
2 Ur9 sin9 θ												

فرض نماييم، به طوري كه چشمه طرف چپ چاه قرار دارد، با استفاده  µ�-Ua3/2حال اگر قدرت دابلت را به صورت 

  خواهيم داشت: ψو  ϕ)) در خصوص 10-51) و (10-50از نتايج بخش قبلي (معادلات (

)53-10(  ϕ � % 1
2

UWf cos θ
r9 											 ; 													ψ = 1

2
UWf sin9 θ

r 												
  خواهيم داشت: با تركيب جريان يكنواخت و دابلت براي جريان جديد

)54-10(  ϕ � U�r + Wf
2r9� cos θ																

)55-10(  	ψ = % 1
2 Ur9�1 % Wf

rf � sin9 θ												
-مسئله اثبات مينمايند. به دلايل ذيل اين )، جريان يكنواخت اطراف كره را توصيف مي10-55) و (10-54معادلات (

  شود:

توان به عنوان مرز جامد را مي r=aباشد. بنابراين كره با شعاع نيز خط جريان صفر مي r=a، يا براي θ=0يا  ψ=0 ،πدر  )1

	در نظر گرفت.
	نمايد.)در فصل قبل) را ارضا مي9-29) و (9-28معادلات متقارن جريان پتانسيلي (معادلات ( ϕو  ψهر دوي  )2
)، جريان يكنواخت سرعت 10-55) و (10-54باشد، يعني در فاصله بسيار دور از كره، معادلات ( ∞→rدر شرايطي كه  )3

	نمايند.را پيش بيني مي
	كنند.را پيش بيني مي vθ≠0و  vr=0در سطح كره، معادلات سرعت،  )4

  شود:، به صورت ذيل حاصل مي ϕو  ψهاي سرعت در ميدان حركت با به دست آوردن از مؤلفه

)56-10(  v� = U h1 % +Wr,
fi cos θ																
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)57-10(  	v$ � %U h1 � 1
2 +W

r,fi sin θ												
  آيد:و با استفاده از معادله برنولي، فشار به صورت ذيل به دست مي

)58-10(  P�W, θ� = PM � 1
2ρU9 +1 % W

4 sin θ,	
  در مكانيك سيالاتهاي پتانسيلي . كاربرد جريان5

هاي غيرلزجي به هاي پتانسيلي داراي كاربرد وسيع در بسياري از جريانات واقعي در صنعت و طبيعت دارد. جريانجريان

گيرد. ور مورد استفاده قرار ميعنوان جريان بيروني لايه مرزي در حل بسياري از جريانات سيال اطراف اجسام غوطه

توان از تئوري سيالات پتانسيلي يني و در بازيافت نفت خام با استفاده از تزريق آب ميهاي زيرزمهمچنين در حركت آب

براي شبيه سازي و مدل سازي بهره برد. در اين جا ابتدا به بحث درگ و ليفت در حركت سيال يكنواخت اطرف استوانه 

  دهيم.ميهاي زير زميني مورد بررسي قرار پردازيم. سپس كاربرد آن را در جريان آبمي

  . درگ و ليفت در جريان يكنواخت اطراف استوانه1-5 ١.٣

شود. چون فرض شده است كه نيروهاي هاي پتانسيلي اطراف اجسام جامد، هميشه درگ صفر ميدر حركت جريان

باشد. ويسكوز قابل اغماض است. از طرفي همان طور كه جريان اطراف استوانه و كره نشان داده شد، كاملاً متقارن مي

و عقب اجسام متقارن يا به عبارتي جريانهاي بالادستي و پايين دستي يكسان هستند.  7هاي سرعت در جلوبه عبارتي مؤلفه

شود. به علت اغماض در حقيقت هيچ نيروي هيدروديناميكي بر استوانه در اثر حركت سيال يكنواخت ايجاد نمي

قارن است. در نهايت هر دوي درگ و ليفت در جريان پتانسيلي ويسكوزيته، حتي فشار نيز در دو طرف كره و استوانه مت

  باشد.اطراف استوانه و كره در سكون صفر مي

اما در واقعيت درگ اطراف كره و استوانه صفر نيست. هر چند ويسكوزيته ممكن است نا چيز باشد، ليكن به علت وجود 

باشد. علت ديگر، سيال اطراف كره و يا وز موجود ميلايه مرزي در مرز جامد و ايجاد گراديان سرعت، نيروهاي ويسك

استوانه در واقعيت متقارن نيست، چون در عقب (جريان پايين دستي) اين گونه اجسام، جداسازي لايه مرزي داريم كه 

                                                           
7 Upstream 
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شود. پس در واقعيت نيروي درگ وجود دارد. ليكن تئوري سيالات منجر به از بين رفتنِ تقارن و اختلاف فشار مي

تناقض "تواند رفتار واقعي را در مرز اجسام جامد پيش بيني نمايد. اين حالت خاص را لزجي ناقص بوده و نميغير

  شود.اطلاق مي " 8دالمبرت

   9چاوكوسكي-. نظريه ليفت كوتا2-5

توانه براي جريان سيالات پتانسيلي يكنواخت اطراف يك استوانه چرخان هميشه يك نيروي ديناميكي يا ليفت عمود بر اس

هاي سرعت در سطح گويند. در اين جا مؤلفهمي 10در جهت جريان پايين دستي وجود دارد. به اين پديده اثر مگنوث

  شود:استوانه چرخان به صورت ذيل نوشته مي

)59-10(  v� � 0												; 											v$ � %2UM Sin θ % Γ
2πW	

  حاصل خواهد مي شود:با استفاده از معادله برنولي توزيع فشار به صورت ذيل 

)60-10(  
Pj % PM = 1

2ρUM9�1 % 4 sin9 θ � 4β	sinθ % β9�	

β = Γ
2πWU	

  حال براي محاسبه ليفت از انتگرال نيروي فشار اطراف استوانه استفاده مي شود:

)61-10(  L = %m �Pj % PM�
9n

)
sinθ	ba	dθ	

  ) خواهيم داشت:10-61) در (10-60فشار جريان آزاد مي باشد. حال با جايگذاري رابطه ( ∞Pطول استوانه و  bكه 

)149-10(  L = %ρbUMΓ 

، ليفت كه مستقل از شعاع استوانه بوده عمود بر جريان  Γملاحظه مي شود كه در اثر چرخش استوانه با مقدار گردابي 

  آزاد و عكس چرخش استوانه به وجود مي آيد. 

                                                           
8 d,Alembert Paradox 
9 Kutta-Joukowski Lift Theorem 
10 Magnus Effect 
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  آب در مخازن زير زميني . جريان3-5 �.١

از كاربردهاي مهم جريان پتانسيلي مكانيك سيالات مطالعه جريان نفت خام در مخازن متخلخل از ميان منافذ مي باشد. 

  براي افزايش و ازدياد برداشت نفت از مخازن چند مرحله پيشنهاد شده است:

خود كار تحت فشار مخزن خارج مي شود يا توليد تا  در اين مرحله نفت در چاه به طور ):11مرحله اول ( بازيافت اوليه

  آن جا كه ممكن است از طريق پمپ انجام مي گيرد.

در اين مرحله نفت به منافذ موجود در سنگ هاي متخلخل چسبيده است. براي جدا  ):12مرحله دوم ( بازيافت ثانويه

نفت را جابجا كرده به طوري كه نفت به چاه  كردن نفت از محيط آب تزريق مي شود. با تزريق آب دريا و يا رودخانه

اتفاق مي افتد و به جاي نفت، آب از  13هاي توليد منتقل مي شود. اگر آب تزريقي با سرعت انجام شود، پديده انگشتي

  چاه هاي تزريق توليد مي شود. 

ميان آب  16كاهش فشار موئينگيبراي  15در اين مرحله از مواد شيميايي مانند فعال سطحي ):14مرحله سوم ( بازيافت ثالثيه

  و نفت استفاده مي شود. و جريان را براي انتقال نفت باقيمانده در مخازن افزايش مي دهد.

از كاربردهاي ديگر جريان پتانسيلي تزريق آب براي تصفيه در مخازن زير زميني مي باشد. براي مثال به علت دور ريز 

)، 10-9رزميني لازم است كه آب زير زميني تصفيه شود. مطابق شكل (بعضي از مواد سمي همراه با آب به مخازن زي

حفر مي شود. از طريق چاه  Bو  Aبراي تصفيه آب از روش تابش نور ماوراي بنفش استفاده مي شود. در مخزن دو چاه 

B  آب به مخزن تزريق شده و از طريق چاهA  كه در فاصلهL  از چاهB  خارج شده در قرار دارد، آب خارج مي شود. آب

معرض تصفيه از طريق نور قرار گرفته و مجدداً به چاه برگشت داده مي شود و اين عمل تكرار مي شود تا مواد سمي در 

  آب از بين برود.

                                                           
11 Primary Recovery 
12 Secondary Recovery 
13 Finger 
14 Tertiary Recovery 
15 surfactant 
16 Capillary 
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به عنوان چشمه خطي در نظر گرفته مي  Bبه عنوان چاه و چاه خطي  A براي آناليز جريان در مخزن زيرزميني، چاه خطي

)، a) شعاع چاه (Qبين دو چاه مي باشد. اين افت فشار بر حسب دبي ( PB-PAشود. هدف در اين جا پيدا كردن افت فشار 

  ) به دست مي آيد. µ) و ويسكوزيته (κ)، ضريب عبوري (Lفاصله (

  به صورت ذيل نوشته مي شود: vrبراي چشمه خطي و چاه خطي سرعت 

)62-10(  
v�,u = Q

2πru  ,چاه خطي+                               

v�,v = Q
2πrv  ,چشمه خطي+                            

  حال طبق قانون دارسي براي سرعت هاي مذكور داريم:

)63-10(  
v�,u = %κ

μ   ∂Pu∂ru  
v�,v = %κ

μ   ∂Pv∂rv  
  با انتگرالگيري به دست مي آيد: Bو  A) فشار چاه هاي 10-63) و (10-62پس با تركيب معادلات (

)64-10(  Pu � μQ
2πκ   lnru � f�z�  

)65-10(  Pv � % μQ
2πκ   lnrv � f�z� 

  

مي باشد، به عبارتي ديگر،  zتنها تابعي از فاصله عمودي  �f�zچون مشتق هاي جزيي در معادلات مي باشد، بنابراين ثابت 

  ، پس خواهيم داشت:f�z0��P0فشار با ارتفاع از سطح زمين تغيير مي كند. حال به عنوان شرط مرزي اگر 

)66-10(  P � Pu � Pv � μQ
2πκ   ln rurv � P)  

) در شعاع هر 10-66به ارتفاع از سطح چاه بستگي دارد. حال معادله ( P0اثر فشار هردو چاه را نشان مي دهد و  Pكه 

فرض مي شود، پس نقاط مختصات براي چشمه و چاه  aكدام از چاه ها اعمال مي گردد.  شعاع هر يك از چاه ها برابر 

  ) به صورت ذيل نشان داده مي شود:10-9مطابق شكل (
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xu � a														; 										rv = L	 چاه :A	

rv = a														; 										ru = L  چاه :B  

) در شعاع خارجي هر چاه، به طوري كه فشار در شعاع خارجي هر چاه بستگي به فشار چاه 10-66پس با اعمال معادله (

  مربوط و چاه ديگر دارد. پس خواهيم داشت:

 )67-10(  
Pv = P) � μQ

2πκ 		ln
L
a		

Pu � P) + μQ
2πκ 		ln

a
L	 

  تفاوت بين دو فشار خواهد بود:پس فشار لازم، 

)68-10(  Pv % Pu � μQ
2πκ 		ln Q

L
aR

9
�	μQπκ 		ln

L
a 

    ) نقاط ايزوبار(هم فشار) را در حوالي چاه نشان مي دهد كه تقريباً دايره شكل است.10-9شكل (
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  : جريان آب در مخزن زيرزميني10-9شكل

P 

B 

 چاه خطي (تزريقي)

A 

 چشمه خطي (خروجي)

rA rB 

 (ب)

  محيط مخزن غيرنفوذي

  محیط متخلخل نفوذی

Q  تصفيه باUV 
 Bچشمه  Aچاه 

 aشعاع 
L 

  محيط مخزن غيرنفوذي

  محيط متخلخل نفوذي

  (الف)

  (ج)

 چاه چشمه

 فشار ثابت ثابتفشار 
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  . خلاصه(جمع بندي)6

حركت جريان يكنواخت اطراف استوانه ساكن با بر همنهش جريان آزاد و دابلت خطي به دست مي آيد. از انطباق يك 

به دست مي آيد. از برهمنهش يك جريان اي (در مختصات قطبي) يك دابلت كروي شكل چاه با يك چشمه نقطه

هاي شود. جريانيكنواخت و يك دابلت در مختصات كروي توصيفي براي جريان آزاد اطراف يك كره توپر حاصل مي

ور مورد استفاده قرار غيرلزجي به عنوان جريان بيروني لايه مرزي در حل بسياري از جريانات سيال اطراف اجسام غوطه

يان سيالات پتانسيلي يكنواخت اطراف يك استوانه چرخان هميشه يك نيروي ديناميكي يا ليفت عمود گيرد. براي جرمي

هاي زيرزميني و در باز يافت نفت خام با استفاده از بر استوانه در جهت جريان پايين دستي وجود دارد. در حركت آب

-سازي بهره برد. به اين پديده اثر مگنوث مي توان از تئوري سيالات پتانسيلي براي شبيه سازي و مدلتزريق آب مي

گويند. از كاربردهاي مهم جريان پتانسيلي مكانيك سيالات مطالعه جريان نفت خام در مخازن متخلخل از ميان منافذ مي 

  باشد.
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    . پرسش هاي پايان درس7
كه توسط جريان يكنواخت، گرداب و  Aبردار سرعت را در نقطه  -1

  ود، به دست آوريد.(شكل مقابل)شچشمه خطي القا مي

 
  1شكل مربوط به مساله 

ج: طبق روشي كه در متن درس انجام شد، با كمك تابع كمپلكس حاصل از جريان يكنواخت، گرداب و چشمه خطي و 

  با استفاده از اصل برهمنهش، بردار سرعت نهايي به دست مي آيد.

فروبرده شده است. سرعت را در  U∞=10 m/sمتر در جرياني با سرعت  1متر و ارتفاع  2يك بيضي رنكين با طول  -2

  تخمين بزنيد به نحوي كه ذره نزديك شونده به نقطه سكون بيشينه شتاب منفي را داشته باشد. Bو در نقطه  Aنقطه 

 
  2شكل مربوط به مساله 

ج: از مفهوم جريان يكنواخت اطراف جسم بيضوي رنكين استفاده كرده تا معادله سرعت به دست آيد. آن گاه سرعت 

  قابل محاسبه است. Bو  Aدر نقاط 

است. با استفاده از تئوري  piعبور مي كند. فشار داخلي  Lو طول  aاز يك نيمه استوانه با شعاع  ∞pو  ∞Uبادي با  -3

  به دست آوريد. psو  piبياني براي نيروي قايم وارد بر استوانه بر مبناي اختلاف دانسيته  سيالات غيرويسكوز،

 
  4شكل مربوط به مساله 

  ج: از مفهوم دابلت  و اصل برهم نهشي به همراه معادله برنولي، نيروهاي قايم وارد بر نيمه استوانه تعيين مي شود.
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جريان عبوري از يك جسم بيضوي واقع در  F=U∞{z+a/4coth[π(z/a)]}نشان دهيد كه پتانسيل كمپلكس -4

  دهد.  را نشان مي y=±a/2حدواسط ميان دو ديوار موازي 

  ج: از اصل برهمنهشي  و نيز مفهوم جسم بيضوي رنكين استفاده كرده تا تابع كمپلكس به دست آيد.

شود. با استفاده از تئوري سيالات اد كشيده ميدرجه سانتيگر 20در آبي با دماي  Vمتر و با سرعت  1كره اي با قطر  -5

را كه كاويتاسيون اولين بار در سطح كره رخ خواهد داد، به دست آوريد. در اين شرايط  V m/sغيرويسكوز، سرعت 

  درجه در جهت حركت روي كره، چقدر خواهد بود؟ 45در بالاي كره و در زاويه  A(كاويتاسيون)، مقدار فشار در نقطه 

عادلات مربوط به جريان آزاد اطراف كره استفاده كرده تا معادله سرعت كلي و نيز مقدار سرعت در شرايط ج: از م

  كاويتاسيون به دست آيد. با كمك معادله برنولي مي توان مقادير فشار در نقاط مختلف اطراف كره به دست آورد.

كه داراي گردابي است كه با  aنه چرخان با شعاع به يك استوا Uپتانسيل كمپلكس براي يك جريان همگن با اندازه  -6

  دور خود مي گردد عبارتست از:  Γقدرت 

F(z) = U Cz + a9
z E + iΓ

2π log z
a 

بر روي سطح استوانه به دست آوريد. با  p(a,θ)با استفاده از اين نتيجه، به همراه معادله برنولي، معادله اي براي فشار 

جوكوسكي را براي اين جريان خاص -حول سطح استوانه، اعتبار قانون كوتا p(a,θ)asinθ-انتگرالگيري از عبارت 

  بررسي نماييد.

ج: معادله برنولي را نوشته و مقادير سرعت را از تابع كمپلكس جايگذاري كرده و به اين ترتيب تابع توزيع فشار به دست 

ار اين قانون در اين جريان خاص استفاده مي جوكوسكي براي بررسي اعتب-مي آيد. از معادله ليفت مربوط به قانون كوتا

  كنيم.
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  . مقدمه1

ور مورد بررسي قرار گرفت و نشان داده شد كـه در مـرز اجسـام جامـد     در فصل قبل جريان پتانسيلي اطراف اجسام غوطه

شـود. بـا بررسـي كـه در     به عبارتي سرعت سيال در مرز جامد ناپديد يا صـفر نمـي  باشد. صادق نمي " 1عدم لغزش"شرط 

شود. در واقع جريان پنانسيلي در اطـراف اجسـام جامـد در تنـاقض بـا      فصل قبل گرديد، نشان داده شد كه درگ صفر مي

يـان سـيال وجـود    باشد، چون درگ هميشـه در جر واقعي سيال در مجاري مرز جامد مي جريانمشاهدات آزمايشگاهي و 

اين تناقض را با ارائه تئوري لايه مرزي مرتفع نمود. او نشان داد كه جريان پتانسـيل خـارج از    1904در سال  2دارد. پرانتل

لايـه   "لايه مرزي در مرز جامد واقعيت دارد. در حقيقت لايه مرزي به صورت ذيل در مـرز جامـد تعريـف شـده اسـت:      

اند، به طوري كـه اثـرات قـوي نيروهـاي     زكي از سيال كه همواره به سطح جامد چسبيدههاي نامرزي عبارت است از لايه

  ."ويسكوز در اين لايه وجود دارد

  

  

  

  

  

    
  : جريان آزاد اطراف يك جسم غوطه ور (لايه مرزي و جريان پتانسيلي)11-1شكل 

جريان  سيالي يك نواخت را اطراف يك جسم غوطه ور را ملاحظه نماييد. سه ناحيه اطـراف جسـم بـه     11-1 در شكل

  شرح ذيل مشاهده مي شود.

                                                           
1 No Slip 
2 Prandtl 

جريان خارجي (جريان پتانسيلي)   جريان داخلي (لايه مرزي)

دنباله
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 ناحيه جريان داخلي -الف
آيد به طوري كه سرعت در مرز جامد صفر بوده و جسم جامد و در مرز آن به وجود ميدر اين ناحيه لايه نازكي اطراف 

گراديان سرعت زيادي در اين لايه به وجود مي آيد. به اين ناحيه كه داراي فيلم نازكي از سيال است لايه مرزي گفته مي 

  رزي نفوذ مي كنند. شود. در لايه مرزي سيال چرخشي فرض شده به طوري كه گردابش ها در عرض لايه م

  ناحيه جريان خارجي -ب

خارج از ناحيه داخلي كه در حقيقت خارج از لايه مرزي مي باشد، گراديان سرعت زياد نمي باشـد كـه ايـن بسـتگي بـه      

شكل هندسي جسم دارد. در اين ناحيه اثرات ويسكوزيته مشاهده نمي شود به طوري كه جريـان پتانسـيلي در ايـن ناحيـه     

  ه عبارتي جريان خارجي به صورت غيرلزجي بوده و به صورت غير چرخشي مي باشد. حاكم است. ب

  ٤يا گرداب پايين دستي ٣ناحيه دنباله -ج

به علت افت فشار در مرز جامد، لايه مرزي از سطح جامد جدا شده و افزايش فشار در دنباله يا جريان پايين دستي جسـم  

به طوري كه بر اثر جدايي لايه مـرزي ناحيـه اي بـه نـام      5معكوس مي شود مشاهده مي شود. در اين حالت گراديان فشار

  دنباله به وجود مي آيد . در اين ناحيه گراديان سرعت زياد نبوده و اثرات ويسكوزيته اهميت ندارد. 

بايد توجه داشت كه براي تشكيل لايه مرزي عدد رينولـدز از مقـدار معينـي نبايـد كمتـر باشـد. از طرفـي لايـه مـرزي در          

مجاري اطراف اجسام جامد با لايه مرزي جريان هاي ويسكوز كه در داخل مجاري بسته مانند كانال ها اتفاق مي افتد مي 

م غوطه ور لايه مرزي خيلي نازك مي باشد لـيكن در مجـاري بسـته    تواند مقداري متفاوت باشد. در مجاري اطراف اجسا

  مانند لوله ها و كانال ها لايه مرزي ضخيم بوده و حتي در رينولدز خيلي پايين نيز اتفاق مي افتد. 

در فصل هاي قبل به جريان هاي ويسكوز (خزشي) و جريان هاي غير لزجي (پتانسيلي) اشاره شد و بيان شد كه در جريان 

اي خزشي نيروهاي ويسكوز حاكم بوده در حاليكه در جريان هاي پتانسيلي نيروهاي اينرسي غالب مي باشد. همان گونه ه

كه در ابتداي اين فصل اشاره شد، جريان در مجاري اطـراف جسـم غوطـه ور، دو ناحيـه وجـود دارد كـه هـر دو جريـان         

                                                           
3 wake 
4 Down Stream 
5 Adverse Pressure Gradient 

241



 

 4

رد. لايه مرزي در بسياري از عمليات هـاي مهندسـي شـيمي    ويسكوز (لايه مرزي) و جريان غيرلزجي (پتانسيلي) وجود دا

اهميت دارد، چون نفوذ جرم و گرما بيشتر در لايه مرزي واقع مي شود. هم چنين در صنعت هوا فضا، كشتيراني، و نيز در 

  ساختمان سازي كاربردهاي فراوان دارد. 

  . مفهوم لايه مرزي2

ه ور، هميشه از جريان آزاد اطراف يك ورقه يا صفحه مسطح نـازك  براي بررسي و تحليل لايه مرزي اطراف جسم غوط

مـوازي صـفحه    U) جريـاني يكنواخـت بـا سـرعت     11-2كه به موازات جريان قرار دارد، شروع مي كنند. مطابق شـكل ( 

مي باشد، حركت مي كند. اثرات ويسكوزيته در مرز جامد شديد بوده به طوري كه ناحيه ويسكوز  Lمسطح كه طول آن 

وسيع بوده و از لبه تا انتهاي صفحه موجود مي باشد. يك صورت اصلي و مهم در تحليل لايه مرزي وجود جهت اصلي و 

فرض مي شـود بـه طـوري كـه      ux >> uyبوده و در اغلب مواقع  uxاوليه جريان است كه مولفه سرعت حاكم معمولا 

اشد. معمولا افت فشار در طول صفحه در نظـر گرفتـه   تغييرات سرعت در عرض لايه مرزي نسبت به طول لايه شديد مي ب

  مي شود و تغييرات فشار در عرض نازك لايه مرزي ، قابل اغماض است. 

  

  

  

  

    
    

  : تشكيل لايه مرزي روي يك سطح مسطح11-2شكل 

) ملاحظه مي شود كه جريان يكنواخت در اطراف صفحه مسطح به دو ناحيه تقسيم مي شود: ناحيه 11-2مطابق شكل (

لايه مرزي كه گراديان سرعت در آن شديد بوده و از صفر بر روي صفحه شروع مي شود، و به تدريج افزايش مي يابد تا 

لبه صفحه مسطح ابتدا لايه مرزي توسعه پيدا نمي كند  در ناحيه خارجي برسد. در Uاين كه مقدارش به سرعت آزاد 

ناحيه خارجي (جريان 

پتانسيلي)

δ 

V 

x 

y 

ناحيه انتقالي ناحيه لايه مرزي آراممغشوشناحيه لايه مرزي 

ناحيه داخلي (زير لايه آرام)

x 
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رسيد، لايه مرزي توسعه پيدا مي نمايد و به تدريج ضخيم تر مي  2500ليكن زماني كه عدد رينولدز به مقدار بحراني 

فت گردد. خارج از لايه مرزي سيال بدون اصطكاك بوده و جريان پتانسيلي حاكم مي باشد. همان گونه كه اشاره شد، ا

فشار در عرض لايه مرزي قابل اغماض است و هم چنين به علت مسطح بودن صفحه افت فشار در عرض جريان پتانسيلي 

  خارجي نيز صفر در نظر گرفته مي شود.

لايه مرزي توسعه پيدا مي كند و اگر صفحه صاف بوده و فاقد هر گونه زبري باشد،  Re > 2500مشاهده مي شود كه در 

لايه مرزي آرام شكل مي گيرد. متعاقبا با زياد شدن فاصله از لبه صفحه، عدد رينولدز زيادتر شده به  Re = 3×106تا 

مي رسيم.  Re = 5×109طوري كه از ناحيه آرام خارج شده و در عبور از ناحيه انتقالي به ناحيه لايه مرزي مغشوش  در 

نمايانگر مي شود. در خارج از اين زير لايه آرام  6ه آرامدر ناحيه مغشوش لايه مرزي آرام فشرده شده و به صورت زيرلاي

يك لايه مرزي مغشوش پديدار مي شود كه در آن اثرات ويسكوزيته حاكم نمي باشد. در اين ناحيه تغييرات مومنتوم با 

تنش  حركت تصادفي ذرات سيال از لايه اي به لايه اي ديگر منتقل مي شود كه طبيعت جريان از نوع مغشوش بوده كه

دارد. در صورتي كه در ناحيه مرزي آرام فقط تنش هاي برشي و يسكوز حاكم  є(7( پيچشيبرشي بستگي به ويسكوزيته 

ي به ـــش برشــس در ناحيه لايه مرزي آرام تنــي گيرد. پــمورد استفاده قرار م µي ــبوده و فقط ويسكوزيته نيوتن

 τtur =ρ є. ليكن در ناحيه مربوط به لايه مرزي مغشوش در نظر گرفته مي شود τlam = µ (dux/dy)صورت 
(dux/dy)  مي باشد، كهє .به جريان مغشوش بستگي داشته و مستقل از خاصيت انتقالي سيال مي باشد  

  . روش هاي تحليل لايه مرزي (جريان اطراف اجسام غوطه ور)3

اجسام غوطه ور تقريباً غير ممكن است. لذا معمولاً هاي مرزي اطراف حل تحليلي كل معادلات ناوير استوكس براي لايه

  سه روش براي تحليل لايه مرزي ارائه شده است:

  8روش استفاده از محاسبات عددي و كامپيوتر -1

                                                           
6 Laminar Sublayer 
7 Eddy Viscosity 
8 Numerical Digital Computer Solution 
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  9روش تجربي با انجام آزمايش -2

  10روش تئوري لايه مرزي -3

خت و مشكل مي باشد و حل تحليلي تحليل جريان سيال در مجاري اطراف اجسام پيچيده ، محدب يا مقعر معمولا س

استوكس در اين گونه موارد، بسيار مشكل و غير ممكن مي نمايد. لذا روش محاسبات عددي به كمك -معادلات ناوير

كامپيوتر استفاده مي شود. راه حل هاي عددي بسياري براي تحليل لايه مرزي تاكنون ارائه شده است. به خصوص براي 

ريان هاي مغشوش مي توان از ابزار محاسبات عددي و روش هاي المان محدود و يا تفاضل مدلسازي لايه مرزي در ج

محدود و ديگر روش ها نيز استفاده كرد. در روش تجربي با بهره گيري از آناليز ابعادي مي توان  جواب هاي دقيق به 

ز لايه مرزي (جريان پتانسيلي) بسيار دست آورد. به هر حال روش تجربي گران بوده و معمولا براي تحليل جريان خارج ا

  مفيد مي باشد.

ارائه شد كه نقطه عطفي در تحليل لايه مرزي به شمار  1904در سال  11روش نظريه لايه مرزي توسط لودويگ پرانتل

دلات استوكس را بسيار ساده نمود به طوري كه معا-متغيرها، معادلات ناوير 12رود. پرانتل با استفاده از مرتبه مقداريمي

هاي ساده عددي و يا تحليلي حل نموده توان با استفاده از روشها معادلات لايه مرزي اطلاق شده، ميحاصل را كه به آن

  هاي قابل قبولي براي توزيع سرعت و فشار در لايه مرزي ارائه نمود. و جواب

معادلات لايه مرزي با استفاده از روش گاه شود آندر ادامه اين بخش به تعريف انواع ضخامت لايه مرزي پرداخته مي

  شود.هاي عددي و تحليلي براي حل معادلات لايه مرزي ارائه ميشود و در نهايت، روشپرانتل توضيح داده مي

  

  

  

                                                           
9 Experimentation 
10 Boundary Layer Theory 
11 Ludwig Prandtl 
12 Order of Magnitude 
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  . ضخامت لايه مرزي1-3

 ، معرفي شده و نشان داده شود كه δبراي ساده سازي معادلات ناوير استوكس، لازم است كه ضخامت لايه مرزي،

) مانند اندازه جسم، شعاع، تحدب و يا عرض كانال Lضخامت لايه مرزي به طور نسبي بسيار كمتر از طول ميدان جريان (

  مي باشد. در اين جا ضخامت لايه مرزي به سه صورت تعريف مي شود:

  13ضخامت لايه مرزي −

  14ضخامت جابجايي −

 15ضخامت مومنتوم −

  ضخامت لايه مرزي -الف

سرعت  99/0اي كه سرعت سيال از صفر به مقدار عبارت است از فاصله ما بين مرز جامد و ناحيهضخامت لايه مرزي 

شود ) جريان يكنواخت اطراف صفحه مسطح را ملاحظه نماييد. ملاحظه مي11-3رسد. مطابق شكل () ميUجريان آزاد (

از لبه  xشود. ليكن در فاصله فرض مي δ=δ(x)باشد، يعني در طول صفحه مي xكه ضخامت لايه مرزي تابعي از متغير 

  شود:صفحه لايه مرزي آرام، كاملاً توسعه پيدا كرده است. پس ضخامت لايه مرزي به صورت ذيل تعريف مي

)1-11(  y = δ ∶ u" = 0.99U 

  باشد.، پروفيل سرعت در لايه مرزي ميu"=u" (y)كه 

  

  

  

  

  

                                                           
13 Boundary Layer Thickness 
14 Displacement Thickness 
15 Momentum Thickness 
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  : ضخامت لايه مرزي اطراف يك صفحه مسطح11-3شكل 

  هاي جابجايي و مومنتومضخامت -ب

المان در لايه مرزي هاي جابجايي و مومنتوم لايه مرزي لازم است موازنه هاي جرم و مومنتوم روي براي تعريف ضخامت

وارد المان حجمي لايه  hدر ارتفاع  Uشود، جريان آزاد با سرعت ) ديده مي11-4نوشته شود. همانگونه كه در شكل (

شود، ليكن به تدريج حركت شود. به علت اصطكاك و گراديان سرعت، جريان روي مرز جامد متوقف ميمرزي مي

شود. براي برقراري موازنه جرم لازم است مقدار جرم ورودي در ابجا ميسيال در جهت عمود بر صفحه به طرف بالا ج

از صفحه باشد. بنابراين با استفاده از معادله انتگرال انتقالي  xدر ابتداي صفحه برابر با جرم خروجي در فاصله  hارتفاع 

  توانيم بنويسيم:رينولدز مي

)2-11(  dmdt = % ρu&'. dA)* + ∂∂t - ρdV)/ = 0 

دهد. انتگرال دوم تجمع جرم را در حجم كنترل يا جرمي را در جهت جريان يكنواخت نشان مي كه انتگرال اول شار

  باشد. پس خواهيم داشت:دهد كه در اين جا صفر است، چون حالت پايداري حاكم ميالمان نشان مي

)3-11(  % ρu&'. dA = 0 u"dy1
2 3 0 Udy4

2 = 0)*  

  

  

x 

y

x 

δ 

U 
δ 

U 
U 

δ 

δ 

U 
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  : المان لايه مرزي روي صفحه مسطح11-4شكل 

  شود:) به صورت ذيل جابجا و نوشته مي11-3معادله (

)4-11(  Uh 
 0 u"dy
1

2

 0 �U + u" 3 U�dy

1

2

 UY + 0 �u" 3 U�dy

1

2
 


Yحال h+δ* شود. بنابراين خواهيم داشت:تعريف مي  

)5-11(  U�Y 3 h� 
 Uδ∗ 
 0 �U 3 u"�dy
1

2
 

  شود:به صورت ذيل تعريف مي "ضخامت جابجايي لايه مرزي") 11-5پس با استفاده از معادله (

)6-11(  δ∗ 
 0 81 3 u"
U 9

:;<

2
dy 


yشود كه ملاحظه ميδ ) ضخامت جابجايي لايه مرزي عبارت از 11-4همان ضخامت لايه مرزي است. مطابق شكل ،(

برابر  xجابجا شده به طوري كه دبي جريان واقعي در جهت  yباشد كه سيال از سطح در جهت اي از مرز جامد ميفاصله

  با جريان پتانسيل ورودي بر روي صفحه مسطح باشد.

  نوشته شود، خواهيم داشت: xازنه مومنتوم در جهت حال اگر بر روي المان حجم مو

)7-11(  = F" 
 % u"�ρu&'. dA�
)*


 0 u"�ρu"�dy
:;<

2
3 0 U�ρU�dy

4

2
 

∑با توجه به اين كه درگ به صورت  F" 
 3D شود:) به صورت ذيل نوشته مي11-7باشد، بنابراين معادله (مي  

)8-11(  D 
 ρUAh 3 0 ρu"Ady
:;<

2
 

اثر شبيه سازي شده

δ
* 

h 
y=h 

 خط برشي جريان خارجي

δ
* 

U 

ux(y) 

U y=Y 

x 

 )D( درگ
x 

y
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  توانيم بنويسيم:) مي11-4از طرفي از معادله (

)9-11(  h = 0 u"
U dy

<

2
 

  ) خواهيم داشت:11-8) در معادله (11-9پس با جاگذاري معادله (

)10-11(  D 
 ρ 0 u"�U 3 u"�dy
<

2
 

  تقسيم كنيم، خواهيم داشت: ρUA) را بر 11-10حال اگر دو طرف معادله (

)11-11(  D
ρUA 
 0 u"

U 81 3 u"
U 9 dy

<

2
 

  شود:به صورت ذيل تعريف مي "ضخامت مومنتوم لايه مرزي"پس 

)12-11(  θ 
 0 u"
U 81 3 u"

U 9 dy
<

2
 

توان مفهوم فيزيكي به صورت تصويري ارائه داد. بنابراين سه براي ضخامت مومنتوم مانند ضخامت جابجايي نمي

  باشند.مي θ<δ*<δها به صورت كه براي لايه مرزي تعريف شده، ترتيب آن θو  *δو  δضخامت 

  . درگ و ضريب اصطكاك در لايه مرزي2-3

ور در مقابل جريان آزاد اشاره شد، درگ، نيروي مقاومت اصطكاكي است كه از سطح جسم غوطههمان طور كه در بالا 

  شود:قرار دارد. در اين جا ضريب درگ به صورت ذيل تعريف مي

)13-11(  CE 
 D
1
2 ρUAA

 

  ) خواهيم داشت:11-12) و (11-11باشد. حال با استفاده از معادلات (مساحت صفحه مسطح مي Aكه 

)14-11(  CE�x� 
 2θ
x  

اي به صورت مساوي يك در نظر گرفته شده است. از طرفي ضريب اصطكاك پوسته �b)كه در اين جا عرض صفحه 

  شود:ذيل تعريف مي
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)15-11(  CG = τH12 ρUA
 

  ، تنش برشي در ديواره يا مرز جامد است.τHكه 

  16. معادلات لايه مرزي4

استوكس براي جريان دو بعدي سيال يكنواخت روي يك -ناويردر اين جا روش پرانتل كه با ساده سازي معادلات 

گردد. طبيعت روش مذكور كاملاً فيزيكي است، به طوري كه متغيرها را با يكديگر صفحه مسطح انجام شده، ارائه مي

. شونداستوكس حذف مي-ها در معادلات ناويرباشد، بسياري از عبارتمي δ<<Lمقايسه نموده و با توجه به اين كه 

  نويسيم:استوكس و پيوستگي را براي جريان دو بعدي به صورت ذيل مي-پس ابتدا معادلات ناوير

)16-11(  ∂u"
∂x + ∂u:

∂y 
 0 

)17-11(  u"
∂u"
∂x + u:

∂u"
∂y 
 3 1

ρ
∂P
∂x + ν ∂Au"

∂xA + ν ∂Au"
∂yA  

)18-11(  u"
∂u:
∂x + u:

∂u:
∂y 
 3 1

ρ
∂P
∂y + ν ∂Au:

∂xA + ν ∂Au:
∂yA  


νكه µ/ρ.ويسكوزيته سينماتيكي است ،  

  

  

  

  : توسعه لايه مرزي آرام در روي صفحه مسطح11-5شكل 

  شود، مگر در لبه صفحه كه هنوز لايه مرزي توسعه پيدا نكرده است.فرض مي 1>> �δ/x))، 11-5مطابق شكل (

  

  

  

                                                           
16 Boundary Layer Equations 

x 

y 

δ 

x 

U 
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  مرتبه مقداري متغيرها -الف

كنيم. هم چنين مشتق متغيرها را مورد متغيرها را نسبت به يكديگر مقايسه مي در ابتدا درجه و مقدار بزرگي و يا كوچكي

مورد  yو  xباشد، تغييرات آن را نسبت به سرعت جريان غالب مي uxدهيم. در اين جا چون مؤلفه بررسي قرار مي

توان نتيجه ميكند. به عبارتي تغيير مي y<δ>0در فاصله  ux<U>0شود كه دهيم. ملاحظه ميبررسي قرار مي

  گرفت:

)19-11(  ∂u"
∂x ~ U

x 																&														 ∂u"∂y ~U
δ	 

  را به صورت ذيل بنويسيم:ux	هاي مؤلفه سرعت براي مشتق 17توانيم مرتبه مقدار بزرگيپس مي

)20-11(  ∂u"
∂x ≃ ΟOUx	P													 ; 													

∂Au"
∂xA 
 O�UxA	� 

)21-11(  ∂u"
∂y ≃ OOUδ	P													 ; 														

∂Au"
∂yA 
 O�UδA	� 

  به معني مرتبه مقداري هر متغير است. "O"كه علامت 

"u در اين جا فرض شده است كه ≃ O�U�  ،∂ ∂xS ≃ O�1 xS �∂و   ∂yS ≃ O�1 δS �باشند. حال اگر معادله پيوستگي مي 

:u∂را براي مرتبه بزرگي  ∂yT :بنويسيم، خواهيم داشت  

)22-11(  ∂u:
∂y 	
 3∂u"

∂x 
 OOUx	P											 

0
yو همچنين در  ux	≪	uyاز طرفي چون  ،uy
را به صورت  uy) مؤلفه 11-22توان از معادله (است، پس مي 0

  ذيل به دست آورد:

)23-11(  u: 
 O�Uδx � 

  ) خواهيم داشت:11-23) و (11-22بنابراين با استفاده از معادلات (

)24-11(  ∂u:
∂y ≃ OOUx	P														 ; 														

∂Au:
∂yA 
 O� Uxδ	� 

                                                           
17 Order Of Magnitude 
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)25-11(  ∂u:∂x ≃ O OUδxA 	P													 ; 													∂
Au:∂xA 
 O�UδxV 	� 

-هاي اول و دوم معادلات ناوير) براي مشتق11-25) و (11-24)، (11-21)، (11-20حال با جاگذاري معادلات (


uxاستوكس و در نظر گرفتن O�U�
uyو  O�Uδ/x�  شوند:نوشته مياستوكس به صورت ذيل -، معادلات ناوير

)26-11(  UAx + UAx 
 31ρ ∂P∂x + ν UxA + ν UδA 																				�x	مؤلفه� 

)27-11(  δUAxA + δUAxA 
 31ρ ∂P∂y + ν δUxV + ν Uxδ														�y	مؤلفه�			
  شود كه براي فشار، مرتبه مقداري در نظر گرفته نشده است.ملاحظه مي

  استوكس -در معادله ناوير xمؤلفه  -ب

��νU/δ2شود كه را در نظر بگيريم، ملاحظه مي x) براي مؤلفه 11-26اگر معادله (≫	 �νU/x2�باشد، چون مي 

�δ/x�فرض شده است. از طرفي در لايه مرزي نيروهاي اينرسي كه مربوط به شتاب است در تقابل با نيروهاي  1≫

νباشد. با حذف عبارت ويسكوز كه ناشي از تنش برشي است، مي
∂Au" ∂xAS ) و موازنه دو نيروي 11-26از معادله (

  اينرسي و ويسكوز خواهيم داشت:

)28-11(  
UAxX

نيروي	اينرسي

≃ ν UδAY
نيروي	ويسكوز

 

  شود:) به صورت ذيل نوشته مي11-28پس معادله (

)29-11(  δ Z O[\νxU] 																	يا																		 OδxP
A 
 O8 νxU9	


	Rexكه 	xU/	ν داشت:شود. پس خواهيم تعريف مي  

)30-11(  δx 
 O[ 1^Re"]													
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شود كه عدد باشد. بنابراين زماني لايه مرزي توسعه داده ميمي Rex ≫ 1است، بنابراين  1 ≫ (δ/x)پس چون 

) و 11-29گيرد. همچنين از معادله (رينولدز خيلي بزرگ باشد، به عبارتي در ابتدا و يا لبه صفحه لايه مرزي شكل نمي

  را به صورت ذيل به دست آورد: xو افت فشار در جهت  νتوان مرتبه بزرگي ) مي26-11(

)31-11(  ν = O [δAU x ]            ;                 1ρ ∂P∂x = O(UA
x ) 

  باشد.قابل اغماض مي xبايد توجه داشت كه در جريان روي صفحه مسطح، معمولاً افت فشار در 

  استوكس-در معادله ناوير yمؤلفه  -ج

هاي شود كه عبارتدهيم. ملاحظه مياستوكس مورد بررسي قرار مي-معادله ناوير y) را براي مؤلفه 11-27حال معادله (

 (δU2/x2)باشد، چون ) مي11-26هاي اينرسي متناظر در معادله () بسيار كوچكتر از عبارت11-27اينرسي در معادله (
≪ �U2/x�-26هاي ويسكوز متناظر در معادله () نيز از عبارت11-27معادله (هاي ويسكوز در است. از طرفي عبارت 

چنين، كنيم. هم) حذف مي11-27هاي اينرسي و ويسكوز را از معادله (باشد. بنابراين عبارتتر مي) خيلي كوچك11

  شود:) به صورت ذيل نوشته مي11-27از معادله ( yمرتبه مقداري افت فشار در جهت 

)32-11(  1ρ ∂P∂y = O(δUA
xA ) _ O(UA

x ) 
  خواهد بود. P = P(x)شود، بنابراين فرض مي (dP/dx) ≫ (dP/dy)پس 

  معادلات لايه مرزي -د

  شوند:با توجه به فرضيات بالا معادلات پيوستگي و مومنتوم در لايه مرزي به شكل ذيل حاصل مي

)33-11(  ∂u"∂x + ∂u:∂y = 0 

)34-11(  u" ∂u"∂x + u: ∂u"∂y = 3 1ρ ∂P∂x + ν ∂Au"∂yA  

)35-11(  ∂P
∂y = 0               ;              P = P(x) 
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 Pاز طرفي چون  P�x�باشد پس گراديان فشار در طول لايه مرزي برابر با گراديان فشار در جريان خارجي يا مي 

جريان جريان پتانسيلي خواهد بود. همان طور كه در فصل هشتم توضيح داده شد، براي به دست آوردن گراديان فشار در 

  شود:پتانسيلي از معادله برنولي به شكل ذيل استفاده مي

)36-11(  P
ρ + 1

2 UA 
  ثابت


 Pكه  P�x�  ) خواهيم داشت:11-36دهد. كه با مشتق گيري از معادله (فشار جريان پتانسيلي را نشان مي 

)37-11(  3 1
ρ

dP
dx 
 U dU

dx  
  شود:مرزي به صورت ذيل نوشته مي)، معادله حركت لايه 11-34) در (11-37با جاگذاري معادله (

)38-11(  u"
∂u"
∂x + u:

∂u"
∂y 
 U dU

dx + ν ∂Au"
∂yA  

جا در جريان ) حل شود. در اين11-38در لايه مرزي لازم است معادله ( uxبنابراين براي به دست آوردن پروفيل سرعت 

��dU/dxثابت بوده، پس  Uيكنواخت بر روي صفحه مسطح  
حركت لايه مرزي روي باشد. بنابراين معادله مي 0 

  شود:صفحه مسطح با شرايط مرزي به صورت ذيل حاصل مي

)39-11(  u"
∂u"
∂x + u:

∂u"
∂y 
 ν ∂Au"

∂yA  

)40-11(  

1شرط مرزي   :    u"�x, 0� 
 0 
2شرط مرزي   :    u:�x, 0� 
 0 

�y 
 δ → 3شرط مرزي  ( ∞  :    u"(x, y) = U 

-در جريان پتانسيلي برابر مي )U(سرعت جريان آزاد  y = 0.99δدر  uxشرط مرزي سوم در شرايطي است كه سرعت 

  شود.
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  . حل معادلات لايه مرزي در صفحه مسطح5

-جريان يكنواخت روي صفحه مسطح بستگي به زاويه ما بين بردار جريان آزاد و صفحه مسطح دارد. در اين جا فرض مي

) حل شود. سه روش 11-39م است معادله (شود كه جريان يكنواخت موازي صفحه مسطح باشد. بنابراين در اين جا لاز

  باشند:) ارائه شده است كه به شرح ذيل مي11-39براي حل معادله ديفرانسيلي (

  19يا روش بلازيوس  18روش مشابه −

  20روش انتگرال مومنتوم −

  21روش محاسبات عددي −

  . روش مشابه يا بلازيوس 1-5

) و پيوستگي را با استفاده از تبديل مشابه سازي حل نمود. او فرض كرد كه 11-39بلازيوس  معادلات لايه مرزي (

در طول لايه مرزي روي صفحه مسطح از نظر هندسي متشابه هستند، به طوري كه هر چه از لبه صفحه  uxپروفيل سرعت 

شود. بلازيوس فرض نمود كه سرعت كشيده مي yجهت ) در 11-3شود، پروفيل سرعت مطابق شكل (فاصله گرفته مي

  به صورت ذيل تعريف نمود: ϕباشد. پس اين رابطه تناسب را با تابع مي ξمتناسب با پارامتر بدون بعد  uxبدون بعد 

)41-11(  u"U 
 ϕ8yδ9 

  است. yدهد كه سرعت نرمال شده تابعي از فاصله نرمال شده از سطح در جهت ) نشان مي11-41به عبارتي رابطه (

  شود:به صورت ذيل نوشته مي ξپس رابطه بدون بعد 

)42-11(  ξ 
 yδ�x) 

  ) خواهيم داشت:11-30از طرفي طبق رابطه (

                                                           
18 Similar 
19 Blasius 
20 Momentum Integral Approach 
21 Numerical Solution 
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)43-11(  δ�x� ∝ \νxU 					→ 	ξ 
 ygUνx 


uxهاي سرعت حال با استفاده از تابع جريان لاگرانژي مؤلفه∂ψ/∂y  وuy=-∂ψ/∂x  را در معادله لايه مرزي رابطه

  كنيم و خواهيم داشت:) جاگذاري مي39-11(

)44-11(  ∂ψ∂y ∂Aψ∂x ∂y 3 ∂ψ∂x ∂Aψ∂yA = ν∂Vψ∂yV 	
شود كه يك معادله ديفرانسيل جزيي سهموي بوده و معادله مذكور با استفاده از جداسازي ) مشاهده مي11-44از معادله (

  شود:ارائه ميبه صورت ذيل  22متغيرها

)45-11(  ψ�x, y� = g�x�f�ξ� 

) به صورت 11-45با استفاده از معادله ( uyو  uxهاي دو تابع يك متغيره و مستقل هستند. پس مؤلفه �f�ξو  �g�xكه 

  شوند:ذيل نوشته مي

)46-11( 	u" = ∂ψ∂y = g�x�f�ξ�gUνx 										يا																	 u"U = g�x�f′�ξ�g 1Uνx	
  ) خواهيم داشت:11-43( ) و11-41از طرفي طبق روابط (

)47-11(  u"U = ϕmygUνxn = ϕ�ξ� 

  ) خواهيم داشت:11-47) و (11-46بنابراين با مقايسه روابط (

)48-11(  ϕ�ξ� = f′�ξ�																	; 																						g�x� = √νxU 

  توانيم بنويسيم:) مي11-48) و (11-46پس با توجه به روابط (

)49-11(  u"U = df�ξ�dξ = f′�ξ� 

                                                           
22 Separation of Variables 
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  هاي ديگر خواهيم داشت:و مشتق uyبه همين ترتيب براي 

)50-11(  u: = 3 ∂ψ
∂x 
 12gνUx �ξf′ 3 f� 

)51-11(  ∂u"
∂x 
 3Uξ2x f˝�ξ� 

)52-11(  ∂u"
∂y = UgUνx f˝�ξ�                  ;                  ∂Au"

∂yA = UAνx f‴�y�  
  ) خواهيم داشت:11-44) در معادله (11-52) تا (11-49با جاگذاري در روابط (

)53-11(  3UA2x ξf′f˝ 3 UA2x �f 3 ξf′�f˝ 
 UAx f‴ 
)54-11(  3UA2x ff˝ 3 UAx f‴ 
 ˝ff                    يا                    0 + 2f‴ = 0 

باشد، به طوري كه هيچ شود اين معادله عادي ديفرانسيلي بلازيوس  مي) ملاحظه مي11-54همان گونه كه از معادله (

شود. شرايط مرزي ارائه مي 23هاي مشابهجواب اين گونه معادلات به صورت جوابشود. متغير طولي در آن مشاهده نمي

  شود:) به صورت ذيل نوشته مي11-40) با استفاده از شرايط مرزي (11-54معادله (

)55-11(  
1شرط مرزي   : ξ = 0              ;               f = f′ = 0 
2شرط مرزي   : ξ = ∞             ;              f′(ξ) = 1 

) را براي مقادير نرمال شده 11-1) را حل نمود و جدول (11-54بلازيوس با استفاده از روش محاسبات عددي معادله (


ξشود كه ارائه كرد. ملاحظه مي ξبر حسب متغير  uxسرعت y/δ باشد. پس در شرايطي كه سرعت جريان در لايه مي

 ود. ضخامت لايه مرزي خواهد ب δبرسد،  0.99Uمرزي به مقدار 
  

  

  

                                                           
23 Similarity Solution 
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  : مقادير سرعت بر حسب پارامتر بدون بعد فاصله توسط بلازيوس11-1    جدول

  باشد، پس خواهيم داشت:مي u=0.99Uمقدار  ξ=δ) در 11-1بنابراين مطابق جدول (

)56-11(  ξ = δ( U
νx�r A⁄ ≅ 5.0 

  شود:صورت ذيل نوشته مي) بر حسب عدد رينولدز به 11-56رابطه (

)57-11(  δx 
 5.0^Re"  ( بلازيوس 1908)            
باشد. تنش برشي در ديواره يا مي 105 
 Reجواب بلازيوس براي جريان لايه مرزي آرام مناسب است و دقت آن تا 

  شود:روي صفحه مسطح به صورت ذيل محاسبه مي

)58-11(  τH 
 μ ∂u"
∂y w:;2 = μ [U\u"

νx f˝]:;2 
 0.332 μUV A⁄
√νx  

-اي نيز به طريق ذيل محاسبه ميباشد. ضريب اصطكاك پوستهمي ξ=0در  f˝≅.0332) مقدار 11-58كه در معادله (

  شود:

u"
U  ξ = y O U

νxP
A

 
u"
U  ξ = y O U

νxP
A

 

0.87609  3.2  0.0  0.0  0.90177  3.4  0.06641  0.2  0.92333  3.6  0.13277  0.4  094112  3.8  0.19894  0.6  0.95552  4.0  0.26471  0.8  0.96696  4.2  0.32979  1.0  0.97587  4.4  0.45627  1.4  0.98269  4.6  0.57477  1.8  0.98779  4.8  0.68132  2.2  0.99155  5.0  0.77249  2.6 
1.000  ∞  0.84605  3.0 
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)59-11(  cG = τH12 ρUA 

0.332μUV A⁄√νx12 ρUA 															 ; 										cG 
 0.664^Re" 	

  آيد:ضريب درگ نيز به صورت ذيل به دست مي

)60-11(  cE = D12ρUAA = b{ τH�x�dx|212 ρUA�bl� 	
  ) و انتگرال گيري خواهيم داشت:11-60) در رابطه (11-58كه با جايگذاري معادله (

)61-11(  cE = 1.328√Re �بلازيوس	�1908												 

  شوند:به صورت ذيل حاصل مي ��θو مومنتوم  �*�δهاي جابجايي ) ضخامت11-1هاي جدول (با استفاده از داده

)62-11(  δ∗x = 1.72√Re �بلازيوس	�1908																
)63-11(  θx = 0.664√Re �بلازيوس	�1908																

باشد. نسـبت ضـخامت جابجـايي بـه     مي θ<δ*<δشود كه ) مشاهده مي11-63) و (11-62)، (11-57با مقايسه روابط (

24ضريب شكلي"ضخامت مومنتوم به 
بـه صـورت ذيـل     شود. كـه در روش بلازيـوس  بـراي صـفحه مسـطح     شناخته مي "

  شود:محاسبه مي

)64-11(  H = δ∗θ = 1.7210.664 = 2.59	
  باشد.در شرايطي كه ضريب شكلي عدد بزرگي باشد، به اين معني است كه لايه مرزي در شرف جدا شدن از سطح مي

  26يا روش فون كارمن 25. روش انتگرال مومنتوم2-5

ضخامت لايه مرزي و همچنين ضريب درگ را در جريان توان كارمن با استفاده از انتگرال مومنتوم نشان داد، مي

يكنواخت بر روي صفحه مسطح به دست آورد. پس براي به دست آوردن رابطه انتگرال مومنتوم لازم است كه از 

  معادلات لايه مرزي  به شرح ذيل شروع گردد:

                                                           
24 Shape Factor 
25 Momentum Integral 
26 Von Karman 
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)65-11(  ∂u"∂x + ∂u:∂y = 																يا																		0 ∂u"∂x 
 3∂u:∂y  

  استفاده از تعريف مشتق خواهيم داشت: با

)66-11(  u" ∂u"∂x 
 ∂∂x �u"A� 3 u" ∂u"∂x  

  ) خواهيم داشت:11-66) در معادله (11-65با جاگذاري معادله (

)67-11(  u" ∂u"∂x 
 ∂∂x �u"A� + u" ∂u:∂y  

  ) لايه مرزي خواهيم داشت:11-39) در معادله (11-67با جاگذاري معادله (

)68-11(  
∂∂x �u"A� + u" ∂u:∂y + u: ∂u"∂y~������������:������

= ν ∂Au"∂yA  

  ) در عرض لايه مرزي خواهيم داشت:11-68با انتگرال گيري از معادله (

)69-11(  0 ∂∂x �u"A�dy + 0 d�u"u:�dy =<
2 ν 0 d O∂u"∂y P<

2
<

2  

  پس مي توانيم به نويسيم: 

)70-11(  0 ∂∂x �u"A�dy + �u"u:�2< = ν �∂u"∂y �2
<<

2  

  شوند:شرايط مرزي در جريان صفحه مسطح به صورت ذيل نوشته مي

1شرط مرزي   )71-11( 	:	u"�x, 0� 
 u:�x, 0� 
 �در	صفحه	مسطح�																						0 

2شرط مرزي   )72-11( 	:	u"�x, δ� 
 U																																									خروجي�	جريان	در� 

3شرط مرزي   )73-11( 	:	τH 
 μ	 ����: �:;2 �در	صفحه	مسطح�																																					 

4شرط مرزي   )74-11( 	:	����",<��: 
 �در	جريان	خروجي�																																											0 

  ) خواهيم داشت:11-70با اعمال شرايط مرزي بالا در معادله (
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)75-11(  0 ∂∂x �u"A�dy + Uu:�x, δ� 
 3τHρ<
2  

  از طرفي با انتگرال گيري از معادله پيوستگي خواهيم داشت:

)76-11(  0 ∂u"∂x dy + 0 d�u:� = ,u:�x											يا									0 δ� 
 30 ∂u:∂x dy<
2

��(",<)
2

<
2  

)77-11(  Uu:�x, δ� 
 3U0 ∂u"∂x dy<
2  

  ) خواهيم داشت:11-77) و (11-75پس با ادغام معادلات (

)78-11(  0 ∂∂x �u"A�dy 3 U0 ∂u"∂x dy<
2 = 3 τHρ

<
2  

) ساده شده و معادله مذكور به صورت ذيل نوشته 11-78هاي طرف چپ معادله (انتگرال 27با استفاده از قانون لايب نيتز

  شود:مي

)79-11(  ddx0 u"Ady 3 U ddx0 u"dy<
2 = 3 τHρ

<
2  

  ) خواهيم داشت:11-79هاي معادله (مقداري ثابت است پس با جابجايي عبارت Uچون 

)80-11(  ddx0 u"�U 3 u"�dy = τHρ
<

2  

خواهيم  u2) بر 11-80شود. از طرفي با تقسيم دو طرف معادله (اطلاق مي "انتگرال مومنتوم") معادله 11-80معادله (

  داشت:

)81-11(  ddx0 u"U 81 3 u"U 9 dy = τHρUA
<
2  

) به صورت 11-81)، معادله انتگرال مومنتوم، يعني معادله (11-12با استفاده از تعريف ضخامت مومنتوم، يعني معادله (

  شود:ذيل نوشته مي

)82-11(  dθdx 
 τHρUA τH																				يا																										 
 ρUA dθdx	
  شود.جريان آرام و مغشوش استفاده مي) براي هر دو 11-82معادله (

                                                           
27 Leibnitz's Rule 
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  . روش تقريبي با استفاده از انتگرال مومنتوم3-5

شود. در اين ها و ضريب درگ از روش انتگرال مومنتوم استفاده ميبراي محاسبه مشخصات لايه مرزي مانند ضخامت

پيشنهاد شده  ux/Uي تا كنون براي روش ابتدا لازم است براي پروفيل سرعت يك تابع تقريبي ارائه نمود. توابع مختلف

پيشنهاد  ux/Uاي براي دهند. در اين جا يك تابع چند جملههاي تقريبي مناسبي ارائه ميها جواباست. ليكن تمام آن

شود. ليكن قبل از ارائه هر گونه تابع لازم است شرايط مرزي براي محاسبه ضرايب تابع پيشنهادي به شرح ذيل ارائه مي

  شود:ه بايد توجه داشت شرايط مرزي لازم به ترتيب ذيل اعمال ميشود. البت

 شرط مرزي اول (عدم لغزش در سطح): �

  ux=uy=0  داريم: y=0در 

 با سرعت جريان خروجي): y=δشرط مرزي دوم (يكساني سرعت در  �

  ux=U  داريم: y=δدر 

 با جريان خارجي): y=δشرط مرزي سوم (پيوستگي سرعت جريان در  �

…  داريم: y=δدر  , ∂Au"
∂yA = 0						،						 ∂u"

∂y = 0		 
  هاي بالاتر بر روي سطح):شرط مرزي چهارم (ناپديد شدن مشتق �

…  داريم: y=0در  , ∂Vu"
∂yV = 0						،						 ∂Au"

∂yA = 0 

  شود:ذيل پيشنهاد مي سرعت به صورتبراي ارائه روش تقريبي پروفيل 

)83-11(  u"
U = A + B 8yδ9 + C 8yδ9A + D8yδ9V	

  شود:اعمال مي 4و 3، 2، 1ابتدا شرايط مرزي  -1

)84-11(  u"
U = �شرط	مرزي	اول�																																																																														0 

)85-11(  u"
U = B + C + D = �شرط	مرزي	دوم�																																																						1	
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)86-11(  ∂(u" U⁄ �∂y = B + 2C + 3D = �شرط	مرزي	سوم�																																					0	
)87-11(  ∂A�u" U⁄ �∂yA = 2C = 0													; 					C 
 �شرط	مرزي	چهارم�																					0	

  شود:)، مقادير ضرايب پروفيل سرعت به صورت ذيل حاصل مي11-87) تا (11-84با حل همزمان معادلات (

A 
 0									; 								B 
 32								 ; 							C 
 0							; 								D 
 312 

  آيد:بنابراين پروفيل سرعت به صورت ذيل به دست مي

)88-11(  u"U 
 32 8yδ9 3 12 8yδ9V 

 ξ=y/δكنيم آوريم. به اين ترتيب فرض مي) به دست مي11-12ضخامت مومنتوم لايه مرزي را با استفاده از معادله ( -2

 نماييم:) را در معادله ضخامت مومنتوم جاگذاري مي11-88بوده و معادله (

)89-11(  
θ 
 0 u"U 81 3 u"U 9 dy = δ0 O32 ξ 3 12 ξVP O1 3 32 ξ + 12 ξVP dξr

2
<
2 	

θ 
 78560 δ 
 0.1393δ 

  تنش برشي بر روي ديواره سطح مسطح -3

)90-11(  τH 
 μ∂u�x, y)∂y �:;2 = μ [3u2δ 3 3uyA
2δV ]:;2 


3μu2δ 	
 انتگرال مومنتوم) با استفاده از δمحاسبه ضخامت لايه مرزي ( -4

τH 
 ρUA dθdx 										 ; 						3μU2δ 
 ρUA dθdx 									 ; 								3μU2δ 
 0.1393	ρUA dδdx					
  پس خواهيم داشت:

)91-11(  δdδ 
 	 3μU2�0.1393�ρUA dx											,									δdδ 
 10.76 νUdx	

νكه µ/ρ باشد. حال با اعمال شرط مرزي در ميx	
	0 ،δ	
) 11-91انتگرال گيري از معادله (باشد. پس با مي 0	

  خواهيم داشت:

)92 -11(  δx 
 4.641√Re �جواب	تقريبي�																				 

262



 

 25

اي دهد. براي محاسبه ضريب اصطكاك پوسته% خطا نشان مي2/7) بلازيوس 11-57) با معادله (11-92مقايسه معادله (

  خواهيم داشت:

)93-11(  cG = τH12 ρUA 

3μU2δ12 ρUA 															 ; 										cG 
 0.646^Re" �جواب	تقريبي�													

هاي قابل قبولي براي لايه مـرزي بـه دسـت    توان جوابشود كه با ارائه روابط تقريبي براي پروفيل سرعت ميملاحظه مي

گونـه كـه ملاحظـه    دهـد. همـان   هاي سرعت تقريبي نشان ميبا پروفيل cfهاي مختلفي براي ) جواب11-2آورد. جدول (

  دهد.هاي مناسبي ارائه ميشود براي پروفيل سرعت رابطه سينوسي نيز جوابمي

				
CG√Re	8u"U 9  پروفيل	تقريبي	

0.578  �yδ� 

0.730  2�yδ� 3	�yδ�A  

0.646  32 �yδ� 3 12	�yδ�V 

0.686  
2	�yδ� 3 2	�yδ�V

+	�yδ�� 

0.656  sin�π2 yδ� 

0.664  Exact	(Blasius) 
  سرعت تقريبي و ضريب اصطكاك پوسته اي براي لايه مرزي: پروفيل هاي 2جدول 
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  لازم است چند نكته توضيح داده شود:

باشد. در جريان پايين دستي ضخامت لايه مرزي افزايش پيدا مي x=0 ،δ=0از معادله بلازيوس نتيجه مي شود كه، در  �

δكند، به طوري كه مي ∝ √x باشد. براي ميx  داده شده، ضخامت لايه مرزي با افزايش سرعت جريان آزاد)U(  كم

  شود.مي

) و با افزايش x=0شود كه تنش برشي نزديك لبه صفحه خيلي زياد است (در از معادله تنش برشي بلازيوس  ملاحظه مي �

  كند.فاصله از لبه صفحه، مقدار تنش برشي كاهش پيدا مي

"Au∂نيست، چون تقريب  تقريب لايه مرزي در لبه صفحه صادق � ∂xAS ≪ ∂Au" ∂yAT باشد. به هر حال صادق نمي

  ناحيه لبه صفحه در مسائل مهندسي اهميت ندارد.

باشد به طوري كه نيروهاي اينرسي حاكم بوده و نيروهاي هاي زياد از لبه صفحه، عدد رينولدز خيلي بالا ميدر فاصله �

افتد. ليكن اگر اتفاق مي 5× 105ان آرام به مغشوش در رينولدز باشند. انتقال از جريويسكوز قابل اغماض يا كم مي

  استفاده نمود. 106توان معادلات لايه مرزي آرام را تا رينولدز صفحه صاف باشد، مي

  شود.تر از لايه مرزي مثالي آورده ميبراي تحليل و فهم مناسب

در عقب يك قايق در آب دريا كشيده مي شود قايق   cm 25در  cm 25يك صفحه مسطح بسيارنازك با ابعاد  -مثال

حركت مي كند. ضخامت لايه مرزي در صفحه در ايـن جـا محاسـبه مـي      oC 15در آب با دماي  km/hr 12با سرعت 

  شود. هم چنين نيروي لازم براي كشيدن صفحه در آب به دست مي آيد.

  حركت سيال روي صفحه به صورت جريان آرام است يا نه:ابتدا بايد عدد رينولدز محاسبه شده تا بررسي شود كه آيا 

Re" 
 ρUxμ 
 O1000 kg
mVP 8120003600

m
s 9 (0.25Cm)

80.0012 N. s
mA 9

≅ 6.9 � 10� 

مي باشد. ليكن اگر صفحه به اندازه كافي صاف بود، و جريان يكنواخت باشـد،   9/6× 105 < 5× 105مقدار عدد رينولدز 

  با استفاده از معادله بلازيوس خواهيم داشت:مي توان اين جريان را آرام فرض نمود. بنابراين 
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δ 
 5x^Re" 

5 � 0.25Cm√694444 = 	0.0015Cm	 ≅ 1.5	mm 

CG = 1.33^Re"

 1.33
√694444 
 1.6 � 10�V	

τ� 
 1
2CGρUA 
 1

2 (1.6 � 10�V) O1000	 kgmVP O120003600 ms PA = 8.87	 NmA 

F��� = 2τ�A = 2 O8.87	 NmAP (0.25 � 0.25	mA) = 1.11	N 
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  . خلاصه (جمع بندي)6

انـد، بـه طـوري كـه اثـرات قـوي       هاي نازكي از سيال كه همواره به سـطح جامـد چسـبيده   لايهلايه مرزي عبارت است از 

توان مشاهده نمود: ناحيه نيروهاي ويسكوز در اين لايه وجود دارد. در جريان آزاد اطراف يك جسم جامد، سه ناحيه مي

مرزي سيال چرخشي فـرض شـده بـه طـوري      داخلي (لايه مرزي)، ناحيه خارجي (جريان پتانسيلي) و ناحيه دنباله. در لايه

كه گردابش ها در عرض لايه مرزي نفوذ مي كنند. جريان خارجي به صورت غيرلزجي بوده و به صورت غيـر چرخشـي   

مي باشد. در ناحيه دنباله گراديان سرعت زياد نبوده و اثرات ويسكوزيته اهميت ندارد. لايه مرزي در بسياري از عمليـات  

اهميت دارد چون نفوذ جرم و گرما بيشتر در لايه مرزي واقع مي شود. در لايه مرزي مغشوش، تنش هاي مهندسي شيمي 

برشي بستگي به ويسكوزيته گردابي دارد اما در لايه مرزي آرام تنش هاي برشي  فقط به ويسكوزيته نيـوتني وابسـته مـي    

سـرعت جريـان    99ي كه سرعت سيال در آن به %اباشد. ضخامت لايه مرزي عبارت است از فاصله بين مرز جامد و ناحيه

سه روش بـراي حـل معـادلات مـرزي روي صـفحه مسـطح وجـود دارد: روش بلازيـوس، روش انتگـرال          رسد. آزاد  مي

 مومنتوم و روش عددي.
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  هاي پايان درسپرسش. 7

ي شود و همزمـان مـايعي   به سمت راست كشيده م Vيك نوار پيوسته از يك لايه فلزي انعطاف پذير، با سرعت ثابت  -1

مي پوشـاند (شـكل    h(x)از مخزن خارج مي شود و سطح نقاله را با ضخامت  σو تنش سطحي  μپليمري با ويسكوزيته 

  زير). 

  را بنويسيد. xبا فرض اين كه نيروهاي فشار و ويسكوز غلبه دارند، معادله مومنتوم در جهت  −

  بستگي داشته باشد، پروفيل سرعت را به دست آوريد. xاگر فشار داخل فيلم مايع، تنها به  −

  اگر تنش سطحي اهميت داشته باشد، آن گاه پروفيل سرعت چگونه خواهد بود؟ −

  برسد، آن گاه معادله اي براي محاسبه ضخامت فيلم مايع در طول نقاله بنويسيد. ∞hاگر ضخامت فيلم مايع در نهايت به  −

  

  

  

  

  

ج: ابتدا  معادله پيوستگي و معادله مومنتوم را براي لايه مرزي مي نويسيم. آن گاه با اعمال فرضيات خواسته شده همراه با 

شرايط مرزي حاكم، پروفيل سرعت را به دست مي آوريم. در صورت اهميت نيروهاي تنش سطحي، ترم مربوط به تنش 

دله را با اعمال شرايط مرزي براي سرعت حل مي كنيم. با استفاده سطحي را در معادلات حركت اعمال كرده آنگاه معا

از معادله مربوط به محاسبه ضخامت لايه  مرزي، با كمك پروفيل سرعت به دست آمده، مي توان معادله مربوط به 

  ضخامت فيلم مايع به دست آورد. 

1
Lيك صفحه تخت با ابعاد  -2 m  وb
3 m واخت به موازات جرياني با سرعت يكنm/s 2  .قرار داده شده است

نيروي درگ اعمال شده بر يك طرف اين صفحه را بيابيد و در انتهاي تيغه، مقدار ضخامت مومنتوم، ضخامت جابجايي و 

x 

y 

h 
Direction of motion 

Free Surface 

Moving Substrate 

Coating  
bath 

V 
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1.46�10-5
νو  ρ=1.23 kg/m3ضخامت لايه مرزي را براي هوا ( m2/s) و براي آب (ρ=1000 
kg/m3  وν
1.02�10-6 m2/s.به دست آوريد (  

از روابط مربوط به محاسبه نيروي درگ، ضخامت مومنتوم، ضخامت جابجايي و ضخامت لايه مرزي كه در متن  ج:

  درس براي صطوح مسطح گفته شد، استفاده كرده و مقادير عددي مربوطه را جايگذاري مي كنيم.

1
Aو   0.3
CDو  m=2000 kgو با جرم  m/s 100ماشيني با سرعت  -3 m2  از يك چتر نجات براي

كاهش سرعت خود استفاده مي كند (شكل زير). با فرض اين كه ضريب درگ ثابت بوده و اصطكاك چرخ ها قابل 

ثانيه محاسبه كنيد. از جريان دنباله  1000ثانيه و  10چشم پوشي باشد و ماشين نيز فاقد ترمز باشد، سرعت ماشين را پس از 

  است به وجود آيد صرف نظر كنيد.اي كه ميان ماشين و چتر ممكن 

  

ج: برآيند نيروهاي وارد بر سيستم (در راستاي حركت ماشين) را با درنظر گرفتن نيروهاي موثر بر سيستم به دسـت آورده  

  آن گاه با در اختيار داشتن شتاب سيستم مي توان سرعت ماشين را در هر لحظه محاسبه كرد.

  را بدست اوريد.رال مومنتوم روي صفحه تخت پروفيل سرعت زير الف) با استفاده از آناليز انتگ – 4

U US Z A + B 8y δS 9 + C 8y δS 9V + D8y δS 9� 
  را محاسبه كنيد. θ/x ،δ*/xب) مقادير  

  بالا محاسبه كنيد. پروفيل سرعترا براي  Cfج) معادله 

مقدار نيروي كـل را وارده بـر صـفحه     ft × 3.5 ft 2.5بر روي صفحه با ابعاد   ft/sec 0.75د) براي سيال آب با سرعت 


 µ = 6.72 × 10 – 4 lbm/ft.sec ; ρ. ( محاسبه كنيد 62.4 lbm/ft3(  

  ) گفته شد براي حل مساله استفاده مي كنيم.  5-3ج: از همان روشي كه در بخش (
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يـان دارد.  يك لايه نازك ويسكوز از سيالي بر روي يك ديوار عمـودي تحـت نيـروي گرانشـي بـه طـرف پـايين جر        -5

Uسرعت سيال در لبه خارجي لايه مرزي برابر  
 ^2gx    مي باشد. با فرض اين كه پروفيل سرعت سيال به صـورت ذيـل

  را بدست آوريد. �δ(xو  �h�xباشد، مقادير 

v" 
 ¡¢
£ U�2η 3 ηA�																											0 _ η _ 1
U																																	1 _ η _ h�x� δ(x�⁄ 																																					η 
 y/δ

 

ج: از روش انتگرال مومنتوم استفاده كرده با اعمال پروفيل سرعت داده شده، و نيز در اختيار داشتن سرعت جريان آزاد، 

(خارج لايه مرزي) مي توان طبق روشي كه در متن درس براي صفحات مسطح بيان شد، مقادير مجهول در مساله را به 

  ي محاسبه كرد.راحت
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  . مقدمه1

در فصل يازدهم، به توصيف لايه مرزي و روش هاي حل معادلات لايه مرزي پرداختيم. در اين فصل به بحـث در مـورد   

هاي مرزي در نواحي توسعه نيافته كانال ها و نيز لايه مرزي در جريانات عبوري از اجسام غوطه ور و حل اين دسته از لايه

ادلات مي پردازيم. روش كار دراين جا نيز طبق همان اصولي است كه در مورد لايه مرزي در فصل قبل گفته شد. هم مع

چنين در اين فصل، به برخي كاربردهاي معادلات لايه مرزي اطراف اجسام غوطه ور خواهيم پرداخت. در انتهاي فصـل،  

لايه مرزي و عوامل موثر بر آن مورد بررسي قرار خواهند ضمن معرفي لايه مرزي در جريان مغشوش، مفهوم جدايش در 

گرفت. بخش پاياني اين فصل، به عنوان نمونه، به بررسي رابطه ميان جدايش لايه مرزي با نيروهاي درگ و ليفت وارد بر 

  اجسام غوطه ور مي پردازد. 

  . جريان در ناحيه ورودي به كانال يا لوله2

گردد. جريان ويسـكوز را در  ها و لوله هاي بلند با استفاده از نظريه لايه مرزي تحليل ميجريان سيالات در مجاري كانال 

 xدر جهـت   vx) ملاحظه نماييد. مولفه سـرعت  12-1يك كانال كه از دو صفحه موازي تشكيل شده است مطابق شكل (

رعت بر روي صفحات صفر مي بوده و از ساير مولفه هاي سرعت صرف نظر مي شود. در حركت سيال به داخل كانال، س

، لايـه هـاي مـرزي روي دو صـفحه كانـال      Leباشد، به طوري كه لايه مرزي به تدريج توسعه پيدا كرده و بعد از مسافت 

 = δتداخل مي نمايد و پروفيل سرعت به صورت سهموي مطابق شكل نشان داده شده مي شود. ضخامت لايه مـرزي از  

  ي نصف عرض كانال مي رسد.يعن δ = h = H/2شروع شده و به  0

لـذا   Le /Hكاملا توسعه پيدا مي كند. هدف بـه دسـت آوردن    Leمطابق شكل ملاحظه مي شود كه لايه مرزي در فاصله 

 حسب عدد رينولدز است.
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  : توسعه پروفيل سرعت بين دو صفحه موازي12-1شكل 

براي آناليز جريان با استفاده از تئوري لايه مرزي از يك صفحه شروع مي كنيم. به عنوان مثال از صفحه پاييني معـادلات  

باشـد. از روش انتگـرال مومنتـوم بـا پروفيـل       δ=hراتوسعه داده به طوري كه ضخامت لايه مرزي توسعه داده شده برابر 

  تقريبي سرعت به صورت ذيل شروع مي كنيم:

)1-12(  u� = V �2 y
δ � y�

δ�� 

  مقدار سرعت بيشينه در وسط كانال مي باشد. براي تسهيل آناليز از متغير زير استفاده مي شود: Vكه 

)2-12( α = δ
y 

  حال موازنه هاي جرم و مومنتوم را روي كانال مي نويسيم:

 1شار جرمي )1

)3-12( m� = ρVh �  ρVδ�������
شار جريان اصلي

� ρ � v�dy 
!�������

شار لايه مرزي

 

  ) و انتگرالگيري از آن خواهيم داشت:12-3) در معادله (12-1معادله (با جايگذاري 

)4-12( m� = ρV"h � δ# � 2
3  ρVδ = ρVh %1 � α

3' 
 ) استفاده شده است.12-4در معادله ( δ = αhكه 
 
  

                                                           
1 Mass flux 

x=Le 

H 

δ 

δ 

x 

y y=h 

y=0 

V x=0 
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  ٢شار مومنتوم )2

)5-12( 
M� = ρV�h �  ρV�δ���������

شار مومنتوم جريان اصلي

� ρ � v��dy 
!�������

شار لايه مرزي

 
  ) و انتگرالگيري خواهيم داشت:12-5معادله () در 12-1كه با جايگذاري معادله (

)6-12( M� � ρV�"h � δ# � 815  ρV�δ � ρV�h +1 � 715 α- 
 ٣تنش برشي در ديواره كانال )3

)7-12( τ/ � μ +dv�dy -12! � 2μVδ � 2μVαh  
 معادله برنولي براي جريان اصلي ورودي به كانال )4

)8-12( V�2 � Pρ � dPdx                             يا                     .ثابت � �ρV dVdx  
 xموازنه مومنتوم ديفرانسيلي در جهت  )5

  )، المان حجمي بين صفحه پايين و مركز كانال كه تنش برشي آن صفر است، قرار دارد. 12-2مطابق شكل (

  

  

  

  مومنتوم بر روي المان حجمي در كانال: موازنه 12-2شكل 

 

ملاحظه مي شود كه نيروي شتابي (مشتق مومنتوم)، نيروي فشاري و نيروي برشي بر حركت سيال تاثير گذارند. البته بعد 

از تشكيل لايه مرزي كه پروفيل سرعت سهموي شكل مي گيرد، تغييرات نيروي شتابي صفر خواهد شد. پس خواهيم 

  داشت:

                                                           
2 Momentum flux 
3 Wall shear stress 

 τyx=0 خط مياني

P � dPdx dx 

5� � d5�dx dx dx 

h 

P 

5�  
 صفحه پاييني τω ديواره

x 

y 
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)9-12( 6M� � �M� � dM�dx dx�7�������������
تغييرات نرخ مومنتوم'نيروهاي شتابي%

� 8Ph � +P � dPdx dx- h9���������������
تغييرات نيروي فشاري

� :τ/dx;�����
تغييرات نيروي برشي

� 0 
  ) خواهيم داشت:12-9با ساده سازي معادله (

)10-12( τ/ � dM�dx � dPdx h � 0 
گيـري از معادلـه   ) بـه دسـت آمـد. پـس بـا مشـتق       12-6از طرفي شار مومنتوم با استفاده از موازنه شار مومنتوم از معادلـه ( 

  مذكور خواهيم داشت:

)11-12( dM�dx � ρh <2V dVdx +1 � 715 α- � 715 V� dαdx= 
  ) و ساده سازي خواهيم داشت:12-10) در معادله (12-11) و (12-8)، (12-7با جايگذاري معادلات (

)12-12( 10μρV>h� � α"6 � 7α#"3 � α#� dαdx 
  به روش ذيل به دست مي آيد: <Vكه سرعت متوسط 

)13-12( m� � ρV>h � ρVh %1 � α3' 
)14-12( V � 3V>3 � α 

، يعني از ابتداي صفحه تا محلـي كـه لايـه    x�Leو  x�0) و انتگرالگيري در بازه 12-12با جداسازي متغيرهاي معادله (

  مرزي كاملا توسعه يافته است، خواهيم داشت:

)15-12( 10μρV>h� � dx@A
! � � α"6 � 7α#"3 � α#� dαB

! � 1.048 
  بنويسيم:) را مي توانيم به صورت زير 12-15بنابراين معادله (

)16-12( LDh � 0.1048 ρV>hμ  
ReFملاحظه مي شود كه  � ρV>h/μ ) براي عرض 12-16مي باشد. حال اگر معادله (H       يعنـي بـر حسـب فاصـله بـين دو

  صفحه نوشته شود، خواهيم داشت:
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)17-12( LDH = 0.0274 ReG 
ReGكه  = ρV>H/μ   .به همين ترتيب براي حركت ويسكوز سيال در يك لوله با قطـر  مي باشدD   فاصـله ورودي بـه ،

  صورت ذيل نوشته مي شود:

)18-12( LDD = 0.061Re 
Reكه  = ρV>D/μ  .مي باشد 

  4. راه حل عمومي لايه مرزي اطراف جسم غوطه ور3

نمـود و جـواب هـاي كـاملي بـراي      با استفاده از روش مشابه، بلازيوس لايه مرزي اطراف يك صـفحه مسـطح را تحليـل    

ضخامت لايه مرزي و ضـريب اصـطكاك پوسـته اي ارائـه داد. در ايـن جـا يـك راه حـل عمـومي بـراي حركـت سـيال             

يكنواخت اطراف اجسام غوطه ور كه شكل آن ها غير مسطح بوده يا زاويه جريان آزاد با صفحه موازي نباشد، ارائـه مـي   

  لذا جزييات انشقاق معادلات در اين جا توضيح داده نمي شود.شود. اين روش مشابه بلازيوس است و 

  پارامتر بدون بعد طولي به صورت ذيل تعريف مي شود:

)19-12( η = y
ξ"x# 

  هم چنين پروفيل سرعت به صورت حاصل ضرب توابع ذيل ارائه مي شود:

)20-12( u"x, y# = U"x#ξ"x#f"η# 
) در معادلات لايه مرزي و سـاده سـازي،   12-20مي باشد. حال با جايگذاري مولفه سرعت (  = #x# f"η#ξ f′"η"كه 

  خواهيم داشت:

)21-12( f OOO � αff OO � βQ1 � "f′#�R = 0 
اسـكن اطـلاق مـي شـود. در ايـن      -) جواب عمومي كامل لايه مرزي مي باشد كه به آن معادلـه فـاكنر  12-21كه معادله (

  تعريف شده اند:معادله مشتق هاي مربوط به صورت ذيل 

                                                           
4 Falkner-Skan Solution 
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)22-12( f O"η# � dfdη       ;         f′O"η# � d�fdη�              ;                 f′′O"η# � dTfdηT  
  به صورت ذيل تعريف شده اند: βو  αهم چنين توابع 

)23-12( 
α =

ξ

ν

ddx "Uξ#       ;          β � ξ�ν dUdx     
  براي حالت صفحه مسطح است، يعني: ) شرايط مرزي مساله همانند شرايط مرزي12-21براي حل معادله (

)24-12( f"0# � f O"0# � 0      ;         η � 0      f O"η# → 1                     ;        η → ∞ 
  ) مي توان رابطه ذيل را به دست آورد. 12-23هم چنين با تركيب معادلات (

)25-12( ddx "Uξ�# � ν"2α � β#  

 ) براي صفحه مسطح12-21. كاربرد معادله (1-3

  ) به صورت ذيل به دست مي آيد:12-25) و (12-23مي باشد پس معادلات( β=0و  α=1/2در صفحه مسطح، 

)26-12( 

ddx "Uξ�# � ν        ;             ξ"x# X 0 
ξ� dUdx � 0              ;             U"x# �  ثابت

  ) خواهيم داشت:12-26پس با استفاده از معادله (

)27-12(  U dξ�dx� � ν               ∴                         dξ�dx� � νU     
  ) داريم:12-27كه با حل معادله (

)28-12( ξ"x# � ZνxU  
  ) براي جريان روي صفحه مسطح به صورت ذيل به دست مي آيد:12-21و معادله (

)29-12( f OOO � 12 ff O � 0 
  صورت ذيل حاصل مي شود:) معادله بلازيوس مي باشد كه تابع جريان آن به 12-28كه معادله (

)30-12( ψ"x, y# � √Uνx f + yξ"x#- � √Cνx f � y^νx U⁄ � 
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 ) براي جريان سكوني12-20. كاربرد معادله (2-3

) جريان يكنواخت اطراف يك صفحه مسطح عمود بر جريان را ملاحظه مي كنيد. جريان مـذكور بـه   12-3مطابق شكل (

  مي باشد.  α=β=1حركت سيال سكوني معروف است. در اين جا 

  

  

  

  

  

  : جريان آزاد عمود بر صفحه عمودي (جريان سكوني)12-3شكل 

  ) خواهيم داشت:12-25) و (12-23بنابراين با استفاده از معادلات (

)31-12( ddx "Uξ�# � ν 
ξ� dUdx � ν 

  ) به صورت ذيل نوشته مي شود:12-21و معادله (

)32-12( f OOO � ff OO � 1 � "f′#� � 0 
  شرايط مرزي عبارتند از:

 f"0# � f O"0# � 0        ;       η � 0      f O"η# → 1                       ;      η → ∞ 
  ) خواهيم داشت:12-31كه از حل معادلات (

)33-12( U dξdx � 0              ;                       U"x# X 0 
)34-12(  ξ"x# �  ثابت

V 

x 

y 
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  خواهيم داشت: 5با استفاده از نظريه جريان روي گوه

  ξ"x# � ZνC 																						 ; 																	C � 	ثابت
  بنابراين خواهيم داشت: U(x)=Cx) مي توان نوشت : 12-31ثابت است، پس با استفاده از معادله ( ξچون مقدار 

)35-12(  η � yξ"x# � y
Zν C` 		 										 ; 																	C � 	ثابت

  ) به صورت ذيل نوشته مي شود:12-19بالا و معادله (پس تابع جريان براي سيال سكوني با استفاده از روابط 

)36-12(  ψ"x, y# � √Cνx	
ab
bcf
d
e y
Zν C` f

g
hi
ij	

 . جريان روي گوه3-3

باشـد.  اختيـاري مـي   βو مقـدار   α=1) نشان داده شده است. در اين جا 12-4جريان سيال آزاد روي يك گوه در شكل (

  ) به صورت زير نوشته مي شود:12-25) و (12-23پس معادلات (

)37-12(	ddx "Uξ�# � ν"2 � β#		
)38-12(	ξ� dUdx � νβ	

  

  

  

  

  

  : جريان سيال آزاد اطراف گوه12-4شكل 

  ) و انتگرالگيري خواهيم داشت:12-38) و (12-37با حل معادلات (

                                                           
5 Wedge 

πβ 

279



 

 9

)39-12( U"x# � Cx k�lk 
خـواهيم  ) 12-38) در معادلـه ( 12-39) جريان خارجي را نشان مي دهد. حـال بـا جايگـذاري معادلـه (    12-39كه معادله (

  داشت:

)40-12( ξ"x# � mν"2 � β#C xBlk�lk 
اسـكن (معادلـه   -مي باشد. معادله فـاكنر  πβمقدار زاويه گوه برابر  6از طرفي با استفاده از تئوري جريان پتانسيلي در قطاع

  )) نيز به صورت ذيل نوشته مي شود:21-12(

)41-12( f OOO � ff OO � βQ1 � "f′#�R � 0 
  ذيل نوشته مي شود: ) تابع جريان به صورت12-41با حل معادله (

)42-12( ψ"x, y# � ^C"2 � β#ν x B�lk f"η# 
  كه خواهيم داشت:

)43-12( η � yξ"x# � yx"Blk#"�lk#   m 1"2 � β#ν 
مـي   β=0بوده و براي سيال روي صـفحه مسـطح    β=1كه در معادله بالا براي حالت هاي خاص كه سيال سكوني باشد، 

  باشد.

  7. لايه مرزي مغشوش4

باشد، لايه مرزي ديگر آرام نبوده و  Re n 3.2 ×105تحليل قبلي براي لايه مرزي آرام توضيح داده شد. ليكن زماني كه 

به صورت لايه مرزي مغشوش توسعه داده مي شود. متاسفانه نظريه راه حل كامل براي جريان مرزي مغشوش روي صفحه 

 8لايـه مـرزي مغشـوش عـددي مـي باشـد. كـه از ويسـكوزيته پيچشـي         مسطح تاكنون ارائه نشده است. بيشتر تحليل هـاي  

                                                           
6 sector 
7 Turbulent Boundary Layer 
8 eddy 
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مغشوش استفاده شده است. در تحليل جريان هاي لايه مرزي مغشوش بيشتر از معادله انتگرالي مومنتوم استفاده شده است. 

  )، به صورت ذيل نيز نوشته مي شود:11-85معادله انتگرالي مومنتوم، (

)44-12( V ddx � v�dy 
! � τ/ρ � ddx � v��dy 

!  
  با استفاده از تجربيات آزمايشگاهي در جريان مغشوش در لوله ها، پروفيل سرعت به صورت ذيل پيشنهاد شده است:

)45-12( %v�V 'pqr � %yδ'B/s 
  ) ضخامت مومنتوم لايه مرزي به صورت ذيل محاسبه مي شود:12-44) در معادله (12-45با جايگذاري معادله (

)46-12( θ � � %yδ'B/s u1 � %yδ'B/sv dy 
! � 772 δ 

  ) تنش برشي بر روي ديواره صفحه به شكل زير حاصل مي شود:12-45از طرفي با استفاده از پروفيل سرعت (

)47-12( τ/ � μ dv�dy |12! � 17δ %yδ'lx/s |12! � ∞ 
) بي نهايت مي باشد. بنابراين از اين روش نمـي تـوان تـنش    y�0ملاحظه مي شود كه گراديان سرعت در روي صفحه (

  برشي در ديواره را براي جريان مغشوش محاسبه نمود. 

براي محاسبه تنش برشي بر ديواره سطح مسطح از تنش برشي براي جريـان مغشـوش در يـك لولـه صـاف اسـتفاده شـده        

تجربي ذيل را براي ضـريب اصـطكاك بـر حسـب     است. بلازيوس براي جريان مغشوش در لوله صاف بدون زبري رابطه 

  عدد رينولدز ارائه داد.

)48-12( fy � τ/12 ρvz� � 0.079RelB |⁄ � 0.079 +ρvzDμ -lB | ⁄  
  از طرفي پروفيل سرعت براي جريان مغشوش در لوله به صورت ذيل پيشنهاد شده است:

)49-12( + vv}~�- � %1 � rR'B s⁄ v         يا           � v}~� %1 � rR'B s⁄   
) سرعت متوسط در لوله براي 12-49شعاع لوله مي باشد. با استفاده از معادله ( Rسرعت بيشينه در مركز لوله و  vmaxكه 

  جريان مغشوش به صورت ذيل به دست مي آيد:

281



 

 11

)50-12( vz � � 2πrvdr�! πR� � 45 v}~� 
  ) به صورت ذيل نوشته مي شود:12-50) با استفاده از معادله (12-48پس معادله (

)51-12( τ/12 ρv}~�� � 0.0450 + μρv}~�R-B | ⁄  
  ) را براي جريان مغشوش بر روي صفحه مسطح بنويسيم خواهيم داشت:12-51حال اگر معادله (

)52-12( τ/12 ρU� � 0.0450 + μρUδ-B | ⁄  
تـوان  ) مـي 12-52) و (12-46، كه با جايگذاري در روابط ( τω� ρU2(dθ/dx)از طرفي براي انتگرال مومنتوم داشتيم: 

  نوشت:

)53-12( 0.0225 % ν
Uδ'

B | ⁄
= 7

72 dδ
dx 

  خواهيم داشت: δ|x=0 = 0) و با اعمال شرط مرزي 12-53با انتگرالگيري از معادله (

)54-12( δ
x = 0.371

Re�
B �⁄                 ;                   Re� = xU

ν  

  شود:) به صورت ذيل نوشته مي12-52اي با استفاده از معادله (كه ضريب اصطكاك پوسته

)55-12( Cy = τ/
1
2 ρU�

= 0.0450Re l B | ⁄          ;          Re = Uδ
ν  

  ) نسبت اعداد رينولدز به صورت زير نوشته مي شود:12-55) و (12-54از معادلات (

)56-12( Re 
Re�

= δ
x = 0.371Re�lB � ⁄  

  ) مي توان رابطه ذيل را به دست آورد:12-56بنابراين از رابطه (

)57-12( Re = 0.371Re�| �⁄   

  ) خواهيم داشت:12-55) در معادله (12-57جاگذاري معادله (بالاخره با 

)58-12( Cy = 0.0577
Re�

B � ⁄  (جريان مغشوش)                            
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  9. جدايش لايه مرزي5

مشاهدات تجربي نشان مي دهد كه لايه مرزي در طول مجاري از سطح جامد جدا مي شود. به خصوص ايـن جـدايي در   

اجسام محدب شديدتر مي باشد. در حركت سيال در مجاري اطراف اجسام غوطه ور فشار افت مي كند ليكن در جريـان  

اديان فشار معكوس مي شود. در اجسامي مانند استوانه پايين دستي فشار در دنباله جسم افزايش پيدا كرده به طوري كه گر

گرداب پايين دستي در جريان پايين دستي بـه  ‘و كره جداسازي زود اتفاق مي افتد به طوري كه يك ناحيه به نام دنباله يا 

وقوع مي پيوندد. اگر معادلـه لايـه مـرزي را در سـطح ديـواره جسـم اعمـال نمـاييم بـه طـوري كـه مولفـه هـاي سـرعت               

vx=vy=0 :خواهد بود. بنابراين خواهيم داشت  

)59-12( 0 = � dP
dx � 1

ρ
∂τ/
∂y  

  ) به صورت ذيل نوشته مي شود:12-59پس معادله (

)60-12( dP
dx = μ ∂�u�

∂y� = μ ∂
∂y +∂u�

∂y -
12!

 

پروفيل سرعت مي باشد، پس انحناي منحني سرعت با افت فشار متناسـب اسـت.    10چون مشتق دوم سرعت به مفهوم انحنا

براي بررسي مكانيسم جدايش لايه مرزي از ديواره لازم است افت فشار يا گراديان فشـار را در حالـت هـاي ذيـل مـورد      

  بررسي قرار گيرد.

1( dPdPdPdP////dx dx dx dx � � � � 0000  

). پـس تـابع   2ux/∂y2∂ر ديـواره منفـي خواهـد بـود (    در حالتي كه گراديان فشار منفي باشد، انحناي پروفيـل سـرعت د  

) 12-5مي باشد. در اين شرايط لايه مرزي به ديواره چسبيده و هيچ گاه جدايش رخ نمي دهد. در شكل ( 11سرعت يكنوا

 دهد.پروفيل سرعت را در ديوراه جسم نشان مي
 
 

                                                           
9Boundary Layer Separation 
10Curvature 
11 monotonic 
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 : اثر گراديان فشار و پروفيل سرعت در جدايش لايه مرزي از ديواره12-5شكل

2( dPdPdPdP////dx dx dx dx � � � � 0000  

. پـس تـابع سـرعت داراي نقطـه     )2ux/∂x2 � 0∂( در اين حالت انحنا صفر شده به عبارتي مشتق دوم تابع صفر مـي شـود  

  )  مشاهده مي نماييم.12-9شروع تغيير جهت پروفيل سرعت را در شكل (عطف مي باشد و در نتيجه 

3( dPdPdPdP////dx dx dx dx n n n n 0000   

از طرفـي در   )2ux/∂x2 n 0∂(پس مشتق دوم سرعت مثبت مي باشد. به عبارتي انحنـاي منحنـي در ديـواره مثبـت اسـت      

 ux = Uاز سطح ديواره لازم است كه مقدار سرعت جريان به مقدار سرعت در ناحيه جريان خارجي يعنـي   y=δفاصله 

برسد تا شرط مرزي بين دو جريان داخلي (لايه مرزي) و خارجي تامين شود. بنابراين انحنـاي منحنـي سـرعت در ديـواره     

سرعت سيال شده به طوري كه در ابتـدا نزديـك بـه     منفي مي باشد. اين تغيير انحنا منجر به تغيير جهت y=δمثبت و در 

) مشاهده مي شود. به اين ترتيب ناحيه دنباله در جريان پايين دستي از ابتـدا  12-9ديوار يك جريان عقبگرد مطابق شكل (

  ) به وجود مي آيد.12-9تغيير گراديان فشار مطابق شكل (

ست. ليكن موضوع جدايش به طور تحليلي هنوز به خوبي هاي زيادي در خصوص جدايش لايه مرزي انجام شده ابررسي

شناخته شده نيست. به درستي مشخص نشده است كه معادلات لايه مرزي در ناحيـه جـدايش داراي رفتـار بـا قاعـده مـي       

مورد اختلاف مي باشد. بعضـي نظريـه هـا     u/∂y|x,0�0∂باشند. فرضيه ناپديد شدن تنش برشي در نقطه جدايش يعني 

���� � 0 ���� n 0 ���� nn 0 

 جدايش (دنباله)ناحيه  نقطه جدايش

���� � 0 ���� � 0 
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ناپديد مي شود را بانقطه اي كه جدايش اتفاق مي افتد از هم متفاوت مي بيننـد. بـه هـر حـال هـيچ       dP/dxنقطه اي كه 

مقياس طولي بين اين دو نقطه ارائه نشده است. آنچه مشخص شـده اسـت ايـن اسـت كـه لايـه هـاي مـرزي در گراديـان          

فشاري بايد كمينه باشد. در قسمت بعدي ناحيه جدايش را معكوس فشار اتفاق مي افتد به طوري كه مقدار چنين گراديان 

  بيشتر مورد بررسي قرار خواهيم داد.

  . درگ و ليفت اطراف اجسام غوطه ور6

در فصل هاي قبل و نيز اين فصل اشاره شـد كـه جريـان سـيال يكنواخـت و آزاد اطـراف جسـم غوطـه ور باعـث اعمـال           

  نيروهاي درگ و ليفت بر روي جسم مي شود.

  

  

  

  

  

  

 : نيروهاي وارد بر ايرفويل 12-6شكل 

قرار گيرد موازنه نيروهاي اعمال شده به  U) در معرض سيال يكنواخت با سرعت 12-6اگر جسمي مطابق شكل ( معمولاً

  صورت ذيل نوشته مي شود:

 E��� � D��� � L�� � B��� � G��� 

نيروي خـارجي موازنـه    E، نيروي درگ و D، نيروي ليفت؛ L؛ 12، نيروي شناوريB، نيروي گرانشي؛ Gكه در اين رابطه 

  است. قبلا ملاحظه شد كه ضريب درگ تابعي از عدد رينولدز به صورت ذيل مي باشد: 13كننده

                                                           
12 Buoyancy Force 
13 External Balancing Force 

U B 

G 

L 

D 

E 
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 C� � f"Re) 
باشد، به استثنا براي جريان روي سطوح مسطح، معمولاً روابط تحليلي براي ضريب نظريه درگ ضعيف بوده و كامل نمي

جسامي غير صفحه ارائه نشده است. بيشتر اطلاعات موجود براي اجسام محدب و غير مسطح از طريق تجربي درگ براي ا

حاصل شده است. همان گونه كه در فصل پنجم ارائه شد ضـريب درگ ناشـي از دو قسـمت درگ اصـطكاكي و درگ     

  فشاري به صورت ذيل نشان داده شده است:

  C� = C�,�rD�� � C�,�r�� 

و ليفت نسبت به يكديگر بستگي به جدايش لايه مرزي در دنبالـه جسـم دارد. اگـر اخـتلاف فشـار در       مقدار نسبي درگ

شود. به هر حال نقطه جدايش لايه مـرزي نقـش   جريان بالا دستي و پايين دستي افزايش پيدا كند، درگ فشاري بيشتر مي

  ن كننده دارند كه عبارتند از:مهمي در درگ فشاري دارد. دو عامل در نقطه جدايش لايه مرزي اثر تعيي

  هاي جريان (آرام يا مغشوش):رژيم. 7

افتد و اين بـه دليـل عـدم مقاومـت جريـان در مقابـل افـت فشـار         هاي آرام جدايش لايه مرزي زودتر اتفاق ميدر جريان 

(گراديان) در دنباله جسم مي باشد. در جريان هاي مغشوش جدايش لايه مرزي به تعويق مي افتد بـه طـوري كـه جريـان     

ناحيه مقاومت بيشتري نسبت به افت فشار دارد. در نتيجه ناحيه دنباله در جريان مغشوش كوچكتر مي باشد. كوچك بودن 

دنباله در پشت جسم نمايانگر بازيافت فشار بوده و در نتيجه اختلاف فشار در جريان بالا دستي و پايين دستي كمتر بوده و 

  درگ فشاري نيز كمتر مي باشد. بايد توجه داشت كه زبري مرز جامد جسم نيز باعث كاهش ضريب درگ مي شود. 

  :14طوط جريانشكل هندسي جسم يا هم امتدادي مرزجسم با خ. 8

براي اجسامي كه داراي مرزهاي هم امتداد با خطوط جريان هستند، درگ فشاري(فرم) كاهش مي يابد. براي اين گونـه   

اجسام گراديان فشار معكوس زياد نمي باشد. نتايج تجربي نشان مي دهد كه هر چه مرزهاي جسم داراي گوشه هـاي تيـز   

ق با خطوط جريان باشد، درگ كمتري خواهد داشت. به عنوان مثال، جريان كمتري باشد و داراي انحناهاي صاف و مواف

                                                           
14 Streamlining 
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) ملاحظه نماييد. ديده مي شود كـه بـا اصـلاح مرزهـاي     12-7را اطراف اشكال مشابه مطابق شكل ( Ren100آزاد در 

  كاهش پيدا مي كند. 15/0به مقدار  2جسم، ضريب درگ از مقدار 

  

  

  

  

  : ضريب درگ با اصلاح شكل هندسي حجم12-7شكل

) ملاحظه نماييد. در اين جا اثر عدد رينولدز 12-8در مثالي ديگر، حركت جريان آزاد اطراف يك استوانه مطابق شكل (

در اين جا دو حالت حركت جريان آرام و جريان مغشوش  (آرام يا مغشوش) را بر جدايش لايه مرزي ملاحظه مي كنيد.

  در جدايش لايه مرزي نشان داده مي شود.

  

  

  

 
  

  : جدايش لايه مرزي در استوانه 12-8شكل

به وقوع مي پيوندد در حالي كه در جريان مغشوش  θ � 82 0در شرايطي كه جريان آرام باشد، نقطه جدايش در زاويه 

). در حالت جريان آرام گراديان فشار زودتر معكوس 12-8رخ مي دهد (شكل  θ � 120 0نقطه جدايش در زاويه 

شده به طوري كه تقارن فشار در جريان بالادستي و جريان پايين دستي زودتر از دست مي رود و در نتيجه ضريب درگ 

مي  CD � 0.3بر اندازه گيري شده است. اما در جريان مغشوش ضريب درگ اندازه گيري شده برا CD � 1.2برابر با 

Re>100 

CD=2 U 

 (الف)

CD=1.1 

Re>100 

U 

 (ب)

CD=0.15 

Re>100 

U 

 (ج)

θ=820

P∞ 

U دنباله پهن 

 ب)جريان مغشوش الف)جريان آرام

 ∞P دنباله باريك

U 

θ=1200 
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كاهش پيدا مي كند كه علت آن بازيافت  75باشد. به عبارتي با گذار از جريان آرام به جريان مغشوش ضريب درگ %

  بهتر فشار در جريان مغشوش است.

مانند هر جريان سيال، لايه مرزي ناپايدار است. معمولا ناپايداري لايه مرزي هميشه به صورت مغشوش نمايان مي شود. 

نتيجه لايه مرزي آرام در حالت ناپايداري به لايه مرزي مغشوش تبديل مي شود. خواص لايه هاي مرزي آرام و در 

مغشوش كاملا متمايز از يكديگر است. همان طور كه در بالا، در جريان استوانه توضيح داده شد، بحث ناپايداري لايه 

نجد. عموما ناپايداري بستگي به اغتشاش در لايه مرزي موضوع بسيار مهمي است كه در چارچوب اين فصل نمي گ

مرزي نسبت به زمان دارد. اگر اغتشاش نسبت به زمان رشد نمايد، لايه مرزي ناپايدار خواهد بود ليكن اگر اغتشاش نسبت 

  به زمان ميرا بوده و كاهش يابد، لايه مرزي پايدار خواهد بود.
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  . خلاصه (جمع بندي)9

ور مي توان براي صفحه مسطح، جريان سكوني و جريان معادلات لايه مرزي در اطراف جسم غوطهاز روش حل عمومي 

روي گوه استفاده كرد. بيشتر تحليل هاي لايه مرزي مغشوش عددي بوده و تاكنون حل كاملي براي معادلات لايه مرزي 

افت مي كند لـيكن در جريـان پـايين    مغشوش ارائه نشده است. در حركت سيال در مجاري اطراف اجسام غوطه ور فشار 

كه گراديان فشـار معكـوس مـي شـود و ايـن امـر منجـر بـه پديـده          جسم افزايش پيدا كرده به طوري دنبالهدستي فشار در 

هاي زيادي كه در خصوص جدايش لايه مـرزي انجـام شـده    جدايش لايه مرزي از سطح جامد مي شود. با وجود بررسي

لحاظ تحليلي به خوبي شناخته شده نيست. مقـدار نسـبي درگ و ليفـت نسـبت بـه يكـديگر       است اما اين موضوع هنوز به 

بستگي به جدايش لايه مرزي در دنباله جسم دارد. اگر اختلاف فشار در جريان بالا دستي و پايين دستي افزايش پيدا كند، 

دو عامل موثر در جدايش لايـه   شود. نقطه جدايش لايه مرزي نقش مهمي در درگ فشاري دارد.درگ فشاري بيشتر مي

  مرزي عبارتند از: رژيم جريان (آرام يا مغشوش بودن) و شكل هندسي جسم (هم امتدادي جسم با خطوط جريان).
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  هاي پايان درسپرسش. 10

 �(ترم   vx=� vx nو   vy=0با سرعت  x�0براي شكاف باريكي كه در شكل نشان داده شده است، سيال در  -1
vx n    سرعت متوسط در داخل شكاف است) وارد شكاف مي شود. فرض كنيد كه توزيع سـرعت در ورودي در منطقـه

0�x�Le :به صورت ذيل است 

��
�
��v�

vD
= 2 %y

δ' � %y
δ'

�
       0 � � � �

v�
vD

= 1                            δ � � � �
 

  هستند.  xتابعي از  veو  δكه در اين رابطه 

، را يافته و x<Le>0از سطح مقطع دلخواه در منطقه  Wبا استفاده از پروفيل سرعت داده شده، مقدار نرخ جريان عبوري  −

  را بر اساس پارامترهاي معادله تعيين كنيد. <ve/<vنسبت 

  بيابيد. d(δ/B)/dxبا استفاده از معادله انتگرال مومنتوم، معادله اي ضمني براي محاسبه  −

  به دست آوريد. d(δ/B)/dxرا با استفاده از معادله مربوط به   Leمقدار  −

  به دست آوريد. P(x)-P(x=0)با كمك تئوري جريان پتانسيلي، رابطه اي براي محاسبه  −

 

ج: مقدار دبي جريان از رابطه انتگرالي مربوط به محاسبه دبي جريان از مقطع عرضي حركت سيال محاسبه مي شود. 

نتوم را با استفاده از معادله سرعت داده شده و نيز اعمال فرضيات لازم به دست آورده و آن را براي معادله انتگرال موم

را با  d(δ/B)/dxابتدا معادله ديفرانسيلي مربوط به  Leحل مي كنيم. براي به دست آوردن  d(δ/B)/dxپارامتر 
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