
 

  فصل اول
  
  
  

  
 

  بردارها و ماتريس ها بر مروري
  
  
  
  
  
  

  مقدمه 1- 1
 نرم  همراه با آشنايي اوليه با ماتريسمروري بر قواعد و عمليات بردارها وهدف از اين بخش   

،  ماتريس هاي بلوكيدر مورد برخي از روابط كاربردي سودمند همچنين .  استMATLABافزار 
اين فصل .  است آورده شدهشده در اين مجموعهحات بكار برده معرفي چند ماتريس خاص و اصطلا

 و  ماتريس هاانندگان با مباني اوليه بردارها، داشته و در صورت آشنايي خوجنبه معرفي و مقدماتي
  . مي توان مباحث را از فصل دوم آغاز نمودMATLABكاربرد نرم افزار 



                                               مقدمه اي بر بردارها و ماتريس ها:  اول فصل                                                                                             

Applied Linear Algebra with MATLAB 
S. Sedghizadeh, Systems and Control Dept., KNTU 

2 

  ها، ماتريس ها و قواعد عمليات آنهابردار 2- 1
 طول، كميت هاي.  داراي جهت باشد كميتي است كه هم داراي اندازه و هم1رداربيك 

. مي نامند ٢اسكالرچنين كميت هايي را . سطح، حجم، جرم و اعداد حقيقي تنها داراي اندازه هستند
  . در حاليكه كميت هايي چون سرعت، نيرو و شتاب علاوه بر اندازه داراي جهت نيز هستند

  يك ليست محدودي از اعداد، بصورت سطري يا ستوني نمايش داد،بصورت را مي توان بردار 
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اعداد حقيقي، مختلط  بردار گويند، كه مي تواند  هاي آندرايه يا عناصرهر يك از اين اعداد اسكالر را 
 n×1 به ترتيب ابعادv وuبردارهاي.  يك بردار بستگي به تعداد عناصر آن داردبعد. يا گويا باشند

  . تايي مي نامندn را بردار سطريv تايي وn را بردار ستونيuگاهي براي سهولت.  دارندn×1و
  

  1-1مثال
را در ) سه سطر و يك ستون (×13 ابعادuو بردار ) يك سطر و چهار ستون (×41 با ابعادvبردار

  .نظر بگيريد
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□  
ر را بوسيله يك پيكان نمايش مي دهند، كه طول اين پيكان بيانگر در تعابير هندسي بردا

  .اندازه بردار و جهت آن مشخص كننده جهت بردار مي باشد
  

  
  

    
  

  
   نمايش هندسي بردار-)1-1(شكل
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   بدست مي آيد،1ماتريس ذخيره نماييم ×nmي مرتبط را با ابعادحال اگر داده ها
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  2-1مثال

  در زير نمونه هايي از ماتريس هاي مربعي و غير مربعي آورده شده است،
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□  
  

پارامترهاي ، داده هاي آماري يك سيستم اجتماعي تواند اطلاعاتي مانند عناصر يك بردار يا ماتريس مي
بطور .  باشدنه برداري شده يك سيگنال الكتريكياده هاي نمو و يا دتوصيف كننده يك سيستم فيزيكي

 مي توان بصورت يك Tپس از نمونه برداري با دوره تناوبرا  tu)(سيگنال) 2-1(نمونه در شكل
   تايي نمايش داد،nبردار
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  نمونه برداري شده سيگنال -)2-1(شكل

  

                                                 
١ Matrix 
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  كاربرد آن در محاسبات بردار، ماتريس،MATLABيكي از مهمترين جنبه هاي نرم افزار
براي ايجاد يك بردار سطري مي توان بصورت . روشهاي خاص محاسبات عددي و جبرخطي مي باشد

  زير عمل كرد،

3    2    1   

 a

3]  2  [1  a

=

=

 

   ويرگول در بين درايه ها بدست مي آيد،-به با قرار دادن نقطهيك بردار ستوني نيز بطور مشا
  

3        

2        

1        

 b

[1;2;3]  b

=

=

  

   تعداد عناصر يا همان طول بردار را مشخص مي كند،length(a)دستور 
  

3        

 ans

length(a)

=  

   بصورت زير عمل مي كنيم،×33بطور مثال براي ايجاد يك ماتريس
  

10   8    7      

6    5    4      

3    2    1      

 A

10] 8 6;7 5 3;4 2 [1  A

=

=

 

  
  . براي جدا كردن سطرها استفاده مي شود ) ;(همانطور كه مشخص است از علامت 

  
  مي توان از يك ماتريس فقط برخي از سطرها و ستون هاي آن را استخراج كرد،

8    7     

2    1     

 B

2]) [1 3], A([1  B

=

=
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  براي جابجا كردن سطرهاي يك ماتريس مي توان بصورت زير عمل كرد،
  

3    2    1     

6    5    4     

10    8    7     

 C

:)1], 2 A([3  C

=

=

 

  
 را به Aبطور مثال دستور زير ماتريس. بكار مي رود) يا سطرها( به معني تمام ستون ها  ) :( علامت 

  يك بردار ستوني تبديل مي كند،

10     

6      

3      

8      

5      

2      

7      

4      

1      

 ans

A(:)

=

 

 

  در يك ماتريس مي توان بصورت زير عمل كرد،) يا ستون ها(براي حذف برخي از سطرها 
  

10   7     

6    4     

3    1     

 A

[]  2) A(:,

=

=

 

  
  .  حذف شده استAبيانگر بردار تهي مي باشد، با اين كار ستون دوم ماتريس[ ] در واقع 
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   به يك ماتريس مي توان نوشت،)يا ستون(براي اضافه كردن سطر 
  

10    8    7     

6    5    4     

3    2    1     

 A

A(:,2)] 8] 5; [2; [A(:,1)  A

=

=

 

  .  دوباره به حالت اول خود بر مي گرددAبه اين ترتيب ماتريس
  

 به راحتي مي توان عناصر ماتريس ها را بررسي و آنها را تحت MATLABبا استفاده از نرم افزار
   را در نظر بگيريد،Aبطور مثال ماتريس. شرايط خاصي انتخاب كرد

  

1  5   0      

3   2   1-     

 A

1] 5 3;0 2 [-1  A

=

=

 

  
 با درايه هاي صفر و يك را توليد مي كند، بطوريكه براي عناصري كه شرط  يك ماتريسA > 1دستور 

مذكور را برآورده مي كنند عدد يك و براي آنهائيكه در شرط مذكور صدق نمي كنند عدد صفر منظور 
  مي شود،

0   1   0      

1   1   0      

 ans

1  A

=

>

 

  
   مي كند را نشان مي دهد، صدقA > 1ط يي را كه در شردستور زير درايه ها

  

3      

5      

2      

 ans

1)  A(A

=

>
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درايه هاي اين ماتريس . براي ايجاد يك ماتريس تصادفي مي توان استفاده كرد rand(m,n)از دستور
]اعدادي در بازه    هستند، كه بطور يكنواخت توزيع شده اند،1,0[

  

0.7919    0.8214    0.7621    0.6068    

0.6154    0.0185    0.8913    0.2311    

0.4447    0.4565    0.4860    0.9501    

= ans

rand(3,4)

  

  
 براي ايجاد يك ماتريس تصادفي است كه عناصر آن بصورت نرمال با ميانگين randn(m,n)ردستو

  صفر و واريانس يك توزيع شده اند،
  

0.7258    0.3273    1.1909    0.1253    

0.1867-   0.0376-   1.1465-   1.6656-   

0.1746    1.1892    0.2877    0.4326-   

= ans

randn(3,4)

   

  
   بسيار پركاربرد هستند،eye(m,n)و  ones(m,n) ،zeros(m,n) دستورهاي

  

0     0     0    1     0     

0     0     0     0     1     

= ans

eye(2,5)

0     0     0     0     0     

0     0     0     0     0     

= ans

zeros(2,5)

1     1     1     1     1     

1     1     1     1     1     

= ans

ones(2,5)
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   و ماتريس ها بردارها درجمع و تفريقعمليات  -1-2-1
نيز همانند اعداد قابليت جمع و تفريق شدن را دارند به شرطي كه از و ماتريس ها بردارها   

  .نظر ابعاد يكسان باشد
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   داريم،B وAبراي ماتريس
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  بصورت زير است،در فضاي دو بعدي نمايش هندسي جمع و تفريق دو بردار 
  
  

  
  
  
  

  
   نمايش هندسي جمع و تفريق دو بردار-)3-1(شكل

  
  

),( 21 uu=u

),( 21 vv=v  

)( 2211 v,uvu −−=− vu  

u  

v  

)( 2211 v,uvu ++=+ vu
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  3-1مثال
  توجه نماييد،  آنها MATLAB و دو ماتريس و كدهاي نرم افزار به جمع و تفريق دو بردار

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−=−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−
+

=+→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−
+

=
2
5,

2
5

2

2
0
1

,
0
5

1

212121

jjj
uuuuuu  

  

  2.0000-  

          5.0000-  

1.0000i + 0   

= ans

u2-u1

          2.0000   

          5.0000-  

1.0000i + 2.0000   

= ans

u2u1

2]; 0; [1; = u2

0]; 5;- j;[1 = u1
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7.0000-  1.0000i - 0        

          1.4142-  1.0000i + 1.0000-  

= ans

B-A

          9.0000   1.0000i - 0        

          1.4142   1.0000i - 5.0000   

= ans

B+A

8];  sqrt(2);0  j-[3=B

1];  0;-j  [2=A

  

  .بعد از دستورات سبب مي شود كه نتايج نوشته نشوند ) ;(وجود علامت 
□  
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   و ماتريس اسكالر در بردار يك عددضرب -1-2-2
ه هر درايه آن  است كي يا ماتريس، بردار در يك عدد اسكالر يا ماتريسضرب يك بردارحاصل  

  در عدد اسكالر مذكور ضرب شده است،
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  .به لحاظ هندسي ضرب يك عدد اسكالر در بردار مي تواند سبب تغيير طول و جهت بردار گردد
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  4-1مثال 

)u)3 و u2 تعريف شده، بردارهاي uبراي بردار j−،به شكل زير بدست مي آيد   
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   داريم،MATLAB با استفاده از نرم افزار 

  

   0        

3.6000i + 0        

9.0000i - 0        

= ans

u*(-3j)

0         

2.4000-   

6.0000    

= ans

u*2

0]; 1.2;- [3; = u
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   بشكل زير بدست مي آيد،A2 را بصورت زير در نظر بگيريم، در اينصورت ماتريسAاگر ماتريس

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

121402
41026
2684

2
6701
2513
1342

AA  

  
   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

12    14   0     2-    

4     10    2     6     

2-    6     8     4     

= ans

A*2

6];  7  0  2;-1  5  1  1;3-  3  4  [2=A

  

□  
  
   تركيب خطي بردارها-1-2-3

nvvvاز بردارهاي 1تركيب خطي يك uبنا به تعريف بردار   ,,, 21 K مي باشد، اگر 
ncccسكالرهايا ,,, 21 Kوجود داشته باشد كه بتوان u،را بصورت زير نمايش داد   
)1-7(            nnccc vvvu +++= K2211  
  
  5-1المث

بردارهاي  را بصورت تركيب خطي از uدر هر يك از سه حالت زير بررسي نماييد، كه آيا مي توان بردار
1v 2 وvنوشت  .  

2211براي اين منظور در هر سه حالت بايد معادله  vvu cc   . را نوشته و حل كرد=+
  

)6,4(),2,1(),20,12(.1 21 −=−=−= vvu  
2211معادله vvu cc    بصورت زير خواهد شد،=+

2,4
2062
124

)6,4()2,1()20,12( 21
21

21
21 −==→

=−
−=+−

→−+−=− cc
cc
cc

cc  

 مي باشد و مي توان آن را بصورت 2v و1v يك تركيب خطي از بردارهايuن برداربنابراي
21 24 vvu   . نوشت=−

)15,3(),10,2(),20,4(.2 21 −−=== vvu  

                                                 
١ Linear Combination 
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  معادلات به شكل مي باشند،

ℜ∈
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

+=
→

=−
=−

→−−+= t
tc

tc
cc
cc

cc
2

1

21

21
21 2

32
201510
432

)15,3()10,2()20,4(

 مي باشد، ولي برخلاف حالت قبل 2v و1v يك تركيب خطي از بردارهايuردر اين حالت نيز بردا
  .فقط يك جواب وجود ندارد و بينهايت تركيب خطي مختلف مي توان بدست آورد

  

)15,3(),10,2(),4,1(.3 21 −−==−= vvu  
  د بود،در اين حالت معادلات به شكل زير خواهن

41510
132

)15,3()10,2()4,1(
21

21
21 −=−

=−
→−−+=−

cc
cc

cc  

 را نمي uبنابراين بردار.  وجود ندارد2c و1cهمانطور كه از معادلات بالا مشاهده مي شود، جوابي براي
  . نوشت2v و1vتوان بصورت يك تركيب خطي از بردارهاي

□  
  

  6-1مثال
   را در نظر بگيريد،uبردار

[ ]1,2,1=u  
  براي كداميك از دسته بردارهاي زير امكان نوشتن يك تركيب خطي بصورت زير وجود دارد؟  

332211 vvvu ccc ++=  

)الف
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−
=

0
2
0

,
1

1
1

,
1
0
1

321 vvv   

  
  خطي داريم،طبق تعريف تركيب 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−
=+
=+−

→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
→++=

1
22
1

0
2
0

0
1
2
1

21

32

21

3

2

2

2

1

1

332211

cc
cc
cc

c
c

c
c

c

c
ccc vvvu

  
لذا .  دستگاه معادلات وجود نداردبا حل دستگاه معادلات بالا در مي يابيم، كه هيچ جوابي براي حل اين

  .  نوشت3vو 1v،2v را نمي توان بصورت يك تركيب خطي از بردارهايuبردار
  



                                                          مقدمه اي بر بردارها و ماتريس ها: فصل اول

Applied Linear Algebra with MATLAB 
S. Sedghizadeh, Systems and Control Dept., KNTU 

13 

)ب
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

0
1

1
,

1
4
0

,
1
1
1

321 vvv     

  
  طبق تعريف تركيب خطي داريم،

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=−+

=+
→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
→++=

1
24

1

0
4
0

1
2
1

21

321

31

3

3

2

2

1

1

1

332211

cc
ccc

cc
c

c

c
c

c
c
c

ccc vvvu

  
  با حل دستگاه معادلات بالا مقادير زير بدست مي آيد،

2
1

321 === ccc  

 مي باشد و مي توان آن را بصورت3vو1v،2v يك تركيب خطي از بردارهايuبنابراين بردار

321 2
1

2
1

2
1 vvvu   . نوشت=++

       

)ج
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

2
4
1

,
1
2
1

,
1
2
3

321 vvv  

  طبق تعريف تركيب خطي داريم،

32

31

321

321

321

3

3

3

2

2

2

1

1

1

332211

5.21
5.0

12
2422

13

2
422

3

1
2
1

cc
cc

ccc
ccc

ccc

c
c

c

c
c

c

c
c
c

ccc

−=
=

→
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++

=++

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
→++= vvvu

  

  
 مي باشد، ولي فقط يك جواب 3vو 1v،2vخطي از بردارهاي يك تركيب uدر اين حالت نيز بردار

  .وجود ندارد و بينهايت تركيب خطي مختلف مي توان بدست آورد
□  
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0,.4

,,,,,.3

,,,.2

,,.1

>→≠∀

+++=++

==

=

uu0u

svsuwvwuswvu

vuvuvu

uvvu

ccc

   بردارها و نُرمضرب داخلي -1-2-4
ضرب يك كميت اسكالر را اختصاص دهد يك  v وuهر قاعده اي كه به يك جفت بردار  
 زير را برآورده ود، به شرط اينكه چهار اصلنشان داده مي ش ,vuاميده مي شود و با نمادن 1داخلي
  سازد،

     )خط تيره نشانگر مزدوج يك عدد مختلط است(  
  )cيك عدد مختاط است (  

 
  
  

 V در يك فضاي برداريnv×1 وnu×1 مختلطضرب داخلي يك جفت برداره به شرايط بالا با توج
  بصورت زير بيان مي شود،

∑
=

=+++=
n

i
iinn vuvuvuvu

1
2211, Lvu      )1-8(  

 در اينصورت ضرب داخلي را. ها هستندiuها مزدوج هايiu يك عدد مختلط است و آنحاصلكه 
   بيان كرد، مي توانبصورت زير

)1-9(    vuuvuvuvvu T ∗∗ ==== ,,  
 با عناصر v وuبنابراين ضرب داخلي دو بردار.  را نشان مي دهدu ترانهاده مزدوجu∗كه در آن

  حقيقي بصورت زير داده مي شود،

)1-10(           ∑
=

=+++=
n

i
iinn vuvuvuvu

1
2211, Lvu  

  بديهي است كه در اين حالت داريم،

)1-11(          vuuvvu TT ==,  

  
  7-1مثال

  . را بدست آوريدu وv و سپسv وuضرب داخلي بردارهاي
]23,3,64[,]4,3,32[ jjjj +−=++= vu  

1911
)812()39()2410(

)23)(4()3)(3()64)(32(
)23()4()3()3()64()32(,

_______________________

j
jjj

jjjj
jjjj

−=
++−+−−=

++−+−−=

++++−+=vu

  

                                                 
١ Inner Product  
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1911
)812()39()2410(

)4)(23()3)(3()32)(64(
)4()23()3()3()32()64(,

________________________

j
jjj

jjjj
jjjj

+=
−++++−=

−+++++=

+++++−=uv

 

همانطور كه پيداست 
_______

,, uvvu   . مي باشد=
□  
  

براي ايجاد ترانهاده و ترانهاده مزدوج يك بردار يا ماتريس به  MATLABدر نرم افزار
   استفاده مي شود،)'(و  ) '.(ترتيب از كاراكترهاي 

i3.0000 - 3.0000             

2.0000i - 2.0000             

1.0000i - 1.0000             

 ans

)'b'*i(a

3.0000i  3.0000             

2.0000i  2.0000             

1.0000i  1.0000             

 ans

).'b'*i(a

[1;2;3];  b 3];  2  [1  a

=

+

+

+

+

=

+

==

 

  
 نقش مهمي در نوشتن دستورات دارد و امكان انجام عمليات بر روي تك تك عناصر ).( عملگر نقطه

به ترتيب بيانگر انجام \.  و ^. و *.بطور مثال عملگرهاي . بردارها و ماتريس ها را ايجاد مي نمايد
  ،و تقسيم از چپ روي تك تك عناصر هستندعمليات ضرب، توان رساني 

1 1  1         

 ans

b'\a.

9  4  1         

 ans

a.^2

9  4  1          

 ans

a*a.

=

=

=
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vuvu

vuvu

uu

0uu

0uu

≤

+≤+

=

==

≠>

,.5

.4

.3

,0.2

,0.1

kk

if

  انجام عمليات ضرب داخلي دو بردار بصورت زير عمل مي كنيم،به منظور 

14            

dotprod 

a'*b dotprod 

=

=

  

  همانطور كه براي بردارها گفته شد در مورد ماتريس ها نيز صدق مي كند،) .( عملگر نقطه

1   4   9      

9   4   1      

 ans

A*A.

; 1] 2 3 3; 2 [1  A

=

=

 

  يي را در بر دارد، خطا چنين پيغامA*Aدستوري بصورت لازم به ذكر است 

.agree must dimensions matrix Inner

*  using Error ¨???

A*A

==>  

  
   مي باشد،×nn يك ماتريسuu∗و  يك عدد اسكالر نامنفي ∗uu مقدارnu×1بردار براي :1نكته

22
2

2
12211 nnn uuuuuuuuu +++=+++==∗ LLuu,uu  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=∗

nnnn

n

n

uuuuuu

uuuuuu
uuuuuu

L

MOMM

L

L

21

22212

12111

uu  

  
يك نُرم تابعي است كه . طلق مي باشد تا اندازه اي شبيه به مفهوم قدر م1نُرممفهوم يك   

 نشان داده مي شود، uيك عدد حقيقي تخصيص مي دهد كه با نماد داده شده uبراي هر بردار
   سازد، بطوريكه شرايط زير را بر آورده

  
  
  )ست اk قدرمطلق k يك اسكالر و kدر اينجا (
  )2نامساوي مثلثاتي(  
  )3 شوارتز-نامساوي كوشي(  

                                                 
١ Norm 
٢ Triangle Inequality 
٣ Cauchy - Schwarz Inequality 
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ط بالا نُرم يك بردار را با توجه به شراي. باشدار، ماتريس و يا سيگنال  مي تواند، بردuدر حالت كلي
  تعريف كرد،مي توان  ,uuبصورت ريشه دوم نامنفي

) 1-12(           ( ) 22
2

2
1

2121
nuuu +++=== ∗ Luuuu,u  

   
  8-1مثال

  . را بدست آوريدv وuنُرم بردارهاي
]0,2,1,4[,]3,1,2[ −=+−= vu jj  

21041160214

151014312
2222

222

=+++=++−+=

=++=++−+=

v

u jj
 

  
vuسپس براي هر يك از دسته بردارهاي زير حاصل 52 − ،vu, ،vu   . را بيابيد−2

)الف
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

4
2
0

,
0
2

3
vu    

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=−

20
14
6

20
10
0

0
4

6

4
2
0

5
0
2

3
252 vu  

4))4(0()22()03(, −=−×+×−+×== vuvu T  

109863

8
6

3

8
4

0

0
2

3

4
2
0

2
0
2

3
2

222 =+−+=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=− vu

  

   براي محاسبه نرُم بردارها استفاده مي شود،norm(u) از دستور MATLABنرم افزار در 

20     

14-    

6      

  ans

v*5-u*2

0]; 2;- [3; = u

4];- 2; [0; =v 

=  
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10.4403     

   ans

v)*2-norm(u

4-     

  ans

u'*v

=

=

  

 ) ب
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

+
=

1
3

3
,

36
0
21 j

j

j
vu       

0))1()36(()30())3()21((,

617
15
112

5
15

15

612
0
42

1
3

3
5

36
0
21

252

* =−×++×+×−==

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−
−

+
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

+
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

+
=−

jjj

j

jj

j

jj

j

j

vuvu

vu
  

12638641

38
6
41

2
6

6

36
0
21

1
3

3
2

36
0
21

2

222 =−+−+−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−
−

+
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

+
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

+
=−

jj

j

jj

j

jj

j

j
vu

  

   داريم،MATLABهمچنين با استفاده از نرم افزار 

11.2250     

    ans

v)*2-norm(u

0      

  ans

u'*v

6.0000i - 17.0000     

15.0000-    

11.0000i- 2.0000      

  ans

v*5-u*2

1];- 3; [3i; =v 

3i];-6 0; 2i;[1 = u

=

=

=

+
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 )ج
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

1

62
,

3
1

1
j

j
vu  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−
+−

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−
+−

+
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=−

11
52

308

5
5

3010

6
2

2

1

62
5

3
1

1
252 j

j
j

j
j

j
vu  

jjj 71))1(3())1(())62(1(, * −−=−×+×−+−×== vuvu  

183521123

5
21
123

2
2
124

3
1

1

1

62
2

3
1

1
2

222 =+−−++−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−
+−

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−
+−

+
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
−
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=−

jj

j
j

j
j

j
j

vu
  

  
  اريم، دMATLABهمچنين با استفاده از نرم افزار 

13.5277      

    ans

v)*2-norm(u

7.0000i - 1.0000-     

  ans

u'*v

11.0000     

5.0000i - 2.0000-     

30.0000i 8.0000-     

  ans

v*5-u*2

1];- i; 6i;-[2 =v 

3]; 1;- [1; = u

=

=

+

=

  

□  
  

  9-1مثال
  . شوارتز و نامساوي مثلثاتي را ثابت كنيد-نامساوي كوشي  

)1-13(      1, ×∈≤ nCvu,vuvu,  
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  با توجه به تعريف ضرب داخلي و نُرم بردارها مي توان نوشت،

0,)(

,

2
_______

2

22

2

≥+−−=

+−−=

−−+−+−+=−−=−

vvuvu,u

vvuuv,u

vv,vu,uv,uu,vuv,uvu

ccc

cccc

ccccccc

 

0u برقرار است، لذا با فرض اينكه cمي دانيم كه تساوي بالا به ازاي هر مقداري از را  است، مقدار ≠

2u

vu,
=c،در نظر مي گيريم   

0,

,)(

0,)(

,)(

2
_______

2

2
_______

22

_______

2
_______

2
2

22

_______

2
_______

2

≥+−=

+−−=

≥+−−=

=+−−

vvu
u

vu,

vvu
u

vu,
vu,vu,

u

vu,

vvu
u

vu,
vu,u

u

vu,

u

vu,

vvuvu,u ccc

 

  بنابراين مي توان نوشت،

vuvu,vuvu, ≤→≤ 222  
  

   نيز بدست آورد،زير را يي توان نامساوي مثلثات شوارتز م-با استفاده از نامساوي كوشي
)1-14(             vuvu +≤+  

  براي اين منظور بصورت زير عمل مي كنيم،

222

22

22

2
_______

2

2

)(2

,2

,Re2

,,

,

vuvvuu

vvuu

vvuu

vvuvuu

vvuvvuuuvuuvu

+=++≤

++≤

++=

+++=

+++=++=+ ,,,v,

  

  .بدست مي آيدا گرفتن ريشه دوم ازطرفين نامساوي مثلثاتي لذا ب
□  
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2u

1u

),( 21 uu=u
u

  10-1مثال 
   زير برقرار است، روابط,nℜ∈vuمي توان نشان داد كه براي دو بردار) الف

22

4
1

4
1 vuvuvu, 2222     و         =+−− 22 vuvuvu +=−++  
  براي اين منظور مي توان نوشت،

222222 2,2 vvu,uvuvvu,uvu +−=−++=+  
  با تفاضل اين دو رابطه از يكديگر داريم،

2222

4
1

4
14 vuvuvu,vuvuvu, −−+=→−−+=  

  با جمع طرفين اين دو رابطه با يكديگر داريم،
2222 22 vuvuvu +=−++  

  
  

vu باشد، حداقل و حداكثر مقدار ممكن براي v=3 و u=7اگر) ب  چه ,vu و+
   مقداري است؟

  با توجه به نامساوي مثلثاتي و تعبير هندسي آن داريم،

104 ≤+≤→ vu
4

10

≥+→−≥+

≤+→+≤+

vuvuvu

vuvuvu
  

  
   شوارتز داريم،-با توجه به نامساوي كوشي

212121 ≤≤−→≤→≤ vu,vu,vuvu,  
□  
  

 مي تواند، بطور هندسي بصورت توان دوم فاصله 2u يك بردار حقيقي باشد، كميتuاگر
  ثال در فضاي دو بعدي داريم،بطور م.  تعبير گرددuمبدأ تا نقطه نشان داده شده با بردار

2
2

2
1

2 uu +=u  
  
  
 

  
 

   نمايش هندسي نرُم بردار-)4-1(شكل
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  فاصله بين دو بردار بصورت زير تعريف مي گردد، v  وu براي دو بردار حقيقي

)1-15   (  22
22

2
11

2/1, nn vuvuvu −++−+−== Lv-uv-uv-u   
  

  ضاي دو بعدي داريم، بطور مثال در ف
2

22
2

11 vuvu- −+−=vu  
  
  

  
  

  
  v-u نمايش هندسي -)5-1(شكل

  
  تعبير هندسي براي نامساوي مثلثاتي بصورت زير مي باشد،

vuvu +≤+  
  
  

  
  

  
vu نمايش هندسي -)6-1(شكل +  

  
  ديگري هم براي نُرم وجود دارد كه در زير آورده شده است،تعاريف علاوه بر رابطه گفته شده 

   معروف است، بصورت كلي زير تعريف مي گردد،pLنُرم يا p1نُرم يك نُرم كه به -1

)1-16(  ∞<≤+++== ∑
=

puuuu pp
n

ppp
n

i

p
ip

1,)()(
1

21

1

1
Lu  

 در p=1  تعريف شود، كه به ازايiuي نُرم  ممكن است بصورت مجموع اندازه هاي تمام مؤلفه ها-2
  . گفته مي شود1Lنرُميا  2نُرم يكحالت قبل بدست مي آيد و به آن 

)1-17(      n

n

i
i uuuu +++== ∑

=

L21
1

1
u  

                                                 
١ p-Norm 
٢ 1 -Norm 

),( 21 uu=u

),( 21 vv=v

vu −

u

v

vu + u

v

vu +
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نرُم  تعريف گردد، كه به آن iu نُرم ممكن است بصورت بزرگترين مقدار در بين تمام مؤلفه هاي-3
  . نيز مي گويندL∞ نُرميا 1نُرم بينهايت يا ماكزيمم

)1-18 (

{ }ini

pp
inip

pp
n

pp

p

p
pn

i
ip

uuuuuu
≤≤≤≤∞→∞→

=
∞→∞

==+++== ∑ 1

1

1

1

21

1

1
max)max(lim)(lim)(lim Lu

  

)در بين اين تعاريف، نُرم -4 ) 21/uu∗ 2نُرم يا 2نُرم دو كه همانL متداول تر است و مي باشد، از همه 
  بصورت زير نيز نمايش داده مي شود،

)1-19(      2
1

22
2

2
1

2
1

1

2

2
)()( n

n

i
i uuuu +++== ∑

=

Lu  

  .نيز گفته مي شود 3 نُرم اقليدسيكه به آن
  

  11-1مثال
]1243[براي بردار  ,-j,=u1 مقدار نُرمL2، نُرمLو نُرم ∞L،را بدست آوريد   

( ) ( )
{ } { } 201,20,3max1,24,3max

3012091243

52412031243
2/12/1222

2

1

==−=

=++=+−+=

+=++=+−+=

∞
j

j

j

u

u

u

  

   نُرم هاي مختلف را مي توان محاسبه نمود، MATLAB از نرم افزار با بكارگيري

4.4721    

= ans

inf)norm(u,

5.4772    

= ans

norm(u,2)

8.4721    

= ans

norm(u,1)

2j;1];-[3;4=u

    

□  

                                                 
١ ∞ -Norm 
٢ 2 -Norm 
٣ Euclidean Norm 
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θ 
v 

u 

  روابطي كه بين نُرم هاي مختلف برقرار است بصورت زير مي باشد، برخي از: 2نكته

)1-20(        

212

2

12

uuu

uuu

uuu

n

n

≤≤

≤≤

≤≤

∞∞

∞

  

به اندازه بردارها و زاويه بين آنها عددي است كه حاظ هندسي ضرب داخلي دو بردار به ل  
   بصورت زير تعريف مي شود،v  وuمربوط است و ضرب داخلي دو بردار 

)1-21(    
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

vu
vu,

arccosθ  →= θcosvuvu,  

  . زاويه بين دو بردار مي باشدθكه در آن 
  

  
  

  زاويه بين دو بردارنمايش هندسي  -)7-1(شكل
  

  را بصورت زير تعريف كنيم، زاويه بين اين دو بردار بصورت زير قابل محاسبه خواهد بود، vو u اگر بردار
  

1.1303        

 angle

norm(v)))*)v)/(norm(u*acos((u  angle

5)':(1 v 

2;:-2u

=

=

=

=

 

 

  ، اگر ضرب داخلي دو بردار برابر صفر باشد،  گويند1متعامد را v وuبا توجه به تعريف دو بردار
)1-22(         0=vu,  

براي بردارهاي .  باشدvu∗=0 و براي بردارهاي مختلطvuT=0به عبارتي براي بردارهاي حقيقي
   رابطه زير برقرار است،v وuمتعامد

)1-23(      2222 vuvuvu −=+=+  
، برابر يك باشدهم  بردارها  بودن نُرم متعامداگر علاوه بر . مي باشد2فيثاغورثكه در واقع همان رابطه 

  . گفته مي شود3يكامتعامد به آن بردارها

                                                 
١ Orthogonal 
٢ Pythagorean 
٣ Orthonormal 



                                                          مقدمه اي بر بردارها و ماتريس ها: فصل اول

Applied Linear Algebra with MATLAB 
S. Sedghizadeh, Systems and Control Dept., KNTU 

25 

 به آن ، باشد كه تمامي آنها دو به دو متعامد باشندشامل بردارهايي Sاگر مجموعه اي مانند: 3نكته
حال اگر در يك مجموعه متعامد نُرم تمامي بردارها برابر گفته مي شود، مجموعه يك مجموعه متعامد 

  . گفته مي شوديكامتعامد به آن مجموعه ،يك باشد
  

  12-1مثال
  ريد،بردارهاي زير را در نظر بگي

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ =−=−= ]4,0,2[],0,1,0[],1,0,2[: 321 vvvS  

321متعامد و يكامتعامد بودن بردارهاي) الف ,, vvvرا بررسي كنيد .  
  براي متعامد بودن ضرب داخلي دو به دوي اين بردارها را محاسبه مي كنيم،

0)4)(0()0)(1()2)(0(,

0)4)(1()0)(0()2)(2(,

0)0)(1()1)(0()0)(2(,

32

31

21

=+−+=

=−++=

=−+−+=

vv

vv

vv
  

براي بررسي يكامتعامد بودن، نُرم بردارها را محاسبه . باشد يك مجموعه متعامد مي Sبنابراين مجموعه
  .مي كنيم

52)4()0()2(

1)0()1()0(

5)1()0()2(

222
3

222
2

222
1

=++=

=+−+=

=−++=

v

v

v

  

  . يك مجموعه يكامتعامد نيستSاز آنجائيكه نُرم تمامي بردارها برابر يك نمي باشد، پس مجموعه
321بردارهاي) ب ,, vvvد تبديل كنيد را به بردارهاي يكامتعام.  

اگر هر يك از بردارها . براي اين منظور بايد بردارها را به نحوي تبديل كنيم كه نرم آنها برابر يك گردد
  را به نُرم خودش تقسيم كنيم چنين هدفي بدست مي آيد،

( )

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛===

−=−==

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=−==

5
2,0,

5
1)4,0,2(

52
11

0,1,0)0,1,0(
1
11

5
1,0,

5
1)1,0,2(

5
11

3
3

3

2
2

2

1
1

1

v
v

u

v
v

u

v
v

u

  

321حال مي توان براحتي نشان داد كه بردارهاي جديد ,, uuuامتعامد هستند، يك 

1

0,,,

321

323121

===

===

uuu

uuuuuu
  

□  
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   و نُرم توابع پيوستهضرب داخلي -1-2-5
] در بازه و حقيقي دو تابع پيوستهxg)( وxf)(فرض كنيد ]ba,ضرب داخلي اين .  باشند

   بصورت زير تعريف مي شود، و حقيقيدو تابع پيوسته
)1-24(        ∫=

b

a
dxxgxff,g )()(  

  
  ي يك بردار را داراست،مي توان نشان داد كه اين تعريف تمامي چهار شرط ذكر شده براي ضرب داخل

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=→=

>→≠
→==

===

+=+=

+=+

===

∫∫

∫∫
∫∫

∫
∫∫

0,0

0,0
)()()(,4.

,)()()()(,3.

,,)()()()(

)())()((,2.

,)()()()(.1

b

a

2b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

fff

fff
dxvfdxxfxfff

fgcdxxgxfcdxxgxcfgcf

hghfdxxhxgdxxhxf

dxxhxgxfhgf

fgdxxfxgdxxgxff,g

  

 
  13-1مثال

]0,/2[ضرب داخلي دو تابع پيوسته زير را در بازه  πمحاسبه نماييد .  
xxxgxxxf cossin)(,cossin)( +=−=  

  با توجه به تعريف بالا داريم،

∫
∫∫

=−=

+−==
2/

0

22

2/

0

2/

0

0)cos(sin

)cos)(sincos(sin)()(
π

ππ

dxxx

dxxxxxdxxgxff,g
  

  . متعامد هستندxg)( و xf)(لذا مي توان گفت كه دو تابع 
□  
  

)0,( كه در بازهtf)( براي يك تابع يا سيگنال پيوسته اسكالر مانند:1نكته   تعريف شده باشد، نُرم ∞
  هاي زير در حوزه زمان قابل بيان هستند،

∫
∞

=
011 )(: dttffL  

)1-25(       
2/1

0

2
22 )(: ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛= ∫

∞
dttffL  

)(sup:
0

tffL
t≥

∞∞ =  
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 يك زيرمجموعه از اعداد حقيقي S اگر، يعنيمي باشد 1مسوپريم در اينجا به معناي supعبارت 
sup(Sa(،باشد  ∋Sxبراي تماميكوچكترين مقداري باشد، بطوريكه  aدر صورتيكه ، است=

xaداشته باشيم،  ≥.  
  

  14-1مثال 
   را بدست آوريد،L∞ و1L،2L هايبراي هر يك از تابع اسكالر پيوسته زير مقدار نُرم

0,)(.1 >= − aetf at  

a
dtedttff at 1)(

001
=== ∫∫

∞ −∞   1sup)(sup
00

=== −

≥≥
∞

at

tt
etff

 
a

dtedttff at

2
1)(

2/1

0

2
2/1

0

2
2

=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛= ∫∫

∞ −∞  

 
10,5.0)(.2 <<−= tttf  

4
1

8
1

8
1)5.0()5.0(5.0)(

1

5.0

5.0

0

1

001
=+=−++−=−== ∫∫∫∫

∞
dttdttdttdttff  

5.05.0sup)(sup
100

=−==
≤≤≥

∞
ttff

tt
  

12
1)5.0()(

2/11

0

2
2/1

0

2
2

=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛= ∫∫

∞
dttdttff  

□  
  

   شوارتز بصورت زير قابل بيان است،- نامساوي كوشي و حقيقيبراي توابع اسكالر پيوسته :2نكته 

)1-26(          
21

2
21

2 )()()()( ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛≤= ∫∫∫

b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxff,g  

  
   ضرب  ماتريس ها-1-2-6

ضرب يك ماتريس در ماتريس ديگر هنگامي امكان پذير است كه تعداد ستونهاي ماتريس   
بنا به . در غير اينصورت عمل ضرب تعريف نشده است. م برابر باشداول با تعداد سطرهاي ماتريس دو
mnAتعريف حاصلضرب يك ماتريس rmB در يك ماتريسija با درايه هاي×  jkb با درايه هاي×

rnCماتريسي مانند   كه درايه هاي آن بصورت زير محاسبه مي شوند، است ×

)1-27(        ∑
=

=
m

j
jkijik bac

1
  

  

                                                 
١ Supremum 
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  15-1مثال
   را در نظر بگيريد، حاصلضرب آنها بصورت زير خواهد بود،B×24 وA×43ماتريس هاي

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

13
20

32
41

,
6701
2513
1342

BA

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

×+−×+×+×−×+×+×+×−
×+−×+×+××+×+×+×
×−+−×+×+××−+×+×+×

=

1217
711

137

)16()27()30()41()36()07()20()11(
)12()25()31()43()32()05()21()13(
)11()23()34()42()31()03()24()12(

AB

  

  . امكان پذير نمي باشدBAيداست حاصلضربهمانطور كه پ
   داريم،MATLAB با بكارگيري از نرم افزار 

agree. must dimensions matrix Inner

* ==> using Error ???

A*B

12-   17    

7     11    

13    7     

= ans

B*A

1];  2;3-  3;0  4;2  [1=B

6];  7  0  2;-1  5  1  1;3-  3  4  [2=A

  

  
□  
  

BAABبديهي است كه در حالت كلي ضرب ماتريسي جابجايي پذير نمي باشد،: 1نكته  ، از اين رو ≠
BAABگرليكن ا. ترتيب حائز اهميت است .  را جابجايي پذير گويندB وA باشد ماتريس هاي=

021122112بطور مثال در ماتريسهاي زير اگر ==== bbaaباشد، آنگاه Aو B جابجايي پذير 
  .خواهد بود
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⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++
++

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++
++

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

2222122121221121

2212121121121111

2221

1211

2221

1211

2222122121221121

2212121121121111

2221

1211

2221

1211

abababab
abababab

aa
aa

bb
bb

BA

babababa
babababa

bb
bb

aa
aa

AB
  

  
mnAبراي ماتريس هاي: 2نكته ×،rmB prC و×    قانون شركت پذيري صادق است،×

)()( BCACAB =  
  از اينرو داريم،

L,3,2,1,,
)()())((

==

===
+ nmAAA

DABCBCDACDABABCD
nmnm  

  
mnAبراي ماتريس هاي: 3نكته ×،mnB ×،rmC rmD و×    قانون توزيع پذيري زير صادق خواهد بود،×

BDBCADACDCBA +++=++ ))((  
  
   مشتق و انتگرال يك ماتريس-1-2-7

mntAمشتق يك ماتريس   ام taij)(برابر مشتق درايهام آن ij ماتريسي است كه هر درايه)(×
mntAماتريس  tام نسبت بهtaij)(بديهي است، اين در صورتي امكان پذير است كه درايه.  باشد)(×

  .مشتقپذير باشد

)1-28(        

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

)()()(

)()()(

)()()(

)(

21

22221

11211

ta
dt
dta

dt
dta

dt
d

ta
dt
dta

dt
dta

dt
d

ta
dt
dta

dt
dta

dt
d

tA
dt
d

nmnn

m

m

L

MOMM

L

L

  

 
mntA يك ماتريسبه طريق مشابه، انتگرال   با ماتريسي تعريف مي شود كه هر درايهt نسبت به)(×

ij ام آن برابر انتگرال درايه)(taijام ماتريسmntA   . باشد)(×
  

)1-29(       

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

∫∫∫

∫∫∫
∫∫∫

∫
dttadttadtta

dttadttadtta

dttadttadtta

dttA

nmnn

m

m

)()()(

)()()(

)()()(

)(

21

22221

11211

L

MOMM

L

L
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   باشند، آنگاه روابط زير برقرار است،t توابعي ازB وAگر عناصر ماتريس هايا: 1نكته

dt
dBAB

dt
dAAB

dt
d

B
dt
dA

dt
dBA

dt
d

+=

+=+

)(

)(
  

  ن گفت، باشد، آنگاه مي تواt يك اسكالر و تابعي ازtk)(اگر: 2نكته

∫∫ −=

+=

b

a

b

a

b

a
dt

dt
dBAABBdt

dt
dA

dt
tdkAtk

dt
dAtAk

dt
d )()())((

 

  

  16-1مثال
   را در نظر بگيريد، مشتق و انتگرال اين ماتريس بصورت زير بدست مي آيد،tA)(ماتريس

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−
+

=
−

22
1

)(
t
et

tA
t

  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−+
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

−
−

∫
3

2

3
12

2
1

)(,
20

1
)(

tt

ett
dttA

t
e

tA
dt
d

t
t

  

□  
  
  ماتريس مربعي اثر -1-2-8

nnA يك ماتريس مربعي مانند1اثر      بصورت زير تعريف مي شود،×

)1-30(          ∑
=

==
n

i
iiaAA

1

)(tr)(trace  

  .ي مجموع عناصر روي قطر اصلي خواهد بودبه عبارت
nnA براي ماتريس هاي:1نكته nnB و×   داريم،×

)(tr)(tr)(tr,)(tr)(tr BABAAA +=+=αα  
mnAبراي ماتريس هاي nmB و× BAAB بدون توجه به اينكه× BAAB و يا =    باشد داريم،≠

∑∑
= =

==
n

i

m

j
jiijbaBAAB

1 1

)(tr)(tr  

   باشد داريم،m=1اگر 
BAAB =)(tr  

                                                 
١ Trace 
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 17-1مثال 
  به موارد زير توجه نمايد،

11542)(
512
241
532

=++=→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
= AtraceA  

   براي محاسبه اثر ماتريس استفاده مي شود،trace(A) از دستور MATLABنرم افزار  در

11    

= ans

trace(A)

5]; 1 2;2 4 5;1 3 [2=A

  

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

−=−−=→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−
−

=

−=−=→⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=

→

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=

3213245)(
13165
2244

1985

324816)(
4855
1816

43
68
21

742
501

BAtraceBA

ABtraceAB

B

A

  
)()(مشخص است كه BAtrABtr    داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار .  مي باشد=

32-   

= ans

A)*trace(B

32-   

= ans

B)*trace(A

4];- 6;3 2;-8 [1=B

7]; 4- 5;2 0 [1=A

   

□  
  
  هاماتريس  دترمينان -1-2-9

nnAبراي هر ماتريس مربعي مانند   مي توان نسبت داد كه  1دترمينان عددي را به عنوان ×
  بصورت زير تعريف مي گردد،

)1-31(      ∑
=

+−==
n

j
ij

ji
ij AaAA

1
)det()1()det(  

                                                 
١ Determinant 
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ijA1()1( يك ماتريس مربعي( −×− nnاست كه از حذف سطر iام و ستونj ام در ماتريس
nnA   . بدست مي آيد×

 بصورت زير قابل بيان ×44 و×33،×22با توجه به تعريف بالا دترمينان ماتريس هاي
  هستند،

   داريم،×22براي يك ماتريس -

)1-32(      21122211
2221

1211 aaaa
aa
aa

A −==  

  
  18-1مثال 

   زير را بدست آوريد،A×22دترمينان ماتريس

23241
43
21

−=×−×=→⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= AA  

   مي توان دترمينان ماتريس را محاسبه نمود،MATLAB نرم افزار det(A) دستور با استفاده از

2-    

= ans

det(A)

4]; 2;3 [1=A

  

□  
  
   داريم،×33براي يك ماتريس -
  

)1-33  (  

)()()( 312232211331233321123223332211

333231

232221

131211

aaaaaaaaaaaaaaa
aaa
aaa
aaa

A

−+−−−=

=
  

  
  19-1مثال 

   زير را بدست آوريد،A×33دترمينان ماتريس

235336)81(5)45(3)220(2
512
241
532

−=−−=−+−−−=→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
= AA  

□  
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   داريم،×44براي يك ماتريس -

44434241

34333231

24232221

14131211

aaaa
aaaa
aaaa
aaaa

A =  

)1-34(    

2423

1413

4241

3231

3433

1413

4241

2221

4443

1413

3231

2221

3433

2423

4241

1211

4443

2423

3231

1211

4443

3433

2221

1211

aa
aa

aa
aa

aa
aa

aa
aa

aa
aa

aa
aa

aa
aa

aa
aa

aa
aa

aa
aa

aa
aa

aa
aa

A

+−+

+−=

   

  . گويند1بسط لاپلاسبه اين رابطه 
  

  20-1مثال 
   زير را بدست آوريد،A×44دترمينان ماتريس

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

5012
5845
2041
5032

A  

  

20
50

12
45

58
50

12
41

50
50

45
41

58
20

12
32

50
20

45
32

50
58

41
32

+−++−=A
  

  
( ) 1603))40(7()016())16(4()07()405( −=×−+−×−−×−+−×−+×−−×=

□  
  
   خواص دترمينان-1-2-10

   داراي خواص زير است،×nnدترمينان يك ماتريس مربعي  
  
نها علامت دترمينان تغيير دترمينان با يكديگر تعويض شوند، ت) يا دو ستون( اگر جاي دو سطر -1

  .خواهد كرد
  
  

                                                 
١ Laplace’s Expansion 
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  21-1مثال 
 كه خواهد آمد،بدست  Bرا در نظر بگيريد، با تعويض سطر دوم و سوم آن ماتريس Aماتريس

  . استAدترمينان آن منفي دترمينان ماتريس

2
512
241
532

−=→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
= AA  

32: تعويض سطر دوم و سوم rr ↔  

235336)18(5)54(3)202(2
241
512
532

=++−=−+−−−=→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
= BB  

   داريم،MATLABدر نرم افزار 
  

2     

= ans

det(B)

2     4     1     

5     1     2     

5     3     2     

= B

:)2], 3 A([1=B

2-    

= ans

det(A)

5];  1  2;2  4  5;1  3  [2= A

  

□  
  
ديگر جمع كنيم مقدار دترمينان ) يا يك ستون(رمينان را با يك سطردت) يا يك ستون( اگر يك سطر-2

  .تغيير نمي كند
  

  22-1مثال 
 بدست آيد، كه Bرا در نظر بگيريد، سطر دوم را با سطر اول جمع مي كنيم تا ماتريس Aماتريس

  . استAدترمينان آن همان دترمينان ماتريس
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2
512
241
532

−=→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
= AA  

221:  و در جايگزين سطر دوم مي كنيمسطر دوم را با سطر اول جمع مي كنيم rrr →+  

255356)143(5)1415(3)735(2
512
773
532

−=−−=−+−−−=→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
= BB  

   داريم،MATLABدر نرم افزار 

2-    

= ans

det(B)

5     1     2     

7     7     3     

5     3     2     

= B

:)]A(3,:);A(2,+:)A(1,:);[A(1,=B

2-    

= ans

det(A)

5]; 1 2;2 4 5;1 3 [2=A

  

□  
  
  .ه باشد، آنگاه دترمينان آن صفر استيكسان داشت) يا دو ستون( اگر يك ماتريس دو سطر-3
  

  23-1مثال 
  دترمينان ماتريس زير را محاسبه كنيد،

01010)010(1)1515(6)100(1
323
505

161
=−=−−++−−+=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−= AA

□  
  
nnA دترمينان حاصلضرب دو ماتريس مربعي-4 nnB و×   ،اصلضرب دترمينان هاي آنها است برابر ح×

BABAAB ==  



                                               مقدمه اي بر بردارها و ماتريس ها:  اول فصل                                                                                             

Applied Linear Algebra with MATLAB 
S. Sedghizadeh, Systems and Control Dept., KNTU 

36 

 ضرب شود، آنگاه دترمينان آن kدر يك عدد اسكالر) يا يك ستون(اگر در يك ماتريس يك سطر  -5
  . ضرب مي شودkماتريس در

  
nnA اگر تمامي درايه هاي يك ماتريس مربعي-6 د، آنگاه دترمينان آن  ضرب شونk در عدد اسكالر×

   ضرب خواهد شد،nkماتريس در
AkkA n=  

  
  24-1مثال

  صحت تساوي زير را نشان دهيد،

))()((
111

222

bcacab
cba
cba −−−=  

 A از تركيب سطرهاي ماتريس با توجه به خاصيت دوم مطرح شده براي دترمينان ها،براي اين منظور
  استفاده مي نماييم،

222

111

cba
cbaA =  

  

accabb
acabA

rrar
rrar

−−
−−=⇒

⎭
⎬
⎫

→+−
→+−

22221

332

0
0

111
  

  

))((00
0

111

00
0

111

2
332

acbc
acab

babcacc
acabArrbr

−−
−−=

+−−
−−=⇒→+−  

  
))()(( acbcabA −−−=  

□  
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   ماتريس هاي منفرد، غير منفرد و ماتريس معكوس -1-2-11
nnAيك ماتريس مربعي   ند، اگر يك ماتريسي گويويژه نا يا 1منفردغير را ماتريس ×

nnBمانند IBAAB چنان وجود داشته باشد، كه ×  نشان داده A−1 باشد، آن ماتريس را با نماد==
 ويژه يا 3منفرد را A ماتريس وجود نداشته باشد،A−1اگر.  مي گويندA ماتريس2معكوسو به آن 

  .گويند
  . غير صفر باشدA زماني وجود دارد كهA−1ماتريس معكوس: 1نكته
nnAاگر ماتريس هاي مربعي: 2نكته nnB و×  نيز يك ماتريس ABلضربمنفرد باشند، آنگاه حاص غير×
)(111منفرد است و غير −−− = ABABمي باشد .  

nnA يك عدد اسكالر غير صفر و ماتريسkاگر: 3نكته    غيرمنفرد باشد، آنگاه داريم،×

AAA
k

kA == −−−− 1111 )(,1)(  

   است،A همان معكوس دترمينانA−1وسدترمينان ماتريس معك: 4نكته

11 111 ==→= −−− AAAA
A

A  

nnAاگر ماتريس مربعي: 5نكته د براي حل آن  يك جواب منحصربفر مي توان غيرمنفرد باشد،×
  بصورت زير بدست آورد،

bxbx 1−=→= AA  
  
  

  .  بصورت زير قابل بيان هستند×33 و×22عاريف بالا معكوس ماتريس هايبا توجه به ت
   داريم،×22براي يك ماتريس غيرمنفرد -
  

)1-35  (⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−−
−−

==→⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

++

++
−

11
22

21
12

12
21

22
11

1

2221

1211

)1()1(
)1()1(1)(

aa
aa

AA
AadjA

aa
aa

A                  

  
 است، كه هر عنصر ترانهاده آن از دترمينان ماتريس متناظر 4اقيماتريس الح Aadj)(در رابطه فوق
  .ام بدست آمده استjام و ستونiبا حذف سطر

  

                                                 
١ Nonsingular 
٢ Inverse 
٣ Singular 
٤ Adjoint 
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  25-1مثال 
   زير را بدست آوريد،A×22معكوس ماتريس

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
−

=→⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= −

2123
12

13
24

2
1

43
21 1AA  

  
   براي محاسبه معكوس ماتريس بكار مي رود،MATLABار در نرم افز inv(A)دستور 

0.5000-   1.5000    

1.0000    2.0000-   

= ans

inv(A)

4]; 2;3 [1=A

  

□  
  
   داريم،×33براي يك ماتريس غيرمنفرد -

)1-36(

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−+

−+−

+−+

=→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
= −

2221

1211

3231

1211

3231

2221

2321

1311

3331

1311

3331

2321

2322

1312

3332

1312

3332

2322

1

333231

232221

131211 1

aa
aa

aa
aa

aa
aa

aa
aa

aa
aa

aa
aa

aa
aa

aa
aa

aa
aa

A
A

aaa
aaa
aaa

A  

      
  26-1مثال 

   زير را بدست آوريد،A×33معكوس ماتريس

3)09(2)60(1)90(1
032
303
211

=−++−−=→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
= AA  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−
−

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

−
−−

−

−

=−

359
346
369

3
1

03
11

32
11

32
03

33
21

02
21

02
33

30
21

03
21

03
30

3
11A  

□  
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بدست آوردن ماتريس الحاقي نيز يكي ديگر از مواردي است كه كاربرد زيادي در جبر خطي 
   را بصورت زير تعريف كرد،adjدارد، براي اين منظور مي توان تابع 

n);n,reshape(B,  B

end

end   

l)];k,cofact(A,[B;  B      

n:1l for   

n:1  k for

[];  B

end   

)singular' is Matrixwarning('   

0det(A) if

end

)square' be must Matrixerror('   

n ~ m if

size(A);  n][m,

adj(A).  B function

=

=

=

=

=

==

=

=

=

 
   استفاده شده در برنامه بالا به شرح زير مي باشد،cofactتابع 

 

det(B);*l)(k(-1)^  ckl

n]);:11,l-l:[1n],:1k1,-k:A([1  B

end

15   

)square' be must Matrixerror('   

n ~ m if

size(A);  n][m,

A. matrix the of entry a_kl the of ckl Cofactor %

k,l)cofact(A,  ckl function

+=

++=

=

=

=

 

  اجراي برنامه بصورت زير مي باشد،

37     68-    7          

38-    8-     22         

23-    52     53-        

= ans

adj(A)

2]; 9 7;4 5 6;3 1 [8=A
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  همچنين براي ماتريس هاي پارامتري هم قابل استفاده مي باشد،

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=

λ
λ

λ

276
951
438

A  

λ^2]+λ*13-37  λ,*9+68-     λ,*4+7       [

λ]*7+38-     λ^2,+λ*10-8- λ,*3+22      [

λ]*6+23-     λ,+52        λ^2,+λ*7-53- [

= ans

adj(A)

l^3-l^2*15+l*24+360-

 = ans

 det(A)

l];-2 9 7;4 l-5 3 6; 1 l-[8=A

);sym(' λy=λ

  

  
  27-1مثال

   داريم،Aثابت كنيد براي ماتريس غيرمنفرد
IAAAAA ))(det())(adj())(adj( ==  

  
  رابطه بالا به شكل زير قابل اثبات است،

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=→=→=

=→=→=

≠
−

≠
−

IAAAIA
A
AIAA

IAAAI
A
AAIAA

A

A

))(det())(adj()
)det(
)(adj(

))(det())(adj()
)det(
)(adj(

0)det(
1

0)det(
1

  

□  
  

  28-1مثال
 را محاسبه نماييد، سپس با استفاده از آن Aبا محاسبه دترمينان و ماتريس الحاقي معكوس ماتريس

  .پاسخ دستگاه معادلات زير را بيابيد

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

−
→=

5
3
1

521
112
131

3

2

1

x
x
x

A bx  

   صحت رابطه زير را بررسي نماييد،Aبراي ماتريس
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))(tr2)(tr)(tr3)(tr(
!3

1)det( 323 AAAAA +−=  
  ابتدا مقدار دترمينان و ماتريس الحاقي را بدست مي آوريم،

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−=

=−−+−−−=
−−

−
−

=

753
369

2133
)(adj

27)14(1)110(3)25(1
521

112
131

A

A

  

  اييم،حال با استفاده از تعريف ماتريس معكوس را محاسبه نموده و دستگاه معادلات را حل مي نم

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−==

−−

−−−

27
7

27
5

9
1

9
1

9
2

3
1

27
2

27
13

9
1

1

753
369

2133

27
1

)det(
)(adj

A
AA  

  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
==→=

−

−

−−

−−−

27
47
9
8

27
52

27
7

27
5

9
1

9
1

9
2

3
1

27
2

27
13

9
1

1

5
3
1

xbxbx AA  

   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

1.7407-  

0.8889-  

1.9259   

  x

b*inv(A)  x

5]; 3; [1; = b

5];-  2  1- 1;  1-  2 1;-  3  [1 = A

=

=
  

   صحت رابطه زير را بررسي مي نماييم،Aحال براي ماتريس

))(tr2)(tr)(tr3)(tr(
!3

1)det( 323 AAAAA +−=  

194)(tr,45)(tr,5)(tr,27)det( 32 −==−== AAAA  

)det(27)388675125(
6
1))194(2)45)(5(3)5((

6
1

)(tr2)(tr)(tr3)(tr(
!3

1

3

323

A

AAAA

==−+−=−+−−−=

+−
  

□  
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  نُرم ماتريس ها -1-2-12
  نُرم يك ماتريس حداكثر بزرگنمايي يا بهره آن را تحت چنين تبديلي نشان مي دهد،

  
  
  

xxyتابع Af ==  را بر روي xبعديn را مي توان بصورت نگاشتي در نظر گرفت كه يك بردار)(
xxلذا نسبت.  مي نگاردyبعديmيك بردار /A را مي توان به عنوان بهره يا بزرگنمايي اپراتور 

fدر جهت بردار x ،تعريف كرد   

)1-37                  (                           
x
x

x
A

gain =)(  

  
حال مي توان نُرم يك .  بزرگ، كوچك حتي صفر باشد مقداريمي تواند بديهي است كه اين بهره

  ، دانست كه در اختيار داريمxماتريس را بصورت بزرگترين بهره قابل دسترسي از بين تمامي بردارهاي

)1-38(                 
x
x

x
0x0x

A
gainA

≠≠
== max)(max  

  
xx خواهيم داشت، x≠0 باشد، در اينصورت براي تمامي A>>1لذا اگر  <<A يعني تابع 

f بردار xرا شديداً تضعيف مي نمايد و اگر Aمقدار بزرگي داشته باشد )(xgain هم مقدار 
  . بزرگي خواهد بود

  
  29-1مثال

  به مثال هاي زير توجه نماييد،

1],,[
001
100

010
.3

1maxmax.2

00maxmax00.1

2
1

2
3

2
2132 =→++=→−=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

===→=→=

===→=→=

≠≠

≠≠

AxxxAxxxAA

A
AAIA

A
AAA

xx

x
x

x
x

xx

xx
x

x

0x0x

0x0x

  

A x xA
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22
2

2
1

22
2

2
1

2

1

1

2

1

,.4

mm

mmm

aaaAaaaxA

xa

xa
xa

Axx

a

a
a

A

+++=→+++=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=→=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

×

LL

MM

x

x

  

  
  

},,,max{max

],,,[

00

00
00

.5

2122
2

2
1

222
2

2
2

2
1

2
1

2211
2

1

n

n

nn

nn

n

xxx

xxx
A

xxxAA

ααα
ααα

ααα

α

α
α

K
L

L

K

L

MOMM

L

L

=
+++

+++
=

=→

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

≠0x

x

  

  
  براي اثبات، فرض كنيد داريم،
{ }iin ααααα max1

22
2

2
1 =⇒≥≥≥ L  

  
   است، مي توان نوشت،x≠0از آنجاييكه

22
2

2
11

222
2

2
2

2
1

2
1

22
2

2
1

2
1

222
2

2
2

2
1

2
1 )(

nnn

nnn

xxxxxx

xxxxxx

+++≤+++

+++≤+++

LL

LL

αααα

αααα
  

  

122
2

2
1

222
2

2
2

2
1

2
1 α

ααα
≤

+++

+++

n

nn

xxx

xxx

L

L  

  
  بنابراين داريم،

{ }n

n

nn A
xxx

xxx
αααα

ααα
,,,maxmax 21122

2
2
1

222
2

2
2

2
1

2
1 K

L

L
=→=

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+++

+++
≠0x

  

□  
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  . براي نُرم ماتريس تعاريف مختلفي وجود دارد كه به برخي از آنها اشاره مي كنيم
nnA براي يك ماتريس مربعي-1    معروف است، بصورت زير تعريف شود،p يك نُرم كه به نُرم×

)1-39(             1,maxmax
11

≥==
==

pA
A

A
p

p

p
p

pp

x
x

x
xx

  

  
   داريم،p=1 در تعريف قبل به ازاي-2

)1-40(                            )(maxmax
111

1
∑==

=

n

i
ijj

aAA x
x

  

  . قع همان بزرگترين مقدار مجموع قدر مطلق هاي عناصر ستون هاي ماتريس استكه در وا
  
   نُرم به شكل زير تعريف مي گردد،p=2 براي-3
)1-41(                               max212

2

max λ==
=

x
x

AA  

IAAT ماتريس مي شودمقدار عددي است، كه سبب بزرگترين maxλاينجادر  λ−منفرد گردد  .  
  مي توان نشان داد كه،

)1-42(                             
min21

2

1 1
min

1

2

λ
==

=

−

x
x

A
A  

IAAT كوچكترين مقدار عددي است، كه به ازاي آن ماتريسminλدر آن، λ−منفرد مي گردد .  
  
   باشد نُرم به شكل زير تعريف مي گردد،p=∞تيكه براي حال-4

)1-43(                          )(maxmax
1 ∑==

∞=∞
∞

n

j
iji

aAA x
x

  

  . كه در واقع همان بزرگترين مقدار مجموع قدر مطلق عناصر سطر هاي ماتريس است
  
nmAنُرم ماتريس يك تعريف ديگري از -5  بدين صورت تعريف ، است معروف1نُرم فروبنيوس كه به ×

  مي گردد،

)1-44(                                  
2

1

1 1

2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∑∑

= =

m

i

n

j
ijF

aA  

  همچنين مي توان نوشت،
)1-45(         )( AAtraceA T

F
=  

                                                 
١ Frobenius Norm 
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nnAتمامي تعريف هاي داده شده براي نُرم يك ماتريس   ت،   داراي خواص زير اس×

BAAB

BABA

AAAA T

≤

+≤+

== ∗

.3

.2

,.1

  

0

xx

=⇔=≥

=

≤

AAA

AkkA

AA

0,0.6

.5

.4

  

  
  30-1مثال

⎥براي ماتريس 
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=
02
46

A  و⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
53
12

B ،داريم  

  
( ) ( )
( ) ( ) ( ) 1002,46max,maxmax

8)04,26max(,maxmax

2221121121

22122111211

=+−+−=++=+=

=+−+−=++=+=

∞
aaaaaaA

aaaaaaA

iii

jjj  

( ) 560426 22222/12
22

2
12

2
21

2
11 =++−+−=+++= aaaaA

F
  

  
( ) ( )
( ) ( ) ( ) 853,12max,maxmax

6)51,32max(,maxmax

2221121121

22122111211

=+−+=++=+=

=+−+=++=+=

∞
bbbbbbB

bbbbbbB

iii

jjj  

( ) 395132 22222/12
22

2
12

2
21

2
11 =++−+=+++= bbbbB

F
  

  
براي محاسبه

2
Aو 

2

1−Aابتدا از رابطه IAA λ−∗ مقدار maxλ و minλ ،را  محاسبه  مي كنيم   
 

}5628,5628{0576)16)(40(

1624
2440

0
0

02
46

04
26

−+=→=−−−=−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−
=−

λλλλ

λ
λ

λ
λ

λ

IAA

IAA

T

T

  

5628

1,5628
2

1
2

−
=+= −AA  
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}55.65.19,55.65.19{0169)26)(13(

2613
1313

0
0

53
12

51
32

−+=→=−−−=−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=−

λλλλ

λ
λ

λ
λ

λ

IBB

IBB

T

T

  

55.65.19

1,55.65.19
2

1
2

−
=+= −BB  

  
   ماتريس را بدست آورد،p مي توان نُرم MATLABدر نرم افزار  norm(A,p)با استفاده از دستور 

7.4049    

= ans

norm(A,2)

7.4833    

= ans

)fro''norm(A,

10    

= ans

inf)norm(A,

8     

= ans

norm(A,1)

0]; 4;-2 [-6=A

 

□  
  
     روابط كاربردي از ماتريس هاي بلوكي و دترمينان ها-1-2-13

در .  گويندماتريس هاي بلوكيستند، ماتريس هايي كه درايه هاي آنها خود ماتريس هبه   
 . ارائه شده استه با اين ماتريس ها و دترمينان آنهااين مبحث چند رابطه كاربردي در رابط

  
nnA براي ماتريس هاي:1نكته ×،mnB ×،nmC mmD و×   تند، روابط زير برقرار هس×

  
   باشند، داريم،D≠0 وA≠0 اگر)الف

)1-46(        DA
DC

A
D
BA

==
0

0
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nnA از آنجائيكه ماتريس:اثبات    غيرمنفرد است، داريم،×

DAIIDIIA
I

BAI
D

I
I

A
D
BA

I
BAI

D
I

I
A

D
BA

mnnm
m

nn

m

m

nn

m

===

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−

−

00
0

0
0

0

00
0

0
0

0
1

1

  

mmDبطور مشابه از آنجائيكه ماتريس   . قسمت دوم نيز قابل اثبات مي باشد غيرمنفرد است،×
  
==0 يا D=0 ياA=0 اگر)ب DA،باشند، داريم   

)1-47(        0
0

0
==

DC
A

D
BA  

  

   باشد، آنگاه،A≠0 اگر)ج

)1-48(        BCADA
DC
BA 1−−=  

  

   باشد مي توان نوشت،A≠0 اگر:اثبات

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−

BCAD
BAI

IC
A

DC
BA n

m
1

1

0
0  

BCADABCADIIA

BCAD
BAI

IC
A

DC
BA

nm

n

m

11

1

1

0
0

−−

−

−

−=−=

−
=

  

  
   باشد، آنگاه،D≠0 اگر)د

)1-49(        CBDAD
DC
BA 1−−=  

  

   باشد مي توان نوشت،D≠0 اگر:اثبات

CBDADICBDADI
ICD

CBDA
D
BI

DC
BA

ICD
CBDA

D
BI

DC
BA

mn
m

n

m

n

11
1

1

1

1

0
0

0
0

−−
−

−

−

−

−=−=
−

=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
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   باشند، داريم،D≠0 وA≠0 اگر)ه

)1-50(      ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−−

−−

111

11
00

DCAD
A

DC
A  

)1-51(      ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−−−−

1

1111

00 D
BDAA

D
BA  

  مي توان نوشت،براي رابطه اول :  اثبات

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

− −−−−−

−

m

n

m

n

I
I

ICDCD
I

DC
A

DCAD
A

0
0000

11111

1

  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−−−−

−

m

n

m

n

I
I

ICACA
I

DCAD
A

DC
A

0
0000

11111

1

  

  
  ريم، دابطور مشابه براي رابطه دوم

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ − −−

−

−−−

m

n

m

n

I
I

I
BABAI

D
BA

D
BDAA

0
0

000

11

1

111

  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−

−

−−−

m

n

m

n

I
I

I
BDBDI

D
BDAA

D
BA

0
0

000

11

1

111

  

  
mnA براي ماتريس هاي:2نكته nmB و×  ×nn به ترتيب ماتريس هاي واحدmI وnI با فرض اينكه×

   باشند، روابط زير برقرار است،×mmو
  )الف

)1-52(        BAIABI mn +=+  
  

  ماتريس زير را در نظر بگيريد،: اثبات

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −

m

n

IB
AI  

   مي توان نوشت،با توجه به روابط قبل

BAIBAII
IB

AI
mmn

m

n +=+=
−  

ABIABII
IB

AI
nnm

m

n +=+=
−  
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  از اين رو داريم،
BAIABI mn +=+  

  
nB وnA×1 باشد و ماتريس هايm=1 اگر)ب    باشند،1×
)1-53(              BAABIn +=+ 1  
  
+≠0 اگر)ج ABIn،باشد، آنگاه   
)1-54(           BBAIAIABI mnn

11 )()( −− +−=+  
  

)در را  ابتدا طرفين معادله:اثبات )ABIn    ضرب مي كنيم،+
BBAIAABIIABIABIABI mnnnnn

11 )()()())(( −− ++−+=++  
  به اين ترتيب داريم،

n

n

mmn

mnn

I
ABABI

BBAIBAIAABI

BBAIABAAABII

=
−+=

++−+=

++−+=
−

−

1

1

))((

))((

  

  . بيان شده است است كه در ادامه1لم معكوس سازي ماتريسحالت خاصي از رابطه مذكور 
  

nnA براي ماتريس هاي:3نكته ×،mnB ×،nmC mmD و×  با فرض اينكه معكوس هاي نشان داده شده ×
   بصورت زير برقرار است،لم معكوس سازي ماتريسوجود دارند، 

)1-55(      1111111 )()( −−−−−−− +−=+ CABCADBAABDCA  
  

)(را در ابتدا طرفين معادله :اثبات BDCA+ مي كنيم، ضرب  
])()[())(( 1111111 −−−−−−− +−+=++ CABCADBAABDCABDCABDCA  

  در اينصورت داريم،

IBDCABDCAI
CABCADBCADBDBDCAI

CABCADBBDCABBDCAI
CABCADBABDCAABDCAI

=−+=

++−+=

++−+=

++−+=

−−

−−−−−−−

−−−−−−

−−−−−−

11

1111111

111111

111111

))((
)()(
)()()(

  

                                                 
١ Matrix Inversion Lemma 
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  31-1مثال
  . را بدست آوريدA را بصورت زير تفكيك كرد، Aاگر بتوان ماتريس

[ ]54321

8
2
4
1
1

413224168
109642
20161384

54311
54320

5

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−
−

+=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−−−−
−−−−

= IA  

  ير استفاده مي نماييم، از رابطه زAبراي محاسبه
nnn BABAABI ××+=+ 11,,1  

  لذا داريم،

[ ] 58

8
2
4
1
1

54321115 =

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−
−

+=+=+= HGGHIA  

   داريم،MATLABدر نرم افزار 

58    

= ans

det(A)

41]; 32 24 16 10;8 9 6 4 20;2 16 13 8 5;4- 4- 3- 1- 5;-1- 4- 3- 2- [0=A

□  
    

   ماتريس مختلط و ماتريس مختلط مزدوج-1-2-14
  .  ماتريسي است كه همه يا برخي از عناصر آن اعداد مختلط باشند1مختلطماتريس   

  
  32-1 مثال

  ، نمونه اي از يك ماتريس مختلط است در زيرAماتريس

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−+−
+−−+−=
23341
3211

310

jj
jjA  

                                                 
١ Complex 
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 استفاده نمود و بين اين j وi براي نوشتن اعداد مختلط مي توان از نمادMATLABدر نرم افزار 
  نماد و اعداد نبايد علامت ضرب قرار داد،

  

   2.0000-  3.0000i - 3.0000   4.0000i + 1.0000-  

3.0000i + 2.0000-            1.0000-  1.0000i + 1.0000-  

          3.0000             1.0000             0        

= A

2]-  3j-3  4j+3j;-1+2-  1-  j+3;-1  1  [0=A

  

□  
  

 ماتريس است كه هر يك از درايه هاي آن مزدوج مختلط درايه A مختلط ماتريس1مزدوج
] را با A مختلطمزدوج ماتريس.  باشدA  مختلطهاي متناظر در ماتريس ]ijaA ، د نشان مي دهن=

  . استija مزدوج مختلطijaكه در آن
  

  33-1مثال 
  بصورت زير بيان مي گردد، Aمزدوج ماتريس مختلط

  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−+−−
−−−−−==
23341
3211

310
][

jj
jjaA ij→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−+−
+−−+−=
23341
3211

310

jj
jjA  

  
   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

        2.0000- 3.0000i+3.0000   4.0000i - 1.0000-  

3.0000i - 2.0000-            1.0000-  1.0000i - 1.0000-  

          3.0000             1.0000             0        

= ans

)'(A.'

      2];- 3j-3 4j+3j;-1+2- 1- j+3;-1 1 [0=A

  

□  
  
  
  

                                                 
١ Conjugated 
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   ماتريس ترانهاده و ماتريس ترانهاده مزدوج-1-2-15
mnAاگر جاي سطرها و ستون هاي يك ماتريس    با يكديگر عوض شوند، يك ماتريس ×

nm× 1ترانهادهماتريس  حاصل مي شود كه آن را mnA  .شان مي دهند نTA مي نامند و با نماد×

)1-56(    
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=→

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

mnnn

m

m

T

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A

aaa

aaa
aaa

A

L

MOMM

L

L

L

MOMM

L

L

21

22212

12111

21

22221

11211

  

  
AAبديهي است كه :1نكته TT   . مي باشد)(=
  بل تعريف باشند،  قاAB و+BAدر صورتيكه: 2نكته

TTTTTT ABABBABA =+=+ )(,)(  
nnAبراي يك ماتريس مربعي : 3نكته AAT همواره × tr)(tr)( و= AAT   .مي باشد =
nnAبراي ماتريس غيرمنفرد: 4نكته TT همواره× AA )()( 11 −−   . است=

   
براي يك ماتريس . ، همان مزدوج ترانهاده يك ماتريس است2ترانهاده مزدوجماتريس 

][ ijaA   . نشان داده مي شودA∗ ياTA  ترانهاده مزدوج با نماد ،=
  

  34-1مثال 
  بصورت زير بدست مي آيد، Aترانهاده مزدوج ماتريس مختلط

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
+−
−−−−

=== ∗

2323
3311
4110

][
j

j
jj

aAA ji
T→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−+−
+−−+−=
23341
3211

310

jj
jjA  

  
  داريم، MATLABبا استفاده از نرم افزار 

 2.0000- 3.0000i-2.0000-            3.0000   

3.0000i + 3.0000             1.0000-            1.0000   

4.0000i - 1.0000-  1.0000i - 1.0000-            0        

= ans

A'

2];- 3j-3 4j+3j;-1+2- 1- j+3;-1 1 [0=A

  

                                                 
١  Transposed 
٢ Conjugate Transposed 
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 2.0000-  3.0000i + 2.0000-            3.0000   

3.0000i - 3.0000             1.0000-            1.0000   

4.0000i + 1.0000-  1.0000i + 1.0000-            0        

= ans

A.'  

  

□  
  

AA است وA همان ترانهادهTAبديهي است كه مزدوج: 1نكته   .  مي باشد)(∗∗=
  ،قابل تعريف باشند، آنگاه AB و+BAهمچنين در صورتيكه: 2نكته

∗∗∗∗∗∗ =+=+ ABABBABA )(,)(  
∗∗  يك عدد مختلط باشد، آنگاه،cاگر: 3نكته = AccA)(است .  
=∗ يك ماتريس حقيقي باشد، آنگاه Aدر صورتيكه : 4نكته AATمي باشد .  
nnA مربعيماتريسبراي يك : 5نكته AA همواره ×   . مي باشد∗=
nnAبراي ماتريس غيرمنفرد: 6نكته ∗−−∗ همواره × = )()( 11 AAاست .  

  
   ماتريس متقارن و ماتريس شبه متقارن-1-2-16

ه عبارتي براي هر ب.  برابر باشدرانهاده اش با خودشماتريسي است كه ت 1ماتريس متقارن  
   داريم،Aماتريس متقارن

)1-57(                           jiij
T aaAA == ,  

  نامند،  2ماتريس شبه متقارن آن را ، با منفي ترانهاده اش برابر باشدAماتريساگر 
)1-58(                jiij

T aaAA −=−= ,  
TAA، حاصلAبديهي است كه براي هر ماتريس مربعي: 1نكته TAA يك ماتريس متقارن و+ − 

   به مثال زير توجه نماييد،قارن است،يك ماتريس شبه مت
  

  35-1مثال 
  ورت زير داريم، بصAبراي ماتريس مربعي
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⎥
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⎤

⎢
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⎢

⎣

⎡
−
−−

=−
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−
=+→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
=

042
403
230

,
1488
803
838

765
201
324

TT AAAAA

□  

                                                 
١ Symmetric 
٢ Skew-Symmetric 
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  36 -1مثال
  .هر يك ماتريس هاي زير را بصورت حاصل جمع يك ماتريس متقارن و شبه متقارن نمايش دهيد      

ه متقارن  ماتريس شبQ ماتريس متقارن وPماتريس را مي توان بصورت زير تفكيك كرد، كه در آن
  .است

)(
2
1,)(

2
1, TT AAQAAPQPA −=+=+=  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=
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321

A  و  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=
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027
043

B  

  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=+=
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585
352

2
1)(

2
1 TAAP    و    

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−
=−=
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310

2
1)(

2
1 TAAQ  

  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=+=

830
3411
0116

2
1)(

2
1 TBBP     و    

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−
=−=

030
303

030

2
1)(

2
1 TBBQ  

□  
  

nmAبراي ماتريس: 2نكته AAB، ماتريس× T=يك ماتريس متقارن خواهد بود .   
BAAAAAAB TTTTTTT ==== )()(  

  

  37-1مثال 
   داريم،Aبراي ماتريس

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−=→

⎥
⎥
⎥
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⎢
⎢

⎣

⎡
−=

10629
2202

921

59
42

01
AAA T  

□  
  

  . يك ماتريس متقارن است، در صورتيكه وجود داشته باشد،معكوس يك ماتريس متقارن: 3نكته
111111 )()()( −−−−

=

=

−− =→==→=→= AAAAIAAIAAIAA TT
AA

II

TTT
T

T
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   ماتريس هرميتي و ماتريس شبه هرميتي-1-2-17
، گويند 1ماتريس هرميتيورده سازد آن را يك آ رابطه زير را برAاگر يك ماتريس مختلط  
  . استija  مزدوج مختلطjiaكه در آن

)1-59(                             jiij aaAA ==∗ ,  
  . حقيقي باشندصفر يا  ر اصلي آنيد مربعي بوده و درايه هاي قطماتريس هرميتي با: 1نكته

  
  38-1مثال 

   هرميتي در زير آورده شده است، هاي نمونه از ماتريسدو

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−

+
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−+

−−
=

032
351

211
,

10
021

0211

j
j

jj
B

j
jj

j
A  

□  
  

jDCAبصورتمي توان ماتريس هرميتي را هر : 2نكته  Dو C، كه در آن نمايش داد=+
  ي با خواص زير باشند،ماتريس هاي حقيق

TT DDCC −== ,  
  

  39-1مثال 
  مي توان نوشت، Aبراي ماتريس

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−
=+=

110
102

020

100
001
011

jjDCA    →
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−+

−−
=

10
021

0211

j
jj

j
A  

□  
  

  باز هم هرميتي است، به عبارتيAمعكوس يك ماتريس هرميتي مانند ماتريس: 3نكته
∗−− = )( 11 AAمي باشد .  
jHGAهر ماتريس مربعي را مي توان بطور يكتا بصورت: 4كتهن  H وG بيان كرد، كه در آن=+

   مي شوند،هرميتي هستند و با روابط زير محاسبهماتريس هاي 

)(
2
1,)(

2
1 ∗∗ −=+= AA

j
HAAG  

   را مي توان بصورت زير نشان داد،H وGهرميتي بودن ماتريس هاي
                                                 
١ Hermitian 
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HAA
j

HGAAG =−−==+= ∗∗∗∗ )(
2
1,)(

2
1  

nnAهرميتيبراي ماتريس هاي : 5نكته nnB و× BAماتريس هاي، × +،BA BAABو −  نيز +
  .هرميتي هستند

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=+=+=+

±=±=±
→

=
=

∗∗∗∗∗∗∗

∗∗∗

∗

∗

)()()(.2

)(.1

ABBAABBAABBABAAB

BABABA

BB
AA  

  

AAA دترمينان يك ماتريس هرميتي همواره حقيقي است، زيرا: 6نكته ==   . است∗
  

nnAاگر يك ماتريس مربعي   ماتريس  را يك A رابطه زير را برآورده سازد، آنگاه ماتريس×
  ، مي نامند1ميتيشبه هر

)1-60(                    jiij aaAA −=−=∗ ,  
 هرميتي بايد مربعي باشد و عناصر روي قطر اصلي آن موهومي  شبهلازم به ذكر است كه يك ماتريس

  . يا صفر باشند
  

  40-1مثال 
   شبه هرميتي هستند، نمونه اي از ماتريس هايماتريس هاي زير

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
+−

+
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

++
+−+
+−+−

=
032
351

21
,

2264
22432
64325

j
jj

jjj
B

jjj
jjj
jjj

A  

□  
  

jDCAبصورترا مي توان  A ماتريس شبه هرميتي مانندهر: 1نكته ، كه در  نمايش داد=+
  ي با خواص زير باشند، ماتريس هاي حقيقD وCآن

         TT DDCC =−= ,  
  

  41-1مثال 
  مي توان نوشت، Aريسبراي مات

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−
−−

=+=
126
243
635

024
202
420

jjDCA→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

++
+−+
+−+−

=
jjj

jjj
jjj

A
2264

22432
64325

   

□  
                                                 
١ Skew-Hermitian 
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   ماتريس يكين و ماتريس نرمال-1-2-18
 ماتريس مختلطي است كه در آن معكوس ماتريس برابر با مزدوج ترانهاده 1ماتريس يكين  
   به عبارتي،.آن است

)1-61(          ∗− = AA 1  
  

  42-1مثال 
  يس هاي يكين هستند،ماتريس هاي زير نمونه اي از ماتر

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−+−

++
=

j

jj
B

jj

jj
A

00

02
1

2
1

0
2

1
2

1

,
)2(

15
1)3(

15
1

)3(
15
1)2(

15
1

  

□  
  

IAAAAبا توجه به تعريف ماتريس يكين: 1نكته ==   . مي باشد∗∗
)det(1  يعني برابر واحد است،Aدترمينان يك ماتريس يكين مانندقدرمطلق : 2نكته =A است.  
  . نيز يكين خواهد بودA−1 يكين باشد، آنگاه معكوس آنA اگر ماتريس: 3نكته

IAAAAAA
IAAAAAA

===

===
−∗∗−∗−−

−−∗∗−∗−

))(())(())((
))(()()()()(

1111

1111

  

nnAاگر ماتريس هاي: 4نكته nnB و×   . نيز يكين خواهد بودAB يكين باشند، آنگاه ماتريس×

IBBABABABAB
IAAAABBABAB

===

===
∗∗∗∗

∗∗∗∗

)()(
))((  

  بردار تغيير نمي يابد،ن نُرم يس هاي يكيتبديل هاي انجام شده توسط ماتردر  :5نكته
yx =A  

222 )()( xxxxxxxxy ===== ∗∗∗∗ AAAAA  
  

 2ماتريس نرمالجابجايي پذير باشد، يك  را كه با ترانهاده مزدوج خود  مربعيماتريس
  ط باشد، مختلA بنابراين اگر ماتريس نرمال.گويند

                                                 
١ Unitary 
٢ Normal 
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)1-62(          AAAA ∗∗ = 
  .طه زير بر قرار استو اگر حقيقي باشد راب

)1-63(          AAAA TT = 
  

  43-1مثال 
  ماتريس زير نمونه اي از يك ماتريس نرمال است،

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
1

1
,

530
0

j
j

B
j

j
A  

□  
  

AUU يك ماتريس يكين باشد، آنگاهU يك ماتريس نرمال وAاگر: 1نكته  نيز يك ماتريس −1
 .نرمال است

)()()(
)()())((

1111

111111

AUUAUUAUUUAU
AUAUUAAUUAAUUUAUUAUU

−∗−−∗−∗∗

∗∗∗−∗−∗−∗∗−∗−−

==

===
 

  
  44-1مثال

قيقي يا هرميتي يا شبه متقارن حقيقي يا يك ماتريس نرمال است اگر متقارن حثابت كنيد، 
  . يا متعامد باشد و يكينشبه هرميتي يا

nnAبا توجه به تعريف شرط نرمال بودن ماتريس AAAA در ماتريس حقيقي اين است كه،× TT  و =
AAAAدر ماتريس مختلط **   . باشد=

  
=←متقارن حقيقي  -1 AAT  

AAAA
AAAAA
AAAAA TT

TT

TT

=⇒
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

=→=

=→=
2

2

  

=←هرميتي  -2 AA*  

AAAA
AAAAA
AAAAA **

2**

2**

=⇒
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

=→=

=→=  

  
=−←شبه متقارن حقيقي -3 AAT  

AAAA
AAAAA
AAAAA TT

TT

TT

=⇒
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

−=→−=

−=→−=
2

2
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=−←شبه هرميتي -4 AA*  

AAAA
AAAAA
AAAAA **

2**

2**

=⇒
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

−=→−=

−=→−=  

−=←يكين -5 *1 AA  

AAAA
IAAAA
IAAAA **

*1*

*1*

=⇒
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

=→=

=→=
−

−

  

==←متعامد -6 IAAAA TT  
AAAA TT =  

□  
  

  45-1مثال
  .  يك ماتريس يكين استUبه هرميتي باشد، آنگاه يك ماتريس شAثابت كنيد، اگر

)()())(( 11 AIAIAIAIU −+=+−= −−  
   شبه هرميتي باشد، رابطه زير برقرار است،Aطبق تعريف اگر ماتريس

AA −=∗  
−∗به اين نكته مسئله را حل مي كنيم و نشان مي دهيم كهبا توجه  =UU   .است 1

  
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] 11111

111

)()()()()()(

)()()()())((
−−−−∗∗−∗∗

∗−∗∗∗−∗−∗

=−+=+−=−+=

−+=−+=+−=

UAIAIAIAIAIAI

AIAIAIAIAIAIU  

  . ماتريس يكين استUلذا 
□  
  
  ماتريس قطري و ماتريس مثلثي-1-2-19

 ماتريس مربعي است كه تمام درايه هاي آن به جز عناصر روي قطر اصلي 1ماتريس قطري  
  فرم كلي يك ماتريس قطري به شكل زير مي باشد،. همگي صفر هستند

)1-64(    jia

a

a
a

A ij

nn

≠=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

= ,0,

00

00
00

22

11

L

MOMM

L

L

 

  
                                                 
١ Diagonal 
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  ي مي باشد،  اصل قطر روي دترمينان يك ماتريس قطري برابر با حاصلضرب كليه عناصر: 1نكته
nnaaaA L2211=  

 . اگر هيچ يك از عناصر روي قطر اصلي آن صفر نباشند، غيرمنفرد استAلذا ماتريس قطري
  ماتريس قطري به شكل زير است،فرم ديگر نمايش : 2نكته

),,,( 2211 nnaaadiag K  
  

  46-1مثال
  ماتريس هاي زير نمونه هايي از ماتريس هاي قطري مي باشند،

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

= −

−

20
05

,
100
00
002

Be
e

A t

t

  

□  
  
   توان براي ايجاد يك ماتريس قطري استفاده كرد، ميdiagتابع از 

3   0   0     

0   2   0     

0   0   1     

 D

diag(d)  D

3]; 2 [1 d 

=

=

=

 

  
   بصورت زير عمل مي كنيم،D يس  ماتربراي استخراج عناصر قطر اصلي

3     

2     

1     

d 

diag(D) d 

=

=

 

  
شكل   بيان كرد،2پايين مثلثي و 1بالا مثلثيصورت  به دو  را مي توانماتريس هاي مثلثي
  بصورت زير مي باشد، و پايين مثلثيكلي يك ماتريس بالا مثلثي

                                                 
١ Upper Triangular 
٢ Lower Triangular 
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)1-65(      
11 12 1

22 20
,

0
0 0

n

ijn
ij

nn

a a a
a i ja a

U U
i j

a

⎡ ⎤
⎢ ⎥ ≤⎧⎪⎢ ⎥= = ⎨⎢ ⎥ >⎪⎩⎢ ⎥
⎣ ⎦

L

L

M M O M

L

  

  

 )1-66(     

11

21 22

1 2

0 0
0

,
0

ij

ij

n n nn

a
a i ja a

L L
i j

a a a

⎡ ⎤
⎢ ⎥ ≥⎧⎪⎢ ⎥= = ⎨⎢ ⎥ <⎪⎩⎢ ⎥
⎣ ⎦

L

L

M M O M

L

 

  
   مي باشد، برابر با حاصلضرب كليه عناصر قطر اصلي  دترمينان يك ماتريس مثلثي: 1نكته

nnaaaUL L2211==  
 . غيرمنفرد است، اگر هيچ يك از عناصر روي قطر اصلي آن صفر نباشندAمثلثيلذا ماتريس 

  
  47-1مثال

   مي باشد، و پايين مثلثيريس بالا مثلثي زير نمونه اي از مات هايماتريس

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−=

261
052
001

B  

□  
  

  توجه نماييد، trilو  triuبه عملكرد توابع
  

0.6038   0.0099    0.8936    0.4057    

0.1987    0.8132    0.4103    0.1763    

0.2028    0.3529    0.9169    0.7382    

0.1389    0.0579    0.9355    0.9218    

= A

rand(4)=A

   

  
  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−
=

200
350
341

A
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0.6038   0         0         0         

0.1987    0.8132    0         0         

0.2028    0.3529    0.9169    0         

0.1389    0.0579    0.9355    0.9218    

= ans

triu(A)

  

  

0         0         0         0         

0         0         0         0         

0.2028    0         0         0         

0.1389    0.0579    0         0         

= ans

triu(A,2)

0         0         0         0         

0.1987    0         0         0         

0.2028    0.3529    0         0         

0.1389    0.0579    0.9355    0         

= ans

triu(A,1)

  

0        0.0099    0.8936    0.4057    

0         0         0.4103    0.1763    

0         0         0         0.7382    

0         0         0         0         

= ans

tril(A,-1)

0.6038    0.0099    0.8936    0.4057    

0         0.8132    0.4103    0.1763    

0         0         0.9169    0.7382    

0         0         0         0.9218    

= ans

tril(A)
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 1 متعامد ماتريس-1-2-20
   گفته مي شود، اگر حقيقي بوده و رابطه زير را برآورده سازد،متعامد Aبه ماتريس 

)1-67(         IAAAA TT ==  
  . ستون هاي ماتريس متعامد بردارهاي يكامتعامد هستند: 1نكته
  .منفرد استغير  A باشد و لذا ماتريسA=±1در يك ماتريس متعامد، بديهي است كه بايد: 2نكته
TAA .در يك ماتريس متعامد معكوس ماتريس برابر با ترانهاده آن ماتريس است: 3نكته =−1  
 نيز ماتريس هاي AB وA ،TA−1 ماتريس هاي مربعي متعامد باشند، آنگاه B وAاگر: 4نكته

  .متعامد هستند

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

===
===

====

==

====

→
==
==

−−−−

−−−−−−

IAAAABBABAB
IBBABABABAB

AAAAIAAAA
AAAA

AAIAAAAAA

IBBBB
IAAAA

TTTT

TTTT

TTTTTTTT

TT

TTTT

TT

TT

)(
)(

.3

)()(.2
)()(

)()()()(.1
1111

111111

  

  
IAAAAاز آنجائيكه ماتريس هاي متعامد تساوي: 5نكته ==  را برآورده مي سازند، از اين رو ∗∗

  .يكين هستند
   روابط زير برقرار هستند،Aبراي يك ماتريس متعامد :6نكته

22 )()(

,

xxxxxxxx

xxx

====

ℜ∈=
TTTT

n

AAAAA

A
  

  

yxyxyxyxyx

yxyxyx

,)()(,

,,,,

====

ℜ∈=
TTTT

n

AAAAAA

AA
  

  
  48-1مثال 

   نمونه هايي از ماتريس هاي متعامد عبارتند از،

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

3/13/23/2
3/23/13/2

3/23/23/1
,

cossin
sincos

BA
θθ
θθ  

  
                                                 
١ Orthogonal Matrix 
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   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

0.3333    0.6667    0.6667    

0.6667-   0.3333-   0.6667    

0.6667    0.6667-   0.3333    

= B

1/3] 2/3 2/3;2/3- 1/3- 2/3;2/3 2/3- [1/3=B

  

  

1     

= ans

det(B)

  

0     

= ans

:,3)B(:,2)'*B(

0     

= ans

:,3)B(:,1)'*B(

0     

= ans

:,2)B(:,1)'*B(

0.3333    0.6667-   0.6667    

0.6667    0.3333-   0.6667-   

0.6667    0.6667    0.3333    

= ans

inv(B)

  

□  
  
 تعيين علامت ماتريس ها  -1-2-21

nnAماتريس متقارن حقيقي    گويند، اگر شرط زير برقرار باشد،1مثبت معين را ×
  

)1-68(        
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==

≠>

0xxx
0xxx

,0
,0

A
A

T

T

  

  
                                                 
١ Positive Definite 
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   گويند، اگر شرط زير برقرار باشد،1مثبت نيمه معين

)1-69(        
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==

≠≥

0xxx
0xxx

,0
,0

A
A

T

T

  

   گويند، اگر شرط زير برقرار باشد،2في معينمن

)1-70(        
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==

≠<

0xxx
0xxx

,0
,0

A
A

T

T

  

  
   گويند، اگر شرط زير برقرار باشد،3منفي نيمه معين

)1-71(        
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==

≠≤

0xxx
0xxx

,0
,0

A
A

T

T

  

xxاگر ATگويند4معيننا علامتهاي مثبت، منفي و صفر را داشته باشد آن را   بتواند  .  
  

xxچند جمله اي هاي به فرم :1نكته AT مي نامند5صورت هاي درجه دوم را .  

jiij

n

i

n

j
jiij

T aa,xxaAA === ∑∑
= =1 1

xx,xx  

nnA ماتريس هرميتيبرايبالا تمامي تعاريف  :2نكته xx  مختلطبا صورت درجه دوم × A∗ نيز صادق 
  . است

  
  49-1مثال

  ه دوم زير را در نظر بگيريد،صورت درج
2
3

2
23121

2
1 842 xxxxxxx +++−  

  
xxمي توان آن را بصورت AT،نمايش داد   

[ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−
=

3

2

1

321

802
011
211

x
x
x

xxxAT xx  

□  
                                                 
١ Positive Semi Definite 
٢ Negative Definite 
٣ Negative Semi Definite 
٤ Indefinite 
٥ Quadratic Form 
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  . يك صورت درجه دوم براي يك ماتريس شبه متقارن حقيقي برابر صفر است: 1نكته
nnAبراي ماتريس حقيقي    را بصورت زير مي توان تعريف كرد،C وB ماتريس هاي×

)(
2
1,)(

2
1 TT AACAAB −=+=  

  در اينصورت مي توان نوشت،
CCBBCBA TT −==+= ,,  

nnAلذا با اين كار ماتريس  و يك ماتريس شبه B را بصورت مجموع يك ماتريس متقارن حقيقي×
xxبا توجه به اينكه.   بيان كرده ايمCمتقارن حقيقي CT،يك كميت اسكالر حقيقي است، داريم   

xxxxxxxx CCCC TTTTTT −=== )(  
xx=0از اين رو نتيجه مي گيريم كه CTت درجه دوم اين بدان معني است كه يك صور.  مي باشد

  لذا مي توان نوشت،. براي يك ماتريس شبه متقارن حقيقي برابر صفر است
xxxxxx BCBA TTT =+= )(  
xxبنابراين صورت درجه دوم حقيقي ATقارنت فقط براي بخش مxx BTتعريف مي شود .  

  
 در ادامه . مي باشدمعيار سيلوسترز يكي از روش هاي تعيين علامت ماتريس ها استفاده ا

  .نحوه استفاده از اين معيار بيان شده است
يك شرط لازم و كافي براي مثبت معين بودن يك صورت درجه : شرط مثبت معين

xxدوم AT)  يا صورت هرميتيxx A∗ (كه در آن ماتريسnnA يا (س متقارن حقيقي يك ماتري×
 مثبت A متوالي1 مقدم بوده و كهادهاي اصليA<0مي باشد، آن است كه ) ماتريس هرميتي

kk، دترمينان هاي ماتريس هاي مقدممنظور از كهادهاي اصلي. باشند ×) 1,,2,1 −= nk K ( در
nnA چپ بالاي ماتريسگوشه سمت   به عبارتي بايد داشته باشيم،.  مي باشد×

)1-72(        0,,0,0,0

333231

232221

131211

2221

1211
11 >>>> A

aaa
aaa
aaa

aa
aa

a L  

  
يك شرط لازم و كافي براي منفي معين بودن يك صورت درجه : شرط منفي معين

xxدوم AT) يا صورت هرميتيxx A∗ ( آن ماتريسكه درnnA يا ( يك ماتريس متقارن حقيقي×
 منفي n مثبت و براي مقادير فردn براي مقادير زوجAمي باشد، آن است كه ) ماتريس هرميتي

به . اي اصلي متوالي مرتبه فرد منفي باشندباشد و كهادهاي اصلي متوالي مرتبه زوج مثبت و كهاده
  عبارتي بايد داشته باشيم،

                                                 
١ Principal Minors 
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)1-73(            L,0,0,0

333231

232221

131211

2221

1211
11 <><

aaa
aaa
aaa

aa
aa

a  

اين شرط را مي همچنين .  باشدA>0 بايدn و براي مقادير فردA<0 بايدnبراي مقادير زوج
xxتوان با لازم داشتن اينكه  )( AT   .  مثبت معين باشد بدست آورد−

  
يك شرط لازم و كافي براي مثبت نيمه معين بودن يك صورت : شرط مثبت نيمه معين

xxدرجه دوم AT) يا صورت هرميتيxx A∗ (كه در آن ماتريسnnA يا ( يك ماتريس متقارن حقيقي×
و تمامي كهادهاي اصلي ) A=0( منفرد باشد، Aمي باشد، آن است كه ماتريس) ماتريس هرميتي

  .آن غير منفي باشند

)1-74(          0,,0,0,0 =≥≥≥ A
aaa
aaa
aaa

aa
aa

a

kkkjki

jkjjji

ikijii

jjji

ijii
ii L  

kjiكه در آن    .  مي باشد>>
  

يك شرط لازم و كافي براي مثبت نيمه معين بودن يك صورت : شرط منفي نيمه معين
xxدرجه دوم AT) يا صورت هرميتيxx A∗ (كه در آن ماتريسnnA يا ( يك ماتريس متقارن حقيقي×

و تمامي كهادهاي اصلي ) A=0( منفرد باشد، A ماتريسمي باشد، آن است كه) ماتريس هرميتي
  .مرتبه زوج آن غير منفي و مرتبه فرد آن غير مثبت باشند

)1-75(           0,,0,0,0 =≤≥≤ A
aaa
aaa
aaa

aa
aa

a

kkkjki

jkjjji

ikijii

jjji

ijii
ii L  

kjiكه در آن    . مي باشد>>
 يا منفي نيمه معين بودن علامت تمامي كهادهاي اصلي بايد در بررسي مثبت نيمه معين: 3نكته

  . متوالي مقدمبررسي شوند نه فقط كهادهاي اصلي
  

  50-1مثال
  . را بررسي نماييدAمثبت معين بودن ماتريس

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

101
062
122

A  
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  با استفاده از معيار سيلوستر داريم،

02
101
062
122

,08
62
22

,02 >=
−

−
>=>  

   . مثبت معين استAآنجائيكه تمامي كهادهاي اصلي متوالي مثبت هستند، لذا ماتريساز 
□  
  

  51-1مثال
  . را بررسي نماييدAمثبت نيمه معين بودن ماتريس

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

021
242
121

A  

بررسي نماييم و دترمينان ماتريس نيز بايد علامت تمامي كهادهاي اصلي با توجه به معيار سيلوستر، 
  .صفر باشد

0
021
242
121
==A  

براي يك .  است، حال علامت كهادهاي اصلي را بررسي مي نماييمA=0همانطور كه پيداست
   شش كهاد اصلي بصورت زير وجود دارد،A×33ماتريس

3331

1311

3332

2322

2221

1211
332211 ,,,,,

aa
aa

aa
aa

aa
aa

aaa  

  اي ماتريس داده شده داريم،بر

01
01
11

04
02
24

,0
42
21

0,04,01

3331

1311

3332

2322

2221

1211

332211

<−==

<−====

=>=>=

aa
aa

aa
aa

aa
aa

aaa

  

  . مثبت نيمه معين نمي باشدAمشخص است كه دو  تا  از كهادهاي اصلي منفي  هستند، لذا ماتريس
□  
  

  52-1مثال
xxxبراي هر يك از ماتريس هاي متقارن زير يك صورت درجه دوم به فرم AV T=)(ت آوريد بدس.  
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   . و آنها را با معيار سيلوستر تعيين علامت كنيد

 )الف
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

211
121
112

A    

  صورت درجه دوم به شكل زير است

[ ]

313221
2
3

2
2

2
1

3

2

1

321

222222

211
121
112

)(

xxxxxxxxx

x
x
x

xxxAV T

+++++=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
== xxx

  

  
  براي تعيين علامت ابتدا علامت كهادهاي اصلي مقدم را بررسي نماييم،

04
211
121
112

,03
21
12

,02 >=>=>  

   . مثبت معين مي باشدAريسبا توجه به معيار سيلوستر مات

 )ب
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

2696
9102
624

A    

  صورت درجه دوم به شكل زير است

[ ]

313221
2
3

2
2

2
1

3

2

1

321

1218426104

2696
9102
624

)(

xxxxxxxxx

x
x
x

xxxAV T

−++++=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
== xxx

  

  براي تعيين علامت ابتدا علامت كهادهاي اصلي مقدم را بررسي نماييم،

036
2696
9102
624

,036
102
24

,04 >=
−

−
>=>  

  .  مثبت معين مي باشدAبا توجه به معيار سيلوستر ماتريس

 )ج
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

650
542
021

A    
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  صورت درجه دوم به شكل زير است

[ ]

3221
2
3

2
2

2
1

3

2

1

321

10464

650
542
021

)(

xxxxxxx

x
x
x

xxxAV T

++++=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
== xxx

  

  حال علامت كهادهاي اصلي مقدم را بررسي نماييم،

025
650
542
021

,0
42
21

,01 <−==>  

  .شد مثبت معين نمي باAبا توجه به معيار سيلوستر ماتريس
□  
  

  53-1مثال
   ماتريس هاي زير مثبت معين خواهند بود؟kبراي چه مقاديري از

 )الف
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−

=
k

k
k

A
44

44
44

    

ابتدا علامت كهادهاي اصلي مقدم را براي مثبت  از معيار سيلوستر براي جواب استفاده مي كنيم و
  معين بودن ماتريس بررسي نماييم،

)3(80)4)(8(12848
44

44
44

)2(4,4016
4

4
)1(0

23

2

>→>+−=−−=
−−

−−
−−

>−<→>−=
−

−

>

kkkkk
k

k
k

kkk
k

k
k

  

  بايدA نتيجه مي شود كه برا ي مثبت معين بودن ماتريس)3( و)2(،)1(از مقايسه محدوده هاي
8>kباشد .  
  

 )ب
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−
=

21
121

12

k

k
A  
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ابتدا علامت كهادهاي اصلي مقدم را براي مثبت   جواب استفاده مي كنيم واز معيار سيلوستر براي
  معين بودن ماتريس بررسي نماييم،

210)1)(2(2422
21
121

12

03
21
12

02

2 <<−→>+−−=++−=
−

−−
−

>=
−

−

>

kkkkk
k

k

  

21 بايدAلذا نتيجه مي شود كه برا ي مثبت معين بودن ماتريس <<− kباشد .  
□  
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  مسائل
vu براي هر يك از دسته بردارهاي زير حاصل-1-1 52 − ،vu, ،vu  u و زاويه بين بردار−2
  . را بيابيدvو

[1,1]]0,5[) الف −== v,u      
[1,2]]1,2[) ب == v,u  
[1,1,1]]5,0,5[) ج −== v,u    
[1,2,3]]1,2,3[) د == v,u  
  
 براي بردارهاي زير-1-2

1
u ،

2
uو 

∞
uرا محاسبه نماييد .  

          u=2-,4-,2,1][ )الف
  i,1,4i]-i,1[1+=u) ب
          u=1-,2,3,1-][) ج
]i,0,2i]i,1) د +−=u  
  
  . براي هر يك از دسته بردارهاي زير متعامد و يكامتعامد بودن بردارها را بررسي كنيد-1-3

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −=−=−= ]1,7,3[],1,0,1[],0,1,2[: 32 vvv1S  

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ==== ]0,0,0,1[],0,0,1,1[],0,1,1,1[],1,1,1,1[: 432 vvvv1K  

  
cba مقادير -1-4   . را چنان بيابيد كه ماتريس زير يك ماتريس متعامد گردد,,

)الف
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

c
a

b
A

11
12
10

⎥)ب      
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−
−+

=
abba
abba

A  

  
   ثابت كنيد،B وA براي ماتريس هاي متعامد-1-5

        . متعامد استA−1) الف
  . استA=±1) ب
  . متعامد استAB) ج
  
   يك ماتريس متعامد است،A ماتريسa نشان دهيد براي هر مقداري از-1-6



                                                          مقدمه اي بر بردارها و ماتريس ها: فصل اول

Applied Linear Algebra with MATLAB 
S. Sedghizadeh, Systems and Control Dept., KNTU 

73 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

+
=

122
2212

221

21
1

2

2

2

2

aa
aaa

aa

a
A  

  

⎥ نشان دهيد براي اينكه ماتريس-1-7
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

dc
ba

A،متعامد باشد، بايد شرايط زير بر قرار باشند   

12222)الف =+=+ dcba   
+=0) ب bdac  
  
⎥ اگر-1-8

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

13
52

Aباشد، ضرايب غير صفر α ،βو γ را چنان بيابيد كه رابطه زير برقرار 

  گردد،
0=++ 2

2 AAI γβα  
  

⎥ اگر-1-9
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=
69
46

Aباشد  ،  

  . ماتريس صفر است2Aنشان دهيد كه) الف
⎥ بصورت×22كليه ماتريس هاي) ب

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

δγ
βα

B2 را بيابيد كه در آنBماتريس صفر باشد  .  

  
  ي رابطه زير برقرار است، بالا مثلث×33 نشان دهيد براي يك ماتريس -1-10

aei
i
fe
cba
=

00
0  

  
   ماتريس هاي زير منفرد خواهند بود،β به ازاي چه مقداري از-1-11

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

β
β

88
412

B      
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=

121
10

021
ββA  

  
   غيرمنفرد است،A نشان دهيد ماتريس -1-12
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   اگر رابطه زير بر قرار باشد،
0≠−−−++ gecidbhfacdhbfgaei  

  
nnA ثابت كنيد كه براي ماتريس هاي-1-13 ×،mnB ×،nmC mmD و×    روابط زير برقرار هستند،×

01 و A≠0اگر ) الف ≠− − BCAD،باشند، آنگاه   
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01 و D≠0اگر ) ب ≠− − CBDA،باشند، آنگاه   
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اين . بدست آوريد) الف(را با توجه به رابطه ) ب(رابطه عكوس سازي ماتريس  با استفاده از لم م-1-14

لات صورتهاي مختلف بيان فيلتر كالمن براي فرآيندهاي اتفاقي مي باشند، كه رابطه دوم كاربرد معاد
  .بيشتري دارد
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  .شد نيز خروجي سيستم اتفاقي مي باZ يك متغير تصادفي وXدر اينجا
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  . را بيابيد300A مقدارA براي ماتريس -1-15
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A  

AA يك ماتريس خودتوان است، يعنيAبررسي كنيد كه ماتريس: راهنمايي   . مي باشد2=
  
AI اگرA براي ماتريس مربعي-1-16    غير منفرد باشد، نشان دهيد كه رابطه زير بر قرار است،−

AAIAIA 11 )()( −− −=−  
  
BA وA،B اگر ماتريس هاي-1-17    غير منفرد باشند نشان دهيد،+

11111 )()()( −−−−− +=+=+ BAABABBBAA  
  

  نشان دهيد،.  يك ماتريس شبه متقارن با عناصر حقيقي باشدK اگر-1-18
KIماتريس) الف   . غيرمنفرد است−
))((1اگر ) ب −−+= KIKIA باشد، آنگاه TAA   . است1−=
  
nmA براي ماتريس-1-19   . هرميتي هستندAA∗ و∗AA نشان دهيد كه ماتريس هاي×
  
  . يك ماتريس يكين مي باشدA ماتريسβ وα به ازاي چه مقاديري از-1-20
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nnBراي ماتريس اگر ب-1-21 BIA و اگر3B=0 داشته باشيم× n    باشد، نشان دهيد،=−

21 غيرمنفرد است و رابطهAماتريس)  الف BBIA n   . برقرار است−=++
bxپاسخ سيستم) ب =Aباشد، بصورت زير مي   

bbbx 2BB ++=  
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BAPP نشان دهيد اگر-1-22 nn باشد، آنگاه1−= BPAP   ).n≤1( است 1−=
  
   با توجه به لم معكوس سازي ماتريس ها صحت روابط زير را بررسي كنيد،-1-23

 )الف
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)( 11

11
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BCAD
BCAAABCA −−

−−
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+
−=+  

HPQHPHPHPQHHP )ب TTT 1111 )()( −−−− ، اين رابطه مربوط به الگوريتم +=−+
  .حداقل مربعات بازگشتي مي باشد

  
   نشان دهيد،-1-24

nnAبراي يك ماتريس مختلط) الف    داريم،nv×1 وnu×1 و بردارهاي مختلط×
vuvuvuvu A,AAA ∗∗∗ == ,,  

  . تحقيق كنيدA×33 و ماتريسv×13 وu×13صحت روابط فوق را براي بردارهاي
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nnAبراي يك ماتريس حقيقي) ب    داريم، nv×1 وnu×1حقيقي  و بردارهاي×

vuvuvuvu A,AAA TTT == ,,  
  
1-25- ندرموند ماتريس زير را ماتريس و(Vandermonde)،گويند   
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∏نشان دهيد، 
≤≤≤

−=
nij

ji aaA
1

  . است)(

  
   تعيين نماييد كداميك از ماتريس هاي زير مثبت معين هستند،-1-26
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TIA)ب uu−=كه در آن ،uبردار n1تايي با نُرم<uمي باشد .  
  

⎥) ج
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

=
BBIB

BI
A TTكه ،nmB   . است×

  
   صورت هاي درجه دوم زير را تعيين علامت نماييد،-1-27

313221)الف
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2
1 242113 xxxxxxxxxQ −−+−−−=  

313221) ب
2
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2
2

2
1 2624 xxxxxxxxxQ −−+++=  

313221) ج
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2
2

2
1 24211410 xxxxxxxxxQ −−+−+=  

3221) د
2
3

2
2

2
1 122416 xxxxxxxQ ++++=  

  
  . نشان دهيد معكوس يك ماتريس مثبت معين، خود يك ماتريس مثبت معين است-1-28
  
nmA اگر براي ماتريس-1-29   ، نشان دهيد،A>1 داشته باشيم، ×

AAIماتريس) الف T−مثبت معين است .  

⎥ماتريس) ب
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
IA
AI

Tمثبت معين است .  

  
   ماتريس مثبت نيمه معين زير را در نظر بگيريد، -1-30
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  . ماتريس مثبت نيمه معين استB وA=0نشان دهيد
  
  
  
  
  


