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  مقدمه 1- 2
پرداخته شده  روش هاي حل آنها معرفي دستگاه معادلات جبري خطي ودر اين فصل به   

 و از روش  جردن-ي گوسي و روش گوسروش هاي مبتني بر الگوريتم ها روش حذفجمله از . است
در بيان هر  .و تجزيه چالسكي بررسي شده است LUهاي مبتني بر تجزيه ماتريس ها دو روش تجزيه 

الگوريتم هاي نام برده .  آورده شده استMATLABيك مثال هاي كاربرد همراه با كدنويسي هاي 
  .به لحاظ حجم محاسبات با يكديگر مقايسه و مزاياي هر يك مطرح گرديده است
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   معرفي دستگاه معادلات جبري خطي2- 2
 زير در نظر مجهول به شكل nمعادله و m جبري خطي باصورت كلي يك دستگاه معادلات  

  گرفته مي شود،
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 مقادير ثابت معين وها ibها وijaكه در آن است، ×nmاين دستگاه معادلات معرف يك سيستم
jxبا صرفنظر كردن  مي تواناين دستگاه معادلات را. ها مجهولاتي هستند كه بايد تعيين گردند 

   بصورت زير نمايش داد، و فقط با در نظر گرفتن ضرايبمجهولات
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دلات خطي  سيستم مي نامند، كه هر سطر آن بيان كننده يكي از معا1ماتريس افزودهاين ماتريس را 
bxهمچنين مي توان معادلات را بشكل. مي باشد =Aكه در آن، نمايش داد Aيك ماتريس  

nm×،b 1يك بردار×mو x1 يك بردار×n،بصورت زير است   
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ن است كه آيا جوابي براي اين آدر رابطه با دستگاه معادلات خطي بالا پرسشي كه مطرح مي گردد 
در فرآيند حل اين  . جواب منحصربفرد است يا خيرمجموعه معادلات وجود دارد يا نه و در صورت وجود

  زير وجود دارد، هايحالتد دستگاه معادلات امكان رخ دا
   .است 2ناسازگاريا  بدون جوابالتي كه دستگاه  ح-1
 فقط يك جواباست و جواب دارد كه در اينصورت امكان دارد  3سازگار  حالتي كه دستگاه-2

  . داشته باشدبيشمار جوابداشته باشد يا اينكه منحصربفرد 

                                                 
١ Augmented Matrix 
٢ Inconsistent 
٣ Consistent 



دستگاه معادلات جبري خطي:              فصل دوم                                                                 

Applied Linear Algebra with MATLAB 
S. Sedghizadeh, Systems and Control Dept., KNTU 

80 

 تعداد مجهولات n تعداد معادلات وm كه×nmدر يك دستگاه معادلات جبري خطي
  است، حالت هاي زير را مي توان در نظر گرفت،

nmحالت -1   گويند، 1معينهمواره دستگاه را در اين حالت  :=
  .  معادلات سازگار است و يك جواب منحصربفرد دارد باشد، دستگاهA≠0اگر
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براي بدست آوردن يك پاسخ معين از روش  بيشمار جواب دارد و  و دستگاه سازگار باشد،A=0اگر
  مي توان استفاده نمود،  2حداقل نُرم
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 از روش يك پاسخ تقريبيبراي بدست آوردن باشد، اصلاٌ جواب ندارد و  و دستگاه ناسازگار A=0اگر
  . استفاده مي شود3حداقل مربعات 
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nmحالت -2   گويند،  4فرومعيندستگاه را در اين حالت : >
 داراي بيشمار  كهفرومعين دستگاه هاي در. بيشمار جواب داشته باشدمي تواند اين گونه سيستم ها 

  ه كرد، استفاد مي توانين از روش حداقل نُرم براي بدست آوردن يك پاسخ معجواب هستند،
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nm براي-3    مي نامند،5فرامعيندستگاه را  در اين صورت ، <

  . داشته باشدصربفرد منح مي تواند يك جواب در صورت سازگار بودنچنين دستگاهي
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١ Everdetermined 
٢ Minimum Norm Solution 
٣ Least Square Solution 
٤ Underdetermined 
٥ Overdetermined 
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 يك پاسخبراي بدست آوردن  ي، كه در چنين موارد اصلاً جوابي ندارنددر صورت ناسازگار بودن،
  .تفاده مي شودش حداقل مربعات  اس از روتقريبي
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بسيار دستگاه كم باشند لات زمانيكه تعداد معادلات و مجهوبررسي وجود و عدم وجود جواب 

. در عمل ممكن است با تعداد معادلات و مجهولات بيشتري سر و كار داشته باشيمليكن . ساده است
 روشهاي خاصي جهت بدست آوردن  بيشتر بايد از با تعداد معادلات و مجهولاتبراي دستگاه هايي 

يك . يادي براي حل دستگاه معادلات خطي دارد ابزارهاي زMATLABنرم افزار . استفاده كردپاسخ
bxروش براي حل دستگاه معادلات =Aكه در آن nmA  مي باشد، استفاده از عملگر تقسيم mb×1 و×

  .  است( \ )چپ 
nmدر حالت  جواب دقيق دستگاه معادلات را پس از گرد كردن MATLAB نرم افزار=

  . اعداد محاسبه مي كند
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  ي كرد،بررسبصورت زير  rمانده صحت پاسخ را مي توان با محاسبه بردار باقي

0.2220              

0.6661              
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 r

x*A - b  r

=

=

 

  .داد مي باشد برابر صفر است و نتيجه حاصل تأثير گرد كردن اعrبه لحاظ تئوري، باقيمانده 
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nmهمچنين در حالت    براي حل دستگاه معادلات inv(A) مي توان از ماتريس معكوس =
استفاده نمود، ليكن به دليل حجم بالاي محاسبات و حساسيت برخي از سيستم ها نسبت كه خطاهاي 

  و گرد كردن اعداد اين روش توصيه نمي شود،كوچك محاسباتي 
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= x

b*inv(A)=x

ones(3,1);=b

10]; 8 6;7 5 3;4 2 [1=A

  

  
براي مشاهده تفاوت اين دو روش از نظر حجم محاسباتي به ويژه در دستگاه معادلات با ابعاد بالا 

  دستوري بصورت زير در نظر مي گيريم،

18.2180   

= meelapsed_ti

toc

b;*inv(A)=x

tic;

9.8900    

= meelapsed_ti

toc

b;\A=x

tic;

1);rand(1000,=b

1000);rand(1000,=A

  

  باعث مي شوند كه زمان لازم براي محاسبه عبارت بين آن دو دستور برحسب toc و ticدستورهاي 
مشخص است كه با افزايش ابعاد دستگاه معادلات حجم . ت و در خروجي نشان داده شودثانيه ثب

  .بسيار افزايش خواهد داشتinv(A) محاسبات در استفاده از دستور
  
   محاسبه عدد حالت ماتريس ها-2-2-1

ايراد ديگري كه در استفاده از ماتريس معكوس وجود دارد، حساسيت برخي از دستگاه هاي   
براي بررسي اين موضوع به . نسبت به خطاهاي كوچك محاسباتي و گرد كردن اعداد مي باشدمعادلات 

  مثال بعدي توجه نماييد،
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  1-2مثال
  ستگاه معادلات زير را در نظر بگيريد،د
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  پاسخ سيستم را مي توان بصورت زير بدست آورد،
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= ans

det(A)

.616];[13.520;30=b

74.752]; 68433.074;52. [23.297=A

  

  
 اگر اين دستگاه معادلات مربوط به انجام يك سري آزمايشات مختلف بوده و در اندازه گيري هاي حال
  بررسي كنيد در هر حالت حل دقيق سيستم چه خواهد شد؟. ف جواب هاي زير بدست آمده باشدلمخت
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8.8137    

11.9266-  

= x

b*inv(A)=x

5];[13.65;30.=b

74.752]; 68433.074;52. [23.297=A

  

  

4.7190-   

7.2746    

= x

b*inv(A)=x

];[13.4;30.5=b
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5.2901-   

8.0897    

= x

b*inv(A)=x

5];[13.5;30.7=b

  

□  
  

به .  است به شدت در نتيجه حاصل تأثير گذارbمشخص است كه تغييرات بسيار كوچك در بردار
مي توان بصورت زير بيان علت اين موضوع را .  گفته مي شود1د حالتب چنين دستگاههاي معادلات

   .كرد
  يد،دستگاه معادلات خطي زير را در نظر بگير

11 ××× = nnnnA bx  
   غير منفرد باشد مي توان نوشت،Aبا فرض اينكه ماتريس

bx 1−= A  
 باشد، در اينصورت اين خطا ∆b شامل نويز يا خطاهاي محاسباتي ناشي از گرد كردن مانندbحال اگر

  صورت زير در پاسخ  ظاهر خواهد شد،ب
b)(bxx ∆+=∆+ −1A  

  لذا مي توان نوشت،
bx ∆=∆ −1A  

  از اين رابطه مي توان نتيجه گرفت،ه به خواص نُرم ماتريس ها با توج
bx ∆≤∆ −1A  

  .نُرم مورد نظر نُرم دو است
  

براي تغييرات ، ي داشته باشد كوچكمقدارA−1اگراز عبارت اخير مي توان تعبير كرد كه،  
 ∆x هاي بزرگ، مقدارA−1 برايلي و. كم خواهد بود∆xمقدار ، كوچك∆b يعنيbكم در

  .قدار كوچكي باشد م∆b حتي اگر ،بزرگ است
  

تعريف  2عدد حالتلذا براي تشخيص بد حالت بودن يك دستگاه معادلات پارامتري به نام  
  مي گردد،

)2-3(          1,1 ≥= − κκ AA  

                                                 
١ Ill condition 
٢ Condition Number 
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خوش  حاصل و دستگاه معادلات Aماتريس بيان كننده آن است كه ،اگر عدد حالت كوچك باشد
 منفرد  ماتريس نزديك به بيانگر آن است كه، بزرگي باشد خيليمقدار است و اگر عدد حالت 1حالت

 زياد Aخطاي محاسباتي در معكوس كردن ماتريس   و مي نامند حالت بدشدن است، لذا آن ماتريس را
  .است

  
  2-2مثال

   را در نظر بگيريد،دستگاه معادلات زير

⎩
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=+

616.30752.74684.52
520.13074.33297.23
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xx
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  .لت را براي اين سيستم بدست آوريد و بد حالت يا خوش حالت بودن سيستم را بررسي نماييدعدد حا
  

 براي cond(A) به نام يبراي بدست آوردن عدد حالت از تعريف آن استفاده مي نماييم، البته دستور
  محاسبه عدد حالت ماتريس ها وجود دارد،

  

004+1.0275e  

= ans

cond(A)

004+1.0275e  

= ans

))norm(inv(A*norm(A)

74.752]; 68433.074;52. [23.297=A

  

  
1100275.1نتيجه نشان مي دهد كه 4 >>×=κلذا اين سيستم بد حالت مي باشد و به  است ،

 سبب بروز خطاي محاسباتي بالايي در حل دستگاه bهمين دليل تغييرات بسيار كوچك در بردار
bxمعادلات =Aمي گردد .   

  
رم دو ماتريس محاسبه مي نمايد و براي محاسبه  بر اساس نُ حالت راعددcond(A) دستور

 ,fro''cond(A( و,A)cond(A,1)،inf)condن بر حسب ديگر نُرم ها مي توان از دستورهايآ
  .استفاده كرد

□  
  
  

                                                 
١ Well Conditioned 
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    بر پايه الگوريتم هاحل دستگاه معادلات جبري خطي 3- 2
ضوعات مهمي كه در حل دستگاه معادلات خطي مورد نظر است، تشخيص سازگار يكي از مو  

. يا ناسازگار بودن سيستم و در صورت سازگار بودن يافتن جواب و يا مجموعه جوابهاي ممكن مي باشد
 2 جردن–گوس و روش  1خذفي گوسيعمده كه بكار گرفته مي شوند روش در اين راستا دو روش 
  . مي پردازيم روش به شرح اين دوهمي باشند، كه در ادام

  
   روش خذفي گوسي-2-3-1

 جابجايي  عمليات ساده نظيردر روش حذفي گوسي سعي مي شود تا با انجام يك سري  
تم موجود را به يك سيس با يكديگر،  جمع سطرها در يك عدد غير صفر ياسطرها، ضرب سطرها

 پذير ه دستيابي به جواب به راحتي امكانولي معادل با قبلي تبديل كرد، به نحوي كسيستم ساده 
nm بايد دو حالت را در نظر گرفت، اول هنگاميكهبراي اين منظور. باشد  باشد و دوم در =

nmصورتيكه   . باشد ≠
)(در حالت nm   ،ي زير در آيدثبه شكل بالا مثلسعي مي شود تا ماتريس افزوده سيستم  =
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گوريتم جايگزيني الدر اينصورت دستگاه معادلات حاصل بشكل زير خواهد بود، كه با استفاده از يك 

  مي توان آن را حل كرد،  3پسرو
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  بصورت زير مي باشد، جايگزيني پسرو الگوريتم

                                                 
١ Gaussian Elimination 
٢ Gauss - Jordan 
٣ Backward Substitution Algorithm 
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T)  گام سوم
nxxx ],,,[ 21 K=x  

  
   زير خلاصه كرد،ديل ماتريس ضرايب به فرم بالا مثلثي را مي توان بصورتفرايند تب

  
   ،امn از معادلات دوم تا1x حذف مجهول-گام اول

nirrr
a
a

ii
i ,,2,1

11

1 K=→+
−  

  ام،n از معادلات سوم تا2x حذف مجهول-گام دوم

nirrr
a
a

ii
i ,,3,2

22

2 K=→+
−  

  . ادامه مي دهيمn−1 تا گام ترتيب به همين-گام سوم
  
  

  3-2مثال
  دستگاه معادلات زير را در نظر بگيريد،

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++

3
8434
7439

321

321

321

xxx
xxx
xxx

  

  ،ده اين معادلات بصورت زير استفرم ماتريس افزو

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

3

2

1

3
8
7

111
434
439

x
x
x

  
   ،از معادلات دوم و سوم حذف نماييم را 1xمجهولابتدا بايد ) 1(

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⇒

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

→+
−

→+
−

3

2

1

9
20
9
44

9
5

9
6

9
20

9
15

331

221
7

0
0

439

9
1

9
4

x
x
x

rrr

rrr
  

   را از معادله سوم حذف نماييم،2xبايد مجهولحال ) 2(
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⇒→+
−

−
3

2

1

15
4
9
44

9
3

9
20

9
15

332

7

00
0

439

15
6

x
x
x

rrr  

 بنابراين ماتريس ضرايب به فرم بالامثلثي تبديل مي شود و دستگاه معادلات حاصل بصورت زير )3(
  خواهد بود،

15
4

9
3

9
44

9
20

9
15

7439

3

32

321

=
−

=+

=++

x

xx

xxx

  

   قابل محاسبه هستند، با استفاده از الگوريتم جايگزيني پسروكه جواب ها به راحتي

5
4,4,

5
1

321
−

==
−

= xxx  
□  
  

 را مي توان در قالب ضرب يك ك از مراحل گفته شدههر يش حذفي گوسي، در انجام رو
انجام يك عمل مقدماتي روي ماتريس هاي مقدماتي مربعي بوده و با . بيان كرد 1ماتريس مقدماتي

، در مجموع سه نوع ماتريس مقدماتي براي انجام عمليات سطري.  بدست مي آيندnIماتريس واحد
  .  ماتريس ها وجود داردتونيهمچنين براي عمليات س

  
ji ماتريس هاي مقدماتي كه عمل جابجايي سطر را انجام مي دهند، -1 rr به چنين ماتريس .  ↔

)det(1 در اين ماتريس ها . نيز گفته مي شود2ماتريس جايگشتهايي  −=E و EE   . است1−=
  

  4-2مثال 
  ه ماتريس هاي زير را در نظر بگيريد،براي نمون

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⇒↔

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=⇒↔

32
59

59
32

01
10

360
7129
452

7129
360
452

010
100
001

221

132

BErr

AErr
  

□  
                                                 
١ Elementary Matrix 
٢ Permutation Matrix 
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ii ضرب مي نمايند، kماتريس هاي مقدماتي كه هر سطر از ماتريس را در عددي مثل -2 rkr →. 
kE، يك ماتريس قطريEدر اين ماتريس ها =)det( است و [ ] )/1()( 1 kEkE ii   . است−=

  
  5-2مثال 

  براي نمونه ماتريس هاي زير را در نظر بگيريد،

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⇒→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=⇒→−

59
1510

59
32

10
05

5

7129
12240
452

7129
360
452

100
040
001

4

211

122

BErr

AErr
  

□  
  
، ربي از ساير سطرها جمع مي نمايندبا مض ماتريس هاي مقدماتي كه هر سطر از ماتريس را -3
iij rrkr )det(1 در اين ماتريس ها .+→ =E است و [ ] )()( 1 kEkE ii   . است−=−
  

  6-2مثال 
  براي نمونه ماتريس هاي زير را در نظر بگيريد،

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⇒→+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
=⇒→+−
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59
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15
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5

7129
360
8292

7129
360
452

100
010
041

4

2221

1112

BErrr

AErrr
  

□  
  

  7-2مثال 
را مي  3E و1E،2E مقدماتيهايماتريس  هر يك از مراحل گفته شدهبراي انجام ) 3-2( در مثال

  بصورت زير بيان كرد، توان
2219) : 1(مرحله 

4 rrr →+
−  

[ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
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⎥
⎥
⎥
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⎤
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⎢
⎢
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⎡
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⎥
⎥
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⎤
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⎡
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7
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8
7
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9
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9
20

9
15

9
4

1
bAE  
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3319) : 2(مرحله 
1 rrr →+

−  

[ ]
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⎥
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⎡
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9
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9
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9
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9
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0
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439
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7

111
0

439
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bAEE  

33215) : 3(مرحله 
6 rrr →+

−  
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⎢
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⎡
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3
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9
20
9
44

9
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9
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9
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9
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7

00
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4397

0
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439

10
010
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bAEEE  

  بيان كرد،بنابراين كل اين تبديلات را مي توان بصورت زير 
[ ]bAEEE 123  

 از روش  مي توان برنامه اي براي محاسبه ماتريس هاي مقدماتيMATLABبا استفاده از نرم افزار 
   نوشت،ستگاه معادلات با استفاده از الگوريتم جايگزيني پسرو و حل دحذفي گوسي

end

end   

end      

)pivoting' needs algorithmerror('         

else      

NA);eye(NA,  E         

AB; * E  AB   

j);AB(j, / j)AB(i,-  j)E(i,      

0 ~ j)AB(j, if      

NA:1j  i for

1-NA:1  j for

NA);eye(NA,  E

B]; [A  AB

end

 );'dimensions compatible have must Band  Aerror('   

 NA, ~ NB1 if

size(B);  NB][NB1,

   size(A,2);  NA

B)gauss1(A,  AB][x, function

pivoting. without algorithm nEliminatio %Gaussian

=

=

=

=

+=

=

=

=

=

=

=

=
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end

0;  sum   

AB(i,i); / sum) - 1)NA(AB(i,  x(1,i)   

end   

j);AB(i, * j)x(1,  sum  sum      

NA:1i  j for   

1:-1:NA  i for

0;  sum

NA);zeros(1,  x

equation matrix triangular-upper a for onsubstitutibackward  %

=

+=

+=

+=

=

=

=

  

) ;(در صورتيكه با حذف مثلثي مي باشد و پاسخ نهايي و ماتريس افزوده بالاصلي شامل خروجي برنامه ا
  ، بدهيد، اجراي برنامه بصورت زير خواهد بوديج را براي ماتريس هاي مقدماتياجازه نوشتن نتا

0.2667    0.3333-   0         0         

4.8889    2.2222    1.6667    0         

7.0000    4.0000    3.0000    9.0000    

= AB

0.8000-   4.0000    0.2000-   

= x

1.0000    0.4000-   0         

0         1.0000    0         

0         0         1.0000    

= E

1.0000    0         0.1111-   

0         1.0000    0         

0         0         1.0000    

= E

1.0000    0         0         

0         1.0000    0.4444-   

0         0         1.0000    

= E

b)gauss1(A,AB] [x

[7;8;3];=b

1]; 1 4;1 3 4;4 3 [9=A

=

  

□  
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  8-2مثال 
  دستگاه معادلات زير را در نظر بگيريد،

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=+
=++
=−+−

13
1332
42

31

321

321

xx
xxx
xxx

  

  
  فرم ماتريس افزوده اين معادلات بصورت زير مي باشد،

[ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−−
→
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13
4

103
321
112

bA

  
  

    از معادلات دوم و سوم،1x حذف مجهول-گام اول

11 2 2
5 5

22 2
3 1

1 3 3 32 2

1
1 22

3
2

1 2 1 1 4
2 0 15
3

0 5
2

1 0 0 1 0 0
1 0 , 0 1 0

0 0 1 0 1

xr r r
x

r r r x

E E

−

⎫ ⎡− − ⎤ ⎡ ⎤+ → ⎪⎪ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⇒⎬ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎪ ⎢ ⎥+ → ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦⎪⎭

⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥= = ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  

  
   از معادلات سوم،2x حذف مجهول-گام دوم
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2
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x
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rrr  

  
   اجراي الگوريتم جايگزيني پسرو براي حل معادلات،-  سوم گام
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□  
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0V1 =

0V2 =

200V3 =

20R1 = 25R3 =

30R5 =10R 2 =

10R 4 =
1i

2i

3i

  9-2مثال 
  . را بدست آوريد3i و1i،2iدر مدار الكتريكي زير با اعمال روش حذفي گوسي جريانهاي

  
  

  
  
  
  
  
  
  
  

  افزوده حاصل براي اين سيستم بصورت زير بدست مي آيد،معادلات مداري براي حلقه ها و ماتريس 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤
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⎣

⎡
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−−
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→
⎪
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3
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1

13233

12322
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200
0
0

501010
105520
102030

200)(10)(1030
0)(20)(1025

0)(10)(20

i
i
i

iiiii
iiiii

iiii
  

  حال با اعمال روش حذفي گوسي دستگاه معادلات حاصل را حل مي كنيم،
  

   از معادلات دوم و سوم، 1i حذف مجهول-گام اول

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −−
⇒

⎭
⎬
⎫

→+

→+

−

−

3

2

1

3
140

3
50

3
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3
125

33130
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22130
20

200
0
0

0
0

102030

i
i
i

rrr
rrr  

   از معادله سوم، 2i حذف مجهول-گام دوم

}
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
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⎥
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⎥
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i
i
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rrr  

   اجراي الگوريتم جايگزيني پسرو براي حل معادلات،- گام سوم 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

→
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
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=−
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20040
0

0102030

1

2
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3
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i
i
i

i
ii

iii
  

  .لذا جريان هر يك از حلقه ها بدست مي آيد
□  
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  10-2مثال 
رت زير اندازه در يك آزمايش پرتاب موشك، سرعت موشك در راستاي قائم در زمان هاي مختلف بصو

  گيري شده است،
 t(sec)زمان    m/sec(v(سرعت  

8.106  5  
2.177  8  
2.279  12  

سرعت موشك بر حسب زمان را مي توان بصورت چندجمله اي درجه دوم تقريب با توجه به اين جدول 
  زد،

125,)( 32
2

1 ≤≤++= tatatatv  
ت موشك سرع سپس .با استفاده از روش حذفي گوسي مقدار ضرايب اين چند جمله اي را بدست آوريد

  . بيابيدsec6=tرا در لحظه
  

دله سرعت موشك بر حسب زمان دستگاه معادلات حاصل را بدست ابتدا بايد با قرار دادن نقاط در معا
  آوريم،
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⎥
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⎥
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⎢
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⎥
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⎢
⎢

⎣

⎡
→

⎥
⎥
⎥
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⎢
⎢

⎣

⎡
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⎥
⎥
⎥
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⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
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⎦

⎤

⎢
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⎢

⎣

⎡

2.279
2.177
8.106

112144
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1
1
1

3

2

1

3

2

1

3

2

1

3
2
3

2
2
2

1
2
1

a
a
a

v
v
v

a
a
a

tt
tt
tt

  

  
 گوسي اين دستگاه معادلات را حل مي نماييم، فرم ماتريس افزوده سيستم -حال با اعمال روش حذفي

  بصورت زير است،

[ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
→

3

2

1

2.279
2.177
8.106

112144
1864
1525

a
a
a

Ab  

  
56.225/64از معادلات دوم و سوم، توجه كنيد كه  1a حذف مجهول-گام اول  و −=−

76.525/144    مي باشد،−=−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−−
−−⇒

⎭
⎬
⎫

→+−
→+−

3

2

1

331

221

968.335
208.96
8.106

76.48.160
56.18.40

1525

76.5
56.2

a
a
a

rrr
rrr  
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5.38.4/8.16 از معادله سوم، توجه كنيد كه2aمجهول حذف -گام دوم    مي باشد،−=−

}
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−−⇒→+−

3

2

1

332

76.0
208.96
8.106

7.000
56.18.40

1525
5.3

a
a
a

rrr  

  
   اجراي الگوريتم جايگزيني پسرو براي حل معادلات،- گام سوم 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

→
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
−=−−

=++

2905.0
6905.19

0857.1

76.07.0
208.9656.18.4

8.106525

1

2

3

3

32

321

a
a
a

a
aa

aaa
  

  لذا معادله سرعت موشك بر حسب زمان بصورت زير بدست مي آيد،
125,0857.16905.192905.0)( 2 ≤≤++= ttttv  

  
   بصورت زير محاسبه مي شود،sec6=tت موشك را در لحظهسرع

sec/m686.1290857.1)6(6905.19)6(2905.0)6( 2 =+×+×=v  
□  
  

 گوسي اگر يكي از عناصر قطر اصلي برابر با صفر گردد انجام عمليات -ر اجراي عمليات حذفيد: 1نكته
در چنين مواردي براي ادامه عمليات نياز به جابجا كردن معادله مذكور يا همان . متوقف خواهد شد

 در انتخاب سطر مناسب.  گفته مي شود1محورگيريسطرهاي ماتريس افزوده داريم، كه به اين كار 
گيريم كه بزرگترين عدد محوري  بهتر است سطري را در نظر ب بخاطر پايداري الگوريتم،جاييبراي جاب

  .را داشته باشد
  

  11-2مثال 
  دستگاه معادلات زير را در نظر بگيريد،

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=−++−
=−+−−

=−++
−=−−+

736
72833

5342
42242

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
xxxx

  

  
  فرم ماتريسي اين معادلات بصورت زير مي باشد،

                                                 
١ Pivoting 
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⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−−
−
−−

→=

7
7
5
4

3611
2833
3421
2242

4

3

2

1

x
x
x
x

A bx  

حال مراحل . اين دستگاه معادلات خطي را با استفاده از روش حذفي گوسي حل كنيممي خواهيم 
  مربوطه را طي مي نماييم،

  
   را از معادلات دوم تا چهارم حذف نماييم، 1xابتدا بايد مجهول) 1(

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

−
−
−
−−

⇒

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

→+

→+

→+
−

4

3

2

1

441

331

221

5
1
7
4

4530
5530
2500
2242

2
1
2
3
2
1

x
x
x
x

rrr

rrr

rrr

  

ادلات سوم و چهارم حذف نماييم، ليكن به علت صفر بودن عنصر  را از مع2xحال بايد مجهول) 2(
در چنين شرايطي بايد عمل محورگيري انجام دهيم، يعني .  اين كار امكان پذير نمي باشد22aمحوري

بنابراين ماتريس افزوده جديد بصورت زير قابل . جاي معادله دوم را با معادله چهارم عوض مي نماييم
  بازنويسي خواهد بود،

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

−
−
−
−−

4

3

2

1

7
1
5
4

2500
5530
4530
2242

x
x
x
x

  

  
   را از معادلات سوم و چهارم حذف كنيم،2xحال مي توانيم مجهول) 3(

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

−
−
−
−−

⇒→+−

4

3

2

1

332

7
4

5
4

2500
1000
4530
2242

x
x
x
x

rrr  

  
 33aوري را از معادله چهارم حذف نماييم، ليكن باز هم عنصر مح3xاين بار لازم است تا مجهول) 4(

برابر با صفر است، پس باز هم عمل محورگيري را انجام داده و جاي معادله سوم را با معادله چهارم 
  عوض مي نماييم،
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⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

−
−
−
−−

4

3

2

1

4
7
5
4

1000
2500
4530
2242

x
x
x
x

  

به اين ترتيب ماتريس ضرايب به فرم بالامثلثي تبديل مي گردد و دستگاه معادلات حاصل بصورت زير 
  خواهد بود،

4
725

5453
42242

4

43

432

4321

−=−
=−

=−+
−=−−+

x
xx

xxx
xxxx

  

  كه جواب ها به راحتي با استفاده از الگوريتم جايگزيني پسرو قابل محاسبه هستند،
4,3,2,1 4321 ==== xxxx  

  
  ماتريس هاي مقدماتي براي انجام هر مرحله بصورت زير بدست مي آيند،

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
−

100
0100
0010
0001

,

1000
010
0010
0001

,

1000
0100
001
0001

2
1

3
2
32

2
1

1 EEE  

  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

0100
1000
0010
0001

,

1000
0110
0010
0001

,

0010
0100
1000
0001

654 EEE  

  
 عمليات محورگيري در نظر گرفته نشده است، لذا استفاده از اين برنامه در اين gauss1در برنامه

  حالت پيغام خطايي بصورت زير مي دهد،

pivoting needs algorithm

gauss1 ==> using Error ???

b)gauss1(A,=x

;[-4;5;7;7]=b

3];- 6 1 2;-1- 8 3- 3;-3- 4 2 2;1- 2- 4 [2=A
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   هم صورت گيرد،لذا مي توان بصورت زير برنامه را اصلاح نمود تا عمل محورگيري
  

NA);eye(NA,  E

B]; [A  AB

NA;

end

 );'dimensions compatible have must Band  Aerror('   

 NA, ~ NB1 if

size(B);  NB][NB1,

   size(A,2);  NA

B)gauss2(A,  AB][x, function

pivoting. with algorithm nEliminatio %Gaussian

=

=

=

=

=

=

  

end

end   

              end             

NA);eye(NA,  E         

AB; * E  AB   

j);AB(j, / j)AB(i,-  j)E(i,         

:);j], 1)-(jAB([k  :)1)],-(jk AB([j         

j)));NA],([j:max(abs(AB  k][max,         

else      

NA);eye(NA,  E         

AB; * E  AB   

j);AB(j, / j)AB(i,-  j)E(i,      

0 ~ j)AB(j, if      

NA:1j  i for

1-NA:1  j for

=

=

=

+=+

=

=

=

=

=

+=

=
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end

0;  sum   

AB(i,i); / sum) - 1)NA(AB(i,  x(1,i)   

end   

j);AB(i, * j)x(1,  sum  sum      

NA:1i  j for   

1:-1:NA  i for

0;  sum

NA);zeros(1,  x

equation matrix triangular-upper a for onsubstitutibackward  %

=

+=

+=

+=

=

=

=

  

  اجراي برنامه بصورت زير است،
  

4     1     0    0     0     

7     2-    5     0     0     

1     5-    5     3     0     

4-    2-    2-    4     2     

= AB

4     3     2     1     

= x

b)gauss2(A,=AB] [x

;[-4;5;7;7]=b

3];- 6  1  2;-1- 8  3- 3;-3- 4  2  2;1- 2- 4  [2=A

  

□  
  

  12-2مثال 
  دستگاه معادلات زير را در نظر بگيريد،

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=+−
=−+−
−=+−

732
322
232

321

321

321

xxx
xxx

xxx
  

  فرم ماتريس افزوده اين دستگاه معادلات بصورت زير مي باشد،

[ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

−
−−

−
→

7
3
2

312
221

321
bA
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    از معادلات دوم و سوم،1xذف مجهول ح-گام اول

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

−

−
⇒

⎭
⎬
⎫

→+−
→+

3

2

1

331

221

3
1
2

330
100
321

2
x
x
x

rrr
rrr  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

102
010
001

,
100
011
001

21 EE  

  
   از معادله سوم،2x جابجايي معادلات دوم و سوم حذف مجهول-گام دوم

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−
−

−
−

⇒↔
010
100
001

1
3
2

100
330

321

3

3

2

1

32 E
x
x
x

rr  

  
   حل معادلات، اجراي الگوريتم جايگزيني پسرو براي- گام سوم 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=−+−=

=+−=

=

→
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
−=−

−=+−

5322
0)33(

1

1
333

232

321

33
1

2

3

3

32

321

xxx
xx

x

x
xx

xxx
  

□  
  
   الگوريتم حذفي گوسيحاسبات جبريحجم م -2-3-1-1

در حالت .  نيز بررسي نمودالگوريتم حذفي گوسي را مي توان از نظر تعداد محاسبات جبري  
  تعداد عمليات لازم براي محاسبات جبري بصورت زير بدست مي آيد،كلي 

  
],,,[                                  :  n×1 جمع دو بردار-1 2211 nn vuvuvu +++=+ Kvu    
           عمليات جمع جبري دارد، n نياز به انجام-
  
],,[                          :   n×1 در يك بردارa ضرب عدد اسكالر-2 21 nauauaua K=u    
   عمليات ضرب جبري دارد،n نياز به انجام-

  . مي نامندflop1را اصطلاحاً يك ) تقسيم/ تفريق و ضرب/ جمع(هر يك از اين عمليات جبري 
  

                                                 
١ Floating-point operation 
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∑     :      n×1 ضرب داخلي دو بردار-3
=

=+++==
n

i
iinn

T vuvuvuvuvu
1

2211, Lvu         

12 عمل جمع مي باشد، لذا تعداد كل عملياتn−1 عمل ضرب وnادل با مع- −nخواهد بود .  
  
11                                 :                                  ضرب بردار در ماتريس-4 ××× = nnmm A xy   
  در نظر گرفت، لذا تعداد كل عملياتn×1 بردارmضرب داخليت را مي توان معادل با ال اين ح-

mn )12(   . است−
  .ت عمليات در نظر گرفnm2مي توان ) n→∞( براي ماتريس هايي با ابعاد بزرگ -
)( ماتريس قطري باشدA اگر - nm   . عمل ضرب خواهد بودn، محاسبات=

    
pnnmpm               :                                              ضرب ماتريس در ماتريس-5 BAC ××× =  
mpnاد محاسبات جبري تعد4 با توجه به بند - )12(   .بدست مي آيد−
  . عمليات در نظر گرفتnmp2مي توان ) n→∞(  براي ماتريس هايي با ابعاد بزرگ -
  
  : يا پيشرو الگوريتم جايگزيني پسرو- 6
   دستگاه معادلات زير را در بگيريد،-

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

→=

nnnn

n

n

b

b
b

x

x
x

a

aa
aaa

A
MM

K

MOMM

K

K

2

1

2

1

222

11211

00

0
bx  

  الگوريتم جايگزيني پسرو به فرم زير است،

11131321211

2,2,211,222

1,1,111

/)(

/)(
/)(

/

axaxaxabx

axaxabx
axabx

abx

nn

nnnnnnnnnn

nnnnnnn

nnnn

−−−−=

−−=

−=
=

−−−−−−−−

−−−−−

L

MM

  

  
  تعداد عمليات جبري مورد نياز براي انجام اين الگوريتم بصورت زير بدست مي آيد،

   → يا تقسيم  عمليات ضرب
2

)1(321 +
=++++

nnnL  

nnnn    → يا تفريق   عمليات جمع −
+

=−++++
2

)1(1210 L  
  . خواهد بود عمليات جبري2nكلدر لذا 
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  :×nnالگوريتم حذفي گوسي براي دستگاه معادلات -7

   → يا تقسيم  عمليات ضرب
33

2
3 nnn

−+  

    → يا تفريق   عمليات جمع
6

5
23

23 nnn
−+  

 را مي توان هر يك) n→∞(براي   -
3

3n و در كل عمليات
3

2 3n در نظر گرفت.  
  

  13-2مثال
  توجه نماييد،ا روش حذفي گوسي براي حل دستگاه معادلات ببه حجم محاسبات 

flops16
5

6
35

2
3

3
3

11
3
33

3
3

33
23

2
3

→

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
×

−+

=−+
→×  

  .ت جبري بكار مي رود براي بيان تعداد عمليا1flopعبارت 

flops115
50

6
55

2
5

3
5

65
3
55

3
5

55
23

2
3

→

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
×

−+

=−+
→×  

□  
  

 مي توان تعداد عمليات جبري انجام شده را flops از دستور MATLABدر نرم افزار   
 و براي اعداد مختلط flops1اين دستور براي عمل جمع يا تفريق اعداد حقيقي. بدست آورد

flops2 يدر مورد عمل ضرب و تقسيم براي اعداد حقيق. در نظر مي گيردflops1 و براي اعداد 
  . شمارش را از صفر آغاز مي كندflops(0)دستور.  در نظر مي گيردflops6مختلط

  
   به نمونه هاي زير توجه نماييد،

3]; 0 1- 6 5;1 2 4 6 [5=C

6]; 9- 1- 6;8 5 8 [3=B

8]; 9;7 1;2- [6=A

8];[2;-1;3;4;=v

9];[3;1;0;-5;=u

  

                                                 
١ Floating point operations per second  
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20    

= nflops

flops=nflops

u;*C

flops(0)

48    

= nflops

flops=nflops

B;*A

flops(0)

10    

= nflops

flops=nflops

u'*v;

flops(0)

5     

= nflops

flops=nflops

v;+u

flops(0)

  

  
  م سطري پلكانيفر -2-3-1-2

در نظر گرفته شده بود، به تعداد معادلات با تعداد مجهولات مساوي   هاي قبلدر مثال
nmعبارتي سعي مي شود  مربعي نباشد، A ماتريس در صورتيكهليكن.  مربعي استA و ماتريس=

   زير تبديل گردد،1ي پلكانيسطرفرم  به Aتا ماتريس

)2-5(                   

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

00000000
00000000
*1000000
****1000
*****100
*******1

 

                                                 
١ Row Echelon Form 
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  فرم سطري پلكاني خصوصيات زير را داراست،
  . در بخش پايين ماتريس قرار مي گيرند كه تمامي عناصر آنها صفر است سطرهايي-1
 عدد يك  سطر،پ سمت چ درهستند، اولين عنصر غير صفر در سطرهايي كه شامل عناصر غير صفر -2

  . گفته مي شود1عنصر محوريمي باشد، كه به آن، 
  

   به فرم سطري پلكاني را مي توان بصورت زير خلاصه كرد،×nmفرايند تبديل ماتريس ضرايب
   در معادله اول يك نباشد،1xدر صورتيكه ضريب -گام اول

11
11

1 rr
a

→  

  ام،m از معادلات دوم تا1xحذف مجهول 
mirrra iii ,,2,11 K=→+−  

   در معادله دوم يك نباشد،2x در صورتيكه ضريب-ومدگام 

22
22

1 rr
a

→  

  ام،m از معادلات سوم تا2x حذف مجهول
mirrra iii ,,3,22 K=→+−  

  . ادامه مي دهيمm−1 به همين ترتيب تا گام-گام سوم
  

  14-2مثال
  دستگاه معادلات زير را در نظر بگيريد،

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+++
=+++

=++++

3742
42

553

5421

5432

54321

xxxx
xxxx

xxxxx
  

  
  فرم ماتريس افزوده اين معادلات بصورت زير مي باشد،

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

5

4

3

2

1

3
4
5

17042
12110
15131

x
x
x
x
x

  

  

                                                 
١ Pivot Entry 
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⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

5

4

3

2

1

1
4
5

11000
12110
15131

x
x
x
x
x

 را از سطر سوم حذف 1xدر سطر دوم صفر مي باشد، لذا در سطر اول يك و 1xاز آنجاييكه ضريب) 1(
  نماييم،

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−−−
⇒→+−

5

4

3

2

1

331

7
4
5

13220
12110
15131

2

x
x
x
x
x

rrr  

  نماييم، را از سطر سوم حذف مي 2x سطر دوم يك است، لذا در2x توجه به اينكه ضريببا) 2(

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⇒→+

5

4

3

2

1

332

1
4
5

11000
12110
15131

2

x
x
x
x
x

rrr  

از آنجاييكه در سطر سوم، اولين عدد غير صفر از سمت چپ يك مي باشد، لذا الگوريتم پايان يافته ) 3(
  است و فرم سطري پلكاني بصورت زير بدست مي آيد،

  
  

  
  
  

  بنابراين، دستگاه معادلات معادل بصورت زير در خواهد آمد،

1
42

553

54

5432

54321

=+
=+++

=++++

xx
xxxx

xxxxx
  

حسب ، مي توان برخي از مجهولات را بر تعداد مجهولات بيشتر از تعداد معادلات مي باشندآنجائيكهاز 
             ديگري بدست آورد،

    54352351 1,2,26 xxxxxxxx −=−+=++−=  
421هايمتغير ،با توجه به اين جوابها ,, xxx3 مستقل نبوده و وابسته به مقدارx5 وx3 هستند، بهx 

421با كمي دقت مي توان دريافت كه متغيرهاي . نيز گفته مي شود1متغيرهاي آزاد 5xو ,, xxx 
  .مربوط به ستون هايي هستند كه عناصر محوري در آنها قرار دارند

□  
                                                 
١ Free variables 
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  15-2مثال
  عادلات زير را در نظر بگيريد،دستگاه م

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−−
−=++−−

=+−−+

12084
1233

834227

5321

5421

54321

xxxx
xxxx

xxxxx
  

  فرم ماتريس افزوده اين معادلات بصورت زير مي باشد،

[ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−−
−−

−−
→

1
1

8

200814
12033
34227

bA

  
  

   را در معادله اول به يك تبديل مي كنيم،1x ابتدا ضريب-گام اول

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−−⇒→

−−

5

4

3

2

1

7
8

7
3

7
4

7
2

7
2

11

1
1

200814
12033

1

7
1

x
x
x
x
x

rr  

  
   از معادلات دوم و سوم،1xحذف مجهول

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⇒
⎭
⎬
⎫

→+−
→+

−−−

−−

−−

5

4

3

2

1

7
25
7

17
7
8

7
128

7
16

7
48

7
15

7
16

7
2

7
6

7
15

7
3

7
4

7
2

7
2

331

221

0
0
1

4
3

x
x
x
x
x

rrr
rrr  

  
   در معادله دوم يك نيست داريم،2x از آنجاييكه ضريب-گام دوم

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⇒→
−

−

−

−−

−−

−−

5

4

3

2

1

7
25

15
17
7
8

7
128

7
16

7
48

7
15

15
16

15
2

15
6

7
3

7
4

7
2

7
2

22

0
10

1

15
7

x
x
x
x
x

rr  

   از معادله سوم،2xلوحذف مجه
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⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
⇒→+ −−−

−−

5

4

3

2

1

15
17
7
8

15
16

15
2

15
6

7
3

7
4

7
2

7
2

332

6162600
10

1

7
15

x
x
x
x
x

rrr  

   را در معادله سوم به يك تبديل مي كنيم،3x ضريب-گام سوم

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⇒→
− −

−−

−−

−−

5

4

3

2

1

15
17
7
8

3
8

3
1

15
16

15
2

15
6

7
3

7
4

7
2

7
2

33

1100
10

1

6
1

x
x
x
x
x

rr  

  
   متغيرهاي آزاد هستند، دستگاه معادلات حاصل را حل5x و4x با توجه به اينكه-گام چهارم
   مي كنيم،

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

++=

−
=

++=

→

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

=−−

−
=−−+

=+−−+

543

2

541

543

5432

54321

3
8

3
11

15
23

3
1

3
2

15
28

1
3
8

3
1

15
17

15
16

15
2

15
6

7
8

7
3

7
4

7
2

7
2

xxx

x

xxx

xxx

xxxx

xxxxx

  

  .ارداين دستگاه بيشمار جواب د
□  
  

  16-2مثال
  معادله شيميايي اكسيداسيون آمونياك را در نظر بگيريد،

OHxNOxOxNHx 2432231 )()()()( +→+  
هدف يافتن كمترين مقادير صحيح مثبت . كه محصول نهايي آن منواكسيد نيتروژن و آب مي باشد

براي اين منظور .  مي باشد بطوريكه تعادل در معادله شيميايي بالا برقرار گردد4xو1x،2x،3xبراي
  تعداد اتمهاي هر يك از عناصر را در طرفين معادله شيميايي در نظر مي گيريم،

432

41

31

2:
23:

:

xxxO
xxH

xxN

+=
=
=

  

  بدست مي آيد،در نتيجه يك دستگاه معادلات همگن با سه معادله و چهار مجهول بشكل زير 
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02
023

0

432

41

31

=−−
=−

=−

xxx
xx

xx
  

  براي اين دستگاه معادلات خطي ماتريس افزوده زير قابل نوشتن است،

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

−

4

3

2

1

0
0
0

1120
2003

0101

x
x
x
x

  

  با اعمال روش سطري پلكاني معادلات به شكل زير در مي آيد،

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
→

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−

−

−−

4

3

2

1

3
2

2
1

2
1

4

3

2

1

0
0
0

100
10

0101

0
0
0

2300
1120

0101

x
x
x
x

x
x
x
x

  

 4x متغيرهاي وابسته و3x و1x،2xبا توجه به محل قرار گرفتن عناصر محوري مي توان گفت كه
  به اين ترتيب مجموعه جواب به شكل زير بدست مي آيد،. متغير آزاد مي باشد

434241 3
2,

6
5,

3
2 xxxxxx ===  

64بنابراين با انتخاب  =x1قادير صحيح مثبت براي كمترين مx،2x،3x4وx،بدست مي آيد   
)6,4,5,4(),,,( 4321 =xxxx  

  نهايتاً معادله شيميايي به شكل زير خواهد بود،
OHNOONH 223 6454 +→+  

□ 
  
   جردن- روش گوس-2-3-2

سعي بر آن است تا عمليات انجام شده بر روي ماتريس افزورده چنان  جردن -س در روش گو  
به عبارتي ماتريس .  تبديل به يك ماتريس قطري با عناصر قطر اصلي يك گرددAباشد كه ماتريس

nmدر حالت افزوده    تبديل مي گردد،به فرم زير =

)2-6(        
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

′

′
′

nb

b
b

M

K

MOMM

K

K

2

1

100

010
001

  

   بصورت زير مي توان بيان كرد، رايتم كليالگور
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   از تمامي معادلات به جز معادله اول، 1x  حذف مجهول-گام اول

nirrr
a
a

ii
i ,,2,1

11

1 K=→+
−  

   از تمامي معادلات به جز معادله دوم،2x  حذف مجهول-گام دوم

2,,,1,2
22

2 ≠=→+
− inirrr
a
a

ii
i K  

  . ادامه مي دهيمn−1همين ترتيب تا گام به -گام سوم
  

   تبديل عناصر قطري به يك،-گام چهارم

nirr
a ii

ii

,,1,1
K=→  

 جردن نيز اگر يكي از عناصر -همانند آنچه كه در اعمال روش حذفي گوسي گفته شد، در روش گوس 
 در اين روش نسبت به روش .بودقطري به عدد صفر تبديل گردد نياز به عمل محورگيري خواهد 

حذفي گوسي حجم محاسبات الگوريتم بيشتر است، ليكن در پايان نيازي به اجراي الگريتم جايگزيني 
  .پسرو وجود ندارد

  
  17-2مثال

  دستگاه معادلات زير را در نظر بگيريد،

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++

=+

72
62

42

321

321

32

xxx
xxx

xx
  

  فرم ماتريس افزوده سيستم به بصورت زير خواهد بود،

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

3

2

1

7
6
4

112
211
120

x
x
x

  

  وم داريم،با جابجا كردن سطر اول و س در معادله اول برابر صفر است، 1x آنجاييكه ضريباز

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

3

2

1

4
6
7

120
211
112

x
x
x

  

  ،وم حذف مي نماييم د را از معادله 1xمجهولوم صفر مي باشد، لذا  در معادله س1xضريب) 1(
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⇒→+

−

3

2

1

2
5

2
3

2
1

221

4

7

120
0

112

2
1

x
x
x

rrr  

   از معادلات اول و سوم، 2xحذف مجهول) 2(

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−
⇒

⎭
⎬
⎫

→+−
→+−

3

2

1

2
5

2
3

2
1

332

112

6

2

500
0

202

4
2

x
x
x

rrr
rrr  

   از معادلات اول و دوم،3xحذف مجهول) 3(

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
⇒

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

→+

→+
−

3

2

1

10
7
5
22

2
1

223

113

6500
00
002

10
3
5
2

x
x
x

rrr

rrr
  

ست، با تقسيم هر سطر بر عنصر قطر اصلي  بصورت قطري در آمده اAدر اين مرحله كه ماتريس) 4(
   را به يك ماتريس واحد تبديل مي نماييم،Aآن ماتريس

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⇒

⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

→
−

→

→

3

2

1

5
6
5
7
5

11

33

22

11

100
010
001

5
1

2
2
1

x
x
x

rr

rr

rr

  

  به اين ترتيب مقدار مجهولات به صورت زير بدست مي آيد،

5
6,

5
7,

5
11

321 === xxx  
   جردن نوشت،- براي الگوريتم گوس مي توان برنامه ايMATLABبا استفاده از نرم افزار 

NA);eye(NA,  E

B]; [A  AB

NA;

end

 );'dimensions compatible have must Band  Aerror('   

 NA, ~ NB1 if

size(B);  NB][NB1,

   size(A,2);  NA

B)n(A,gaussjorda  AB][x, function

pivoting. with algorithm Jordan-%Gauss

=

=

=

=

=

=
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;1)'NAAB(:,  x

AB; * E  AB   

end

AB(i,i); / 1  E(i,i)   

NA:1  i for

NA);eye(NA,  E

end

end   

              end             

NA);eye(NA,  E         

AB; * E  AB         

j);AB(j, / j)AB(i,-  j)E(i,         

:);j], 1)-(jAB([k  :)1)],-(jk AB([j         

j)));NA],:([jmax(abs(AB  k][max,         

else      

NA);eye(NA,  E         

AB; * E  AB   

j);AB(j, / j)AB(i,-  j)E(i,      

0 ~ j)AB(j, if      

NA:1  i for

NA:1  j for

+=

=

=

=

=

=

=

=

+=+

=

=

=

=

=

=

=

  

  اجراي برنامه بصورت زير است كه شامل پاسخ سيستم و ماتريس افزوده قطري شده مي باشد،
  

1.2000    1.0000    0         0         

1.4000    0         1.0000    0         

2.2000    0         0         1.0000    

= AB

1.2000    1.4000    2.2000    

= x

b)n(A,gaussjorda=AB] [x

[4;6;7];=b

1]; 1 2;2 1 1;1 2 [0=A

  

□ 
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  18-2مثال
  دستگاه معادلات زير را در نظر بگيريد،

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=+
=++
=−+−

13
1332
42

31

321

321

xx
xxx
xxx

  

  فرم ماتريس افزوده اين معادلات بصورت زير مي باشد،

[ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−−
→

1
13
4

103
321
112

bA

  
   از تمامي معادلات به جز معادله اول،1x  حذف مجهول-گام اول

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −−
⇒

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

→+

→+

−

10
010
001

,
100
01
001

5
15
4

0
0

112

2
3
2
1

2
3

22
1

1

3

2

1

2
1

2
3

2
5

2
5

331

221

EE

x
x
x

rrr

rrr

  

   از تمامي معادلات به جز معادله دوم،2x حذف مجهول-گام دوم

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

−

−−
⇒

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

→+
−

→+
−

−

−

10
010
001

,
100
010
01

4
15

2

200
0

202

5
3

5
2

5
3

4

5
2

3

3

2

1

2
5

2
5

332

112

EE

x
x
x

rrr

rrr

  

   از تمامي معادلات به جز معادله سوم،3x حذف مجهول- گام سوم 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−
⇒

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

→+

→+−

100
10

001
,

100
010
101

4
10
2

200
00
002

4
5

4
5

65

3

2

1

2
5

223

113

EE

x
x
x

rrr

rrr
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   تبديل عناصر قطري به عدد يك و بدست آوردن جوابها،-گام چهارم

2,4,1

00
00
00

2
4
1

100
010
001

4
10
2

200
00
002

321

2
1

5
2

2
1

72
5

==−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−

−

−

xxx

E

  

□ 
  

  19-2مثال
  دستگاه معادلات زير را در نظر بگيريد،

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=+−
=−+−
−=+−

732
322
232

321

321

321

xxx
xxx

xxx
  

  فرم ماتريس افزوده اين دستگاه معادلات بصورت زير مي باشد،

[ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

−
−−

−
→

7
3
2

312
221

321
bA  

     از تمامي معادلات به جز معادله اول،1x  حذف مجهول-گام اول

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

−

−
⇒

⎭
⎬
⎫

→+−
→+

3

2

1

331

221

3
1
2

330
100
321

2
x
x
x

rrr
rrr  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

102
010
001

,
100
011
001

21 EE  

   از تمامي معادلات به جز معادله دوم،2xدوم و سوم حذف مجهول  جابجايي معادلات -گام دوم

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−
−

−
−

⇒↔
010
100
001

1
3
2

100
330

321

3

3

2

1

32 E
x
x
x

rr  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−
−

−⇒
⎭
⎬
⎫→+

100
010
01

1
3
4

100
330

101

3
2 3

2

4

3

2

1

112 E
x
x
x

rrr  
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   از تمامي معادلات به جز معادله سوم،3x  حذف مجهول-گام سوم

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
⇒

⎭
⎬
⎫

→+
→+−

100
310
001

,
100
010
101

1
0
5

100
030
001

3

65

3

2

1

223

113

EE

x
x
x

rrr
rrr

  

  به عدد يك و بدست آوردن جوابها، تبديل عناصر قطري -گام چهارم

1,0,5

100
00
001

1
0
5

100
010
001

1
0
5

100
030
001

321

3
1

7

==−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

xxx

E  

   نتايج بصورت زير بدست مي آيد،gaussjordanبا اجراي برنامه 

1     1     0     0     

0     0     1     0     

5-    0     0     1     

= AB

1     0     5-    

= x

b)n(A,gaussjorda=x

[-2;3;-7];=b

3]; 1- 2;2- 2 3;-1 2- [1=A

  

□ 
  

  20-2مثال
  مدار الكتريكي ساده زير را در نظر بگيريد،
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با اعمال قوانين مداري معادلات زير .  مي باشد3I و 1I، 2Iهدف در اين مدار يافتن مقدار جريانهاي 
  بدست مي آيند،

16204
2048

0

32

21

321

−=−
=+
=−−

II
II

III
 

  براي اين دستگاه معادلات خطي ماتريس افزوده زير قابل نوشتن است،

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−−

3

2

1

4
5
0

510
012
111

I
I
I

  

   بيان مي گردد، جردن به صورت زير-كه با اعمال روش گاوس

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

3

2

1

1
1
2

100
010
001

I
I
I

  

  بنابراين جوابها بصورت زير خواهند بود،
,1,2 321 AIIAI ===  

□ 
  
   جردن-حجم محاسبات جبري الگوريتم گوس -2-3-2-1

   جردن بصورت زير است،-حجم محاسبات جبري براي الگوريتم گوس

   → يا تقسيم  عمليات ضرب
22

23 nn
+  

    → يا تفريق   ليات جمععم
22

3 nn
−  

مي توان هر يك را ) n→∞(براي 
2

3n3 عمليات و در مجموعnلذا براي دستگاه .  در نظر گرفت
ار بيشتري نسبت به روش  جردن نيازمند عمليات بسي-معادلات با ابعاد بزرگ استفاده از روش گوس

   داريم،n=100بطور مثال براي. حذفي گوسي است

6:روش حذفي گوسي
3

1067.0
3

2
×=

n  

63:  جردن-روش گوس 10=n  
  . عمليات جمع و ضرب است300000 اختلاف در حجم محاسبات دو روش معادل
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  محاسبه ماتريس معكوس  در كاربرد-2-3-2-2
   باشد،دن در محاسبه ماتريس معكوس مي جر-كي از كاربردهاي روش گوسي

)2-7          (              [ ] [ ]11 −− ⇒→= AIIAIAA  
  

  21-2مثال
   جردن بدست آوريد،- را با استفاده از روش گوسAمعكوس ماتريس

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−=
312
211

321
A  

  داريم،) 7-2(استفاده از رابطهبا 

[ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−=

100
010
001

312
211

321
IA  

   جردن را بر روي اين ماتريس افزوده پياده مي كنيم،-حال روش گوس

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
⇒

⎭
⎬
⎫

→+−
→+

102
011
001

350
130
321

2 331

221

rrr
rrr  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⇒

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

→+

→+
−

−

−

− 1
011
0

00
130

01

3
5
3
2

3
5

3
1

3
2

3
1

3
4

3
7

332

112

rrr

rrr
  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⇒

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

→+

→+

−

−

− 100
030
001

4
3
4
7

3
5

3
1

4
3

4
9

4
3

4
7

4
9

4
1

3
4

223

113

rrr

rrr
  

[ ]1

4
3

3
5

4
1

4
1

4
3

4
1

4
7

4
9

4
1

33

22

100
010
001

4
3

3
1

−

−−

−

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⇒

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

→
−

→
AI

rr

rr
  

  
 مي توان با . بدست مي آيدAاقي معكوس ماتريس بدون نياز به محاسبه ماتريس الح ولذا به راحتي
   نتيجه را بررسي نمود،inv و دستور gaussjordanاجراي برنامه 
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0.7500-   1.2500-   0.2500    

0.2500    0.7500    0.2500    

1.7500    2.2500    0.2500-   

= ans

inv(A)

0.7500-   1.2500-   0.2500    1.0000    0         0         

0.2500    0.7500    0.2500    0         1.0000    0         

1.7500    2.2500    0.2500-   0         0         1.0000    

= AB

I)n(A,gaussjorda=AB] [x

eye(3);=I

3]; 1- 2;2- 1 3;-1 2 [1=A

  

]در خروجي برنامه ماتريس افزوده ]1−AI ظاهر مي شود، كه با حاصل دستور invمطابقت دارد .  
□  
  
  م سطري پلكاني كاهش يافتهفر -2-3-2-3

nm مربعي نباشد وAدر صورتيكه ماتريس  باشد ديگر نمي توان معادلات را به شكل ≠
سطري پلكاني كاهش   فرم را بهA شود تا ماتريسيصورت سعي م در آورد، در اين) 5-2(رابطه 
در . نشان داده شده استطري پلكاني كاهش يافته در رابطه زير رآورد، يك نمونه از فرم س د1يافته
  ها مي توانند عددي صفر يا غير صفر باشند،*اينجا 

)2-8(      

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∗
∗∗∗
∗∗∗
∗∗∗∗

00000000
00000000

1000000
01000
00100
0001

  

  
   سطري پلكاني داراي خصوصيات زير مي باشد،نمايش

  .در بخش پايين ماتريس قرار دارند سطرهايي كه تمامي عناصر آنها صفر مي باشد -1
 عدد  آن سطر، سمت چپ درهستند، اولين عنصر غير صفر در سطرهايي كه شامل عناصر غير صفر -2

  .يك مي باشد، كه به آن، عنصر محوري گفته مي شود
  . در ستون هايي كه داراي عنصر محوري است، كليه عناصر بالاي عنصر محوري صفر مي باشد-3

                                                 
١ Reduced Row Echelon Form  
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  ،ري پلكاني كاهش يافته بصورت زير است به فرم سط×nm ماتريس ضرايبرايند تبديلف
   در معادله اول يك نباشد،1x در صورتيكه ضريب-گام اول

11
11

1 rr
a

→  

  ام،m از معادلات دوم تا1x حذف مجهول
mirrra iii ,,2,11 K=→+−  

   در معادله دوم يك نباشد،2x در صورتيكه ضريب-گام دوم

22
22

1 rr
a

→  

   از تمامي معادلات به جز معادله دوم،2x حذف مجهول
2,,,1,22 ≠=→+− imirrra iii K  

  . ادامه مي دهيمm−1 به همين ترتيب تا گام-گام سوم
  
  22-2ثالم

  . ر نظر بگيريددزير را دستگاه معادلات 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+++
=+++

=++++

3742
42

553

5421

5432

54321

xxxx
xxxx

xxxxx
  

  ماتريس افزوده اين معادلات به فرم زير مي باشد،

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

5

4

3

2

1

3
4
5

17042
12110
15131

x
x
x
x
x

  

  . حال مي خواهيم آن را به فرم سطري پلكاني كاهش يافته در آوريم
 را از سطر سوم حذف 1x در معادله دوم صفر مي باشد، لذا بايد در معادله اول يك و1xضريب) 1(

  نماييم،

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−−−
⇒→+−

5

4

3

2

1

331

7
4
5

13220
12110
15131

2

x
x
x
x
x

rrr  
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   را از سطر اول و دوم حذف مي نماييم،2x در معادله دوم يك مي باشد، لذا2xضريب) 2(

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −−−−
⇒

⎭
⎬
⎫

→+
→+−

5

4

3

2

1

332

112

1
4
7

11000
12110
21201

2
3

x
x
x
x
x

rrr
rrr  

  
 يك است، پس 4xضريب.  مي رويم4x در سطر سوم صفر مي باشد، سراغ3x از آنجاييكه ضريب)3(

   را از معادلات اول و دوم حذف نماييم،  4xكافي است كه

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
−
−−

⇒
⎭
⎬
⎫

→+−
→+

5

4

3

2

1

223

113

1
2
6

11000
10110
10201

2

x
x
x
x
x

rrr
rrr  

  
با توجه به معادلات بدست آمده ب فرم سطري پلكاني كاهش يافته معادلات بدست مي آيد، به اين ترتي

  ،صل مي شودنتايج زير حا
54352351 1,2,26 xxxxxxxx −=−+=++−=  

421با كمي دقت متوجه مي شويم كه متغيرهاي ,, xxx مربوط به ستون هايي هستند كه عناصر 
  .محوري در آن قرار دارند

  
 مي توان از MATLABسطري پلكاني كاهش يافته در نرم افزار فرم وردن براي بدست آ

   استفاده نمود،rref(A)دستور 

1     1     1     0     0     0     

2     1-    0     1     1     0     

6-    1-    0     2-    0     1     

= ans

b]) rref([A

[5;4;3];=b

1]; 7 0 4 1;2 2 1 1 1;0 5 1 3 [1=A

  

  . فرم ماتريس افزوده را نتيجه مي دهد[A  b]دستور 
□  
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  23-2مثال
  .در نظر بگيريد را زيردستگاه معادلات 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−−
−=++−−

=+−−+

12084
1233

834227

5321

5421

54321

xxxx
xxxx

xxxxx
  

   است، ماتريس افزوده اين معادلات به فرم زير

[ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−−
−−

−−
→

1
1

8

200814
12033
34227

bA

  
  

   را در معادله اول به يك تبديل مي كنيم،1x ابتدا ضريب-گام اول

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−−⇒→

−−

5

4

3

2

1

7
8

7
3

7
4

7
2

7
2

11

1
1

200814
12033

1

7
1

x
x
x
x
x

rr  

   از تمامي معادلات به جز معادله اول،1xحذف مجهول

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⇒
⎭
⎬
⎫

→+−
→+

−−−

−−

−−

5

4

3

2

1

7
25
7

17
7
8

7
128

7
16

7
48

7
15

7
16

7
2

7
6

7
15

7
3

7
4

7
2

7
2

331

221

0
0
1

4
3

x
x
x
x
x

rrr
rrr  

  
   در معادله دوم يك نيست داريم،2x از آنجاييكه ضريب-گام دوم

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⇒→
−

−

−

−−

−−

−−

5

4

3

2

1

7
25

15
17
7
8

7
128

7
16

7
48

7
15

15
16

15
2

15
6

7
3

7
4

7
2

7
2

22

0
10

1

15
7

x
x
x
x
x

rr  

   از تمامي معادلات به جز معادله دوم،2xحذف مجهول
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⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
⇒

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

→+
−

→+
−−−

−−

5

4

3

2

1

15
17

15
22

15
16

15
2

15
6

15
11

15
8

15
6

112

332

6162600
10
01

7
2

7
15

x
x
x
x
x

rrr

rrr
  

  
  ه سوم به يك تبديل مي كنيم، را در معادل3x ضريب-گام سوم

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⇒→
− −

−−

−−

−−

5

4

3

2

1

15
17

15
22

3
8

3
1

15
16

15
2

15
6

15
11

15
8

15
6

33

1100
10
01

6
1

x
x
x
x
x

rr  

   از تمامي معادلات به جز معادله سوم،3x حذف مجهول- گام چهارم

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⇒

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

→+
−

→+
−

−−

−−

5

4

3

2

1

15
23

15
28

3
8

3
1

3
1

3
2

223

113

1100
00010

001

15
6

15
6

x
x
x
x
x

rrr

rrr
  

  تگاه معادلات حاصل را حل مي كنيم، متغيرهاي آزاد هستند، دس5x و4x با توجه به اينكه-گام پنجم

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

++=

−
=

++=

→

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

=−−

−
=

=−−

543

2

541

543

2

541

3
8

3
11

15
23

3
1

3
2

15
28

1
3
8

3
1

15
23

15
28

3
1

3
2

xxx

x

xxx

xxx

x

xxx

  

□  
  

 24-2مثال
  دستگاه معادلات جبري خطي زير را در نظر بگيريد،

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=+−
−=+−

=−

12123
1785

1043

21

21

21

xx
xx

xx
  

  فرم ماتريس افزوده اين معادلات بصورت زير مي باشد،
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[ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
−

−
→

12
17

10

123
85
43

bA

  
   در معادله اول يك نيست داريم،1x از آنجاييكه ضريب-گام اول

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
−⇒→

−

2

1
3
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4
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12
17

123
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1

3
1

x
x

rr  

   از تمام معادلات به جز معادله اول،1xحذف مجهول

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
⇒

⎭
⎬
⎫
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→+

−

−

2

1
3
1

3
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3
4
3
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0
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3
5

x
x

rrr
rrr  

   در معادله دوم يك نيست داريم،2x از آنجاييكه ضريب-گام دوم

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
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4
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x
x

rr  

   از تمام معادلات به جز معادله دوم،2xجهولحذف م

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⇒

⎪⎭

⎪
⎬
⎫
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→+−
−
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4
1
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8

x
x

rrr

rrr
  

  همانطور كه پيداست سيستم سازگار است و جواب دارد، لذا جواب ها را بدست مي آوريم،

4
1,3 21

−
== xx  

   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

0         0         0         

0.2500-   1.0000    0         

3.0000    0         1.0000    

= ans

b]) rref([A

2];[10;-17;-1=b

12]; 8;-3 4;-5- [3=A

  

□  
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  25-2ثالم
 يكطرفه  هاخيابانتمامي . شكل زير بيانگر روند ترافيك در طول خيابانهاي بخشي از يك شهر مي باشد

  بوده و محل تقاطع ها با گره ها نمايش داده شده است،

  
  

  معادلات را براي هر يك از گره ها بصورت زير مي توان نوشت،

54

35

42

213

300500:
300400:
300200:

200:

xxD
xxC
xxB

xxxA

+=+
+=+
+=+

+=+

  

  
   شده در شبكه برابر با كل بار خارج شده از شبكه است،فرض كنيد كه كل بار وارد
300300300500200200400 1 +++=+++ x  

  بنابراين دستگاه معادلات خطي با پنج معادله و پنج مجهول زير بدست مي آيد،

400
200

100
100

200

1

54

53

42

321

=
−=−

=−
=−

=−+

x
xx
xx
xx

xxx

  

  براي اين دستگاه معادلات خطي ماتريس افزوده زير قابل نوشتن است،

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
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⎢
⎢
⎢
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⎥
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⎥
⎥
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⎢
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⎡

−−
−

−
−

5

4

3

2

1

400
200

100
100
200

00001
11000
10100

01010
00111

x
x
x
x
x
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  با تبديل به فرم سطري پلكاني كاهش يافته خواهيم داشت،

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
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⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤
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⎢
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⎢
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⎡
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x
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  بنابراين جواب كلي بصورت زير بدست مي آيد،
200,100,100,400 5453521 −=+=−== xxxxxxx  

2005از آنجائيكه خيابانها يكطرفه مي باشند مقدار بار نمي تواند منفي باشد، پس بايد  ≥x انتخاب 
  .گردد
□ 
  

  سازگار يا ناسازگار بودن دستگاه معادلات در تشخيصrref(A) كاربردهاي دستور يكي از
] ماتريس افزودهمعادلات معرفي شده با. است ]bAزماني سازگار است، كه در فرم سطري پلكاني  

   آن، سطري به شكل زير ظاهر نشده باشد،فرم سطري پلكانيكاهش يافته يا 
)2-8(               ( ) 0,000 ≠ααL  

  در غير اينصورت معادله حاصل از سطر مذكور بصورت زير در خواهد آمد،
α=+++ nxxx 000 21 L  

  . اين معادله راه حلي ندارد و نتيجتاً دستگاه معادلات خطي اصلي ناسازگار خواهد بودα≠0 كه براي
  

  26-2مثال
  ت زير را در نظر بگيريد،دستگاه معادلا

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=−−
=++

7222
52

3

321

321

321

xxx
xxx

xxx
  

زيرا فرم سطري پلكاني آن به شكل زير . اين دستگاه معادلات نمونه اي از يك سيستم ناسازگار است
  مي باشد،
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⎥
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⎡
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□ 
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  27-2مثال
   آوريد،اه معادلات زير را در نظر بگيريد و در صورت سازگار بودن جواب آن را بدستدستگ

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=+−
−=+−

=−

12123
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21

21
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xx
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xx
  

  
  اين دستگاه يك سيستم فرامعين است، فرم ماتريس افزوده اين معادلات بصورت زير مي باشد،

[ ]
⎥
⎥
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⎦
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⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
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17
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bA

  
   در معادله اول يك نيست داريم،1x از آنجاييكه ضريب-گام اول

⎥
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⎤
⎢
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   از معادلات دوم و سوم،1xحذف مجهول
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   در معادله دوم يك نيست داريم،2x از آنجاييكه ضريب-گام دوم

⎥
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⎤
⎢
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   از معادله سوم،2xحذف مجهول
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⎦
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لذا جواب ها را بدست مي .  سيستم سازگار بوده و دستگاه معادلات جواب داردهمانطور كه پيداست
  آوريم،



دستگاه معادلات جبري خطي:              فصل دوم                                                                 

Applied Linear Algebra with MATLAB 
S. Sedghizadeh, Systems and Control Dept., KNTU 

126 

4
1,3

4
1

3
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3
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⎪
⎪
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−
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x
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□ 
  

  28-2مثال
bacنشان دهيد سيستم زير به شرطي سازگار است كه 32   . باشد =−

⎪
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cxxx
bxxx
axxx
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  د،فرم ماتريس افزوده اين معادلات بصورت زير مي باش

[ ]
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   گوسي، فرم سطري پلكاني را بدست مي آوريم،-با اعمال روش حذفي
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032لذا براي سازگار بودن دستگاه معادلات بايد =++− cbaراين،بناب.  باشدbac 32   .  است=−
□ 
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فرم . مي باشد 1همگن نمونه اي دستگاه معادلات كه همواره سازگار است دستگاه معادلات  
  بصورت زير مي باشد، همگنكلي دستگاه معادلات جبري خطي 

)2-9(             

0

0
0

2211

2222121

1212111

=+++

=+++
=+++

nmnmm

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa
xaxaxa

L

M

L

L

  

ي همگن سازگار مي باشد، زيرا شرط دلات خطهمانطور كه از معادلات بالا بر مي آيد دستگاه معا
0xيعني  2پاسخ بديهي  هرگز رخ نخواهد داد، همچنين يك مجموعه جوابناسازگاري براي حل  =

 پاسخ دستگاه معادلات خطي همگن مي تواند علاوه بر البته گاهي . همواره وجود دارداين معادلات
  .شته باشدبيشمار جواب ديگر هم دابديهي 

  
  29-2مثال 

  دستگاه معادلات همگن زير را در نظر بگيريد،
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  ماتريس افزوده و تبديل آن با روش خذفي گوسي بصورت زير بدست مي آيد،
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⎢
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),,()0,0,0(با حل اين معادلات در مي يابيم كه تنها جواب ممكن پاسخ بديهي 321 =xxxمي باشد .  
□  
 

  30-2مثال 
  دستگاه معادلات همگن زير را در نظر بگيريد،

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+++
=+++
=+++

0463
0342
0322

4321
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xxxx
xxxx
xxxx

  

  

                                                 
١ Homogeneous Systems 
٢ Trivial Solution 
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  ماتريس افزوده و تبديل آن با روش سطري پلكاني بصورت زير بدست مي آيد،

⎥
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⎥
⎥
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⎢
⎢
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⎥
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⎢
⎢
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⎥
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3221

0
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3221

  
  . متغيرهاي آزاد هستند4x و2x متغيرهاي وابسته و3x و1xبا توجه به محل عناصر محوري

43421 ,2 xxxxx −=−−=  
  

همانطور كه مشاهده مي شود در اين حالت دستگاه معادلات علاوه بر پاسخ بديهي، بينهايت جواب 
  .ديگر هم خواهد داشت

□ 
  
  تجزيه ماتريس ها بر پايه  حل دستگاه معادلات جبري خطي- 4- 2

چند يكي ديگر از روش هاي حل دستگاه معادلات تجزيه ماتريس ضرايب به حاصلضرب 
bx در حل دستگاه معادلات.ساده تر است كه معمولاً به فرم قطري يا مثلثي هستندماتريس  =A 

kkبصورت حاصلضربAماتريس ضرايب AAAAA 121 −= L تجزيه مي گردد و حل دستگاه معادلات
  به فرم زير در مي آيد،

bx =)( 21 kAAA L  
از روش هاي جايگزيني براي حل  كه معمولاً  به فرم زير است، معادله سادهkكه در واقع شامل حل

  پيشرو و پسرو استفاده مي گردد،
121112211 ,,,, −−−− ==== kkkkk AAAA zxzzzzbz L  

  بنابراين در اين روش محاسبات را مي توان به دو بخش تقسيم كرد،
  A محاسبات لازم براي بدست آوردن تجزيه ماتريس-1
   دستگاه معادلات سادهk محاسبات لازم براي حل-2

دهاي اين روش زماني است كه يكي از كاربر.  استدر واقع عمده محاسبات مربوط به تجزيه ماتريس
bxبخواهيم جواب دستگاه معادلات =Aرا براي چندين بردار bدر اينصورت .  مختلف بدست آوريم

بيشترين حجم محاسبات را دارد فقط يكبار صورت مي گيرد و بخش تكراري عمل تجزيه ماتريس كه 
  .معادلات ساده مي باشدفقط مربوط به حل دستگاه 

اين . ماتريس ها معرفي مي گردد 2 چالسكيتجزيهو  LU1تجزيه در اين راستا دو روش 
  . كاربرد دارنداي حل دستگاه معادلات مربعيدو روش بر

                                                 
١ LU Factorization 
٢ Cholesky  Factorization 
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   ماتريس هاLUتجزيه  -2-4-1
nnAماتريس مربعي روش  ايندر     ،  تجزيه مي گرددU وLدو ماتريسبصورت حاصلضرب  ×

LUA =  
 يك ماتريس بالا مثلثي U و با عناصر قطري واحد يك ماتريس پايين مثلثيLبه طوريكه

روش  و روش حذفي گوسييك ماتريس مربعي مي توان از  LUبراي بدست آوردن تجزيه .باشد
  .استفاده نمودماتريس هاي بلوكي 

  
   LU تجزيهه معادلات جبري خطي با حل دستگا-2-4-1-1

LUAبراي حل دستگاه معادلات ابتدا تجزيه  با جايگذاري در  را بدست مي آوريم، سپس=
  معادله دستگاه داريم،

bxbx =→=
=

LUA
LUA

  
xyبا فرض اينكه U=،باشد داريم   

bybx
xy

=→=
=

LLU
U

  
  بنابراين جواب دستگاه معادلات اصلي با حل يك سري معادلات ساده بصورت زير بدست مي آيد،

)2-10(                         
⎩
⎨
⎧

=
=

xy
by

U
L  

  . كه در حل اين دو معادله از الگوريتم جايگزيني پيشرو و جايگزيني پسرو استفاده مي شود
  

  31-2مثال
  دستگاه معادلات زير را در نظر بگيريد،
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  . جواب دستگاه معادلات را بيابيدLUبا استفاده از روش تجزيه
  

  ماتريسي اين معادلات به شكل زير مي باشد،فرم 
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  ، به شكل زير استA ماتريس LU تجزيه
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   داريم،با توجه به معادلات
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  گزيني پيشرو جوابها بصورت زير بدست مي آيند،با حل معادلات ماتريسي بوسيله الگوريتم جاي

⎪
⎩
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با جايگذاري اين مقادير در معادلات ماتريس دوم پاسخ نهايي با يك الگوريتم جايگزيني پسرو محاسبه 
  مي گردد،

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
→=

3

2

1

3

2

1

2900
310
963

y
y
y

x
x
x

Uxy  
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⎩
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□ 
  
   با روش حذفي گوسي بدون محورگيريLUتجزيه -2-4-1-2

مربعي همانطور كه توضيح داده شده است، هدف از روش حذفي گوسي تبديل يك ماتريس   
nnA بنابراين اگر بتوان ماتريس مربعيبه فرم بالا مثلثي است،  و ن جابجا كردن سطرها را بدو×

 به راحتي بدست خواهد U، ماتريس به فرم بالا مثلثي درآورد،بدون محورگيريستونهاي آن يعني 
سري عمليات ماتريس هاي   روش حذفي گوسي را مي توان بصورت يك مي دانيماز طرفي. آمد

kEEEمقدماتي مانند ,,, 21 K،نشان داد، بنابراين داريم   
)2-11(                  UAEEEk =12L  

   مي توان نوشت،اتي مربعي و معكوس پذير هستندماتريس هاي مقدماز آنجائيكه 
)2-12(                           LUUEEEA k == −−− 11

2
1

1 L  
11كه در آن

2
1

1
−−−= kEEEL Lمي باشديك با عناصر قطري  يك ماتريس پايين مثلثي .  
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  32-2مثال
   را بيابيد،Aماتريس مربعي LUتجزيه
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همانند آنچه كه در روش حذفي گوسي انجام داديم سعي مي كنيم تا ماتريس مذكور را با انجام يك 
  . سري عمليات سطري به صورت بالا مثلثي در آوريم
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−
=⇒

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
⇒→+−

190
010
001

2900
310
963

9 3332 Errr  

   بصورت زير بدست مي آيد،Uبنابراين ماتريس بالا مثلثي

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

2900
310
963

U  

  
 بدست مي را 3Eو1E،2E مقدماتيريس هاي ابتدا معكوس ماتLحال براي بدست آوردن ماتريس

 و سپس با توجه به آوريم كه با توجه به خواص ماتريس هاي مقدماتي به راحتي قابل محاسبه هستند
  يم، را محاسبه مي كنLماتريس پايين مثلثي) 11-2(رابطه 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
==

−−

−−−

19
01
001

190
010
001

10
010
001

100
01
001

3
4

3
2

3
4

3
21

3
1

2
1

1 EEEL  

   بصورت زير بدست مي آيد،A ماتريسLUبنابراين تجزيه

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
==

− 2900
310
963

19
01
001

3
4

3
2LUA  
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 LUمحاسبه تجزيه براي LUfactor(A)برنامه  MATLAB با استفاده از نرم افزاردر ادامه 
   اساس الگوريتم حذفي گوسي نوشته شده است،برماتريس ها 

NA);:A(:,1 U 

end

end   

end      

)pivoting' needs algorithmerror('         

else      

NA);eye(NA,  E         

inv(E); * L  L         

A; * E  A         

j);A(j, / j)A(i,-  j)E(i,      

0 ~ j)A(j, if      

NA:1j  i for

1-NA:1  j for

NA);eye(NA,  L

NA);eye(NA,  E

   size(A,2);  NA

)LUfactor(A  U][L, function

pivoting without ionfactorizatLU  %

=

=

=

=

=

=

+=

=

=

=

=

=

  

  اجراي برنامه بصورت زير خواهد بود،
  

2-   0     0     

3     1     0     

9-    6     3     

=U 

1.0000    9.0000    1.3333-   

0         1.0000    0.6667    

0         0         1.0000    

= L

b),LUfactor(A=U][L,

10];  1  3;-4- 5  9;2- 6  [3=A

  

□  
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  33-2مثال
   را در نظر بگيريد،Aماتريس

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

30163
26184
541

A  

 را به فرم بالا مثلثي A را طوري بدست آوريد كه ماتريس3Eو1E،2Eماتريس هاي مقدماتي) الف
AEEEU LUA با استفاده از آن تجزيه تبديل نمايد و=123   .  ماتريس را بدست آوريد=
1bxاه معادلات با استفاده از اين تجزيه دستگ) ب =A 2 وbx =Aرا حل نماييد .  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

12
6
6

,
6

0
6

21 bb  

  
   را با اعمال الگوريتم حذفي گوسي مي توان بدست آورد3Eو1E،2Eماتريس هاي مقدماتي) الف

   از معادلات دوم و سوم،1x مجهولذف ح-گام اول

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⇒→+−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⇒→+−

103
010
001

1540
620
541

3

100
014
001

30163
620
541

4

2331

1221

Errr

Errr

  

  
   از معادله سوم،2x حذف مجهول-گام دوم

  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⇒→+−

120
010
001

300
620
541

2 3332 Errr  

   بصورت زير بدست مي آيد،Uبه اين ترتيب ماتريس بالا مثلثي

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=→=

300
620
541

123 UUAEEE  

LUA    نيز بشكل زير قابل محاسبه است،Lماتريس پايين مثلثي=
LUUEEEAUAEEE ==→= −−− 1

3
1

2
1

1123  
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LEEE =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=−−−

123
014
001

120
010
001

103
010
001

100
014
001

1
3

1
2

1
1  

LUAلذا تجزيه    بشكل زير بدست مي آيد،=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⇒=

300
620
541

123
014
001

30163
26184
541

LUA  

   ماتريس بصورت زير است، براي اينLUfactorاجراي برنامه 

3    0     0     

6     2     0     

5     4     1     

=U 

1     2     3     

0     1     4     

0     0     1     

= L

)LUfactor(A=U][L,

30]; 16 26;3 18 5;4 4 [1=A

  

  
   براي حل دستگاه معادلات بصورت زير عمل مي كنيم،)ب

⎩
⎨
⎧

=
=

→=→=
yx
by

bxbx
U
L

LUA  

   را بدست مي آوريم،x و سپس مجهولyابتدا مجهول
  :1bبراي بردار

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
−=
=

→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
→=

24
24
6

6
0
6

123
014
001

3

2

1

3

2

1

1

y
y

y

y
y
y

L by  

  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
−=

=
→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
→=

8
36

110

24
24
6

300
620
541

3

2

1

3

2

1

x
x
x

x
x
x

U yx  

  :2bبراي بردار
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10,39,112
24
24
6

300
620
541

30,18,6
12
6
6

123
014
001

321

3

2

1

321

3

2

1

2

=−==→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
→=

=−==→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
→=

xxx
x
x
x

U

yyy
y
y
y

L

yx

by

  

  
bxدستگاه معادلات خطي  =A با معادل bx =LU مي باشد و با حل دو معادله by \L= و 

yx \U=مي توان برنامه . ست مي آيد پاسخ بدLUsolve را بصورت زير در نظر گرفت،  

;B))'\(L\(U  x

NA);:AB(:,1 U 

end

end   

end      

)pivoting' needs algorithmerror('         

else      

NA);eye(NA,  E         

inv(E); * L  L         

AB; * E  AB         

j);AB(j, / j)AB(i,-  j)E(i,      

0 ~ j)AB(j, if      

NA:1j  i for

1-NA:1  j for

NA);eye(NA,  L

NA);eye(NA,  E

B]; [A  AB

end

 );'dimensions compatible have must Band  Aerror('   

 NA, ~ NB1 if

size(B);  NB][NB1,

   size(A,2);  NA

B)LUsolve(A,  U]L,[x, function

pivoting without ionfactorizatLU   by  bAx Solving %

=

=

=

=

=

=

=

+=

=

=

=

=

=

=

=

=

=
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  اجراي برنامه بصورت زير است،
  

10    39-   112   

= x2

b2)LUsolve(A,=x2

3     0     0     

6     2     0     

5     4     1     

=U 

1     2     3     

0     1     4     

0     0     1     

= L

8     36-   110   

= x1

b1)LUsolve(A,=U]L,[x1,

[6;6;12];=b2

[6;0;-6];=b1

30]; 16 26;3 18 5;4 4 [1=A

  

□  
  
   با روش ماتريس هاي بلوكيLUتجزيه -2-4-1-3

 استفاده از  ماتريس ها وجود داردLUبراي بدست آوردن تجزيهالگوريتم ديگري كه   
nnAاگر صورت كلي ماتريس هاي بلوكي. ماتريس هاي بلوكي است ×،Uو L را بشكل زير در نظر 

  بگيريد،

)2-13      (  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

22

1211

22212221

1211

0
,

01
,

U
Uu

U
LL

L
AA
Aa

A  

  در اينصورت داريم،

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
→=

222212212111

1211

2221

1211

ULULLu
Uu

AA
Aa

LUA  

  
  بنابراين مي توان نوشت،
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)2-14(            

2222122122

21
11

21

1212

1111

1

ULULA

A
a

L

AU
au

=−

=

=
=

  

  
  34-2مثال

  را در نظر بگيريد Aماتريس مربعي

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

=
1014

352
963

A  

   ماتريس را با استفاده از روش ماتريس هاي بلوكي بدست آوريد،LUتجزيه
  
LUAگر ماتريسا     را بصورت زير بنويسيم،=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

=

33

2322

131211

333231

2221

00
00

001

1014
352
963

u
uu
uuu

lll
llA  

  داريم،) 13-2(و ) 12-2(با توجه به روابط

[ ]

3
4,

3
2

4
2

3
11

9,696
3

31212121
11

21

1312121212

111111

−
==→⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=→=

−==→−=→=
=→=

llLA
a

L

uuUAU
uau

  

 

[ ]

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−=→−=+

=→=

=→=

=→=

→⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −

=−

=

=

=

=

−

292

33

99

11

29
31

0
0

96
101

35

33

1

33333232

23

1

2322

32

1

2232

22

1

2222

333323322232

23222222

33

2322

3332

22

3
4

3
2

2222122122

33

22

22

22

uulul

uul

lul

uul

ululul
ulul

u
uu

ll
l

ULULA

l

l

u

l
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  ي آيد، بصورت زير بدست مA ماتريسLUبه اين ترتيب تجزيه

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

→=
− 2900

310
963

19
01
001

1014
352
963

3
4

3
2LUA  

□  
  

  35-2مثال
  را در نظر بگيريد Aماتريس مربعي

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

841
441
111

A  

   ماتريس را با استفاده از روش ماتريس هاي بلوكي بدست آوريد،LUتجزيه
  

LUAاگر ماتريس   ويسيم، را بصورت زير بن=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

33

2322

131211

3231

21

00
0

1
01
001

841
441
111

u
uu
uuu

ll
lA  

  
  با توجه به روابط الگوريتم بلوكي بالا داريم،

[ ]

1,1
1
1

1
11

1,111
1

31212121
11

21

1312121212

111111

==→⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=→=

==→=→=
=→=

llLA
a

L

uuUAU
uau

  

[ ]

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=→=+
=

=→=

=

→⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

=−

=

47
3

13

3

73
33

01
01

11
1
1

84
44

33332332

23

32

3

2232

22

3323322232

2322

33

2322

32

2222122122

22

uuul
u

lul

u

uulul
uu

u
uu

l

ULULA

u
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LUAلذا تجزيه    بشكل زير بدست مي آيد،=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⇒=

400
330
111

111
011
001

841
441
111

LUA  

□  
  
  ي گوسي با محورگيري با روش حذفPLUتجزيه -2-4-1-4

  وجود دارد كه بتوان روش حذفي گوسي را بدونLU زماني تجزيهAماتريس مربعيبراي 
در غير اين صورت .  نياز به جابجا كردن سطرهاي ماتريس اعمال كردمحورگيري يعني بدون

اين موضوع معادل با آن است كه هيچ يك از عناصر قطري . خواهد بود امكان پذير نLUتجزيه
در چنين مواردي لازم است .  در حين انجام عمليات حذفي گوسي برابر صفر نگردندAماتريس مربعي

همانند آنچه كه در روش حذفي گوسي بيان گرديد، عمل محورگيري صورت گيرد كه در اينصورت به 
PLUAتجزيهآن     .است ماتريس جايگشت  در اينجا يكP گفته مي شود، كه ماتريس1=

  
  36-2مثال
PLUAتجزيه   . ماتريس زير را بدست آوريد=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

191720
31210
765

A  

  
 را به يك ماتريس بالا مثلثي تبديل مي نماييم و ماتريس Aبا اعمال روش حذفي گوسي ابتدا ماتريس

  مقدماتي هر مرحله را بدست مي آوريم،

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=⇒

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ →+−
→

100
012
001

191720
1100
765

191720
31210
765

1

2212
E

rrr
  

  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=⇒

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

→+−
→

104
010
001

970
1100
765

191720
1100
765

2

3314
E

rrr
  

  

                                                 
١ LU Factorization with Pivoting 
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=⇒

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

↔
→

010
100
001

1100
970

765

970
1100
765

3

32
E

rr
  

   بصورت زير بدست مي آيد،Uبه اين ترتيب ماتريس بالا مثلثي

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−=
1100
970

765
U  

   نيز بشكل زير قابل محاسبه است،Lماتريس پايين مثلثي
PLUUEEEAUAEEE ==→= −−− 1

3
1

2
1

1123  
  

PL

EEE

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=−−−

102
014
001

010
100
001

014
102
001

010
100
001

104
010
001

100
012
001

1
3

1
2

1
1

  

PLUAلذا تجزيه    بشكل زير بدست مي آيد،=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⇒=

1100
970

765

102
014
001

010
100
001

191720
31210
765

PLUA  

  
LUPA به فرمA براي تجزيه ماتريسlu(A) از تابع MATLABدر نرم افزار = 

 ماتريس P به ترتيب ماتريس هاي پايين و بالا مثلثي هستند وU وLاستفاده مي شود، كه در آن
bx يك ماتريس متعامد است، لذا دستگاه معادلات خطيPاز آنجائيكه. جايگشت است =A معادل 

bxبا  TPLU \)( مي باشد و با حل دو معادله= by TPL= و yx \U=پاسخ بدست مي آيد  .
  به اجراي اين دستور توجه نماييد،

1.0000    0.5000    0.2500    

0         1.0000    0.5000    

0         0         1.0000    

= L

lu(A)=P]U,[L,

19]; 17 3;20 12 7;10 6 [5=A
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0    0     1     

0     1     0     

1     0     0     

= P

5.5000    0         0         

6.5000-   3.5000    0         

19.0000   17.0000   20.0000   

=U 

  

براي پايداري بيشتر الگوريتم، همواره سعي مي كند lu(A)  در اجراي دستورMATLABنرم افزار 
نياز به جايگشت هاي بيشتري دارد در حاليكه در  لذا .عناصر ستون ها را بصورت نزولي مرتب نمايد

  .مل جايگشت صورت مي گيردفر شدن عناصر قطري عصالگوريتم معرفي شده فقط در صورت 
□  
  

  37-2مثال
PLUAتجزيه   . ماتريس زير را بدست آوريد=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

432
101
110

A  

  
  .را با اعمال الگوريتم حذفي گوسي بدست مي آوريم3Eو1E،2Eابتدا ماتريس هاي مقدماتي

   از معادله دوم،1x جابجايي سطر اول با سوم و حذف مجهول-گام اول

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−⇒→+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⇒↔

−−−

100
01
001

110
10

432

001
010
100

110
101
432

2
1

22
3

2212
1

121

Errr

Err

  

  ز معادله سوم، ا2x حذف مجهول-گام دوم

  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−⇒→+ −

10
010
001

00
10

432

3
2

3

3
1

2
3

3323
2 Errr  

  ت مي آيد، بصورت زير بدسUبه اين ترتيب ماتريس بالا مثلثي
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=→= −

3
1

2
3

123

00
10

432
UUAEEE  

LUAبراي بدست آوردن تجزيه  نيز بشكل Lماتريس پايين مثلثي.  بصورت زير عمل مي كنيم=
  زير قابل محاسبه است،

LUUEEEAUAEEE ==→= −−− 1
3

1
2

1
1123  

PLEEE =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

−−

−−−

10
01
001

001
010
100

10
010
001

100
01
001

001
010
100

3
2

2
1

3
2

2
11

3
1

2
1

1  

  
PLUAلذا تجزيه   بشكل زير بدست مي آيد، =

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⇒= −

−
3
1

2
3

3
2

2
1

00
10

432

10
01
001

001
010
100

432
101
110

PLUA  

  
LUPA به فرمA براي تجزيه ماتريسlu(A)ز دستور با استفاده ا    داريم،=

  

0    0     1     

0     1     0     

1     0     0     

= P

0.3333    0         0         

1.0000-   1.5000-   0         

4.0000    3.0000    2.0000    

=U 

1.0000    0.6667-   0         

0         1.0000    0.5000    

0         0         1.0000    

= L

lu(A)=P]U,[L,

4]; 3 1;2 0 1;1 1 [0=A

  

□  
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   با استفاده از ماتريس هاي بلوكيPLUتجزيه -2-4-1-5
PLUAتجزيهالگوريتم  در را مي توان با استفاده از ماتريس هاي بلوكي نيز بيان كرد،  =

 الگوريتم را همانند قبل انجام مي دهيم و هرجا كه نياز بود عمل جابجايي سطرها را انجام اين روش
  .داده و آن را بصورت يك ماتريس جايگشت نشان مي دهيم

  
  38-2مثال
PLUAتجزيه   .  بدست آوريد زير را ماتريس=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

110
200
001

A  

   را اجرا نماييم داريم،LUتجزيهصورت كلي در اين ماتريس اگر 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

33

2322

131211

3231

21

00
0

1
01
001

110
200
001

u
uu
uuu

ll
lA  

  

0,01
0,0

1

312121
11

21

13121212

111111

==→=

==→=
=→=

llA
a

L

uuAU
uau

  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

33

2322

32 00
0

001

10
010
001

110
200
001

u
uu

l
A  

022دقت كنيد عنصر =a،است   

[ ]

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−=+
=

→=→=

=

→⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=−

=

1
2

?10.1

0

11
20

01
01

00
0
0

11
20

333232

23

32

0

2232

22

3323322232

2322

33

2322

32

2222122122

22

uul
u

lul

u

uulul
uu

u
uu

l

ULULA

u

  

  . مي گرديم مشخص است كه در حل دچار تناقض لذا 
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  حال براي رفع اين مشكل همانند روش حذفي گوسي بايد يك عمل جايگشت انجام گيرد،

[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥
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⎣

⎡
−

=−
11

20
00

0
0

11
20

122122 ULA  

  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
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⎣

⎡
=⎥

⎦
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⎡
−
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20
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20

01
10

11
20~

1PA  

  
  هيم، ادامه مي د~A را براي ماتريسLUحال تجزيه 
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33333232
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3323322232
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uuul
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u  

  
PLUAلذا تجزيه    بصورت زير بدست مي آيد،=

⎥
⎥
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100
010
001

010
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001

110
200
001

PLUA  

□  
  

  39-2مثال
PLUAتجزيه   .بدست آوريدزير را  ماتريس =

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

896
032
550

A  

LUAابتدا ماتريس   سيم، را بصورت زير مي نوي=
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011از آنجاييكه =a1 مي باشد، از ابتدا يك ماتريس جايگشتP،را در نظر مي گيريم   
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   بدست مي آوريم،~A را براي ماتريسLUحال تجزيه . با اين كار سطر اول و سوم را جابجا مي نماييم
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  صفر است، لذا نياز به يك جايگشت ديگر داريم،) 1،1(عنصر 
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Aيس را براي ماترLUحال تجزيه با اينكار سطر دوم و سوم در ماتريس اصلي را جابجا مي كنيم، 
~~ 

 ادامه مي دهيم،
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LUPA به فرمA براي تجزيه ماتريسlu(A)بع از تابا استفاده    داريم، =

0    1     0     

0     0     1     

1     0     0     

= P

2.6667-   0         0         

5.0000    5.0000    0         

8.0000    9.0000    6.0000    

=U 

1.0000    0         0.3333    

0         1.0000    0         

0         0         1.0000    

= L

lu(A)=P]U,[L,

8]; 9 0;6 3 5;2 5 [0=A

  

□  
  

  LU حجم محاسبات جبري الگوريتم تجزيه-2-4-1-6
bxدستگاه معادلاتعمليات محاسباتي در حل   تعداد =A از تجزيه با استفادهLU 

  بصورت زير بدست مي آيد،

:          A ماتريسLU تجزيه-1
3

2
623

2 323 nnnn
≈−−  

  22n:   حل دستگاه معادلات با استفاده از الگوريتم هاي جايگزيني پيشرو و پسرو-2
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  يس هازيه چالسكي ماترتج -2-4-2
 A مي باشد و زماني كاربرد دارد كه ماتريسLUتجزيه چالسكي حالت خاصي از تجزيه 

  . مورد نظر مثبت معين باشد
nnAبنابر تعريف مي توان يك ماتريس مثبت معين  را بصورت حاصلضرب دو ماتريس به ×

TLLAشكل  يك ماتريس پايين مثلثي با عناصر قطري مثبت باشد، به L تجزيه كرد، به طوريكه=
nnAس ماتري تجزيه چالسكيروش اين  ي، يكي علاوه بر حل دستگاه معادلات جبر.  گفته مي شود×

ربعات مي باشد كه در فصل هاي آتي به تجزيه چالسكي در حل مسئله حداقل ماز مهمترين كاربردهاي 
  آن مي دازيم،

 مي توان از الگوريتم حذفي گوسي و از LUبراي بدست آوردن اين تجزيه همانند تجزيه 
از بيان الگوريتم حذفي گوسي به دليل تكراري بودن مطالب . ماتريس هاي بلوكي استفاده نمود

  . اده مي شودخودداري مي شود و فقط روش ماتريس هاي بلوكي شرح د
nnAصورت كلي ماتريسهاي بلوكي    را بشكل زير در نظر بگيريد،L و×

)2-15(      ⎥
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⎢
⎣

⎡
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  كه در آن،

)2-16(        
TT LLLLA

A
l

L
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2222212122
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1111

1

=−

=

=

  

  
TLLAبه اين ترتيب ماتريس مثبت معين مذكور بصورت   .تجزيه مي گردد =

  
  40-2مثال

   را بيابيد،A×33ماتريس مثبت معين  تجزيه چالسكي
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TLLAاگر ماتريس    را بصورت زير بنويسيم،=
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  داريم،گفته شده  با توجه به روابط 
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   بصورت زير بدست مي آيد،Aبه اين ترتيب تجزيه چالسكي ماتريس
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A  

  
   براي بدست آوردن تجزيه چالسكي استفاده مي شود،chol(A) از دستور MATLABدر نرم افزار 

  

3    0     0     

1     3     0     

1-    3     5     

= ans

chol(A)

11]; 0 0;-5 18 5;15- 15 [25=A

  

  
  معين نباشد، پيغام خطا بصورت زير حاضر مي شود،اگر ماتريس مذكور مثبت 

definite. positive be must Matrix

chol ==> using Error ???

chol(A)

8]; 9 0;6 3 5;2 5 [0=A

  

□  
  
   تجزيه چالسكيطي با حل دستگاه معادلات جبري خ-2-4-2-1
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nnAمثبت معينماتريس ابتدا تجزيه چالسكي      زير بدست مي آوريم،بصورت را ×
TLLA =  

  عادله دستگاه داريم، با جايگذاري در مسپس

bxbx =→=
=

T
LLA

LLA
T

  
xyبا فرض اينكه TL=،باشد داريم   

bybx
xy

=→=
=

LLL
TL

T  
  بنابراين جواب دستگاه معادلات اصلي با حل يك سري معادلات ساده بصورت زير بدست مي آيد،

)2-17(                         
⎩
⎨
⎧

=

=

xy
by
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L  

  . كه در حل اين دو معادله از الگوريتم جايگزيني پيشرو و جايگزيني پسرو استفاده مي شود
  

  41-2مثال
  دستگاه معادلات زير را با استفاده از تجزيه چالسكي حل نماييد،

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=++
=++
−=++

172
122

2

321

321

321

xxx
xxx

xxx
  

  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
→=

1
1
2

721
221
111

3

2

1

x
x
x

A bx  

  
 Aپس ابتدا مثبت معين بودن ماتريس. اتريس مثبت معين باشدبراي استفاده از تجزيه چالسكي بايد م

  را بررسي مي نماييم،

05
721
221
111

,01
21
11

,01 >=>=>  

 مثبت معين است، لذا مي توان از روش تجزيه چالسكي دستگاه Aبا توجه به معيار سيلوستر ماتريس
   را بدست مي آوريم،Aي ماتريسحال تجزيه چالسك. را حل نمود
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   بصورت زير بدست مي آيد،Aبنابراين تجزيه چالسكي ماتريس
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   بصورت زير حل مي كنيم،LUدستگاه معادلات حاصل را همانند تجزيه
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bx دستگاه معادلات خطي پاسخ مي توانMATLAB نرم افزار در =A را با استفاده از دستور

chol(A)،و حل دو معادله بدست آورد   
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0.4000-   

0.6000-   

3.0000    

= x

(U'\b)\U=x

chol(A);=U

[2;1;-1];=b

7]; 2 2;1 2 1;1 1 [1=A

  

□  
  
  
   حجم محاسبات جبري الگوريتم تجزيه چالسكي-2-4-2-2

bxعمليات محاسباتي در حل دستگاه معادلات  تعداد =A با استفاده از تجزيه چالسكي 
  بصورت زير بدست مي آيد،

:   A تجزيه چالسكي ماتريس-1
3

3n محاسبات تجزيه كه تقريباً نصفLU را دارد .  

  22n:   حل دستگاه معادلات با استفاده از الگوريتم هاي جايگزيني پيشرو و پسرو-2
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  مسائل
  . جردن حل نماييد- دستگاه معادلات جبري زير را با روش حذفي گوسي و روش گوس-1 -2
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⎧
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xxx
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  ب( 

  
  . حل نماييده فرم سطري پلكاني در آوريد و سپس دستگاه معادلات جبري زير را ب-2-2
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  .را حل نماييد فرم سطري پلكاني كاهش يافته معادلات زير را بدست آوريد و سپس آنها -2-3
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  . سازگار و ناسازگار بودن دستگاه معادلات جبري زير را بررسي نماييد-2-4
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],,[ نشان دهيد اگر -2-5 1 nαα Kو ],,[ 1 nββ K ،جواب هاي يك دستگاه معادلات خطي باشند 

  مجموعه زير نيز يك جواب براي دستگاه معادلات مذكور خواهد بود،
])1(,,)1[( 11 nn tttt βαβα +−+− K  

  . يك عدد صحيح استtكه در آن
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   مجهول زير باشد،n معادلهn ماتريس ضرايب سيستم همگنA اگر-2-6
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  فرم سطري پلكاني كاهش يافته آن را بيابيد و  نشان دهيد، كه پاسخ اين سيستم بصورت زير است،
α==== nxxx L21  

  
  ه معادلات زير را حل نماييد، دستگا-2-7
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  .حال جوابهايي را بيابيد كه شرايط زير را برآورده سازند
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   دستگاه معادلات زير را در نظر بگيريد،-2-8
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  .يددستگاه معادلات را به فرم سطري پلكاني كاهش يافته در آور) الف
   دستگاه سازگار خواهد بود؟λبه ازاي چه مقاديري از) ب
  .پاسخ كلي سيستم را بدست آوريد) ج
  
  . را بدست آوريد3I و1I،2I جردن جريانهاي- در مدار الكتريكي زير با اعمال روش گوس-2-9
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  . را بيابيد4x در شبكه ترافيك يكطرفه زير حداقل مقدار-2-10

  
  
   شبكه ترافيك يكطرفه زير را در نظر بگيريد،-2-11

  
  

  .جواب كلي سيستم را بيابيد) الف
  .محدوده هر يك از متغيرها بيابيد) ب
  
 را بدست آوريد و سپس از آن براي حل سيستم A ماتريسLU در هر بخش تجزيه -2-13

bx =Aاستفاده نماييد .  
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 را بصورت حاصلضرب سه A را در نظر بگيريد، فرض كنيد ماتريسbو بردار A ماتريس-2-14

   گفته مي شود،LDUبه اين روش تجزيه. ماتريس ساده تجزيه كرديم
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   غيرمنفرد است؟Aتحت چه شرايطي ماتريس) الف
bxبا استفاده از تجزيه بالا دستگاه معادلات ) ب =Aزير را حل كنيد .  
  
رت زير را بدست صل عباحا 2A ياA−2 ياA−1 ياA و بدون محاسبهبا استفاده از اطلاعات زير -2-15

  .  آوريد
yx 21 −− + AA  
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LUA حاصل تجزيهU وLماتريس هاي   . مي باشند=
  
  ماتريس هاي متقارن زير را در نظر بگيريد، -2-16
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لسكي مثبت معين بودن ماتريس هاي زير را بررسي نماييد و براي ماتريس هاي مثبت معين تجزيه چا
  . بررسي نماييدMATLAB در نرم افزار chol(A)نتيجه را با دستور . را بدست آوريد

  
  ك از دستگاه معادلات زير را با استفاده از تجزيه چالسكي حل نماييد، هر ي-2-17
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   دستگاه معادلات زير را در نظر بگيريد،-2-18
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  .سازگار يا ناسازگار بودن دستگاه را بررسي نماييد
  
   را در نظر بگيريد،A ماتريس-2-19
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  . است يك ماتريس منفردA ماتريسε=0نشان دهيد به ازاي) الف

=−1 را بدست آوريد و نشان دهيدκ وA−1 مقدارε=1براي) ب AAκاست .  
bx نشان دهيد كه معادلهε=0001.0با انتخاب) ج =A براي اين  .استبد حالت  يك سيستم
]ظور جواب معادله را براي بردارنم ]T111.1=bبررسي كنيد      .    
  
 بدست k=9.14 و يكبار برايk=15 پاسخ مستقيم دستگاه معادلات زير را يكبار براي-2-20

   را بدست آوريد؟Aآيا سيستم بد حالت است؟ عدد حالت ماتريس. آوريد
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