
 

  مصل سوف
  
 
 
  

  فضاهاي برداري
   
   

  
  
  
  

  مقدمه 1- 3
معروف و پركاربرد فضاهاي برداري زير و ن و فضاهاي برداري اشاره شدهدر فصل سوم به مفهوم ميدا

 همراه با ه، پايه و بعدتقلال و وابستگي خطي بردارها، رتب چون اسمفاهيم پايه اي. معرفي مي گردند
چهار زيرفضاي اساسي سپس به معرفي .  بيان شده استMATLABمثال هاي كاربردي و دستورات 

 نحوه بدست آوردن آنها  وداخته معادلات جبري خطي پر و كاربرد آنها در تشخيص پاسخيك ماتريس
 همراه با مثال هاي  تبديل هاي خطي معرفيبهدر مبحث پاياني . بوسيله نرم افزار بيان مي شود

  .كاربردي پرداخته شده است
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   بردارييها فضا2- 3
از  2فضاي برداريو  1ميدان در مطالعه مفاهيم جبرخطي و دستگاه معادلات جبري مفهوم  
  .ه اي برخوردار است و اساس كليه تحليل هاي جبرخطي را تشكيل مي دهداهميت ويژ

  
   مفهوم ميدان-3-2-1

جموعه اي از اسكالرها است به طوريكه همراه با دو عمل جمع و ضرب شرايط ك ميدان مي
  زير را برآورده مي سازد،

ba يك اسكالر متناظرF متعلق به ميدانb وaبراي هر اسكالر -1   وجود دارد، كه مجموعF در+
aو bبسته بودن مجموعه نسبت به عمل جمع. ( ناميده مي شود(  
  وجود دارد، كه حاصلضربF درab يك اسكالر متناظرF متعلق به ميدانbوa براي هر اسكالر-2
aو bبسته بودن مجموعه نسبت به عمل ضرب. ( ناميده مي شود(  
   قوانين زير برقرار مي باشند،F متعلق به ميدانc وa،b براي هر اسكالر -3

  قوانين جابجايي پذيري 
  شركت پذيري قوانين 

  قوانين توزيع پذيري 
  عضو خنثي در عمل جمع
  عضو خنثي در عمل ضرب

  عضو معكوس در عمل جمع
  عضو معكوس در عمل ضرب

  
  1-3مثال

  ،با دو عمل جمع و ضرب معمولي تشكيل يك ميدان مي دهندمجموعه هاي زير 
  ، ℜ)( اعداد حقيقي مجموعه-1
   C)(طاعداد مختل مجموعه -2
   Q)(اعداد گويا مجموعه -3

ل يك ميدان نمي دهد زيرا  با قواعد جمع و ضرب معمولي تشكيZ)(ليكن مجموعه اعداد صحيح
  .  را برآورده نمي سازدشرط هفتم

ZZ ∉→∈
β

β 1  

□  
                                                 
1 Field 
2 Vector Space 
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   فضاي برداري-3-2-2
، مجموعه اي از بردارها است كه با دو عمل F بر روي ميدانVمانندرداري  فضاي بيك

  جمع و ضرب شرايط زير را برآورده مي سازد،

u00u0u
wvuwvuwvu

uvvuvu
uu

vuvu

+=+→∈∃∈∀
++=++→∈∀

+=+→∈∀
∈→∈∀∈∀

∈+→∈∀

VV
V

V
VcFcV

VV

,.5
)()(,,.4

,.3
,.2

,.1

 

uuu
uuu

vuvuuuuvu
0uuuuuu

=→∈∃∈∀
=→∈∀∈∀

+=++=+→∈∀∈∀
=+−=−+→∈−∃∈∀

11,.9
)()(,,.8

)(,)(,,.7
)()(,.6

FV
abbaFbaV

aaababaFbaV
VV

,  

  . گويند1اندازه دار فضاي ،فضايي را كه مجهز به نُرم باشد
  

  2-3مثال
  داري هستند،هاي زير نمونه هايي از فضاهاي برمجموعه 

  ،اعداد حقيقيبه روي ميدان ) تايي حقيقيnبردارهاي (nℜ مجموعه -
  ،بر روي ميدان اعداد حقيقي )  با عناصر حقيقي×nnماتريس هاي (ℜ×nnM)( مجموعه-
  ،لط بر روي ميدان اعداد مختلط مخت×nn مجموعه ماتريس هاي متقارن-
01 به فرمn چند جمله اي هاي مرتبهℜnP)( مجموعه-

1
1 αααα ++++ −
− xxx n

n
n

n L بر 
  ،روي ميدان اعداد حقيقي

□  
  

  3-3مثال 
]تايي به شكل n كه شامل تمام بردارهايnℜمجموعه ثابت كنيد  ]nuu ,,1 L=u بر روي ، است

  .  تشكيل يك فضاي برداري مي دهندℜميدان 
    

   داريم،ℜ∈cو  nℜ درv وu براي بررسي شرط اول و دوم براي هر بردار-
],,[,],,[ 111 nnn cucucvuvu KK =++=+ uvu  

ncهمانطور كه مشخص است ℜ∈uو nℜ∈+ vuمي باشند  .  

                                                 
١ Metric 
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   براي بررسي شرط سوم و چهارم مي توان نوشت،-
uvvu +=++=++=+ ],,[],,[ 1111 nnnn uvuvvuvu KK  
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  .از اين رو شرط سوم و چهارم نيز برآورده مي شود
]0,,0[ براي بررسي شرط پنجم و ششم يك بردار صفر بصورت - K=0،در نظر مي گيريم   
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    .همانطور كه پيداست اين شرايط نيز صدق مي كنند
   براي بررسي شرايط هفتم، هشتم و نهم بصورت زير مي توان عمل كرد،-
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  و
u)u babuabuauabuabuuabab nnn ()](,),([])(,,)[(],,)[()( 111 ==== KKK  

  و
uu ==== ],,[]1,,1[],,[11 111 nnn uuuuuu KKK  

 كه شامل تمام nℜراين با برآورده شدن شرايط هفتم، هشتم و نهم مشخص مي شود كه مجموعه بناب
]تايي به شكل nبردارهاي ]nuu ,,1 L=u مي باشد، بر روي ميدان ℜ تشكيل يك فضاي برداري 

  .را مي دهند
□  
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  4-3مثال
 هايي است كه به فرم زير مي باشد، بر روي  كه شامل تمام چند جمله ايkPمجموعهثابت كنيد 

Nk( تشكيل يك فضاي برداري مي دهد ℜميدان ℜ∈kppp و ∋ ,,, 10 K.(  
k

k xpxppxp +++= L10)(  
  

   را در نظر مي گيريم،ℜ∈c وkP براي بررسي شرط اول و دوم، دو چندجمله اي متعلق به مجموعه-
k

k xpxppxp +++= L10)(و k
k xqxqqxq +++= L10)(  

  
k

kk xqpxqpqpxqxp )()()()()( 1100 ++++++=+ L  
  و

k
k xcpxcpcpxcp +++= L10)(  

kPxqxpبديهي است كه ∈+ kPxcp و)()(   . مي باشد)(∋
    

   براي بررسي شرط سوم و چهارم داريم،-
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  .لذا شرايط سوم و چهارم نيز برقرار هستند
  

kxx براي بررسي شرط پنجم و ششم چندجمله اي صفر را بصورت - 000 +++= L0 در نظر 
  مي گيريم،
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  .از اين رو شرايط پنجم و ششم نيز برقرار مي باشند
  

   هفتم، هشتم و نهم بصورت زير مي توان عمل كرد، براي بررسي شرايط-
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 ℜ بر روي ميدانkPبا برآورده شدن شرايط هفتم، هشتم و نهم، مي توان نتيجه گرفت كه مجموعه

  . دتشكيل يك فضاي برداري مي ده
□  
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  5-3مثال
22)(اگر ℜΜ  با عناصر حقيقي باشد، نشان دهيد، اين مجموعه ×22  مجموعه تمامي ماتريس هاي ×

همراه با عمليات جمع ماتريس ها و ضرب اعداد حقيقي در ماتريس ها تشكيل يك فضاي برداري بر 
  .روي ميدان اعداد حقيقي مي دهد

  
  اين منظور بايد شرايط فضاي برداري را بررسي نماييم، براي -

)(M

)(M),(M.2

)(M

)(M)(M,.1

22
2221

1211

2221

1211

2222

22
22222121

12121111

2221

1211

2221

1211

2222

ℜ∈⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

ℜ∈→ℜ∈∀ℜ∈∀

ℜ∈⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++
++

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=+

ℜ∈+→ℜ∈∀

×

××

×

××

cpcp
cpcp

pp
pp

ccP

cPcP

qpqp
qpqp

qq
qq

pp
pp

QP

QPQP

 

RQP
rr
rr

qq
qq

pp
pp

rr
rr

qpqp
qpqp

rqprqp
rqprqp

rqrq
rqrq

pp
pp

rr
rr

qq
qq

pp
pp

RQP

RQPRQPRQP

PQ
pp
pp

qq
qq

pqpq
pqpq

qpqp
qpqp

qq
qq

pp
pp

QP

PQQPQP

++=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++
++

=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++++
++++

=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++
++

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=++

++=++→ℜ∈∀

+=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++
++

=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++
++

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=+

+=+→ℜ∈∀

×

×

)(

)(

)()()(M,,.4

)(M,.3

2221

1211

2221

1211

2221

1211

2221

1211

22222121

12121111

222222212121

121212111111

22222121

12121111

2221

1211

2221

1211

2221

1211

2221

1211

22

2221

1211

2221

1211

22222121

12121111

22222121

12121111

2221

1211

2221

1211

22

  



                                              فضاهاي برداري:  سوم فصل                                                                                                                       

Applied Linear Algebra with MATLAB 
S. Sedghizadeh, Systems and Control Dept., KNTU 

164 

O

O

O

O

OOO

=+−=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−
−−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−+−
+−+−

=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−
−−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−
−−

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=−+

=+−=−+→ℜ∈−∃ℜ∈∀

+=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++
++

=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++
++

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=+

=+=+→ℜ∈∃ℜ∈∀

××

××

PP
pp
pp

pp
pp

pppp
pppp

pppp
pppp

pp
pp

pp
pp

PP

PPPPPP

P
pp
pp

pp
pp

pp
pp

pp
pp

P

PPPP

)(

)(

)()()(M),(M.6

00
00

00
00

00
00

00
00

)(M),(M.5

2221

1211

2221

1211

22222121

12121111

22222121

12121111

2221

1211

2221

1211

2222

2221

1211

2221

1211

2221

1211

2221

1211

2222

  

  

Pab
pp
pp

ab
abpabp
abpabp

bpbp
bpbp

a
pp
pp

babPa

PabbPabaP

bQaP
aqaq
aqaq

apap
apap

qq
qq

a
pp
pp

a
qq
qq

pp
pp

aQPa

bPaP
bpbp
bpbp

apap
apap

bpapbpap
bpapbpap

pbapba
pbapba

pp
pp

baPba

aQaPQPabPaPPbabaQP

)(

)(

)()(,),(M.8

)(

)()(
)()(

)()(

)(,)(,),(M.7

2221

1211

2221

1211

2221

1211

2221

1211

22

2221

1211

2221

1211

2221

1211

2221

1211

2221

1211

2221

1211

2221

1211

2221

1211

22222121

12121111

2221

1211

2221

1211

22

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

=→ℜ∈∀ℜ∈∀

+=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=+

+=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++
++

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++
++

=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+=+

+=++=+→ℜ∈∀ℜ∈∀

×

×,

  



                                                        برداري  فضاهاي: فصل سوم

Applied Linear Algebra with MATLAB 
S. Sedghizadeh, Systems and Control Dept., KNTU 

165 

P
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pp
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pp

P

PPP
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⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
××
××

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

=→ℜ∈∃ℜ∈∀ ×

2221

1211

2221

1211

2221

1211

22

11
11

11

11),(M.9
  

  
22)(لذا  ℜΜ  همراه با عمليات جمع ماتريس ها و ضرب اعداد حقيقي در ماتريس ها تشكيل يك ×

  . حقيقي مي دهدفضاي برداري بر روي ميدان اعداد
□  
  

  6-3مثال
  فضاي برداري نيستند،مجموعه هاي زير 

  
 ا جمع دو ماتريس يك فضاي برداري نيست، زير مختلط غيرمنفرد×22 مجموعه ماتريس هاي-

  .غيرمنفرد ممكن است ماتريسي منفرد باشد

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=+
22
33

31
21

13
52

QP  

  
  ول صفحه مختصات، مجموعه بردارهاي دوتايي در ربع ا-

  
  6-3 مربوط به مثال -)1-3(شكل

  براي اين منظور كافي است كه يك مثال نقض بياوريم،

SS ∉⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

→∈⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
1
3

1
3  

□  
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  برداري زير فضاي  -3-2-3
 V يك زير مجموعه غير تهي ازS و F يك فضاي برداري بر روي ميدانVفرض كنيم  

   مي نامند هرگاه، V از1زير فضا را يك S.باشد

SaFaS
SS

∈→∈∀∈∀
∈+→∈∀

ss
tsts

,.2
,.1 )3-1                                                            (  

  . مي باشدC به روي ميدانnC يك زيرفضا از فضاي برداريnℜبطور مثال فضاي برداري
)nℜفضاي nدي اقليدسي و بعnCفضاي nبعدي اقليدسي مختلط مي باشند (.  
  

  7-3مثال
 هر خط راستي كه از مبدأ عبور كند، يك زير فضاي 2ℜنشان دهيد، در فضاي برداري دو بعدي

  ، است2ℜبرداري از
{ }0:),( 2 =+ℜ∈= byaxyxS  

  
    

  
  
  
  
  
  
  
  

   خطي كه از مبدا مختصات مي گذرد-) 2-3(شكل
  را بررسي كنيم،) 1-3(براي بررسي بايد برقراري شرايط 

0)()(
0),(
0),(

=+++→
⎭
⎬
⎫

=+→∈
=+→∈

vybuxa
bvauSvu
byaxSyx  

Svyuxبنابراين نتيجه مي گيريم كه  ∈++   . مي باشد و شرط اول بر قرار است),(
0)()(0),( =+→=+→∈ cybcxabyaxSyx  

Scycxyxcاز اين رو ∈= و هر خط راستي كه از مبدأ  مي باشد و شرط دوم نيز برقرار است ),(),(
        . مي باشد2ℜعبور كند، يك زير فضاي برداري از

□  
                                                 
١ Subspace 
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⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

22

12

0
2

S
a
a

  8-3مثال
 2ℜ برداري از هر خط راستي كه از مبدأ عبور نكند، يك زير فضاي2ℜآيا در فضاي برداري دو بعدي

  است؟
{ }kbyaxyxS =+ℜ∈= :),( 2  

    
  

  
  

  
  
  
  
  

   خطي كه از مبدا مختصات نمي گذرد-) 3-3(شكل
   شرايط زيرفضا بودن را بررسي كنيم،

kvybuxa
kbvauSvu
kbyaxSyx

2)()(
),(
),(

=+++→
⎭
⎬
⎫

=+→∈
=+→∈  

Svyuxبنابراين نتيجه مي گيريم كه  ∉++  لذا هر خط . و نيازي به بررسي شرط دوم نيست),(
   نمي باشد                                                  2ℜراستي كه از مبدأ عبور نكند، يك زير فضاي برداري از

□  
  

  9-3مثال
22)( يك زير فضا ازSآيا مجموعه ℜΜ    مي باشد؟×

  
                         تمامي ماتريس ها به فرم                    

  براي زير فضا بودن باشد شرايط زير را داشته باشد،

S,S.2

S
0
4

0
4

0
2

0
2

SS,.1

22

12

2222

1212

22

12

22

12

∈→ℜ∈∀∈∀

∉⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
+

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=+

∈+→∈∀

aAaA
c
c

ba
ba

b
b

a
a

BA

BABA

  

زير يك از آنجاييكه شرط اول را برآورده نمي كند، لذا نيازي به بررسي شرط دوم نيست و اين مجموعه 
22)(فضا براي ℜΜ   . نيست×

□  
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  ماتريسيك  زيرفضاي ستون هاي -3-2-3-1
 يك 1زيرفضاي ستون هايي مهم و پركاربرد در مباحث جبر خطي هايكي از زيرفضا  

 كه با  است مذكورفضا مجموعه اي از تركيبهاي خطي ستون هاي ماتريسزيراين . ماتريس است
ستوني  و همواره زيرفضايي از فضاي برداريي است كه بردارهاي  نمايش داده مي شودAC)(نماد

  . ماتريس مذكور به آن تعلق دارند
)3-2  ([ ] { }nnnnm ACA aaaaaa ααα +++=→=× LL 221121 )(  

يكي از مهمترين كاربردهاي اين زيرفضا در بدست آوردن مجموعه جواب دستگاه معادلات جبري خطي 
  .است

  
nvvvاگر بردارهاي: 1نكته ,,, 21 Kمتعلق به فضاي برداري Vگاه كليه تركيبهاي خطي اين  باشد، آن

  .  مي باشدVبردارها يك زيرفضاي برداري از
  

  10 -3مثال
   را در نظر بگيريد،Aماتريس

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

14
32
31

A  

خطي ستون شامل تمامي تركيب هاي  كه Aفضاي ستون هاي ماتريس AC)(فرض كنيد مجموعه
   بصورت زير تعريف شود، استAهاي ماتريس

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

1
3
3

4
2
1

)( βαAC  

  . است3ℜ يك زيرفضا از فضاي برداريAC)(كهنشان دهيد 
  

  بايد دو شرط زير فضا بودن را بررسي نماييم،
  شرط اول،

)(
4

32
3

1
3
3

4
2
1

,)(
4

32
3

1
3
3

4
2
1

SS,.1

ACAC

BABA

∈
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
+
+

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
∈
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
+
+

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∈+→∈∀

ϕγ
ϕγ
ϕγ

ϕγ
βα
βα
βα

βα
  

                                                 
١ Column Space 
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+
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ϕβγα
ϕβγα
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ϕγ
ϕγ
ϕγ

βα
βα
βα

  

  
  حال شرط دوم را بررسي مي نماييم،. لذا شرط اول برقرار است

)(
4

32
3

)()(4
)(3)(2

)(3)(

4
32

3
S,S.2

AC
lk
lk
lk

cc
cc
cc

c

aAaA
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=
⎥
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⎤
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⎣
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⎤
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⎣

⎡

+
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+

∈→ℜ∈∀∈∀

βα
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βα
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  . است3ℜ يك زيرفضا از فضاي برداريAC)(بنابراين
□  
  

  11-3مثال
bx دستگاه معادلاتbبه ازاي چه مقاديري از بردار =Aد؟ جواب دار  
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⎡
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⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
→=

3

2

1

2

1

14
32
31

b
b
b

x
x

A bx  

 را بصورت تركيب خطي از ستون bابتدا بردار.  مجموعه جواب دستگاه مي باشدهدف بدست آوردن
   نمايش مي دهيم،Aهاي ماتريس

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦
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⎢
⎢
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⎡
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

3
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1

21

1
3
3

4
2
1

b
b
b

xx  

  
bxلذا دستگاه معادلات =Aاب دارد كه بردار زماني جوb را بتوان بصورت تركيب خطي از ستون 

 سازگار باشد و bيعني بايد دستگاه معادلات مذكور به ازاي آن بردار.  نمايش دادAهاي ماتريس
 آورده )1-3( در شكلAC)(نمايش هندسي زيرفضاي . باشدAC∈b)(لازمه اين كار آن است كه

 است كه از 3ℜ صفحه اي در فضاي برداريAبه لحاظ هندسي فضاي ستون هاي ماتريس. شده است
 كه درون bدد، لذا تمامي بردارهايي مانند را شامل گرAمبدا عبور كرده و بردار ستون هاي ماتريس

 هستند و  مي توان آنها را بصورت تركيب Aاين صفحه قرار دارند جزء فضاي ستون هاي ماتريس
bx نمايش داد و براي اين بردارها دستگاه معادلاتAخطي از ستون هاي ماتريس =A سازگار است 

 طوري انتخاب شود كه خارج از اين صفحه قرار گيرد، دستگاه bاگر بردار . و جواب دارد
bxمعادلات =Aناسازگار بوده و جواب ندارد .  
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   A ستون هاي ماتريسنمايش هندسي زيرفضاي  -) 4-3(شكل
□  
  

  12-3مثال
   را در نظر بگيريد،2b و1b و بردارهايAماتريس
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1bxدستگاه معادلاتبا توجه به فرم سطري پلكاني كاهش يافته،  =A ست و زگار اسا يك دستگاه

  جواب دارد،
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1)(لذا  AC∈b  1ي توان بردارموbرا بصورت تركيب خطي از ستون هاي ماتريس A ،نمايش داد   
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2bxحال دستگاه معادلات =Aو جواب معادلات ناسازگار استر نظر مي گيريم، اين دستگاه  را د 
  ندارد،

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

4
2
1

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1
3
3

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

4
2
1

x

y

z

b



                                                        برداري  فضاهاي: فصل سوم

Applied Linear Algebra with MATLAB 
S. Sedghizadeh, Systems and Control Dept., KNTU 

171 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
→⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

2

1

2

1

2

1

1
0
0

00
10
01

1
1
1

14
32
31

1
1
1

14
32
31

x
x

x
x

x
x  

2)(لذا  AC∉b 2ي توان بردارمو نbرا بصورت تركيب خطي از ستون هاي ماتريس Aنمايش داد .   
□  
  

  13-3مثال
  .تريس هاي زير را بدست آوريدفضاي ستون هاي ما

)الف
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⎡
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21

A  

ممكن ستون هاي خطي  بوده و شامل تمامي تركيب3ℜ زير فضايي ازAفضاي ستون هاي ماتريس
  . استAهاي ماتريس
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3 ccAC bb  

 وابسته خطي هستند، لذا مي توان نمايش فضاي ستون هاي A هاي ماتريسستوناز آنجاييكه 
   را بصورت زير خلاصه كرد،Aماتريس
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)(AC3ري خطي است در فضاي برداℜكه شامل بردار 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
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⎣

⎡

0
0
α

  .ها خواهد بودx است، كه همان محور

 )ب
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

00
20
01

A  

مكن ستون مهاي خطي  بوده و شامل تمامي تركيب3ℜ زير فضايي ازAفضاي ستون هاي ماتريس
 را مي توان AC)( مستقل خطي هستند، Aستون هاي ماتريساز آنجاييكه .  استAهاي ماتريس

  .به شكل زير نمايش داد
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sp)(AC           يا             
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|)( 21
3 ccAC bb  

  

)(AC3در  صفحه ايℜاست كه شامل دو بردار 
⎥
⎥
⎥
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⎣
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,
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1

 خطي آن دو است، هايو تمامي تركيب 

  . خواهد بودxyكه همان صفحه
  

⎥) ج
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

400
321

A  

ممكن ستون هاي خطي  بوده و شامل تمامي تركيب2ℜ زير فضايي ازAفضاي ستون هاي ماتريس
  .  استAهاي ماتريس
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⎧
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|)( 321
2 cccAC bb  

  
 وابسته خطي هستند، مي توان نمايش فضاي ستون هاي Aستون اول و دوم ماتريساز آنجاييكه 

   را بصورت زير خلاصه كرد،Aماتريس
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sp)(AC           يا             
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)(AC2در  صفحه ايℜاست كه توسط دو بردار  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
4
3

,
0
1

اسپن مي شود كه در واقع تمامي  

  . خواهد بود2ℜفضاي
□  
  
   مفهوم اسپن-3-2-4

}اگر   }nS vvv ,,, 21 K= از بردارها در فضاي برداري ايمجموعه Vو W مجموعه كليه 
nvvvتركيبهاي خطي از بردارهاي ,,, 21 Kباشد، در اينصورت W از بردارهاي 1اسپن يك 

nvvv ,,, 21 Kكه  بصورت زير نمايش داده مي شود، است ،  

                                                 
١ Span 
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{ }
{ }ℜ∈+++=

==

nnn

n

ccccccW

WSW

KK

K

,,:

,,,sp,)(sp

212211

21

vvv

vvv )3-3  (
  

  
nvvvهمچنين مي توان گفت، كه بردارهاي ,,, 21 Kزير فضاي Wرا اسپن مي كنند .  

  
 بردارهاي ستوني آن زيرفضاي ستون هاي يك ماتريس فضايي است كه توسط يا همان AC)(: 1نكته

  . ماتريس اسپن مي شود
  

  14-3مثال

سه بردارد نشان دهي
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1

kji3 فضاي برداريℜرا اسپن مي كنند  .  

  ،اين بردارها به شكل زير بدست مي آيديك تركيب خطي از 
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kji  

}بنابراين }kj,i,sp3مي بردارهاي متعلق به فضاي برداري تماℜاست كه به شكل 
⎥
⎥
⎥
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⎢
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a

 باشند، كه 

  . را شامل مي شود3ℜكليه فضاي برداري
□  
  

  15-3مثال
  . را اسپن مي كنند3ℜبررسي كنيد كه آيا بردارهاي زير فضاي برداري
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wvu ) الف  

  يك تركيب خطي از اين دو بردار به شكل زير مي باشد،
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   نمايش دهيم داريم،rاگر اين تركيب خطي را بصورت يك بردار مانند
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  ،فرم ماتريسي اين دستگاه معادلات بصورت زير مي باشد
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حال بايد بررسي كنيم كه اين دستگاه معادلات سازگار است يا ناسازگار، براي اين منظور بايد ماتريس 

A0 غير منفرد باشد، يعني≠A1از آنجائيكه .  باشد=A ،ار دلخواهبنابراين، براي هر برد استr 
wvuلذا، بردارهاي. مي توان يك جواب پيدا كرد   . را اسپن مي كنند3ℜ فضاي برداري,,
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  يك تركيب خطي از اين دو بردار به شكل زير مي باشد،
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 در نظر بگيريم، فرم ماتريسي دستگاه معادلات حاصل به شكل زير rه مانند حالت قبل يك برداراگر ب

  خواهد بود،
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لذا، .  مي باشد، لذا اين دستگاه معادلات مذكور يك جواب منحصربفرد نداردA=0از آنجائيكه
 وجود دارند، كه نمي توان آنها را بصورت تركيب خطي از بردارهاي 3ℜدر فضاي برداريبردارهايي 

wvu   . را اسپن نمي كنند3ℜ فضاي برداري  مذكور نوشت، پس بردارهاي,,
□  
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   استقلال خطي و وابستگي خطي بردارها-3-2-5
nuuuبردارهاي   ,,, 21 K گويند، اگر معادله اي به شكل زير،1مستقل خطي را   

)3-4(              02211 =+++ nnccc uuu K  
ncccكه در آن ,,, 21 K021 اسكالرهاي ثابتي هستند، فقط به ازاي شرط ==== nccc K برقرار 

nuuuدر غير اينصورت بردارهاي. باشد ,,, 21 K گويند2وابسته خطي را .  
  

nuuuاگر بردارهاي :1نكته ,,, 21 K121 مستقل خطي بوده ولي بردارهاي ,,, +nuuu K وابسته 
nuuu را بصورت يك تركيب خطي از بردارهايnu+1خطي باشند، در اينصورت مي توان ,,, 21 K 

  .بيان كرد
nuuuشرط لازم و كافي براي مستقل خطي بودن بردارهاي: 2نكته ,,, 21 Kكه هر يك داراي n تا

  .مخالف صفر باشد ،تعريف حاصل از ×nnعنصر هستند، آن است كه دترمينان ماتريس ضرايب
  

  16-3مثال
  .را بررسي كنيداستقلال خطي يا وابستگي خطي بردارهاي زير 
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  داريم،تعريف با توجه به 
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   به شكل زير مي باشد، و فرم سطري پلكاني كاهش يافته آندستگاه معادلات مربوطه
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ي توان برحسب اين متغير آزاد  آزاد است و بقيه متغيرها را م3cبا توجه به محل عناصر محوري متغير
  نوشت،

0,2 231 == ccc  
21همچنين عناصر محوري نشان مي دهند كه بردارهاي ,uu3 مستقل خطي و بردارu به آنها وابسته 

321بردارهايپس در مجموع . است ,, uuuوابسته خطي مي باشند .  
                                                 
١ Linear Independent 
٢ Linear Dependent 
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 براي تشخيص استقلال rref(A) = [R,p] مي توان از دستور MATLABم افزار در نر
 برداري است كه محل pفرم سطري پلكاني كاهش يافته و  R در اينجا .خطي بردارها استفاده نمود

  .عناصر محوري و به عبارتي بردارهاي مستقل خطي را نشان مي دهد

2     1     

= p

0     1     0     

2-    0     1     

= R

u3]) u2 rref([u1=p][R,

[4;-2];=u3

[-1;-3];=u2

[-2;1];=u1

  

  
21 نشان مي دهد كه pبردار فرم سطري پلكاني كاهش يافته را نشان مي دهد و Rماتريس  ,uu 

  . به آنها وابسته است3uمستقل خطي و بردار
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  داريم،با توجه به تعريف 
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  فرم ماتريس افزوده و سطري پلكاني كاهش يافته آن را بدست مي آوريم،
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0321براي حل اين معادلات تنها جواب ممكن جواب بديهي === ccc مي باشد و با توجه به محل 
321بردارهاي عناصر محوري  ,, uuuمستقل خطي هستند .  
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   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

3     

= ans

length(p)

3     2     1     

= p

0     0     0     

1     0     0     

0     1     0     

0     0     1     

= R

u3]) u2 rref([u1=p][R,

];[1;1;-2;-2=u3

;[-1;3;4;2]=u2

];[1;-2;3;-4=u1

  

321 نشان مي دهد كه pبردار ,, uuuاگر تعداد بردارهاي داده شده زياد باشد .  مستقل خطي هستند
 مستقيماً تعداد length(p)شد دستور و فقط محاسبه تعداد بردارهاي مستقل خطي مد نظر با

  .بردارهاي مستقل خطي را نشان مي دهد
□  
  
  17-3ثالم

   بردارهاي زير مستقل خطي هستند؟λبه ازاي چه مقداري از
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  براي بردارهاي داده شده شرط استقلال خطي را بررسي مي نماييم،
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دستگاه معادلات حاصل بصورت زير بدست مي آيد، كه براي مستقل خطي بودن دترمينان ماتريس 
  ضرايب بايد مخالف صفر باشد،
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  . باشدλ≠2 وλ≠−1لذا براي مستقل خطي بودن بايد
  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

=
λ
λ

λ
λ

-1
2

,
2
-1

vu ) ب  

  
  شرط استقلال خطي را بررسي مي نماييم،
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  دستگاه معادلات حاصل بصورت زير بدست مي آيد، 

λ
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در اين حالت براي مستقل خطي بودن بايد
2
1−

≠λباشد .  
□  
  
  در فضاي برداري   و بعد مفهوم پايه-3-2-6

nuuu، مجموعه بردارهايVري ماننددر يك فضاي بردا   ,,, 21 K مي 1پايه تشكيل يك 
  دهند، اگر دو شرط زير را داشته باشند،

}  آن فضاي برداري را اسپن كنند،-1 }nV uuu ,,,sp 21 K=    
nuuu بردارهاي-2 ,,, 21 Kمستقل خطي باشند .  

 آن فضا مي نامند و با نماد 2بعد را V در يك فضاي برداري مانندتعداد بردارهاي پايه
)dim(Vعد يك فضا برابر با حداكثر تعداد بردارهاي مستقل خطي در آن  . نشان مي دهندبه عبارتي ب

  .  عدد مي باشدnردارهاي مستقل خطي بعدي حداكثر بnفضا است، بنابراين در يك فضاي
  

 را مي توان به V هر مجموعه بردارهاي مستقل خطي درV بعدي مانندn در فضاي برداري:1نكته
  .يك پايه تبديل كرد

                                                 
١ Basis 
٢ Dimension 



                                                        برداري  فضاهاي: فصل سوم

Applied Linear Algebra with MATLAB 
S. Sedghizadeh, Systems and Control Dept., KNTU 

179 

neeeبردارهاي واحد: 2نكته ,,, 21 Kبراي فضاي برداري nℜ پايه  تشكيل يك پايه مي دهند و به آن
  . گفته مي شودnℜ براي1استاندارد
]1,,0,0[,],0,,1,0[],0,,0,1[ 21 KLKK === neee  

   را مي توان بصورت زير نمايش داد،nℜلذا فضاي برداري
{ }n

n sp eee ,,, 21 K=ℜ  
nppppبردارهاي: 3نكته ,,,, 210 Kبراي فضاي برداري nP) چند جمله اي هاي با درجهn يا 
  .تشكيل پايه استاندارد مي دهند) كمتر

n
n xxx ==== pppp ,,,1, 2

210 K  
  ش داد، را مي توان بصورت زير نمايnPلذا فضاي برداري

{ }n
n xxxspP ,,,,1 2 K=  

 مي 2بعد متناهي شامل تعداد محدودي بردار پايه باشد، آن را فضا  با  V اگر فضاي برداري:4نكته
  .  مي گوييم3بعد نامتناهيناميم در غير اينصورت به آن فضا با  

  
  18-3مثال

  .  تشكيل يك پايه مي دهند3ℜ برداريبررسي نماييد كه آيا بردارهاي زير براي فضاي
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  براي اين منظور دو شرط ذكر شده در تعريف پايه را بررسي مي كنيم، 
 بايد يك تركيب خطي از اين بردارها بنويسيم و آن را معادل با 3ℜ براي اسپن كردن فضاي برداري-1

],,[بردار ماننديك  321 rrr=r،قرار مي دهيم   

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=++

3

2

1

32133221

1
0
3

2
1
0

1
1

1

r
r
r

cccccc uuu1  

  فرم ماتريسي دستگاه معادلات حاصل بصورت زير مي باشد،
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١ Standard Basis 
٢ Finite Dimension 
٣ Infinite Dimension 
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چود سيستم مربعي است، شرط وجود جواب آن است كه دترمينان ماتريس ضرايب مخالف صفر باشد و 
10−=A 321ردارهايجواب دارد و ب است، لذا دستگاه همواره ,, uuu 3فضاي برداريℜ را اسپن 

  .مي كنند
  
321 براي بررسي مستقل خطي بودن بردارهاي -2 ,, uuu استفاده مي كنيم، از تعريف استقلال خطي  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=++

0
0
0

1
0
3

2
1
0

1
1

1

32133221 cccccc uuu1  

  يسي حاصل به صورت زير مي باشد،معادلات ماتر
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)10(از آنجائيكه دترمينان ماتريس ضرايب مخالف صفر است −=A321، بردارهاي ,, uuu مستقل 
   مي توان نوشت،لذا. مي دهندتشكيل يك دسته بردار پايه  3ℜبراي فضاي برداري لذا ،هستندخطي 
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□  
  

  19-3مثال
  .  تشكيل يك پايه مي دهند3ℜبررسي نماييد كه آيا بردارهاي زير براي فضاي برداري
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  براي اين منظور دو شرط ذكر شده در تعريف پايه را بررسي مي كنيم، 
],,[ر دلخواه مانندا بايد هر برد3ℜي برداري براي اسپن كردن فضا-1 321 rrr=r را بتوان بصورت 

  چهار بردار نمايش داد، تركيب خطي از اين 
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  فرم ماتريسي و ماتريس افزوده دستگاه معادلات حاصل بصورت زير مي باشد،
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  ماتريس افزوده و سطري پلكاني كاهش يافته آن به شكل زير بدست مي آيد،فرم 
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4c3بنابراين اين چهار بردار فضاي برداري.  متغير آزاد است و دستگاه معادلات بيشمار جواب داردℜ 
  . را اسپن مي كنند

  
  

4321بردارهاي ي مستقل خطي بودن  براي بررس-2 ,,, uuuu،از تعريف آن استفاده مي كنيم   
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   سطري پلكاني كاهش يافته حاصل به صورت زير مي باشد،فرم ماتريس افزوده و
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4321 معادلات بيشمار جواب دارد، بردارهاي متغير آزاد است و دستگاه4cاز آنجاييكه ,,, uuuu 
  . تشكيل پايه بدهند3ℜمستقل خطي نيستند و نمي توانند براي فضاي برداري

□  
  

  20-3مثال
  كداميك از دسته بردارها و مجموعه هاي زير براي فضاي برداري مورد نظر تشكيل يك پايه مي دهند؟
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  ابتدا شرط استقلال خطي را بررسي مي نماييم،
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321لذا بردارهاي  ,, vvv3 مستقل خطي نيستند و نمي توانند براي فضاي برداريℜ  تشكيل پايه
  دهند،
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  ابتدا شرط استقلال خطي را بررسي مي نماييم،
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321بنابراين چندجمله اي هاي  ,, pppدن فضاي برداريحال شرط اسپن كر.  مستقل خطي هستند 
2P،را بررسي مي كنيم   
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21

32
2

1332211

)3()2()(

)1()2()3(

rxrxrccxccxcc

rxrxrxcxxcxc

rxrxrccc

++=+−++++

++=++++−

++=++ ppp
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103
021
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3
2
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221

132
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−

→
⎪
⎩

⎪
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⎧

=+−
=+
=+

rcc
rcc

rcc
  

32لذا هر چندجمله اي مرتبه دوم بصورت
2

1 rxrxr  را مي توان بصورت تركيب خطي از ++
321چندجمله اي هاي ,, ppp321 نوشت، پس چندجمله اي هاي ,, ppp 2 براي فضاي برداريP 

   لذا مي توان نوشت،.تشكيل پايه مي دهند
{ }1,2,3 22

2 ++−= xxxxspP  
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) ج
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00
  )Μ×22براي فضاي برداري (01

  
  ابتدا شرط استقلال خطي را بررسي مي نماييم،
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 را بررسي Μ×22حال شرط اسپن كردن فضاي برداري. لذا عناصر اين مجموعه مستقل خطي هستند
  مي كنيم،
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ايش داد، لذا اين را مي توان بصورت تركيب خطي از اين چهار ماتريس نم×22بنابراين هر ماتريس

   لذا مي توان نوشت،.تشكيل پايه مي دهندΜ×22مجموعه ماتريس ها براي فضاي برداري 
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  در فضاي برداري  تغيير پايه -3-2-7
 بردار مستقل خطي مي تواند nعه از هر مجموV بعدي مانندnدر يك فضاي برداري

، ولي نمايش هر بردار توسط اين  لذا بردارهاي پايه منحصر بفرد نيستند.تشكيل يك پايه بدهد
جا نشان مي دهيم كه مي توان ارتباط بين اين پايه ها را در ندر اي. بردارهاي پايه منحصربفرد است
  . دادقالب يك ماتريس تبديل نمايش
neeeفرض كنيد بردارهاي ,,, 21 Kو بردارهاي nvvv ,,, 21 K دو دسته بردارهاي پايه 

 دو  را بهuدر اينصورت يك بردار متعلق به اين فضا مانند.  باشندV بعدي مانندnبراي فضاي برداري
  صورت زير مي توان نمايش داد،

  
nnnn cccbbb vvveeeu +++=+++= LL 22112211  

ncccكه در آن ,,, 21 Kو nbbb ,,, 21 K اسكالرهاي متناسب با پايه هاي مربوطه مي باشند كه 
اين اسكالرها .  شود نسبت به هر پايه گفته ميuمقاديري منحصر بفرد هستند و به آنها مختصات بردار

  را مي توان بصورت بردارهاي زير نمايش داد،
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⎢
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⎡

=

nn c

c
c

b

b
b

MM
2

1
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1

, cb  

  به اين ترتيب داريم،
cvvvbeee ][][ 2121 nn KK =  

 اسكالرهاي ا به عبارتي ارتباطي بينبا پايه هاي مختلف ي ارتباطي بين اين دو نمايش حال مي خواهيم
neeeي اين منظور بردارهاي پايه برا. متناسب با اين پايه ها پيدا كنيم ,,, 21 K  را بصورت يك تركيب 

nvvv خطي از بردارهاي پايه ,,, 21 K،مي نويسيم   

nnnnnn
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nn
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kkk
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vvve

vvve
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+++=

+++=
+++=
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22221212

12121111

  

  كه نمايش ماتريسي آن بصورت زير خواهد بود،
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   در نظر مي گيريم،Kماتريس ضرايب حاصل را
Knn ][][ 2121 vvveee KK =  

  حال با جايگذاري در رابطه قبل روابط زير بدست مي آيد،
cvvvbvvv ][][ 2121 nn K KK =  

)3-6(      cbcb 1−=→= KK  
ncccبه اين ترتيب ارتباط بين ضرايب ,,, 21 Kو nbbb ,,, 21 Kيس بدست مي آيد،  در قالب يك ماتر

neeeاز پايه هايماتريس تبديل ضرايب كه به آن  ,,, 21 Kبه nvvv ,,, 21 Kلذا اگر .  گويند
نمايش يك بردار برحسب يك مجموعه از پايه ها معلوم باشد، نمايش همان بردار برحسب پايه ديگر را 

رابطه بين ماتريس تبديل و بردارهاي پايه داده شده  با توجه به .مي توان از معادلات بالا بدست آورد
   جردن استفاده نمود،- مي توان از روش گوسKبراي بدست آوردن ماتريس تبديل

[ ]KInn ⇒][ 2121 eeevvv LK  
  

 به منظور بدست آوردن ماتريس MATLAB در نرم افزار basistransferبر اين اساس برنامه 
  بين پايه ها نوشت شده است،تبديل ضرايب 

n));  (m:1)  (mK(:,  K

T]); rref([S  K

end

)dimension' same the of be must Matriceserror('

q) ~ (n | p) ~ (m if

size(S);  q] [p,

size(T);  n] [m,

S) fer(T,basistrans  K function

S basis to T basis from  matrix transition a is K %

++=

=

==

=

=

=

  

  
  21-3مثال

321مجموعه بردارهاي ,, eee321 و ,, vvv3 در فضاي برداريℜتشكيل دو دسته پايه را مي دهند  .  
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321ديل متناظر براي تغيير از پايهماتريس تب) الف ,, vvv321 به پايه ,, eeeرا بيابيد .  
321براي اين منظور ابتدا هر يك از بردارهاي  ,, vvv را بصورت  يك  تركيب خطي از بردارهاي 

321 ,, eee،مي نويسيم    

3213

3212

3211

)1()0()3(]1,0,3[
)2()1()0(]2,1,0[
)1()1()1(]1,1,1[

eeev
eeev
eeev

−++=−=
++==
+−+=−=

  

  بنابراين ماتريس تبديل متناظر بصورت زير بدست مي آيد،
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⎦
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⎢
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⎣

⎡

−
−=

121
011
301

1K  

321از آنجائيكه بردارهاي ,, eee3 بردارهاي پايه استاندارد براي فضاي برداريℜ مي باشند، بنابراين 
321ت همان بردارهايستون هاي ماتريس تبديل در اين حال ,, vvvمي باشند .  

  

321ماتريس تبديل متناظر براي تغيير از پايه) ب ,, eee321 به پايه ,, vvvرا بيابيد .  
321براي اين منظور اين بار بردارهاي ,, eee321 را بصورت تركيب خطي از بردارهاي ,, vvv مي 

  نويسيم،
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  اين بار ماتريس تبديل متناظر بصورت زير بدست مي آيد،
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1همانطور كه مشاهده مي شود
12 )( −= KKمي باشد .  

  

ورت بصV در پايهuنمايش ضرايب بردار) ج
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−
=

4
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V[u]است، نمايش آن را در پايه Eبيابيد .  

  
321 را برحسب پايه هايuابتدا بايد بردار ,, vvv،بنويسيم   
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   را داريم، بنابراين،E به پايهVس تبديل ضرايب از پايهماتري) الف(با توجه به قسمت 
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   بصورت زير خواهد بود،E در پايهuلذا نمايش بردار
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321براي تغيير از پايه basistransfer اجراي برنامه ,, vvv321 به پايه ,, eee،بصورت زير مي باشد   

1-   2     1     

0     1     1-    

3     0     1     

= K1

S) fer(T,basistrans = K1

e3]; e2 [e1=S

v3]; v2 [v1=T

[3;0;-1];=v3  [0;1;2];=v2  [1;-1;1];=v1

[0;0;1];=e3  [0;1;0];=e2  [1;0;0];=e1

  

321براي تغيير از پايهاجراي برنامه  ,, eee321 به پايه ,, vvv،بصورت زير مي باشد   

0.1000-   0.2000    0.3000    

0.3000    0.4000    0.1000    

0.3000    0.6000-   0.1000    

= K2

S) fer(T,basistrans = K2

v3]; v2 [v1=S

e3]; e2 [e1=T

  

 بصورت اول در پايهuحال اگر بردار
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V[u]1 باشد، با استفاده از ماتريس تبديلK مي توان 

  تبديل يافته آن برحسب پايه هاي دوم بدست آورد،
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0     
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= ue

uv*K1=ue

[-2;3;4];=uv

  

□  
  

  22-3مثال
  نظر بگيريد، در 3ℜبردارهاي مستقل خطي زير را در فضاي سه بعدي
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321يك پايه بديهي براي اين فضا پايه هاي استاندارد ,, eee،مي باشند   
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32121مي دانيم كه مجموعه بردارهاي , eeeuu  را مي 3eبنابراين بردار.  وابسته خطي مي باشند,,,
  وان بصورت يك تركيب خطي از بقيه بردارها نوشت، ت

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
= −

3
0
1

)(
0
2
1

0
1
0

)2(
0
0
1

)(
1
0
0

3
1

3
4

3e  

2121 بردارهايحال ,eeuu  يك تركيب  را بصورت2e بردار در اين مجموعه نيز.  را در نظر مي گيريم,,
   مي نويسيم،خطي از بقيه بردارها
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121هاي باقي ماندهلذا بردار euu   پس. مي دهند3ℜ مستقل خطي بوده و تشكيل پايه براي فضاي,,
  مي توان نوشت،
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   23-3مثال

321 هاي استاندارد تحت بردارهاي پايهuبردار ,, eeeبصورت [ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

3
2
1

eu نمايش داده مي شود.  
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321 eeeuu e  

  
321نمايش آن را تحت پايه هاي )الف ,, vvvبدست آوريد .    
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321 تحت پايه هايuنمايش ,, vvv،بصورت زير بدست مي آيد  
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321332211 cccccc vvvuu e  

  حال دستگاه معادلات مربوطه را بدست مي آوريم،

5.2,2,5.1
3
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321 تحت پايه هايuنمايشلذا  ,, vvv،بصورت زير خواهد بود  
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321ماتريس تبديل ضرايب از پايه هاي) ب ,, eee321ي به پايه ها ,, vvvرا بدست آوريد .  

321ارهايابتدا برد ,, eee321 را بصورت تركيب خطي از بردارهاي ,, vvv،مي نويسيم   
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  مورد نظر بدست مي آيد،با حل هر يك از اين دستگاه معادلات ضرايب 

5.0,5.0,0
5.0,0,5.0
0,5.0,5.0

987
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321

===
===
===

kkk
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  حال مي توان نوشت،

[ ] [ ]
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  ماتريس تبديل متناظر بصورت زير بدست مي آيد،
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321 برحسب پايه هايuمي توان نشان داد كه اگر اين ماتريس را در ضرايب نمايش ,, eee ضرب 

321 برحسب پايه هاي uكنيم، ضرايب نمايش ,, vvv،بدست مي آيد   
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   .بدست آمد) الف(جواب همان ضرايبي است كه در قسمت 
  

321 ماتريس تبديل از پايه هايbasistransferامه با استفاده از برن ,, eee321 به ,, vvv را محاسبه 
321 تحت پايه هايuمي كنيم، سپس نمايش ,, vvvرا بدست مي آوريم   
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2.5000    

2.0000    

1.5000    

=uv 

ue*K1=uv

[1;2;3];=ue

0.5000    0.5000    0         

0.5000    0         0.5000    

0         0.5000    0.5000    

= K1

S) fer(T,basistrans = K1

v3]; v2 [v1=S

e3]; e2 [e1=T

[-1;1;1];=v3 [1;-1;1];=v2 [1;1;-1];=v1

[0;0;1];=e3 [0;1;0];=e2 [1;0;0];=e1

  
  
321 هاي را برحسب پايه زيربردارهاي آمده، فاده از ماتريس تبديل بدستبا است) ج ,, vvv نمايش 
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321در واقع بايد ضرايب ,, cccجاي حل دستگاه معادلات همانند ه ليكن اين بار ب.  را بدست آوريم
   استفاده مي نماييم،، از ماتريس تبديل ضرايب)الف(قسمت 
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]براي بردارهاي ] [ ]
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   داريم،MATLAB نوشته شده در نرم افزار basistransferبا استفاده از برنامه 
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se*K1=sv
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□  
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   ها رتبه ماتريس-3-2-8
nmA يك ماتريس1رتبهبنابر تعريف  ) يا سطرهاي( برابر با ماكزيمم تعداد ستون هاي ×

rank)(مستقل خطي در آن ماتريس است، كه با نماد  Aبراي بدست آوردن  .  نشان داده مي شود
  .ستون هاي مستقل خطي يك ماتريس مي توان از فرم سطري پلكاني كاهش يافته آن كمك گرفت

ي غير صفر آن ماتريس  كليه كهادهارتبه يك ماتريس بصورت بزرگترين درجهاز آنجائيكه 
nnAاتريس مربعي مانندتعريف مي شود، مي توان نتيجه گرفت كه رتبه يك م حداكثر مي تواند  ×

ماتريس مستقل خطي باشند و در ) يا سطرهاي( باشد و اين زماني است كه تمامي ستون هاي nبرابر
nnA يعني، ماتريسA≠0اينصورت nnAالتي ماتريسدر چنين ح.  غير منفرد است× رتبه  را ×

ون هاي آن وابستگي خطي  باشد ماتريس منفرد بوده و تعدادي از ستA=0مي نامند و اگر 2كامل
  . دارد3نقص رتبه يماتريس چنين دارند،

nmAراي ماتريس هايب min()(rank,( غير مربعي،× nmA ست، كه در صورت مساوي  ا≥
nmAبودن مي گوئيم ماتريس nmA رتبه كامل است و اگر كوچكتر باشد ماتريس×   .  نقص رتبه دارد×

  
nmA ماتريسضرب يك ماتريس غيرمنفرد در: 1نكته    . رتبه آن را تغيير نمي دهد×

  
  24-3مثال

  . را بدست آوريدB وAهايرتبه ماتريس 
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⎥
⎥
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⎢
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⎥
⎥
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⎢
⎢
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,
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BA  

   بصورت زير مي باشد،A فرم سطري پلكاني كاهش يافته ماتريس-

2)(rank =A→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
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⎣

⎡ −
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→
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⎣

⎡
−−=
351
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A  

با توجه به محل عناصر محوري مي توان فهميد كه ستون هاي اول و دوم استقلال خطي دارند و ستون 
 خطي دارد و رتبه آن دو مي باشد و لذا  فقط دو ستون مستقلAلذا ماتريس. سوم وابسته خطي است

  .اين ماتريس نقص رتبه دارد
   براي بدست آوردن رتبه ماتريس استفاده مي شود،rank(A) از دستور MATLABدر نرم افزار 

                                                 
١ Rank 
٢ Full Rank 
٣ Rank Deficiency 
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2     

= ans

rank(A)

3]; 5 6;1- 5- 3;3 9 [5=A

  

از طرفي رتبه ماتريس برابر است با تعداد عناصر محوري در فرم سطري پلكاني كاهش يافته ماتريس لذا 
   نيز استفاده نمود،rrefمي توان از دستور 

2     

= ans

length(p)

2     1     

= p

0         0         0         

0.7500    1.0000    0         

0.7500-   0         1.0000    

= R

rref(A)=p][R,

3]; 5 6;1- 5- 3;3 9 [5=A

  

نشان مي دهد با تعيين محل عناصر محوري  p رتبه ماتريس را مي دهد و length(p)ور در اينجا دست
  .كه كدام ستون ها مستقل خطي هستند

  
   نيز بصورت زير مي باشد،B فرم سطري پلكاني كاهش يافته ماتريس-

3)(rank =B→
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B  

 Bلذا رتبه ماتريس.  مستقل خطي هستندBبا توجه به محل عناصر محوري هر سه ستون ماتريس
  . و رتبه كامل داردبرابر سه است

   داريم،MATLABبا نرم افزار 

3     

= ans

rank(B)

3];- 12 7;1- 3- 8;4- 3 2;1 1 [1=B

  

□  
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   ماتريس ها فضاي گستره-3-2-9
   زير در نظر بگيريد،صورت كلي دستگاه معادلات را مي توان به شكل

11 ××× = mnnmA bx  
 را به F بر روي ميدان1Vبعديn را مي توان بصورت يك نگاشتي در نظر گرفت كه فضايAماتريس
  . مي نگاردF بر روي ميدان2Vبعديmفضاي

  
  A                                                         نگاشت 

  
   

  1Vبعديn                       فضايF                       هر دو روي ميدان2Vبعديm   فضاي
  

 b مجموعه اي است شامل عناصرA يك نگاشت خطي مانند1گستره فضاي بنابر تعريف 
 وجود دارد، كه 1Vبعدي n در فضايx كه براي آنها حداقل يك بردار مانند2Vبعديmدر فضاي

bxرابطه =A  را برآورده سازد و آن را با نماد)(ARبه راحتي مي توان نشان داد . ان مي دهند  نش
  . است2Vبعديmكه اين فضاي گستره يك زير فضا از فضاي

)3-7(     
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ =→∈∃∈= bxxb AVVAR 12)(  

  .فضاي گستره يك ماتريس همان فضاي ستون هاي ماتريس است: 1نكته
]dim)[(rank)( . فضاي گستره آن ماتريس استرتبه يك ماتريس معادل با بعد: 2نكته AAR =  

  
  25-3مثال

   زير را بدست آوريد، هايفضاي گستره و رتبه ماتريس
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54A)        الف  

اگر فرم .  استA كليه تركيبهاي خطي ممكن كليه ستون هايAمي دانيم فضاي گستره ماتريس
 را بدست آوريم، با توجه به محل عناصر محوري مي توان Aسطري پلكاني كاهش يافته ماتريس

   بصورت زير تعريف مي شود،AR)( لذا.فهميد كه ستون هاي اول، دوم و چهارم مستقل خطي هستند

                                                 
١ Range Space 
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)( spAR  

از . A برابر است با تمامي تركيبهاي خطي ستون هاي اول، دوم و چهارم ماتريسAR)(ه عبارتيب
rank)(3 سه ستون مستقل خطي دارد، لذا Aطرفي چون ماتريس =Aو ماتريس نقص رتبه  است 

  . دارد
 ، محل عنصر محوري را نشان مي دهدp  بردارMATLAB نرم افزار rref(A)=[R,p]در دستور 

  لذا مي توان با استفاده از آن پايه هاي فضاي گستره را بدست آورد،

3

ans

length(p)

2     3     0     

5     5     1     

3     4     1     

1     3     1     

= ans

p)A(:,

rref(A);=p][R,

  1];- 2 6- 3 9;0- 5 9- 5 2;1- 3 7- 4 5;1 1 5- 3 [1=A

=
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A)    ب  

با توجه به محل عناصر محوري   را به فرم سطري پلكاني كاهش يافته تبديل مي كنيم،Aابتدا ماتريس
 فضايي است كه توسط اين دو Aستون هاي اول و سوم مستقل خطي هستند و فضاي گستره ماتريس

 كه همان بعد فضاي Aه ماتريسچون دو بردار مستقل خطي دارد، لذا رتب. ستون اسپن مي شود
  .گستره مي باشد دو است

2)(rank,
1
1

1
,
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1
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= AspAR  

   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 
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2     

= ans

length(p)

1     0     

1-    1     

1     1     

= ans

p)A(:,

rref(A);=p][R,

1]; 1 0 1;0- 1- 1 1;1 1 1 [1=A
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A)    ج  

با توجه به محل عناصر محوري   را به فرم سطري پلكاني كاهش يافته تبديل مي كنيم،Aابتدا ماتريس
 فضايي است كه AR)( دو است وAستون هاي اول و دوم مستقل خطي هستند، لذا رتبه ماتريس

  توسط اين بردارهاي ستوني اسپن مي شود،

2)(rank,
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= AspAR  

   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

2     

= ans

length(p)

8     3     

2     0     

0     1-    

2     1     

= ans

p)A(:,

rref(A);=p][R,

1]; 8 1;3 2 1;0 0 0;-1 2 [1=A

  

□  
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11دستگاه معادلات ماتريس، به مفاهيم فضاي گستره و رتبه با توجه: 3نكته ××× = mnnmA bxبا  
rArank 1)( سيستم سازگار است، اگر و فقط اگر يك)(= ARm ∈×bدر اينصورت داريم،د، باش   

rAA == )|(rank)(rank b  
11اگر معادله ××× = mnnmA bx ،را بصورت زير بسط دهيم   

bbx =

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

++

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

→=

mn

n

n

n

mm a

a
a

x

a

a
a

x

a

a
a

xA
M

L
MM

2

1

2

22

12

2

1

21
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1  

 را بصورت تركيب خطي از ستون mb×1براي آنكه دستگاه معادلات جواب داشته باشد بايد بتوان بردار
nnAهاي ماتريس   بايد در فضاي اسپن شده توسط ستون هاي ماتريسmb×1عبارتي بردار نوشت، به ×

nmA nmA به ماتريسmb×1در چنين حالتي افزودن ستون بردار.  قرار داشته باشدAR)( يعني× ×  
rAAواهد داد، لذا رتبه آن را تغيير نخ == )|(rank)(rank bمي باشد .  

  
  26-3مثال

  .وجود يا عدم وجود جواب را براي دستگاه معادلات زير بررسي نماييدبدون حل معادلات 
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bx)الف  

==→AR∉b)(د    دستگاه جواب ندارسيستم ناسازگار است و  3)|(rank,2)(rank bAA  
   داريم،MATLABاستفاده از نرم افزار با 

3     

= ans

b]) rank([A

2     

= ans

rank(A)

[2;4;9];=b

1];- 1 4 1;5- 1 1 1;2 1- 2 [1=A
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bx)ب  

  
==→يك جواب منحصر بفرد داردسيستم سازگار است و  3)|(rank)(rank bAA  

  . و ماتريس ضرايب مربعي و رتبه كامل داردAR∈b)(زيرا
  

  م، داريMATLABبا استفاده از نرم افزار 

3     

= ans

b]) rank([A

3     

= ans

rank(A)

[2;1;3];=b

1]; 5 1;3 2 4;1 2 [-1=A
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bx)ج  

==→دستگاه بيشمار جواب داردسيستم سازگار است و  2)|(rank)(rank bAA  
  . و ماتريس ضرايب مربعي است و نقص رتبه داردAR∈b)(زيرا

   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

2     

= ans

b]) rank([A

2     

= ans

rank(A)

[1;5;6];=b

1]; 3 2;2 2 1;1- 1 [1=A

  

□  
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   فضاي پوچي ماتريس ها-3-2-10
nmA يك نگاشت خطي1فضاي پوچيبنابر تعريف    مجموعه اي است شامل كليه بردارهاي×

1×nx 0 كه رابطهx =Aفضاي پوچي با نماد.  را برآورده سازد)(AN،نشان داده مي شود   
)3-8(        { }0xx =→∈= AVAN 1)(  

nullity)( مي نامند و با نماد A ماتريس2پوچيبعد فضاي پوچي را  A يا )(Aνنشان مي دهند   .  
)()](dim[ AAN ν=  

  
0x معادله مجموعه تمامي پاسخهايAN)(فضاي پوچي: 1نكته =Aاست  .  
0xدر صورتيكه تنها پاسخ معادله: 2نكته =A باشد، بنابراين رتبه ) بردار صفر( همان پاسخ بديهي

ل خطي اين ماتريس مستق) يا سطري( كامل است، به عبارتي كليه بردارهاي ستوني Aماتريس
  . هستند
 است، در حاليكه فضاي گستره، يك زير فضا از فضاي 1Vفضاي پوچي، يك زير فضا از فضاي: 3نكته

2Vاست .  
nmA براي ماتريس:4نكته    مي توان نوشت،×

)3-9(            nAA =+ )(nullity)rank(  
  

  27-3مثال
   را در نظر بگيريد، Aماتريس
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  مي خواهيم فضاي پوچي و پوچي اين ماتريس را بدست آوريم،
0x معادلهلذا بايد جواب =A،را بدست آوريم   
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   يافته ماتريس را بدست مي آوريم،سطري پلكاني كاهش فرم حال
                                                 
١ Null Space 
٢ Nullity 
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  .و دستگاه معادلات نهايي به فرم زير بدست مي آيد
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54
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531

x-x
xx-x

xxx
  

از تعداد معادلات كمتر از .  مي باشدAبايد توجه كرد كه تعداد اين معادلات برابر با رتبه ماتريس
],,[هر بردار لذا دستگاه بيشمار جواب دارد و ،مجهولات است 543,21 xxx,xx=x كه سه معادله بالا 

تعداد بردارهايي كه بدين .  خواهد بودAرا برآورده سازد يك بردار متعلق به فضاي پوچي ماتريس
 ليكن تعداد بردارهاي مستقل خطي برابر با بعد فضاي مي توان انتخاب كرد نامحدود است،ترتيب 

  . پوچي مي باشد
235)()(nullity =−=−= AranknA  

بنابراين هر پاسخ  بطور مثال دو بردار زير مستقل خطي هستند و سه معادله بالا را برآورده مي كنند،
0xمعادله =A بايد به اسپن اين دو بردار تعلق داشته باشد، به عبارتي، اين دو بردار يك پايه 
  . تشكيل مي دهندAN)(براي
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  جهت محاسبه پايه هايnull(A) و null(A,’r’) دستوردو  MATLABدر نرم افزار 

  . فضاي پوچي ماتريس وجود دارند
ه هاي فضاي پايهمانند آنچه كه در محاسبات دستي صورت مي گيرد،   null(A,’r’) دستور در -

  .س محاسبه مي گردد به فرم سطري پلكاني كاهش يافته ماتريهپوچي با توج
  
  نرم افزار پايه هاي يكامتعامد شده فضاي پوچي را كه به روش عددي به دست null(A) در دستور -

  . آمده ارائه مي دهد
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   توجه نماييد،Aبه اجراي اين دو دستور براي ماتريس
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□  
  

  28-3مثال
  .را بدست آوريدس هاي زير پوچي و فضاي پوچي ماتري
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rank)(2از آنجاييكه =Aاست، لذا پوچي ماتريس A،برابر با دو مي باشد   

224)(rank-n)()(nullity =−=== AAA ν  
0xدستگاه معادلات  با حلحال. مستقل خطي دارد دو بردار Aبنابراين فضاي پوچي ماتريس =A 

  اين دو بردار را بدست مي آوريم،
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  بنابراين داريم،

⎩
⎨
⎧

=+
=+

0
0

43

21

xx
xx  

   مي آيد، بدستAN)(بردارهاي پايهتعداد معادلات برابر با رتبه ماتريس است با حل اين دستگاه 

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

=

1
1
0
0

,

0
0
1

1

)( spAN  

  
   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

1     0     

1-    0     

0     1     

0     1-    

= ans

)r''null(A,

1]; 1 0 1;0- 1- 1 1;1 1 1 [1=A
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⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
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⎥
⎥
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−

=

183
120
101
021

B  

  
rank)(2از آنجاييكه =Bاست، لذا پوچي ماتريس B،برابر با يك مي باشد   

123)(rank-n)()(nullity =−=== BBB ν  
  

   فقط يك بردار مستقل خطي دارد كه بصورت زير بدست مي آيد،Bبنابراين فضاي پوچي ماتريس
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⎢
⎢
⎢
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   بدست مي آيد،BN)(ا حل اين دستگاه معادلات بردارهاي پايهب

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=→

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=−
−

1

1
)(

0
2
1

0
2
1

32

31

spBN
xx

xx
  

  
   داريم،MATLABنرم افزار با استفاده از 

1.0000    

0.5000-   

1.0000    

= ans

)r''null(B,

1]; 8 1;3 2 1;0 0 0;-1 2 [1=B

  

□  
  
   زيرفضاهاي اساسي ماتريس ها-3-2-11

nmAبراي يك ماتريس )r) ),min با رتبه× nmr  1چهار زيرفضاي اساسيمي توان ) ≥
  بصورت زير تعريف كرد، 

 r مي باشد، كه بعد آن برابرAR)( يا Aان فضاي گستره ماتريسدر واقع هم : 2فضاي ستون ها
 است، به عبارتي توسط ستون Aاين فضا مجموعه اي از تركيبهاي خطي ستون هاي ماتريس. است

، ستونهايي كه عناصر Aدر فرم سطري پلكاني كاهشي ماتريس.  اسپن مي شودAهاي ماتريس
بعد فضاي ستون ها برابر . محوري در آن قرار دارند مطابق با بردارهاي پايه فضاي ستون ها خواهد بود

  .  مي باشدAبا رتبه ماتريس

)(rank)](dim[,)( AARAAR nm =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ =→ℜ∈∃ℜ∈= bxxb  

)( با نماد است، كه آن راTAدر واقع همان فضاي پوچي ماتريس : 3ضاي پوچي چپف  TAN نشان 
rmمي دهند و بعد آن برابر  است كه عمود بر تمامي ستون mℜ∈xاين فضا مجموعه اي از.  است−

 AR)(هستند و از اين جهت آن را مكمل متعامد فضاي) TAيا سطرهاي ماتريس (Aهاي ماتريس
تعداد سطرها منهاي  با بعد فضاي پوچي چپ برابر.  نيز نشان مي دهندAR)(⊥مي نامند و با نماد

  .  استAرتبه ماتريس
)3-10  ({ } )(rank)](dim[,)( AmANAAN TTmT −==→ℜ∈= 0xx  

                                                 
١ Four Fundamental Subspaces 
٢ Column Space 
٣ Left Nullspace 
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 است، كه با نماد  TA همان فضاي گستره ماتريسA فضاي سطرها براي ماتريس:1فضاي سطرها 
)( TARعد آن برابرنشان داده مي شود و ب rفضاي سطرها در واقع زيرفضايي است كه . د مي باش

 اسپن مي شود يا به عبارتي شامل كليه تركيب هاي خطي سطرهاي Aتوسط سطرهاي ماتريس
دارهاي  سطرهاي غير صفر معادل با برAدر فرم سطري پلكاني كاهشي ماتريس.  مي باشدAماتريس

  .  مي باشدAبعد فضاي  سطرها برابر با رتبه ماتريس. پايه براي فضاي سطرها مي باشند

)3-11()(rank)](dim[,)( AARAAR TTmnT =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ =→ℜ∈∃ℜ∈= bxxb  

 نمايش مي دهند، كه بعد AN)(همانطور كه قبلاً نيز مطرح گرديد اين فضا را با نماد : فضاي پوچي 
rnر باآن براب  A است كه عمود بر تمامي سطرهاي ماتريسnℜ∈xاين فضا مجموعه اي از.  است−

)(هستند و از اين جهت آن را مكمل متعامد فضاي) TAيا ستون هاي ماتريس( TAR 2كِرنِل يا 
  .  استA بعد فضاي پوچي برابر با تعداد ستون ها منهاي رتبه ماتريس. نيز مي نامندAاتريس م

{ } )(rank)(nullity)](dim[,)( AnAANAAN n −===→ℜ∈= 0xx 
  

bxدر حل دستگاه معادلات: 1نكته =Aاگر )( TANتهي باشد، آنگاه )(AR∈b است و سيستم 
bx =Aواره حداقل يك جواب دارد و تهي بودن سازگار است و هم)(AN بيانگر آن است كه اگر 

  .پاسخي وجود داشته باشد، آن پاسخ منحصر بفرد است
  

  29-3مثال
  ماتريس زير را در نظر بگيريد،

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−
−

=

51532
11231

31411
20121

A  

rank)(2در اينجا =Aرت زير مي باشد، و فرم سطري پلكاني كاهش يافته آن بصو  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

00000
00000
11310
42701

R  

لذا فضاي ستون ها يا همان . همانطور كه پيداست ستون هاي اول و دوم شامل عناصر محوري هستند
  فضاي گستره بصورت زير است، 

                                                 
١ Row Space 
٢ Kernel 
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2)](dim[,

3
3
1
2

,

2
1

1
1

)( =
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⎪
⎭
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⎪
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⎫
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⎥
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−

⎥
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⎥
⎥

⎦

⎤
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⎢
⎢

⎣

⎡

−
= ARspAR  

  فضاي سطرها معادل با سطرهاي غير صفر در فرم سطري پلكاني كاهشي است،

2)](dim[,

1
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0

,

4
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0
1

)( =
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= TT ARspAR  

0xفضاي پوچي معادل با مجموعه جواب معادله =Aبا وعه جواب را هم مي توان اين مجم.  مي باشد
  استفاده از فرم سطري پلكاني كاهش يافته بدست آورد،
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54321 xxxxxARx  

  دستگاه معادلات حاصل بصورت زير بدست مي آيد،

⎩
⎨
⎧

=+++
=+++
03

0427

5432

5431

xxxx
xxxx  

 Aانطور كه پيشتر نيز گفته شد تعداد اين معادلات به بعد فضاي گستره يا همان رتبه ماتريسهم
   بصورت زير بدست مي آيد،Aبا حل اين دستگاه فضاي پوچي ماتريس. بستگي دارد

3)](dim[, =AN
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0xب معادلهفضاي پوچي چپ معادل با مجموعه جوا =TAلذا ابتدا ماتريس.  مي باشدTA را بدست 

  .مي آوريم و سپس آن را به فرم سطري پلكاني كاهشي تبديل مي كنيم و همانند بالا عمل مي نماييم
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  بدست مي آيد،دستگاه معادلات حاصل بصورت زير 

⎩
⎨
⎧

=++
=+−
0
02

432

431

xxx
xxx  

)(تعداد معادلات برابر با بعد TARمي باشد، با حل اين دستگاه فضاي پوچي ماتريس A بصورت زير 
  بدست مي آيد،

2)](dim[,

1
0
1
1

,

0
1
1

2

)( =

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−
−

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

= TT ANspAN  

  
هاي چهار زير فضاي اصلي يك  براي بدست آوردن پايه MATLABنرم افزار  در basisبرنامه 

  ،ه شده استماتريس نوشت

);r'',null(A'  Leftnull

;:)'r,:R(1 Row 

);r''null(A,  Null

p);A(:,  Column

length(p);  r

rref(A);  p] [R,

basis(A)  Leftnull] Row, Null, [Column, function

A. matrix the with %

associated spaces vector lfundamenta four of Bases %

=

=

=

=

=

=

=
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   بصورت زير است،Aاجراي برنامه براي ماتريس

1     0     0     

0     1     0     

0     0     1     

1-    1-    3-    

4-    2-    7-    

= Null

3-    2     

3     1-    

1-    1     

2-    1     

= Column

basis(A) = Leftnull] Row, Null, [Column,

5]; 1 5 3- 1;2- 1 2 3 3;-1 1 4 1- 2;1 0 1 2- [1=A

  

1     0     

0     1     

1-    1-    

1-    2     

= Leftnull

1     4     

1     2     

3     7     

1     0     

0     1     

=Row 

  

□  
  

  30-3مثال
 متعامد هستند Aفضاي سطرها و فضاي پوچي ماتريس  در مثال قبل، نشان دهيد كهAبراي ماتريس

   نيز متعامد هستند،Aو همچنين فضاي ستون ها و فضاي پوچي چپ ماتريس
  

)()( ANAR T )()( و ⊥ TANAR ⊥  
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  اي بررسي متعامد بودن ضرب داخلي يك يك بردارهاي پايه را بررسي مي نماييم،بر

0110103)1(1)4(0,

0011103)1(1)2(0,

0010113)3(1)7(0,

0140207)1(0)4(1,
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)()(صفر است، لذا ها حاصل ضرب داخلي  ANAR T به همين ترتيب مي توان نشان .  مي باشد⊥
)()(داد كه TANAR   . است⊥

  
   داريم،basis برنامه  بدست آمده ازنتايج  و MATLABبا استفاده از نرم افزار 

0    0     0     

0     0     0     

= ans

Row'*Null

0     0     

0     0     

= ans

ftnullColumn'*Le

  

□  
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  31 -3مثال
   داريم،Aثابت كنيد براي ماتريسدر حالت كلي 

)()() الف TANAR )()() ب         ⊥ ANAR T ⊥    
  

nmAماتريس    را با بردارهاي ستوني در نظر بگيريد،×
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)(اگر TAN∈q،باشد داريم   
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 همان ستون هاي TA عمود است و سطرهاي ماتريسTA بر سطرهاي ماتريسqبنابراين بردار
)(لذا بردارهاي.  هستندAR)( متعلق بهAتون هاي ماتريس هستند و سAماتريس TAN∈q 

)()(بنابراين . AR∈y)(عمودند بر بردارهاي TANAR   . است⊥
nmAماتريس    را با بردارهاي سطري در نظر بگيريد،×
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   باشد داريم،AN∈z)(اگر

0

zb

zb
zb
zb

0z =

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

→=

m

A
M
3

2

1

  



                                                        برداري  فضاهاي: فصل سوم

Applied Linear Algebra with MATLAB 
S. Sedghizadeh, Systems and Control Dept., KNTU 

211 

 همان ستون هاي A عمود است و سطرهاي ماتريسA بر سطرهاي ماتريسzبنابراين بردار
)( متعلق بهTAاتريس هستند و ستون هاي مTAماتريس TARلذا بردارهاي.  هستند)(AN∈z 

)(عمودند بر بردارهاي TAR∈w، بنابراين )()( ANAR T   . است⊥
□  
  
  تبديل هاي خطي 3- 3

  .  باشندFبر روي ميدانبعدي  m وnدو فضاي برداريبه ترتيب  2V و 1Vفرض كنيم   
  

  T  يا تبديل    نگاشت                                                 
  
   

  1Vبعديn                       فضايF                       هر دو روي ميدان2Vبعديm   فضاي
 m را به يك بردار ديگر در فضاي1V بعديn نگاشتي است كه يك بردار در فضاي،تبديليك 
 نظير در بردار ثانويه جايگزين مي ت تمامي نقاط بردار اوليه با نقاطدر اين نگاش.  تبديل كند2Vبعدي
تقسيم بندي  2تبديلات مختصاتيو  1تبديلات هندسيتبديل ها را مي توان به دو دسته . شود
 ولي در در تبديلات هندسي محورهاي مختصات ثابت هستند و اين بردار است كه تغيير مي كند. نمود

بردار مي تواند بيانگر يك . تبديلات مختصاتي بردار ثابت است و محورهاي مختصات جابجا مي شوند
  .منحني، تصوير يا جسم باشد

:21تابع   VVT  مي ناميم، اگر 2V به 1V از 3طيتبديل خ يا  خطياپراتور را يك →
  آورده گردد، دو شرط زير برF متعلق بهc و تمام اسكالرهاي1V متعلق بهv وuبراي تمام بردارهاي

1- )()()( vuvu TTT +=+  
2- )()( uu cTcT =  

  مي توان بصورت زير نيز خلاصه نمود، را اين دو رابطه 
)3-12                      (                 )()()( 2121 vuvu TcTcccT +=+  
  

:21تبديل خطي: 1نكته VVT   ر را داشته باشد، گويند اگر شرط زي4يك به يك را →
)١٣-٣            (         ( ) ( )2121121 ,, vvvvvv TTV =⇔=∈  

:21كِرنِل تبديل خطي: 2نكته VVT    بصورت زير تعريف مي گردد،→
)3-14(          { }0vv =→∈= )()(kernel 1 TVT  

                                                 
١ Geometric  
٢  Coordinate 
٣ Linear Transformation 
٤ One to one 
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:21فضاي گستره تبديل خطي: 3نكته VVT    بصورت زير تعريف مي گردد،→
)3-15(       { }wvvw =→∈∃∈= )(|)(range 12 TVVT  

  رابطه بين كِرنلِ و فضاي گستره يك تبديل خطي بصورت زير مي باشد،
)3-16                      ()dim()](rangedim[)]dim[ker( 1VTT =+  
  

  32-3مثال
:23آيا تابع ℜ→ℜT؟ زير يك تبديل خطي مي باشد با تعريف  
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  شرط اول بصورت زير است،.  منظور بايد دو شرط بالا را برسي نماييمبراي اين
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  حال شرط دوم را بررسي مي نماييم،. بنابراين شرط اول برقرار است
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  .با برقراري شرط دوم مي توان گفت كه تابع مذكور يك تبديل خطي است
□  
  

  33-3مثال
ℜ→ℜnTآيا تابع   ؟ زير يك تبديل خطي مي باشد با تعريف:

uu =)(T  
  شرط اول بصورت زير است،. براي اين منظور بايد دو شرط بالا را برسي نماييم

)()()( vuvu TTT +=+  
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vuvuاز آنجاييكه   تبديل خطي  شرط اول برقرار نمي باشد، لذا تبديل مذكور يك+≠+
  .نيست

□  
  

  34-3مثال
:22 خطيبديلآيا ت ℜ→ℜLتعريف زير يك به يك است؟ با   
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21بردارهاي , vv،را در نظر بگيريد   
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  . يك به يك استLلذا تبديل خطي
□ 
  
   خطي هاي تبديلي نمايش ماتريس-3-3-1

:21هر تبديل خطيبراي  VVT nmAيك ماتريس مي توان →   بدست آورد بطوريكه، ×
)3-17(        1  ,)( VAT ∈= uuu  

nmAماتريس  گردد،ن مي ي بصورت زير تعي×
)3-18(    [ ] [ ])()()( 2121 nm TTTA eeevvv LL =  

neee ,,, 21 Kو mvvv ,,, 21 Kبه ترتيب بردارهاي پايه فضاهاي nو m  عدي1بV 2 وVهستند  .
   جردن كمك گرفت،- مي توان از الگوريتم گوسA براي بدست آوردن ماتريس

)3-19(         [ ] [ ]AITTT nm ⇒)()()( 2121 eeevvv LL  
  

  براي يك تبديل خطي با تعريف زير،: 1نكته
( ) xx nm

mn ATRRT ×=→   ,:  
  ، را مي توان بصورت زير تعريف كردكرنل و فضاي گستره

( ) ( )ANT =ker    و     ( ) ( )ACTrange  = 
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  35-3مثال
  .براي تبديل خطي زير يك ماتريس تبديل بيابيد

23: ℜ→ℜT   و   ⎥
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   را در نظر مي گيريم،2ℜ و3ℜابتدا پايه هاي فضاي برداري
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  با توجه به تعريف داريم،
[ ] [ ])()()( 32121 eeevv TTTA=  

  
)(حال بايد ابتدا iT eست آوريم، براي اين كار از تعريف تبديل خطي استفاده مي كنيم،ها را بد  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

0
1

)(,
10
4

)(,
1
0

)( 321 eee TTT  

  
  ورت زير بدست مي آيد،بص  جردن- با اعمال روش گوساز اين رو ماتريس تبديل خطي مذكور

[ ] [ ]AITTT ⇒)()()( 11121 eeevv  
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  لذا مي توان نوشت،
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  .مشخص است كه ماتريس تبديل به انتخاب پايه ها بستگي دارد
□  
  
   عبارتند از،مونه هايي از تبديل هاي پركاربردن
  بصورت زير تعريف مي گردد،در فضاي دو بعدي ل  انتقا: 1 انتقال-1

                                                 
١ Translation 
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   انتقال در فضاي دو بعدي-) 5-3(شكل
  ماتريس انتقال در فضاي دو بعدي بصورت زير است،
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  بطور مشابه در فضاي سه بعدي هم داريم،
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  عدي انعكاس مي تواند سه حالت مختلف داشته باشد، فضاي دو بدر  : 1انعكاس يا قرينه -2
  ،A مانند نقطهx انعكاس نسبت به محور-
  ،B مانند نقطهy انعكاس نسبت به محور-
  ،Cمبدا مختصات مانند نقطهبه  انعكاس نسبت -

  ها و نسبت به نقطه مبدا در فضاي دو بعدي بصورت زير است،yها،xماتريس انعكاس نسبت به محور
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١  Reflection 
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   انعكاس در فضاي دو بعدي-) 6-3(شكل
ا نسبت به يك صفحه، يك خط و يا يك نقطه مانند  قرينه ربطور مشابه در فضاي سه بعدي مي توان

 yzوxz بطور مثال ماتريس تبديل براي قرينه سازي نسبت به نقطه مبدا و صفحاتمبدا بدست آورد،
  بصورت زير بدست مي آيد،

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

=

1000
0100
0010
0001

,

1000
0100
0010
0001

,

1000
0100
0010
0001

Oyzxz AAA

  
  

 مشخص مي گردد و هدف ys وxsتغيير مقياس در فضاي دو بعدي با دو ضريب : 1تغيير مقياس -3
  .از اين تبديل گسترش يا فشرده سازي ابعاد يك جسم نسبت به يك نقطه مي باشد

  ماتريس تغيير مقياس در فضاي دو بعدي بصورت زير است،

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

11100
00
00

1

1

1

1

ys
xs

y
x

s
s

y

x

y

x

⎥       و     
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

1

1

1

1

0
0

ys
xs

y
x

s
s

y

x

y

x

  
  عدي هم بصورت زير بدست مي آيد،ماتريس تغيير مقياس در فضاي سه ب

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

111000
000
000
000

1

1

1

1

1

1

zs
ys
xs

z
y
x

s
s

s

z

y

x

z

y

x

  

  

                                                 
١  Scaling 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 1

1

y
x

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

1

1

y
x

x

y
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−

1

1

y
x

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

1

1

y
x

A

B

C
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   تغيير مقياس در فضاي دو بعدي-) 7-3(شكل
  
زاويه چرخش و مبدا آن است و معمولاً مبدا   در فضاي دو بعديدوران اصلي مشخصه: 1 دوران-4

  .در خلاف ساعتگرد مثبت در نظر گرفته مي شود دوران .دوران را مبدا مختصات در نظر مي گيرند
  

  
  
  
  
  
  

  
  

  
   دوران در فضاي دو بعدي-) 8-3(شكل

  
   بصورت زير بدست مي آيد،گردساعت در خلاف  حول مبدا درجهθ به اندازه دو بعديدورانماتريس 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=→

⎩
⎨
⎧

+=
−=

100
0cossin
0sincos

,
cossin
sincos

cossin
sincos

112

112 θθ
θθ

θθ
θθ

θθ
θθ

RR AA
yxy
yxx

  

محور هاي اصلي . رددش و محور دوران مشخص مي گدر فضاي سه بعدي براساس زاويه چرخدوران 
دوران در خلاف ساعتگرد مثبت در نظر گرفته است و  z وx ،y از دوران حول محوردوران عبارت

  دست مي آيد، بصورت زير بxماتريس دوران حول محور. مي شود

                                                 
١ Rotation 

x

y

2

1 2

3

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

2/10
02

A

4

1 2

1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

1

1

y
x

x

y

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

2

2

y
x

θ
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⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

=→
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
−=

=

1000
0cossin0
0sincos0
0001

cossin
sincos

112

112

12

θθ
θθ

θθ
θθ xR

zyz
zyy

xx
  

   نيز بدست مي آيند،z وyبه همين ترتيب دوران حول محور

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=→

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+−=
=

+=

1000
0cos0sin
0010
0sin0cos

cossin

sincos

112

12

112

θθ

θθ

θθ

θθ

yR
zxz

yy
zxx

  

  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

=→
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
+=
−=

1000
0100
00cossin
00sincos

cossin
sincos

12

112

112 θθ
θθ

θθ
θθ

yR
zz

yxy
yxx

  

  
محورها  يكي از  هر دو محور ياكشيدگي در فضاي دو بعدي مي تواند در راستاي: 1كشيدگي -4

  در فضاي دو بعدي بصورت زير بدست مي آيد،ها xكشيدگي در راستاي محورماتريس  .صورت گيرد

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ +
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

100
010
01

11100
010
01

1

11

1

1 k
Ay

kyx
y
xk

  

  
  
  
  
  

  
  

  
  ها x كشيدگي در راستاي محور-) 9-3(شكل

  
  ها در فضاي دو بعدي نيز بصورت زير مي باشد،yماتريس كشيدگي در راستاي محور

                                                 
١ Shearing 

x

y

x

y
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

100
01
001

11100
01
001

11

1

1

1

kAkxy
x

y
x

k  

  
  
  
  
  

  
  

   هاy كشيدگي در راستاي محور -) 10-3(شكل
  

  36-3مثال
  در فضاي دو بعدي بصورت زير تعريف شده است،1Eبيضي

1
4

2
2 =+

yx  
  . را با شرايط زير بدست آوريد و تبديل يافته اين جسم را رسم نماييدAماتريس تبديل

  ها،y در راستاي6.0ها وx در راستاي4.0 مقياس تغيير-1

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

100
06.00
004.0

100
00
00

y

x

S s
s

A  

   درجه،45ها به اندازهx دوران پادساعتگرد حول محور-2

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
=

100
045cos45sin
045sin45cos

100
0cossin
0sincos

θθ
θθ

RA  

] انتقال جسم حاصل به اندازه-3 ]11  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
∆
∆

=
100
110
101

100
10
01

y
x

AT  

  لذا ماتريس تبديل كل بصورت زير بدست مي آيد،
SRT AAAA =  

x

y

x

y
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-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5
-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

E1 

E2 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−==

100
14243.02828.0
14243.02828.0

SRT AAAA  

  
  رسم شده است،MATLABاستفاده از نرم افزار  با 2E و تبديل يافته آن1Eدر زير جسم

:))E2(2,:),plot(E2(1,

x))];ones(size(y;[x;*A=E2

onhold on,grid y),plot(x,

sin(t);*2=y

cos(t);=x

pi,100);*,2linspace(0=t

AS;*AR*AT=A

1]; 0 1;0 1 1;0 0 [1=AT

1]; 0 0;0 cos(pi/4) 4)0;-sin(pi/ sin(pi/4) [cos(pi/4)=AR

1]; 0 0;0 0.6 0;0 0 [0.4=AS

  

  
   

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  36-3 مربوط به مثال  منحني هاي-) 11-3(شكل
□  
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  37-3مثال
از اعداد در رمز در اين روش .  است پيام هاي متني از كاربردهاي تبديل هاي خطي در رمزنگارييكي

ي شود و با احتساب فاصله بين كلمات و دو علامت نگارشي نقطه و كردن پيام هاي متني استفاده م
  .استفاده نمودكدگذاري علامت پرسشي مي توان از جدولي به شكل زير براي 

  
¬ 
↓ 
28
 

? 
↓ 
27
 

. 
↓ 
26

 

Z 
↓ 
25
 

Y 
↓ 
24
 

X 
↓ 
23
 

W
↓ 
22
 

V
↓ 
21
 

U
↓ 
20
 

T
↓ 
19
 

S
↓ 
18
 

R
↓ 
17
 

Q
↓ 
16
 

P
↓ 
15
 

O
↓ 
14
 

N
↓ 
13
 

M
↓ 
12
 

L
↓ 
11
 

K
↓ 
10
 

J 
↓ 
9
 

I 
↓ 
8
 

H 
↓ 
7
 

G 
↓ 
6
 

F
↓ 
5
 

E 
↓ 
4
 

D 
↓ 
3
 

C 
↓ 
2
 

B 
↓ 
1
 

A 
↓ 
0
 

  
   بصورت زير كد مي شود، روشبا استفاده از اين  SINGULAR VALUEپيام متني 

442011021281701120613818  
  

لازم به ذكر است در انتهاي پيام .  نمايش دهيم بصورت كد سادهتا اين مرحله توانستيم پيام متني را
در مورد اين مثال . جهت تكميل بردار نهايي مي توان حرف آخر را به تعداد مورد نياز تكرار نمود

  .  تكرار شده استانتهاي عبارت در  Eحرف
ماتريس  معكوس پذير به نام  و×33 از يك ماتريس تبديل كد شدهمحال براي رمزي كردن اين پيا

   استفاده مي نماييم،1كليدي

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

1749
17920
20103

A  

  
  ،تفكيك مي نماييمبه بردارهاي سه تايي لذا ابتدا پيام كد شده را 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

¬⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

4
4
20

11
0
21

28
17
0

11
20
6

13
8

18

E
E
U

L
A
V

R
A

L
U
G

N
I
S

  

  
  نمايش داد،را مي توان بصورت ماتريس زير كد شده پيام 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

411281113
4017208

20210618
P  

  

                                                 
١ key matrix 
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   شده بدست مي آيد،  رمز كدP در ماتريسAبا ضرب ماتريس كليدي

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
==

264376544321415
504607629487653
180283730438394

APC  

   بصورت زير دريافت مي كند،كد رمز شده ايلذا گيرنده 
264504180376607283544629730321487438415653394  

  
   ماتريس كليدي استفاده نمود، از معكوس متني اصلي بايدپيامبراي بدست آوردن 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−

−−

−
=−

173781
349129187

109085

1635
11A  

 رمز شده را به بردارهاي سه تايي تفكيك كند و با داشتن ماتريس كليدي  كدلذا دريافت كننده بايد
  .دپيام اصلي را استخراج نماي

CAP 1−=  
  ت شده است،فرض كنيد كد رمز شده اي بصورت زير درياف

153340518717378439747304325369352352513373  
  

دريافت كننده با داشتن ماتريس تبديل كليدي آن مي تواند كد رمزشده را به كد ساده تبديل كرده 
 است، كد رمز شده را به ×33با توجه به اينكه ماتريس كليدي. سپس پيام اصلي را استخراج نمايد

   نماييم،بردارهاي سه تايي تفكيك مي

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

15387439325352
340173747369513
5178304352373

C  

  حال با استفاده از معكوس ماتريس كليدي كد ساده را بدست مي آوريم،

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
== −

01111713
04008

17628411
1CAP  

  پس كد ساده بصورت زير است و با استفاده از جدول مي توان به راحتي متن پيام را بدست آورد،
001714611028170413811  

ALGEBRAALINEAR  
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  براي انجام عمل رمزنگاري نوشته شده MATLAB با استفاده از نرم افزار code.mرنامه ب
 جدول در اينجا پيغامي كه بايد كد شود بصورت يك رشته در نظر مي گيريم و با استفاده از. است

 مي توان از دستور MATLABالبته در نرم افزار  (. مي نماييمنوشته شده آن را بصورت اعداد كد
doubleبا سپس .)  نيز براي تبديل رشته مذكور به يك دنباله از اعداد صحيح مثبت استفاده نمود

  . ضرب كردن آن در يك ماتريس تبديل غيرمنفرد پيام را رمز مي كنيم

end

end   

end      

1;-jp(i)         

s(i)T(j) if      

29:1j for   

length(s):1i for

]; ' ' ?'' '.' X'' 'Y' X'' W'' V'' U'' T'' S'' 'R' Q''    

 P'' O'' N'' M'' 'L' 'K' J'' I'' H'' 'G' F'' 'E' D'' 'C' 'B' A'['T

A) code(s,  C function

A. matrix rnonsingula a usingcoded  is s String %

=

==

=

=

=

=

  

;C(:)'  C

P;*A  C

n);length(p)/n,reshape(p,  P

end

;r)]'-nones(1,*))p(length(s [p  p

0 ~ r if

n);(s),rem(length  r

size(A);  n][n,

=

=

=

=

=

=

=

  

  
  اجراي برنامه بصورت زير مي باشد،

264 504 180 376 607 283 544 629 730 321 487 438 415 653 394   

= C

A) code(s, = C

17]; 4 17;9 9 20;20 10 [3=A

;VALUE'SINGULAR='s
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در .( نوشته شده استdecode.mد رمز گشايي نيز عكس اين حالت مي باشد كه در برنامه فرآين
بكار براي كدگشايي را  char دستور ي كد كردن استفاده شود مي توان براdoubleصورتيكه از دستور 

  .)برد
  

end

1);T(P(i)s(i)   

length(P):1i for

P(:);  P

C;*inv(A)  P

n);length(C)/n,reshape(C,  C

size(A);  n][n,

]; ' ' ?'' '.' X'' Y'' X'' W'' V'' U'' T'' S'' R'' Q'' P'' O''    

N'' M'' L'' K'' J'' I'' H'' G'' F'' E'' D'' C'' B'' A'['T

A) decode(C,  s function

A matrix rnonsingula the withdecoded  message,Coded  %

+=

=

=

=

=

=

=

=

  

  
  

  برنامه بصورت زير است،اجراي 

VALUEE SINGULAR

= s

A) decode(C, = s

264]; 504 180 376 607 283 544 629 730 321 487 438 415 653 [394=C

17]; 4 17;9 9 20;20 10 [3=A

  

  
  ي براي قسمت دوم مثال بصورت زير است،اجرا

ALGEBRAA LINEAR

= s

A) decode(C, = s

153]; 340 51 87 173 78 439 747 304 325 369 352 352 513 [373=C

17]; 4 17;9 9 20;20 10 [3=A

  

□  
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  مسائل
  . نشان دهيد كه ماتريس هاي حقيقي به فرم زير تشكيل يك ميدان مي دهند-3-1

ℜ∈⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
= ba

ab
ba

A ,,  

  
ودن اين مجموعه ها زير فضا ب.  مي باشند3ℜ  هر يك از مجموعه هاي زير كه يك زيرمجموعه از-3-2

  .را بررسي نماييد
}) الف }0:),,( 3 =ℜ∈ xzzyx  
}) ب }zyxzyx ==ℜ∈ :),,( 3  
}) ج }0:),,( 3 =+ℜ∈ yxzyx  
  
  . استقلال خطي بردارهاي زير را بررسي نماييد-3-3

[1,0,1,2],[0,1,1,2],[1,1,1,3]) الف === wvu  
[3,1-,7],[5-,2,1],[3,8-,1]) ب === wvu  
4-,2,3-,1][,[1,3,4,2-],2-,2-,1,1][) ج === wvu  
1,2,3 )د 2

3
2

21 +=+=−= xxxx ppp  
,1,1) ه 2

32
2

1 +=+=+= xxxx ppp  
  
  . بردارهاي زير مستقل خطي هستندλ به ازاي چه مقداري از-3-4

,1-][0,,1]-[1-,1-,,,1-,1-]1[)الف +=== λλλ wvu  
1],0[1,,3]-2,-[2,1,0]-,,0[)ب λλλλλ ==+= wvu  
,0]1,[,-][1-,0,,,1-,2][)ج λλλ === wvu  
  
  . را اسپن مي كنند3ℜ آيا بردارهاي زير فضاي برداري-3-5

[4,4,0],[1-,2,0],[1,2,1]) الف === wvu  
[1,2,1],[1,0,1],[1,1,1]) ب === wvu  
[1,0,0],[1-,0,1],[0,2,0]) ج === wvu  
  
 رتبه و پوچي ماتريس هاي زير را تعيين نماييد و فضاي پوچي و فضاي گستره آنها را بدست -3-6

  .آوريد
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) الف
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

10863
8642
2221

A    ب( 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=

1413
1111
1211

A  

) ج
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

11019118
31200
30522
10211

A    د( 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

−

=

311061
20740
11321
11110
11421

A  

  
321 تحت بردارهاي پايهu بردار-3-7 ,, eeeنمايش آن را تحت پايه .  بصورت زير نمايش داده مي شود

321هاي ,, vvvنشان دهيد .  
  u=[1,3,2] )الف

]1,0,0[],0,1,0[],0,0,1[ 32 === eee1  

]1,1,1[],1,1,1[],1,1,1[ 32 −=−=−= vvv1  
  u=[1-,1,2]) ب

]1,0,0[],0,1,0[],0,0,1[ 32 === eee1  

]1,1,0[],0,3,1[],1,1,2[ 32 −==−= vvv1  
  
  . براي پايه هاي داده شده ماتريس تبديل را بيابيد-3-8

}) الف }
{ }15,4,2

,,1
2

2

−−=

=

xxB
xxA   ب    (

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

20
03

,
10
10

,
01
02

,
00
01

10
00

,
00
10

,
01
00

,
00
01

B

A

  

  
   را در نظر بگيريد،A ماتريس-3-9

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=

25213
12101

31112
A  

  .در صورت وجود يك معكوس راست براي آن پيدا كنيد) الف
   .پايه هاي متعامد ستون هاي آن را بيابيد و ستون پنجم ماتريس را بر حسب پايه ها بنويسيد) ب
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   را در نظر بگيريد،A ماتريس-3-10

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−=
1100
1111

1111
A  

 را TAسپس رتبه، فضاي گستره، پوچي و فضاي پوچي ماتريس.  را بدست آوريدTAماتريس) الف
  .حساب كنيد

)()(هيد نشان د) ب TANAR )()( و ⊥ ANAR T   . است⊥
  
3-11-  a،bو cرا چنان بيابيد كه رتبه ماتريس A گردد3 و يكبار2، يكبار 1 يكبار .  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=

39
131

3

b

ca
A  

  
ه يك را مي توان بصورت حاصلضرب دو بردار ستوني و  نشان دهيد هر يك از ماتريس هاي رتب-3-12

  .سطري نمايش داد

) الف
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
=

000
963

642
321

A      ب(
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−

−
=

624
312

936
A    

)ج
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−

=
61123
122246
61123

A  

  
   دستگاه معادلات زير سازگار است؟b براي چه مقاديري از بردار-3-13

) الف
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−− 3

2

1

3

2

1

241
482
241

b
b
b

x
x
x

) ب    
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−− 3

2

1

3

2

1

41
92
41

b
b
b

x
x
x

   

  
   تبديل خطي زير را در نظر بگيريد،-3-14

)4,3,23(),,( zyzxzyxzyxT +−+++=  
  .فضاي گستره و كرنل اين تبديل خطي را بيابيد نمايش ماتريسي،
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:33 تبديل خطي-3-15 RT →ℜ3 پايه هاي استاندارد فضايℜ تبديل مي كند، را بصورت زير  

)4,3,2()1,0,0(
)6,,3()0,1,0(

)2,,1()0,0,1(

2
9

2
3

−=

−−=

= −

T
T
T

  

)1,1,5(تبديل يافته بردار   . را تحت اين نگاشت بدست آوريد−
  
 خطي بودن تيديل هاي زير را بررسي نماييد، در صورت خطي بودن فضاي گستره و كرنل آنها -3-16

  .را بدست آوريد
::),()25,12,7,32()الف 42 yxyxyxyxyxT −++−−ℜ→ℜ a  
::),,(),,,2() ب 43 yxyzyxzxzyxT −−+−ℜ→ℜ a  
::),,()6,4,23() ج 33 yxzxzyxzyxT +−−+ℜ→ℜ a  
  
 نشان دهيد هر يك از مجموعه هاي زير يك زير فضاي برداري براي فضاي برداري مر بوطه -3-17

  .هستند

⎥ بالا مثلثي به فرم×22تمامي ماتريس هاي) الف
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
d
ba

0
22)(براي فضاي برداري  ( ℜΜ ×(  

} مجموعه) ب }0=+−ℜ∈= zyxzyxS 2|],,[   )3ℜبراي فضاي برداري (3

]مجموعه ) ج ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= 0

3
2

0
1|

0 3
4

z
yx

z
yx

S) 22)(براي فضاي برداري ℜΜ ×(  

  


