
 

  صل چهارمف
  
 
 

  متعامد سازي
  و

  مسئله حداقل مربعات
  
  
 
 

  مقدمه 4-1
مفهوم متعامد سازي، تصاوير متعامد و اهميت آنها پرداخته شده است و الگوريتم  به در فصل چهارم

 به عنوان يك روش متداول جهت متعامد MATLABفرايند گرام اشميت همراه با كد نويسي هاي 
ئله حداقل مربعات و كاربرد آن در حل دستگاه معادلات ناسازگار سپس مس. سازي معرفي مي گردد

ه بدست آوردن معادلات نرمال و روش هاي حل آنها بطور مستقيم و با استفاده از نحومطرح شده و 
در انتهاي فصل به موضوع كاربرد روش حداقل مربعات در .  ارائه مي شودQRتجزيه چالسكي و تجزيه 
از مباحث پايه اي در تخمين و شناسايي سيستم ها مي باشد پرداخته شده و برازش داده ها، كه يكي 
  .ه با كد نويسي هاي مربوطه آورده شده استاچند مثال كاربردي همر
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   متعامد سازي4-2
 متعامد 1V بر هر بردار در زيرفضايu متعامد گويند، اگر بردار1V را بر زيرفضايuبردار  
 1مكمل متعامد باشد، 1Vبه مجموعه اي كه شامل تمامي بردارهاي متعامد بر زيرفضايباشد و 

⊥ گويند و آن را با نماد 1Vزيرفضاي 
1Vنشان مي دهند   .  

  با هر بردار در زيرفضاي1V را متعامد گويند، اگر هر بردار در زيرفضاي2V و1Vفضايزيردو 
2Vمتعامد باشد  .  
  

  1-4مثال
   گردند، بصورت زير تعريف ميAچهار زيرفضاي اصلي ماتريس

                فضاي گستره-
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ =→ℜ∈∃ℜ∈= bxxb AAR nm)(  

  
}                             فضاي پوچي- }0xx =→ℜ∈= AAN n)(  
  

             فضاي سطرها-
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ =→ℜ∈∃ℜ∈= bxxb TmnT AAR )(  

  
}                  فضاي پوچي چپ- }0xx =→ℜ∈= TmT AAN )(  
  

    متعامد هستند،Aفضاي پوچي ماتريساز مطالب فصل قبل داريم فضاي سطرها و 
)()( ANAR T ⊥  

)()(لذا مي توان نوشت، ANAR T =⊥  
   نيز متعامد هستند،A همچنين فضاي ستون ها و فضاي پوچي چپ ماتريس

)()( TANAR ⊥  
)()(لذا مي توان نوشت، TANAR =⊥  

□  
  

  2-4مثال
   . مجموعه متعامد، مستقل خطي هستندثابت كنيد تمامي بردارهاي يك

mvvvيك مجموعه متعامد با بردارهاي غير صفر ,,, 21 Kاسكالرهايستفاده از با ا . را در نظر بگيريد  
ℜ∈mccc ,,, 21 K  توان نوشت،يك تركيب خطي از اين بردارها را بصورت زير مي  

                                                 
١ Orthogonal Complement 
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0vvv =+++ mmccc K2211  
miبراي هر ,,2,1 K=،داريم   

iii

immii

immi

c

ccc

ccc

vv

vvvvvv

vvvvv0,

,

,,,

,0

2211

2211

=

+++=

+++==

K

K

  

jiاز آنجائيكه بردارها متعامد هستند، بنابراين براي ji=0 داريم≠ v,v0 و از آنجائيكه≠iv 
,0 پس،است ≠ii vv0، لذا بايد=icبدين ترتيب نشان داديم كه،.  باشد  

021 ==== mccc K  
mvvvپس بردارهاي ,,, 21 Kمستقل خطي هستند .  

□  
  
   اشميت– فرآيند يكامتعامد سازي گرام -4-2-1

nvvvفرض كنيد بردارهاي ,,, 21 Kرداري بردارهاي پايه فضاي بn1بعديV هستند، اگر 
nvvvبردارهاي پايه ,,, 21 K گويند و هر بردار 1پايه هاي متعامد متعامد باشند، به آن مجموعه 

   را مي توان بصورت تركيب خطي زير نمايش داد،1Vبعديn متعلق به فضاي برداريuمانند

)4-1(    n
n

n,,,
v

v

vu
v

v

vu
v

v

vu
u 222

2

2
12

1

1 +++= L  

  
nvvv اگر بردارهاي پايه ,,, 21 K گويند، در 2پايه هاي يكامتعامد يكامتعامد باشند به آن 

 را مي توان بصورت تركيب خطي زير 1Vبعديn متعلق به فضاي برداريuاينصورت هر بردار مانند
  نمايش داد،

)4-2(     nn,,, vvuvvuvvuu +++= L2211  
neeeبطور نمونه بردارهاي پايه استاندارد ,,, 21 Kدر فضاي برداري nℜ تشكيل يك مجموعه پايه 

  . هاي يكامتعامد را مي دهند
  

حال چگونه مي توان بردارهاي پايه موجود را بصورت پايه هاي متعامد و يكامتعامد تبديل 
 به بردارهاي پايه متعامد و يكامتعامد استفاده مي ديل بردارهاي پايه كه براي تبيكي از روش هايي .كرد

  . در ادامه به شرح آن مي پردازيم معروف است، 3 اشميت–فرآيند گرام شود به 

                                                 
١ Orthogonal Basis 
٢ Orthonormal Basis 
٣ Gram-Schmidt Process 
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ساسي بكار گرفته شده در اين فرآيند را مي توان بصورت زير خلاصه كرد، دو بردار ايده ا
هدف اين است .  در نظر بگيريد، كه لزوماً متعامد نيستند1V را در فضاي برداري2u و1vمخالف صفر

  بصورت2v آن را به يك بردار2u از بردار11vαبه شكلكه با زدودن برخي از بردارهايي 
1122 vuv α−=2 تبديل كنيم، به نحوي كه بردارهايv1 وvدنبال ه به عبارتي ما ب.  متعامد باشند

   هستيم، بطوريكه شرط زير برقرار گردد،1αعداد حقيقي مناسبي ماننديافتن ا
0112121 =−= vu,vv,v α  

  تعبير هندسي مسئله بصورت زير مطرح مي گردد،
  

  
   نمايش هندسي دو بردار عمود بر يكديگر-)1-4(شكل

  
  از اين رو مي توان نوشت،

2
1

21

11

21
111121 0

v
u,v

v,v
u,v

v,vu,v ==→=− αα  

   متعامد خواهند بود، 2v و1v بصورت بالا مناسب خواهد بود و نتيجتاً دو بردار1αبنابراين انتخاب

12
1

21
22 v

v
u,v

uv −=  

  
mvvvدر حالت كلي بردارهاي غير صفر   ,,, 21 K1 غير صفر و بردار+mu را در فضاي 

mmvvv يك تركيب خطي بصورتمي خواهيم .  در نظر بگيريد1Vبرداري ααα +++ K2211 
mvvv كه بصورت زير تعريف مي گردد، بر هر يك از بردارهايmv+1بيابيم، بطوريكه بردار ,,, 21 K 

  عمود باشد،
)4-3(     mmmm vvvuv ααα −−−−= ++ L221111  

,mبه عبارتي در اينجا بايد اسكالرهاي حقيقي مناسب ααα ,,21 K را بيابيم، به طوريكه شرط زير 
  برقرار باشد،

mi,, mmmimi ,,2,1,0221111 KL ==−−−−= ++ vvvuvvv ααα  
  بدين ترتيب رابطه بالا به شكل زير قابل بيان است،

022111 =−−−−+ mimiimi ,,,, vvvvvvuv ααα L  

1v2u
2v
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  ها بصورت زير تعريف مي شوند،iαبراين هر يك ازبنا  

)4-4(           2
11

i

mi

ii

mi
i

,
,

,

v

uv
vv

uv ++ ==α  

mvvv با تعريف زير بر هر يك از بردارهايmv+1به اين ترتيب بردار ,,, 21 K،عمود خواهد بود   

)4-5  (  m
m

mmmm
mm

,,,
v

v

uv
v

v

uv
v

v

uv
uv 2

1
22

2

12
12

1

11
11

+++
++ −−−−= L  

  
  3-4مثال

  بردارهاي زير را در نظر بگيريد،

]2,6,1,2[],0,0,10,2[],0,3,3,3[],0,1,2,1[ 432 −−=−=== uuuu1  
04321از آنجائيكه ≠uuuu است، اين بردارها مستقل خطي مي باشند، لذا مجموعه 

{ }4321 ,,, uuuu4 تشكيل يك پايه براي فضاي برداريℜحال مي خواهيم با استفاده از.  مي دهند 
  . اشميت اين بردارهاي پايه را به بردارهاي پايه متعامد تبديل نماييم-فرآيند گرام 

]0,1,1,1[]0,2,4,2[]0,3,3,3[]0,1,2,1[
6

12]0,3,3,3[

]0,1,2,1[
]0121[

]0333[]0121[
]0333[

]0121[

212
1

21
22

11

−=−−−+=−=

−=−=

==

,,,

,,,,,,,
,,,

,

,,,,

v
v

uv
uv

uv

  

]0,1,0,1[]0,4,4,4[]0,3,6,3[]0,0,10,2[

]0,1,1,1[
3

13]0,1,2,1[
6

18]0,0,10,2[

]0,1,1,1[
]0,1,1,1[

]0,0,10,2[],0,1,1,1[
]0,1,2,1[

]0,1,2,1[

]0,0,10,2[],0,1,2,1[
]0,0,10,2[

,,

22

22
2

32
12

1

31
33

−=−−++−=

−−−−=

−
−

−−
−

−
−−=

−−= v
v

uv
v

v

uv
uv

  



                                              و مسئله حداقل مربعات متعامد سازي:م چهار فصل                                                                                   

Applied Linear Algebra with MATLAB 
S. Sedghizadeh, Systems and Control Dept., KNTU 

234 

]2,0,0,0[]0,2,0,2[]0,3,3,3[]0,1,2,1[]2,6,1,2[

]0,1,0,1[
2
4]0,1,1,1[

3
9]0,1,2,1[

6
6]2,6,1,2[

]0,1,0,1[
]0,1,0,1[

]2,6,1,2[],0,1,0,1[

]0,1,1,1[
]0,1,1,1[

]2,6,1,2[],0,1,1,1[
]0,1,2,1[

]0,1,2,1[

]2,6,1,2[],0,1,2,1[
]2,6,1,2[

,,,

2

22

32
3

43
22

2

42
12

1

41
44

=−+−++−−=

−−−−−−−=

=−
−

−−−
−

−
−

−−−
−

−−
−−−=

−−−= v
v

uv
v

v

uv
v

v

uv
uv

  

  
  به اين ترتيب بردارهاي بدست آمده بصورت زير دو به دو متعامد هستند،

]2,0,0,0[],0,1,0,1[],0,1,1,1[],0,1,2,1[ 4321 =−=−== vvvv  
  

} لذا مجموعه }4321 ,,, vvvv4 بردارهاي پايه متعامد براي فضاي برداريℜبا نرماليزه .  مي باشد
  كردن اين بردارها مي توان بردارهاي پايه يكا متعامد را نيز بدست آورد،

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
=−==

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
===

0,
3

1,
3
1,

3
1)0,1,1,1(

3
11

0,
6

1,
6

2,
6

1)0,1,2,1(
6

11

2
2

2

1
1

1

v
v

w

v
v

w
  

( )1,0,0,0)2,0,0,0(
2
11

0,
2
1,0,

2
1)0,1,0,1(

2
11

4
4

4

3
3

3

===

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
=−==

v
v

w

v
v

w
  

  
}بنابراين، مجموعه }4321 ,,, wwww4 بردارهاي پايه يكامتعامد براي فضاي برداريℜهستند  .  

□  
  

 براي يكامتعامدسازي يك دسته بردار هم مرتبه بر MATLAB در نرم افزار gramsch.mبرنامه 
در اين برنامه بردارهاي مذكور بصورت ستون هاي يك .  اشميت نوشته شده است-اساس روش گرام

  .ه مي شوندماتريس ارائ
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end

k));:,k)/norm(V(V(:,  k)V(:,

end

j);V(:,*k))j)'*A(:,(V(:, - k)V(:,  k)V(:,

1-k:1j for

k);A(:,  k)V(:,

n:1k for

size(A);  n][m,

gramsch(A)  V function

method izationorthogonal Schmidt-Gram %

=

=

=

=

=

=

=

  

  اجراي برنامه بصورت زير است،
  

1.0000   0         0         0         

0.0000    0.7071-   0.5774    0.4082    

0.0000    0.0000-   0.5774-   0.8165    

0.0000    0.7071    0.5774    0.4082    

= V

gramsch(A) = V

u4]; u3 u2 [u1=A

];[-2;1;-6;2=u4 ];[2;-10;0;0=u3 [3;3;3;0];=u2 [1;2;1;0];=u1

  

  
   حاصل يك ماتريس متعامد است، اين موضوع را مي توان بصورت زير بررسي نمود،Vدر اينجا ماتريس

  

1.0000    0.0000    0.0000-   0.0000    

0.0000    1.0000    0.0000    0.0000-   

0.0000-   0.0000    1.0000    0.0000    

0.0000    0.0000-   0.0000    1.0000    

= ans

V'*V 

  

□  
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  4-4مثال
   را در نظر بگيريد،Aماتريس

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
=

5213
2101
1112

A  

 اشميت پايه ها را - را بدست آوريد، سپس با استفاده از روش گرامAپايه هاي فضاي گستره ماتريس
  .به پايه هاي يكامتعامد تبديل نماييد

  
 را بدست مي Aيافته ماتريسبراي بدست آوردن پايه هاي فضاي گستره فرم سطري پلكاني كاهش 

  آوريم،

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1100
0010
1001

  

  با توجه به محل عناصر محوري پايه هاي فضاي گستره بصورت زير بدست مي آيد،

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

2
1
1

,
1
0
1

,
3
1
2

)(AR

  
  اشميت اين پايه ها را به پايه هاي يكامتعامد تبديل مي نماييم،-حال با اعمال فرايند گرام

]
14

1,
14

5,
14
4[]

14
15,

14
5,

14
10[]1,0,1[]3,1,2[

14
5]1,0,1[

]3,1,2[
]3,1,2[

]1,0,1[]3,1,2[
]1,0,1[

]3,1,2[

212
1

21
22

11

−−
=

−−−
+=−=

−=−=

==

,,
v

v

av
av

av

  

]
3
2,

3
2,

3
2[]

42
11,

42
55,

42
44[]

14
15,

14
5,

14
10[]2,1,1[

],,[
3

11]3,1,2[
14
5]2,1,1[

],,[
],,[

]2,1,1[],,,[
]3,1,2[

]3,1,2[

]2,1,1[],3,1,2[
]2,1,1[

,,

14
1

14
5

14
4

14
1

14
5

14
4

2
14

1
14

5
14
4

14
1

14
5

14
4

2

22
2

32
12

1

31
33

−−
=

−−
+

−−−
+−=

+−−=

−
−

−
−−=

−−=

−−

−−

−−

−−

v
v

av
v

v

av
av
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  به اين ترتيب پايه هاي متعامد بصورت زير بدست مي آيند،

]
3
2,

3
2,

3
2[],

14
1,

14
5,

14
4[],3,1,2[ 321

−−
=

−−
== vvv

  
  با نرماليزه كردن اين بردارها مي توان بردارهاي پايه يكا متعامد را بدست آورد،

]
14
3,

14
1,

14
2[]3,1,2[

14
11

1
1

1 === v
v

w
  

]
3

1,
3
1,

3
1[]

3
2,

3
2,

3
2[

32
31

]
42
1,

42
5,

42
4[]

14
1,

14
5,

14
4[

3
141

3
3

3

2
2

2

−−
=

−−
==

−−
=

−−
==

v
v

w

v
v

w

  
   نيز پاسخ چنين بدست مي آيد،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

0.5774    0.1543-  0.8018    

0.5774-   0.7715-   0.2673    

0.5774-   0.6172    0.5345    

= V

)gramsch(Rs = V

2     1     3     

1     0     1     

1-    1     2     

= Rs

p)A(:,=Rs

rref(A);=p][R,

5]; 2 1 2;3 1 0 1;1 1- 1 [2=A

  

 سپس با استفاده از برنامه ، را بدست مي آوريمAتدا پايه هاي فضاي گستره ماتريسدر اينجا اب
gramschآنها را يكامتعامدسازي مي كنيم .  

□  
  

  5-4مثال
 اشميت را به يك دسته بردار يكامتعامد اعمال نماييم، نتيجه نهايي چه خواهد شد؟ با -اگر فرايند گرام
  .ر يكا متعامد پاسخ خود را بررسي نماييدانتخاب سه بردا

321سه بردار يكامتعامد ,, uuu،را در نظر بگيريد   

]
5

2,0,
5

1[],0,1,0[],
5
1,0,

5
2[ 321 =−=

−
= uuu  
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   اشميت را بر اين سه بردار اعمال مي نماييم،-حال فرايند گرام

]0,1,0[]
5
1,0,

5
2[

],0,[

]0,1,0[],0,[
]0,1,0[

]
5
1,0,

5
2[

2

5
1

5
2

5
1

5
2

12
1

21
22

11

−=
−−

−−=−=

−
==

−

− ,,
v

v
uv

uv

uv

  

]
5

2,0,
5

1[

]0,1,0[
]0,1,0[

],0,[],0,1,0[
],0,[

],0,[

],0,[],,0,[
]

5
2,0,

5
1[

,,

2
5

2
5

1

5
1

5
2

2

5
1

5
2

5
2

5
1

5
1

5
2

22
2

32
12

1

31
33

=

−
−

−
−−=

−−=

−

−

−

v
v

uv
v

v

uv
uv

  .ميت به يك دسته بردار يكامتعامد مجدداً خود بردارها بدست مي آيندلذا با اعمال فرايند گرام اش
□  
  

  6-4مثال
 اشميت را به يك دسته بردار وابسته خطي اعمال نماييم، نتيجه نهايي چه -اگر فرايند گرام  

  .خواهد شد؟ با انتخاب سه بردار وابسته خطي  پاسخ خود را بررسي نماييد
  

321سه بردار وابسته خطي ,, uuu،را در نظر بگيريد   
]1,0,1[],2,0,2[],1,0,1[ 321 −=−=−= uuu  

  
   اشميت را بر اين سه بردار اعمال مي نماييم،-حال فرايند گرام

]0,0,0[]1,0,1[
2
4]2,0,2[

]1,0,1[
]1,0,1[

]2,0,2[]1,0,1[
]2,0,2[

]1,0,1[

212
1

21
22

11

=−−−=

−
−

−−
−−=−=

−==

,,
v

v

uv
uv

uv

  

02 صفر بدست مي آيد، لذا فرايند متوقف مي شود زيـرا             2vمشاهده مي شود كه بردار     =v  اسـت .
  . اشميت بايد بردارها مستقل خطي باشند-بنابراين براي اجراي صحيح فرايند متعامد سازي گرام

□  
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  اوير متعامد  تص-4-2-2
 uدر اينصورت براي هر بردار مانند.  باشد1V يك زيرفضاي برداري از فضاي2Vفرض كنيد  

   مي توان عبارت زير را نوشت،1Vدر فضاي برداري
)4-6(          uuu ⊥+=

22
projproj

VV  
uكه در آن

2
projV2 يك بردار در زير فضايV بردار 1تصوير متعامد است، كه به آنu2 بر رويV 

⊥uگفته مي شود و همينطور
2

proj
V

⊥ يك بردار در
2V) 2مكمل متعامدV ( مؤلفه است، كه به آن

 نشان داده  زير شكله در تعبير هندسي ساده از اين گفتيك.  مي گويند2V عمود برuبردار 2عمودي
   است،شده

  
  

   نمايش هندسي تصوير متعامد يك بردار-)2-4(شكل
  

   نوشت،1v را مي توان بصورت مجموع مؤلفه هاي عمودي و افقي آن نسبت به بردار2uبردار
222112

11
projproj uuvvu

vv ⊥+=+=α  
  اشميت مي توان نوشت،-رفي با توجه به فرآيند گراماز ط

)4-7(            12
1

21
21

proj v
v

u,v
uv =  

nvvv مجموعه اي از بردارهاي پايه متعامد بصورت2Vحال اگر زير فضاي ,,, 21 K داشته باشد، در 
   را بصورت زير مي توان نوشت، رابطه بالااينصورت

)4-8(                 n
n

n
V

,,,
v

v

uv
v

v

uv
v

v

uv
u 222

2

2
12

1

1
2

proj +++= L  

  
 بر روي يك يك بردارهاي پايه u تصوير برداراز اجزاي عبارت سمت راست رابطه بالادر واقع هر يك 

nvvvمتعامد ,,, 21 Kمي باشد و مجموع اين تصاوير تصوير بردار u2ي بر روي زيرفضاV را نتيجه 
nvvvحال اگر بردارهاي پايه. مي دهد ,,, 21 K،يكامتعامد باشند داريم   

)4-9(      nnV ,,, vuvvuvvuvu +++= L22112
proj  

                                                 
١ Orthogonal Projection 
٢ Orthogonal Component 

1v
2u

2v

11vα
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  7-4مثال
   را بدست آوريدAR)( بر رويb را در نظر بگيريد، تصوير متعامد بردارb و بردارAماتريس

) الف
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤
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⎢

⎣

⎡
=

4
3
2

,
00
10
11

bA    

   را بدست مي آوريم،AR)(ابتدا پايه هاي يكامتعامد
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⎡
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,
0
0
1

)( spAR  

   اشميت استفاده كنيم،-بايد از فرايند گرام

2212
1

21
22

1111

0
1
0

0
0
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1
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0
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,
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vwv
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,21 يكامتعامد را بر روي پايه هايbحال تصوير بردار ww،بدست مي آوريم   
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  يم، را بدست مي آورAR)(پايه هاي يكامتعامد اشميت -با استفاده از فرايند گرامابتدا 
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,21 را بر روي پايه هاي يكامتعامدbحال تصوير بردار ww،بدست مي آوريم   
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  . خود بردار استAR)( بوده، لذا تصوير متعامد آن بر رويAR∈b)(مي توان نتيجه گرفت كه
  

) ج
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   را بدست مي آوريم،AR)( اشميت پايه هاي يكامتعامد-ابتدا با استفاده از فرايند گرام
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,21 را بر روي پايه هاي يكامتعامدbحال تصوير بردار ww،بدست مي آوريم   
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عامد  به راحتي مي توان آن را به برنامه اي تبديل كرد كه تصوير متgramschبا كمي تغيير در برنامه 

  يك بردار را بر روي فضاي گستره يك ماتريس بدست آورد،
□  
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   مسئله حداقل مربعات4-3
از . يكي از مهمترين كاربردهاي تصاوير متعامد در حل دستگاه معادلات خطي ناسازگار است  
دستگاه معادلات خطي ناسازگار جواب ندارد، اين سؤال در ذهن ايجاد شود كه چرا ما به اين  آنجائيكه

  وضوع مي پردازيم؟ براي روشن تر شدن مطلب به دو مثال زير توجه كنيد،م
  

  8-4مثال
  معادله خطي را بيابيد كه از چهار نقطه زير عبور كند،

)13,2(,)9,1(,)11,4(,)1,1( −−−−−  
nmxyفرم كلي معادله خط را بصورت براي اينكه خط مذكور از اين نقاط .  در نظر مي گيريم=+

با قرار دادن هر يك از نقاط بالا در معادله خط، .  بايد مختصات نقاط در آن صدق نمايدعبور كند
  معادلات زير بدست مي آيند،

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

→

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

−=+−
−=+−

=+
−=+

13
9

11
1

12
11
14
11

132
9

114
1

n
m

nm
nm
nm

nm

  

 بنابراين معادله خط مذكور بصورت.  بدست مي آيدn=−5 وm=4با حل معادلات بالا جواب
54 −= xyلازم به ذكر است كه اين نمونه اي از يك دستگاه معادلات سازگار است.  مي باشد. 

   زير بررسي كرد،تسازگار بودن سيستم را مي توان بصور
2)|(rank)rank( ==→= bbx AAA  

□  
  

  9-4مثال
  معادله خطي را بيابيد كه از چهار نقطه زير عبور كند،

)35,5(,)110,7(,)21,1(,)70,3( −−−  
انجام شد، با قرار دادن هر يك از نقاط در معادله خط، معادلات زير آنچه كه در مثال قبل همانند 

  بدست مي آيند،
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پس بر خلاف مثال .  آن وجود ندارداز آنجائيكه اين دستگاه معادلات ناسازگار است، لذا پاسخي براي
  ناسازگار بودن سيستم را بررسي كرد،. نقطه عبور داددر اين حالت نمي توان خطي را از اين چهار قبل 
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3)|(rank,2)rank( ==→= bbx AAA  
براي اينكه اين سيستم ناسازگار را بيشتر بررسي نماييم .  و سيستم ناسازگار استAR∉b)(لذا 

  نمودار مختصات نقاط را رسم مي نماييم،

  
  نقطه از سيستم نازگار چهار -)3-4(شكل

  
 چهار نقطه مذكور بر روي يك خط راست قرار ندارند و همانطور كه گفته شد، با توجه به شكل بالا

ليكن ممكن است اين چهار نقطه از نتايج تجربي يك . دستگاه معادلات حاصل نيز ناسازگار مي باشد
زه گيري از مقدار واقعي خود سري آزمايشات بدست آمده و به خاطر برخي خطاهاي فيزيكي و اندا

در اينجا مسئله اي كه مطرح مي شود آن . منحرف شده بر راستاي يك خط راست قرار نگرفته باشند
است كه آيا مي توان معادله خطي را بدست آورد كه اين چهار نقطه  بطور تقريبي بر روي آن قرار 

  گيرد؟
□  
  
   1مسئله حداقل مربعات  تعريف-4-3-1

   زير را در نظر بگيريد،ت خطي ناسازگاردستگاه معادلا
bx =A  

  لذا داريم،.  تساوي مذكور برقرار نيستx و براي هيچ مقدار ازAR∉b)( سيستم ناسازگار است چون
)4-10(           x-b A=ε  

                                                 
١ Least Square Problem 

y

x  
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  ،با استفاده از نُرم دو بصورت زير تعريف مي شود خطا اشد، اندازه مي ب1بردار خطا εكه در آن
)4-11(        xb A−=ε  

bxبراي يك سيستم ناسازگار   =Aهدف يافتن برداري مانند ،x̂ است، بطوريكه خطاي 
xbمحاسبه شده بصورت  ˆˆ A−=εدر اينصورت بردار.  كوچكترين مقدار خطاي ممكن باشدx̂ را 
xb در واقع بايد بردار. مي گويند2جواب حداقل مربعات ˆˆ A=تا حد ممكن به بردار b شبيه باشد و 
ˆ)(مسخص است كه بايد AR∈bپس به دنبال بهترين تقريب براي بردار.  باشدbدر )(ARهستيم  .
   را بصورت زير انتخاب نماييم،b̂براي اين منظور بايد

)4-12                             (            bb )(projˆ
AR=  

لذا براي حل .  است ممكن بهترين تقريبA بر روي فضاي گستره ماتريسbريعني تصوير متعامد بردا
bbابتدامسئله حداقل مربعات بايد  )(projˆ

AR=را بيابيم و سپس معادله xb ˆˆ A=را حل كنيم .  
  

بهترين تقريب   باشد،1V∈u و1Vزيرفضاي برداري از فضاي برداري يك 2Vاگر: قضيه
u، يعني2V بر تصوير متعامد آن2V در زيرفضايuبراي بردار

2
projV ريب براي هر تق مي باشد و

uغير از (wديگري مانند بردار
2

projV (اندازه خطا بزرگتر خواهد بود،  
)4-13(                 wuuu −<−

2
projV  

  
   مي توان نوشت،2V∈w براي هر بردار :اثبات  

)proj()proj(
22

wuuuwu −+−=− VV  
)proj(در عبارت اخير جزء

2
wu −V2 تفاضل دو بردار در زير فضايV را نشان مي دهد، كه حاصل 

)proj(ليكن جزء.  قرار دارد2Vآن نيز در همان زير فضاي
2
uu V−در واقع همان u⊥

2
proj

V
 است،  

.  متعامد مي باشد2V مي باشد، لذا با هر بردار در زيرفضاي2V بر زير فضايuكه مؤلفه عمودي بردار
)proj(از اين رو بردارهاي

2
wu −Vو )proj(

2
uu V− بنابر رابطه فيثاغورت مي توان . متعامد هستند

  نوشت،
2222 )proj()proj()proj()proj(

2222
wuuuwuuuwu −+−=−+−= VVVV-  

uwحال اگر
2

projV≠0 باشد در اينصورت)proj(
2

2
>−wuVبنابراين داريم،.  است  

)proj()proj(
22

22 uuwuuuwu VV −>−→−>−  
□  

                                                 
١ Error Vector 
٢ Least Square Solution 
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  10-4مثال
  . براي سيستم ناسازگار زير پاسخ مسئله حداقل مربعات را با استفاده از تصاوير متعامد بيابيد
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تصوير  را بدست مي آوريم سپس AR)( اشميت پايه هاي يكامتعامد- استفاده از فرايند گرامابتدا با
   را بر روي پايه ها بدست آوريم،bمتعامد بردار
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,21 را بر روي پايه هاي يكامتعامدbصوير بردارحال ت ww،بدست مي آوريم   
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bxحال با حل معادله ˆˆ =A،جواب مسئله حداقل مربعات را بدست مي آوريم   

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

→= →
0
0

4.29
1.12

00
00
10
01

1.31
1.114

3.17
7.65

15
17
11
13

ˆˆ
n
m

n
m

A
rref

bx  

)70,3,()21,1,()110,7,()35,5(ي خطي كه از چهار نقطهبنابراين بهترين تقريب برا  بگذرد −−−
  بصورت زير مي باشد،

4.291.12 +−=+= xnmxy  
□  
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   معادلات نرمالاستفاده از  -4-3-2
  و خوش حالت، رتبه كاملAيكي از روش هاي حل مسئله حداقل مربعات با ماتريس  

  .استفاده از معادلات نرمال است
 جواب مسئله حداقل مربعات براي يك دستگاه  معادلات خطي ناسازگار x̂اگر بردار : هقضي  

bxبصورت  =A،باشد، مي تواند جواب دستگاه معادلات خطي زير نيز باشد   
)4-14(      bx TT AAA =  

در د،  و خوش حالت باش رتبه كاملAماتريسين رو اگر  مي شود، از اگفته 1معادلات نرمالكه به آن 
   حداقل مربعات منحصر بفرد بصورت زير بدست آورد،اينصورت مي توان يك پاسخ

)4-15(        bx TT AAA 1)(ˆ −=  
bxاين جوابي است كه −Aرا مينيمم مي نمايد  .  

  
   جواب مسئله حداقل مربعات باشد، لذا داريم،x̂ار  فرض كنيد برد: اثبات  

bx )(projˆ ARA =  
  اين رابطه را مي توان بصورت زير بازنويسي كرد،

b-bx-b )(projˆ ARA =  
b-bبردارمي دانيم  )(proj ARمتعلق به زير فضاي ⊥)(AR همان يا)( TANطبق تعريف.  مي باشد 

)( TAN،داريم   
{ }0xx =→ℜ∈= TmT AAN )(  

  لذا بايد داشته باشيم،
xb0b)-b)x-b ˆproj(ˆ( )( AAAAAA TT

AR
TT =→==  

ن لذا جواب منحصر بفرد اي. است معكوس پذيرAATباشند ماتريسرتبه كامل  A ماتريسحال اگر
  معادله بصورت زير بدست مي آيد،

bx TT AAA 1)(ˆ −=  
bxبنابراين مي توان گفت كه. كه همان جواب حداقل مربعات است TT AAA 1)(ˆ   مقدار=−

bx −Aرا مينيمم مي كند  .  
□  
  

bbبا توجه به نتيجه بدست آمده بردار   )(projˆ
AR=ورت زير نيز بيان كرد، را مي توان بص  

)4-16(                     bbbbx PAAAAA TT ==→= −1)(ˆˆˆ  

                                                 
١ Normal Equations 
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ه از اين ماتريس مي توان تصوير متعامد هر با استفاد.  گويندAR)(1ماتريس تصوير،  راPماتريس
)( را بر رويmb×1بردار nmAR TTLهمچنين ماتريس  . بدست آورد× AAAA 1)( معكوس  را=−
   گويند،A ماتريس2چپ

 )4-17(       TTL AAAA 1)( −=  
   را مي دهد،nI ضرب شود ماتريس واحدA در از سمت چپزيرا اگر

n
TTTTLM IAAAAAAAAAA === −− )()()( 11  

  
  11-4مثال
   دستگاه معادلات ناسازگار مثال قبل را با استفاده از معادلات نرمال حل مي كنيم،حال
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  با توجه به معادلات نرمال داريم،
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)70,3,()21,1,()110,7,()35,5(ي خطي كه از چهار نقطهبنابراين بهترين تقريب برا  بگذرد −−−

   كه همان نتيجه مثال قبل است،بصورت زير مي باشد،
4.291.12 +−= xy  

  
  ، حال مي توان در صورت نياز خطاي تقريب را نيز محاسبه كرد

                                                 
١  Projection Matrix 
٢ Left Inverse 
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   توان نوشت، ميx̂با در نظر گرفتن مقدار تقريب
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  بنابراين بردار خطا بصورت زير بدست مي آيد،
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  خطا را مي توان به شكل زير محاسبه كرد،نُرم مقدار 
0125.82.64,2.64)9.3()1.4()7.3()3.4(ˆ 22222 ===−+−++= εε  

  . خواهد شد0125.8خطا بزرگتر ازنُرم اب گردد  انتخn وmدر واقع هر مقدار ديگري براي
  

 از عملگر تقسيم د رتبه كامل و خوش حالت باشAماتريساگر  MATLABدر نرم افزار   
bx مي توان براي حل مسئله حداقل مربعات سيستم ناسازگار( \ )چپ  =Aاستفاده نمود .   

8.0125   

e

b)-x*norm(Ae

29.4000   

12.1000-  

= x

b\Ax

;-35];[70;21;110=b

1]; 1;5 1;-7 1;1 [-3=A

=

=

=

  

  
اگر نقص رتبه وجود داشته باشد پيغام اخطار مربوطه ظاهر مي گردد، در اينصورت مي توان از دستور 

pinv(A)اين دستور شبه معكوس ماتريس   استفاده نمودAالبته تعداد .  را محاسبه مي نمايد
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 استفاده ( \ )شتر از حالتي است كه از عملگر تقسيم چپمحاسباتي كه در اين حالت انجام مي شود بي
به مثال زير توجه . تعريف شبه معكوس و نحوه محاسبه آن در مباحث بعدي آورده شده است. مي شود
  نماييد،

196        

 nflps
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 x
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□  
  

  12-4مثال
  ريد، را در نظر بگيb و بردارAماتريس
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bxسازگار يا ناسازگار بودن دستگاه معادلات) الف =Aرا بررسي نماييد .  
  
rank)(2 از آنجاييكه - =A 3 و)|(rank =bAاين را مي توان .  است، لذا سيستم ناسازگار است

  سيستم نتيجه گرفت،از روي فرم سطري پلكاني كاهش يافته 
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  . بدست آوريد راAR)( و ماتريس تصويرAR)( بر رويb يعني تصوير متعامد بردارb̂بردار)  ب
  وش را مي توان بكار برد، دو رb̂ براي بدست آوردن بردار-
 را AR)( بر رويb اشميت مي توان تصوير متعامد بردار- با استفاده از متعامد سازي و روش گرام-1

   را بدست مي آوريم،AR)(محاسبه كرد، ابتدا پايه هاي يكامتعامد
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21 ww  →اشميت                -  پايه هاي يكامتعامد با روش گرام   

21 را بر روي پايه هايbحال تصوير بردار , ww،بدست مي آوريم   

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=→+=

0
3
2

ˆ,,ˆ
2211 bwbwwbwb  

   بصورت زير بدست مي آيد،b̂ با استفاده از معادلات نرمال بردار-2

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=→== −

0
3
2

ˆ)(ˆˆ 1 bbxb TT AAAAA  

   است كه بصورت زير بدست مي آيد،b̂ وb در واقع ارتباط بين بردارAR)(ماتريس تصوير -

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=→== −

000
010
001

)(ˆ 1 PPAAAA TT bbb  

  
  . بيابيدA يك معكوس چپ براي ماتريس)ج
   بصورت زير بدست مي آيد،A معكوس چپ ماتريس-

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=→= −

010
011

)( 1 LTTL AAAAA  

□  
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  13-4ثالم
با روش معادلات نرمال ب حداقل مربعات را ناسازگار بودن دستگاه معادلات را بررسي نماييد و جوا

  .محاسبه كنيد

 )الف
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
=+−

=

12
0

12

2

21

1

x
xx

x
  

   سازگار يا ناسازگار بودن را بررسي مي كنيم،ابتدا
==→سيستم ناسازگار است 3)|(rank,2)(rank bAA  

  حال جواب حداقل مربعات را بدست مي آوريم،

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
→=

1
0
1

210
012

ˆ
ˆ

20
11
02

210
012

ˆ
2

1

x
x

AAA TT bx  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

−==→⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−

333.0
333.0

ˆ
ˆ

ˆ

333.0ˆ,333.0ˆ
2

2
ˆ
ˆ

51
15

2

1

21
2

1

x
x

xx
x
x

x
  

  
  توجه نماييد، MATLABدر نرم افزار به حل مسئله 

105   

= nflops

flops=nflops

0.3333-   

0.3333    

= x

A'*b*inv(A'*A)=x

flops(0)

[1;0;-1];=b

2]; 1;0 0;-1 [2=A

  

  
 براي بدست آوردن جواب استفاده كرديم و تعداد محاسبات را نيز بدست invدستور در اينجا از 

 مسئله را حل مي كنيم و تعداد محاسبات را مقايسه مي (\)حال يكبار هم با استفاده از عملگر . آورديم
  نماييم،
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57 

= nflops

flops=nflops

0.3333-   

0.3333    

= x

(A'*b)\(A'*A)=x

flops(0)

   

  

 invي با ابعاد بالا استفاده از دستور  در اين حالت بسيار كمتر است و براي ماتريس هاتعداد محاسبات
  .اكيداً توصيه نمي شود

  

 )ب

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=−−
=+−
=++

=+

122
622

71022
34

321

321

321

31

xxx
xxx

xxx
xx

  

  ابتدا سازگار يا ناسازگار بودن را بررسي مي كنيم،
==→سيستم ناسازگار است 4)|(rank,3)(rank bAA  

  حال جواب حداقل مربعات را بدست مي آوريم،

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−→=

1
6
7
3

22104
2220

1121

ˆ
ˆ

221
221

1022
401

22104
2220

1121
ˆ

2

1

x
x

AAA TT bx

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−
−

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1591.1
9318.1
5455.0

ˆ
ˆ
ˆ

ˆ
92
0
24

ˆ
ˆ

1242024
20120
2407

3

2

1

2

1

x
x
x

x
x

x  

   توجه نماييد،MATLABبه حل مسئله در نرم افزار 

1.1591    

1.9318-   

0.5455-   

= x

(A'*b)\(A'*A)=x

[3;7;6;1];=b

2];- 2- 2;1 2- 10;1 2 4;2 0 [1=A

  

□  
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   استفاده از تجزيه چالسكي-4-3-3
. يكي از كاربردهاي تجزيه چالسكي استفاده از آن در حل مسئله حداقل مربعات مي باشد  

  معادلات نرمال را در نظر بگيريد،
bx TT AAA =  

براي .  يك ماتريس مثبت معين استAAT رتبه كامل باشد، ماتريسAانيكه ماتريسمي دانيم زم
  نشان دادن اين موضوع مي توان از تعريف ماتريس مثبت معين استفاده نمود،

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==

≠>
==

0xx

0xx
xxxxT

,0

,0
)()()(

2

2

T

A

A
AAAAT  

بدست آورد و براي بدست آوردن جواب مسئله حداقل مربعات  را AATمي توان تجزيه چالسكي لذا 
  از طريق تجزيه چالسكي روند زير را طي نمود،

bdbxbx
xd

T
C

T
AAC

TT AACAAA
T

=→=→=
==

  
TLLC را بصورتCسپس تجزيه چالسكي ماتريس    بدست آورده و معادلات زير را حل نمود،=

)4-18(            
⎩
⎨
⎧

=

=

zx
dz

TL
L  

  14-4مثال
  براي دستگاه معادلات زير مسئله حداقل مربعات را با استفاده از تجزيه چالسكي حل نماييد،

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−−
−

→=

1
1
1
1

330
440
784

2663

5
1

3

2

1

x
x
x

A bx  

rank)(3از آنجاييكه =A4 و)|(rank =bAاست، لذا سيستم ناسازگار است .  
AAC مقدارهايابتدا T=و bd TA=،را بدست مي آوريم   

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−
= −

4
,

3032
352

221

5
13
5
7

dC  

  سپس معادله نرمال را حل مي نماييم،

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−
→=→= −

43032
352

221

5
13
5
7

3

2

1

x
x
x

CAAA TT dxbx  

   بصورت زير مي باشد،Cتجزيه چالسكي ماتريس
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=→=

500
110
221

512
012
001

CLLC T  

  حال بايد دستگاه معادلات را حل نمائيم،

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−→= −

4512
012
001

5
13
5
7

3

2

1

z
z
z

L dz  

  
],,[],,[از اين معادلات مقدار 5

1
5
1

5
7

321 =zzz بدست مي آيد و سرانجام با حل دستگاه معادلات 
  آخر پاسخ مسئله حداقل مربعات محاسبه مي گردد،

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
→=

5
1
5
1
5
7

3

2

1

500
110
221

x
x
x

LT zx  

  
],,[],,[و از اينجا  25

1
25
4

25
41

321 =xxxبدست مي آيد .  
  

 در اين برنامه  مي توان برنامه اي بصورت زير نوشت،MATLABبا استفاده از نرم افزار   
 محاسبه و سپس با توجه به الگوريتم موجود پاسخ حداقل مربعات AATابتدا تجزيه چالسكي ماتريس

  و نرم دو خطاي حاصل از تقريب محاسبه مي گردد،

1.4000    

= e

b)-x*norm(A=e

0.0400    

0.1600    

1.6400    

= x

)(U'\(A'*b)\U=x

;chol(A'*A)=U

[1;1;1;1];=b

3];- 3- 4;0 4 7;0- 8- 26;4 6- [3*(1/5)=A

  

□  
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  15-4مثال
  را در نظر بگيريد،دستگاه معادلات زير 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

2
2
1

41
21
11

x  

سپس جواب حداقل مربعات را تجزيه . ابتدا سازگار يا ناسازگار بودن دستگاه معادلات را بررسي نماييد
  .چالسكي بدست آوريد

rank)(2 از آنجاييكه - =A 3 و)|(rank =bAاست، لذا سيستم ناسازگار است  .  
AACمقدارهاي ابتدا - T=و bd TA=،را بدست مي آوريم   

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

13
5

,
217
73

dC  

   سپس معادلات نرمال را با استفاده از تجزيه چالسكي حل مي نماييم،-

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦
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⎢
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⎡
⎥
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217
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1

x
x

CAAA TT dxbx  

   بصورت زير مي باشد،Cتجزيه چالسكي ماتريس

3
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3
492121

3
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0
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⎦
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⎤
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⎣
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l
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⎥
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⎦

⎤
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⎢
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⎥
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73

C  

  حال بايد دستگاه معادلات را حل نمائيم، -

14
3

3
4,

3
5

13
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21
2

1

3
14

3
7

==→⎥
⎦

⎤
⎢
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⎡
=⎥
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⎢
⎣

⎡
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L dz  

  

7
2,1

0
3

21
14
3

3
4

3
5

2

1

3
14
3

7

==→
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=⎥
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⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
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⎣

⎡
→= xx

x
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LT zx  

],[]1,[لذا جواب حداقل مربعات بصورت  7
2

21 =xxبدست مي آيد .  
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   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار   

0.5345    

= e

b)-x*norm(A=e

0.2857    

1.0000    

= x

)(U'\(A'*b)\U=x

;chol(A'*A)=U

[1;2;2];=b

4]; 2;1 1;1 [1=A

  

□  
  
  QR استفاده از تجزيه -4-3-4

. ماتريس ها است QR1تجزيه يكي ديگر از روش هاي حل مسئله حداقل مربعات استفاده از   
nmAماتريسدر اين روش  QRA به حاصلضرب دو ماتريسرتبه كامل × كه در  تجزيه مي گردد، =

nmQآن، nnRومتعامد  ماتريس  يك×   يك ماتريس معكوس پذير بالا مثلثي با عناصر قطري مثبت×
  با استفاده از اين تجزيه معادلات نرمال را بصورت زير مي توان حل نمود،. است

bx
bx

bx

TTTT

TT

TT

QRQRQR
(QR)QR(QR)

AAA

=

=

=

  

nmQاز آنجائيكه n يك ماتريس متعامد است،×
T IQQ   لذا،.  مي باشد=

bxbx TTTT
n

T ARRQRRIR =→=  
nnRاز طرفي چون   بنابراين داريم،.  نيز معكوس پذير مي باشدTR يك ماتريس معكوس پذير است،×

)4-19(                                             bx TQR =  
QRA بايد ابتدا تجزيهxي بدست آوردن بردارلذا برا  را بدست آورده و سپس دستگاه معادلات زير =

  را حل نماييم،

)4-20(                                             
⎩
⎨
⎧

=
=

yx
by

R
QT

  

  
  

                                                 
١ QR Factorization 
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  16-4مثال
   حل نماييد،QR مربعات را با استفاده از تجزيهبراي دستگاه معادلات زير مسئله حداقل
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QRAتجزيه    بفرم زير مي باشد،=
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byبردار TQ=،بصورت زير بدست مي آيد   

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
==

−

−

5
1
5
1
5
7

5
3

5
4

5
3

5
4

5
4

5
3

1
1
1
1

00
00

00
by TQ  

yxحال با حل معادله  =Rمقدار x،را بدست مي آوريم   

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦
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⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦
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⎢
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⎢

⎣

⎡ −
→=

5
1
5
1
5
7

3

2

1

500
110
221

x
x
x

QR Tbx  

],,[لذا جواب حداقل مربعات بصورت 25
1

25
4

25
41=xبدست مي آيد .  

□  
  

ماتريس رتبه . فاده مي نماييم اشميت است- از فرايند گرامR وQبراي بدست آوردن ماتريس  
]|||[كامل 21 nnmA aaa L=× را در نظر بگيريد، از آنجائيكه رتبه ماتريس كامل است، ستون هاي 

nmAماتريس  مستقل خطي مي باشند، لذا مي توان آنها را به عنوان بردارهاي پايه براي فضاي گستره ×
nmAماتريس  اشميت اين –از طرفي مي توان با اعمال فرآيند گرام . ، در نظر گرفتAR)( يعني،×

  بردارهاي پايه را به بردارهاي پايه متعامد تبديل كرد، بنابراين داريم،



                                              و مسئله حداقل مربعات متعامد سازي:م چهار فصل                                                                                   

Applied Linear Algebra with MATLAB 
S. Sedghizadeh, Systems and Control Dept., KNTU 

258 

12
1

1
22

2

2
12

1

1

22
2

32
12

1

31
33

12
1

21
22

11

,,,

,,

,

−

−

−−−−−=

−−=

−=

=

n

n

nnnn
nn v

v

av
v

v

av
v

v

av
av

v
v

av
v

v

av
av

v
v

av
av

av

L

M

  

}لذا بردارهاي }nvvv ,,, 21 Lعادلات بالا را بصورت زير حال مي توان م.  پايه هاي متعامد هستند
  بازنويسي كرد،
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   نمايش ماتريسي اين معادلات به فرم زير خواهد بود،
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nmAماتريسمرحله در اين   را بصورت حاصلضرب يك ماتريس با بردارهاي ستوني متعامد در يك ×
nmQلذا براي بدست آوردن ماتريس.  با عناصر قطري يك نمايش داديمماتريس بالا مثلثي  كافي است ×

به اين ترتيب معادلات به فرم زير . كه بردارهاي ستوني متعامد را به بردارهاي يكامتعامد تبديل نماييم
  در مي آيند،
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⎥
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L

L
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1

31

1
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1

321
  

  

كه در آن
i

i
i v

vq QRAبنابراين توانستيم تجزيه. ي باشد م=  را بدست آوريم، كه در آن ستون =

]|||[هاي ماتريس  21 nnmQ qqq L=×همان پايه هاي يكامتعامد شده مي باشند و nnR  يك ×
ن داد كه ماتريس حال مي توان نشا. ماتريس معكوس پذير بالا مثلثي با عناصر قطري مثبت مي باشد

nnRبالا مثلثي    بصورت زير قابل ساده سازي است،×

) 4-21(    
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⎥
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⎥
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131211

  

  
bxعمليات محاسباتي در حل دستگاه معادلات تعداد   =×nmAبا استفاده از تجزيه QR 

  بصورت زير بدست مي آيد،
QRA بصورتA ماتريسQRتجزيه -1 =: flops2 2 →mn  
by بدست آوردن بردار-2 TQ= : flops2 →mn  
yx حل معادله -3 =Rبا روش جايگزيني پسرو  :flops2 →n  
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  17-4مثال
  . اشميت بدست آوريد- را با استفاده از فرايند گرامQR معرفي شده در زير تجزيهAبراي ماتريس

⎥
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⎢
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−−
−=

110
701
312

A  

 را Aاگر ماتريس. قل خطي هستند مستA است، پس ستون هاي ماتريسA≠0با توجه به اينكه
]||[بصورت 321 aaa=A،در نظر بگيريم، ستون هاي آن بصورت زير بدست مي آيند   
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321 aaa  

  اشميت بردارهاي يكامتعامد زير بدست مي آيند،-با اعمال فرآيند گرام

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

−

−

6
1
6

2
6

1

3

30
5
30
2
30
1

25
1
5

2

1

3
8
3

16
3
8

35
2
5
1

21

,,
0

,
1

,
0
1

2

qqq

vvv

  

3
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5
30,5 321 === vvv  

  
]||[ بصورتQبنابراين، ماتريس 321 qqq=Qحال ماتريس.  بدست مي آيدR،را بدست مي آوريم   
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  ود، بصورت زير خواهد بA ماتريسQRبنابراين تجزيه
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.  استفاده مي شودA ماتريسQR براي بدست آوردن تجزيهqr از دستور MATLABدر نرم افزار 
],[qr)( غير مربعي باشد دستورAزمانيكه ماتريس ARQ  و دستور 1 كاملQR تجزيه=

)0,(qr],[ ARQ در تجزيه كامل .  ارائه مي دهدA را براي ماتريس2 كاهش يافتهQR  تجزيه=
QR ماتريسnmR mmQ متعامداتريسم است و A يك ماتريس بالا مثلثي هم اندازه با ماتريس× ه  ب×

QRAگونه اي محاسبه مي شود كه nmQ متعامد ماتريسQR در تجزيه كاهش يافته. باشد= هم  ×
nnRو ماتريس Aاندازه با ماتريس   .س بالا مثلثي مي باشد يك ماتري×

6.5320    0         0         

4.0166-   1.0954-   0         

0.4472    0.8944-   2.2361-   

= R

0.4082    0.9129    0         

0.8165    0.3651-   0.4472    

0.4082    0.1826-   0.8944-   

= Q

qr(A)=R][Q,

1];- 1- 7;0 0 3;-1 1 [2=A

A of ionfactorizat QR Full %     

  

□  
  

  18-4مثال 
  . اشميت بدست آوريد- را با استفاده از فرايند گرامQR تجزيهAبراي ماتريس
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84
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A  

rank)(2با توجه به اينكه =Aيس است، پس ستون هاي ماترAمستقل خطي هستند .  
]|[ را بصورتA اگر ماتريس 21 aa=A،در نظر بگيريم، ستون هاي آن بصورت زير بدست مي آيند   
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  د،اشميت مطابق بخش بردارهاي يكامتعامد زير بدست مي آين-با اعمال فرآيند گرام
,]0,4,3[11 == av  

                                                 
١ Full Factorization 
٢ Reduced Factorization 
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1,5 21 == vv  
]|[ بصورتQبنابراين، ماتريس 21 qq=Qحال ماتريس.  بدست مي آيدR،را بدست مي آوريم   
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   بصورت زير خواهد بود،A ماتريسQRبنابراين تجزيه
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   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

1-    0     

10    5-    

= R

1.0000-   0         

0         0.8000-   

0         0.6000-   

= Q

 of ionfactorizat QRReduced  %        qr(A,0)=R][Q,

0     0     

1-    0     

10    5-    

= R

0         1.0000-   0         

0.6000-   0         0.8000-   

0.8000    0         0.6000-   

= Q

A of ionfactorizat QR Full %      qr(A)=R][Q,

1]; 8;0- 6;4- [3=A

A

  

□  
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  20-4مثال
د، سپس جواب حداقل براي دستگاه معادلات زير سازگار يا ناسازگار بودن دستگاه را بررسي نمايي

  . بدست آوريدQRمربعات خطا را با استفاده از تجزيه 
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rank)(2از آنجاييكه =A3 و)|(rank =bAحال جواب حداقل .  است، لذا سيستم ناسازگار است
   بدست مي آوريم،QRمربعات را با استفاده از تجزيه 

   :Aتريس  ماQRتجزيه  -
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by محاسبه بردار- TQ=:  
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yx حل دستگاه معادلات- =Rبا روش جايگزيني پسرو :  
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پاسخ حداقل   را بدست مي آوريم،A ماتريسQR ابتدا تجزيهMATLABبا استفاده از نرم افزار 
bxمربعات براي  =Aاز معادله bx TT ARR   ،. بدست مي آيد=

0.5345    

= ans

x)*A-norm(b

0.2857    

1.0000    

= x

)(R'\(A'*b)\R=x

2.1602-   0         

4.0415-   1.7321-   

= R

0.7715-   0.5774-   

0.1543    0.5774-   

0.6172    0.5774-   

= Q

qr(A,0)=R][Q,

[1;2;2];=b

4]; 2;1 1;1 [1=A

  

□  
  
  ا با روش حداقل مربعات برازش داده ه-4-3-5

در . شناسايي سيستم هاي فيزيكي از مباحث پر كاربرد در علوم تجربي و مهندسي است  
 طي آزمايشاتي داده هايي به عنوان ورودي و خروجي از سيستم مذكور بدست مي آيد و مباحثاينگونه 

 جهت  و معمولاًود تخمين زده شبهترين مدل ممكن براي سيستماين داده ها سعي مي شود بر اساس 
  سيستم زير را در نظر بگيريد، .سادگي در محاسبات مدل مذكور خطي در نظر گرفته مي شود

   خروجي                                   ورودي
  

   بيان كرد، مي توانرابطه بين داده هاي ورودي و خروجي را بصورت زيربا فرض خطي بودن، 
yx =A  

 در تخمين مدل سيستم . بطوريكه رابطه بالا برقرار گردد،مدلي براي سيستم استدست آوردن هدف ب
به مثال زير توجه . انتخاب درجه مناسب براي تقريب در ميزان دقت مدل تخمين زده شده تاثير دارد

  .نماييد

A
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  21-4مثال
  پنج نقطه زير را در نظر بگيريد،

)20,20()19,15()15,10()8,5()0,0(  
21معادله خطي به صورت  روش حداقل مربعات با استفاده از mxmy براي تقريب از نقاط  =+

01سپس معادله منحني مرتبه دومي به شكل . بيابيد
2

2 ααα ++= xxy را بيابيد كه از اين پنج 
  . كنيدبا محاسبه بردار خطا و نُرم خطا براي هر دو حالت خطاي برازش را با هم مقايسه. نقطه بگذرد

  
21 ابتدا معادله خطي به فرم- mxmy    را پيدا مي كنيم كه از اين پنج نقطه بگذرد،=+

ym =→

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

→

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

=+
=+
=+
=+
=+

A
m
m

nm
nm
nm

nm
nm

20
19
15
8
0

120
115
110
15
10

2020
1915
1510

85
00

2

1  

  
==→سيستم ناسازگار است 3)|(rank,2)(rank yAA  

nmxyبا استفاده از روش حداقل مربعات مي توان معادله خط    . را بدست آورد=+

        2.2ˆ,02.1ˆ
62

875
ˆ
ˆ

550
50750

ˆ 21
2

1 ==→⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
→= mm

m
m

AAA TT ym  

  بنابراين بهترين تقريب براي خطي كه از اين چهار نقطه مي گذرد بصورت زير است،
2.202.1 += xy   

   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

2.2000    

1.0200    

= m

)(A'\(A'*y)\A=m

end

1];  [x(i)  :)A(i,   

5:1i for

;zeros(5,2) A

;20];[0;8;15;19=y

;20];[0;5;10;15x

=

=

=

=
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01 حال معادله منحني دوم به فرم-
2

2 ααα ++= xxyيم كه از اين پنج نقطه  را پيدا مي كن
  بگذرد،

yα =→

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

→

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

=++
=++
=++

=++
=++

A

20
19
15
8
0

400201
225151
100101
2551
001

2040020
1922515
1510010

8255
000

2

1

0

210

210

210

210

210

α
α
α

ααα
ααα
ααα

ααα
ααα

  

  
==→سيستم ناسازگار است 4)|(rank,3)(rank yAA  

01با استفاده از روش حداقل مربعات مي توان معادله منحني مرتبه دوم 
2

2 ααα ++= xxy را 
  .بدست آورد

         

0486.0ˆ,9914.1ˆ,2286.0ˆ
13975

875
62

ˆ
ˆ
ˆ

22125012500750
1250075050

750505
ˆ

210

2

1

0

−==−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
→=

ααα
α
α
α

yα TT AAA  

  منحني مرتبه دوم بصورت زير است،بنابراين بهترين تقريب براي 
2286.09914.10486.0 2 −+−= xxy  

  
   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

0.2286-   

1.9914    

0.0486-   

= a

)(A'\(A'*y)\A=a

end

1];  x(i)  [x(i)^2  :)A(i,   

5:1i for

;zeros(5,3) A

;20];[0;8;15;19=y

;20];[0;5;10;15x

=

=

=

=

  

  
  نمودارهاي خط و منحني بدست به همراه نقاط مذكور در شكل زير آورده شده است،
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0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
-5

0

5

10

15

20

25   
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  
  

  اتاز تخمين حداقل مربع خط و منحني بدست آمده -)4-4(شكل
  

  بردار خطا و نُرم خطا نيز بصورت زير بدست مي آيند،
2.202.1 خطا براي تقريب-1 += xy  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−
+−
+−
+−
+−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

→=

)20(20
)15(19
)10(15

)5(8
)0(0

120
115
110
15
10

20
19
15
8
0

5

4

3

2

1

nm
nm
nm

nm
nm

n
m

A

ε
ε
ε
ε
ε

x-bε  

5935.4

6.2
5.1
6.2
7.0
2.2

ˆ
ˆ
ˆ
ˆ
ˆ

2.2
02.1

ˆ
ˆ

ˆ

5

4

3

2

1

=→

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=→⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= εεx

ε
ε
ε
ε
ε

n
m  

  
   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

4.5935    

  norm_e

y)-m*norm(Anorm_e

=

=

  



                                              و مسئله حداقل مربعات متعامد سازي:م چهار فصل                                                                                   

Applied Linear Algebra with MATLAB 
S. Sedghizadeh, Systems and Control Dept., KNTU 

268 

2286.09914.10486.0 خطا براي تقريب-2 2 −+−= xxy  
x-bε A=  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

++−
++−
++−
++−
++−

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

)40020(20
)22515(19
)10010(15

)255(8
)00(0

400201
225151
100101
2551
001

20
19
15
8
0

210

210

210

210

210

2

1

0

5

4

3

2

1

ααα
ααα
ααα

ααα
ααα

α
α
α

ε
ε
ε
ε
ε

  

6761.0

1714.0
2857.0
1714.0
5143.0

2286.0

ˆ
ˆ
ˆ
ˆ
ˆ

0486.0
9914.1
2286.0

ˆ
ˆ
ˆ

ˆ

5

4

3

2

1

2

1

0

=→

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
= εεx

ε
ε
ε
ε
ε

α
α
α

  

  
   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

0.6761    

  norm_e

y)-a*norm(Anorm_e

=

=

  

با توجه به اينكه نُرم خطا در اين حالت كمتر است لذا منحني مرتبه دوم تقريب بهتري براي برازش اين 
  . پنج نقطه است

□  
  

 اثر نويز در داده ها و خطاهاي اندازه گيري هم جه مناسب منحني برازش،علاوه بر انتخاب در  
 در اين جا مي توان دو حالت مختلف را در .مي تواند يكي از عوامل تاثير گذار در دقت تخمين باشد

  نظر گرفت، 
در چنين حالتي دستگاه معادلات مذكور . تخمين برابر باشد ها با مجهولات  تعداد داده-1  
yxست و پاسخ سيستم از حل مستقيم دستگاهمربعي ا =Aاين روش هر چند . بدست مي آيد 

خطاي كمتري دارد ليكن چون از طريق حل مستقيم بدست مي آيد نسبت به نويز و خطاهاي 
  .محاسباتي حساس است

yxتدر اين حالت دستگاه معادلا. باشد تخمين  تعداد داده ها بيشتر از مجهولات-2    =A 
فرامعين بوده و معمولاً ناسازگار است، لذا براي بدست آوردن پاسخ مناسب از روش حداقل مربعات 

  . اين روش در برابر نويزي شدن داده ها و خطاهاي اندازه گيري مقاوم تر است.استفاده مي شود
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  22-4مثال
  دست آمده است،داده هاي ورودي و خروجي بصورت زير ب براي سيستمي

20  15  10  5  0  x 

20  19  15  8  0  y  
  .يك مدل مرتبه چهار براي اين سيستم تخمين بزنيد) الف

01
2

2
3

3
4

4 ααααα ++++= xxxxy  
  دستگاه معادلات حاصل بصورت زير بدست مي آيد،

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

→=

20
19
15
8
0

1204008000160000
115225337550625
110100100010000
1525125625
10000

0

1

2

3

4

α
α
α
α
α

yαA  

   حاصل را بصورت مستقيم حل نمود و جواب ها را بدست آورد،×55حال مي توان دستگاه معادلات
0,4667.1,0567.0,0067.0,0001.0 01234 ===−== ααααα  
   خطاي برازش در حد صفر است، حالتدر اين

15107764.1 −×=→−= εyαε A  
   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

zeros(5); A

;20];[0;8;15;19=y

;20];[0;5;10;15x

=

=

  

015-1.7764e    

  norm_e

y)-a*norm(Anorm_e

0         

1.4667    

0.0567    

0.0067-   

0.0001    

= a

y\A=a

end

1]; x(i) x(i)^2 x(i)^3 [x(i)^4  :)A(i,   

5:1i for

=

=

=

=
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  .يك مدل مرتبه دو براي اين سيستم تخمين بزنيد) ب
01

2
2 ααα ++= xxy  

  بصورت زير بدست مي آيد،دستگاه معادلات حاصل 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

→=

20
19
15
8
0

120400
115225
110100
1525
100

0

1

2

α
α
α

yαA  

دستگاه معادلات حاصل فرامعين و ناسازگار است، لذا براي بدست آوردن جواب از روش حداقل مربعات 
  استفاده مي نماييم،

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
→=

62
875

13975

ˆ
ˆ
ˆ

550750
5075012500
75012500221250

ˆ

0

1

2

α
α
α

yα TT AAA  

2286.0ˆ,9914.1ˆ,0486.0ˆ 012 −==−= ααα  
  خطاي برازش در اين حالت بيشتر از قبل است،

6761.0=→−= εyαε A  
   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

  

0.6761    

= norm_e

a)*A-norm(y=norm_e

0.2286-   

1.9914    

0.0486-   

= a

)(A'\(A'*y)\A=a

end

1];  x(i)  [x(i)^2  :)A(i,   

5:1i for

;zeros(5,3) A

;20];[0;8;15;19=y

;20];[0;5;10;15x

=

=

=

=
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 از  خروجي و منحني هاي برازش شده را رسم مي نماييم، براي اين منظور-وروديحال داده هاي 
   استفاده مي كنيم،MATLAB در نرم افزارplotدستور 

  

y));(A2'\(A2'*\A2a2

end

1]; x(i) x(i)^2 [  :)A2(i,   

5:1i for

;zeros(5,3)  A2

y;\A1a1

end

1]; x(i) x(i)^2 x(i)^3 [x(i)^4  :)A1(i,   

5:1i for

zeros(5);  A1

)r*''y,plot(x,

;20];[0;8;15;19y

;20];[0;5;10;15x

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

  

)k''y2,plot(i,

y1)plot(i,

20;:0.1:0i

 onhold 

end

1;jj   

a2(3);i*a2(2)i^2*a2(1)     y2(j)

a1(5);i*a1(4)i^2*a1(3)i^3*a1(2)i^4*a1(1)     y1(j)

20:0.1:0i for

1;j

=

+=

++=

++++=

=

=

  

  
در شكل حاصل پنج نقطه اندازه گيري شده به همراه منحني هاي برازش داده شده رسم   

 منحني حاصل از تقريب حداقل 2y منحني حاصل از برازش مستقيم داده ها و 1y. گرديده است
ست است كه روش اول خطاي با توجه به نتايج و شكل هاي رسم شده مشخص ا. مربعات مي باشد

كمتري دارد ليكن اين روش در برابر نويز حساس مي باشد و با ايجاد نويز برازش حاصل به شدت دچار 
  . خطا مي گردد
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  نتيجه برازش با داده هاي بدون نويز -) 5-4(شكل
  

و ظر مي گيريم شده را بصورت نويزي در ن داده هاي اندازه گيري براي بررسي اين موضوع  
 MATLABدر نرم افزار  randnاز تابع بدين منظور . اً بررسي مي كنيمنتايج دو تخمين را مجدد

. از اين تابع براي توليد يك سري اعداد تصادفي با توزيع نرمال استفاده مي شود. استفاده مي نماييم
   از سيستم اضافه مي كنيم،نويز را بصورت زير تعريف مي كنيم و آن را به خروجي اندازه گيري شده

n;yyn

(y));randn(size*0.01n

+=

=
  

  با اعمال اين تويز داده هاي اندازه گيري شده بصورت زير تغيير مي يابند،
19.8636    21.1832,    14.4117,    8.7258,    -0.1867,= yn  

  
 بعدي آورده شده حاصل در شكلبرازش مرتبه چهار و تقريب حداقل مربعات مرتبه دو نتايج   

 ny1منحني.  منحني هاي حاصل از برازش رسم شده استدر اين شكل پنج نقطه نويزي و. است
 منحني مرتبه دو حاصل از تقريب حداقل ny2حاصل برازش مستقيم مرتبه چهارم مي باشد و منحني

مشخص است كه در برازش مستقيم سيستم سعي مي كند منحني حاصل از تمام نقاط . مربعات است
در حاليكه تقريب با .  لذا نتيجه حاصل از واقعيت دور شده و خطاي زيادي حاصل مي گردد، كندعبور

از آنجاييكه وجود نويز و خطاهاي اندازه گيري . حداقل مربعات به مدل سيستم واقعي نزديك تر است
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ه منظور همواره در سيستم هاي واقعي اجتناب ناپذير مي باشد، لذا استفاده از روش حداقل مربعات ب
  . قوام بيشتر محاسبات و بدست آوردن نتايج دقيق تر توصيه مي گردد

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  
  
  
  
  
  
  

  نتيجه برازش با داده هاي نويزي -) 6-4(شكل
□  
  

  23-4مثال
   در نظر بگيريد، راtf)(منحني 

2251
1)(

t
tf

+
=  

   ، تقريب بزنيد زيرجمله اي به فرمد توسط يك چنروش حداقل مربعات استفاده از با 
n

nttttg αααα ++++= L2
210)(  

  .  گردد1.0مرتبه تخمين را چنان انتخاب كنيد كه خطاي تخمين در حد 
    

   با استفاده از كد زير در شكل بعدي رسم شده است،tf)(منحني

f)plot(t,

t.^2);*25+1./(1=f

1,1);linspace(-=t

  

 . را به صد قسمت مساوي تقسيم مي نمايدb تاa فاصله اعداد linspace(a,b)دستور 
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 منحني -)7-4(شكل
2251

1)(
t

tf
+

=  

  
و مرتبه منحني در انتخاب تعداد نقاط .  در نظر بگيريمtf)(ابتدا بايد يك دسته نقاط بر روي منحني

   انتخاب مي كنيم،  بصورت زير نقطه51در اينجا . دقت برازش تاثير دارد
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

   به همراه پنجاه و يك نقطه تعيين شده بر روي آن f(t) منحني -)8-4(شكل
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   نقطه مي توان از كد زير استفاده نمود،51براي تعيين اين 

];f' [t'=data

t.^2);*25+1./(1=f

1,1,51);linspace(-=t

  

  
 را در نظر مي گيريم، تقريب حاصل چنين خواهد 14يك منحني مرتبه افزايش دقت تقريب حال براي 

  بود،
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

   نقطه مذكور51مرتبه چهاردهم برازش داده شده از  g(t) به همراه منحني  f(t) منحني -)9-4(شكل
  

=−=1275.0همانطور كه پيداست تقريب حاصل بسيار بهتر است و خطاي تقريب bxAε   
  .مي باشد

□  
  
   سري فوريه-4-3-6

 استفاده از بسط فوريه xf)(تكه اي پيوسته مانند  از روش هاي تقريب زدن توابع ديگريكي
اگر فضاي .  مي توان تحليل كرداي برداري سري فوريه را بدين بصورتاز ديدگاه فضاه. آن تابع است

  را به نحوي تعريف نماييم كه شامل توابع حقيقي تكه اي پيوسته بصورتEبرداري
[ ] ℜ→− ππ ,:f،باشد و ضرب داخلي در اين فضا نيز به شكل زير تعريف شده باشد   

)4-22(                    dxxgxfgf ∫−=
π

ππ
)()(

1
,  
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   اين فضا هستند،مي توان نشان داد كه مجموعه نامتناهي زير پايه هاي يكامتعامد

)4-23(                   
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

K,3cos,3sin,2cos,2sin,cos,sin,
2

1 xxxxxx  

  براي بررسي يكامتعامد بودن مي توان ضرب داخلي آنها را بررسي كرد،

0cos
2

11cos,
2

1

0sin
2

11sin,
2

1

1
2
11

2
1,

2
1

==

==

==

∫

∫

∫

−

−

−

π

π

π

π

π

π

π

π

π

kxdxkx

kxdxkx

dx

  

  همچنين،

∫

∫

−

−

⎩
⎨
⎧

≠
=

=+−−=

=

π

π

π

π

π

π

mk
mk

dxxmkxmk

mxdxkxmxkx

0
1

))cos()(cos(
2
11

sinsin1sin,sin
  

∫

∫

−

−

⎩
⎨
⎧

≠
=

=++−=

=

π

π

π

π

π

π

mk
mk

dxxmkxmk

mxdxkxmxkx

0
1

))cos()(cos(
2
11

coscos1cos,cos
  

  و داريم،

∫

∫

−

−

=++−=

=

π

π

π

π

π

π

0))sin()(sin(
2
11

cossin1cos,sin

dxxmkxmk

mxdxkxmxkx
  

  
Efبعبنابراين هر تا    را مي توان بصورت يك تركيب خطي از اين پايه هاي يكامتعامد نوشت،∋

)4-24(       
L+++

++++=

xaxb

xaxbxaxbaxf

3cos3sin

2cos2sincossin
2

1)(

33

22110  

   اشميت ضرايب بصورت زير قابل محاسبه هستند،-با استفاده از فرآيند گرام

)4-25(    
K,cos,,2sin,

,cos,,sin,,
2

1,

22

110

xfaxfb

xfaxfbfa

==

===
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   زير بازنويسي كرد،ورت يك مجموع بشكل را مي توان بص)24-4( رابطهحال

)4-26                          (∑
∞

=

++=
1

0 )sincos(
2

)(
n

nn nxbnxaaxf  

   ضرايب در آن بصورت زير محاسبه مي گردند،كه

)4-27                      (

∫

∫

∫

−

−

−

==

==

==

π

π

π

π

π

π

π

π

π

nxdxxfnxfb

nxdxxfnxfa

dxxffa

n

n

sin)(1sin,

cos)(1cos,

)(1
2

1,20

  

 را xf)(زمانيكه تابعدر تحليل فضاي برداري در واقع . مي باشدري فوريه كه معادل با روابط بسط س
 بدست Eت تصوير متعامد آن را بر روي فضاي برداريري فوريه نمايش مي دهيم، در حقيقبصورت س

مشخص است كه بعد .  استفاده مي كنيمامد اين فضامي آوريم و براي اين منظور از پايه هاي يكامتع
تناهي است و هر چه تعداد پايه هاي انتخاب شده بيشتر باشد تصوير حاصل به فضاي برداري مذكور نام

  .تابع اصلي شبيه تر خواهد بود
  

  24-4مثال
] فوريه تابعبسط ] ℜ→− ππ ,:f ،xxf ] و )(= ]ππ ,−∈xرا بدست آوريد .  

   را بدست مي آوريم،nb و0a ،naابتدا ضرايب

nn
nx

n
nxxdx

n
nx

n
nxxb

nxdxxnxdxxbnxdxxfb

nxdxxanxdxxfa

n

n

nn

nn

1

0
2

0
0

0

0

)1(2sincos2coscos2

sin2sin1sin)(1

0cos1cos)(1

+

−−

−−

−
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎥⎦
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⎢⎣
⎡+⎥⎦
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⎛
+⎥⎦

⎤
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⎡−=

==→=
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∫

∫∫∫

∫∫

ππ
π

π

ππ

π

π

π

π

π

π

π

ππ

πππ

ππ

  

  بنابراين سري فوريه بصورت زير بدست مي آيد،

∑
∞

=

+−
==

1

1

sin)1(2)(
n

n

nx
n

xxf  

  فرم گسترده اين سري بشكل زير است،

L+−+−+−== xxxxxxxxf 6sin
3
15sin

5
24sin

2
13sin

3
22sinsin2)(  
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ر بردار پايه اول را در نظر بگيريم يعني  تابع اگر چها. مشخص است كه بينهايت بردار پايه وجود دارد
xxf ماييم نتيجه تقريبي مطابق  را بر روي فضاي اسپن شده توسط اين چهار بردار تصوير ن)(=

  خواهد بود،شكل زير 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

xxf منحني-)10-4(شكل   n=4 به همراه تقريب سري فوريه )(=
  

حال اگر تعداد بردارهاي پايه بيشتري انتخاب نماييم دقت تصوير متعامد حاصل و نتيجتاً تقريب 
 هاي  بردار پايه در شكل50 بردار پايه و سپس 7نتيجه حاصل با انتخاب . منحني بهتر خواهد شد

  .نشان داده شده استبعدي 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

xxf منحني-)11-4(شكل   n=7 به همراه تقريب سري فوريه )(=
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xxf منحني-)15-4(شكل   n=50 به همراه تقريب سري فوريه )(=
□  
  

  25-4مثال
] فوريه تابعبسط ] ℜ→− ππ ,:f ،2)( xxf ] و = ]ππ ,−∈xرا بدست آوريد .  

   را بدست مي آوريم،nb و0a ،naابتدا ضرايب
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  بنابراين سري فوريه بصورت زير بدست مي آيد،
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  فرم گسترده اين سري بشكل زير است،

L++−+−+−== xxxxxxxxf 6cos
9
15cos

25
44cos

4
13cos

9
42coscos4

3
)(

2
2 π

در اينجا نيز بعد فضاي برداري بينهايت است و براي نشان دادن اثر انتخاب تعداد بردارهاي پايه تقريب 
  .مطابق شكل هاي بعدي نشان داده شده استهار، هفت و پانزده بردار پايه هاي حاصل از انتخاب چ

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

)(2 منحني-)16-4(شكل xxf   n=3ه همراه تقريب سري فوريه  ب=
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

)(2 منحني-)17-4(شكل xxf   n=6 به همراه تقريب سري فوريه =
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)(2 منحني-)18-4(شكل xxf   n=14 به همراه تقريب سري فوريه =
□  
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  مسائل
   براي هر يك از دسته بردارهاي زير،-4-1

  .متعامد و يكامتعامد بودن بردارها را بررسي كنيد) الف
  . اشميت بردارها را يكا متعامد نماييد-با استفاده از فرآيند يكامتعامد سازي گرام) ب

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −=−=−= ]1,7,3[],1,0,1[],0,1,2[: 32 vvv1S  

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ==== ]0,0,0,1[],0,0,1,1[],0,1,1,1[],1,1,1,1[: 432 vvvv1K  

 
bx را بدست آوريد، سپس با استفاده از آن جواب QRبراي ماتريس هاي زير تجزيه -4-2 =A را به 

  )T[1,1,1]=b. (روش حداقل مربعات بيابيد
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bxمعادله ماتريسي -4-3 =A،زير را در نظر بگيريد   
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bx را چنان بيابيد كهxپاسخ  −Aحداقل گردد .  
  
  مجموعه نقاط زير را در نظر بگيريد، -4-4
  

2/1  4  3  2  1  0  t 

7  4  1  0  1  0  f(t)  
  

tdctbtaetfضرايب منحنيا بكارگيري روش حداقل مربعات ب) الف t sin)( 2  را جهت =+++
  .برازش اين نقاط تعيين نماييد

  . برازش را بدست آوريدخطاي ) ب
  
]بسط سري فوريه تابع -4-5 ] ℜ→− ππ ,:f را ابدست آوريد.  
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xxf) الف ] براي )(= ]ππ ,−∈x     
xxxf) ب ] براي )(= ]ππ ,−∈x  
xxf) ج sin)( ] براي = ]ππ ,−∈x    
)()cos/2()د xxf ] براي = ]ππ ,−∈x  
  
  مجموعه نقاط زير را در نظر بگيريد، -4-6
  

5  4  3  2  1  0  1−  2−  3−  4−  5− x 

4  8  10  13  14  14  13  12  9  7  2  y  
  

يك بار . گيري روش حداقل مربعات خطا يك منحني مناسب براي نقاط زير برازش نماييدبا بكار) الف
nmxyمنحني مرتبه اول  را در نظر بگيريد و بار ديگر منحني مرتبه دوم =+

01
2

2 ααα ++= xxyرا استفاده كنيد  .  
   برازش اين نقاط است؟ با محاسبه خطا تعيين كنيد كدام منحني تخمين بهتري براي) ب
 منحني هاي بدست آمده را به همراه نقاط داده شده رسم MATLABفزاربا استفاده از نرم ا) ج

  . نماييد
  
bxپاسخ حداقل مربعات دستگاه معادلات -4-7 =A را براي هر يك از سيستم هاي ناسازگار زير 
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   دستگاه معادلات زير را در نظر بگيريد،-4-8
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  .سازگار يا ناسازگار بودن دستگاه را بررسي نماييد) الف
  .جواب حداقل مربعات را با استفاده از تجزيه چالسكي بدست آوريد) ب


