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  مقدمه 1- 5
و چگونگي بدست  مفاهيمي چون مقدار ويژه، بردار ويژه و معادله مشخصهدر اين فصل   

 علاوه بر روش كلاسيك دو روش مبتني ، در روش هاي محاسبه مقادير ويژهآوردن آنها مطرح مي شود،
 ارائه شده MATLABو الگوريتم ها همراه با كدنويسي آنها در  ر الگوريتم هاي تكراري نيز مطرحب

تبديل هاي همانندي  در انتها كاربرد بردارهاي ويژه در قطري سازي ماتريس ها با استفاده از .است
  . و نحوه محاسبه ماتريس قطري و فرم كانونيكال جردن بيان مي شودمطرح
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   مشخصهمقدار ويژه، بردار ويژه و معادله 2- 5
11تگاه معادلاتدس   ××× = nnnnA bx را مي توان بصورت اين سيستم . را در نظر بگيريد

   تبديل مي كند،b را به يك بردارx در نظر گرفت، كه هر بردارnℜنگاشتي در فضاي برداري
  

  
  

 مي كند و امتداد آن حفظ را تغيير xتنها اندازه بردار وجود دارند كه در بين اين نگاشت ها مواردي
به نگاشت حاصل در اينصورت . گرددمي  تعريف x بصورت مضربي از بردارb بردارمي گردد، به عبارتي

  شكل زير تعريف مي شود،
)5-1(                xx λ=A  

nnAماتريس 1بردار ويژه غير صفر كه چنين خاصيتي را دارند ixبه بردارهاي  گويند و ضريب ثابت  ×
iλماتريس2ر ويژهمقدا  را nnA   ،با توجه به تعريف داريم . مي نامند×

0x =− ii AI )(λ  
)( متعلق به فضاي پوچي ماتريسixبردارهاي ويژهلذا  AIi −λ مقادير ويژه بوده وiλ  ريشه هاي

AI حاصل ازn مرتبه و3مونيكچندجمله اي  −λاگرل حا.  هستند AI −λ را بسط دهيم، چند 
  بصورت زير بيان مي گردد،جمله اي 

)5-2 (nn
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nnA ماتريس4جمله اي مشخصهچند كه به آن همان  مشخصه ريشه هاي چندجمله اي. مي گويند ×
  .  تا هستندn كه به تعدادمقادير ويژه خواهند بود

  

nnAماتريس حقيقي براي :1نكته −=0معادله مشخصه × AIλ يك چند جمله اي با ضرايب 
βα مزدوج مختلط بصورت حقيقي يا به فرمبنابراين كليه مقادير ويژه. حقيقي است j±هستند .  

  
 نيز ivα، حاصلα يك بردار ويژه باشد، آنگاه براي هر اسكالر مخالف صفر مانندivاگر بردار :2نكته

  .يك بردار ويژه خواهد بود

                                                 
١ Eigenvector 
٢ Eigenvalues 
٣ Monic 
٤ Characteristic Polynomial 

A x  bx =A
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 بردار ويژه متناظر با آن باشد، در اينصورت v و بردارA يك مقدار ويژه براي ماتريسλاگر :3نكته
kλنيز يك مقدار ويژه براي ماتريس kAبا بردار ويژه متناظر vخواهد بود )  .k مقدار صحيح مثبت 

  ).مي باشد

vvvv
vvvv

kk-k-k-

k-k-k-k

λλAλ(A
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)()()
)()()(
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nnAبراي ماتريس: 4نكته nλλλ با مقادير ويژه× ,,, 21 K دترمينان و اثر ماتريس بصورت زير قابل

  محاسبه است،
)5-3(    nA λλλ +++= L21)(trace     و     nA λλλ L21=  

nnAمي دانيم چندجمله اي مشخصه براي ماتريس    و مونيك است،n يك چندجمله اي مرتبه×
01

2
2

2
2

1
1 cccccAI n

n
n

n
n ++++++=− −

−
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− λλλλλλ L  
  اين چندجمله اي را مي توان بصورت زير نمايش داد،

))(())(( 121 nnAI λλλλλλλλλ −−−−=− −L  
nλλ ,,1 Kحال .  مقادير ويژه هستند كه مي توانند حقيقي يا مختلط مزدوج و متمايز يا تكراري باشند

   بدست مي آيد،A قرار دهيم مقدارλ=0اگر در رابطه بالا

∏
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  براي اثبات اثر ماتريس بصورت زير عمل مي كنيم،
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  حال دترمينان را برحسب ستون اول بسط مي دهيم،

∑
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+−−−=−
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  را بدست آوريم داريم، 11Mاگر حاصل

∑
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  به همين ترتيب اگر بسط را ادامه دهيم داريم،
)()())(( 2211 λλλλλ PaaaAI nn +−−−=− L  
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)(λP2 يك چندجمله اي با درجه−nجه بعدي  لذا ضريب بزرگترين درجه يك و ضريب در.  است
nnaaa +++ L2211از طرفي داريم،.  خواهد بود  

))(())(( 121 nnAI λλλλλλλλλ −−−−=− −L  
nλλλو در اينجا ضريب دومين جمله  +++ L21 پس داريم،. است  

)(trace2211 Aaaa nn =+++ L=+++ nλλλ L21  
  

−1 باشد، Aماتريس يك مقدار ويژه براي iλاگر :5نكته
iλ 1مقدار ويژه ماتريس−Aخواهد بود .   

0)( 11111 =−=−=−=−=− −−−−− AIAAIAAIAAAAAI λλλλλλ  

011 =− −− AInλ  
  

)(ستون هاي غير صفر ماتريس: 6نكته AIadj i −λبردارهاي ويژه ماتريس Aتند هس.  
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AIAIAIadj

iii λλλ
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)(رابطه اخير نشان مي دهد كه ستون هاي غير صفر ماتريس AIadj i −λ بايد متعلق به فضاي 
)(پوچي ماتريس  AIi −λباشند، لذا همان بردارهاي ويژه ماتريس Aهستند .  

  
تريس را مي توان با استفاده از الگوريتم بازگشتي زير بدست ضرايب معادله مشخصه يك ما: 7نكته
  آورد،
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trace)(در اينجا k
k AW   . خواننده واگذار مي شود عنوان تمرين بهاثبات به.  است=
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 ويژهقطري، بالا مثلثي و پايين مثلثي عناصر روي قطر اصلي همان مقادير در ماتريس هاي  : 9نكته
 خاص شرايط ويژه اي براي مقادير ويژه و بردارهاي ويژه وجود  ماتريس هايدر مورد. ماتريس هستند

  ،دارد
,*( ماتريس متقارن و هرميتي- AAAA T   مقادير ويژه حقيقي و بردارهاي ويژه متعامد،) ==
11*(ماتريس متعامد و يكين - , AAAA T ==    و بردارهاي ويژه متعامد،iλ=1مقادير ويژه) −−
TAA( ماتريس شبه متقارن -   مقادير ويژه موهومي و بردارهاي ويژه متعامد،) =−
TAAA( ماتريس تصوير - ==  پايه هاي فضاي گستره ويژهو بردارهاي مقادير ويژه صفر و يك ) 2

  و فضاي پوچي ماتريس،
xx<0( ماتريس مثبت معين - AT (،مقادير ويژه مثبت و بردارهاي ويژه متعامد  
xx≤0( مثبت نيمه معين  ماتريس- AT (،مقادير ويژه مثبت و صفر و بردارهاي ويژه متعامد  
xx>0(ن  ماتريس منفي معي- AT (،مقادير ويژه منفي و بردارهاي ويژه متعامد  
xx≥0( ماتريس منفي نيمه معين - AT (،مقادير ويژه منفي و صفر و بردارهاي ويژه متعامد  

 ماتريس متقارن بررسي علامت مقادير ويژه آن  يكلذا يكي از راه هاي تشخيص مثبت معين بودن
  .است

  
  1-5مثال

  .مثبت معين بودن ماتريس زير را بررسي نماييد
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  ابتدا از روش سيلوستر بررسي مي نماييم سپس مقادير ويژه آن را بدست مي آوريم،

046
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,017
61
13

,03 >=
−−

−
−

>=>  

  حال مقادير ويژه ماتريس را بررسي مي كنيم،. لذا ماتريس مثبت معين است
  ريس بصورت زير است،معادله مشخصه مات

0465115 23 =−+−=− λλλλ AI  
  مقادير ويژه بصورت زير بدست مي آيد،

5969.10,4903.1,9128.2 321 === λλλ  
  .تمامي مقادير ويژه مثبت هستند

□  
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  2-5مثال
  .ه شده بر حسب اثر ماتريس بدست آوريدر را با استفاده از الگوريتم ارائمعادله مشخصه ماتريس زي
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  معادله مشخصه ماتريس بصورت زير است،
01
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2

3 cccAI +++=− λλλλ  
   بصورت زير بدست مي آيند،0c و1cو ضرايب
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   را تشكيل مي دهيم،3A و2Aلذا ماتريس هاي

235)(trace,39)(trace,7)(trace

15289
8817751
7414843

,
342
14298
12247

33
2

21

32

−====−==

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−
−−

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−
−

=

AWAWAW

AA
  

1))235(397)7(5(
3
1

5)39)7(7(
2
1

7

0

1

2

−=−+×+−×−=

=+−×−=

=

c

c

c

  

  بنابراين معادله مشخصه بصورت زير بدست مي آيد،
157 23 −++=− λλλλ AI  

 poly(A) براي بدست آوردن ضرايب چندجمله اي مشخصه از دستور MATLABدر نرم افزار 
  استفاده مي شود،

1.0000-  5.0000    7.0000    1.0000    

= ans

poly(A)

1];- 0 2;1 5- 2;-1 4- [-1=A

  

□  
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  3-5مثال
  و بردارهاي ويژه متعامدتمامي مقادير ويژه حقيقي )هرميتي( متقارنبراي يك ماتريسثابت كنيد 

  .هستند
AAT ( يا هرميتي يك ماتريس متقارنA فرض كنيد- AA و = nλλو) ∗= ,,1 K مقادير ويژه 

   باشند،Aماتريس
( ) ( )

ii

iiiii

iiiiiiiiiiiiiii

iiiiiiiiiiii

A

AAAA

λλ

λλ

λλλλλ

λλλλ

=
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nλλلذا مقادير ويژه ,,1 Kاعدادي حقيقي هستند  .  
jv) ji و ivفرض كنيد -  دو مقدار ويژه jλ وiλ وAدو بردار ويژه براي ماتريس متقارن) ≠

  متمايز متناظر با آنها هستند،

jijjjiji

j
T

ijijiijii
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vvvvvv

vvvvvvvv

,,,

,,,,
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===
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)(,0لذا داريم =− jiji vvλλيكه و از آنجايji λλ ,0 پس بايد،است≠ =ji vvشد و دو با
  . بردار ويژه متعامد هستند

□  
  

  4-5مثال
nnA ماتريس هاي مربعي كه برايثابت كنيد nnB و×    داريم،×
                 BAIABI −=− λλ  

IAAبراي اثبات بصورت زير عمل مي كنيم، مي دانيم    است،1−=
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□  
  

  5-5مثال
حالت معادله مشخصه، مقادير ويژه و تهاي مختلف در نظر بگيريد براي هر  را در حالAماتريس

  .بردارهاي ويژه را بدست آوريد
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   بصورت زير بدست مي آيد،Aمعادله مشخصه ماتريس -

01490
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24 2
2 =++→=
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=− λλ
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λ AI  

  ت مي آوريم، با حل معادله مشخصه مقادير ويژه را بدس-
2,70)2)(7(149 21

2 −=−=→=++=++ λλλλλλ  
  .  دو مقدار ويژه حقيقي متمايز يا غير تكراري داردAبنابراين ماتريس 

   حال بردارهاي ويژه متناظر با هر يك از مقادير ويژه را محاسبه مي كنيم، -
  استفاده از تعريف بردار ويژه،: روش اول

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−
−+

→=→=
0
0

53
24

0)( i
i

i
iiiii AIA vv-vv

λ
λ

λλ  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=→
−

=→=−−→⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−
−−

→−=
3

2
3
2023

0
0

23
23

7 12121
2

1
1 vxxxx

x
x

λ  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=→=→=−→⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
→−=

2
2

022
0
0

33
22

2 24343
4

3
2 vxxxx

x
x

λ  

  
  استفاده از ماتريس الحاقي،: روش دوم
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  قل خطي هستند،  مست2v و1vمي توان نشان داد كه در اين حالت بردارهاي ويژه

10)6(4
23
22

=−−=
−

  

  . مستقل خطي هستند2v و1vاز آنجائيكه مقدار دترمينان مخالف صفر است، لذا بردارهاي ويژه
  

براي محاسبه مقادير ويژه و  eig(A) = [V, D] و eig(A) از تابع MATLABدر نرم افزار 
  .  استفاده مي شودAيكامتعامد شده ماتريسه بردارهاي ويژ

  به اجراي اين دو دستور توجه نماييد،
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7-    0     

0     2-    

= D

0.8321    0.7071    

0.5547-   0.7071    

= V

eig(A)=D][V,

7-    

2-    

= ans

eig(A)

5];- 2;3 [-4=A

  

  
 بردارهاي ويژه را همانند  بخواهيماگر.  را مي دهدAاين دستور بردارهاي ويژه يكامتعامد شده ماتريس

   استفاده نمود، myeig.mآوريم مي توان از برنامه ات دستي بدست سبامح

end

);r''A,-))eye(size(A*null(l(i)i)V(:,    

n:1i for

(A));zeros(sizeV

size(l,1);n

eig(A);l

myeig(A)l][V, function

rsEigenvectoand  Eigenvalue Calculate %

=

=

=

=

=

=

  

  اجراي برنامه بصورت زير است،

7-    

2-    

= l

1.0000    1.0000    

0.6667-   1.0000    

= V

myeig(A)=l][V,

5];- 2;3 [-4=A

  

  .در اينجا بردارهاي ويژه فرم يكا متعامد ندارند
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    بصورت زير عمل نمود، مي توانبراي بدست آوردن فرم پارامتري معادله مشخصه

14+l*9+l^2

= ans 

A)-eye(2)*det(l

);l'sym('=l

5];- 2;3 [-4=A

  

 ضرايب معادله مشخصه ماتريس را بدست آورد سپس با دستور  poly(A)همچنين مي توان با دستور 
roots(p) ،ريشه هاي آن را محاسبه نمود  

2-    

7-    

= ans

roots(p)

14    9     1     

= p

poly(A)=p

5];- 2;3 [-4=A

  

⎥)ب
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

=
68

56
A  

   بصورت زير بدست مي آيد،A معادله مشخصه ماتريس-

040
68

56 2
2 =+→=

+
−−

=− λ
λ

λ
λ AI  

   با حل معادله مشخصه مقادير ويژه را بدست مي آوريم،-
2,20)2)(2(4 21

2 jjjj −==→=+−=+ λλλλλ  
  .  دو مقدار ويژه مزدوج موهومي داردAبنابراين ماتريس

  
   بردارهاي ويژه متناظر با هر يك از مقادير ويژه بصورت زير بدست مي آيند،-

2111
21

11

21

11
1111 )

4
1

4
3(2

68
56

2 vjv
v
v

j
v
v

Aj −
−

=→⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

→=→= vv λλ  

 

2212
22

12

22

12
2222 )

4
1

4
3(2

68
56

2 vjv
v
v

j
v
v

Aj +
−

=→⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

→=→−= vv λλ  

   را مي توان بدين صورت نوشت،2v و1vاز اين رو بردار ويژه
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⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

−−

1
,

1
4
1

4
3

2
4
1

4
3

1

jj
vv  

  
  تند،  مستقل خطي هس2v و1vمي توان نشان داد كه در اين حالت بردارهاي ويژه

0
11

4
1

4
3

4
1

4
3

≠
+− −− jj  

  
   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

2.0000i - 0                  0        

          0        2.0000i + 0        

= D

0.7845i - 0        0.7845i + 0        

0.5883i + 0.1961   0.5883i - 0.1961   

= V

eig(A)=D][V,

4     0     1     

= ans

poly(A)

6];- 5;-8 [6=A

  

  
  

   داريم،myeig.mو يا با استفاده از برنامه 

2.0000i- 0        

2.0000i + 0        

= l

          1.0000             1.0000   

0.2500i + 0.7500-  0.2500i - 0.7500-  

= V

myeig(A)=l][V,

6];- 5;-8 [6=A

  

□  
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nnAاگر يك ماتريس :1قضيه nλλλ مقدار ويژه متمايزn داراي× ,,, 21 Kباشد، آنگاه n بردار ويژه 
nvvvمستقل خطي ,,, 21 Kوجود خواهد داشت .  

  تا از اين بردارها مستقل خطي باشند،kفرض كنيم فقط: اثبات
)5-5(                               kkk vvvv ααα +++=+ L22111  
  كنيم، ضرب Aرفين رابطه بالا را درط

kkk AAAA vvvv ααα +++=+ L22111  
iiiAمي دانيم  vv λ=،  

)5-6(                       kkkkk vvvv λαλαλαλ +++=++ L22211111  
   ضرب مي كنيم،kλ+1را در) 5-5(اگر طرفين رابطه

)5-7(                 kkkkkkk vvvv 121211111 +++++ +++= λαλαλαλ L  
  ،داريم) 7-5(و ) 6-5(با تفاضل رابطه
0vvv =−++−+− +++ kkkkkk )()()( 122121111 λλαλλαλλα L  

kvvvطبق فرض ,,, 21 K،مستقل خطي و مقادير ويژه مجزا هستند، لذا بايد   
021 ==== kααα L  

0vبايد) 5-5(بنابراين طبق رابطه =+1k 0 باشد كه با شرطv ≠+1kپس . بردار ويژه منافات دارد
kvvv را بصورت تركيب خطي از kv+1نمي توان ,,, 21 K نوشت و nvvv ,,, 21 K مستقل خطي 
  .هستند

□  
  

nnAاگر ماتريس: نكته  k داشته باشد، آنگاه حداقل يك و حداكثرk يك مقدار ويژه تكراري از مرتبه×
 و تعداد بردارهاي وجود خواهد داشت iλتكراريبردار ويژه مستقل خطي متناظر با اين مقدار ويژه 

rank)(مستقل خطي در اين حالت برابر با IAn iλ−−است .  
  

  6-5مثال
  .و بردارهاي ويژه را بدست آوريد  معادله مشخصه، مقادير ويژهAبراي ماتريس

) الف
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
=

600
021
024

A  

   بصورت زير بدست مي آيد،A معادله مشخصه ماتريس-

06046120
600

021
024

23 =−+−→=
−

−−
−

=− λλλ
λ

λ
λ

λ AI  
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  ، پس از حل معادله مشخصه مقادير ويژه بصورت زير بدست مي آيند-
j±==→=−+− 3,,60604612 321

23 λλλλλ  
  .  يك مقدار ويژه حقيقي و دو مقدار ويژه مختلط مزدوج داردAبنابراين ماتريس

  
   بردارهاي ويژه متناظر با اين مقادير ويژه را با استفاده از تعريف بردار ويژه بدست مي آوريم،-

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−
→=

0
0
0

600
021
024

iiiiA vvv
λ

λ
λ

λ  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=→

⎩
⎨
⎧

=+−
=+

→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−→=

1
0
0

04
022

0
0
0

000
041
022

6 1
21

21

3

2

1

1 v
xx
xx

x
x
x

λ  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ +
=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−
+−

+−
→+=

0
1

1

0
0
0

300
011
021

3 2

6

5

4

2

j

x
x
x

j
j

j
j vλ  

  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−

−−
→−=

0
1

1

0
0
0

300
011
021

3 3

9

8

7

3

j

x
x
x

j
j

j
j vλ

  
  

   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

6.0000           0                  0        

          0        1.0000i - 3.0000             0        

          0                  0        1.0000i + 3.0000   

= D

          1.0000             0                  0        

          0        0.5774i - 0        0.5774i + 0        

          0        0.5774i - 0.5774-  0.5774i + 0.5774-  

= V

eig(A)=D][V,

6]; 0 0;0 2 0;1 2- [4=A

  

  
   داريم،myeig.mو يا با استفاده از برنامه 
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 6.0000   

1.0000i - 3.0000   

1.0000i + 3.0000   

= l

          1.0000             0                  0        

          0                  1.0000             1.0000   

          0        1.0000i - 1.0000   1.0000i + 1.0000   

= V

myeig(A)=l][V,

6]; 0 0;0 2 0;1 2- [4=A

  

  .انجام شده مي باشدنتايج بدست آمده با اين برنامه مطابق با محاسبات دستي 
  

)ب
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=

301
020
836

A        

   بصورت زير بدست مي آيد،A معادله مشخصه ماتريس-

020160
301

020
836

23
3 =−−−→=

+−
+
−−

=− λλλ
λ

λ
λ

λ AI  

   با حل معادله مشخصه مقادير ويژه را بدست مي آوريم،-
5,20)5()2(2016 32,1

223 =−=→=−+=−−− λλλλλλλ  
  .  دو مقدار ويژه حقيقي تكراري و يك مقدار ويژه متمايز داردAبنابراين ماتريس

  
آنجاييكه از  حال بردارهاي ويژه متناظر با هر يك از مقادير ويژه را محاسبه مي كنيم، -
123)(rank 1 =−=−− IAn λ22,1 است، لذا براي مقدار ويژه تكراري −=λ فقط يك بردار 

  با استفاده از تعريف بردار ويژه داريم،. ويژه مستقل خطي داريم

⎩
⎨
⎧

=

=
→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
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⎥
⎥
⎥
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⎤
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⎢
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⎣

⎡
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⎢

⎣

⎡
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⎨
⎧
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   را مي توان بدين صورت نوشت،3v و1vاز اين رو بردار ويژه

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

1
0
8

,
1
0
1

31 vv  

   كرد،بطور مشابه با روش ماتريس الحاقي نيز مي توان محاسبه

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−+
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⎥
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⎡
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+
−−
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12432
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λ AI
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⎢
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⎦
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)-Adj(-2I2 11 vAλ  
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⎡

−

−
=→=

3
0
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)-Adj(5I5 33 vAλ  

  
   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

2-    0     0     

0     2-    0     

0     0     5     

= D

0.7071    0.7071    0.1240    

0.0000    0         0         

0.7071    0.7071    0.9923    

= V

eig(A)=D][V,

20-   16-   1-    1     

= ans

poly(A)

3];- 0 0;1 2- 8;0- 3 [6=A
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   داريم،myeig.mو با استفاده از برنامه 

2-    

2-    

5     

= l

1     1     1     

0     0     0     

1     1     8     

= V

myeig(A)=l][V,

3];- 0 0;1 2- 8;0- 3 [6=A

  

رائه مي دهد و اين موضوع تحليل هاي دستي توجه كنيد كه براي مقدار ويژه تكراري يك بردار ويژه ا
  .انجام شده را تاييد مي كند

□  
  
   محاسبه مقادير ويژه با روش هاي تكراري 3- 5

استفاده از روش كلاسيك براي محاسبه مقادير ويژه براي ماتريس هايي با ابعاد بزرگ مقرون   
ري براي بدست آوردن مقادير لذا در چنين شرايطي اغلب از روش هاي عددي يا تكرا. به صرفه نيست

  . اشاره شده استQRدر اين بخش به دو روش تواني و تجزيه . ويژه استفاده مي شود
  
   تواني استفاده از روش-5-3-1

روش به يا  1روش تواني ي تكراري براي محاسبه مقادير ويژهيكي از معروف ترين روش ها  
در هر مرحله بزرگترين مقدار ويژه از نظر  در اين روش كه يك روش تكراري است . استتوان رساني

 اين روش زماني .قدرمطلق و بردار ويژه متناظر با آن با توجه به معيار دقت مورد نظر تعيين مي گردد
اگر اين روش را براي ماتريس معكوس اجرا  .كاربرد دارد كه ماتريس داراي مقادير ويژه تكراري نباشد

  . قدر مطلق بدست مي آيدكنيم كوچكترين مقدار ويژه به لحاظ
  

nnAماتريس   nλλλمقادير ويژه متمايزبا را  × ,,, 21 K و بردارهاي ويژه مستقل خطي 
nvvv ,,, 21 Kلذا بردارهاي ويژه تشكيل يك دسته پايه براي.  در نظر بگيريدnℜمي دهند . 

  ي بصورت زير قابل اجرا است،الگوريتم تكرار
  

                                                 
١ Power Method 
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} كهرا چنان در نظر بگيريد nℜ∈0uبردار دلخواه -1مرحله } 1max
10 ==

≤≤∞ ini
uuاشد ب.  

 بردار-2مرحله
∞

=
0

0
1 u

u
u

A
A وريد] را بدست.  

بردار -3مرحله
∞

=
1

1
2 u

uu
A
A آوريد را بدست.  

M  
بردار -4حلهمر

∞−

−=
1

1

k

k
k A

A
u
u

u آوريد را بدست.  

 -5مرحله
k

T
k

k
T
k A

uu
uu

=1λبزرگترين مقدار ويژه به لحاظ قدر مطلق و kuv   با بردار ويژه متناظر1=

  .آن است
 در نظر بگيريم εاگر دقت مورد نظر را. زمان خاتمه الگوريتم به دقت مورد نظر بستگي دارد  

  مي توان چنين معياري را براي خاتمه الگوريتم در نظر گرفت،

ε
λ

λλ
≤

−
+

+

)1(

)()1(

i

ii

  

     نوشته شده است،MATLAB در نرم افزار powereig.mبراي اجراي اين الگوريتم تكراري برنامه 
  

u)/(u'*u);*(u'*A  l1

);inf''u,*u)/norm(A*(A  u

);inf''u/norm(u,  u

;randn(n,1)  u

10;  ee

size(A,1);  n

err),powereig(A  D][V, function

Method Power by eigenvalue absolute largest Calculate %

=

=

=

=

=

=

=

  

l2;  D

u;  V

end

l2;  l1   

l1)/l2);-abs((l2  ee   

u)/(u'*u);*(u'*A  l2   

);inf''u,*u)/norm(A*(A  u   

err)while(ee

=

=

=

=

=

=

>
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در اين برنامه .  كوچكترين مقدار ويژه را به لحاظ قدرمطلق محاسبه مي كندinvpowereig.mبرنامه 
سبه مي شود كه معكوس آن الگوريتم براي ماتريس معكوس اجرا شده و بزرگترين مقدار ويژه آن محا

  .كوچكترين مقدار ويژه ماتريس اصلي است با برابر
  

l2;  D

u;  V

end

l2;  l1   

l1)/l2);-abs((l2  ee   

;u))/(u'*u)\(u'*(A  l2   

);inf''u,\u)/norm(A\(A  u   

err)while(ee

;u))/(u'*u)\(u'*(A  l1

);inf''u,\u)/norm(A\(A  u

);inf''u/norm(u,  u

;randn(n,1)  u

10;  ee

size(A,1);  n

err)g(A,invpowerei  D][V, function

Method Power by seigenvalue absolute smallest Calculate %

=

=

=

=

=

=

>

=

=

=

=

=

=

=

  
  

  7-5مثال
  . را با توجه به دقت خواسته شده بدست آوريدA ويژه ماتريستواني مقاديرستفاده از روش با ا

210,
64
65 −=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

= εA  

  

⎥ بردار دلخواه-1
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

1
1

0uرا انتخاب مي كنيم .  

بردار -2
∞

=
0

0
1 u

u
u

A
Aرا بدست مي آوريم .  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

==→⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=
1
5.0

22
1

1
1

64
65 0

10
u

uu
A

A  
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   را در مرحله اول بدست مي آوريم،مقدار ويژه

6000.4
11

11)1(
1 −==

uu
uu

T

T A
λ  

بردار -3
∞

=
1

1
2 u

u
u

A
Aرا بدست مي آوريم  .  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
==→⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=
1

8750.0
44

5.3
1
5.0

64
65 1

21
uuu AA  

  مقدار ويژه را در مرحله دوم بدست مي آوريم،

2212.2
22

22)2(
1 −==

uu
uu

T

T A
λ  

  حال براي ادامه كار خطا را بررسي مي كنيم،
2

)2(
1

)1(
1

)2(
1 100710.1

2212.2
600.42212.2 −>=

−
+−

=
−
λ

λλ  

  لذا مرحله بعدي را ادامه مي دهيم،

بردار -4
∞

=
2

2
3 u

uu
A
Aرا بدست مي آوريم  .  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
==→⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=
1

6500.0
5.25000.2

6250.1
1

8750.0
64
65 2

32
uuu AA  

  مقدار ويژه را در مرحله سوم بدست مي آوريم،

6467.3
33

33)3(
1 −==

uu
uu

T

T A
λ  

  حال براي ادامه كار خطا را بررسي مي كنيم،
2

)3(
1

)2(
1

)3(
1 103909.0

6467.3
2212.26467.3 −>=

−
+−

=
−
λ

λλ  

  
به دليل طولاني بودن محاسبات دستي نتايج كلي توسط نرم . لگوريتم نهايتاً به جواب مي رسيمبا ادامه ا

 به جاي  خاص اين مثالبراي  powereig برنامه در اجراي.  بدست آمده استMATLABافزار 
] اوليه آن را بردار u براي توليد بردارrandnاستفاده از تابع     . در نظر گرفته ايم1,1[

  
2

0 10,
1
1

,
64
65 −=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

= εuA  
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ε  λ  u  step 

  6000.4−  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

1
5.0  1  

0709.1  2212.2−  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
1
875.0  2  

3909.0  6467.3−  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
1

6500.0  3  

3878.0  6277.2−  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
1

8088.0  4  

1974.0  2739.3−  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
1

7074.0  5  

1575.0  8290.2−  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
1

7768.0  6  

0930.0  1191.3−  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
1

7314.0  7  

0671.0  9229.2−  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
1

7621.0  8  

0424.0  0524.3−  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
1

7418.0  9  

0293.0  9655.2−  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
1

7554.0  10  

0191.0  0232.3−  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
1

7464.0  11  

0129.0  9846.2−  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
1

7524.0  12  

0085.0  0103.3−  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
1

7484.0  13  
  
  

0103.31 غالبلذا مقدار ويژه −=λو بردار ويژه متناظر با آن ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

1
7484.0

1vزيردر شكل . است  

  شده است، رسم 1λنحوه همگرايي مقدار ويژه
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0 2 4 6 8 10 12 14
-5

-4.5

-4

-3.5

-3

-2.5

-2

eigenvalue 

iteration 

  
  Aماتريسبراي  1λنحوه همگرايي مقدار ويژه -) 1-5(شكل

  
 نرم افزار eigبه منظور مقايسه نتايج ابتدا مقادير ويژه و بردار ويژه ماتريس را با استفاده از دستور 

MATLAB،بدست مي آوريم   

3-    0     

0     2     

= D

0.8000    0.4472    

0.6000    0.8944    

= V

eig(A)=D][V,

6];- 6;4- [5=A

  

  .م افزار با محاسبات الگوريتم مطابقت داردنتيجه نر
  

در . ژه ماتريس بدست آيدن مقدار وي اجرا مي كنيم تا كوچكتريحال برنامه را براي معكوس ماتريس
] اوليه آن را بردار uاينجا هم بردار   .  در نظر گرفته ايم1,1[
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0.5017    

= D

0.4987    

1.0000    

= V

err)g(A,invpowerei = D][V,

.01;=err

6];- 6;4- [5=A

  

  
 A است، پس كوچكترين مقدار ويژه ماتريس5017.0 برابر باA−1ا بزرگترين مقدار ويژه ماتريسلذ

  بصورت زير بدست مي آيد،

29932.1
5017.0
1

2 ≈==λ  
  

  در شكل زير نحوه همگرايي مقدار ويژه ماتريس معكوس نشان داده شده است،

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

eigenvalue 

iteration 

  
  A−1ماتريسبراي  1λ نحوه همگرايي مقدار ويژه-) 2-5(شكل

  
□  
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0 5 10 15 20 25 30
-6.2

-6

-5.8

-5.6

-5.4

-5.2

-5

-4.8

-4.6

-4.4

eigenvalue 

iteration 

  8-5مثال
  . را بدست آوريدAمقادير ويژه ماتريسبزگترين و كوچكترين با استفاده از روش تواني 

310,
005
261

104
−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−−= εA  

   مقادير ويژه ماتريس را بدست مي آوريم،eigدستور با استفاده از ابتدا جهت مقايسه نتايج 

1-    5    6-    

= ans

eig(A)'

0]; 0 2;5- 6- 1;-1 0 [4=A

  

   داريم،powereigبا اجراي برنامه 

6.0027-   

= D

0.0009-   

1.0000-   

0.0009-   

= V

err),powereig(A = D][V,

.001;=err

0]; 0 2;5- 6- 1;-1 0 [4=A

  

   رسم شده است،1λنحوه همگرايي مقدار ويژه) 3-5(در شكل
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  Aبراي ماتريس1λويژه نحوه همگرايي مقدار -) 3-5(شكل
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   داريم،invpowereig.mهمچنين با اجراي برنامه 

0.9999-   

= D

1.0000-   

0.3603    

0.2000    

= V

err)g(A,invpowerei = D][V,

.001;=err

0]; 0 2;5- 6- 1;-1 0 [4=A

  

 است، پس كوچكترين مقدار ويژه ماتريس −9999.0 برابر باA−1لذا بزرگترين مقدار ويژه ماتريس
A،بصورت زير بدست مي آيد   

0001.1
9999.0
1

3 −=
−

=λ  
  در شكل زير نحوه همگرايي مقدار ويژه ماتريس معكوس نشان داده شده است،

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
-1.02

-1

-0.98

-0.96

-0.94

-0.92

-0.9

-0.88

-0.86

-0.84

-0.82

eigenvalue 

iteration 

  A−1 براي ماتريس1λ نحوه همگرايي مقدار ويژه-) 4-5(شكل
  

 انتخاب مي شود، لذا سرعت randn اوليه توسط تابع uمقدار بردار  از آنجاييكه در اجراي برنامه
  .همگرايي مي تواند تغيير كند

□  
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   QRتجزيهاز  استفاده -5-3-2
در اين روش .  استQRيك روش ديگر براي بدست آوردن مقادير ويژه استفاده از تجزيه

nnA ماتريسQRسعي مي شود تا با استفاده از تجزيه  به يك ماتريس بالا مثلثي تبديل گردد، كه در ×
 اين روش براي ماتريس هايي كاربرد .اين صورت عناصر روي قطر اصلي همان مقادير ويژه خواهند بود

   مذكور بصورت زير است، الگوريتم. ته باشنددارد كه مقادير ويژه متمايز و حقيقي داش
  

00 تجزيه-1مرحله  RQA 001سپس ماتريس.  را بدست آوريد= QRA   . را محاسبه نماييد=
111 تجزيه-2مرحله  RQA 112سپس ماتريس.  را بدست آوريد= QRA   . را محاسبه نماييد=
  .مرحله ادامه دهيدk به همين ترتيب تا-3ه مرحل

  
 به صفر نزديك شده mAالگوريتم زماني پايان مي يابد كه عناصر زير قطر اصلي ماتريس  

  . خواهند بودA همان مقادير ويژه ماتريسmA عناصر روي قطر اصلي ماتريسدر اينصورت .باشند
  

  9-5مثال
AAAماتريس هاي ثابت كنيد،ه از الگوريتم بالا با استفاد ,,   . مقادير ويژه يكساني دارندkAتا 12

  
TQAQAابتدا ثابت مي كنيم   TQAQA و =010 0201   . است=

00100001001 RQAQQRQAQRA T

I

TT =→=→=
321

  

11211112112 RQAQQRQAQRA T

I

TT =→=→=
321

  

00توجه با اينكه حال با  RQA 111 و= RQA    است داريم،=
TT QAQRQAQAQRQA 12111101000 , ====  

  
  حال به اثبات مسئله اصلي مي پردازيم،

{ { 1

1

01

1

001001000 )( AIQAIQQAIQQAQQQAI TTTT −=−=−=−=− λλλλλ  

{ { 2

1

12

1

1121121111 )( AIQAIQQAIQQAQQQAI TTTT −=−=−=−=− λλλλλ  

21لذا  AIAIAI −=−=− λλλ ماتريس هاياست وAAA ,,  . مقادير ويژه يكساني دارند12
  .با ادامه همين روش بقيه ماتريس ها را نيز بدست آوردمي توان 

□  
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.  براي اجراي اين الگوريتم نوشته شده استMATLAB در نرم افزار QReig.mبرنامه   
 A الگوريتم را به عنوان ورودي گرفته و مقادير ويژه ماتريس و تعداد تكرار برايAاين برنامه ماتريس

  .رائه مي دهد خروجي ارا در

diag(A);  L

end

A1;  A   

Q0;*R0  A1   

qr(A,0);  R0][Q0,   

k:1i for

k)QReig(A,  L function

methodQRbyseigenvalueCalculate %

=

=

=

=

=

=

  

  
ينصورت مي توان ادر . مي توان به جاي تعيين تعداد تكرارها يك حدي براي خاتمه الگوريتم قرار داد

  برنامه را به شكل زير اصلاح نمود،

diag(A);  L

end

sum(B(:));  k   

;tril(A,-1)  B   

A1;  A   

Q0;*R0  A1   

qr(A,0);  R0][Q0,   

0.0001)k)while(abs(

1;  k

QReig(A)  L function

method QR by seigenvalue Calculate %

=

=

=

=

=

=

>

=

=

  

  .در اينجا نيازي به وارد كردن تعداد دفعات تكرار نيست
  

  10-5مثال
  . مقادير ويژه ماتريس زير را بيابيدQRبا استفاده از الگوريتم تجزيه

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

53
24

A  

  
   بدست مي آوريم، مقادير ويژه راeigبراي مقايسه نتايج ابتدا با استفاده از دستور 
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7-    

2-    

= ans

eig(A)

5];- 2;3 [-4=A

  

  مقادير ويژه را حساب مي كنيم،اصلاح شده QReig.m حال با استفاده از برنامه

2.0000-   

7.0000-   

= L

QReig(A) = L

5];- 2;3 [-4=A

  

  روند اجرا در جدول زير آورده شده است،
  

11 −−= iii QRA  step i  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−
−−

24.268.1
68.076.6  1  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−−

9505.14847.0
5153.00495.7  2  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−
9766.11359.0

8641.00234.7  3  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−−

9926.10386.0
9614.00074.7  4  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−
9978.10110.0

9890.00022.7  5  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−−

9994.10031.0
9969.00006.7  6  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−
9998.10009.0

9991.00002.7  7  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−−

9999.10003.0
9997.00001.7  8  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−
0000.20001.0

9999.00000.7  9  
  

 رسيده و عناصر روي −410 مرحله تكرار ماتريس بالامثلثي به دقت مورد نظر9در اين مثال پس از 
  . شدندA نيز بيانگر مقادير ويژه ماتريس9Aقطر اصلي ماتريس

□  
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  11-5مثال
  . مقادير ويژه ماتريس هاي زير را بيابيدQRبا استفاده از الگوريتم تجزيه

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

−−

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

=

3585
5158

8621
7324

,
875

677
821

BA  

  مقادير ويژه را بدست مي آوريم،نيز  eigبراي مقايسه نتايج با استفاده از دستور 

2.5011-   

8.9168    

10.2455-  

13.8299   

= L

QReig(B) = L

10.2455-  

8.9167    

2.5011-   

13.8299   

= ans

eig(B)

3]; 5- 8 5;-5- 1 5 8;8 6 2 7;1- 3 2- [4=B

5.8191    

6.7679-   

13.0512-  

= L

QReig(A) = L

13.0512-  

6.7680-   

5.8191    

= ans

eig(A)

8];- 7 6;5 7- 8;7 2- [1=A

  

□  
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  قطري سازي ماتريس هاي مربعي 4- 5
در قطري سازي ماتريس هاي مربعي يكي از كاربردهاي مهم مقادير ويژه و بردارهاي ويژه   

nnAاگر يك ماتريس. است  بردار ويژه مستقل خطي باشد، اين ماتريس را با تبديل همانندي n داراي×
نداشته باشد  بردار ويژه مستقل خطي را nولي ماتريسي كه مجموعه كاملي از. مي توان قطري نمود

  . نمي تواند قطري گردد، چنين ماتريسي را بايد به فرم كانونيكال جردن تبديل كرد
  
   ماتريس هاي همانند-5-4-1

nnAماتريس هاي   nnBو ×  وجود T گويند اگر يك ماتريس غيرمنفرد مانند1همانند را ×
  شد، چنانكه عبارت زير برقرار گردد،داشته با

)5-8(             BATT =−1  
 بدست آمده است و A از ماتريس2تبديل همانندي با يك Bدر اينصورت مي گوييم ماتريس

 را مي توان از طريق ماتريس Aچنين ماتريسهم.  گويندماتريس تبديل را T غيرمنفردماتريس
    بدست آورد،T−1تبديل

)5-9(              1−=TBTA  
  

nnA دترمينان دو ماتريس همانند:1نكته nnB و×    يكسان مي باشد، ×

          ATA
T

TATATTB ==== −− 111  

  .لذا با اعمال يك تبديل همانندي دترمينان ماتريس تغيير نمي كند
  

nnA معادله مشخصه يك ماتريس مانند:2نكته    تحت تبديل همانندي تغيير نمي يابد،×
                  0=−=− BIAI λλ  

  اين موضوع را مي توان به اين شكل نشان داد،

AITAI
T

TAIT

TAITATTTTATTIBI

−=−=−=

−=−=−=−

−

−−−−

λλλ

λλλλ

1

)(

1

1111

  

  .لذا با اعمال يك تبديل همانندي مقادير ويژه ماتريس تغيير نمي كند
  

                                                 
١ Similar 
٢ Similarity Transformation 
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، A گويند، اگر كليه ماتريس هاي همانند ماتريستغييرناپذير يك ماتريس را  ازيك خاصيت: 3نكته
تعداد بردارهاي مقادير ويژه، ،  اثر، دترمينان، رتبه عبارتند از اين خواص.آن خاصيت را دارا باشند

 تحت تبديل هاي همانندي تغييرناپذير تقل خطي و فرم جردن يك ماتريس كه تمامي اين مواردمس
  .هستند

  
  12-5مثال

   همانند هستند،T تحت ماتريس تبديلB وAماتريس هاي

⎥
⎦
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⎢
⎣
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ATBT
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⎦
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⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
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−

−
−
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−
−

34
26

0
1

12
18

20
11

12
18

20
11

34
26

0
1

2
1

2
1

1

2
1

2
1

1

  
 

  حال برخي از خواص تغيير ناپذير تحت تبديل هاي همانندي را بررسي مي نماييم،

2984.1,7016.7298.1,7016.7
2)(rank2)(rank

1028)det(10818)det(
918)(trace936)(trace

2121 ====
==
=+==−=
=+==+=

BBAA

BA
BA

BA

λλλλ

  

□  
  
   حقيقي وقطري سازي ماتريس ها با مقادير ويژه متمايز -5-4-2

nnAاگر مقادير ويژه يك ماتريس    بردار ويژه مستقل خطي n متمايز باشند، آنگاه دقيقاً×
nnA بدست آورد كه مي تواند ماتريسTوجود دارد كه مي توان با استفاده از آنها يك ماتريس تبديل × 

nvvvاگر .را به يك ماتريس قطري تبديل كند ,,, 21 Kاتريس بردارهاي ويژه مستقل خطي براي م 
nnA    را بصورت زير تعريف مي كنيم،T باشند، در اينصورت ماتريس تبديل×

niA iii ,,1, K== vv λ  

[ ] [ ]
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
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n

nnA

λ
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K

O

L

L

LL

00

00
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2

1

2121 vvvvvv  

Λ= TAT  
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)5-10(                  ]|||[ 21 nT vvv L=  
nnA كه ماتريسTبه اين ماتريس تبديل  گويند و 1ماتريس مدال را به فرم قطري تبديل مي كند، ×

nnAفرم قطري سازي شده ماتريس    بصورت زير نمايش داده مي شود،×

)5-11(      
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

==Λ −

n

ATT

λ

λ
λ

L

MOMM

L

L

00

00
00

2

1

1  

iλها مقادير ويژه ماتريسAهستند و به ماتريس Λ ماتريس2صورت قطري Aگفته مي شود .  
  

ATT بصورتAاگر ماتريس: 1نكته 1−=Λ ،قطري سازي شده باشد   
=Λ−1 داريم، k براي هر مقدار صحيح مثبت-1 TTA kk.  
   معكوس پذير بوده و داريم،A غير صفر باشند، در اينصورتΛ اگر كليه عناصر قطري-2

 111 −−− Λ= TTA   
  

nnAماتريس: 2نكته   مي نامند، 3 فرم همبسته را بصورت زير×

)5-12(                   

⎥
⎥
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L

  

  
   است، دله مشخصه بصورت زير قابل بيانمعا براي يك ماتريس به فرم همبسته

)5-13(               01
2

2
1

1 aaaaAI n
n

n +++++=− −
− λλλλλ L  

  
 متناظر با هر مقدار ivهمچنين بردار ويژه.  هستندAكه ريشه هاي آن همان مقادير ويژه ماتريس

  بدست مي آيد،  بشكل زيرiλ متمايزويژه
)5-14(                                [ ]Tn

iiii
121 −= λλλ Lv   

                                                 
١ Modal Matrix 
٢ Diagonal Form 
٣ Companion Form 
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  ، گويند1ماتريس وندرموندكه به آن ، خواهد بود به شكل زير T ماتريس مدالدر اين صورت

)5-15(                         
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   به شكل زير مي باشد، همبستهفرم ديگري از ماتريس

)5-16(                    
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  بدست مي آيد، شكل زير بiλ متمايز متناظر با هر مقدار ويژهivبردار ويژهدر اينصورت 

)5-17(                               [ ]Ti
n
i

n
ii 121 λλλ L−−=v  

  
   زير محاسبه مي شود،ماتريس وندرموند به صورتو 

)5-18(                            
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   بصورت زير قابل محاسبه است،T مي توان نشان داد كه در ماتريس وندرموند، دترمينان ماتريس

)5-19(                  ∏
<<<

−=
nji

jiT
1

)( λλ  

  
  

                                                 
١ Vandermonde 
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  13-5مثال
  . را محاسبه نماييد20A وA−1 سپس مقدار را بدست آوريد،Aفرم قطري سازي شده ماتريس

⎥
⎥
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⎡
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005
261
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   بصورت زير بدست مي آيد،Aمعادله مشخصه ماتريس

0302920
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  با حل معادله مشخصه مقادير ويژه بصورت زير بدست مي آيند،
5,1,60)5)(1)(6(30292 321

23 =−=−=→=−++=−−+ λλλλλλλλλ  
 مستقل خطي متناظر با هر يك حال مي توان سه بردار ويژه.  سه مقدار ويژه متمايز داردAلذا ماتريس

  .از مقادير ويژه بدست آورد
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)()(توجه كنيد، از آنجائيكه iiiA vv αλα  مي باشد، يعني مضارب اسكالر يك بردار ويژه نيز خود =
 حدالامكان ساده T را چنان انتخاب كرد كه ماتريس مدالαاريك بردار ويژه است، لذا مي توان مقد

   بصورت زير بدست مي آيد،Tلذا ماتريس مدال . باشد
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  .حال مي توان ماتريس قطري سازي شده را بدست آورد
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  . هستندAهمانطور كه ديده مي شود عناصر قطري ماتريس همان مقادير ويژه ماتريس
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دال را همانند محاسبات دستي بدست آورد و با  مي توان ماتريس مmyeig.mبا استفاده از برنامه 

  فرم قطري سازي شده ماتريس را بدست آورد،استفاده از آن 

1.0000-   0         0         

0.0000-   5.0000    0         

0         0         6.0000-   

= L

T*A\T=L

1.0000    1.0000    0         

0.3600-   0.2727-   1.0000    

0.2000-   1.0000    0         

= T

V=T

myeig(A);=l][V,

0]; 0 2;5- 6- 1;-1 0 [4=A

 

  
 ليكن ستون هاي ،دال را مي دهد نيز همان ماتريس مeig(A)=[V,D] در دستور Vالبته ماتريس 

  .ماتريس به فرم يكامتعامد هستند
□  
  



 318  ه و بردارهاي ويژه مقادير ويژ: م    فصل پنج                                                                                            

Applied Linear Algebra with MATLAB 
S. Sedghizadeh, Systems and Control Dept., KNTU 

 

  14-5مثال
  بدست آوريد، را A ماتريس و ماتريس مدالفرم قطري سازي شده
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   را بدست مي آوريم،Aابتدا مقادير ويژه ماتريس
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فرم قطري . از آنجاييكه سه مقدار ويژه حقيقي و متمايز دارد مي توان فرم قطري كامل را بدست آورد
  كامل به صورت زير است،
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ATTحال ماتريس تبديل همانندي را مي يابيم كه رابطه 1−=Λبراي اين منظور .  را برآورده سازد
  بايد بردارهاي ويژه نظير هر يك از مقادير ويژه را بدست آوريم،
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Adj)(Adj

2

2

2

λλλλ
λλλλ

λλλλ

λ
λ

λ
λ AI

  

  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=→=

2
2
1

54
54
27

10810854
10810854
545427

)18Adj(18 11 vI-Aλ  

  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−
−

→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−
−

=→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−
−−

=→=
2
1
2

72
36
72

723672
361836
723672

)9Adj(9 22 vI-Aλ  
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−
=→−=

1
2

2

108
216

216

54108108
108216216

108216216
)9Adj(-9 33 vI-Aλ

  
 دال در انتخاب بردار ويژه بايد ستون هاي همسان را در ماتريس دقت كنيد براي ايجاد ماتريس م

   به شكل زير خواهد بود،Tداللذا ماتريس م . الحاقي انتخاب نمود

[ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−

−
==

122
212

221

321 vvvT  

  
   داريم،myeig.mبا استفاده از برنامه 

9-   0     0     

0     9     0     

0     0     18    

= L

T*A\T=L

0.5000    1.0000    1.0000    

1.0000-   0.5000-   1.0000    

1.0000    1.0000-   0.5000    

= T

VT

myeig(A);=l][V,

11]; 8 8;-2 5 2;10- 10 [2=A

=

  

□  
  

  15-5مثال
   را بدست آوريد،CAفرم قطري سازي شده ماتريس همبسته

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −−−
=

010
001
24269

CA  

   بصورت زير بدست مي آيد،CAمعادله مشخصه ماتريس
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0926240
10

01
24269

23 =+++→=
−

−
+

=− λλλ
λ

λ
λ

λ AI  

  مقادير ويژه بصورت زير بدست مي آيند،
2,3,40)2)(3)(4(92624 321

23 −=−=−=→=+++=+++ λλλλλλλλλ
 همبسته بوده و سه مقدار ويژه متمايز دارد، لذا مي توان براي قطري سازي آن CAاز آنجائيكه ماتريس

  ماتريس وندرموند را بدست آورد،

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
111
234

4916

111
321

2
3

2
2

2
1

λλλ
λλλ

T  

   به شكل زير مي باشد،CAفرم قطري ماتريس

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −−−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−−=Λ

=Λ −

200
030
004

111
234

4916

010
001
24269

65.35.0
861

35.25.0

1 TAT C

  

  
  دال بدست مي آيد، ماتريس مmyeig.mبا استفاده از برنامه 

1.0000    1.0000    1.0000    

2.0000-   3.0000-   4.0000-   

4.0000    9.0000    16.0000   

= T

VT

myeig(A);=l][V,

0]; 1 0;0 0 24;1- 26- [-9=A

=

  

  همچنين فرم قطري سازي شده نيز قابل محاسبه است،

2.0000-   0.0000-   0.0000-   

0.0000    3.0000-   0.0000    

0.0000-   0.0000-   4.0000-   

= L

T*A\T=L

  

□  
  
  قطري سازي ماتريس ها با مقادير ويژه متمايز مختلط  -5-4-3
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nnAاگر ماتريس   ادير ويژه مختلط غير تكراري باشد مي توان روش گفته شده مق داراي ×
 ماتريس  وT در اينصورت ماتريس تبديل ليكن. براي مقادير ويژه متمايز حقيقي را اجرا نمود

اين ماتريس عناصري با اعداد مختلط خواهد بود كه ممكن است در كاربردهاي بعدي  شامل Λقطري
ي تغيير داد  را بصورتT ماتريس تبديلمي توان اجتناب از حضور اعداد مختلط  براي.مشكل ساز گردد

  .كه فقط اعداد حقيقي در آن ظاهر شوند
nnAمقادير ويژه ماتريس فرض كنيد     باشند، بصورت زير  ×

43421
K

444 3444 21
K

real

nm

conjugatecomplex

mm λλλλλλ ,,,,,,, 2121 ++  

121ر آنكه د ,,,, +mm λλλλ Kفرم مقادير ويژه مختلط مزدوج بmm jωσ nm و± λλ ,,2 K+ 
   زير در نظر بگيريد،بردارهاي ويژه متناظر با اين مقادير ويژه را بصورت حال .مقادير ويژه حقيقي باشند

nmm vvvvv ,,,,,, 231 KK +  
  

    با عناصر حقيقي را بشكل زير مي توان تعريف كرد،Tماتريس  تبديليك 
)5-20(  ]|||}Im{|}Re{||}Im{|}Re{|}{Im|}{[ReT 23311 nmmm vvvvvvvv LL +=  
  
در اين حالت   زير تبديل مي گردد،1 بلوكيقطري به فرم Aماتريس اين ماتريس تبديل  استفاده ازبا

  .ماتريس قطري كامل نخواهد بود

)5-21( 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=

=Λ

+

−

n

m

mm

mm

ATT

λ

λ
σω
ωσ

σω
ωσ

σω
ωσ

O

O

2

33

33

11

11

1

0

0

  

  
  

  16-5مثال

                                                 
١ Block-Diagonal 
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   بصورت زير باشد،Aاگر مقادير ويژه ماتريس
4,52,31 54,32,1 −=±−=±= λλλ jj  

  فرم قطري بلوكي شده اين ماتريس بصورت زير خواهد بود،

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−
−

=Λ→

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

+−
−

+

40000
02500
05200
00013
00031

40000
052000
005200
000310
000031

j
j

j
j

  

  .به جاي قطري كامل با عناصر مختلط به فرم قطري بلوكي تبديل مي شود
□  
  

  17-5مثال
  را بدست آوريد،و ماتريس تبديل  A ماتريس شدهفرم قطري سازي

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−−
=

201
020
121

A  

   بصورت زير بدست مي آيد،Aمعادله مشخصه ماتريس

06950
201

020
121

23
3 =+++→=

+−
+

+
=− λλλ

λ
λ

λ
λ AI  

  پس از حل معادله مشخصه مقادير ويژه بصورت زير بدست مي آيند،
2
3

2
3

3,21
223 ,20)33)(2(695 j±=−=→=+++=+++ −λλλλλλλλ  

بردارهاي ويژه متناظر .  يك مقدار ويژه حقيقي و دو مقدار ويژه مختلط مزدوج داردAبنابراين ماتريس 
  با اين مقادير ويژه  را بدست مي آوريم،

iiiA vv λ=  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−−
→−=

2
1
0

2
201

020
121

2 1

31

21

11

31

21

11

1 v
v
v
v

v
v
v

λ  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−−
→+= −−

2
3

2
1

2

32

22

12

2
3

2
3

32

22

12

2
3

2
3

2 0
1

)(
201

020
121

jv
v
v

j
v
v
v

j vλ  
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−−
→−= −−

2
3

2
1

3

33

23

13

2
3

2
3

33

23

13

2
3

2
3

3 0
1

)(
201

020
121

jv
v
v

j
v
v
v

j vλ  

  
   بصورت زير بدست مي آيد،Tلذا ماتريس تبديل

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
==

−
2

3
2
1

221

2
001
010

}]{Im|}{Re|[T vvv  

  
   را بدست مي آوريم،Λ بلوكي شده-حال ماتريس قطري

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

==Λ
−−

−

−−

−

2
3

2
3

2
3

2
3

2
3

2
1

3
2

3
4

3
1

1

0
0

002

2
001
010

201
020
121

001
010

ATT  

  
 در نرم افزار eig(A)=[V,D]براي بدست آوردن ماتريس تبديل در اين حالت اگر از دستور 

MATLAB و يا از برنامه myeig.m استفاده نماييم، از آنجاييكه بردارهاي ويژه بطور مختلط 
ه و مقادير ويژ. محاسبه مي شوند، لذا ماتريس تبديل بدست آمده نيز فرم مختلط خواهد داشت

  بردارهاي ويژه مختلط بصورت زير بدست مي آيد،
  

2.0000-  

0.8660i - 1.5000-  

0.8660i + 1.5000-  

= l

          1.0000             1.0000             1.0000   

          0.5000             0.0000             0.0000   

          0        0.8660i - 0.5000   0.8660i + 0.5000   

= V

myeig(A)=l][V,

2];- 0 0;1 2- 1;0- 2 [-1=A

  

  
 برنامه را  وردن ماتريس تبديل به فرم حقيقي و فرم قطري بلوكي ماتريس مورد نظر براي بدست آلذا

  بصورت زير تغيير مي دهيم،
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T;*A\TL

end

end        

1;f      

i));imag(T(:,i)T(:,      

0f & 0i)),isreal(T(: elseif   

0;f      

i));real(T(:,i)T(:,      

1f & 0i)),isreal(T(: if   

);r''A,-))eye(size(A*null(l(i)i)T(:,   

n:1i for

1;f

(A));zeros(sizeT

size(l,1);n

eig(A);l

(A)complexeigL][T, function

seigenvalue complex for form diagonal blockand  matrix modal %Calculate

=

=

−=

====

=

=

====

=

=

=

=

=

=

=

  

  
  اجراي برنامه بصورت زير است،

2.0000-   0.0000-   0.0000-   

0.0000-   1.5000-   0.8660-   

0         0.8660    1.5000-   

= L

1.0000    0         1.0000    

0.5000    0         0.0000    

0         0.8660-   0.5000    

= T

(A)complexeig=L][T,

2];- 0 0;1 2- 1;0- 2 [-1=A

  

  
ري بلوكي حاصل نيز با ماتريس تبديل عناصر حقيقي دارند و ماتريس قطبا دقت مشاهده مي شود كه 
  .فرم گفت شده مطابقت دارد

□  
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  18-5مثال
  را بدست آوريد،و ماتريس تبديل  A ماتريسفرم قطري سازي شده

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
=

841
121
124

A  

   آوريم، را بدست ميAابتدا مقادير ويژه، بردارهاي ويژه و سپس فرم قطري سازي شده ماتريس

0605914
841

121
124

23 =−+−=
−
−−−
−−−

=− λλλ
λ

λ
λ

λ AI 

1235.12578.6,4843.1 3,21 j±== λλ  
ماتريس يك مقدار ويژه حقيقي و دو مقدار ويژه مختلط مزدوج دارد، بايد به فرم قطري بلوكي تبديل 

  فرم قطري بلوكي به صورت زير است،. گردد

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=Λ

2578.61235.10
1235.12578.60
004843.1

0
0

00

22

22

1

σω
ωσ

λ
  

ATTحال ماتريس تبديل همانندي را مي يابيم كه رابطه 1−=Λبراي اين منظور .  را برآورده سازد
   بردارهاي ويژه نظير هر يك از مقادير ويژه را بدست مي آوريم،

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−−
−−−

→=
0
0
0

841
121
124

iiiiA vvv
λ

λ
λ

λ  

 براي محاسبه بردارهاي ويژه استفاده شده MATLABنرم افزار eig(A)=[V,D] دستور در اينجا از 
  است،

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−
=→=

3144.0
6782.0
6642.0

4843.1 11 vλ  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
+
+

=→+=
7959.00940.0
2283.01706.0
3678.03757.0

1235.12578.6 22

j
j
j

j vλ  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

=→−=
7959.00940.0
2283.01706.0
3678.03757.0

1235.12578.6 33

j
j
j

j vλ  
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   به شكل زير خواهد بود،Tلذا ماتريس تبديل

{ } { }[ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−
==

7959.0
2283.0
3678.0

0940.0
1706.0
3757.0

3144.0
6782.0
6642.0

ImRe 221 vvvT  

  
   مي توان نتايج را مقايسه نمود،complexeig.mبا استفاده از برنامه 

6.2578    1.1235-   0.0000-   

1.1235    6.2578    0.0000-   

0.0000    0.0000    1.4843    

= L

0         1.0000    1.0000    

0.1779    0.3079    2.1570    

0.4117    0.5107    2.1124-   

= T

(A)complexeig=L][T,

8]; 4- 1;-1 2 1;1 2 [4=A

  

□  
  
  ير ويژه تكراريقطري سازي ماتريس ها با مقاد -5-4-4

 بردار ويژه nاگر ماتريسي مقادير ويژه تكراري داشته باشد ممكن است كه مجموعه كاملي از  
ماتريس را قطري ا با روشهاي مطرح شده مستقل خطي را نداشته باشد، لذا در اينصورت نمي توان آن ر

   .يني بدست آورد و براي كمبود بردارهاي ويژه بايد جايگزسازي كرد
nnAفرض كنيد ماتريس    و تعدادي مقادير ويژه 1λ مانندk يك مقدار ويژه مكرر مرتبه×

nkk بصورت1λمتمايز و متفاوت از λλλ ,,, 21 K++داشته باشد  .  
nkk

k

λλλλλλ ,,,,,,, 21111 K
43421
K ++  

nnAدر اينصورت ماتريس  بردار ويژه مستقل خطي متناظر با مقدار ويژه k حداقل يك و حداكثر×
αλاگر.  خواهد داشت1λتكراري −=− nAI )(rank  بردار ويژه مستقل خطي αتعداد باشد، 1

 اين بردار هاي .حساب شوند  بردار ديگرα−kتناظر با اين مقدار ويژه مكرر وجود دارد و بايد تعداد م
دارهاي ويژه ديگر  برين مقدار ويژه مربوط بوده و هم نسبت بهكه هم به اباشند  چنان اضافي بايد

  .گويند  1افتهبردارهاي ويژه تعميم ي به چنين بردارهايي مستقل خطي باشد،

                                                 
١ Generalized Eigenvectors 
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αvvv بردار ويژه مستقل خطيαفرض كنيد تعداد ,,, 21 K باشند، آنها را مي توان 
  بصورت زير بدست آورد،
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بردار ويژه . ورد تعدادي بردار ويژه تعميم يافته بدست آويژهحال مي توان براي هريك از بردارهاي 
   بصورت زير تعريف مي گردد،ivتعميم يافته متناظر با يك بردار ويژه

)5-23(                               iiiiiii IAA vv =−→+= ϕλϕλϕ )(  
  .براي بدست آوردن بردارهاي ويژه تعميم يافته ديگر به همين ترتيب عمل مي كنيم

)5-24(                                            iii IA ϕϕλ =− +1)(  
  .  زير محاسبه مي گردند به شكلبردارهاي ويژه تعميم يافتهلذا 

  :1v براي بردار ويژه-
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  :2v براي بردار ويژه-
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  :αvاي بردار ويژهو نهايتاً بر
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   بصورت زير بدست مي آيد،T ماتريس تبديلبا استفاده از اين بردارها
)5-25(

1 21 1 2 1 2 1 2 1 1 2 1 1 2[ | | | | | | | | | | | | | | | | | | | ]P P P k k nT
ααϕ ϕ ϕ ξ ξ ξ η η η− − − + += v v v v v vL L L L L  

  
 دقت كرد كه آنها به ترتيب پس از بردار ويژه مربوطه در هنگام چينش بردارهاي ويژه تعميم يافته بايد

ATT با رعايت اين نكته ماتري. قرار گيرند 1−=Λ بدست آمده فرم خاصي پيدا مي كند كه به آن 
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  به شكل قطري كامل نيست بلكه بلوكيΛدر اين فرم هم ماتريس.  مي گويند1فرم كانونيكال جردن
صورت كلي يك ماتريس كانونيكال جردن به شكل زير  . مي گويندبلوك هاي جردناست كه به آنها 

  است،

)5-26(                     
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كه هر يك از 
iPJ ها خود ماتريس هايii PP ي شود  گفته مبلوك هاي جردن هستند، كه به آنها ×

  و بصورت زير تعريف مي گردند،
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  خواص بلوكهاي جردن به شرح زير است،
  . هستندA كليه عناصر روي قطر اصلي ماتريس مقادير ويژه ماتريس-1
  . كليه عناصر زير قطر اصلي صفر هستند-2
  .طر اصلي يك يا صفر هستند عناصر بلافاصله بالاي ق-3
، برابر با تعداد بردارهاي ويژه iλ تعداد بلوك هاي جردن متناظر با يك مقدار ويژه داده شده مانند-4

  .مستقل خطي متناظر با آن مقدار ويژه است
  

  .ثابت كنيد بردارهاي ويژه تعميم يافته با تعريف زير استقلال خطي دارند: قضيه
1111111 )( vv =−→+= ϕλϕλϕ IAA  
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M  

  

                                                 
١ Jordan Canonical Form 
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11 بردار ويژه نظير آن و1v و k يك مقدار ويژه تكراري مرتبه1λفرض كنيد: اثبات ,, −kϕϕ K 
   توان نوشت،طبق تعريف مي. بردارهاي ويژه تعميم يافته نظير باشند
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11اگر بردارهاي ,, −kϕϕ K1  وvباشند، ضرايب وابسته خطي kααα ,,, 21 Kصفري وجود دارد  غير
  .كه رابطه زير را برآورده كند

)5-29(                            0v =++++ −131211 kkϕαϕαϕαα L  
  

1را در) 29-5(طرفين رابطه
1 )( −− kIA λضرب مي كنيم ،  
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0vجمله) 30-5(در رابطه =− −
1

1
1 )( kIA λ 0و جملهv ≠=− −

−
11

1
1 )( k

kIA ϕλ  است و ساير
  جملات را مي توان بصورت زير خلاصه كرد،
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  .  باشدkα=0بايد) 30-5( رابطهلذا در
  

2را در) 29-5(حال اگر طرفين رابطه
1 )( −− kIA λكنيم، ضرب    
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0vجمله) 31-5(در رابطه =− −
1

2
1 )( kIA λ0 و جملهv ≠=− −

−
12

2
1 )( k

kIA ϕλ است و 
  ر خلاصه كرد،ساير جملات را مي توان بصورت زي
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01بايد) 31-5(لذا در رابطه =−kαباشد  .  
  

032ضرايبتمامي به همين ترتيب مي توان نشان داد كه  ==== kααα Lاز آنجاييكه.  است 
0v 01، بايد  مي باشد1= =α11اي لذا برداره.  گردد ,, −kϕϕ K 1 وv مستقل خطي هستند.  
□  
  



 330  ه و بردارهاي ويژه مقادير ويژ: م    فصل پنج                                                                                            

Applied Linear Algebra with MATLAB 
S. Sedghizadeh, Systems and Control Dept., KNTU 

 

  19-5مثال
  . زير را بيابيد هايفرم كانونيكال جردن ماتريس
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   را بدست مي آوريم،Aابتدا مقادير ويژه ماتريس
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)3( يك مقدار ويژه مكرر مرتبه سه داردAلذا ماتريس =k . حال تعداد بردارهاي ويژه مستقل خطي
  متناسب با اين مقدار ويژه را تعيين مي نماييم، براي اين منظور داريم،
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11 متناظر با مقدار ويژه 1vلذا تنها يك بردار ويژه مستقل خطي =λپس فقط يك بلوك .  وجود دارد
براي بدست آوردن بردارهاي ويژه دو روش را مي توان . جردن وجود دارد، كه مرتبه آن سه مي باشد

  پيش گرفت،
  استفاده از تعريف بردار ويژه،: روش اول

  دست مي آوريم، را ب1vابتدا بردار ويژه
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براي اين منظور از تعريف . براي تشكيل ماتريس تبديل بايد دو بردار ويژه تعميم يافته ديگر نيز بيابيم
  بردارهاي تعميم يافته استفاده مي كنيم،
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  استفاده از ماتريس الحاقي،: روش دوم
2
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براي بدست آوردن دو بردار ويژه تعميم يافته ديگر از مشتقات اول و دوم ماتريس الحاقي استفاده مي 
  كنيم،
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  مي آيد، بصورت زير بدست Tلذا ماتريس تبديل
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   را بدست مي آوريم،Aحال فرم كانونيكال جردن ماتريس
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  .همانطور كه پيشتر گفته شد فرم كانونيكال جردن فقط يك بلوك جردن با مرتبه سه دارد



 332  ه و بردارهاي ويژه مقادير ويژ: م    فصل پنج                                                                                            

Applied Linear Algebra with MATLAB 
S. Sedghizadeh, Systems and Control Dept., KNTU 

 

 مي توان براي بدست ,jordan(A)=J][T وjordan(A) از دستورMATLABدر نرم افزار 
 فقط ماتريس كانونيكال jordan(A)دستور.  استفاده نمودAآوردن فرم كانونيكال جردن ماتريس

اتريس تبديل مربوطه  مT ماتريس,jordan(A)=J][Tجردن حاصل را ارائه مي دهد و در دستور
اين دستور براي ريشه هاي غير تكراري و مختلط .  استA ماتريس فرم كانونيكال جردن ماتريسJو 

  . نيز قابل اعمال است و فرم قطري كامل را ارائه مي دهد
   توجه نماييد،,jordan(A)=J][Tبه اجراي دستور
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jordan(A)=J][T,
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   را بدست مي آوريم،Aابتدا مقادير ويژه، بردارهاي ويژه و سپس فرم قطري سازي شده ماتريس

2,406432124
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.  تبديل گرددماتريس دو مقدار ويژه حقيقي تكراري مرتبه دو دارد، بايد به فرم قطري بلوكي جردن

  حال بايد بدانيم براي هر يك از مقادير ويژه تكراري چند تا بلوك جردن داريم،
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42,1براي بردار =λ42,1يك بردار ويژه مستقل خطي داريم، پس يك بلوك جردن براي =λ خواهيم

  .داشت
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24,3براي بردار −=λدو بردار ويژه مستقل خطي داريم، پس دو بلوك جردن خواهيم داشت.  

  به صورت زير است، جردن فرم قطري بلوكي
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ATTحال ماتريس تبديل همانندي را مي يابيم كه رابطه 1−=Λرا برآورده سازد  .  
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42,1 را براي1vابتدا دو بردار ويژه مستقل خطي =λ،بدست مي آوريم  
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   را محاسبه مي كنيم،1ϕسپس بردار ويژه تعميم يافته
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43ژه مستقل خطيحال دو بردار وي , vv24,3 را براي −=λ،محاسبه مي كنيم  
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   به شكل زير خواهد بود،Tلذا ماتريس تبديل
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   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 
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   بصورت زير قابل محاسبه است،Aمعادله مشخصه ماتريس
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)3( يك مقدار ويژه متمايز و يك مقدار ويژه مكرر مرتبه سه داردAلذا ماتريس =k.  
  

11براي مقدار ويژه مكرر −=λ،داريم   
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11 است، پس دو بلوك جردن براي مقدار ويژه مكررα=2لذا  −=λ وجود دارد و دو بردار ويژه 
  . مستقل خطي متناظر آن داريم
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   بدست مي آوريم،1vحال يك بردار ويژه تعميم يافته متناظر با بردار ويژه 
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04براي مقدار ويژه متمايز =λ4 يك بردار ويژهv،بصورت زير بدست مي آيد   
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   بصورت زير بدست مي آيد،Tبنابراين ماتريس تبديل
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   را بدست مي آوريم،Aسپس فرم كانونيكال جردن ماتريس 
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   داريم،MATLABافزار با استفاده از نرم 
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  20-5مثال
1111167 مقادير ويژه بصورتAدر يك ماتريساگر  ,,,,,, λλλλλλλ ويژه باشند و براي پنج مقدار 

تكراري فقط دو بردار ويژه مستقل خطي داشته باشيم، آنگاه فرم كانونيكال جردن مي تواند به شكل 
  ير بيان گردد،ز
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تعيين شكل بلوك هاي جردن  .در واقع يك ماتريس قطري حالت خاصي از فرم كانونيكال جردن است
 . را در نظر بگيريد1λ با يك مقدار ويژه مكرر مرتبه سوم مانندA×33ماتريس. ممكن است ساده نباشد

  براي اين ماتريس هر يك از صورتهاي كانونيكال جردن زير امكان پذير است،
  

  
  
  

)(0هر يك از اين سه ماتريس معادله مشخصه يكساني بصورت  3
1 =− λλليكن ماتريس.  دارند)(a 

 به c)( وb)(يس هايمتناظر با حالتي است كه فقط يك بردار ويژه مستقل خطي وجود دارد و ماتر
لذا حتي اگر مرتبه تكرار مقدار ويژه يكسان . ترتيب داراي دو و سه بردار ويژه مستقل خطي هستند

  .باشد، تعداد بلوك هاي جردن و ترتيب آنها ممكن است بسته به ساختار ماتريس اصلي متفاوت باشد
□  
  

  21-5مثال
  ر را در نظر بگيريد،ماتريس زي
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  .ابتدا معادله مشخصه و مقادير ويژه ماتريس حالت را بدست مي آوريم
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12,1مقادير ويژه عبارتند از،  −=λ و j±−= 14,3λبراي . م قطري بلوكي تبديل نمود لذا بايد به فر
   بردارهاي ويژه را بدست مي آوريم،Tبدست آوردن ماتريس تبديل
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11لذا فقط يك بردار ويژه مستقل خطي متناظر با  −=λ وجود دارد و بايد يك بردار تعميم يافته 
  .ديگر بدست آوريم
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11 تعميم يافته برايويژهحال يك بردار  −=λ،محاسبه مي كنيم   
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=−±jبردارهاي ويژه متناظر با  14,3λ،بصورت زير است   
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   خواهد بود، 3v هم مزدوج بردار ويژه4vردار ويژهب
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   بصورت زير بدست مي آيد،Tماتريس تبديل
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  .حال بايد فرم قطري بلوكي جردن را بدست آوريم
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   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

0                2.00-     1.00i + 0        1.00i - 0        

1.00             1.00      0.50i - 0.50-    0.50i + 0.50-    

 0                1.00             0                0        

1.00             0                0                0        

= T

jordan(A)=J][T,

2];- 2- 0 1;0 0 1 0;0 0 1- 0;1 0 0 [-1=A

  

 1.00-            0                0                0        

 1.00             1.00-            0                0        

  0                0        1.00i - 1.00-            0        

 0                0                0        1.00i + 1.00-    

= J  
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مختلط فرم قطري كامل ماتريس را  براي مقادير ويژه غير jordan(A)همانطور كه گفته شد دستور
 لذا در چنين مواقعي مي توان از برنامه . نمي كندارائه مي دهد و به فرم قطري بلوكي تبديل

myjordan.m براي بدست آوردن فرم حقيقي ماتريس تبديل و فرم قطري بلوكي ماتريس جردن 
 استفاده نمود،

T;*A\TJ

end

end        

1;f      

i));imag(T(:,i)T(:,      

0f & 0i)),isreal(T(: elseif   

0;f      

i));real(T(:,i)T(:,      

1f & 0i)),isreal(T(: if   

n:1i for

1;f

jordan(A);J][T,

size(A,1);n

)myjordan(AJ][T, function

form jordan blockand  matrix modal %Calculate

=

=

−=

====

=

=

====

=

=

=

=

=

 
  اجراي برنامه بصورت زير است،

1-    0    0     0     

1     1-    0     0     

0     0     1-    1-    

0     0     1     1-    

= J

0         2.0000-   1.0000-   0         

1.0000    1.0000    0.5000    0.5000-   

0         1.0000    0         0         

1.0000    0         0         0         

= T

)myjordan(A=J][T,

2];- 2- 0 1;0 0 1 0;0 0 1- 0;1 0 0 [-1=A

  

□  
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  مسائل
  .ويژه را بدست آوريد و سپس آنها را به فرم قطري تبديل كنيد براي ماتريس هاي زير مقادير -5-1
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   را در نظر بگيريد،B وA ماتريس هاي-5-2
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  . مقادير ويژه يكساني دارندB وAنشان دهيد كه ماتريس هاي) الف
  . را بصورت دو ماتريس يكسان قطري سازي كنيدB وAماتريسه هاي) ب
BARR وجود دارد، بطوريكهRي مانندنشان دهيد ماتريس معكوس پذير) ج   . است1−=
  . را بدست آوريد8B و8Aمقدار ) د
  
 نيز يك λ1شد، ثابت كنيد باA يك مقدار ويژه براي يك ماتريس متعامد مانندλ فرض كنيد-5-3

  . استAمقدار ويژه براي ماتريس
  
   براي هر يك از ماتريس هاي زير،-5-4
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A  

  .مقادير ويژه و بردارهاي ويژه را تعيين كنيد) الف
  .شكيل دهيدماتريس تبديل همانندي را ت) ب
  .ماتريس را به فرم قطري يا قطري بلوكي تبديل كنيد) ج
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 ثابت كنيد ضرايب معادله مشخصه يك ماتريس را مي توان با استفاده از الگوريتم بازگشتي زير -5-5
  بدست آورد،
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trace)(در اينجا k
k AW   . است=

  
 را قطري سازي مي كند، بردارهاي ويژه A تبديل همانندي باشد كه ماتريسT اگر-5-6

  . را بدست آوريدTAماتريس
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   ماتريس همبسته زير را در نظر بگيريد،-5-7
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  نشان دهيد كه معادله مشخصه آن بصورت زير است،) الف
01

1
1 aaaAI n

n
n ++++=− −

− λλλλ L  
   يك مقدار ويژه براي آن باشد، نشان دهيد بردار ويژه متناظر با آن بصورت زير است،iλاگر) ب
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   رابطه زير برقرار است،Aد براي يك ماتريس وندرموند نشان دهي-5-8
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nnA نشان دهيد كه يك ماتريس مربعي مانند-5-9  غير منفرد است، اگر و فقط اگر كليه مقادير ويژه ×
  .آن غير صفر باشند

  
يس هاي زير يك ماتريس تبديل مناسب بيابيد كه آنها را به فرم كانونيكال  براي هر يك از ماتر-5-10

  . جردن تبديل كند و سپس فرم جردن آن را بنويسيد
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A  

  
يس مربعي شبه متقارن حقيقي تمامي مقادير ويژه مقداري حقيقي يا يك ماتر اي ثابت كنيد بر-5-11

 .صفر يا موهومي هستند
  
   را در نظر بگيريد،A ماتريس-5-12
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  .اين ماتريس چند مقدار ويژه دارد؟ آنها را بيابيد)  الف
   وجود دارد؟Aچند بردار ويژه مستقل خطي براي ماتريس)  ب
   وجود دارد؟Aچند بردار ويژه تعميم يافته براي ماتريس) ج
  
   را با شرايط زير در نظر بگيريد،A ماتريس-5-13
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  .ت آوريد را بدسAفرم كانونيكال جردن ماتريس


