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  چند جمله اي ها و توابع ماتريسي
 
 
 
  
  
  
  
  
  

  مقدمه 6-1
 هاميلتون و كاربردهاي آن در محاسبه توابع ماتريسي به -به بيان قضيه كيلياين فصل   

در ادامه به مسئله تحقق فضاي حالت سيستم هاي خطي . خصوص توابع نمايي ماتريسي مي پردازد
مترين مباحث كنترل مدرن است پرداخته شده و نحوه حل معادلات تغييرناپذير با زمان كه يكي از مه

نويسي  همراه با مثال هاي كاربردي و كدفضاي حالت و روش هاي بدست آوردن ماتريس انتقال حالت
  . بيان گرديده استMATLAB هاي انجام شده در
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 جمله اي هاي ماتريسي چند توابع و 6-2
 n را مي توان بصورتnAماتريس. هاي آن  مي باشدساده ترين تابع يك ماتريس مربعي توان  

در حالت كلي يك چند جمله اي ماتريسي از يك .  در خودش تعريف كردAبار حاصلضرب ماتريس
  ماتريس مربع بدين صورت نوشته مي شود،

)6-1(           n
nAAAIAf αααα ++++= L2

210)(  
چند جمله اي هاي ماتريسي را مي توان همانند چند جمله اي . ها مقادير اسكالر هستندiαكه در آن

  . هاي اسكالر به عوامل مختلف تجزيه كرد
  

  1-6مثال
  . را محاسبه نماييدAf)(با توجه به تابع و ماتريس داده شده مقدار
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□  
  

   بصورت زير تعريف مي شود،Aماتريسيك سري بينهايت براي همانند متغيرهاي اسكالر   

)6-2(                    ∑
∞

=

=+++=
0

2
210)(

k

k
k AAAIAf αααα L  

  
)( منوط بر آن است كه سري اسكلرAf)(همگرايي سري بينهايت ماتريسي if λ همگرا باشد، كه 

  . مي باشدA مقدار ويژه ماتريسiλدر آن
  

  2-6مثال
   بصورت زير مي باشد، است كهAeتابع نمايي ماتريسينمونه اي از يك سري بينهايت 

∑
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 مستقل از اينكه مقادير Ae همگرا مي باشد، لذا تابع ماتريسيλ به ازاي تمامي مقاديرλeتابع اسكالر

  . ويژه آن چه باشند همواره همگرا است
□  
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 1 هاميلتون-قضيه كيلي مبحث توايع ماتريسي  يكي از مهمترين و پركاربردترين قضايا در  
  . ه اي برخوردار استاست كه از اهميت ويژ

nnAهر ماتريس مربعي:  هاميلتون-قضيه كيلي     . در معادله مشخصه خود صدق مي كند×
  

nnAبراي ماتريس مربعي: اثبات    داريم،×
)6-3(      nn

nAI λλαλααλ ++++=− −
−

1
110 L  

Adj)(در اينصورت ماتريس AI −λ كه يك ماتريس با عناصري از چندجمله اي هاي با درجه 
   است، بصورت زير تعريف مي شود،n−1كوچكتر يا مساوي

)6-4(         1
110)(Adj −
−+++=− n
nBBBAI λλλ L  

110كه در آن ,,, −nBBB Kماتريس هاي nn×مي باشند  .  
  

nnBاز طرفي مي توان نشان داد كه براي هر ماتريس مربعي مانند    زير برقرار است، رابطه×
nIBBBBB == ))(Adj())(Adj(  

   با توجه به اين مسئله مي توان نوشت،
)6-5(      nIAIAIλI-A −=− λλ )()Adj(  

   عبارت زير بدست مي آيد،)5-6(ه در رابط) 4-6(و ) 3-6(با قرار دادن رابطه
n

nn
n

n
n IBBBAI )())(( 1

110
1

110 λλαλααλλλ ++++=+++− −
−

−
− LL  

  
  از رابطه اخير مي توان تساوي هاي زير را نتيجه گرفت،
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IAAAAبا پيش ضرب كردن معادلات بالا به ترتيب در  nn ,,,,, 21 K− و جمع كردن طرفين آنها 
  عبارت زير بدست مي آيد،

nn
n AAAI ++++= −
−

1
110 ααα L0  

nnAبنابراين ماتريس مربعي   . در معادله مشخصه خود صدق مي كند×
□  

                                                 
١ Cayley - Hamilton Theorem 
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  3-6مثال
   . بررسي كنيدA هاميلتون را براي ماتريس-قضيه كيليصحت 
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  ت مي آيد، بصورت زير بدسAمعادله مشخصه براي ماتريس
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   را در اين معادله قرار داده و حاصل را محاسبه مي كنيم،Aحال ماتريس
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  . هاميلتون تصديق مي شود-بدين ترتيب صحت قضيه كيلي
□  
  
   محاسبه ماتريس معكوس-6-2-1

  يلتون محاسبه ماتريس معكوس است،  هام-يكي از كاربردهاي قضيه كيلي  
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 هاميلتون با استفاده از چندجمله اي مشخصه ماتريس -لذا ماتريس معكوس به كمك قضيه كيلي
  بدست مي آيد،

)6-6(                            )(1
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1 IAAA n
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   نوشت،MATLABدر نرم افزار براي اجراي اين روش مي توان برنامه اي بصورت زير 
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AA;*1))(-1/cp(n Ainv 

end

i);-(nA^*cp(i)  AA  AA   

n:1i for

poly(A);  cp

(A));zeros(size  AA

size(A,1);  n

AinvCH(A) Ainv  function

method Hamilton Cayley by inverse Matrix  %

+=

+=

=

=

=

=

=

  

  
  4-6مثال

  . را بدست آوريدA−1 هاميلتون مقدار -قضيه كيليبا استفاده از 
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   بصورت زير بدست مي آيد،Aمعادله مشخصه براي ماتريس
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   مي توان بصورت زير عمل كرد،A−1براي محاسبه
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8
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   نيز چنين پاسخي بدست مي آيد،AinvCH(A)با اجراي برنامه 

0.7500-   0.1250-   

2.0000    0.5000    

=Ainv 

AinvCH(A) =Ainv 

4];- 16;-1 [6=A

  

  سي نمود،با محاسبه ماتريس معكوس بوسيله نرم افزار مي توان صحت جواب را برر
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0.7500-   0.1250-   

2.0000    0.5000    

= ans

inv(A)

4];- 16;-1 [6=A

  

□  
  
   ي محاسبه چندجمله اي هاي ماتريس-6-2-2

 بدين صورت يماتريسي از يك ماتريس مربع mمرتبهدر حالت كلي يك چندجمله اي   
  نوشته مي شود،

)6-7(          m
m AAAIAP αααα ++++= L2

210)(  
گذاري مستقيم ماتريس و توان رساني هاي متوالي محاسبه حاصل اين چند جمله اي را مي توان با جاي

يكي از كاربردهاي قضيه . نمود، كه براي چندجمله اي هاي مرتبه بالا مستلزم محاسبات فراواني است
   . اسبه چندجمله اي هاي ماتريسي است، كه انجام كار بسيار ساده تر مي گردد هاميلتون مح-كيلي

  چندجمله اي مشخصه ماتريسλQ)( وm يك چندجمله اي مرتبهλP)(فرض كنيد  

nnAمربعي حاصل تقسيم .  باشد×
)(
)(

λ
λ

Q
P،را مي توان بصورت زير بيان كرد   

)()()()(
)(
)()(

)(
)( λλλλ

λ
λλ

λ
λ RQFP

Q
RF

Q
P

+=→+=  

iλλحال اگر.  باقيمانده تقسيم مي باشندλR)(خارج قسمت و λF)(كه در آن،  يك مقدار ويژه =
)(0 باشد،Aماتريس =iQ λ،خواهد بود و رابطه بالا بصورت زير قابل نوشتن است   

)()()()()()( iiiiii RPRQFP λλλλλλ =→+=  
   هاميلتون مي توان نوشت،-كيلي با توجه به قضيه و
)6-8(                                            )()( ARAP =  

 AR)( مي توان حاصل چندجمله ايm با مرتبهAP)(لذا مي توان به جاي محاسبه چند جمله اي
  . استn−1 كه مرتبه آنرا محاسبه نمود

  
  5-6مثال

  .را براي آن بدست آوريدAP)( را در نظر بگيريد و چند جمله اي Aماتريس

IAAAAAAPA +++++=⎥
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= 4163216)(,
41

166 2345  

  جايگذاري مستقيم،: روش اول
  جمله اي مذكور جواب را بدست مي آوريم، در چندAبا قرار دادن ماتريس



                                                                           چندجمله اي ها و توابع ماتريسي: فصل ششم
  

Applied Linear Algebra with MATLAB 
S. Sedghizadeh, Systems and Control Dept., KNTU 

351 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

=

10
01

164
6424

032
512320

1024384
61442816

1024640
102405376

384176
28161376

10
01

41
166

4
41

166
16

41
166

32
41

166
16

41
166

)(
2345

AP  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

=
24471236
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)(AP  

 است و استفاده Aهمانطور كه مشخص است اين روش مستلزم توان رساني هاي متعدد براي ماتريس
  .از آن براي چند جمله اي هاي مرتبه بالا بسيار دشوار مي باشد

  
   هاميلتون،-استفاده از قضيه كيلي: مروش دو

 AR)( مي توان از چندجمله ايAP)( در چند جمله اي مرتبه بالايAبجاي جايگذاري ماتريس
 را بدست AP)(حال با اين مقدمه حاصل چند جمله اي. استفاده كرد كه به مراتب درجه كمتري دارد

  مي آوريم، براي اين منظور دو راه كار وجود دارد،
  با انجام تقسيم چندجمله اي، -1

در اين روش ابتدا تقسيم
)(
)(

λ
λ

Q
Pرا انجام داده و چند جمله اي باقيمانده )(λR،را بدست مي آوريم   

82)(,4163216)( 22345 −−=+++++= λλλλλλλλλ QIP  
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   هاميلتون داريم،-با توجه قضيه كيلي
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  بدون انجام تقسيم چند جمله اي، -2
در اين روش تقسيم 

)(
)(

λ
λ

Q
Pبا توجه به مرتبه چند جمله اي مشخصه، بديهي است كه .  انجام نمي شود

  لذا آن را بصورت كلي زير در نظر مي گيريم،.  از مرتبه يك مي باشدλR)(چندجمله اي باقيمانده
01)( ccR += λλ  

   را بدست مي آوريم،0c و1cحال مقدار

10210222
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225)()(2
47441)()(4
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ccccPR
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12361لذا با حل اين دستگاه معادلات مقدار =c24970 و =cبدست مي آيد .  
24971236)( += λλR  

   هاميلتون مي توان نوشت،-و با توجه قضيه كيلي
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  6-6مثال
  را در نظر بگيريد،Aماتريس

                                 ⎥
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  ابع ماتريسي زير را بدست آوريد،  و تA هاميلتون معكوس ماتريس-ه كيليبا استفاده از قضي
IAAAAP 842)( 35 +++=   
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1662 −−=− λλλ AI  

   هاميلتون داريم،-با توجه به قضيه كيلي
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  ،AP)(اي محاسبه چندجمله -
166)(,842)( 235 −−=−=+++= λλλλλλλλ AIQP  

چندجمله اي باقيمانده تقسيم
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Pاز مرتبه يك مي باشد .  

01)( ccR += λλ  
   را بدست مي آوريم،0c و1cحال مقدار
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33881دستگاه معادلات مقداربا حل اين  =c67280 و =cبدست مي آيد .  
67283388)( += λλR  

   هاميلتون مي توان نوشت،-و با توجه قضيه كيلي

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
=+=

=

338323388
048

10
01

6728
81
02

338867283388)(

)()(

IAAP

ARAP
  

□  



                                                                           چندجمله اي ها و توابع ماتريسي: فصل ششم
  

Applied Linear Algebra with MATLAB 
S. Sedghizadeh, Systems and Control Dept., KNTU 

353 

  7-6مثال
  . هاميلتون بدست آوريد-را به كمك قضيه كيلي AP)(جمله اي را در نظر بگيريد و چندAماتريس

IAAAAAAPA +++++=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
= 4163216)(,

200
120
012

2345  

  ابتدا معادله مشخصه و مقادير ويژه ماتريس را بدست مي آوريم،
2)2()( 321

3 ===→−==− λλλλλλ QAI  
 چندجمله λQ)( برλP)( مرتبه سه است، چندجمله اي باقيمانده تقسيمλQ)(با توجه به اينكه 

  اي مرتبه دو خواهد بود،
01

2
2)( cccR ++= λλλ  

21حال مقدار ,cc0 وc،را بدست مي آوريم   
21012110111 42)2()()(2 cccPcccPR ++=→++==→= λλλλλ  

در اين . دست نمي آيدچون مقادير ويژه تكراري هستند براي دو مقدار ويژه بعدي معادله جديدي ب
در اين مسئله دو معادله ديگر بايد بدست آوريم لذا از .  كمك مي گيريمλR)(مواقع از مشتقات 

   استفاده مي كنيم،λR)(مشتق مرتبه اول و دوم

2

12

2)(

2)(

cR

ccR

=

+=

λ

λλ
&&

&
  

  حال داريم،

2111

21121111

2)()(2

4)2(2)()(2

cPR

ccPccPR

==→=

+=→+==→=

λλλ

λλλλ
&&&&

&&&
  

21لذا مقدار ,cc0 وc،از حل دستگاه معادلات زير بدست مي آيد   

672,1644,4159

1344)2(2

1044)2(4

617)2(42

210

2

21

210

=−=−=→
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

==

==+

==++

ccc

Pc

Pcc

Pccc

&&

&  

  بنابراين داريم،
41591644672)( 2 −−= λλλR  

   هاميلتون مي توان نوشت،-و با توجه قضيه كيلي

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=−−=

475900
104447590
67210444759

41591644672)( 2 IAAAP  

□  
  



 354  چندجمله اي ها و توابع ماتريسي:     فصل ششم                                                                                   

Applied Linear Algebra with MATLAB 
S. Sedghizadeh, Systems and Control Dept., KNTU 

 

   محاسبه توابع ماتريسي-6-2-3
از جمله پركاربردترين . ر تحليل مسائل نياز به محاسبه برخي از توابع ماتريسي داريمگاهي د   

  اين توابع عبارتند از،
K),cos(),sin(,e AtAtAt  

  براي محاسبه حاصل اين توابع مي توان بسط آنها بصورت يك چند جمله اي نامتناهي در نظر گرفت،

)6-9  (

∑

∑

∑

∞

=

∞
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∞

=

−
=−+−+−=

+
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=−+−+−=

=++++++=

0

24422

0

125533

0

3322

)(
)!2(
)1(

!
1

!4
1

!2
1)cos(

)(
)!12(

)1(
!

1
!5

1
!3

1)sin(

!
)(

!
1

!3
1

!2
1

n

n
n

nn

n

n
n

nn

n

n
nnAt

At
n

tA
n

tAtAIAt

At
n

tA
n

tAtAAtAt

n
AttA

n
tAtAAtIe

LL

LL

LL

  

لذا افراد همواره به دنبال . رم بسته اين توابع از روي سري بينهايت كار دشواري استليكن محاسبه ف
يكي از كاربردهاي قضيه . روش هايي هستند كه بتواند فرم بسته اي از توابع ماتريسي را ارائه دهد

 به صورت كلي توابع ماتريسي را مي توان . هاميلتون در محاسبه پاسخ بسته توابع ماتريسي است-كيلي
  شكل زير نمايش داد،

LL +++++++= +
+

1
1

3
3

2
21 )()()()()()( n

n
n

n AtAtAtAtAtIAf ααααα  
  

 هاميلتون براي محاسبه حاصل اين توابع استفاده نماييم، نامتناهي بودن اين -حال اگر از قضيه كيلي
چندجمله اي مي تواند مشكل ساز گردد، ليكن در ادامه نشان مي دهيم كه اين سري بينهايت را مي 

 نمايش داد و به راحتي از nA−1 تا0Aود بر حسب توان هايتوان بصورت يك چند جمله اي محد
  . هاميلتون براي محاسبه آن استفاده نمود-قضيه كيلي

),,( 101
1

2
210

−−
−

−
− =−−−−−= nn

n
n

n
n AAgAcAcAcIcA KL  

  
),,( 10

1
1

2
2

10
1 −

−
−

−
+ =−−−−−= nn

n
n

n
n AAhAcAcAcAcA KL  

  
لذا در .  نمايش دادnA−1 تا0A برحسب توان هايي ازرا مي توانnيعني تمام جملات مرتبه بالاتر از

   را بصورت زير بيان كرد،Af)(حالت كلي مي توان
1

1
3

3
2

21 )()()()()( −
−+++++= n
n AtAtAtAtIAf ββββ L  

  
  شت،چندجمله اي محدود خواهد بود و مي توان نو هم يك AR)(به اين ترتيب

)()( ARAf =  
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  8-6مثال
   را در نظر بگيريد،Aماتريس

                                 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

31
22

A        

 را بدست sin(A( و فرم بستهAP)(ابع ماتريسي تkAماتريس هاميلتون -ده از قضيه كيليبا استفا
IAAآوريد و نشان دهيد =+ )(cos)(sin   . است22

IAAAAP 842)( 35 +++=  
  
  ،kA ماتريس محاسبه-

45)(,)( 2 ++=−== λλλλλλ AIQf k  

چندجمله اي باقيمانده تقسيم
)(
)(

λ
λ

Q
fاز مرتبه يك مي باشد .  

01)( ccR += λλ  
   را بدست مي آوريم،0c و1cحال مقدار

10210222

10110111

4)4()()(4

)1()()(1

ccccfR

ccccfR
k

k

−=−→+==→−=

−=−→+==→−=

λλλλ

λλλλ  

))1()4((با حل اين دستگاه معادلات مقدار
3
1

1
kkc )4)1()4(( و=−−−

3
1

0
kkc −−−=   

   هاميلتون مي توان نوشت،-و با توجه قضيه كيلي

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−

+−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
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⎤
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⎣

⎡
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−
=+=

=
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0101 3
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31
22
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)()(
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ccIcAcAf

ARAf
  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−+−−−−
−−−−+−

=
))4(2)1(())4()1((
))4()1(())4()1(2(

3
1

3
1

3
2

3
1

kkkk

kkkk
kA  

  
  ،AP)( محاسبه چندجمله اي-

45)(,842)( 235 ++=−=+++= λλλλλλλλ AIQP  

چندجمله اي باقيمانده تقسيم
)(
)(

λ
λ

Q
Pاز مرتبه يك مي باشد .  

01)( ccR += λλ  
  يم، را بدست مي آور0c و1cحال مقدار
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10210222

10110111

41160)()(4
1)()(1

ccccPR
ccccPR

−=−→+==→−=
−=→+==→−=

λλλλ
λλλλ  

3871 با حل اين دستگاه معادلات مقدار =c3880 و =cبدست مي آيد .  
388387)( += λλR  

   هاميلتون مي توان نوشت،-و با توجه قضيه كيلي

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=+=

=

773387
774386

10
01

388
31

22
387388387)(

)()(

IAAP

ARAP
  

  
  ،sin(A( محاسبه تابع-

   هاميلتون،-وجه به قضيه كيليبا ت
AcIcARA 10)()sin( +==  

1021022

1011011

4)4sin()sin(4
)1sin()sin(1

cccc
cccc
−=−→+=→−=
−=−→+=→−=

λλλ
λλλ  

  با حل دستگاه داريم،

)]1sin()4[sin(
3
1,)]1sin(4)4[sin(

3
1

10 −−−−=−−−−= cc  
  به اين ترتيب،

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+−−+−−
−+−−−+−

=+=
)1sin()4sin(2)1sin()4sin(

)1sin(2)4sin(2)1sin(2)4sin(
3
1)sin( 10 AcIcA  

  
IAA نشان دهيد- =+ )(cos)(sin 22،  

   هاميلتون،-با توجه به قضيه كيلي
AcIcARA 10)()cos( +==  

1021022

1011011

4)4cos()cos(4
)1cos()cos(1

cccc
cccc
−=−→+=→−=
−=−→+=→−=

λλλ
λλλ  

  با حل دستگاه داريم،

)]1cos()4[cos(
3
1,)]1cos(4)4[cos(

3
1

10 −−−−=−−−−= cc  
  به اين ترتيب،

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+−−+−−
−+−−−+−

=+=
)1cos()4cos(2)1cos()4cos(

)1cos(2)4cos(2)1cos(2)4cos(
3
1)cos( 10 AcIcA  
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sin)(cos)(حال مقدار 22 AA    را بدست مي آوريم،+

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−+−−+−−
−+−−−+−

=
)1(sin3)4(sin6)1(sin3)4(sin3
)1(sin6)4(sin6)1(sin6)4(sin3

9
1)(sin 2222

2222
2 A  

  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−+−−+−−
−+−−−+−

=
)1(cos)4(cos6)1(cos3)4(cos3

)1(cos6)4(cos6)1(cos6)4(cos3
9
1)(cos 2222

2222
2 A  

IAAلذا  =+ )(cos)(sin   . خواهد بود22
  

 براي محاسبه توابع ماتريس fun''funm(A,=F( از دستور MATLABدر نرم افزار   
بطور مثال براي محاسبه .  نام تابع نوشته مي شودfunدر اين دستور به جاي عبارت . استفاده مي شود

تم  همچنين براي توابع نمايي، لگاريsin''funm(A,=F( مي نوايسيمA)sin(تابع ماتريسي
  . وجود داردsqrtm(A) و expm(A) ، logm(A)طبيعي و ريشه دوم دستورهاي خاص 

  
  به اجراي دستور توجه نماييد،

0.2240    0.5328-   

1.0655-   0.3087-   

= Fs

)sin''funm(A,=Fs

3];- 2;1 [-2=A

  

1.0000    0.0000    

0.0000    1.0000    

= ans

Fc^2+Fs^2

0.2557-   0.3980    

0.7960    0.1423    

= Fc

)cos''funm(A,=Fc

  

□  
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  9-6مثال
  اگر ماتريس سيستمي بشكل زير باشد، 

2 1 0
0 2 1
0 0 2

A
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

  

  . هاميلتون بيابيد-را با روش كيلي ln(A( وAeماتريس
  

3
1 2 3

2 1 0
( ) 0 2 1 ( 2) 0 2

0 0 2
Q I A

λ
λ λ λ λ λ λ λ

λ

− −
= − = − − = − = → = = =

−

بدين ترتيب چندجمله اي مشخصه و مقادير ويژه ماتريس حالت را بدست مي آوريم، كه يك مقدار 
با توجه اينكه چندجمله اي مشخصه مرتبه سه است، باقيمانده حاصل از . ويژه تكراري با مرتبه سه دارد

   مرتبه دو خواهد بود،λQ)( برAf)( تابع كليقسيم بسطت
2

2 1 0( )R c c cλ λ λ= + +  
   را بدست مي آوريم،0c و2c،1cحال مقدار

210
2
12110111 42)2()()(2 cccfcccfR ++=→++==→= λλλλλ  

)ژه تكراري هستند لذا براي بدست آوردن معادلات ديگر از مشتقاتاز آنجاييكه مقادير وي )R λ 
  .استفاده مي نماييم

2212

12112112

2)2(2)(2)(

4)2(2)(2)(

cfcRcR

ccfccRccR

=→=→+

+=→+=→++
&&&&&&

&&&

λλ

λλλλ  

 0c و2c،1c لذا دستگاه معادلات بصورت زير بدست مي آيد كه با حل اين دستگاه معادلات مقدار
  بصورت زير خواهد بود،
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   هاميلتون مي توان نوشت،-با توجه قضيه كيلي
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⎥
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)2(00
)2()2(0
)2()2()2(

)(
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f
ff
fff

Af &

&&&

  

 را بدست آورديم مي توانيم تك تك توابع ماتريسي خواسته شده Af)(حال كه صورت كلي ماتريس
   به راحتي محاسبه نماييم،را

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
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⎣

⎡

==
2

22

2
2
122

00
0)(

e
ee
eee

eAf A  

  
   مي توان صحت جواب را بررسي نمود،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

7.3891    0         0         

7.3891    7.3891    0         

3.6945    7.3891    7.3891    

= ans

expm(A)

2]; 0 1;0 2 0;0 1 [2=A

  

  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
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⎣

⎡
==

−

)2ln(00
)2ln(0

)2ln(
)ln()( 2

1
8
1

2
1

AAf  

  
   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

0.6931    0.0000-   0.0000    

0.5000    0.6931    0.0000    

0.1250-   0.5000    0.6931    

= ans

logm(A)

2]; 0 1;0 2 0;0 1 [2=A

  

  
 در مواردي كه ريشه تكراري وجود دارد fun''funm(A,=F(ورلازم به ذكر است استفاده از دست

  .ممكن است پاسخ دستي ارائه ندهد
□  
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  10-6مثال
  را در نظر بگيريد، Aماتريس

                                 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
=

81
02

A        

   را بدست آوريد، Ate وsin(At(سي هاميلتون توابع ماتري-با استفاده از قضيه كيلي
  ابتدا معادله مشخصه ماتريس را بدست مي آوريم،

166)( 2 −−=−= λλλλ AIQ  
  

  ،sin(At( محاسبه تابع -
   هاميلتون،-با توجه به قضيه كيلي

AcIcARAt 10)()sin( +==  
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2)2sin()sin(2
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λλλ  

  ا حل دستگاه داريم،ب
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1,)]2sin(4)8[sin(

5
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10 ttcttc −−=−+=  
  به اين ترتيب،
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  ،Ate محاسبه تابع -

   هاميلتون،-با توجه به قضيه كيلي
AcIcAReAt 10)( +==  
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  با حل دستگاه داريم،

][
10
1,]4[

5
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0
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  ب،به اين ترتي
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 استفاده مي شود و expm براي محاسبه تابع نمايي ماتريسي از دستور MATLABدر نرم افزار 
   مي توان بصورت زير عمل كرد،Ateبراي بدست آوردن فرم پارامتري

t)]*exp(8        t),*exp(-2*1/10-t)*exp(8*1/10 [

0]                t),*exp(-2                      [

= ans

t)*expm(A

);t'sym('=t

8]; 0;1 [-2=A

  

  . مجاز نيستsym براي متغيرهاي از نوع fun''funm(A,=F(لازم به ذكر است استفاده از دستور
□  
  

  11-6مثال
  ماتريس زير را در نظر بگيريد،
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A  

  . هاميلتون بدست آوريد- را با استفاده از روش كيليAteماتريس
  

  ويژه را تعيين مي كنيم،براي اين منظور ابتدا معادله مشخصه سيستم را بدست آورده و مقادير 
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   در اين حالت درجه دو خواهد بود،λR)(قيماندهمرتبه سوم است، لذا چند جمله اي با

2
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   مي توان نوشت،iλحال مي دانيم براي يك مقدار ويژه مانند

2
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)(]exp[با جايگذاري tf ii λλ 11 و سه تا مقادير ويژه= −=λ ،22 −=λ33 و −=λ در معادله 
  اخير يك دستگاه معادلات سه معادله سه مجهول بدست مي آيد، 
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  ها بدست مي آيند،kcبا حل اين معادلات ضرايب
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   را بصورت زير بدست آورد،Ateحال مي توان ماتريس
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  لذا داريم،
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□  
  
  مدلسازي فضاي حالت سيستمهاي خطي 6-3

تابع  مدلسازي و تحليل سيستم ها بر اساس ،در روش هاي مبتني بر كنترل كلاسيك  
. ارتباط بين ورودي و خروجي سيستم را بيان مي داردتابع تبديل . ي گيرد سيستم صورت م1تبديل

   يك خروجي زير را در نظر بگيريد،-سيستم يك ورودي
  

                  
  

  تابع تبديل اين سيستم بصورت زير بيان مي گردد،
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اگر معادله . وان از معادلات ديفرانسيل سيستم استفاده كردبراي بدست آوردن نمايش تابع تبديل مي ت
   باشد،رانسيل سيستمي به فرم زيرديف
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  با تبديل لاپلاس گرفتن از طرفين اين معادله مي توان تابع تبديل آن را بصورت زير بدست آورد،

                                                 
١ Transfer Function 

)(sR )(sY)(sT
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 و ريشه هاي  سيستممعادله مشخصهليل سيستم ها چندجمله اي مخرج تابع تبديل را در تح
 و ريشه هاي چند جمله اي صورت تابع تبديل را 1قطب هاي سيستمچندجمله اي مشخصه را 

   .مي نامند  2صفرهاي سيستم
  

  12-6مثال
)(0  سر خازن ولتاژ دوt≥0اگر براي زمان هاي مدار الكتريكي زيردر  Vtv  باشد، و در =

 و تابع تبديل  كليد سمت راست باز شده و كليد سمت چپ بسته شود ، ولتاژ دو سر خازنt=0لحظه
  . بدست آوريدt<0 را برايسيستم

  
  

  طه را بدست مي آوريم،با اعمال قوانين مدارهاي الكتريكي معادلات ديفرانسيل مربو
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نسيل مرتبه اول غير در اين مثال براي بدست آوردن ولتاژ دو سر خازن نياز به حل يك معادله ديفرا
  تابع تبديل سيستم با توجه به ورودي خروجي تعيين شده بصورت زير بدست مي آيد،. همگن داريم
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  ز شرايط اوليه تابع تبديل بصورت زير بدست مي آيد،با صرفنظر ا
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□  

                                                 
١ System Poles 
٢ System Zeros 
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 از  مي باشد،1فضاي حالت مدلسازي سيستم برپايه ،در روش هاي مبتني بر كنترل مدرن  
 چند خروجي و -آن براي سيستم هاي چند ورودي  از قابليت استفاده،جمله مزاياي اين روش مدلسازي

صورت كلي معادلات فضاي حالت بشكل زير . ر خطي و متغير با زمان مي باشدسيستم هاي خطي، غي
  است،

)6-12                                    ([ ]
[ ]tttgt

tttft
),(),()(
),(),()(

uxy
uxx

=
=&  

1)(كه در آن tn×xعناصر آن،  است و بردار حالتnxx ,,1 K 1)(. مي نامندمتغيرهاي حالت را tm×u 
1)(بردار ورودي و tk×yدر حالت كلي.  بردار خروجي هستندfو g نيز توابع غير خطي متغير با زمان 

براي سيستم هاي خطي . هستند كه نحوه ارتباط بردارهاي حالت، ورودي و خروجي را نشان مي دهند
  پذير با زمان معادلات بصورت زير قابل ساده سازي هستند،تغيير نا
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nnAكه در آن، mnB ماتريس حالت،× nkC ماتريس ورودي،× mkD ماتريس خروجي و×  ماتريسي ×
نمودار بلوكي نمايش يك سيستم . ارتباط مستقيم بين ورودي و خروجي را نشان مي دهداست كه 

  در شكل زير نشان داده شده است،خطي تغيير ناپذير با زمان بوسيله فضاي حالت 
  

  
  
  
  
  
  
  

   نمودار بلوكي سيستم خطي تغيير ناپذير با زمان با نمايش فضاي حالت-) 1-6(شكل
  

تعبير فيزيكي داشته باشد و قابل اندازه گيري با حسگر باشد، مانند متغيرهاي حالت مي تواند   
ولتاژ، جريان، دما، سرعت، فشار و جابجايي و نيز مي تواند كاملاً رياضي باشد و تعبير فيزيكي نداشته 

از آنجاييكه نمايش فضاي . باشد و علت استفاده از آنها فقط براي ساده سازي محاسبات رياضي است
بر خلاف تابع تبديل كه يك نمايش  به انتخاب متغيرهاي حالت انتخاب شده دارد، لذا حالت بستگي

منحصربفرد از يك سيستم است، نمايش هاي فضاي حالت متعددي براي يك سيستم مي توان بدست 
  .آورد

                                                 
١ State Space 
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  13-6مثال
  است،معادلات ديفرانسيل اين سيستم بصورت زير  مدار الكتريكي زير را در نظر بگيريد،
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معادله . را به عنوان متغيرهاي حالت انتخاب مي كنيم tVC)( و ولتاژ خازنti)(جريان سلف

   بصورت دو معادله ديفرانسيل مرتبه اول تفكيك نمود، مي توانبالا رارانسيل مرتبه دوم ديف
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   سيستم بصورت زير خواهد بود،لذا نمايش فضاي حالت
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اگر ولتاژ دو سر خازن را به عنوان خروجي در نظر بگيريم، معادله خروجي نيز بصورت زير نوشته مي 
  شود،
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□  
  

  14-6مثال
1)(تغيرهاي حالت را بصورت اگر م tx 2)( جريان سلف و tx ،ولتاژ دو سر خازن در نظر بگيريم 

  .معادلات فضاي حالت سيستم زير را بدست آوريد
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  ابتدا معادلات حاكم بر مدار را مي نويسيم،
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1)()(متغيرهاي حالت titx L=2)()(جريان سلف و tVtx C=،ولتاژ خازن هستند   
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□  
 

  15-6مثال
321با توجه به متغيرهاي حالت ,, xxxيك تحقق فضاي حالت براي سيستم زير بدست آوريد ،.  

  
  

  
  
  
  
  
  

   استخراج نمود،با توجه به نمايش بلوكي سيستم داده شده مي توان معادلات زير را
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حال با توجه به متغيرهاي حالت تعريف شده، معادلات حاصل را به فرم معادلات فضاي حالت مرتب 

  مي نماييم،
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□  
  

سيل سيستم در حالت كلي معادلات فضاي حالت سيستم را مي توان از روي معادلات ديفران  
  را در نظر بگيريد،  تك خروجي-يك سيستم تك وروديمعادله ديفرانسيل . بدست آورد
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فرم معادلات فضاي حالت ه  آنها را بداريم كه مي توان معادله ديفرانسيل مرتبه اول n تعداددر اينجا
  نمايش داد،
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nxx حالت گويند و متغيرهاي1رم همبستهف يبه چنين طرز نمايش ,,1 K مي 2متغيرهاي فاز را 

حاصل به فضاي حالت در صورتيكه متغيرهاي فاز را عكس اين حالت در نظر بگيريم، معادلات . نامند
  فرم زير بدست مي آيد،

)6-16   (    

[ ]

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −−−−−

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

−−

−

)(
)(

)(
)(
)(

10000)(

)(

0
0

0
0

)(
)(

)(
)(
)(

01000
00000

00010
00001

)(
)(

)(
)(
)(

1

3

2

1

0

1

3

2

112210

1

3

2

1

tx
tx

tx
tx
tx

ty

tu

b

tx
tx

tx
tx
txaaaaa

tx
tx

tx
tx
tx

n

n

n

n

nn

n

n

M
L

MM

L

L

MMMMMM

L

L

L

&

&

M

&

&

&

  

  
  

                                                 
١ Companion Form 
٢ Phase Variables 
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  16-6مثال
  دوم زير را در نظر بگيريد،معادله ديفرانسيل مرتبه 

)()(3)(2)( tutytyty =−+ &&&  
  .با تعريف متغيرهاي فاز فرم همبسته آن را بدست آوريد

  
  واضح است كه در اينجا دو متغير فاز خواهيم داشت،
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  بصورت زير بدست مي آيد،حال معادلات فضاي حالت سيستم 
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□  
  

  17-6مثال
  تابع تبديل زير را در نظر بگيريد،

33
1

)(
)()( 2 ++
==

sssR
sYsT  

  .نمايش فضاي حالت سيستم را به فرم همبسته بدست آوريد
  

  معادلات ديفرانسيل چنين سيستمي بصورت زير بدست مي آيد،
)()(3)(3)()()(3)(3)(2 trtytytysRsYssYsYs =++→=++ &&&  

  حال با انتخاب متغيرهاي فاز فرم ماتريسي معادلات را بدست مي آوريم،
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   چنين خواهد بود،نمايش فضاي حالت
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  با توجه به ارتباط خروجي سيستم با متغيرهاي فاز مي توان چنين رابطه اي را بدست آورد،
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حال اگـر مقـادير   . يمتوانستيم معادلات فضاي حالت سيستم مذكور را از روي تابع تبديل آن بدست آور            
كه مقادير ويژه بدست آمده همان قطب هاي تابع تبـديل            را بدست آوريم خواهيم ديد       Aويژه ماتريس 

  .سيستم مذكور است

2
3

2
30330

33
1 2 jAI ±

−
=→=++→=

+
−

=− λλλ
λ

λ
λ  

  مشخص است قطب هاي اين سيستم بصورت زير بدست مي آيند،

2
3

2
30332 jsss ±

−
=→=++  

 فرم تابع تبديل را مشاهده ,den)tf(num  مي توان با استفاده از دستورMATLAB در نرم افزار
  . ضرايب چندجمله اي هاي صورت و مخرج تابع تبديل هستندden و numكرد

 براي تبديل نمايش تابع تبديل به نمايش فضاي ,den)tf2ss(num,=D]C,B,[Aاز دستور
   دستورها توجه نماييد،به اجراي اين. حالت استفاده مي شود

0     

= D

1     0     

= C

0     

1     

= B

0     1     

3-    3-    

= A

den)tf2ss(num,=D]C,B,[A,

3 + s 3 + s^2

-------------

1      

:function Transfer

 

den)tf(num,

3]; 3 [1=den

[1];=num

  

  
□  
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  18-6مثال
  تابع تبديل زير را در نظر بگيريد،
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1

)(
)()( 2 ++
==

sssR
sYsT  

  نمايش بلوكي سيستم بصورت زير است،

  
  .بيدبا توجه به متغيرهاي حالت تعريف شده يك نمايش فضاي حالت جديد براي سيستم مذكور بيا
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  با فرض اينكه شرايط اوليه صفر است،
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   معادلات حالت بصورت زير بدست مي آيد،نمايش
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  حال اگر مقادير ويژه ماتريس حالت را بدست آوريم همانند قبل خواهد بود، 

2
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12 2 jAI ±
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=− λλλ
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λ
λ  

ت كه نمايش بدست آمده با مثال قبل تفاوت دارد، ليكن هر دو نمايش متعلق به يك مشخص اس
و  هستند  قابل تبديل به يكديگر هستند، لذامعادلهم مرتبه و سيستم واحد هستند، لذا اين دو نمايش 

   .براي تبديل آنها به يكديگر مي توان از تبديل هاي همانندي استفاده نمود
□  
  

)(sY  1x2x)(sR  
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 را  سيستم ي فضاي حالت بدست آمده مي توان به راحتي تابع تبديلاز روي نمايش ها   
  براي اين منظور بصورت زير عمل مي كنيم،. بدست آورد
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  با توجه معادلات بدست آمده داريم،
)()()()()()( 1 sBUAsIsXsBUsXAsI −−=→=−  

)()()()( 1 sDUsBUAsICsY +−= −  
  ،تابع تبديل سيستم بصورت زير بدست مي آيدلذا 

)6-17(                                   DBAsIC
sU
sY

+−= −1)(
)(
)(  

  . مي گويندبازسازيبدست آوردن تابع تبديل از روي تحقق فضاي حالت سيستم را 
  

  19-6مثال
  .تابع تبديل سيستمي با نمايش فضاي حالت زير را بيابيد
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 ضرايب تابع تبديل از روي تحقق فضاي حالت مي توان  براي بدست آوردنMATLABدر نرم افزار 

  ، استفاده نمود,D)C,B,ss2tf(A,=den][numاز دستور
  

 

0;=D

0]; [1=C

[1;0];=B

3];- 2;1- [0=A
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2 + s 3 + s^2

-------------

3 + s    

:function Transfer

 

den)tf(num,

2     3     1     

= den

3     1     0     

= num

D)C,B,ss2tf(A,=den][num,

  

) ب
[ ]⎪

⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

)(
)(

01)(

)(
1
0

)(
)(

11
12

)(
)(

2

1

2

1

2

1

tx
tx

ty

tr
tx
tx

tx
tx

&

&

  

  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−

+

++
=

−
−

=−→⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
−+

=− −

21
11

33
1)()(

11
12

2
1

s
s

ssAsI
AsIAdjAsI

s
s

AsI  

  

[ ]
33

1
1
0

33
2

33
1

33
1

33
1

01)(
)(
)(

2

22

221

++
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

++
+

++
−

++++
+

=−= −

ss
ss

s
ss

ssss
s

BAsIC
sU
sY  

  
   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

  

0;=D

0]; [1=C

[0;1];=B

1];- 1;-1 [-2=A
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3 + s 3 + s^2

-------------

1      

:function Transfer

 

den)tf(num,

3     3     1     

= den

1     0     0     

= num

D)C,B,ss2tf(A,=den][num,

  

□  
  
   تبديل هاي همانندي و تحقق هاي فضاي حالت-6-3-1

   باشند،sT)(فرض كنيد معادلات زير دو تحقق فضاي حالت هم مرتبه از تابع تبديل  
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       و    
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همانندي به يكديگر قابل تبديل  بوسيله تبديل كه ماتريس حالت در اين دو تحققمي توان نشان داد 
 تبديل tz)( حالتمتغيرهايبه  Tتحت تبديل همانندي را tx)( حالتمتغيرهاي فرض كنيد .هستند
  نماييم،

)6-18                                           ()()( tTt zx =  
  ،با اعمال اين تبديل در معادلات اول تحقق اول داريم
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  تساوي هاي زير دست يافت،حال با مقايسه معادلات بدست آمده با معادلات تحقق دوم مي توان به 

)6-20                                         (
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بنابراين همواره مي توان تحقق هم مرتبه و معادل را با استفاده از يك تبديل همانندي به هم مرتبط 
  . تغيير باقي مي ماندحال نشان مي دهيم كه تابع تبديل سيستم تحت اين تبديل همانندي بدون. نمود

  تابع تبديل تحقق دوم بصورت زير بدست مي آيد،
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22
1

222 )()( DBAsICsT +−= −  
  حال تبديل همانندي را اعمال مي نماييم،
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كه با تبديل همانندي به هم مرتبط باشند يكسان است و از آنجاييكه تبديل لذا  تابع تبديل دو سيستم 
  عادله مشخصه سيستم را تغيير نمي دهند داريم، هاي همانندي م

21 AIAI −=− λλ  
لذا مقادير مشخصه ماتريس هاي حالت و نتيجتاً قطب هاي تابع تغيير نمي يابند و چون خود تابع 

  .تبديل نيز ثابت است، لذا صفرها نيز بدون تغيير باقي مي مانند
  

  20-6مثال
  ،تابع تبديل زير را در نظر بگيريد
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=
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  دو تحقق هم مرتبه براي اين تابع تبديل بدست آمده است،
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)()(يك تبديل همانندي بين اين دو تحقق بصورت tTt zx   . بدست آوريد=
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  21-6مثال
  معادلات ديناميكي سيستمي بصورت زير مي باشد،
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ATTGBTHCTEبه راحتي مي توان نشان داد كه 11 ,, −−   . است===
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  22-6مثال
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  آيا مي توان يك تبديل همانندي بين اين دو نمايش بدست آورد؟ 
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  حال تابع تبديل سيستم دوم را بدست مي آوريم،) ب
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از آنجاييكه هر دو تحقق مربوط به يك تابع تبديل و هم مرتبه هستند، لذا مي توان يك تبديل  
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  صحت ماتريس بدست آمده را مي توان بصورت زير بررسي نمود،
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١ State Transition Matrix 
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  .بنابراين اين ماتريس مي تواند يك ماتريس انتقال حالت باشد
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   انتقال حالت را بررسي مي نماييم،خواص ماتريس
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  .در شرط دوم صدق نمي كند، لذا ماتريس انتقال حالت نيست
□  
  

  24-6مثال
  شد، به شكل زير باAteاگر سري تابع ماتريسي
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  . را هم از سمت راست و هم از سمت چپ مي توان فاكتورگيري كردAقابل ذكر است كه ماتريس
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   از سمت چپ در رابطه بالا داريم،Aين با ضرببنابرا
Att A IdA ee

0
=+∫ ττ  
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   وجود داشته باشد،A−1و در صورتيكه
1

0

1 ]e[]e[e −− −=−=∫ AIIAd AtAtt A ττ  
□  
  
   روش هاي محاسبه ماتريس انتقال حالت-6-3-3

ل حالت معرفي شده است كه متداول روشهاي زيادي براي محاسبه فرم بسته ماتريس انتقا  
.  هاميلتون، روش تبديل لاپلاس و روش قطري سازي-عبارتند از، روش سري ها، روش كيليترين آنها 

  .در ادامه به شرح اين روش ها مي پردازيم
  
  1 روش سري ها-6-3-3-1

   براي محاسبه استفاده مي شود،Ateدر اين روش از تعريف سري  
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اين روش با وجود سادگي، براي ماتريس هايي با ابعاد بزرگ نيازمند حجم محاسبات دستي بسيار 
براي  از اين روش مي توان.  و در نهايت بدست آوردن فرم بسته ماتريس كار دشواري است استبالايي
  .مپيوتري استفاده نمود كا نويسيبرنامه

  
  25-6مثال

  . را با استفاده از روش سري ها بدست آوريدAteزير ماتريسهاي ماتريس راي ب
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  داريم،تعريف با توجه 
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  لذا،
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١ Series Method 
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لذا اين روش به غير . استبدست آوردن صورت بسته ماتريس انتقال حالت در اين روش كار پيچيده اي 
  .از موارد خاص براي محاسبات دستي توصيه نمي شود
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  .در اين مثال به علت سادگي ماتريس فرم بسته ماتريس انتقال حالت به راحتي بدست آمد
□  
  
   هاميلتون– روش كيلي -6-3-3-2

ماتريسي استفاده كرده و  توابع  هاميلتون در محاسبه -در اين روش از كاربرد قضيه كيلي  
  .ماتريس انتقال حالت را بدست مي آوريم

  
  26-6مثال

  . هاميلتون بدست آوريد-را با روش كيلي ماتريس انتقال حالت براي ماتريس زير
2 1 0
0 2 1
0 0 2

A
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

  

  مقادير ويژه ماتريس را محاسبه مي كنيم،ابتدا 
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با توجه اينكه چندجمله اي مشخصه مرتبه سه . يك مقدار ويژه تكراري با مرتبه سه دارداين ماتريس 

   مرتبه دو خواهد بود،λQ)( برAteاست، باقيمانده حاصل از تقسيم بسط 
2

2 1 0( )R c c cλ λ λ= + +  
   را بدست مي آوريم،0c و2c،1cحال مقدار

2 2
1 1 1 0 1 1 2 1 0 1 21 ( ) ( ) 2 4tR P c c c e c c cλ λ λ λ λ= − → = = + + → = + +  

  
) لذا براي بدست آوردن معادلات ديگر از مشتقات،از آنجاييكه مقادير ويژه تكراري هستند )R λ 

  .اده مي نماييماستف
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 0c و2c،1c لذا دستگاه معادلات بصورت زير بدست مي آيد كه با حل اين دستگاه معادلات مقدار

  بصورت زير خواهد بود،
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  يلتون مي توان نوشت، هام-با توجه قضيه كيلي
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   مي توان صحت جواب را بررسي نمود،MATLABبا استفاده از نرم افزار 
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t)]*exp(2           0,                  0,                [

t)]*exp(2*t         t),*exp(2          0,                [

t)]*exp(2*t^2*1/2   t),*exp(2*t       t),*exp(2         [
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□  
  

  27-6مثال
  سيستم زير را در نظر بگيريد،
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پاسخ سيستم ها را بر .  آوريد هميلتون بدست-ماتريس انتقال حالت را با استفاده از روشهاي كيلي
  . محاسبه كنيد1x)0( و 1x)0(، 1x)0(حسب شرايط اوليه 

  
  معادله مشخصه و مقادير ويژه را بدست مي آوريم،
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 است، پس چند جمله اي صه مرتبه سهچندجمله اي مشخ.  داريملذا سه مقدار ويژه حقيقي و متمايز
   درجه دو خواهد بود،λR)(باقيمانده
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  ، بدست مي آيد2c و 0c ،1cبا حل دستگاه معادلات بالا مقدار ضرايب 
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  ماتريس انتقال حالت بصورت زير بدست مي آيد،
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   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

t)]*exp(-3*3/2+exp(-t)*1/2-     exp(-t),*3/2-t)*exp(-3*3/2        0,         [
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   بصورت زير بدست مي آيد،1x)0( و 1x)0(، 1x)0(خ سيستم بر حسب شرايط اوليه  پاس-
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  28-6مثال
  معادلات سيستمي بصورت زير مي باشد، 

[ ] )(01)(

)(
1
0

)(
43

10
)(

tt

ttt

xy

uxx

=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

=&
  

⎥ پله واحد و tu)(اگر
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

1
1

)0(x ،باشند )(txو )(tyوريد را بدست آ.  

  
   هاميلتون ماتريس انتقال حالت سيستم را پيدا مي كنيم،-ابتدا با استفاده از روش كيلي
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بدين ترتيب چندجمله اي مشخصه و مقادير ويژه ماتريس حالت را بدست مي آوريم، كه دو مقدار ويژه 
به دو است، باقيمانده حاصل از تقسيم با توجه اينكه چندجمله اي مشخصه مرت. متمايز و حقيقي دارد

Attبسط  e)( =Φبر )(λQ،مرتبه يك خواهد بود   
01)( ccR += λλ  

   را بدست مي آوريم،0c و1cحال مقدار
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   هاميلتون مي توان نوشت،-با توجه قضيه كيلي. آيد
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   را بدست مي آوريم،ty)( وtx)(حال مقدار
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  روش تبديل لاپلاس-6-3-3-3

اين روش مناسبي است كه براي ماتريس هايي با مقادير ويژه متمايز و مكرر، حقيقي و   
   را در نظر بگيريد، فضاي حالتمعادله . مختلط كاربرد دارد

)()()( tBtAt uxx +=&  
  با تبديل لاپلاس گرفتن از طرفين آن معادله زير بدست مي آيد،

      )()()0()( sBsAss UXxX +=− 
   حل كنيم و از طرفين عكس لاپلاس بگيريم داريم،sX)(اگر معادله اخير را براي 

)6-24(                  )()()0()()( 11 sBAsIAsIs UxX −− −+−=  
)()()0()()( sBsss UxX Φ+Φ= 

)6-25(    [ ] [ ])()(L)0()(L)( 1111 sBAsIAsIt Uxx −−−− −+−=  
00با شرط =t،مي توان نوشت   

)6-26(                    [ ]11 )(L)( −− −==Φ AsIt Ate  
)()(1در رابطه بالا ماتريس −−=Φ AsIsيك ماتريس nn× است كه عناصر آن توابعي از اپراتور 

)(1لازم به ذكر است كه.  مي باشندsلاپلاس −− AsIهمواره وجود دارد، چون AsI  در حوزه −
AsI ماتريسA هميشه رتبه كامل است، پس مستقل ازsIماتريس هاي چند جمله اي است و − 

  . ه معكوس پذير استهميش
  

  29-6مثال
  ماتريس زير را در نظر بگيريد،
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  .ماتريس انتقال حالت آن را با استفاده از روش تبديل لاپلاس بدست آوريد
)(1نخست  −− AsI،را بدست مي آوريم   
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  بايد عكس تبديل لاپلاس هر يك از عناصر ماتريس اخير را بدست آوريم، Ateبراي محاسبه
  لذا ماتريس انتقال حالت بدست مي آيد،
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  30-6مثال
  سيستم زير را در نظر بگيريد،
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يد، سپس پاسخ سيستم را  ابتدا ماتريس انتقال حالت را با استفاده از روش تبديل لاپلاس بدست آور
  . محاسبه كنيد1x)0( و 1x)0(، 1x)0(برحسب شرايط اوليه 
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)(1 بايد عكس تبديل لاپلاس هر يك از عناصر ماتريسAteبراي محاسبه −− AsI،را بدست آوريم   
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   بصورت زير بدست مي آيد،1x)0( و 1x)0(، 1x)0( پاسخ سيستم را بر حسب شرايط اوليه -
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   روش قطري سازي-6-3-3-4

براي تبديل يك ماتريس به .  استفاده مي شودAدر اين روش از ايده قطري سازي ماتريس  
همانطور كه بيان گرديد  . استفاده مي گرددفرم قطري روش هايي مبتني بر تبديل هاي همانندي

 همانندي تابع تبديل، قطب ها و صفرهاي سيستم را تغيير نمي دهند، لذا بايد به دنبال تبديل هاي
دال ماتريس مماتريس تبديلي بود كه بتواند ماتريس حالت را به فرم قطري تبديل نمايدو اين همان 

  .خواهد بود
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  . دال در فصل قبل به تفصيل توضيح داده شده استآوردن ماتريس مطريقه بدست 
  حال با استفاده از روش قطري سازي ماتريس انتقال حالت بصورت زير محاسبه مي شود،  
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داللذا ابتدا ماتريس مTرا بدست آمده سپس به ترتيب ماتريس هاي Λ ،teΛ و Ate محاسبه مي 

  .گردد
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   حقيقي وبا مقادير ويژه متمايز ماتريس -
nnAاگر مقادير ويژه يك ماتريس   nvvv بردارهاي ويژه متمايز باشند،× ,,, 21 K مستقل

   را بصورت زير تعريف مي كنيم،Tدالمتريس در اينصورت ما.  هستندخطي
                  ]|||[ 21 nT vvv L=  

nnAو فرم قطري سازي شده ماتريس    بصورت زير نمايش داده مي شود،×
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  مي آيد، بصورت زير بدست teΛلذا ماتريس
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  31-6مثال

  قطري سازي بدست آوريد،ستفاده از روش اماتريس انتقال حالت را با 
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   بصورت زير بدست مي آيد،Aمعادله مشخصه ماتريس
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  ه مشخصه مقادير ويژه بصورت زير بدست مي آيند،با حل معادل
5,1,60)5)(1)(6(30292 321

23 =−=−=→=−++=−−+ λλλλλλλλλ
حال مي توان سه بردار ويژه مستقل خطي متناظر .  دارد و حقيقي سه مقدار ويژه متمايزAلذا ماتريس

  .با هر يك از مقادير ويژه بدست آورد
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)()(توجه كنيد، از آنجائيكه iiiA vv αλα  مي باشد، يعني مضارب اسكالر يك بردار ويژه نيز خود =

ساده  حدالامكان T را چنان انتخاب كرد كه ماتريس مدالαيك بردار ويژه است، لذا مي توان مقدار
   بصورت زير بدست مي آيد،Tلذا ماتريس مدال . باشد
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  .حال مي توان ماتريس قطري سازي شده را بدست آورد

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
==Λ −−

−

−

−

−

500
010
006

110
1

10

005
261

104

0
0
1

11
3

25
9

5
1

6
1

6
5

6
5

6
5

55
19

55
4

1ATT  

  . هستندAهمانطور كه ديده مي شود عناصر قطري ماتريس همان مقادير ويژه ماتريس
  لذا ماتريس انتقال حالت بصورت زير بدست مي آيد،
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  32-6مثال
  ماتريس زير را در نظر بگيريد،
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  .ماتريس انتقال حالت آن را با استفاده از روش قطري سازي بدست آوريد
61 عبارتند ازA ماتريسمقادير ويژه −=λ ،12 −=λ 53 و =λ . دال را بدست مي حال ماتريس م

  آوريم،
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  بصورت زير بدست مي آيد، Tلذا ماتريس مدال 
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   بصورت زير مي باشد،A فرم قطري سازي شده ماتريس
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  لذا ماتريس انتقال حالت بصورت زير بدست مي آيد،
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  33-6مثال
   داده شده با معادلات حالت زير را در نظر بگيريد،سيستم نمايش
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  . را بدست آوريد آنمعادله مشخصه و مقادير ويژه ماتريس حالت) الف
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   بصورت زير مي باشد،A  حالتفرم قطري سازي شده ماتريس
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  حال فرم قطري سازي شده معادلات حالت را بدست مي آوريم،
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  معادلات قطري سازي شده به فرم زير مي باشد،
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   ماتريس با مقادير ويژه متمايز و مختلط مزدوج-

nnAبراي ماتريس    و فرم قطري سازي T با مقادير ويژه متمايز و مختلط ماتريس تبديل×
  شده بصورت زير بدست مي آيد، 
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   بصورت زير بدست مي آيد،teΛصورت ماتريسدر اين
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  34-6مثال
  بدست آوريد، هاي زير ماتريس تبديل قطري سازي و ماتريس انتقال حالت را ماتريسبراي 
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   بصورت زير بدست مي آيد،Aمعادله مشخصه ماتريس
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  پس از حل معادله مشخصه مقادير ويژه بصورت زير بدست مي آيند،
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بردارهاي ويژه متناظر .  يك مقدار ويژه حقيقي و دو مقدار ويژه مختلط مزدوج داردAبنابراين ماتريس 
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   بصورت زير بدست مي آيد،Tلذا ماتريس تبديل
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  ي آوريم، را بدست مΛ بلوكي شده-حال ماتريس قطري
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  حال بايد ماتريس انتقال حالت را بيابيم،
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  حال از يك يك درايه ها معكوس لاپلاس مي گيريم،
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  ا بدست مي آوريم، رAابتدا مقادير ويژه، بردارهاي ويژه و سپس فرم قطري سازي شده ماتريس

jAI ±==→=−+−=
−

−−
−

=− 3,,60604612
600

021
024

321
23 λλλλλ

λ
λ

λ
λ  

از آنجاييكه يك مقدار ويژه حقيقي و دو مقدار ويژه مختلط مزدوج دارد، بايد به فرم قطري بلوكي 
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  بود، به شكل زير خواهد Tلذا ماتريس تبديل
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  حال ماتريس انتقال حالت را بدست مي آوريم،
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  حال از يك يك درايه ها معكوس لاپلاس مي گيريم،
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  بدست مي آيد،Ateنهايتاً مقدار
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   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

  

t)]*exp(6   0,                               0,                               [

0]      sin(t),*t)*exp(3-cos(t)*t)*exp(3 sin(t),*t)*exp(3                 [
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   ماتريس با مقادير ويژه تكراري-
nnAزمانيكه ماتريس    مقدار ويژه تكراري باشد، براي بدست آوردن ماتريس تبديل k داراي×

با استفاده از اين روش ماتريس به فرم كانونيكال جردن . نياز به بردارهاي ويژه تعميم يافته وجود دارد
  تبديل مي گردد،
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  در اينصورت ماتريس انتقال حالت سيستم به شكل زير محاسبه مي شود،
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tJو هر يك از Pieي شوند،ها بصورت زير محاسبه م  
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)6-32(      
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  35-6مثال

  ماتريس زير را در نظر بگيريد،
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  .ماتريس انتقال حالت آن را با استفاده از روش قطري سازي بدست آوريد
 

0,1 عبارتند ازA ماتريسمقادير ويژه 43,2,1 =−= λλنيكال جردن آن بصورت زير است، و فرم كانو  
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  حال مي توان ماتريس انتقال حالت را بدست آورد،
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   داريم، MATLABدر نرم افزار 

exp(-t)]+exp(-t)*t-      exp(-t),*t-                  0,                0, [

exp(-t)]*t                exp(-t),+exp(-t)*t           0,                0, [

exp(-t)]*t                exp(-t),*t                   exp(-t),          0, [
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  36-6لمثا

  ماتريس زير را در نظر بگيريد،
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  .ماتريس انتقال حالت آن را با استفاده از روش قطري سازي بدست آوريد
   را بدست مي آوريم،Aابتدا مقادير ويژه، بردارهاي ويژه و سپس فرم قطري سازي شده ماتريس
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)(بعد فضاي پوچي 1 AI −λ است، پس دو بردار ويژه مستقل خطي متناظر با مقدار ويژه 2برابر با 
4,32,1تكراري =λ به  جردن خواهيم داشت كهفرم قطري بلوكي پس دو بلوك جردن در. داريم 

  صورت زير است،
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ATTJحال ماتريس تبديل همانندي را مي يابيم كه رابطه لذا بايد دو بردار .  را برآورده سازد=−1
4,32,1ويژه مستقل خطي و يك بردار ويژه تعميم يافته براي مقدار ويژه تكراري =λ،بدست آوريم  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−
−−−

→=
0
0
0

240
160
124

iiiiA vvv
λ

λ
λ

λ  
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   را محاسبه مي كنيم،1ϕسپس بردار ويژه تعميم يافته
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   به شكل زير خواهد بود،Tلذا ماتريس تبديل
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  ماتريس انتقال حالت با استفاده از فرم قطري بلوكي به شكل زير بدست مي آيد،
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   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

t)]*exp(4+t)*exp(4*t*2- t),*exp(4*t*4-          0,        [
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= ans

 t)*expm(A

);t'sym('=t

2]; 4- 1;0 6 1;0 2 [4=A

  

□  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



                                                                           چندجمله اي ها و توابع ماتريسي: فصل ششم
  

Applied Linear Algebra with MATLAB 
S. Sedghizadeh, Systems and Control Dept., KNTU 

407 

  مسائل
  . هاميلتون بيابيد-با استفاده از قضيه كيلي را Ae وA ،)sin(A−1براي ماتريس هاي زير -6-1
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  شده بصورت زير است،نشان دهيد كه يك تحقق فضاي حالت براي تابع تبديل داده  -6-2
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  .حال با استفاده از اين تحقق يك نمايش فضاي حالت براي توابع تبديل زير بدست آوريد
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  .بدست آوريد را Ateراي ماتريس هاي زيرب -6-3
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   پاسخ زماني سيستم زير را به دست آوريد،-6-4

)(
1
0

)(
32

10
)( ttt uxx ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

=&  

  . تابع پله واحد استtu)(كه در آن



 408  چندجمله اي ها و توابع ماتريسي:     فصل ششم                                                                                   

Applied Linear Algebra with MATLAB 
S. Sedghizadeh, Systems and Control Dept., KNTU 

 

   تابع تبديل سيستمي زير را بدست آوريد،-6-5

[ ] )(21)(

)(
5
2

)(
13
15

)(

tt

ttt

xy

uxx

=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−−

=&  

  
 براي نمودار بلوكي زير ابتدا با توجه به متغيرهاي حالت تعريف شده معادلات فضاي حالت -6-6

  .سيستم را بيابيد، سپس تابع سيستم را بدست آوريد
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  .يد ماتريس انتقال حالت سيستم زير را بدست آور-6-8
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 بدست A را براي ماتريسAP)( هاميلتون حاصل چند جمله اي- با استفاده از روش كيلي-6-9
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   نمايش فضاي حالت سيستم هاي زير را بدست آوريد،-6-7

)(9)(6)(2)()()(3
)(7)(2)(4)(3)(

tututytytyty
tutytytyty
+=+++

=+++
&&&&&&&

&&&&&&
  

  


