
 

  مفصل هفت
  
  

  تجزيه مقادير منفرد
   

  
  
  
  
  
  
  

   مقدمه 7-1
در ابتداي فصل . اين فصل به طور اختصاصي به تجزيه مقادير منفرد ماتريس ها مي پردازد

تعريفي از مقادير منفرد و نحوه محاسبه تجزيه مقادير منفرد يك ماتريس و نگاشت حاصل از اين تجزيه 
بردهاي تجزيه مقادير منفرد در محاسبه شبه معكوس و حل سپس در رابطه با كار. بررسي مي گردد

در .  بيان مي شودMATLABنويسي هاي مربوطه در مثال هاي كاربردي و كدمسئله حداقل مربعات 
  داده هاي فشرده سازي حذف نويز سيگنال ها و اين فصل در مورد كاربرد تجزيه مقادير ويژه درانتهاي 
  . شده استي مثال هاي كاربردي آوردهتصوير
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  مقادير منفرد 7-2
nmAبراي ماتريس مختلط   . يك ماتريس هرميتي و مثبت معين استAA∗و ∗AAماتريس ×

nmاگر nm و اگرAA∗جذر مقادير ويژه باشد، > مقادير   را∗AA باشد جذر مقادير ويژه<
nmAبراي ماتريس حقيقي.  مي نامندAماتريس 1منفرد  قارن هاي مت جذر مقادير ويژه ماتريس×

AATو TAAدر نظر گرفته مي شود .  
  

  1-7مثال
  . را بيابيدAماتريس مقادير منفرد

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
131
113

A  

 تعريف TAA حقيقي است، لذا مقادير منفرد بصورت جذر مقادير ويژه ماتريسAاز آنجائيكه ماتريس
  .مي شود

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
111
111

11
31
13

131
113TAA  

   را بدست مي آوريم،TAAاتريسحال مقادير ويژه م

)12)(10(
111
111

−−=
−−
−−

=− λλ
λ

λ
λ TAAI  

   عبارتند از،TAAلذا مقادير ويژه ماتريس
10,12 21 == λλ  

   بصورت زير بدست مي آيند،Aاز اين رو مقادير منفرد براي ماتريس
10,12 21 == σσ  

  
   براي محاسبه مقادير منفرد ماتريس استفاده مي شود، svd(A) از دستورMATLABدر نرم افزار 

3.1623    

3.4641    

= ans

svd(A)

1]; 3 1;-1 1 [3=A

 

                                                 
١ Singular Value 
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 دستور هاي زير نيز وجود دارند كه هر MATLAB در نرم افزار svd(A)علاوه بر دستور   
  يك عملكرد خاصي دارند،

svds(A) :  را ارائه مي دهدحداكثر شش مقدار منفرد بزرگ ماتريس.  
svds(A,k) : kتا بزرگترين مقادير منفرد ماتريس را مي دهد . 

k,0)svds(A, : kتا كوچكترين مقادير منفرد ماتريس را مي دهد .  
  به كاربرد دستور ها توجه نماييد،

  

23.3508   

30.5167   

36.8347   

122.9542  

254.8589  

505.0000  

= ans

svds(A)

0.0000    

0.0000    

0.0000    

20.5153   

23.3508   

30.5167   

36.8347   

122.9542  

254.8589  

505.0000  

= ans

svd(A)

magic(10);=A
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0.0166    

0.0527    

0.1470    

* 013-1.0e  

= ans

)svds(A,3,0

122.9542  

254.8589  

505.0000  

= ans

svds(A,3)

  

□  
  

   تعيين رتبه ماتريس-7-2-1
رتبه يك ماتريس برابر با تعداد . ز جمله كاربردهاي مقادير منفرد تعيين رتبه ماتريس استا  

  . مقادير منفرد غير صفر آن ماتريس است
  

  2-7مثال
  .با توجه به مقادير منفرد هر ماتريس رتبه آن را بيابيد

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
=

140
300
001

,
11
21
12

BA  

   داريم،Aبراي ماتريس -

5,7)5)(7(
61

16
21 ==→−−=

−−
−−

=− λλλλ
λ

λ
λ AAI T  

5,7 عبارتند از، Aمقادير منفرد براي ماتريس 21 == σσلذا رتبه ماتريس A دو است.  
   داريم،Bبراي ماتريس -

1,8,18
140

30
001

321 ===→
−−
−

−
=− λλλ

λ
λ

λ
λ BBI T  

1,8,18 عبارتند از، B ماتريسمقادير منفرد 321 === σσσلذا رتبه ماتريس B سه است.  
□  



                                             تجزيه مقادير منفرد: م هفت فصل                                                                                                                

Applied Linear Algebra with MATLAB 
S. Sedghizadeh, Systems and Control Dept., KNTU 

414 

  عدد حالت ماتريسنُرم دو و  محاسبه -7-2-2
با توجه به مطالب فصل اول و دوم، نُرم دو و عدد حالت يك ماتريس بصورت زير بدست مي   

  آيند،
max212

2

max λ==
=

x
x

AA  

IAAT بزرگترين مقدار عددي است، كه سبب مي شود ماتريسmaxλكه در آن λ−در .  منفرد گردد
 است، لذا جذر آن بزرگترين مقدار منفرد AAT همان بزرگترين مقدار ويژه ماتريسmaxλواقع 

  پس داريم،.  بود خواهدAماتريس 
)7-1(                                                max2

σ=A  
  

  از طرفي در تعريف عدد حالت يك ماتريس داريم،
1,1 ≥= − κκ AA  

  لذا عدد حالت را مي توان بصورت زير نيز بيان نمود،

)7-2(                                         1,
min

max ≥= κ
σ
σ

κ  

 منفرد شدن  ماتريس نزديك به بزرگي باشد بيانگر آن است كه خيليمقدارمي دانيم اگر عدد حالت 
  . زياد استAخطاي محاسباتي در معكوس كردن ماتريس   و مي نامند حالت بداست، لذا آن ماتريس را

  
  3-7مثال

  .را بررسي نماييدعدد حالت ماتريس زير را بيابيد و بد حالت بودن آن 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

234578163682126
41462816329631
832282021047793

...

...
.-..

A  

  
  ابتدا مقادير منفرد ماتريس را بدست مي آوريم،

0002.0,0000.100,0004.100 321 === σσσ  
  حال عدد حالت را حساب مي كنيم،

1102164.5
0002.0
0004.100 5

3

1 >>×===
σ
σκ A  

  .شدن است بد حالت و نزديك به منفرد Aعدد شرطي مقدار بسيار بزرگي است، لذا ماتريس 
□  
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  4-7مثال
  .  مرتب كنيدill conditioningبا محاسبه عدد حالت، ماتريس هاي زير را براساس درجه 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−
−

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−
−

=
194845
4510
42221

,
18171
11719

181
,

300100100
1001000
1000100

CBA  

  
   داريم،Aبراي ماتريس

9282.13
7949.26
2051.373

7949.26,0000.100,2051.373

3

1

321

===

===

σ
σκ

σσσ

A
  

  . استwell condition خوش حالت يا Aماتريس
   داريم،B ماتريسبراي

1101047.1
0007.0
3164.74

0007.0,0016.20,3164.74

5

3

1

321

>>×===

===

σ
σ

κ

σσσ

B
  

   داريم،Cبراي ماتريس

1105452.5
00000017.0

3256.949
00000017.0,5297.61,3256.949

7

3

1

321

>>×===

===

σ
σκ

σσσ

C
  

  . بد حالت هستند به شدتB وCي هر يك از ماتريس ها بدست آمدهبا توجه به عدد حالت
□  
  

  5-7مثال
   را در نظر بگيريد،Aماتريس

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

030
304
403

A  

yx نگاشتAاگر براي ماتريس) الف =Aرا در نظر بگيريم، رابطه اي بين مؤلفه هاي بردار x بيابيد 

=17كه
x
yگردد .   

0xآيا مي توان بردار) ب =50 بدست آورد كه≠
x
yگردد؟ چرا؟   
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2
2

2
31

2
31

2

31

31

3

2

1

)3()34()43(

3
34

43

030
304
403

xxxxx

x
xx

xx

x
x
x

A

++−++=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+−
+

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=→=

y

yxy
  

  

17
)()()(

)3()34()43(
2

3
2

2
2

1

2
2

2
31

2
31 =

++

++−++
=

xxx

xxxxx
x
y  

  
2
2

2
3

2
1

2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1 17171792525 xxxxxxxxx =+→++=++  

  .  بدست مي آيدxبنابراين رابطه بين مؤلفه هاي بردار
  
   رابطه زير را داريم،Aار مقادير منفرد ماتريس با توجه به مقد-

5313 ≤≤→≤≤
x
y

x
y

σσ  

yxلذا حداكثر بزرگنمايي نگاشت =A51 برابر با =σ550 است و  مي باشد، پس رابطه <

50=
x
yشد برقرار نمي با.  

□  
  

  6-7مثال
   را در نظر بگيريد،Aماتريس

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

+
=

101
011
211 ε

A    و   
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

1
1
1

b  

  
  . يك ماتريس منفرد استA ماتريسε=0 دهيد به ازاينشان) الف

   را بررسي مي نماييم،Aيس رتبه ماترε=0به ازاي

2)(rank
101
011
211

=→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−= AA  

  . يك ماتريس منفرد استε=0 به ازايAلذا با توجه به نقص رتبه، ماتريس
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=−1 را بدست آوريد و نشان دهيدκ وA−1 مقدارε=1براي) ب AAκاست.  
   ماتريس معكوس را بدست مي آوريم،ε=1به ازاي

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−
−

==→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−= −

311
201
211

,3)(rank
101
011
212

1AAA  

   را بدست مي آوريم،Aبراي محاسبه عدد حالت مقادير منفرد ماتريس

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

525
221
516

101
011
212

102
011
112

AAT  

0467.0,9432.1,0101.11

0
525

221
516

321 ===

=
−−−
−−−
−−−

=−

λλλ
λ

λ
λ

λ AAI T

  

  
0467.0,9432.1,0101.11 321 === σσσ  

  

3478.15
0467.0
0101.11

3

1 ===
σ
σ

κ A  

  با توجه به تعريفي كه براي نُرم داشتيم بصورت زير مي توان نوشت،
1

3

1

3

1
1

1, −− ==→== AAAA A σ
σ

κ
σ

σ  

  
bx معادلهε=0001.0، مثلاεً)غير صفر( دهيد كه به ازاي مقادير بسيار كوچكنشان) ج =A يك 

]براي اين منظور جواب معادله را براي بردار .سيستم بد حالت است ]T111.1=bبررسي كنيد .  
  

   را بدست مي آوريم،A عدد حالت ماتريسε=0001.0به ازاي

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

520002.3
220001.0

0002.30001.00002.3

101
011
210001.1

102
011
110001.1

AAT  

  
55550000000005.0,3542.2,6460.70 321 ===→=− λλλλ AAI T  
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00002357.0,5343.1,7651.2 321 === σσσ  
  

1101732.1
00002357.0

7651.2 5

3

1 >>×===
σ
σ

κ A  

  
bx دارد، معادلهAبا توجه به عدد حالت بزرگي كه ماتريس =Aيك سيستم بد حالت است .  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−→=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−→=

0.999
0.999
0.1000

1
1
1.1

101
011
210001.1

1
1

0

1
1
1

101
011
210001.1

xxbx

xxbx

A

A

  

  
 بسيار bات هر چند كوچك در بردارمشخص است سيستم به دليل بد حالت بودن نسبت به تغيير

  .حساس است
□  
  
   مقادير منفرد ماتريس ها بر اساستجزيه 7-3

در اين .  است1 مقادير منفردتجزيه بر اساسيكي از مهمترين روشهاي تجزيه ماتريس ها   
nmAروش يك ماتريس مانند    را مي توان بصورت زير تجزيه كرد،k با رتبه ×

)7-3(            TVUA Σ=  
][كه در آن 1 mmmU uu L=×و][ 1 nnnV vv L=×ماتريس هاي متعامد هستند .   

  
mmU ستون هاي ماتريس nnVستون هاي ماتريس و TAA از بردارهاي ويژه يكامتعامد ماتريس×  از ×

 يك ماتريس قطري است كه عناصر nm×Σ تشكيل مي شوند وAATبردارهاي ويژه يكامتعامد ماتريس
  اشند،  مي بAAT يا TAAروي قطر آن مقادير منفرد غير صفر ماتريس

)7-4(    
0,0

},min{,),,(diag

121

1

===>≥≥≥

==Σ

+

×

pkk

pnm nmp

σσσσσ

σσ

LL

K
  

  . هستندAماتريس  غيرصفرين و كوچكترين مقادير منفرد به ترتيب بزرگترkσ و1σدر اينجا
  

                                                 
١ Singular Value Decomposition (SVD) 
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  7-7مثال
  .نماييدرا توسط مقادير منفرد تجزيه  داده شده Aماتريس

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=× 131
113

32A  

  
TVUA را بصورتA×32ماتريسبايد  Σ=22براي بدست آوردن ماتريس.  تجزيه كنيم×U بايد 

  . را بيابيمTAAبردارهاي ويژه يكامتعامد ماتريس

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
=

111
111

11
31
13

131
113

11
31
13

TT AAA  

   را بدست مي آوريم،TAAا مقادير ويژه ماتريسابتد

)10)(12(
111
111

2 −−=
−−
−−

=− λλ
λ

λ
λ TAAI  

   عبارتند از،TAAلذا مقادير ويژه ماتريس
10,12 21 == λλ  

ر با هر يك از آنها را حال بردارهاي ويژه متناظ.  دو مقدار ويژه حقيقي و متمايز داردTAAماتريس
  بدست مي آوريم،

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=→=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
→=−

1
1

11
11

)( 1
21

11
121 u00u

u
u

IAAT λ  

⎥
⎦

⎤
⎢
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 U×22لذا ماتريس.  اشميت اين دو بردار را بصورت يكامتعامد تبديل كرد-مي توان با اعمال فرآيند گرام
  بشكل زير بدست  مي آيد،
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مقادير ويژه ماتريس .  بدست آيدAAT نيز بايد از بردارهاي ويژه يكامتعامد ماتريسV×33ماتريس
AAT،عبارتند از   

0,10,12 321 === λλλ  
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حال بردارهاي ويژه متناظر با هر يك از آنها را .  دارد سه مقدار ويژه حقيقي و متمايزAATماتريس
  بدست مي آوريم،
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 لذا،.  اشميت بردارهاي ويژه يكامتعامد را مي توان بدست آورد-با اعمال فرآيند يكامتعامد سازي گرام
   بصورت زير بدست مي آيد،V×33ماتريس
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  بصورت زير بدست مي آيد،دير منفرد محاسبه شده  با استفاده از مقاΣ×32نهايتاً ماتريس
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   زير بدست مي آيد، بشكلAبنابراين، تجزيه به مقادير منفرد ماتريس
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 براي بدست آوردن ماتريس هاي تجزيه svd(A)=[U,S,V] از دستور MATLABدر نرم افزار 

  به اجراي دستور توجه نماييد،.  استفاده مي شودAمقادير منفرد ماتريس
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0.7071-   0.7071    

0.7071    0.7071    

=U 

svd(A)=V]S,[U,

1]; 3 1;-1 1 [3=A

  

0.9129-   0.0000-   0.4082    

0.3651    0.4472-   0.8165    

0.1826    0.8944    0.4082    

= V

0         3.1623    0         

0         0         3.4641    

= S

  

□  
  

  8-7مثال
   را در نظر بگيريد،Aماتريس
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  . را بيابيدAماتريسمقادير منفرد تجزيه 
  
   را بدست مي آوريم،U ابتدا ماتريس-
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ابتدا بردارهاي ويژه .  دو مقدار ويژه حقيقي تكراري و يك مقدار ويژه حقيقي متمايز داردTAAماتريس
  .متناظر با مقادير ويژه تكراري را بدست مي آوريم

  
rank)(213از آنجاييكه  1 =−=−− IAAn T λ252,1 است، لذا براي مقدار ويژه تكراري =λ 

  و بردار ويژه مستقل خطي داريم و نيازي به بدست آوردن بردار ويژه تعميم يافته نيست،د
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 بصورت U×33بنابراين ماتريس. چون نُرم بردارهاي ويژه يك است، لذا نيازي به يكامتعامد سازي نداريم
  زير بدست مي آيد،
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   را بدست مي آوريم،V حال ماتريس-
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ابتدا بردارهاي ويژه .  دو مقدار ويژه حقيقي تكراري و يك مقدار ويژه حقيقي متمايز داردAATماتريس
  .  ويژه تكراري را بدست مي آوريممتناظر با مقادير

  
rank)(213از آنجاييكه  1 =−=−− IAAn T λ252,1 است، لذا براي مقدار ويژه تكراري =λ 

  دو بردار ويژه مستقل خطي داريم و نيازي به بدست آوردن بردار ويژه تعميم يافته نيست،
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   بصورت زير بدست مي آيد و باز هم نيازي به يكامتعامد سازي نداريم،V×33ابراين ماتريسبن
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   به شكل زير بدست مي آيد،A لذا تجزيه مقادير منفرد ماتريس
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  د، مي توان روش ساده تري بصورت زير در نظر گرفت،  يك ماتريس قطري باشAATيكه ماتريسزمان
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IV يك ماتريس قطري است، مي توانAATچون  انتخاب كرد، با اين كار فقط محاسبه ماتريس =
U،را داريم كه آن هم بسيار ساده است   
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 با رعايت چينش مقادير منفرد از بزرگترين مقدار تا كوچكترين Aلذا تجزيه مقادير منفرد ماتريس
  مقدار به شكل زير بدست مي آيد،
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   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

0    1     0     

1     0     0     

0     0     1     

= V

3     0     0     

0     5     0     

0     0     5     

= S

1.0000    0         0         

0         0.6000    0.8000-   

0         0.8000    0.6000    

=U 

svd(A)=V]S,[U,

0]; 3 3;0 0 4;-4 0 [3=A

  

□  
  
   ماتريس اساسي زير فضاهاي تعيين-7-3-1

  فرم گسترده تجزيه مقادير منفرد بصورت زير مي باشد،
)7-5(                              iiiAUAV uv σ=→Σ=  

 iσاين نگاشت برابر بااندازه  نگاشت مي شود، كه iu بردار متناظر مانند به يكivهر برداريعني 
  .است

  
  
iu وiv با در نظر گرفتن مقادير منفرد .  مي شود ناميده1بردارهاي منفرد چپ و راست به ترتيب

nmAصفر ماتريس    تجزيه مقادير ويژه را مي توان بصورت زير نمايش داد،،×
TVUA Σ=  

                                                 
١ Left and Right Singular Vectors 

A iv iiuσ
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اين . بر روي تجزيه حاصل بردارهاي پايه هر يك از چهار زير فضاي اصلي ماتريس مشخص شده اند

  موضوع را مي توان بصورت زير ثابت كرد،
T
iiiσA vu=  

ki  براي- ,,1K=،داريم    
)(ARσA iiii ∈→≠= u0uv  

)( T
iiii
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T
i ARσAσA ∈→≠=→≠= v0vu0vu  

  
mki براي- ,,1K+= ،داريم  

)( T
ii

TT
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T
i ANAσA ∈→=→== u0u0vu  

)(ANσA iiii ∈→== v0uv  
  

)(مانند تبديلي است كه فضاي سطرهابه  Aماتريس TARرا به فضاي ستون ها )(AR و فضاي 
)( را به فضاي پوچي چپAN)(پوچي TANمي نگارد .   

  
  9-7مثال

  .آوريدرا بدست Aبا استفاده از تجزيه مقادير منفرد پايه هاي چهار زير فضاي اساسي ماتريس
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  تجزيه مقادير منفرد ماتريس بصورت زير است،
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0.0307     0.4331     0.3548    0.3748     0.7383-   
0.5473     0.6504     0.2457    0.2240-   0.4085     
0.1313     0.5050-   0.8463    0.0732-   0.0788     

ANAR

V

T

  

  
  را داشتيم بردارهاي پايه را بصورت زير بايد TV ماتريس را داريم، اگرVدقت كنيد در اينجا ماتريس

  .مي كرديم و ترانهاده بردارهاي سطري هر بخش را در نظر مي گرفتيمانتخاب 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

0.1620-   0.8100-   0.0307     0.5473     0.1313     
0.0719     0.3596     0.4331     0.6504     0.5050-   
0.0283     0.3110     0.3548     0.2457     0.8463     
0.8961-   0.0302     0.3748     0.2240-   0.0732-   
0.4059-   0.3421     0.7383-   0.4085     0.0788     

TV  

   را بصورت زير مي توان بيان نمود، ماتريس اساسيچهار زيرفضايلذا 

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

0.1620-
0.8100-
0.0307
0.5473
0.1313

,

0.0719
0.3596
0.4331
0.6504
0.5050-

)(,

0.0283
0.3110
0.3548
0.2457
0.8463

,

0.8961-
0.0302
0.3748
0.2240-
0.0732-

,

0.4059-
0.3421
0.7383-
0.4085
0.0788

)(

0.0000
0.4082
0.8165-
0.4082

)(,

0.8988-
0.2055
0.2504
0.2953

,

0.2347-
0.4359
0.2043-
0.8445-

,

0.3701
0.7753
0.4784
0.1815

)(

spANspAR

spANspAR

T

T

□  
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  10-7مثال
   در نظر بگيريد،  راAماتريس SVDتجزيه

TVUA Σ=  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

0.40    0.67-   0.05-   0.22-   0.56    

0.46-   0.36-   0.48    0.56-   0.29-  

0.19    0.63     0.16     0.62-   0.37    

0.71    0.04-   0.02-   0.23-   0.66-  

0.27    0.04     0.85     0.42    0.10    

0      0.00      0        0         0      

0       0        1.77     0         0      

0       0        0        11.35    0      

0       0         0        0         15.28

0.54-   0.56-   0.17-    0.63   

0.54-    0.74    0.17-    0.08   

0.00-    0.15     0.87     0.31   

0.54     0.27     0.34-    0.61   

=A  

   چند است؟ Aرتبه و نُرم دو ماتريس. مقادير منفرد ماتريس را تعيين كنيد) الف
00.0,77.1,35.11,28.15 4321 ==== σσσσ  

  
  .فرد غير صفر دارد، لذا رتبه ماتريس سه استاز آنجاييكه سه مقدار من

28.15max2
== σA  

  
),(),(),()(پايه هاي يكامتعامد زيرفضاهاي) ب TT ANARANAR را تعيين كنيد .  

  . داده شده استTV ماتريسبايد دقت شود كه در اينجا
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⎥
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⎢
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⎡

−
−
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⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
−

=

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−
−

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

=

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

40.0
67.0
05.0
22.0

56.0

,

46.0
36.0

48.0
56.0
29.0

)(,

19.0
63.0
16.0
62.0

37.0

,

71.0
04.0
02.0
23.0
66.0

,

27.0
04.0
85.0
42.0
10.0

)(

54.0
54.0
00.0

54.0

)(,

56.0
74.0
15.0
27.0

,

17.0
17.0

87.0
34.0

,

63.0
08.0
31.0
61.0

)(

spANspAR

spANspAR

T

T

  

  
   است؟  بد حالت يك ماتريسAآيا ماتريس.  را بدست آوريدAعدد حالت ماتريس) ج

∞===
00.0
28.15

min

max

σ
σ

κ  

  .با توجه به عدد حالت بسيار بزرگ ماتريس، اين ماتريس بد حالت است
□  
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   محاسبه دترمينان و معكوس ماتريس-7-3-2
ان براي محاسبه دترمينان و معكوس آن ماتريس از تجزيه مقادير منفرد يك ماتريس مي تو  

nnAبراي يك ماتريس مربعي. استفاده نمود    دترمينان بصورت زير بدست مي آيد،×

)7-6(                                                 i

n

i
A σΠ

=

±=
1

  

   متعامد هستند داريم،V وUبا توجه به اينكه ماتريس هاي

i

n

i

TT VUVUA σΠ
=

±=Σ±=±Σ±=Σ=Σ=
1

)1()1(  

  
nnA و رتبه كاملماتريس مربعيبراي     زير تعريف مي شود، بصورتمعكوس ماتريس ×

) 7-7(         TTT UVUVVUA 111111 )()( −−−−−− Σ=Σ=Σ=  
  

diag)1,1,,1(كه در آن 21
1

nσσσ K=Σ− مي باشد.  
  

  11-7مثال
  . دترمينان و معكوس آن را محاسبه نماييدA استفاده از تجزيه مقادير منفرد ماتريسبا

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

110
230
011

A  

   بصورت زير هستند،Aمقادير منفرد ماتريس
2227.0,1345.1,9577.3 321 === σσσ  

  
  لذا داريم،

12227.01345.19577.3321

3

1
=××===Π

=

σσσσ i
i

A  

  
    بصورت زير بدست مي آيد،A منفرد ماتريستجزيه مقادير

TVUA Σ=  
T

A

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

0.6978    0.4614    0.5479    

0.4935-   0.2448-   0.8346    

0.5192    0.8527-   0.0569    

0.2227      0           0         

0         1.1345      0         

0           0         3.9577    

0.9173    0.1910    0.3493    

0.3810-   0.1662    0.9095    

0.1156    0.9674-   0.2253    
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   با توجه به تعريف معكوس ماتريس بصورت زير بدست مي آيد،
TUVA 11 −− Σ=  

T

A

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=−

0.9173    0.1910    0.3493    

0.3810-   0.1662    0.9095    

0.1156    0.9674-   0.2253    

0.2227 / 1      0           0         

0         1.1345 / 1      0         

0           0         3.9577 / 1   

0.6978    0.4614    0.5479    

0.4935-   0.2448-   0.8346    

0.5192    0.8527-   0.0569    
1

  بنابراين داريم،

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=−

3.0000    1.0000-   0.0000-   
2.0000-   1.0000    0.0000    
2.0000    1.0000-   1.0000    

1A  

□  
  
  حل مسئله حداقل مربعاتماتريس شبه معكوس و  7-4

 براي دستگاه معادلات ناسازگار x̂در مسئله حداقل مربعات هدف يافتن بهترين پاسخ   
11 ××× = mnnmA bx است، بطوريكه bx−ˆAهمانطور كه در فصول قبلي صحبت شد  . حداقل گردد

 رتبه كامل داشته باشد، مي توان بوسيله حل مستقيم معادلات نرمال و يا با استفاده Aريسزمانيكه مات
ليكن روش هاي ياد شده .  و تجزيه چالسكي پاسخ مسئله حداقل مربعات را بدست آوردQRاز تجزيه

 يك ماتريس بد حالت باشد قابل AAT رتبه دارد و يا زمانيكه ماتريس نقصAدر مواقعي كه ماتريس
در چنين مواقعي مي توان از روشي مبتني بر تجزيه مقادير منفرد ماتريس استفاده . استفاده نيستند

  .نمود
nmAبراي ماتريس      بصورت زير تعريف نمود،A#1معكوسشبه ماتريس  k با رتبه×

) 7-8(      T
mn

T
nm UVAVUA ## Σ=→Σ= ××  

  كه در آن داريم،
0,)0,,0,1,,1,1diag( 2121

# >≥≥≥=Σ × kkmn σσσσσσ LKK  
  ماتريس شبه معكوس تعريف شده داراي شرايط زير است،

1- AAAA =#            
2- ### AAAA =  
3-## )( AAAA T =  
4- AAAA T ## )( =          

 ماتريس شبه معكوس برخي از خواصعلاوه بر اين . مي نامند 1س پِنرُ-مورشرايط اين چهار شرط را 
  عبارتند از،

                                                 
١ Pseudo - Inverse 
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nmA براي ماتريس - # شبه معكوس×
mnA   . منحصر بفرد است×

-  AA =## TT و )( AA )()( ## =.  
-  ### )()( TTTT AAAAAAA ==.  
####ماتريس هاي   - ,,, AAIAAIAAAA   . متقارن هستند−−

    
  از ماتريس شبه معكوس براي حل مسئله حداقل مربعات استفاده مي شود،  

bxباشد،بد حالت  منفرد يا AAT اگر ماتريس:1نكته #A=ˆ مسئله حداقل مربعات است جواب.  
nmA  اگر ماتريس:2نكته TTرتبه كامل داشته باشد، × AAAA 1# )(   . معكوس چپ است=−
nnA ماتريس اگر :3نكته #1رتبه كامل داشته باشد، × −= AAاست .  

TUVAاگر شبه معكوس بصورتحال ثابت مي كنيم كه  ## Σ=،معرفي گردد bx #A= جواب 
bxمسئله حداقل مربعات براي دستگاه معادلات ناسازگار  =Aاست .  

  
nmAبراي ماتريس: اثبات    مي توان نوشت، k با رتبه×

00 bx

bxbx

bxbxbx

−Σ=

−Σ=−Σ=

−Σ=−Σ=−
TTTTT

TTT

UVUVUU

VUUVUA

  

bb در آنكه TU=0 و xx TV=0 تعريف شده است.  
  حال مي توان نوشت،

00minmin bxbx −Σ=−A  
  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=−Σ

mn

k

b

b
b

x

x
x

0

02

01

0

02

011

00

00
0

0
0

MM

O

σ

σ

bx  

  
2

0

2

)1(0
2

00
2

02022
2

0101100 mkkkk bbbxbxbx −++−+−++−+−=−Σ + LL σσσbx  
  

00minمشخص است كه  bx −Σ0 زماني بدست مي آيد كه بردارx زير تعريف گردد،بصورت   

                                                                                                                            
١ Moore - Penrose Conditions 
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0
#

0

02

011

0

02

01

0

00
/10

0
0/1

bx Σ=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

m

k

n b

b
b

x

x
x

M

O

M σ

σ

  

  
0بنابراين

#
0 bx Σ= 00برداري است كه مقدار bx −Σبه ازاي آن حداقل مي شود .  

  

bbبا توجه به اينكه TU=0و xx TV=000  و استminmin bxbx −Σ=−A است ،
bx حداقل مربعات براي مي توان جواب =A،را هم بدست آورد   

bxbxbx TTT UVUV ##
0

#
0 Σ=→Σ=→Σ=  

bxلذا  TUV #Σ=جواب حداقل مربعات براي bx =Aمي باشد و TUVA ## Σ=  همان شبه
  . استAمعكوس ماتريس

□  
  

  12-7مثال
   را در نظر بگيريد،Aتريسما  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−
=

11
11
11

6
1,

111
111

RA  

  . را بررسي نماييدR شبه معكوس بودن ماتريسپِنرسُ- موربا استفاده از شرايط
  

   را بررسي مي نماييم، پِنرسُ-به ترتيب شرايط مور

AARA =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−
=

111
111

111
111

11
11
11

6
1

111
111

.1  

RRAR =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=

11
11
11

6
1

11
11
11

6
1

111
111

11
11
11

6
1.2  

ARAR

T

T =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−
=

11
11

2
1

11
11
11

6
1

111
111

)(.3  
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RARA

T

T =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=

111
111

111

3
1

111
111

11
11
11

6
1)(.4  

  . مي باشدA يك شبه معكوس براي ماتريسRلذا ماتريس
□  
  

  13-7مثال
 AA#يد بيابيد و نشان دهAبراي ماتريسيك شبه معكوس با استفاده از روش تجزيه مقادير منفرد، 

  .يك ماتريس متقارن است

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −−
=

1110
0121
2101

A  

  
   بصورت زير مي باشد،Aتجزيه مقادير منفرد ماتريس

T

TVUA

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
−−−

−
−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

−
=Σ=

3515.04581.05774.05774.0
1066.08095.005774.0

4581.03515.05774.05774.0
8095.01066.05774.00

0000
004495.20
0003

8165.005774.0
4082.07071.05774.0
4082.07071.05774.0

  

  
rank)(2لذا  =A ،بنابراين است#Σو  #A،بصورت زير بدست مي آيند   

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

=→

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=Σ

1111.00556.02778.0
1111.01111.01111.0
1111.02778.00556.0
01667.01667.0

000
000
04082.00
003333.0

## A  

  
   يك ماتريس متقارن است،AA#حال مي توان نشان داد كه
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −−
=

333303333033330
333308333016670
333301667083330

1111.00556.02778.0
1111.01111.01111.0
1111.02778.00556.0
01667.01667.0

1110
0121
2101

#

...-

...
.-..

AA

  

  
 براي محاسبه شبه معكوس يك ماتريس استفاده مي pinv(A) از دستور MATLABدر نرم افزار 

  شود،

0.1111    0.0556-   0.2778-   

0.1111    0.1111    0.1111-   

0.1111    0.2778    0.0556    

0.0000-   0.1667    0.1667    

= ans

pinv(A)

1]; 1 1 0;0 1 2 2;1- 1- 0 [1=A

  

□  
  

  14-7مثال
  دستگاه معادلات زير را در نظر بگيريد،

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
→=

1
1
1

110
121
101

xbxA  

ز  بودن دستگاه را بررسي نماييد، سپس جواب حداقل مربعات را با استفاده اابتدا سازگار يا ناسازگار
  .تجزيه مقادير منفرد بدست آوريد و نُرم خطا را بررسي نماييد

  
rank)(2از آنجاييكه . ستم را بررسي مي نماييم ابتدا سازگار يا ناسازگار بودن سي- =A و 

3)|(rank =bA و بايد جواب حداقل مربعات را براي آن بدست سازگار استنا است، لذا سيستم 
ده از معادله  نمي توان جواب حداقل مربعات را با استفا، نقص رتبه داردAاز آنجاييكه ماتريس. آورد

bxنُرمال بصورت TT AAA 1)(ˆ  پِنرُز و -واقعي از شبه معكوس مورم بدست آورد، لذا در چنين =−
  .تجزيه مقادير منفرد براي حل مسئله حداقل مربعات استفاده مي نماييم
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  بصورت زير مي باشد، A تجزيه مقادير منفرد ماتريس-

T

TVUA

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=Σ=

5774.06295.05199.0
5774.01355.08052.0

5774.07651.02852.0

000
05344.10
007651.2

8165.03220.04792.0
4082.02650.08736.0

4082.09089.00849.0

  

  را بدست مي آوريم، حال شبه معكوس -
TUVA ## Σ=  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=Σ

2222.00556.03889.0
1111.02778.00556.0
1111.02222.04444.0

000
0534410
007651.21

## A  

  لذا جواب حداقل مربعات بصورت زير بدست مي آيد،

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=→=

11110
44440
55560

ˆˆ #

.-
.
.

A xbx  

حل مسئله حداقل مربعات با استفاده از تجزيه مقادير منفرد روشي با محاسبات بالا ولي پايداري بسيار 
   .كارايي خوبي داردبد حالت است  AAT يا نقص رتبه داردAب است و در مواقعي كه ماتريسخو

   حال نُرم خطا را محاسبه مي كنيم،-

8165.0
6667.0

3333.0
3333.0

ˆ =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=→−= εAε bx  

 
   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

0.1111-   

0.4444    

0.5556    

= x

b*pinv(A)=x

[1;1;1];=b

1]; 1 1;0 2 1;1- 0 [1=A
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0.8165    

= norm_e

b)-x*norm(A=norm_e

  

□  
  

  15-7مثال
  براي دستگاه معادلات ناسازگار  زير جواب حداقل مربعات را بدست آوريد،

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−
=+−

=−

463
042

52

21

21

21

xx
xx

xx
  

  
  . ابتدا سازگار يا ناسازگار بودن سيستم را بررسي مي نماييم  -

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
→=

4
0
5

63
42
21

xbxA  

rank)(1از آنجاييكه  =A 2 و)|(rank =bA است، لذا سيستم ناسازگار است و بايد جواب 
 براي حل مسئله Aبا توجه به رتبه كامل نبودن ماتريس. حداقل مربعات را براي آن بدست آورد

  .حداقل مربعات بايد از شبه معكوس استفاده كرد
  
   است، AATقادير ويژه ماتريس برابر با جذر مA  مقادير منفرد ماتريس-

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−
=

5628
2814

63
42
21

642
321

AAT  

0,700)70(
5628

2814
21 ==→=−=

−
−

=− λλλλ
λ

λ
λ AAI T  

   برابر است با،Aپس مقادير منفرد ماتريس
0,70 21 == σσ  

  
   را بدست مي آوريم،A  حال تجزيه مقادير منفرد ماتريس-

TVUA Σ=  
 به Uبراي محاسبه ماتريس.  هستندTAA بردارهاي ويژه يكامتعامد ماتريسUستون هاي ماتريس

  شكل زير عمل مي نماييم،
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=

453015
302010

15105

642
321

63
42
21

TAA  

0,0,700)70(
453015

302010
15105

321
2 ===→=−=

−−
−

−−
=− λλλλλ

λ
λ

λ
λ TAAI  

  .  يك مقدار ويژه حقيقي متمايز و يك مقدار ويژه حقيقي تكراري مرتبه دو داردTAAماتريس
  ابتدا بردار ويژه متناظر با مقدار حقيقي متمايز را بدست مي آوريم،

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=→=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
→=−→=

3
2

1

253015
305010
151065

)(70 1

31

21

11

111 u00u
u
u
u

AAI Tλλ  

rank)(213براي مقدار ويژه تكراري 2 =−=−− TAAIn λ است لذا دو بردار ويژه مستقل 
  .و نيازي به محاسبه بردار ويژه تعميم يافته نيستخطي داريم 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=→=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

−−
=−→=

1
3
3

,
1
2
1

453015
302010
15105

)(0 32

32

22

12

222 uu0u
u
u
u

AAI Tλλ  

   با يكامتعامد سازي بصورت زير بدست مي آيد،U×33بنابراين ماتريس

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

= −

19
1

6
1

14
3

19
3

6
2

14
2

19
3

6
1

14
1

U[ ] →
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

113
322
311

321 uuu  

   است،AAT بردارهاي ويژه ماتريسVاي ماتريس را بدست مي آوريم، ستون هVحال ماتريس

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−
=

5628
2814

63
42
21

642
321

AAT  

0,700)70(
5628

2814
21 ==→=−=

−
−

=− λλλλ
λ

λ
λ AAI T  

  
 دو مقدار ويژه حقيقي و متمايز دارد و بردارهاي ويژه متناظر با هر يك از آنها را بدست AATماتريس

  مي آوريم،

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=→=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
→=−→=

2
1

1428
2856

)(70 1
21

11
111 v00v

v
v

AAI Tλλ  
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⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=→=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
→=−→=

1
2

5628
2814

)(0 2
22

12
222 v00v

v
v

AAI Tλλ  

  يكا متعامد سازي بصورت زير بدست مي آيد،با V×22بنابراين ماتريس

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
= −−

−

5
1

5
2

5
2

5
1

V[ ] →⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−
−

=
12
21

21 vv  

   به شكل زير بدست مي آيد،A  لذا تجزيه مقادير منفرد ماتريس-
T

TVUA
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=Σ= −−

−
−

5
1

5
2

5
2

5
1

19
1

6
1

14
3

19
3

6
2

14
2

19
3

6
1

14
1

00
00
070

  

 
  حال ماتريس شبه معكوس را بدست مي آوريم،

TUVA ## Σ=  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=Σ

−−

−
−

−−

−

70
6

70
4

70
2

70
3

70
2

70
1

19
1

6
1

14
3

19
3

6
2

14
2

19
3

6
1

14
1

70
1

5
1

5
2

5
2

5
1

#

70
1

#

000
00

000
00

T

A

  

 
  لذا جواب حداقل مربعات بصورت زير بدست مي آيد،

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
==

−−−

−

70
34

70
17

70
6

70
4

70
2

70
3

70
2

70
1

# ˆ
4
0
5

ˆ xbx A  

 
   داريم،MATLABبا استفاده از نرم افزار 

0.4857-   

0.2429    

= x

b*pinv(A)=x

[5;0;4];=b

6];- 4;3 2;-2- [1=A

  

□  
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  16-7مثال
  .  آورده شده است يكبار سال10 هرجدول زير آمار جمعيت كشوريدر 

  

سال   1900  1910  1920  1930  1940  1950  1960  1970  1980
)(x  

5 / 226  2 / 203  3 / 179  7 / 150  7 / 131  2 / 123  7 / 105  0 / 92  0 / 76  
جمعيت 

)(y  
   ميليون

  

cbxaxy شبه معكوس يك مدل مرتبه دوم بصورتبا محاسبه) الف ++=  بر اساس روش حداقل 2
  .مربعات براي افزايش جمعيت بدست آوريد

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=→=

5.226
2.203
3.179
7.150
7.131
2.123
7.105
0.92
0.76

119802)1980(
119702)1970(
119602)1960(
119502)1950(
119402)1940(
119302)1930(
119202)1920(
119102)1910(
119002)1900(

c
b
a

A yx  

بديهي است كه دستگاه معادلات بدست آمده ناسازگار است و جواب مسئله حداقل مربعات با استفاده از 
  يد،شبه معكوس بصورت زير بدست مي آ

TUVAA ### ,ˆ Σ== yx  
   را بدست مي آوريم،A ماتريسSVDلذا ابتدا تجزيه 

TVUA Σ=  
  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

0.4371      0.3296-    0.1454-    0.0102-     0.0758      0.1128      0.5258      0.5135-    0.3470    

0.3772-    0.7233      0.1912-    0.1205-    0.0647-    0.0239-    0.1285      0.3798-    0.3435    

0.2266-    0.2236-    0.7885     0.1902-    0.1597-    0.1200-    0.1549-    0.2474-    0.3401    

0.1110-    0.1703-    0.2064-    0.7807      0.2091-    0.1757-    0.3243-    0.1164-    0.3366    

0.0305-    0.1166-    0.1757-    0.2078-    0.7871      0.1910-    0.3798-    0.0133      0.3332    

0.0149      0.0627-    0.1196-    0.1558-    0.1712-    0.8342      0.3213-    0.1417      0.3297    

0.3273      0.0157-    0.2655-    0.4221-    0.4854-    0.4555-    0.1489-    0.2687      0.3263    

0.4800      0.4529       0.3949        0.3061      0.1864      0.0359      0.1375      0.3945      0.3229    

0.5141-    0.2576-     0.0796-     0.0198      0.0408      0.0168-    0.5379      0.5188      0.3196    

 U
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⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

==Σ

0                    0                        0                  

0                    0                        0                  

0                    0                        0                  

0                    0                        0                  

0                    0                        0                  

0                    0                        0                  

0.0004664            0                        0                  

0            77.4101337              0                  

0                    0          19195611296800.2   

000
000
000
000
000
000
300

020
001

σ
σ

σ

  

  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

1.0000     0.0010     0.0000 

0.0010-   1.0000     0.0005 

0.0000    0.0005-   1.0000  

V  

   را بدست مي آوريم،Σ#حال ماتريس

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

=

=Σ

0      0      0      0      0      0     1-0.0004664) (               0                           0                  

0      0      0      0      0      0                 0            1-7)(77.410133                 0                  

0      0      0      0      0      0                 0                        0        1-2191956)(11296800.   

0000003/100
00000002/10
000000001/1

#

σ
σ

σ

  

  و جواب مسئله حداقل مربعات بصورت زير بدست مي آيد،
yyx TUVA ##ˆ Σ==  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

58896635897.0044 
97938.7173354- 
770.01045562  

c
b
a

x̂  

cbxaxyبنابراين ضرايب منحني مرتبه دوم  ++= مدل بدست آمده به شكل .  بدست مي آيد2
  زير است،

0044588966.358977173354979.380104556277.0 2 +−= xxy  
  
  . تخمين بزنيد1990ده ميزان جمعيت را در سال س مدل بدست آمبر اسا) ب

milliony
y

838.254
0044588966.3589719007173354979.38)1990(0104556277.0 2

=
+×−×=  
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1900 1910 1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980
60

80

100

120

140

160

180

200

220

240

Years

P
op

ul
at

io
n(

m
ill

io
n)

  منحني بدست آمده همراه با نقاط داده شده در شكل زير رسم شده است،
  
  
  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  نمودار نرخ تغييرات جمعيت بر حسب سال) 1-5(شكل
  

  بصورت زير است، MATLABبرنامه مربوطه در نرم افزار 

)(million)'Populationylabel('),ars'xlabel('Yeon,grid yy),plot(xx,

z(3);z(2)*xx.z(1)*(xx.^2)  yy

0);900,1980,4linspace(1xx

onhold 

ongrid ),r*''y,plot(x,

y'*pinv(A)z

end

1]; x(i) [x(i)^2:)A(i,   

NA:1i for

);zeros(NA,3  A

size(x,2);  NA

226.5]; 203.2 179.3 150.7 131.7 123.2 105.7 92.0 [76.0  y

1980]; 1970 1960 1950 1940 1930 1920 1910 [1900  x

++=

=

=

=

=

=

=

=

=

  

  
  نتيجه اجراي برنامه بصورت زير است،
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5889663.58970044   

3549790.00387173-  

5562770.00000104   

* 004+1.0e  

= z

  

□  
  
  1تقريب رتبه پايين ماتريس ها 7-5

 پايين تر يكي از كاربردهاي تجزيه مقادير منفي در تقريب يك ماتريس با يك ماتريس رتبه  
  در نظر بگيريد،را  rبا رتبه A تجزيه مقادير منفرد ماتريس.مي باشد

TVUA Σ=  

)7-9(    [ ] rA
V
V

UUA T

T

r

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

= )(rank,

00
0

0
0

2

1

1

21 σ

σ
O  

  
rk با رتبهB يافتن ماتريس،مسئله  است، بطوريكه>

2
BA− ،تجزيه مقادير  مقدار كوچكي گردد

   را مي توان بصورت زير نمايش داد،Aمنفرد ماتريس
r

T
rrr

TTA σσσσσσ >>>+++= LL 21222111 ,vuvuvu  
  

  را بصورت زير بيان مي كنيم، A اين مسئله ماتريسبراي يافتن پاسخ

)7-10(    [ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

= +
T

T
b

T
a

r

k

k

ba

V
V
V

UUUA

2

1

1

1

1

211

000
0

00
0

0
00

0

σ

σ
σ

σ

O

O

    

  
  و يا بصورت زير مي توان بيان كرد،

T
rrr

T
kkk

T
kkk

TTA vuvuvuvuvu σσσσσ ++++++= +++ LL 111222111  
                                                 
١ Low Rank Approximation 
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rσσσييكهاز آنجا >>> L21 است، جملاتي كه شامل مقادير منفرد غالب تري هستند نقش
 زياد باشد، به راحتي مي توان kσ+1 وkσاختلاف بين حال اگر .  دارندAبيشتري در ساختار ماتريس

 بنابراين.  به بعد صرفنظر نمود و ماتريس را فقط برحسب جملات غالب تر بيان كردk+1از جملات
  مي توان بصورت زير انتخاب نمود،  را Bماتريس

T
kkk

TTB vuvuvu σσσ +++= L222111  
  

) 7-11(       [ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
T

T
b

T
ak

ba

V
V
V

UUUB

2

1

1

1

211

000

000

0
00

0

σ

σ
O

   

  بنابراين داريم،

)7-12(                                     T
a

k

a VUB 1

1

1

0

0

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

σ

σ
O  

  
  تفاوت بين اين دو ماتريس بصورت زير بيان مي شود،

T
rrr

T
kkkBA vuvu σσ ++=− +++ L111  

  

)7-13                             (T
b

r

k

b VUBA 1

1

1

0

0

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=−

+

σ

σ
O  

  
12خود يك تجزيه مقادير منفرد مي باشد، لذا رابطه بالا  +≤− kBA σاين ترتيب  خواهد بود و به 

  خطاي تقريب نيز بدست مي آيد،
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  17-7مثال
   را در نظر بگيريد،Aماتريس

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

4.4800-    11.1000    3.6400      12.0100-  

11.0000    17.0000-   9.8400-    9.5300     

9.1500      10.1900-   8.5100-    0.2700     

12.6500    6.6600-   12.4000-   14.0400-  

1.6600-    2.0700      1.5200      0.4900-   

5.2000      3.2100-    5.0700-    4.8800-   

1.1900      2.6000-    1.0100-    2.5000     

6.8200-    1.7600      6.8200      11.0800    

A  

   بصورت زير است،Aتجزيه مقادير منفرد ماتريس

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

0.0929-   0.8008    0.1354-   0.5760-   

0.6476-   0.3116    0.3260-   0.6143     

0.6637     0.4922    0.1662     0.5382     

0.3627-   0.1392    0.9208     0.0356     

V  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

0.5489     0.3336     0.1472     0.1751-   0.0232     0.4279-   0.5132-   0.2968     

0.2025     0.6012     0.0597-   0.0236-   0.1367-   0.2108-   0.4266     0.5902-   

0.3123     0.3881-   0.4844     0.2648-   0.5017     0.0550     0.0350     0.4372-   

0.0500-   0.1235-   0.0990-   0.6265     0.0235-   0.1374-   0.5538-   0.5038-   

0.5649-   0.3088     0.7188     0.1320     0.0615     0.2006-   0.0247-   0.0822     

0.4659-   0.1220-   0.3406-   0.5595-   0.1104     0.4949-   0.1903-   0.2137-   

0.1125     0.4377-   0.2922     0.0872-   0.7780-   0.2834-   0.1075     0.0743-   

0.0943     0.2439-   0.1105-   0.4099     0.3274     0.6206-   0.4454     0.2464     

U  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

0              0              0              0         

0              0              0              0         

0              0              0              0         

0              0              0              0         

0.0051         0              0              0         

0          0.0220         0              0         

0              0         26.2369        0         

0              0              0         36.8258   

S  
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   است چهار رتبه ماتريسAبا توجه به مقادير منفرد ماتريس
0051.0,0220.0,2369.26,8258.36 4321 ==== σσσσ  

مشخص است كه مقادير منفرد .  بدست آوريمAحال مي خواهيم يك تقريب رتبه پايين از ماتريس
مقادير منفرد صرفنظر نموده و يك تقريب رتبه دو اول و دوم غالب هستند و به راحتي مي توان از بقيه 

   بدست آورد،Aبراي ماتري

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

−
−
−

−−
−
−−

−

=
1354.03260.01662.09208.0
5760.06143.05382.00356.0

2369.260
08258.36

5132.02968.0
4266.05902.0
0350.04372.0
5538.05038.0
0247.00822.0
1903.02137.0

1075.00743.0
4454.02464.0

B  

  اندازه خطاي تقريب در اين مثال بصورت زير بدست مي آيد،
0220.032

≈≤− σBA  
   مقايسه نمود،Aرا با ماتريس را بدست آورده عناصر آن Bحال مي توان ماتريس

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

4.4724-   11.1030    3.6446      12.0086-  

11.0037    16.9990-   9.8373-    9.5304     

9.1493     10.1887-   8.5123-    0.2708     

12.6524    6.6591-   12.3984-   14.0396-  

1.6564-    2.0716      1.5220      0.4893-   

5.2088      3.2062-    5.0650-    4.8783-   

1.1946      2.6006-    1.0043-    2.4994     

6.8089-    1.7653     6.8256      11.0825    

B  

□  
  
   كاهش نويز سيگنال ها-7-5-1

كاهش نويز سيگنال ها به ويژه سيگنال يكي از كاربردهاي تقريب رتبه پايين ماتريس ها در   
 نمونه برداري كرده و آن را tX)(زمان پيوسته فرض كنيد از سيگنال. هاي صوتي و تصويري است

  بصورت بردار زير نمايش دهيم،
[ ]nxxxx L321=x  

حال مي توان نمونه ها را با يك ترتيب مناسب دسته بندي كرد و آن ها را در قالب يك ماتريس 
  نمايش داد،
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5
Clean Signal

x

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5
Noisy Signal

time

xn

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

= ++

++

×

L

MMMM

L

L

mmm

mm

mm

nm

xxx

xxx
xxx

A

32

2222

1211

  

ديگر مقادير را بدست آوريم، خواهيم ديد كه برخي از آنها نسبت به  Aحال اگر مقادير منفرد ماتريس
  منفرد غالب تر هستند، لذا جملات آخر نقش كمتري در ايجاد ساختار ماتريس و سيگنال دارند،

T
rrr

T
kkk

T
kkk

TTA vuvuvuvuvu σσσσσ ++++++= +++ LL 111222111  
  حال سيگنال نويزي زير را در نظر بگيريد،

nxx +=n  
 و جملات آخر را پر اهميت تر جلوه مي مقادير منفرد كوچك تر ماتريس شدهنويز سبب افزايش اندازه 

حال اگر با استفاده .  مي شود سيگنال دخالت اين جملات سبب تخريب ساختار اصلي ماتريس و ودهد
از روش تقريب رتبه پايين ماتريس بتوان اين جملات را حذف نمود به نوعي مي توان نويز را كاهش 

 از روش وزن دهي براي مقادير ويژه مياني ش جهت بهتر شدن وضعيت سيگنال گاهياين رودر . داد
  . نيز استفاده مي شود

  

  18-7مثال
   زير را در نظر بگيريد، و سيگنال نويزيسيگنال بدون نويز

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

   و سيگنال نويزي سيگنال بدون نويز-)2-5(شكل
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   از دستور زير استفاده مي نماييم،MATLABبراي ايجاد چنين سيگنال هايي در نرم افزار 

)xn'ylabel('),time'xlabel('),Signal' Noisytitle('on,grid 

xn)plot(t,2),subplot(21

)x'ylabel('),Signal' Cleantitle('on,grid 

x)plot(t,1),subplot(21

figure(1)

(x));randn(size*0.1  x  xn

t);*.5sawtooth(2  x

,10,100);linspace(0  t

+=

=

=

  

 سپس مقادير منفرد هر  نمايش مي دهيم،×1010ابتدا هر يك از سيگنال ها را بصورت يك ماتريس
  يك از ماتريس ها را بدست آورده مقايسه مي كنيم،

svd(Axn) noisy_sv 

svd(Ax) clean_sv 

end

1;j  j   

;9)'i:ixn(:,  j)Axn(:,   

;9)'i:ix(:,  j)Ax(:,   

100:10:1i for

1;  j

0);zeros(10,1  Axn

0);zeros(10,1  Ax

=

=

+=

+=

+=

=

=

=

=

  

   است،اجراي برنامه بصورت زير

0.0000    

0.0000    

0.0000    

0.0000    

0.0000    

0.0000    

0.0000    

1.1351    

4.0000    

4.0454    

=clean_sv 
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5
Enhanced Signal

time

xn
1

0.0069    

0.0425    

0.1264    

0.1880    

0.2784    

0.3306    

0.3958    

1.2883    

3.9563    

4.1071    

=noisy_sv 

  

مقايسه مقادير منفرد سيگنال بدون نويز از .  و رتبه ماتريس نويزي ده استسهرتبه ماتريس بدون نويز 
 سيگنال تاثير گذاشته مقدار  ترو سيگنال نويزي مشخص است كه نويز بر روي مقادير منفرد كوچك

حال اگر در سيگنال نويزي . تغييرات در ساختار داده ها مي شوندو سبب بروز آنها را افزايش مي دهند 
براي اين منظور . يك تقريب رتبه پايين ايجاد كنيم مي توانيم اثر مقادير منفرد كوچك را از بين ببريم

  برنامه را بصورت زير ادامه مي دهيم،

)xn1'ylabel('),time'xlabel('),Signal'Enhanced title('on,grid 

xn1),plot(t,1),subplot(21

figure(2)

Axn1(:);  xn1

;3)':Vn(:,1*3):3,1:Sn(1*3): Un(:,1 Axn1

svd(Axn); Vn]Sn,[Un,

=

=

=

  

  
  سيگنال حاصل بصورت زير است،

  
  
  
  
  
  
  

  
   سيگنال بهبود يافته-)3-5(شكل
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3

3.5

4

4.5

5
output of the noisy system

0 10 20 30 40 50 60
3

3.5

4

4.5

5
output of the system after noise reduction with SVD method

در اينجا با توجه به اينكه از مقدار منفرد چهارم به بعد مقدار مقادير منفرد به شدت افت مي كند، لذا 
بهبود وضعيت سيگنال در شكل حاصل به . سه مقدار منفرد اول را نگه داشته بقيه را صفر نموديم

  .وضوح ديده مي شود
□  
  

  19-7مثال
مدلسازي يك فرايند حرارتي آزمايشگاهي پاسخ پله فرايند توسط سامانه نمونه برداري داده به منظور 

همان طور كه پيداست نويز اندازه گيري . نمايش داده شده است) الف(بدست آمده است كه در شكل 
 حال مي خواهيم با استفاده از .سبب مخدوش شدن سيستم شده و كار شناسايي را دشوار مي كند

  اد شده نويز موجود در اين سيگنال را كاهش دهيم،روش ي
  
  
  

  
  
  
  
  
  )الف(شكل 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  )ب(شكل

   پاسخ پله فرايند حرارتي آزمايشگاهي-)5-5(شكل
  

مقادير منفرد .  در نظر مي گيريم×805ابتدا داده هاي ورودي را بصورت يك ماتريسبراي اين منظور 
  ده شده است،ماتريس مذكور در زير آور

  
3941.05,4875.04,5069.03,5418.02,1145.891 ===== σσσσσ  
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10 20 30 40 50 60

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

با توجه به اينكه اندازه اولين مقدار منفرد بسيار بزرگتر از بقيه مي باشد، مي توان از تقريب رتبه يك 
 نتيجه حاصل در . مي باشد5418.0جهت كاهش نويز استفاده كرد، لذا نُرم خطاي تقريب در اينجا

  .ه بيانگر موفقيت روش مذكور استرسم شده است ك) ب(شكل
□  
  
  1 فشرده سازي داده هاي تصويري-7-5-2

در . كاربرد ديگري از تقريب رتبه پايين ماتريس ها در فشرده سازي داده هاي تصويري است  
سيستم كامپيوتري هر تصوير در قالب يك ماتريس ذخيره مي گردد كه ابعاد اين ماتريس به حجم و 

بطور . براي هر يك از رنگ هاي طيف رنگي عددي اختصاص داده مي شود. ارد بستگي دكيفيت تصوير
   مي توان يك طيف رنگي ايجاد نمودimage با استفاده از دستور MATLABنمونه در نرم افزار 

  

image(x)

64;:1x =  
 
 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

   تايي64 طيف رنگي -) 6-5(شكل
  

ل قرمز پر رنگ يا قهوه اي و هر چه اعداد كوچكتر از يك   باشند رنگ حاص64هر چه اعداد بزرگتر از 
 هر بردار يا MATLABدر نرم افزار بنابراين . باشند رنگ حاصل آبي پر رنگ و سورمه اي خواهد شد

   تصوير زير را در نظر بگيريد، . رنگي ذخيره نمود با خانه هايماتريس را مي توان بصورت يك تصوير

                                                 
١ Data Compression 
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0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  A ماتريس حاصل از تصوير-)1-5(شكل
  

  اين تصوير توسط ماتريسي بصورت زير ذخيره مي گردد،

B)*image(100A

rand(4,5);B

=

=  
  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

0307.932714.706772.135329.539026.81
9415.675255.344033.58464.47758.49
6336.176431.187493.162667.894402.93
1643.516078.729719.263295.363649.23

A  

  
تصاوير واقعي نيز در كامپيوتر توسط چنين ماتريس هايي ذخيره مي شوند كه با توجه به حجم و 

 نشان داده تصويربه عنوان نمونه . ريس ذخيره سازي شده بسيار بالاتر استكيفيت اين تصاوير حجم مات
500362اين تصوير توسط يك ماتريس. را در نظر بگيريد )7-5(شده در شكل   . ذخيره مي شود×
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  تصوير واقعينمونه اي از  -)8-5(شكل

  
 فراهم مي كند تا بتوان تصاوير مذكور را با حفظ كيفيت روش تقريب رتبه پايين ماتريس اين امكان را

 اين موضوع بويژه در ارسال تصاوير گرفته شدهبطور مثال . آنها در حجم كمتري ذخيره سازي نمود
 چنين مواقعي  اهميت ويژه اي پيدا مي كند زيرا تعداد تصاوير در به زمين،توسط كاوشگرهاي فضا پيما
  .ي از ارسال حجم داده هاي بالايي استبسيار بالا مي باشد كه حاك

  
  20-7مثال

ابتدا تجزيه مقادير منفرد اين ماتريس را بدست .  را در نظر بگيريدAماتريستصوير حاصل از ماتريس 
  مي آوريم،

[ ]
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

Σ=

−
−−−
−−

==

6833.01795.02171.06736.0
6267.05927.03505.03649.0
2146.00371.08393.04981.0
3070.07843.03543.04063.0

4321 uuuuU

TVUA

  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=Σ

03295.7000
007287.4400
0000690.850
00007721.224
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[ ]

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

==

0.4967-0.20430.36170.55650.5206
0.55830.01180.5492-0.44010.4392
0.4475-0.8071-0.3604-0.00420.1356
0.3225-0.44130.4321-0.5728-0.4318

0.37060.3346-0.50090.4105-0.5755

54321 vvvvvV  

rank)(4 چهار مقدار منفرد غيرصفر دارد وAماتربس =Aاست .  
3295.7,7287.44,0690.85,7721.224 4321 ==== σσσσ  

  
 را كاهش داده و يك تقريب رتبه Aآيا مي توان با صرفنظر كردن از برخي مقادير منفرد رتبه ماتريس

  .  حالت هاي مختلف را در نظر مي گيريم براي اين منظورپايين مناسب براي آن بدست آورد؟
  

 در اينصورت ماتريس.  را در نظر بگيريم و بقيه مقادير منفرد صفر باشند1σفرض كنيد فقط  
1A،بصورت زير بدست مي آيد و تصوير حاصل از آن چنين خواهد بود   

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

=

8247.784929.665342.203724.651385.87
6958.420162.361225.114093.351990.47
2902.581710.491849.153424.484383.64
5420.471043.403849.124285.395564.52

1

1111

A

A Tvu σ

  

   بصورت زير مي باشد،1Aدير منفرد ماتريسرتبه و مقا
0,7721.224,1)(rank 43211 ===== σσσσA 

  
   بصورت زير خواهد بود،2A را در نظر بگيريم، ماتريس2σ و1σاگر دو مقدار منفرد

[ ] [ ]TA 21
2

1
212 0

0
vvuu ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

σ
σ  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

1037.896213.746127.207917.545569.79
2901.591386.492491.113280.189594.34
5555.187497.178816.1431.24.897458.93
3145.643675.535130.121638.221854.40

2A  

   بصورت زير مي باشد،2Aرتبه و مقادير منفرد ماتريس
0,0690.85,7721.224,2)(rank 43212 ===== σσσσA  

 
  واهد بود، بصورت زير خ3A را در نظر بگيريم، ماتريس3σ و1σ،2σاگر سه مقدار منفرد
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[ ] [ ]TA 321

3

2

1

3213

00
00
00

vvvuuu
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

σ
σ

σ
  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

0078.922123.707196.175784.835784.83
8797.685797.346958.12388.482388.48
9548.176616.184799.159606.899140.92
6239.516343.721555.253225.376119.22

3A  

   بصورت زير مي باشد،3Aرتبه و مقادير منفرد ماتريس
0,7287.44,0690.85,7721.224,3)(rank 43213 ===== σσσσA  

    در شكل زير آورده شده است،3Aو A،1A ،2Aتصاوير حاصل از ماتريس هاي
  
  
  
  
  
  

  
  

  Aتصوير اصلي به ازاي ماتريس                              1Aتصوير با استفاده از ماتريس      
  
  
  
  
  
  
  
  

  3A   تصوير با استفاده از ماتريس                           2Aتصوير با استفاده از ماتريس       
  

  3Aو A،1A ،2Aتصاوير حاصل از ماتريس هاي -)9-5(شكل
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 بهترين تقريب با 3Aل قابل بازسازي است و ماتريسلذا فقط با استفاده از سه مقدار منفرد اين شك
3295.74 برابر با حداكثر خطاي تقريب دو مي باشد و نُرمAرتبه كمتر براي ماتريس =σاست . 

  .ار قابل توجه استاين مسئله براي ماتريس هايي با ابعاد بالاتر بسي
□  
  

  21-7مثال
 ذخيره مي شود و ×500362اين تصوير توسط يك ماتريستصوير واقعي زير را در نظر بگيريد، 

2370.1501 مقدار منفرد است كه بزرگترين آن362داراي =σ1005.0362  و كوچكترين =σ 
   .مي باشد

  
  
  
  
  
  
  
  

  
  

   اصلي از گل تصوير-)6-5(شكل
  

  در شكلهاي زير تصاوير با درنظر گرفتن مقادير منفرد مختلف نشان داده شده است،
  
  

  
  

    
  

    
  
  
 2150.11,,2370.150 101 == σσ K             8949.20,,2370.150 51 == σσ K   
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2094.3,,2370.150 501 == σσ K                1647.7,,2370.150 201 == σσ K      

  
تا از مقادير منفرد به راحتي مي توان تصوير اصلي را به  50لذا مشاهده مي شود كه تنها با استفاده از

 براي نمونه تصاوير .طرز قابل قبولي بازسازي كرد، البته اين بستگي به كيفيت تصوير مورد نظر دارد
   تا از مقادير منفرد نيز آورده شده است،150 و100حاصل براي

  
                        

  
  
  
  
  
  
  
   0507.1,,2370.150 1501 == σσ K                6042.1,,2370.150 1001 == σσ K                               
□  
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  مسائل
  توسط مقادير منفرد تجزيه نماييد،  سپس آنها رابراي ماتريس هاي زير مقادير منفرد را بيابيد و -7-1

⎥) الف
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

26
13

A      ب(⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

202
021

A    ج( ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

82
41

A  

  

)د
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

22
22
11

A         ه (
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

201
151
101

A    و( ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

110
011

A  

  
  .ك شبه معكوس بيابيدبراي هر يك از ماتريس هاي زير ي -7-2

) الف
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

11
01
10

A           ب   (
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

124
214
222

A      ج    (⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
232

223
A  

  
با استفاده از تجزيه مقادير منفرد، جواب حداقل مربعات معادله   در هر يك از حالتهاي زير-7-3

bx =Aرا بيابيد .  

⎥)الف
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

8
2

,
22
11

bA    ب(⎥
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⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
0
1

,
131
111

bA  

  

)ج
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

1
1
1

,
00
11
11

bA      د (⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
0
1

,
11
22

bA  

  

 )ه
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤
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⎡
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bA    و( 
⎥
⎥
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⎢
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⎣

⎡
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 هر يك از ماتريس هاي زير را بصورت يك تصوير نمايش MATLAB با استفاده از نرم افزار -7-4

استفاده از تجزيه مقادير منفرد سعي كنيد تا حداكثر امكان تصوير را فشره سازي كنيد سپس با . دهيد
ميزان حافظه ذخيره سازي شده را با هم مقايسه . به نحوي كه كيفيت تصوير همچنان مطلوب باشد

  .كنيد
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)الف

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

28175214634
96438652913
25194636598
25435128063
61516793945
14463796523
22348951121

A    ب(

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

44573928602
391750652245
475139211870
554062143920
652942335013

A  

  
  ادلات ناسازگار  زير جواب حداقل مربعات را بدست آوريد، براي هر يك از دستگاه مع-7-5

)الف
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−
=+−

=−
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21
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xx
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 )    ب  
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⎨

⎧

−=+
=+
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3022
1522
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 )ج  
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⎪
⎨
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=++
=
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2
2
0

321

1

1

xxx
x
x

  

  
  ثابت كنيد، -7-6

#1 غيرمنفرد باشد،Aزمانيكه ماتريس) الف −= AAاست .  
AA) ب =## ## و )( )()( TT AA =  
AAAA) ج ###و  #= AAAA =  
  
  
سپس با استفاده از تجزيه مقادير .  هر يك از تصاوير زير را بصورت يك ماتريس نمايش دهيد-7-7

وير همچنان منفرد سعي كنيد تا حداكثر امكان تصوير را فشره سازي كنيد به نحوي كه كيفيت تص
  .مطلوب باشد

  
  
  

  )                                                               ب)الف
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   را در نظر بگيريد،A ماتريس-7-8

1];  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1    

1;  1  1  1  1  1  1  40 1  1  1  40 1  1  1  1  1  1  1    

1;  1  1  1  1  1  40 1  40 1  40 1  40 1  1  1  1  1  1    

1;  1  1  1  1  40 1  1  1  40 1  1  1  40 1  1  1  1  1    

1;  1  1  1  40 1  40 1  40 1  40 1  40 1  40 1  1  1  1    

1;  1  1  1  40 1  1  40 1  1  1  40 1  1  40 1  1  1  1    

1;  1  1  40 1  40 1  40 1  1  1  40 1  40 1  40 1  1  1    

1;  1  40 1  1  1  40 1  1  1  1  1  40 1  1  1  40 1  1    

1;  1  1  40 1  40 1  1  1  1  1  1  1  40 1  40 1  1  1    

1;  1  1  1  40 1  1  1  1  1  1  1  1  1  40 1  1  1  1    

1;  1  1  1  40 1  1  1  1  1  1  1  1  1  40 1  1  1  1    

1;  1  1  40 1  40 1  1  1  1  1  1  1  40 1  40 1  1  1    

1;  1  40 1  1  1  40 1  1  1  1  1  40 1  1  1  40 1  1    

1;  1  1  40 1  40 1  40 1  1  1  40 1  40 1  40 1  1  1    

1;  1  1  1  40 1  1  40 1  1  1  40 1  1  40 1  1  1  1    

1;  1  1  1  40 1  40 1  40 1  40 1  40 1  40 1  1  1  1    

1;  1  1  1  1  40 1  1  1  40 1  1  1  40 1  1  1  1  1    

1;  1  1  1  1  1  40 1  40 1  40 1  40 1  1  1  1  1  1    

1;  1  1  1  1  1  1  40 1  1  1  40 1  1  1  1  1  1  1    

1;  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1 [A =

  
  

رتبه .  را بيابيدA مقادير منفرد ماتريسMATLAB در نرم افزار svd(A)با استفاده از دستور ) الف
   چند است؟Aماتريس

.  بدست آوريدAبا توجه به مقادير منفرد بدست آمده يك تقريب رتبه پايين مناسب براي ماتريس) ب
  خطاي تقريب چند است؟

 و ماتريس A طيف رنگي ماتريسMATLAB در نرم افزار image(A)فاده از دستور با است) ج
  . تقريب زنده شده را رسم نماييد

  
  
  
  


