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 بسم االله الرحمن الرحيم

 

  

  :چكيده مطالب-1

دسـتگاه مختصـات   . براي نوشتن معادلات حاكم بر يك سيستم، ابتدا بايد محورهاي مختصـات را انتخـاب كـرد   

توانند از هـر  معادلات حاصل مي. اي و يا كروي باشدتواند كارتزين، استوانهانتخابي با توجه به هندسه سيستم مي

مشـتق موجـود در آن و درجـه هـر معادلـه تـوان        مرتبه يك معادله مرتبـه بـالاترين  . اي باشندمرتبه و از هر درجه

تواند همگن يا ناهمگن باشـد و در نهايـت   معادله ديفرانسيل حاصل مي. بالاترين مرتبه مشتق موجود در آن است

  . توانند يكي از انواع دريكله، نيومن و يا روبين باشدشرايط مرزي سيستم مي

  :اهداف-2

ها، آشنايي با مفاهيم و تعاريف اوليه مربـوط بـه معـادلات    يل محورهاي مختصات مختلف و تبدآشنايي با سيستم

  .ديفرانسيل با مشتقات جزئي و آشنايي با انواع شرايط مرزي

  هاي مختصاتدستگاه-3

شوند، معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئـي  ها نوشته ميدر مباحث مهندسي زماني كه معادلات حاكم بر سيستم

بـا آگـاهي از   . معادلات حاكم بر هر سيستم بايـد از هندسـه سيسـتم آگـاهي داشـت      براي نوشتن. شوندظاهر مي

بـه عنـوان مثـال    . توان سيستم مختصات مناسب براي حـل مسـأله را انتخـاب كـرد    هندسه سيستم مورد بررسي مي

ا شـود، ب ـ زماني كه در مكانيك سيالات معادله مومنتم براي بدست آوردن توزيع سرعت در يك لوله نوشته مـي 

هـاي  در اين بخش بـا سيسـتم  . شوداي براي انجام محاسبات انتخاب ميتوجه به هندسه سيستم، مختصات استوانه

  .شويممختصات آشنا مي



 

 

 

شـوند و مختصـات هـر نقطـه در فضـا برابـر بـا        

  اي در فضا در دستگاه مختصات كارتزين

3-2.(  

  

 اياي در فضا در دستگاه مختصات استوانه

  ).3-3 شكل (شود براي مشخص كردن يك نقطه در فضا استفاده مي

3 

  سيستم مختصات كارتزين

شـوند و مختصـات هـر نقطـه در فضـا برابـر بـا        در سيستم مختصات كارتزين، سه صفحه عمود بر هم انتخاب مي

  ).1-3 شكل (فحات خواهد بود فواصل اين نقطه از اين ص

  

اي در فضا در دستگاه مختصات كارتزينمختصات نقطه 1-3 شكل 

  ايسيستم مختصات استوانه

3 شكل (شود مشخص مي zو  r ،θمختصات هر نقطه از فضا توسط سه مؤلفه 

اي در فضا در دستگاه مختصات استوانهمختصات نقطه2-3 شكل 

  سيستم مختصات كروي

براي مشخص كردن يك نقطه در فضا استفاده مي ϕو  r ،θدر اين سيستم از سه مؤلفه 

 

سيستم مختصات كارتزين-3.1

در سيستم مختصات كارتزين، سه صفحه عمود بر هم انتخاب مي

فواصل اين نقطه از اين ص

سيستم مختصات استوانه- 3.2

مختصات هر نقطه از فضا توسط سه مؤلفه 

سيستم مختصات كروي- 3.3

در اين سيستم از سه مؤلفه 
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  اي در فضا در دستگاه مختصات كرويمختصات نقطه3-3 شكل 

  و بلعكس اياستوانه بهكارتزينمختصات  تبديل-3.4

  .كنيماي به كارتزين از روابط زير استفاده ميبراي تبديل مختصات استوانه

� = � ��� � 

� = � ��	� 

  .كنيماي از روابط زير استفاده ميو براي تبديل مختصات كارتزين به استوانه

� =  
�� + �� 

 

ρρρρ  در روابط بالا همانr باشدمختصات مي، فاصله از مركز.  

  كروي و بلعكس به كارتزينمختصات  تبديل- 3.5

  .كنيمبراي تبديل مختصات كروي به كارتزين از روابط زير استفاده مي

 

 

 

  .كنيمو براي تبديل مختصات كارتزين به كروي از روابط زير استفاده مي
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  اپراتور لاپلاس-3.6

  باشد،كنيم، اپراتور لاپلاس و يا لاپلاسين ميمي يكي از اپراتورهايي كه در معادلات با آن برخورد

  .شودكه در مختصات كارتزين به صورت زير تعريف مي

�� =
��

��� +
��

���
+

��

��� 

  .باشدبه صورت زير مي uاي،لاپلاسين تابع در مختصات استوانه

��� =
�
�
�
�� 	�

��
��
 +

�
��
���
���

+
���
���  

  مختصات كروي،و در 

��� =
�
��

�
�� 	��

��
��
 +

�
�� �
� �

�
�� 	�
� �

��
��


���
���

+
�

�� �
�� �
���
���

 

  معادلات ديفرانسيل جزئي-4

بـه   .شـود ، معادله ديفرانسيل جزئي ناميده مياي كه شامل يك متغير وابسته و دو يا بيشتر متغير مستقل باشدمعادله

  .باشندهاي مستقل  مين مثال در مسأله انتقال حرارت در يك ميله، دما متغير وابسته و زمان و طول متغيرعنوا

��
�� = ����

���  
در معادلـه بـالا، بـالاترين    . باشـد در يك معادله با مشتقات جزئي، بالاترين مشتق موجود در معادله، مرتبه آن مـي 

  .باشدبنابراين مرتبه معادله، دو مي باشد،مشتق، مشتق از مرتبه دو مي

 به عنوان مثال . شوددر يك معادله، توان بالاترين مشتق، درجه معادله محسوب مي
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����  معادله درجه يك
��� + � ���� + � = � 


����	  معادله درجه دو
�

+
��
�� = � 

  فرم كلي معادلات مرتبه اول و دوم-4.1.1

  .توان به فرم كلي زير نوشتمرتبه اول را ميمعادله ديفرانسيل جزئي 

) 4-1(  ����� + ����� + � ���� + ����� + �� = � 
  .و فرم كلي معادلات مرتبه دوم به صورت زير است

) 4-2(  ����
��� + � ���

���� + � ���
��� + ����� + � ���� + �� = � 

  .تواند خطي يا غير خطي باشد، معادله مي2-4و  1-4معادلات با توجه به ضرايب 

��، x ،y ،uباشند، آنگاه معادلات خطـي، اگـر تـابعي از     tو  x ،y ،zثابت و يا تابعي از اگر اين ضرايب 

��
 ،��

��
، شـبه  

���،x ،y ،uخطي و اگر تابعي از 

���
 ،���

����
���و  

���
  .باشدباشند، معادله غير خطي مي 

  :مثال

��  معادله خطي
�� = ����

���  
���  خطيمعادله شبه

��� + ����� = � 
����  معادله غيرخطي

��� 
�

+
���
���� +

��
�� = � 

معادله همگن و در غير اين صـورت معادلـه نـاهمگن خواهـد     برابر با صفر باشد،  g، 2-4و  1-4معادلات اگر در 

  .بود

  بندي معادلات ديفرانسيل جزئي خطي مرتبه دومدسته-4.1.2

  ،2-4با توجه به معادله 
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b  معادله بيضوي
2
 - 4ac < 0  

b  معادله سهموي
2
 - 4ac = 0  

b  معادله هذلولي
2
 - 4ac > 0  

 

  به عنوان مثال اگر معادله لاپلاس را در نظر بگيريم،

���
��� +

���
��� = � 

  .باشد، اين معادله داراي ثوابت زير مي2-4با مقايسه با معادله 

a = 1, b = 0, c = 1 

  و در نتيجه،

b
2 
- 4ac = -4 < 0 

  .باشدبنابراين معادله لاپلاس جزء معادلات بيضوي مي

  معادله نفوذ،و يا در 

��
�� = ����

��� 

a = � , b = 0, c = 0 

b
2
 - 4ac = 0 

  .باشدبنابراين معادله نفوذ يك معادله سهموي مي

  و معادله موج يك بعدي،

�� ���
��� =

���
���  

a = c
2
, b = 0, c = -1 

b
2 
- 4ac = 4c

2
> 0   

  .بنابراين معادله موج يك معادله هذلولي است



 

 

 

8 

 

  انواع شرايط مرزي-5

  )دريكله(شرط مرزي نوع اول -5.1.1

  .مقدار متغير وابسته روي مرز مشخص است

��
�� = ����

���  

T(x, t) =? 

  

  

  

  

  )نيومن(شرط مرزي نوع دوم -5.1.2

به عبارت ديگر تغييرات متغير وابسـته روي  . مستقل باشدمقدار مشتق متغير وابسته عددي ثابت و يا تابعي از متغير 

 .مرز مشخص است

 

 

 

 

  )روبين(شرط مرزي نوع سوم -5.1.3

 . تركيبي خطي از مقادير متغير وابسته و مشتق آن روي مرز مشخص است

 

 

T = T1 T = f (t) صفحه جامد 

 عايق

 صفحه جامد

 فيلم مايع

K
��

�	
= h!T − T
" 

 صفحه جامد
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  شرايط مرزي همگن و ناهمگن-5.1.4

گوييم كه در آن تمامي جملات بر حسب تابع و يـا مشـتقات   مرزي همگن به آن دسته از شرايط مرزي ميشرط 

در صورتيكه در شرايط مرزي، جمله يا جملاتي غير از تابع و مشتقات آن وجود داشته باشد، آن شـرط  .آن باشد

  .شودغير همگن ناميده مي

  :مثال

T(x,t) = 0    )شرط مرزي همگن(  

C(x, 0) = 0    )شرط مرزي همگن(  

C(0, t) = C0    )شرط مرزي ناهمگن(  

−# ���
,��

��
= )شرط مرزي همگن(   "�,�!�$  

−# ���
,��

��
= $%�!�,�" − )شرط مرزي ناهمگن(  &��  

'!�,�, �" =                )شرط مرزي ناهمگن(               ���

����,
�

��
= )شرط مرزي همگن(                                                                                      �  
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 بسم االله الرحمن الرحيم

 

  

  چكيده مطالب:-1

شـود. بـا اسـتفاده    خطي و شبه خطي از روش لاگرانژ استفاده ميبراي حل معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي مرتبه اول 

تـوان جـواب خصوصـي    توان جواب عمومي معادله را بدست آورد. اگر منحني اوليه داده شده باسد، مـي از اين روش مي

  معادله را بدست آورد.

  اهداف:-2

  طي.آشنايي با روش حل معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي مرتبه اول خطي و شبه خ

  خطيخطي و شبه معادلات ديفرانيل جزئي مرتبه اول-3

همانطور كه در جلسه قبل در مورد انواع معادلات ديفرانسيل توضيح داده شد، فرم كلي معـادلات جزئـي مرتبـه    

  باشد.اول خطي به شكل زير مي

���, �, �� ���� 	 
��, �, �� ���� � ���, �, �� )3-1( 

  روش لاگرانژ-3.1


توان به شكل كلي مي را 1-3معادله �� 	 
�� � �نوشت، كه در آن� � ���,   ،بنابراين،��

���� � ���� ���� 	 ���� ���� ⟹ 
���� 	 
���� � � )3-2( 

  داريم، 2-3و  1-3از مقايسه معادلات 



 

 

 

٣ 

 

���
��
��
 � ����
 � ����� � ����

⟹
��
��
���
 � ����� � ����� � ��

 )3-3( 

  توان نتيجه گرفت،بنابراين مي

��
 � ��
 � ���  
)3-4( 

  شود.به اين ترتيب يك معادله ديفرانسيل با مشتقات جزئي تبديل به معادلات ديفرانسيل معمولي مي

� ��

�
� ��

�
⟹ � � ����� 	 �� ⟹ �� � � � �����

��

�
� ��

	
⟹ � � �
��� 	 �
 ⟹ �
 � � � �
��� ⟹ �� � ���
�  

  

f شود. اگر يك منحني اوليه داده ناميده مي 1-3، اين جواب حل عمومي معادله تواند باشد، بنابراينهر تابعي مي

  توان جواب خصوصي معادله را بدست آورد.شود، مي

  

  

 
    

  معادله را بدست آوريد.مثال: با توجه به شرايط داده شده، جواب خصوصي 

���� 	 ��
 � 1 

 جواب عمومي معادله

 f(t)منحني مشخصه  f(s)منحني اوليه 



 

 

 

٤ 

 

�� � 0								� � 1 � � 

  آوريم.ابتدا با استفاده از روش لاگرانژ جواب عمومي معادله را بدست مي  -حل

���� � �
� � ��1 ⟹
���
�� �� � �
� ⟹ �
 � ��� ⟹ � � 12�� 	 !�
�� � ���� ⟹ "���� � "�� ⟹ �1� � � 	 !�  

⟹ ��� � � � �



�
�
 � � �

�
� � � � �



�
 � #$� �

�
� �%  

  داريم:t = 0در  آوريم.ميمنحني اوليه را به صورت پارامتري در

& �� � '						�� � ( � '�� � )							  
  كند،منحني اوليه به اين فرم در جواب عمومي معادله صدق مي

( � ' � (* �)�
 � #+�(' � ), ⟹ (� ' � #+�(', 
-اگر  � � �

�
  آنگاه: 

. � � 1/ 
1 	 1/ � 0�/�  

/و در نهايت اگر � � �

�
�   آيد.جواب خصوصي معادله به صورت زير بدست مي�

 جواب عمومي



 

 

 

٥ 

 

� � 12�� � 1 	 1�� � �

�

 

  كند. بنابراين،صدق مي 3-3بايد توجه داشت كه منحني اوليه به صورت پارامتري در معادلات 

���
��dxx� � dt ⟹ �1x � t 	 C�dyu � dt																																		du � dt ⟹ u � t 	 C�

 

��� � �� ⟹ �����
 � �� ⟹	 � � (* �
 	 �
� 	 ��  

  منحني اوليه به صورت

78 � )									9 � :										; � )									< � ( � :  
  كند، بنابرايندر معادلات بالا صدق مي

�(= � >� ( � ' � �� �
 � ) 
  و فرم پارامتري جواب به صورت زير خواهد بود.



 

 

 

٦ 

 

���
�� �1� � t � 1Su � t																					y � 12 t� 	 1 � S 

  رسيم.مي u = u(x,y)به جواب  sو  tكه با حذف 

  شرط وجود جواب- 3.2

���

��a � ���

��b � ���

��C 																																		Δ � C���ds dy�dsa b C 
  توان وجود جواب را به صورت زير چك كرد.با توجه به دترمينان بالا مي

� � � ⟹ 

∆� � ⟹ 

���
��

�
� �	�

��

�
� �
�

��

�
 

∆� � 

���

��E � ���

��F G � �

��>  

  

  براي مثال قبل،

��u! 	 uu� � 1 

H � �� � 0							� � 1 � � ∆� I��0ds

dy
0

ds
a b

J � K 1 �1

�
2

0
L � �

2
�⟹ 0 ⟹  يك	جواب	داريم

  

 يك جواب داريم

 نهايت جواب داريم و يا اصلا جواب نداريمبييا 

 نهايت جواببي

 جواب نداريم



 

 

 

٧ 

 

  مسائل حل شده- 3.3

z∂x∂  معادله ديفرانسيل جزئي زير را حل كنيد. :1-3مسأله  	 �x 	 2� ∂z∂y � x 

  حل: با استفاده از روش لاگرانژ،

��1 � dyx 	 2 � dzx  

  كنيم. داريم:آسانترين و بهترين دستگاه را انتخاب مي

O�� 	 2�dx � dyxdx � dz  

  كنيم،معادلات بالا را حل مي

�� 	 2�dx � dy ⟹ 12 �� 	 2x � y 	 c� ⟹ �1 � 1
2 


2 � 2
 � 
 

xdx � dz	 ⟹ 12 �� � z 	 c� ⟹ �2 � 1
2 


2 � � 

  باشد:ميc2 = f(c1)جواب عمومي به صورت

1
2 


� � � � � �12 

� � 2
 � 
� ⟹ � � 1

2 

� � � �12


� � 2
 � 
� 

  : حل عمومي معادله زير را بدست آوريد.2-3مسأله 

��
�� � ���

�� � � 

  حل: 



 

 

 

٨ 

 

�

1 � �


2 � ��

  

�
 � 2�
 ⟹ �� � 
 � 2
	 
�� � 
�
 ⟹ �� � � � 1

2 

� 

  بنابراين جواب عمومي به صورت زير خواهد بود.

� � 1
2 


� � ��
 � 2
� 

  : حل عمومي معادله ديفرانسيل جزئي زير را بيابيد.3-3مسأله 

�� � ���� 	 �� � ���
 � � � � 

  حل: 

��� � � � ��� � � � ��� � � � �Q 
��� 	 � 	 ���� � �� 	 �� � �� 	 �� � �� � �Q ⟹		 ��� 	 � 	 ���Q � 0	

⟹	 � 	 � 	 � � !�  ��� � � � ��� � � ⟹		 ��� � R� 	 � 	 � � ��R� � 2� � �⟹ R��� � 2��� � ��� � ��� � R��� 	 ��� 	 ��� ⟹	R�� � �� � �� �	R�� 	 �� 	 R� ⟹	R��� 	 ��� �� 	 �� 	 �� 	 R� ⟹ �� 	 � 	 ���� 	 �� � �� 	 �� 	 �� 	 R�⟹		 R� � �� 	 �� 	 ��  



 

 

 

٩ 

 

R� � S�R�� ⟹ � 	 � 	 � � 0��� 	 �� 	 ���  

 z(x,2) = x: حل عمومي معادله ديفرانسيل جزئي زير را بيابيد. براي يافتن جـواب خصوصـي از شـرط    4-3مسأله 

  استفاده كنيد.

T UTU9 � UTU< � < 
  حل:

��V � ��( � �V�  

��( � �V� ⟹ ��� � �V ⟹ �� � (*�
 � V 

��V � ��( ⟹ ���� � �



�
 � ��( ⟹ �� � (*�
�� � ���� ⟹ 

�
 � � � (W�� 	 ��� 

  بنابراين،

� � (W�� 	 ��� � �+(*�
 � V, 

��و با توجه به اينكه  � �



�
 � V ،خواهيم داشت  

� � �

"
�� 	 �$�



�
 � V% � � $�



�
 � V% 

� 	 (X�� � �V � � +(*�
 � V, 
  كند،جواب عمومي معادله صدق مي در z(x,2) = xشرط 



 

 

 

١٠ 

 

� 	 (X �*�� � *� � � +(* �*�
 � �, 

� 	 YX � *� � ��* � �� ⟹ ��* � �� � �� 	 YX 

-اگر  � * �   ، آنگاه،�

� � * � - 

  بنابراين،

��-� � *X 	 - 
  آيد.در جواب عمومي بدست مي fبه اين ترتيب فرم تابع 

� 	 (X�� � �V � *X 	 +(*�
 � V, 
� 	 �

�
�� � �



�
 � 


�
� V�� � (� 

V � � 	 �

�
�� � �



�
 � 


�� � (  

 

  : معادله زير را حل كنيد.5-3مسأله 

� ZVZ� 	 � ZVZ� � V 

  حل:

��� � ��� � �VV  



 

 

 

١١ 

 

��� � ��� ⟹ [\� � [\ � 	 [\ �� ⟹ [\� � [\ ��� ⟹ � � ��� 

��� � �VV ⟹ [\� � [\ V 	 [\ �
 ⟹ [\� � [\ �
V ⟹ � � �
V 

�$بنابراين جواب عمومي به صورت
#
% � � $�

�
  خواهد بود.%
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 بسم االله الرحمن الرحيم

 

  

  :چكيده مطالب-1

بـراي حـل    .كنـيم اسـتفاده مـي   1خطـي از روش مشخصـه  غيـر براي حل معادلات ديفرانسيل با مشـتقات جزئـي مرتبـه اول    

  .ها را بدست آوردفرم كانونيك آن، ابتدا بايد يا دالامبر معادلات ديفرانسيل جزئي مرتبه دوم به روش مشخصه

  :اهداف-2

بدسـت آوردن فـرم كانونيـك معـادلات      .خطـي غيرآشنايي با روش حل معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي مرتبـه اول  

  .ديفرانسيل جزئي مرتبه دوم

  خطي غير يل جزئي مرتبه اولسمعادلات ديفران-3

  .باشدخطي به شكل زير ميغيرفرم كلي معادلات جزئي مرتبه اول همانطور كه قبلا اشاره شد، 

���,�,�,�,�� = 	 )3-1( 

 ، كه در آن

� = ���,�� 
� =


�
� = �� 

� =

�
� = �� 

  اي است كه،به گونه �و تابع 

��� + ��� ≠ 	 
  حل به روش مشخصه -3.1

  باشند،به صورت زير مي 1-3معادله  معادلات مشخصه 

                                                           
1 method of characteristics 
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���� = �� ���� = �� ���� = −�� − ��� ���� = −�� − ��� 
 .نام دارد 2، منحني مونگ�����,����,����,����,����
حل معادلات مشخصه به صورت 

  .معادله ديفرانسيل جزئي زير را با استفاده از منحني اوليه داده شده حل كنيد: )1( مثال

������� �+ ����� − � = 	 

���,�� = −�               اوليه منحني                

  -حل

���+ ��− � = 	 ���� = �� = ��� ⟹ � = ����+ �� ���� = �� = � ⟹ � = ����+ �	 ���� = −�� − ��� = �� + � ⟹ � = ����+ �
 ���� = −�+ � = 	 ⟹ � = �� 
  .كنيممنحني اوليه را پارامتري مي .را بدست آوريم C5تا  C1 حال بايد ثوابت

                                                           
2 Monge Curve 
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� = 	             �:

�� 
�!�� = "    �� = �    �� = −"��       ��       

# 
 كند، بنابراينصدق مي 1-3منحني اوليه در معادله 

����,��,��,��,��� = 	����$ = �� ����$ + �� ����$  

⟹ %&��"+ �� − �−"� = 	 ⟹ �� = −�"
−� = �� + ���	� ⟹ �� = −� # 

  .كنيمشرط داشتن جواب را چك مي

∆= '���
� 
��


���� ���' = ( � 	
−�" �( = � ≠ 	  يك جواب دارد⟹

 # � = ����+ ��� = 	 ⟹ �� = ")         " = ��	�+ �� ⟹ �� = "− ��	�  

  .آيندمابقي ثوابت نيز به همين ترتيب بدست مي

  .حل كنيد همعادله ديفرانسيل زير را با استفاده از منحني اوليه داده شد ):2(مثال 

*����� + ����� − ������� ���� − � = 	���, +� = �+ � 

#
 

  -حل

,- + ./ − ,�. − 0 = 0 1-12 = 3� = - − 2,. ⟹
1-12 = - − 24�4� ⟹ - − 24�4� = 4�5� 
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1/12 = 3� = / − ,� ⟹
1/12 = / − 4�� ⟹ 67�/ − 4��� = 2 + 674� 

⟹ / − 4�� = 4�5� 1,12 = −3� − ,3� = −, + , = 0 ⟹ , = 4� 1.12 = −3� − .3� = 0 ⟹ . = 4� 1012 = -, − 2,�. + /. − .,� = -, + /. − 3,.� 
⟹

1012 = 4��4�5��+ 4�4�5� ⟹
1012 = �4�4� + 4�4��5� 10�18 = ,� 1-�18 + .� 1/�18  

#9,� + 2.� − :��.� − 1 − 9 = 010�18 = ,� 1-�18 + .� 1/�18                
; ⟹

,� = 1.� = 1
       

  .كنيمشرط داشتن جواب را چك مي

∆= '���
� 
��


���� ���' = ( � 	<− � �( = � ≠ 	  يك جواب دارد⟹

 

 4� = 1; 4� = 1; 4� = 1; 4� = 2; 4� = 9 − 2  

 

*- = �9 − 2�5� + 2/ = 5� + 1               0 = �9 − 1�5� + 2

# 
  تمرين- 3.2

  .منحني مشخصه داده شده است. ديفرانسيل جزئي مرتبه اول غيرخطي زير را حل كنيد تمعادلا
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1. 
0�� + 0���- − 0�0 = 0 

0 = 29�          =7 >- = 0/ = 9# 
2. 0�0� = 0 

0�0,/� = /� 

3. 0 = 0�� + 0��  

 0 = -�   =7    1 + / + - = 0 

 

  ديفرانسيل جزئي مرتبه دوممعادلات  -4

  .توان به صورت زير نشان دادمعادله ديفرانسيل جزئي مرتبه دوم خطي را به طور عمومي مي

 

 ) 4-1(  &
��
�� + ? 
��
�
�+ @
��
�� = " 
، x ،y ،uتابعي از  Sهستند و  yو  xتوابعي از  Rو  P ،Qكه در آن ضرايب 

��

��
�و  �

��
بـراي   .اسـت  

گيريم كه به ترتيـب مقـادير   را ضرايب ثابتي درنظر مي Rو  P ،Qبندي اين دسته از معادلات، طبقه

a ،b  وc كنيمرا به صورت زير بازنويسي مي 1-4از اين رو معادله  .اندرا اختيار كرده.  

) 4-2(  A
��
�� + B 
��
�
�+ C
��
�� = " 
=∆را به صورت  ∆حال  B� − DAC بندي را بر اساس مثبت، منفـي و  كنيم و طبقهتعريف مي

  .دهيمارائه مي ∆يا صفر بودن 

>∆  معادله بيضوي 0  
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=∆  معادله سهموي 	 
<∆  معادله هذلولي 0  

  .استهايي نيز در جلسه اول ارائه شدهبندي قبلا بحث شده و مثالمورد اين طبقه كه در

  معادلات ديفرانسيل جزئي خطي همگن مرتبه دو -4.1

از اين رو توجه خود را به اين دسته از معادلات معطـوف  . شوندكار برده ميموارد بسياري ب اين نوع معادلات در

  .است S=0باشند كه در آن مي 2-4خاصي از معادله عمومي اين دسته از معادلات حالت . كنيممي

 ) 4-3(  A
��
�� + B 
��
�
�+ C
��
�� = 	 
در حالـت كلـي اگـر    . شـود باشد و يـك معادلـه همگـن ناميـده مـي     تنها شامل مشتقات مرتبه دوم مي 3-4معادله 

B ≠ شود بنابراين بايد از روش حل دالامبـر و  ها حل نميبا استفاده از روش تفكيك متغير 3-4باشد، معادله  	

  .كرديا مشخصه استفاده 

  بدست آوردن شكل كانونيك معادلات -4.1.1

��توان از اين واقعيت بدست آورد كـه شـيب   تغيير متغيرهاي لازم براي استفاده از روش دالامبر را مي 

��
نحنـي  م 

� =  .كنددر معادله مشخصه زير صدق مي x-yدر صفحه  ��,���

 ) 4-4(  E �1/1-�� − F 1/1- + 4 = 0 

���� = G =
B± √B� − DAC�A  

⟹

�� 
�!���� =

B+ √I�A ⟹ � = G
�+ �
���� =
B− √I�A ⟹ � = G��+ �� # 
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  .آيندگيري دو رابطه به شكل زير بدست ميو انتگرال cو  a ،bمقادير با جايگزيني 

>J = �− G
�K = �− G��# 
هـاي  شوند كه همـان تغييـر متغيـر   تبديل مي Mو  Lهاي جديد را به محور yو  xهاي قديمي به اين ترتيب محور

  .آيدحالت پيش مي سه .باشندروش دالامبر يا مشخصه مي

در ايـن  . اسـت  �Nو  
Nداراي دو ريشـه متمـايز    4-4هـذلولي بـوده و بنـابراين معادلـه      3-4معادله  -حالت اول

  .به صورت زير است 3-4صورت حل همگن معادله 

� = O��− G
��+ P��− G��� 
  .به شكل زير خواهد بودفرم كانونيك معادله و 

��� = O
J,K,�,��,��� 
در ايـن   .باشـد مـي  Nداراي يـك ريشـه مضـاعف     4-4سهموي بوده و بنـابراين معادلـه    3-4معادله  -حالت دوم

  .به صورت زير است 3-4صورت حل همگن معادله 

� = O��− G��+ �P��− G�� 
  در اين حالت 

J = �− G
�K = دلخواه
 

   .آيدفرم كانونيك معادله به يكي از دو شكل زير در مي

��� = O
J,K,�,��,��� ��� = O
J,K,�,��,��� 

  .و مزدوج است داراي دو ريشه مختلط 4-4بيضوي بوده و بنابراين معادله  3-4معادله  -حالت سوم

� = OQ�− ��+ RS��T+ PQ�− ��− RS��T 
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��كه در آن  = �+ ��و  �� = �− بـراي بدسـت    .باشـند مـي  4-4هاي مختلط معادلـه  ريشه ��

  .دهيمآوردن يك فرم كانونيك حقيقي، تبديل متغير ديگري انجام مي

U =
�� �L+ M� 

V =
�� R�M− L� 

  توان نشان داد كهمي

��� =
�D 
�  + �!!� 

  .شودبنابراين فرم كانونيك معادله به صورت زير مي

�  + �!! = O
W,X,�,� ,�!� 
  .توان درك كردهاي بالا را بهتر ميزير دستورالعمل هاينظر گرفتن مثالبا در

  معادله): 3(مثال 


��
�� +

��
����

− �
��
�� = 	 

  .را به فرم كانونيك درآوريد

  داريم 3-4با مقايسه اين معادله با معادله   –حل 

A = � B = � C = −� 

  ، بنابراين

���� =
�± √�+ Y�  
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 ⟹ Z ���� = � ⟹ � = ��+ L ⟹ L = �− ������ = −� ⟹  � = −�+ M ⟹  M = �+ �# 
  هاي بدست آمده،با استفاده از تغيير متغير


�
� =

�
J ∙


J
�+

�
K ∙


K
� = −

�
J + �
�
K 


��
�� =


� �
�
�� =



� �−�
�
J +

�
K�

=


J �−�
�
J +


�
K� ∙

J
�+



K �−�
�
J +

�
K� ∙


K
� 
  :با توجه به محورهاي جديد


J
� = −� 
K
� = � 
  بنابراين،


��
�� = [D
��
J� − D 
��
J
K\+

��
K�  )1(  

 


��
�
� =


��
�
�� =



� �−�
�
J +

�
K�

=


J �−�
�
J +


�
K� ∙

J
�+



K�−�
�
J +

�
K� ∙


K
� 
  :با توجه به محورهاي جديد


J
� = � 
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K
� = � 
  بنابراين، 


��
�
� = −�
��
J� +

��
K� −


��
J
K )2(  

  و به همين ترتيب،


��
�� =

��
J� + � 
��
J
K+


��
K�  
)3(  

  .آيددر معادله اصلي فرم كانوني معادله بدست مي) 3(و ) 2(، )1(با جايگزيني 


��
�� +

��
�
�− �
��
�� = 	 

][D
��
J� − D 
��
J
K\+

��
K�^+ [−�
��
J� +


��
K� −

��
J
K\

− �[
��
J� + � 
��
J
K +

��
K�\ = 	 

  :آيدسازي، فرم كانوني به صورت زير بدست ميبعد از ساده 

−_ 
��
����

= 	 
  معادله) 4(مثال


��
�� + � 
��
�
�+

��
�� = 	 

  .را به فرم كانونيك درآوريد

  داريم 3-4با مقايسه اين معادله با معادله 

A = � 
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B = � C = � ���� =
�± √D− D� ⟹

���� = � ⟹ � = �+ J ⟹ L = �− � 
  و به صورت دلخواه،

K = � 

 بنابراين،


J
� = −� 
K
� = � 
J
� = � 

K
� = � 

�
� =


�
J ∙

J
�+


�
K ∙

K
� = −


�
J +

�
K 


��
�� =


� �
�
�� =



� �−

�
J +


�
K�
=


J �−


�
J +

�
K� ∙


J
�+


K �−


�
J +

�
K� ∙


K
� 
��
�� =

��
J� − � 
��
J
K+


��
K� 
  به همين ترتيب،


��
�
� =

��
K� −


��
J�  
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��
�� =

��
J� + � 
��
J
K+


��
K� 
  :دهيمدر معادله اصلي قرار مي


��
�� + � 
��
�
�+

��
�� = 	 


��
J� − � 
��
J
K+

��
K� + �[
��
K� −


��
J�\+

��
J� + � 
��
J
K +


��
K� = 	 
  .بنابراين، فرم كانونيك معادله به شكل زير خواهد بود

D
��
K� = 	 
  تمرين -4.2

  :معادله زير را به فرم كانونيك درآوريد


��
�� + �� 
��
�� = 	 
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 بسم االله الرحمن الرحيم

 

  

  :چكيده مطالب-1

توان از روش دالامبر استفاده كرد، در ايـن روش بـا   باشد، ميهذلولي ميمعادله يك بعدي موج كه يك معادله براي حل 

  .كنيماعمال تغيير متغير، فرم كانونيك معادله موج را بدست آورده و آن را حل مي

  :اهداف-2

  .معادله موج يك بعدي با استفاده از روش دالامبرآشنايي با روش حل 

  )هذلولي(معادلات ديفرانسيل جزئي مرتبه دوم هايپربوليك -3

تـوان بـه سـه دسـته     همانطور كه در جلسات قبل اشاره شد، معادلات ديفرانسـيل جزئـي مرتبـه دوم خطـي را مـي     

  .باشدبعدي به صورت زير ميمعادله موج يك. بندي كردبيضوي، سهموي و هذلولي طبقه

��� − ����� = � )3-1(  

  و يا

������ = �� ������
 )3-2(  

cو  a ،0  =b=  1كه در آن 
2

  =c   بنابراين طبق تعريـف∆> بنـابراين، معادلـه مـوج يـك معادلـه هـذلولي و يـا         �

  .توان از روش دالامبر استفاده كردكه براي حل آن مي هايپربوليك است

  نهايتبا دامنه بي همگن معادله موجحل روش دالامبر براي  - 3.1

معادله را با توجه به روشي كه جلسه قبل گفته شـد، بدسـت آورد و سـپس    در اين روش ابتدا بايد فرم كانونيك 

  .گيريمدر اين روش تغيير متغيرهايي به شكل زير را در نظر مي .معادله كانونيك را حل كرد

� = � − ��  )3-3(  
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� = � + ��  )3-4(  

  :انداين تغيير متغيرها به صورت زير بدست آمده

∆= 	� − 4
� > 0 

�
������ − ����� + � = �                             ���� = ±� � � = �� + ��� = −�� + �� ⟹ �� = � − ��� = � + ����
 

  :آوريمميبا استفاده از اين تغيير متغيرها معادله موج را به فرم كانونيك در

���� =
���� ∙

���� +
���� ∙

���� = ����� − �����  

������ =
��� 
���� � =

��� 
����� − ������
=

���
����� − ������ ∙
���� +

��� 
����� − ������ ∙
����  

������ = �� ������
− ��� ������� + �� ������  )3-4(  

  و بطور مشابه،

������
=

������
+ � ������� +

������  )3-5(  

  داريم، 2-3در معادله  5-3و  4-3با جايگذاري معادلات 

�� ������
− ��� ������� + �� ������ = �� ������

+ ��� ������� + �� ������  

  .بعدي موج به صورت زير بدست خواهد آمدبعد از خلاصه كردن، فرم كانونيك معادله يك

−��� ������� = � )3-5(  
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  باشد،بسيار ساده مي 5-3حل معادله ديفرانسيل جزئي 

���
����� = �                                                                     ������������������������� ���� = � �! 
  :داريم ξگيري بر حسب و اين بار با انتگرال

" #, $! = %& #!'# + ( $! 
" #, $! = ) #! + ( $!  

توان بـا توجـه بـه شـرايط داده شـده      را مي +و  *توابع . اين جواب به جواب دالامبر معادله موج معروف است

  .مسأله تعيين كرد

  .نهايت را با شرايط داده شده زير حل كنيدمعادله موج بي): 1(مثال

��� − ����� = �    − ∞ < , < +∞  

�� �, �! = � �!                           � ≥ ��� �, �! = - �!                                   
� 

  -حل

حـل دالامبـر    .شونداز آنجا كه شرايط داده شده تنها مربوط به زمان هستند، بنابراين شرايط كوشي، محسوب مي

  :براي معادله موج به صورت زير است

� �,�! = . �! + / �! 
  بنابراين،

���, �� = ��� − ��� + ��� + ��� 
)3-6(  ���,	� = 
��� ⟹ ���� = .��� + /��� 

����,	� = ���� ⟹ -��� = −�.′��� + �/′��� 

داريم ηبا انتگرال گيري نسبت به   
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)3-7(  % - �!�� + 0 = −�. �! + �/ �!�

��

 

 دهند كه با حل آن داريم،تشكيل يك دستگاه دو معادله و دو مجهول مي 7-3و  6-3معادله 

12
3) ,! =

�

�
& ,! −

�

��
4 5 ,!', − 6

27	

	�

( ,! =
�

�
& ,! +

�

��
4 5 ,!', + 6

27	

	�

�  
  بنابراين، 

" =
1

2
& , − 89! −

1

28 % 5 , − 89!', +
1

2
& , + 89! −

1

28 % 5 , + 89!',	
��

	�

	���

	�

 

)3-7(  " =
1

2
:& , − 89! + & , + 89!; +

1

28% 5 ,!',	
��

	���

 

حـل يـك مـوج بينهايـت بـا شـرايط       ) 2(در مثـال  . باشـد حل يك موج بينهايت با شرايط كوشي مـي  7-3معادله 

  .بينيممي 7-3كوشي را با استفاده از معادله 

  ): 2(مثال

"�� = 8�"		                        − ∞ < , < +∞ " ,, 0! = sin ,                      9 ≥ 0 �� �,�! = �<= �     

  .باشدحل معادله فوق به صورت زير مي 7-3با توجه به معادله  -حل

  � =
>� :=?@ � − ��! + =?@ �� �!; +

>�� % �<=��

�

��
�

�� 
  نهايتروش مشخصه براي حل معادله موج ناهمگن با دامنه بي - 3.2
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  .باشدبه صورت زير مي با شرايط كوشي معادله موج ناهمگن

)3-8(  "�� − 8�"		 = A(,, 9)                        − ∞ < , < +∞ 

�" ,, 0! = & ,!                           9 ≥ 0"� ,, 0! = 5 ,!                                   
� 

 

  .كنيمرا از معادله حذف مي y=ct ،cبا تغيير متغير 

"� = "�B� + "	,� = 8"� 

"�� = C"��B� + "�	,�DB� + B�� 
"�� = 8�"�� ⟹  

1E2
E3"		 − "�� = −

18� F ,, 9!" ,, 0! = & ,!                   

"� ,, 0! =
G ,!8 = 5 ,! 

� 
  .آيندمحورهاي مشخصه به صورت زير بدست مي

H = � + � H = −� + �  
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  .برقرار باشد Rمعادله ديفرانسيل بايد در منطقه  

 "		 − "�� = −
18� F ,, B! = ℎ ,, B! 

 

  گيريم،دوبار انتگرال مي Rروي 

)3-9(  IC��� − ���D�JKLLLLLMLLLLLN
با استفاده از تابع اين، انتگرال را باز مي كنيم

= IO �, H!�J 

���IC  :تابع گرين − ���D�J = PQ�H + ����                      J                                                           

 

  آيد،به صورت زير در مي 9-3 بنابراين طرف اول معادله

PC"	'� + "�'	D =8                                   

Iℎ ,, B!'R                                      R                                                           

 

  .باشدمي ABPAهمان منحني  Cكه 

)3-10(  

%C"	'� + "�'	D +S     
	                                  

%C"	'� + "�'	D +SS     	G�                                  

%C"	'� + "�'	DSSS     G�
                                  

=
I ℎ ,, B!'R                                      R                                                           

 

 

  .شوندمي اند به صورت زير بازمشخص شده IIIو  I ،IIكه با اعداد  )9-3(هاي سمت چپ معادله انتگرال
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S:
%C"	'� + "�'	D

   
	                                  

=
%"�'	
	           

=
%"� ,, 0!',
	                    

=
%5 ,!',
	              

= % 5 ,!',	�
��

	����

 

��داريم  BP0روي  =  −��،  

SS: 
%C"	'� + "�'	D

   
 	G�                              

=
%C−"	'	 − "�'�D

   
 	G�                              

=
− %C"	'	 + "�'�D

   
 	G�                              

=  −
%'"

   
 	G�      

= −" TG�	 � =  −:" ,�, B�! − " ,� + B�, 0!;
= −" ,�,B�! + & ,� + B�! 

  

SSS:
%C"	'� + "�'	D

   
 G�
                              

=
%C"	'	 + "�'�D

   
 G�
                              

==  −
%'"

   
 G�
      

= −" U 
G� �
= " ,� − B�, 0! − " ,�, B�! = & ,� − B�! − " ,�, B�! 

  دهيم،قرار مي 9-3اين سه انتگرال را در معادله 

& ,�,B�! − " ,�,B�! + & ,� + B�! − " ,�, B�!
+ % 5 ,!', =

	�
��

	����

I ℎ ,, B!'R                                      R                                                           

 

" ,�, B�! =
1

2
:& ,� + B�! + & ,� − B�!;

+
1

2
% 5 ,!', −

1

2

	�
��

	����

Iℎ ,, B!'R                                      R                                                           
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را نيز بر y=ctدر نهايت تغيير متغير  .كنيمتبديل مي yو  xرا به  y0و  x0ها را محاسبه كرده و سپس ابتدا انتگرال

  .شودگردانيم و جواب نهايي به صورت زير ميمي

� �, �! =
>� :� � + ��! + � � − ��!;

+
>� % V W!XW +

>��
�
��

����

I Y �, Z!X�XZ����
��
��

���

 

 

  ):3(مثال 

�
�� − ��
�� = 0                              
��, �� = ����   ��   � + �� = 0
��, �� = ����   ��   � − �� = 0

� 
  -حل

  :حل معادله تغييري نمي كند


 = ��� + ��� + ��� − ��� 
  :اعمال مي كنيم �و  �دو شرط مرزي را براي به دست آوردن 

� = −��   ,   
 = ���� 
���� = ��0� + ��2��  

������    ��0� + ��0� = ��0� � = ��     ,     
 = ���� ���� = ��2�� + ��0� ���� + ���� = ��2�� + ��0� + ��0� + ��2�� ⟹  ��2�� + ��2��
= ���� + ���� − ��0� 
 = ��� + ��� + ��� − ��� 
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( 2,! = & ,! − ) 0! ) 2,! = 5 ,! − ( 0! 
" = 5 
, + 89

2
� − ( 0! + [& 
, − 89

2
� − ) 0!\

= 5 
, + 89
2

� + & 
, − 89
2

� − & 0! 
  بينهايتحل معادله موج با شرايط نيمه -3.3

     ��
�� − 
�� = 0                                � ≥ 0   ,    � ≥ 0 
��, 0� = ���� 
���, 0� = ���� 
�0, �� = 0 

�  .آوريممتغير معادله را به فرم كانونيك در ميبا استفاده از تغيير  = � + �� � = � − �� 
  .فرم كانونيك مسأله و حل آن به صورت زير خواهد بود

  
�� = 0 ⟹ 
 = ���� + ����  ⟹   
 = ��� + ��� + ��� − ��� 
���� =

1

2
���� +

1

2� ������� +  �

�

 )١١-٣( 

���� =
1

2
���� +

1

2� ������� −  �

�

 )١٢-٣( 

  : با اين شرايط مرزي جديد و شرايط نيمه بينهايت داريم
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� ≥ 0 

!� > ��             � > 0� ≤ ��            � ≤ 0
� 

 هاي ηبراي  12-3مثبت و منفي دارد، معادله  ηاما چون . توان بكار بردمي ξ≤0را با توجه به اينكه  11-3معادله 

  .منفي قابل قبول نيست

 12-3و هـم از رابطـه    11-3 بطهاز را، تمام شرايط حالت قبل برقرار مي شود و مي توان هم x>ctبراي زماني كه 

  .استفاده كرد

� > �� ∶     "
 =
1

2
#��� + ��� + ��� − ���$ +

1

2� � ��%��%�	
�

��
�

& 
,در محدوده  <   :استفاده مي كنيم )براي به دست آوردن  u(0,t)=0از شرط  89


�0, �� = 0 
 = ��� + ��� + ��� − ��� ⟹  ����� + ��−��� = 0 

−�� = ' ��−'� + ��'� = 0 ⟹  ��'� = −��'� 
��∝� = − (1

2
��−'� +

1

2� � ��������

�

) 
]" =

1

2
& , + 89! +

1

28 % 5 #!'# −
1

2
& 89 − ,! −

1

28 % 5 ^!'^�	
��

�

	
��

�

_ 
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  ):4(مثال 


�� =  ��
��                                � ≥ 0   ,    � ≥ 0 
��, 0� = ���� 
���, 0� = ���� 
��0, �� = 0 

  -حل

���� =
1

2
���� +

1

2� �������
�

�

 

��*� =
+,
�*� +

+,����*�-





�

 

� > 89 ⇒  $ = , − 89 > 0 

,� ��برقرارند و شرط مرزي  �و  �در اين حالت هر دو رابطه  �! =   .در محدوده ما نيست  �

� ≤ �� ⇒  � = � − �� ≤ � 
  .ديگر به صورت بالا برقرار نخواهد بود /تابع 


 = ���� + ����  ⟹   
 = ��� + ��� + ��� − ��� 
"	 = )�(	 + (�$	 = )� + (� = 0 ⇒  

`(` , − 89! = −
`)` , + 89! 

	��abc  � ��! + � −��! =   

−89 = d ⇒ � '! =  � −'! −   

��'� =
1

2
��−'� +

1

2� � 5�^�'^��

�

−   
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 = ��� + ��� + ��� − ���
=

1

2
��� + ��� +

1

2� � 5�^�'^�	
�

�

+
1

2
���� − ��

+
1

2� � 5�^�'^
���

�

 

  تمرين- 3.4


  .زير را با شرايط داده شده حل كنيد همعادل�� =  ��
��                                � ≥ 0   ,    � ≥ 0 
��, 0� = ���� 
���, 0� = ���� 
��0, �� = ℎ��� 
  .كنيدمعادله زير را با استفاده از روش مشخصه حل 

4
�� = 25
�� 
��, 0� = ./�2� 
���, 0� = 0 
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 بسم االله الرحمن الرحيم
 
 

1-0B:چكيده مطالب 
شوند و بحث تعامد اين توابع و بسـط  مهندسي شيمي ظاهر مي توابع سينوس، كسينوس، بسل و لژاندر در مباحث

توابع مختلف بر حسب اين توابع متعامد در حل معادلات ديفرانسيل كاربرد اهميت زيادي دارد. در اين جلسه بـا  

 شويم.ها آشنا ميها و نحوه بسط توابع بر حسب آناين توابع و بحث تعامد آن

2-1B:اهداف 
ليويـل و اسـتفاده از ايـن مفـاهيم بـه      -آشنايي با مسـأله اشـتروم  و   توابع متعامد و مجموعهآشنايي با مفاهيم تعامد 

 عنوان اصولي كمكي در حل معادلات ديفرانسيل

3-2Bتعامد 
اي آن دو بردار صفر با بحث تعامد در مورد بردارها آشنا هستيم، دو بردار را زماني متعامد گويند كه ضرب نقطه

 شود.

)3-1( 𝑿��⃗ ∙ 𝒀��⃗ = 𝟎 

 باشند، آنگاه: yR3Rو  yR1R ،yR2Rو  xR1R ،xR2R، xR3Rهاي دو بردار در فضاي سه بعدي، مؤلفه اگر

)3-2( 𝑿��⃗ ∙ 𝒀��⃗ = 𝒙𝟏𝒚𝟏 + 𝒙𝟐𝒚𝟐 + 𝒙𝟑𝒚𝟑 = 𝟎 

به  Yو  Xبعدي، دو بردار  nيعني در يك فضاي  اين موضوع براي بردارهايي با بيش از سه مؤلفه نيز صادق است.

 شرط زير بر هم عمودند.



                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۳ 

)3-3( 𝑿��⃗ ∙ 𝒀��⃗ = �𝒙𝒊𝒚𝒊

𝑵

𝒊=𝟏

 

3.1-5Bمجموعه توابع متعامد 

نهايت مؤلفه دارد و مقدار هـر مؤلفـه آن بـا قـرار دادن     مانند برداري است كه بي F(x)كنيم تابعي مانند فرض مي

𝒂مقدار  ≤ 𝒙 ≤ 𝒃  در تابعF(x)آيد. اگر تابع ، بدست ميG(x)  را نيز به همين صورت تعريف كنيم، بنابر آنچه كه

 متعامدند اگر: [a,b]در بازه  G(x)و  F(x)در بحث تعامد گفته شد، دو تابع 

)3-4( � 𝑭(𝒙)𝑮(𝒙)𝒅𝒙
𝒃

𝒂
= 𝟎 

  باشند علامت جمع به انتگرال تبديل شده است.نهايت مؤلفه ميداراي بي Gو  Fاز آنجا كه فرض كرديم دو تابع 

 اي از توابع به صورت زير داشته باشيم:مجموعه [a,b]اگر در بازه 

)3-5( 𝝓 = {𝝓𝟏(𝒙),𝝓𝟐(𝒙), … ,𝝓𝒏(𝒙)} = {𝝓𝒌(𝒙),𝒌 = 𝟏,𝟐,𝟑, … ,𝒏} 
𝒎ناميم اگر براي اي از توابع متعامد مياين مجموعه را، مجموعه ≠ 𝒏 :داشته باشيم 

)3-6( � 𝝓𝒎(𝒙)𝝓𝒏(𝒙)𝒅𝒙
𝒃

𝒂
= 𝟎 

 اي از توابع متعامد است؟مجوعه): آيا مجموعه زير، 1مثال (

𝝓 = �𝟏,𝒙, 𝟑𝒙
𝟐

𝟐
− 𝟏

𝟐
, 𝟓𝒙

𝟑

𝟐
− 𝟑𝒙

𝟐
� ,            − 𝟏 ≤ 𝒙 ≤ 𝟏  

 برقرار باشد. 4-3حل: براي اثبات تعامد بايد رابطه 

� (𝟏)𝒙𝒅𝒙
𝟏

−𝟏
=  
𝟏
𝟐 𝐱

𝟐�
−𝟏

𝟏

= 𝟎 

� (𝟏)�
𝟑𝒙𝟐

𝟐 −
𝟏
𝟐�𝒅𝒙

𝟏

−𝟏
= �

𝟏
𝟐 𝐱

𝟑 −
𝟏
𝟐𝐱�−𝟏

𝟏

 = 𝟎 



                                                                                           

 

 
 

 
 

 ٤ 

� (𝟏)�
𝟓𝒙𝟑

𝟐 −
𝟑𝒙
𝟐 �𝒅𝒙

𝟏

−𝟏
= �

𝟓
𝟖 𝐱

𝟒 −
𝟑
𝟒𝐱

𝟐�
−𝟏

𝟏

 = 𝟎 

 

� (𝐱)�
𝟑𝒙𝟐

𝟐 −
𝟏
𝟐�𝒅𝒙

𝟏

−𝟏
= 𝟎 

� (𝐱)�
𝟓𝒙𝟑

𝟐 −
𝟑𝒙
𝟐 �𝒅𝒙

𝟏

−𝟏
= 𝟎 

� �
𝟑𝒙𝟐

𝟐 −
𝟏
𝟐��

𝟓𝒙𝟑

𝟐 −
𝟑𝒙
𝟐 �𝒅𝒙

𝟏

−𝟏
= 𝟎 

 باشد.اي از توابع متعامد ميبنابراين، مجموعه فوق، مجموعه

3.2-6Bمجموعه توابع اورتونرمال 

 گوييم اگر:را بردار نرمال مي Vرويم. بردار مفاهيم برداري ميبراي باز كردن اين بحث بار ديگر به سراغ 

)3-7( 𝑽��⃗ ∙ 𝑽��⃗ = 𝐕𝟐 = 𝟏 
 توان گفت، اگر داشته باشيم:هم مي F(x)در مورد تابع  

)3-8( � {𝐅(𝐱)}𝟐𝐝𝐱
𝐛

𝒂
= 𝟏 

 .است، يك تابع نرمال [a,b]در بازه  F(x)تابع 

عضو اين مجموعه يك تابع نرمال باشد و نسـبت بـه   را طوري درنظر بگيريم كه هر  5-3حال اگر مجموعه توابع 

گـوييم. بنـابراين شـرط    اي از توابع اورتونرمال ميتمام اعضاي ديگر متعامد باشد، مجموعه اين توابع را مجموعه

 به صورت زير است:اي از توابع اورتونرمال باشد، اينكه يك مجموعه، مجموعه

 



                                                                                           

 

 
 

 
 

 ٥ 

)3-9( 
∫ 𝝓𝒎(𝒙)𝝓𝒏(𝒙)𝒅𝒙𝐛
𝒂 = 𝟎    ,   𝐦 ≠ 𝐧 

� {𝝓𝒎(𝒙)}𝟐𝒅𝒙
𝐛

𝒂
= 𝟏          ,   𝐦 = 𝟏,𝟐,𝟑, … 

 را درغالب يك معادله خلاصه نشان داد. 9-3توان دو شرط رابطه اگر از دلتاي كرونكر استفاده شود، مي

)3-10( � 𝝓𝒎(𝒙)𝝓𝒏(𝒙)𝒅𝒙
𝐛

𝒂
= 𝛅𝒎𝒏 

 كه در آن،

)3-11( 𝛅𝒎𝒏 = �𝟎 𝒎 ≠ 𝒏
𝟏 𝐦 = 𝐧 

 

3.3-7B يوزنتعامد نسبت به تابع 

هـا  ر حاصلضـرب آن د 𝝎(𝒙)كنند. اما اگـر تـابعي ماننـد    صدق نمي 9-3و يا  6-3برخي از توابع در معادلات 

 كنند، يعني:صدق مي 6-3ضرب شود، در آن صورت در معادله 

)3-12( � 𝝎(𝒙)𝝓𝒎(𝒙)𝝓𝒏(𝒙)𝒅𝒙
𝐛

𝒂
= 𝟎 

 𝝎(𝒙)بـا تـابع وزنـي     𝝓𝒏(𝒙)و  𝝓𝒎(𝒙)گويند. در اين حالـت توابـع   ، تابع دانسيته و يا تابع وزن مي𝝎(𝒙)به تابع 

𝝎(𝒙)اگر توابع فوق با تابع وزني  نسبت به هم متعامد هستند. ≥  ، اورتونرمال باشند، خواهيم داشت:𝟎

)3-13( � 𝝎(𝒙)𝝓𝒎(𝒙)𝝓𝒏(𝒙)𝒅𝒙
𝐛

𝒂
= 𝛅𝒎𝒏 

 باشد، آنگاه: m = nاگر فرض كنيم كه  13-3در معادله 

)3-14( � ��𝝎(𝒙)𝝓𝒎(𝒙)�
𝟐
𝒅𝒙

𝐛

𝒂
= 𝟏 



                                                                                                           

 

 
 

 
 

 ٦ 

 ، توابعي اورتونرمال هستند.[a,b]در بازه  𝝎(𝒙)𝝓𝒎(𝒙)�بنابراين توابع 

3.4-8Bتعامد توابع 

توابع سينوس، كسينوس، بسل و لژاندر و بحث تعامد آنها در مباحث مهندسي شيمي اهميت زيادي دارد، بنابراين 

 شود.در اين قسمت در مورد آنها بحث مي

 كسينوستعامد توابع سينوس و  -3.4.1

𝐬𝐢𝐧توابع پريوديك  𝒎𝝅𝒙
𝐋

𝒄𝒐𝒔𝒎𝝅𝒙و   
𝐋

𝑳−در محدوده   ≤ 𝒙 ≤ 𝑳 .متعامد هستند 

)3-15( � 𝒔𝒊𝒏
𝒎𝝅𝒙
𝑳 𝒔𝒊𝒏

𝒏𝝅𝒙
𝑳

𝑳

−𝑳
𝒅𝒙 = �𝟎 𝒎 ≠ 𝒏

𝑳 𝒎 = 𝒏 

)3-16( � 𝒄𝒐𝒔
𝒎𝝅𝒙
𝑳 𝒄𝒐𝒔

𝒏𝝅𝒙
𝑳

𝑳

−𝑳
𝒅𝒙 = �𝟎 𝒎 ≠ 𝒏

𝑳 𝒎 = 𝒏 

)3-17( � 𝒔𝒊𝒏
𝒎𝝅𝒙
𝑳 𝒄𝒐𝒔

𝒏𝝅𝒙
𝑳

𝑳

−𝑳
𝒅𝒙 = 𝟎 

 توابع بسلتعامد   -3.4.2

و  𝑱𝒏(𝒙)ها آيد. يكي از اين سريباشد، دو جواب به صورت سري در ميبراي معادله بسل كه به صورت زير مي

 باشد. مي 𝒀𝒏(𝒙)ديگري 

′′𝒙𝟐𝒚 معادله بسل + 𝒙𝒚′ + (𝒙𝟐 − 𝒏𝟐)𝒚 = 𝟎     ,    𝒏 > 𝟎 
 باشد.جواب عمومي معادله به صورت زير مي

)3-18( 𝒚 = 𝒄𝟏𝑱𝒏(𝒙) + 𝒄𝟐𝒀𝒏(𝒙) 
هاي زير كه به صورت سري گويند.، ميnتابع بسل نوع دوم مرتبه  𝒀𝒏(𝒙)و به  nتابع بسل نوع اول مرتبه  𝑱𝒏(𝒙)به 

 شوند.بيان مي



                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۷ 

)3-19( 𝑱𝒏(𝒙) = �
(−𝟏)𝟐 �𝒙𝟐�

𝒏+𝟐𝒓

𝒓!𝚪(𝒏 + 𝒓 + 𝟏)

∞

𝒓=𝟎

 

)3-20( 𝒀𝒏(𝒙) =

⎩
⎨

⎧
𝑱𝒏(𝒙) 𝐜𝐨𝐬𝒏𝝅 − 𝑱−𝒏(𝒙)

𝐬𝐢𝐧𝒏𝝅
𝒏 ≠ 𝟎,𝟏,𝟐,𝟑, …

𝐥𝐢𝐦
𝒑→𝒏

𝑱𝒑(𝒙) 𝐜𝐨𝐬𝒑𝝅 − 𝑱−𝒑(𝒙)
𝐬𝐢𝐧𝒑𝝅

𝒏 = 𝟏,𝟐,𝟑, …
 

 داريم، 19-3در معادله 

𝚪(𝐧) تابع گاما = � 𝐱𝐧−𝟏𝐞−𝐱𝐝𝐱
∞

𝟎
 

 ،20-3و در معادله 

)3-21( 𝑱−𝒏(𝒙) = (−𝟏)𝒏𝑱𝒏(𝒙) 

 توان نشان داد:سل ميثابت مختلف باشند، براي توابع ب دو μو  λاگر 

)3-22( � 𝐱𝑱𝒏(𝝀𝒙)𝑱𝒏(𝝁𝒙)𝐝𝐱
𝟏

𝟎
= 𝟎 

 باشند.] متعامد مي1،0در فاصله [ xبا تابع وزني  𝑱𝒏(𝝁𝒙)و  𝑱𝒏(𝝀𝒙)به اين معني است كه دو تابع  22-3رابطه 

 توابع لژاندرتعامد  -3.4.3

-3 تـا  23-3لژاندر به ترتيب در معادلات  nاي نوع دوم درجه لژاندر و چند جمله nاي نوع اول درجه چند جمله

 اند.آورده شده 25

)3-23( 𝑷𝐧(𝐱) =
𝟏

𝟐𝐧𝐧!
𝐝𝐧

𝐝𝐱𝐧
(𝐱𝟐 − 𝟏)𝐧 

)3-24( 
𝑸𝐧(𝐱) =

(−𝟏)
𝐧
𝟐𝟐𝐧 ��𝐧𝟐� !�

𝟐

𝐧!
�𝐱 −

(𝐧 − 𝟏)(𝐧 + 𝟐)
𝟑!

𝐱𝟑 +
(𝐧 − 𝟏)(𝐧 − 𝟑)(𝐧 + 𝟐)(𝐧 + 𝟒)

𝟓!
𝐱𝟓 − ⋯� 



                                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۸ 

)3-25( 
𝑸𝐧(𝐱) =

(−𝟏)
𝐧+𝟏
𝟐 𝟐𝐧−𝟏 ��𝐧 − 𝟏

𝟐 � !�
𝟐

𝟏 × 𝟑 × 𝟓 × … × 𝐧
�𝟏 −

𝐧(𝐧 + 𝟏)
𝟐!

𝐱𝟐 +
𝐧(𝐧 − 𝟐)(𝐧 + 𝟏)(𝐧 + 𝟑)

𝟒!
𝐱𝟒 − ⋯� 

 شود.استفاده مي 25-3فرد است از رابطه  nو زمانيكه  24-3زوج باشد از رابطه  nزمانيكه 

 براي توابع لژاندر داريم:

)3-26( � 𝑷𝒎(𝒙)𝑷𝒏(𝒙)𝒅𝒙
𝟏

−𝟏
= �

𝟎 𝐦 ≠ 𝐧
𝟐

𝟐𝐧 + 𝟏
𝐦 = 𝐧 

 ، متعامد هستند.1تا  -1هاي هاي لژاندر در فاصله دهد كه چند جملهنشان مي 26-3رابطه 

3.5-9Bبسط توابع متعامد 

 .بسط دادتوابع متعامد  بر حسبتوان مي a < x < bرا در محدوده  f(x)هر تابع دلخواه 

)3-27( 𝒇 (𝒙) =  𝒂𝟏𝝓𝟏(𝒙) + 𝒂𝟐𝝓𝟐(𝒙) + ⋯  =  �𝒂𝒏𝝓𝒏 (𝒙)
∞

𝒏=𝟏

 

 عبارتست از:aRnRR Rكه ضرايب بسط يعني 

)3-28( 𝒂𝒏 =  
∫ 𝒇(𝒙)𝒃
𝒂 𝝓𝒏(𝒙)𝒅𝒙

∫ 𝝓𝒏
𝟐𝒃

𝒂 (𝒙)𝒅𝒙
 

 به صورت زير خواهد بود. تابع وزني متعامد باشند، آنگاه ضرايب سريبت به يك هرگاه سري توابع نس

)3-29( 𝑎𝑛 =  
∫ 𝑓(𝑥)𝑏
𝑎  . 𝑟(𝑥)𝜙𝑛(𝑥)𝑑𝑥

∫ 𝜔(𝑥)𝜙𝑛2(𝑥) 𝑑𝑥𝑏
𝑎

 

 شود.بر حسب توابع سينوس و كسينوس، سري فوريه مي f(x)بسط تابع 

𝟎توان در هر نقطـه در فاصـله   داراي شرايط دريكله باشد، مي f(x)در صورتيكه تابع  ≤ 𝒙 ≤ آن را بـه صـورت    𝟏

 هايي از توابع بسل به شكل زير بسط داد.سري



                                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۹ 

𝒇(𝒙) = 𝑨𝟏𝑱𝒏(𝝀𝟏𝒙) + 𝑨𝟐𝑱𝒏(𝝀𝟐𝒙) + ⋯ = �𝑨𝒌𝑱𝒏(𝝀𝒌𝒙)
∞

𝒌=𝟏

 

 را بر حسب جملات بسل بسط دهيم: F(r)اي تابعي مانند اگر مثلا در مختصات استوانه

𝒇(𝒓) = �𝑨𝒌𝑱𝒏(𝝀𝒌𝒓)
∞

𝒌=𝟏

 

نسبت بـه هـم متعامدنـد، بنـابراين      ،rيا در اين مورد  xدانيم، توابع بسل نسبت به تابع وزني ور كه از قبل ميهمانط

 ضرايب سري به صورت زير خواهند بود.

𝑨𝒌 =  
∫ 𝒓𝒇(𝒓). 𝑱𝒏(𝝀𝒌𝒓)𝒅𝒓𝑹
𝟎  

∫ 𝒓𝑱𝒏
𝟐(𝝀𝒌𝒓) 𝒅𝒙𝒃

𝒂

 

𝟏−در  F(x)اگر تابع  ≤ 𝒙 ≤ را به صورت يك سـري بـر حسـب چنـد     توان آنداراي شرايط دريكله باشد، مي 𝟏

 هاي لژاندر بسط داد:ايجمله

𝒇(𝒙) = 𝑨𝟎𝑷𝟎(𝒙) + 𝑨𝟏𝑷𝟏(𝒙) + ⋯ = �𝑨𝒌𝑷𝒌(𝒙)
∞

𝒌=𝟏

 

 و ثابت بسط فوق به صورت زير خواهد بود.

𝑨𝐤 =
𝟐𝐤 + 𝟏
𝟐 � 𝐟(𝐱)𝑷𝒌(𝒙)𝐝𝐱

𝟏

−𝟏
 

 ): تابع زير را بر حسب جملات لژاندر بسط دهيد.2مثال(

𝑭(𝒙) = �𝟏 𝟎 < 𝒙 < 𝟏
𝟎 −𝟏 < 𝒙 < 𝟎 

  -حل



                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۱۰ 

𝑨𝒏 =
𝟐𝐧 + 𝟏
𝟐 � 𝐟(𝐱)𝑷𝒏(𝒙)𝐝𝐱

𝟏

−𝟏

= �
𝟐𝐧 + 𝟏
𝟐 � (𝟎)𝑷𝒏(𝒙)𝐝𝐱

𝟎

−𝟏
+
𝟐𝐧 + 𝟏
𝟐 � (𝟏)𝑷𝒏(𝒙)𝐝𝐱

𝟏

𝟎
� 

𝑨𝒏 =
𝟐𝐧 + 𝟏
𝟐 � 𝑷𝒏(𝒙)𝐝𝐱

𝟏

𝟎
 

𝑨𝟎 =
𝟏
𝟐� 𝑷𝟎(𝒙)𝐝𝐱

𝟏

𝟎
=
𝟏
𝟐�

(𝟏)𝐝𝐱
𝟏

𝟎
=
𝟏
𝟐 

𝑨𝟏 =
𝟑
𝟐� 𝑷𝟏(𝒙)𝐝𝐱

𝟏

𝟎
=
𝟑
𝟐� 𝒙𝐝𝐱

𝟏

𝟎
=
𝟑
𝟒 

𝑨𝟐 =
𝟓
𝟐� 𝑷𝟐(𝒙)𝐝𝐱

𝟏

𝟎
=
𝟓
𝟐� �

𝟑𝒙𝟐 − 𝟏
𝟐 �𝐝𝐱

𝟏

𝟎
= 𝟎 

𝑨𝟑 = −
𝟕
𝟏𝟔 

𝑨𝟒 = 𝟎 

𝑨𝟓 =
𝟏𝟏
𝟑𝟐 

⋮ 

 بنابراين،

𝑭(𝒙) =
𝟏
𝟐𝑷𝟎

(𝒙) +
𝟑
𝟒𝑷𝟏

(𝒙) −
𝟕
𝟏𝟔𝑷𝟑

(𝒙) +
𝟏𝟏
𝟑𝟐𝑷𝟓

(𝒙) + ⋯ 

4- 3Bليويل-مورمسأله اشت 

 مسائل مقدار اوليه و مسائل مقدار مرزي -4.1

شـود.  ) گفته مـي IVPاوليه (اگر در معادله ديفرانسيل، مقدار تابع در زمان صفر مشخص باشد، به آن معادله مقدار 

 شوند.اي حاصل ميهاي غير يكنواخت و تودهاين نوع معادلات در سيستم



                                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۱۱ 

) ناميده ميBVPمعادلات ديفرانسيلي كه داراي شرايط مشخص در مرزهاي سيستم باشند، مسائل شرايط مرزي (

 انواع شرايط مرزي براي معادلات در جلسه نخست توضيح داده شده است. شوند.

 ليويل-مورهاي اشتيستمس -4.2

 شوند،مسائل مقدار مرزي كه به صورت زير نشان داده مي

)3-30( �
𝑑
dx �p

(x)
dy
dx� + [q(x) + λω(x)]y = 0 , 𝑎 ≤ x ≤ 𝑏

α1y(𝑎) + α2y′(𝑎) = 0                        β1y(𝑏) + β2y′(𝑏) = 0
 

پـارامتري   x ،λپذير و معلـوم از  توابعي مشتق 𝛚(𝐱)و  𝐩(𝐱) ،𝐪(𝐱)مقادير ثابت و معلوم،  𝛃𝟐و  𝛂𝟏 ،𝛂𝟐 ،𝛃𝟏با فرض 

 شوند.ناميده مي SLليويل يا سيستم -مورو نامعلوم، مسأله اشت xمستقل از 

، معادله جواب λمعادله وجود دارد ولي امكان دارد به ازاي همه مقادير  λبه ازاي همه مقادير  SLبراي معادلات 

را مقادير ويژه  λمعادله جواب داشته باشد. اين مقادير خاص  λنداشته باشد و يا به ازاي مقادير خاصي از پارامتر 

 ناميم.و يا مقادير مشخصه مي

گويند. به ازاي هر مقـدار  شوند، توابع ويژه يا توابع مشخصه ميهايي كه به ازاي مقادير ويژه حاصل ميبه جواب

𝛌ويژه (
𝒊

مجموع تركيب خطي توابع ويـژه خواهـد   شود و جواب كلي مسأله ) حاصل مي𝒚𝒊(𝒙)) يك تابع ويژه (

 شد.

λ1  →  𝑦1(𝑥) 

λ2  →  𝑦2(𝑥) 

⋮ 

𝜆𝑚  →  𝑦𝑚(𝑥) 



                                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۱۲ 

𝑌 =  {𝑦1(𝑥),𝑦2(𝑥), … , 𝑦𝑚(𝑥)} 
، 𝛚(𝐱)، كه همان مجموعه توابع ويژه حاصله است، نسبت به تابع وزني SLهاي حاصل از يك مسأله سري جواب

تعامد دو يا چند تابع نسبت به هم عـلاوه بـر تعريـف    هاي اثبات بنابراين يكي از روش باشد.يك سري متعامد مي

نكته ديگر اين كـه، مقـادير ويـژه يـك      باشد.مي SLيك مسأله  تعامد، اين است كه ثابت كنيم، آن توابع جواب

 ليويل، حقيقي هستند.-مورسيستم اشت

ليويـل اسـت. مقـادير ويـژه     -مورنشان دهيد كه معادله ديفرانسيل زير با شرايط داده شده يك مسأله اشت): 3مثال (

 متعامد هستند. x < 0 > 1آن را يافته و نشان دهيد توابع ويژه در فاصله 

𝒚′′ + 𝛌𝐲 = 𝟎    ,    𝐲(𝟎) = 𝟎       ,     𝐲(𝟏) = 𝟎 
 داريم: 30-3در مقايسه معادله ديفرانسيل بالا با معادله  -حل

𝒑(𝒙) = 𝟏   ,   𝒒(𝒙) = 𝟎   ,   𝝎(𝒙) = 𝟏   ,   𝒂 = 𝟎   ,   𝒃 = 𝟏   ,   𝜶𝟏 = 𝟏   ,    𝜶𝟐 = 𝟎    ,   𝜷𝟏 = 𝟏   ,   𝜷𝟐 = 𝟎 
 شود.آنگاه جواب معادله به صورت زير مي λ < 0باشد. اگر مي SLبنابراين سيستم فوق يك سيستم 

𝒚 = 𝑨𝐜𝐨𝐬√𝝀𝒙+ 𝑩𝐬𝐢𝐧√𝝀𝒙 

𝐲(𝟏)با اعمال شرط مرزي  =  داريم، 𝟎

𝑩𝐬𝐢𝐧√𝝀 = 𝟎 

B شود، بنابراين بايد،آن صورت جواب كلي معادله صفر ميتواند صفر باشد، چون در نمي 

𝐬𝐢𝐧√𝝀 = 𝟎 ⟹√𝝀 = 𝒏𝝅 ⟹ 𝝀 = 𝒏𝟐𝝅𝟐   ,   𝒏 = 𝟏,𝟐,𝟑, … 

 و توابع ويژه به صورت زير خواهند بود.  𝒏𝟐𝝅𝟐بنابراين مقادير ويژه معادله عبارتند از 

𝑩𝟏 𝐬𝐢𝐧𝝅𝒙    ,   𝑩𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟐𝝅𝒙    ,   𝑩𝟑 𝐬𝐢𝐧𝟑𝝅𝒙    , … 

اي از توابـع متعامـد را   توان نتيجه گرفت كه مجموعـه هستند، مي SLهاي يك مسأله از آنجا كه اين توابع جواب

 دهند.تشكيل مي



                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۱۳ 

 ) يك مجموعه اورتونرمال بسازيد.2هاي مثال (): از مجموعه جواب4مثال (

 طبق تعريف اورتونرمال بودن داريم: -حل

� (𝑩𝒏 𝐬𝐢𝐧𝒏𝝅𝒙)𝟐𝐝𝐱
𝟏

𝟎
= 𝟏 

𝑩𝒏
𝟐 � 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒏𝝅𝒙𝐝𝐱

𝟏

𝟎
= 𝟏   ⟹    

𝑩𝒏
𝟐

𝟐 � (𝟏 − 𝐜𝐨𝐬𝟐𝒏𝝅𝒙)𝐝𝐱
𝟏

𝟎
= 𝟏   ⟹    

𝑩𝒏
𝟐

𝟐 = 𝟏 

𝑩𝒏 = √𝟐 

 در نتيجه مجموعه اورتونرمال توابع به صورت زير بايد باشد:

√𝟐𝐬𝐢𝐧𝝅𝒙    ,   √𝟐𝐬𝐢𝐧𝟐𝝅𝒙    ,   √𝟐𝐬𝐢𝐧𝟑𝝅𝒙    , … 

 

 

5-4Bتمرينات 
∑را به صورت بسط  F(x) = 1تابع  )1 𝐀𝐧𝐉𝟎(𝛌𝐧𝐱)∞

𝒏=𝟏   𝟎در بـازه < 𝒙 <  𝛌𝐧بدسـت آوريـد. در صـورتيكه     𝟏

𝑱𝟎(𝐱)هاي مثبت معادله ريشه =  باشد. 𝟎

f(x)=xPمعادله ديفرانسيل مقدار ويژه زير را با شرايط داده شده حل كنيد و سپس تابع  )2

2
P  را بر حسب توابع

 ويژه بدست آمده بسط دهيد.

𝒚′′ + 𝛌𝟐𝐲 = 𝟎   ,   𝐲(𝟎) = 𝟎   ,   𝟑𝐲(𝟏) + 𝐲′(𝟏) = 𝟎 

𝟏−تابع زير را در بازه  )3 ≤ 𝒙 ≤  هاي لژاندر بسط دهيد.ايبر حسب چند جمله 𝟏

𝒇(𝒙) = 𝟐𝒙𝟑 − 𝟓𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 − 𝟏𝟎 
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 ۲ 

 بسم االله الرحمن الرحيم
 
 

1-0Bچكيده مطالب 
توان با توجه به شـرايط داده شـده از روش جداسـازي متغيرهـا اسـتفاده      براي حل معادلات پارابوليك همگن مي

زماني كه شرايط ناهمگن باشند. اگر خـود معادلـه نـاهمگن باشـد      چه زماني كه شرايط همگن باشند و چه كرد. 

 توان از بسط توابع ويژه و يا تغيير متغير پايا و ناپايا مسأله را ساده و سپس حل كرد.مي

2-1B:اهداف 
با روش جداسازي متغيرها، روش بسط توابـع ويـژه و تغييـر متغيـر تعـادلي و ناپايـا بـراي حـل معـادلات           آشنايي

 پارابوليك همگن و ناهمگن.

3-2Bروش جداسازي متغيرها 
 مربوط شده باشد. tو  xبا يك معادله ديفرانسيل با مشتقات جزئي به دو متغير مستقل مانند  uزمانيكه متغير وابسته 

 Gو  Fخواهد بود. اگر بتـوانيم ايـن جـواب را بـه صـورت حاصلضـرب دو تـابع         u(x,t)صورت  جواب معادله به

 تجزيه كنيم:

)3-1( 𝒖(𝒙, 𝒕) = 𝑭(𝒙) ∙ 𝑮(𝒕) 

را مستقل از وابسـتگي آن   xيعني وابستگي تابع به  باشد. tتنها تابعي از  Gو تابع  xتنها تابعي از  Fبه طوريكه تابع 

توانيم معادله را بـه تسـاوي بـين    در معادله ديفرانسيل جزئي، مي 1-3درنظر بگيريم. آنگاه با قرار دادن معادله  tبه 

 ،درآوريم كه تنها با برابر قرار دادن هر يك از دو طرف معادله با يك مقدار ثابت يكسان tو تابعي از  xتابعي از 

  صادق خواهد بود.



                                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۳ 

شـود كـه بـا اسـتفاده از آن معادلـه ديفرانسـيل جزئـي را بـه دو معادلـه          فته مـي به اين روش، جداسازي متغيرها گ

 كنيم.ديفرانسيل معمولي كه هر يك داراي يك پارامتر نامعلوم است، تبديل مي

 شرايط استفاده از روش جداسازي متغيرها -3.1

 سه شرط كلي براي استفاده از روش جداسازي متغيرها وجود دارد.

شود بايد داراي حداقل يـك بعـد مشـخص در سيسـتم باشـد. مـثلا در       وش حل مياي كه با اين رمسأله )1

له انتقال حرارت در يك ميله بايد طول آن مشخص  و محدود باشد. بنابراين براي اجسام يـا سيسـتم  أُمس

 توان از اين روش استفاده كرد.بينهايت نميهاي نيمه

روش حل كرد. مسائل ناهمگن را ابتدا بايـد بـه    توان با اينفقط معادلات ديفرانسيل جزئي همگن را مي )2

 روشي به مسأله همگن تبديل كرد و سپس براي حل آن از اين روش استفاده كرد.

تـوان از ايـن روش   تنها معادلات ديفرانسيل جزئي كه داراي حداكثر يك شرط ناهمگن هسـتند را مـي   )3

 حل كرد.

 با شرايط مرزي همگن همگن پارابوليكحل معادلات  -3.2

هـاي انتقـال در مهندسـي شـيمي     دله هدايت گرمايي يك بعدي و معادله نفوذ يك بعدي كه در بحث پديـده معا

  باشند.اهميت دارند، جزء معادلات ديفرانسيل جزئي پارابوليك مي

 كـــه دمـــاي اوليـــه    Lبـــه عنـــوان مثـــال در مســـأله انتقـــال حـــرارت در يـــك ميلـــه بلنـــد بـــه طـــول           

ماند، براي رسد و ثابت ميدماي دو انتهاي آن به صفر مي tباشد و در زمان مي ϕ(x)آن به صورت تابعي از طول 

بدست آوردن توزيع دما در طول ميله بر حسب زمان بايد معادله ديفرانسيل زير را با شـرايط مـرزي و اوليـه زيـر     

 حل كنيم.



                                                                                                           

 

 
 

 
 

 ٤ 

)3-2( 𝝏𝑻
𝝏𝒕

= 𝛂
𝛛𝟐𝐓
𝛛𝐱𝟐

 

 شرايط مرزي مسأله به صورت زير است.

)3-3( 𝑻(𝟎, 𝒕) = 𝟎 
)3-4( 𝑻(𝑳, 𝒕) = 𝟎 

 باشد.و شرط اوليه به صورت زير مي

)3-5( 𝑻(𝒙,𝟎) = 𝝓(𝒙) 

به صورت حاصلضرب دو تابع مسـتقل مـي   T(x,t)كنيم كه براي حل مسأله به روش جداسازي متغيرها فرض مي

 باشد.

)3-6( 𝑻(𝒙, 𝒕) = 𝑭(𝒙)𝑮(𝒕) 

 شوند.به صورت زير مي 2-3بنابراين مشتقات معادله 

)3-7( 𝝏𝑻
𝝏𝒕

= 𝑭(𝒙) ∙
𝒅𝑮
𝒅𝒕

 

)3-8( 𝝏𝟐𝑻
𝝏𝒙𝟐

= 𝑮(𝒕) ∙
𝒅𝟐𝑭
𝒅𝒙𝟐

 

 دهيم.قرار مي 2-3را در معادله  8-3و  7-3معادلات 

)3-9( 𝑭(𝒙) ∙
𝒅𝑮
𝒅𝒕

= 𝜶 ∙ 𝑮(𝒕) ∙
𝒅𝟐𝑭
𝒅𝒙𝟐

 

 كنيم.دو متغير را جدا مي

)3-10( 𝟏
𝜶 𝑮

∙
𝒅𝑮
𝒅𝒕

=
𝟏
𝑭
∙
𝒅𝟐𝑭
𝒅𝒙𝟐

= 𝜸 



                                                                                                           

 

 
 

 
 

 ٥ 

با توجه به برابـري   باشد.، هر طرف معادله تنها وابسته به يك متغير مي10-3شود در معادله همانطور كه ديده مي

تواند صفر، منفـي يـا   باشند، كه اين ثابت يكسان مي )𝛄( بايد هركدام برابر با يك ثابت يكسان ،دو طرف معادله

 مثبت باشد.

 شرايط مرزي را نيز بايد با معادله تفكيك شده تطبيق دهيم:

)3-11( 𝑻(𝟎, 𝒕) = 𝑭(𝟎)𝑮(𝒕) = 𝟎 

 شود. بنابراين:تواند صفر باشد، زيرا در اين صورت جواب كلي مسأله صفر مينمي 𝑮(𝒕)، 11-3در معادله 

)3-12( 𝑭(𝟎) = 𝟎 

 شرط مرزي ديگر به صورت زير است:

)3-13( 𝑻(𝑳, 𝒕) = 𝑭(𝑳)𝑮(𝒕) = 𝟎 

 با همان استدلال قبلي:

)3-14( 𝑭(𝑳) = 𝟎 

تواند صفر، مثبت و يا منفي باشد كه ناميم و همانطور كه قبلا اشاره شد، اين ثابت ميرا ثابت تفكيك مي 𝛄ثابت 

 دهيم.هر سه حالت را مورد بررسي قرار مي

𝛄 )1حالت  = 𝟎 

 )3-15(  
𝟏
𝑭
∙
𝒅𝟐𝑭
𝒅𝒙𝟐

= 𝟎   ⟹    𝑭(𝒙) = 𝒄𝟏 + 𝒄𝟐𝒙 

)3-16( 𝑭(𝟎) = 𝒄𝟏 = 𝟎 

)3-17( 𝑭(𝑳) = 𝒄𝟐𝑳 = 𝟎   ⟹    𝒄𝟐 = 𝟎 



                                                                                                           

 

 
 

 
 

 ٦ 

,𝑻(𝒙شود و جـواب كلـي مسـأله    ميصفر  𝒇(𝒙)اين جواب قابل قبول نيست، زيرا در اين صورت  𝒕) = خواهـد   𝟎

 تواند صفر باشد.نمي 𝛄بنابراين  بود.

𝛄) 2حالت  > 𝟎 

𝛌در اين حالت ثابت تفكيك را برابر با 
𝟐

 گيريم.در نظر مي 

)3-18( 𝟏
𝜶 𝑮

∙
𝒅𝑮
𝒅𝒕

=
𝟏
𝑭
∙
𝒅𝟐𝑭
𝒅𝒙𝟐

= +𝛌𝟐 

)3-19( 𝒅𝑮
𝒅𝒕

− 𝜶 𝛌𝟐𝑮 = 𝟎   ⟹    𝑮(𝒕) = 𝒄𝟑𝒆𝜶𝝀
𝟐𝒕 

)3-20( 𝒅𝟐𝑭
𝒅𝒙𝟐

− 𝛌𝟐𝑭 = 𝟎   ⟹    𝑭(𝒙) = 𝒄𝟒 𝐬𝐢𝐧𝐡 𝝀𝒙 + 𝒄𝟓 𝐜𝐨𝐬𝐡 𝝀𝒙 

 دهيم.قرار مي 20-3شرايط مرزي را در معادله 

)3-21( 𝑭(𝟎) = 𝟎   ⟹    𝒄𝟓 = 𝟎 

)3-22( 𝑭(𝑳) = 𝟎   ⟹      𝒄𝟒 𝐬𝐢𝐧𝐡 𝝀𝑳 = 𝟎   ⟹    𝒄𝟒 = 𝟎 

,𝑻(𝒙بنابراين، جواب كلي مسأله  𝒕) =  خواهد بود كه قابل قبول نيست. 𝟎

𝛄) 3حالت  < 𝟎 

𝛌−ثابت تفكيك را برابر با 
𝟐

 شود.در نظر گرفته مي 

)3-23( 𝟏
𝜶 𝑮

∙
𝒅𝑮
𝒅𝒕

=
𝟏
𝑭
∙
𝒅𝟐𝑭
𝒅𝒙𝟐

= −𝛌𝟐 

)3-24( 𝒅𝑮
𝒅𝒕

+ 𝜶 𝛌𝟐𝑮 = 𝟎   ⟹    𝑮(𝒕) = 𝒄𝟔𝒆−𝜶𝝀
𝟐𝒕 

)3-25( 𝒅𝟐𝑭
𝒅𝒙𝟐

+ 𝛌𝟐𝑭 = 𝟎   ⟹    𝑭(𝒙) = 𝒄𝟕 𝐜𝐨𝐬 𝝀𝒙 + 𝒄𝟖 𝐬𝐢𝐧 𝝀𝒙 

)3-26( 𝑭(𝟎) = 𝟎   ⟹    𝒄𝟕 = 𝟎 



                                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۷ 

)3-27( 𝑭(𝑳) = 𝟎   ⟹      𝐬𝐢𝐧 𝝀𝑳 = 𝟎   

 ،27-3معادله  حل با توجه به

)3-28( 𝝀𝒏𝑳 = 𝒏𝝅   ⟹    𝝀𝒏 =
𝒏𝝅
𝑳

   ,   𝒏 = 𝟏,𝟐,𝟑, … 

 و جواب نهايي به صورت زير خواهد بود.

)3-29( 𝑻(𝒙, 𝒕) = 𝒃𝒏𝒆
−𝜶�𝒏𝝅𝑳 �

𝟐
𝒕 𝐬𝐢𝐧

𝒏𝝅𝒙
𝑳

   ,   𝒏 = 𝟏,𝟐,𝟑, … 

 باشد.هاي فوق ميجواب مسأله مجموع جواب

 𝑻(𝒙, 𝒕) = �𝒃𝒏𝒆
−𝜶�𝒏𝝅𝑳 �

𝟐
𝒕 𝐬𝐢𝐧

𝒏𝝅𝒙
𝑳

∞

𝒏=𝟏

 

 آيد.بدست مي 𝒃𝐧، ثابت 5-3با توجه به شرط اوليه، معادله 

)3-30( 𝝓(𝒙) = �𝒃𝒏 𝐬𝐢𝐧
𝒏𝝅𝒙
𝑳

∞

𝒏=𝟏

 

را بـه صـورت زيـر     𝒃𝐧تـوان ثابـت   باشـد، مـي  مي 𝝓(𝒙)در حقيقت بسط فوريه تابع  30-3با توجه به اينكه معادله 

 بدست آورد.

)3-31( 𝒃𝒏 =
𝟐
𝑳
� 𝝓(𝒙) 𝐬𝐢𝐧

𝒏𝝅𝒙
𝑳

𝒅𝒙
𝑳

𝟎
 

𝛄به ازاي  30-3بنابراين، جواب مسأله، يعني معادله  < 𝒏𝝅در مسأله فوق مقـدار ويـژه برابـر بـا      ، بدست آمد.𝟎
𝑳

و  

𝐬𝐢𝐧تابع ويژه برابر با  𝒏𝝅𝒙
𝑳

بعـدي ناپايـدار بـا توجـه بـه شـرايط مـرزي        براي معادله انتقال يـك  1-3 جدول  بود. در 

 اند.موجود، مقادير ويژه و توابع ويژه ارائه شده

 ها، معادله زير را با شرايط مرزي و اوليه زير حل كنيد.): با استفاده از روش جداسازي متغير1مثال (

𝛛𝐓
𝛛𝐭

= 𝟑
𝝏𝟐𝑻
𝝏𝒙𝟐

   ,   𝒕 > 𝟎;𝟎 < 𝒙 < 𝟐 )3-32( 



                                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۸ 

 

𝐓(𝟎, 𝐭) = 𝟎 )3-33( 

𝐓(𝟐, 𝐭) = 𝟎 )3-34( 

𝐓(𝐱,𝟎) = 𝐱 )3-35( 

 

 بعديمقادير و توابع ويژه براي شرايط مرزي مختلف معادله انتقال ناپايدار يك 1-3 جدول 

 شرايط مرزي 𝝀مقادير ويژه  𝑭(𝒙)تابع ويژه 

𝐬𝐢𝐧
𝒏𝝅𝒙
𝑳

 �
𝒏𝝅
𝑳
� �𝑭(𝟎) = 𝟎

𝐅(𝐋) = 𝟎 

𝐬𝐢𝐧 �
𝟐𝒏 + 𝟏
𝟐𝑳

𝝅�𝒙 �
𝟐𝒏 + 𝟏
𝟐𝑳

𝝅� �
𝑭(𝟎) = 𝟎
𝐝𝐅
𝐝𝐱

(𝐋) = 𝟎
 

𝐜𝐨𝐬
𝒏𝝅𝒙
𝑳

 �
𝒏𝝅
𝑳
� �

𝐝𝐅
𝐝𝐱

(𝟎) = 𝟎

𝐝𝐅
𝐝𝐱

(𝐋) = 𝟎
 

𝐜𝐨𝐬 �
𝟐𝒏 + 𝟏
𝟐𝑳

𝝅�𝒙 �
𝟐𝒏 + 𝟏
𝟐𝑳

𝝅� �
𝐝𝐅
𝐝𝐱

(𝟎) = 𝟎

𝐅(𝐋) = 𝟎
 

 

 داريم، 5-3تا  2-3با معادلات  35-3تا  32-3 با مقايسه معادلات -حل

𝛂 = 𝟑   ,   𝝓(𝒙) = 𝒙   ,   𝑳 = 𝟐 

 بنابراين،

𝒃𝒏 =
𝟐
𝟐
� 𝒙𝐬𝐢𝐧

𝒏𝝅𝒙
𝟐

𝒅𝒙
𝟐

𝟎
= � 𝒙𝐬𝐢𝐧 �

𝒏𝝅
𝟐
�𝒙𝒅𝒙

𝟐

𝟎
 

𝒃𝒏 = ��
𝟐
𝒏𝝅

�
𝟐

𝐬𝐢𝐧 �
𝒏𝝅
𝟐
�𝒙 − �

𝟐𝒙
𝒏𝝅

�𝐜𝐨𝐬 �
𝒏𝝅
𝟐
�𝒙�

𝟎

𝟐

= �
𝟐
𝒏𝝅

�
𝟐

𝐬𝐢𝐧𝒏𝝅 − �
𝟒
𝒏𝝅

� 𝐜𝐨𝐬𝒏𝝅 



                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۹ 

 و جواب نهايي مسأله به صورت زير خواهد بود.

𝑻(𝒙, 𝒕) = ���
𝟐
𝒏𝝅
�
𝟐

𝐬𝐢𝐧 𝒏𝝅 − �
𝟒
𝒏𝝅
� 𝐜𝐨𝐬 𝒏𝝅� 𝒆−𝟑�

𝒏𝝅
𝟐 �

𝟐
𝒕 𝐬𝐢𝐧

𝒏𝝅𝒙
𝟐

∞

𝒏=𝟏

 

 جداسازي متغيرها حل كنيد.اده از روش ف): معادله ديفرانسيل زير را با است2مثال (

𝛛𝐓
𝛛𝐭

=
𝝏𝟐𝑻
𝝏𝒙𝟐

   ,   𝒕 > 𝟎;   𝟎 < 𝒙 < 𝟏 )3-36( 

 

𝛛𝐓
𝛛𝒙

(𝟎, 𝐭) = 𝟎 )3-37( 

𝛛𝐓
𝛛𝒙

(𝟏, 𝐭) = 𝟎 )3-38( 

𝐓(𝐱,𝟎) = 𝝓(𝐱) = �𝟏 𝟎 < 𝒙 < 𝟎.𝟓
𝟎 𝟎.𝟓 < 𝒙 < 𝟏 )3-39( 

 

بـا   ،ميلـه بـه طـول واحـد    در طول يك   دما تغييراتمسأله با شرايط مرزي داده شده در حقيقت پيدا كردن  -حل

و  1زمان است. دو طرف ميله با توجه به شرايط مرزي داده شده عـايق هسـتند و در ابتـدا نصـف ميلـه در دمـاي       

 نصف ديگر آن در دماي صفر بوده است.

,𝑻(𝒙كنيم فرض مي 𝒕) = 𝑭(𝒙) ∙ 𝑮(𝒕)، 

𝑮
𝒅𝟐𝑭
𝒅𝒙𝟐

= 𝑭
𝒅𝑮
𝒅𝒕

   ⟹    
𝟏
𝑭
𝒅𝟐𝑭
𝒅𝒙𝟐

=
𝟏
𝑮
𝒅𝑮
𝒅𝒕

= 𝜸 )3-40( 

𝒅𝟐𝑭
𝒅𝒙𝟐

− 𝜸𝑭 = 𝟎 
)3-41( 

𝒅𝑮
𝒅𝒕

− 𝜸𝑮 = 𝟎 )3-42( 

 از شرايط مرزي داريم:

𝛛𝐓
𝛛𝒙

(𝟎, 𝐭) = 𝟎   ⟹    𝑮(𝒕)
𝒅𝑭
𝒅𝒕

(𝟎) = 𝟎 



                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۱۰ 

𝑮(𝒕)بنابراين يا  =  شود و قابل قبول نيست و يا كه منجر به جواب بديهي مي  𝟎

𝒅𝑭
𝒅𝒕

(𝟎) = 𝟎 

 

)3-43( 

 به طور مشابه: پذيريم.كه آن را مي 

𝒅𝑭
𝒅𝒕

(𝟏) = 𝟎 

 

)3-44( 

دانـيم كـه حالـت    انـد و مـي  وجود دارد كه قبلا اين سه حالت مورد بررسـي قـرار گرفتـه    𝛄سه حالت براي ثابت 

𝛄 = −𝛌𝟐آيد.ميبه صورت زير در 41-3بنابراين معادله  .، قابل قبول است 

𝒅𝟐𝑭
𝒅𝒙𝟐

+ 𝝀𝟐𝑭 = 𝟎 
)3-45( 

باشند، پس حل آن بـه صـورت زيـر    مي 𝒊𝝀±هاي مشخصه آن ريشهكه يك معادله ديفرانسيل معمولي است كه 

 خواهد بود.

𝑭(𝒙) = 𝒄𝟏 𝐬𝐢𝐧 𝝀𝒙 + 𝒄𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝝀𝒙 )3-46( 

 كنيم.را اعمال مي 44-3و  43-3 شرايط مرزي

𝒅𝑭
𝒅𝒕

(𝟎) = 𝟎   ⟹    𝒄𝟏𝝀 𝐜𝐨𝐬 𝝀(𝟎) − 𝒄𝟐𝝀 𝐬𝐢𝐧𝝀(𝟎) = 𝟎   ⟹    𝒄𝟏 = 𝟎 

𝒅𝑭
𝒅𝒕

(𝟏) = 𝟎   ⟹    −𝒄𝟐𝝀 𝐬𝐢𝐧 𝝀 = 𝟎 

 با كنار گذاشتن حل بديهي داريم،

𝐬𝐢𝐧 𝝀 = 𝟎   ⟹    𝝀𝒏 = 𝒏𝝅 
 

)3-47( 

 بنابراين،



                                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۱۱ 

𝑭𝒏(𝒙) = 𝒄𝟐𝒏 𝐜𝐨𝐬 𝒏𝝅𝒙 )3-48( 

 توان ديد.مينيز  1-3 جدول  اين نتيجه را در

 كنيم.حل ميآيد، كه با فرض مثبت بودن ثابت جداسازي به صورت زير در ميرا  42-3حال معادله 

𝒅𝑮
𝒅𝒕

+ 𝝀𝟐𝑮 = 𝟎 )3-49( 

 زير است. باشد، بنابراين حل آن به صورتمي 𝝀𝟐−ريشه مشخصه معادله بالا 

𝑮(𝒕) = 𝒄𝟑𝒆−𝝀
𝟐𝒕 

 

)3-50( 

 به صورت زير خواهد شد. 36-3بنابراين حل كلي معادله 

𝑻𝒏(𝒙, 𝒕) = 𝒄𝟐𝒏𝒄𝟑𝒏𝒆−(𝒏𝝅)𝟐𝒕 𝐜𝐨𝐬 𝒏𝝅𝒙 
 كنيم:فرض مي

𝑪𝒏 = 𝒄𝟐𝒏𝒄𝟑𝒏 
 بنابراين،

𝑻𝒏(𝒙, 𝒕) = 𝑪𝒏𝒆−(𝒏𝝅)𝟐𝒕 𝐜𝐨𝐬𝒏𝝅𝒙 
 

)3-51( 

 باشد.ميهاي فوق جواب كلي مسأله مجموع جواب

𝑻(𝒙, 𝒕) = �𝑪𝒏𝒆−(𝒏𝝅)𝟐𝒕 𝐜𝐨𝐬𝒏𝝅𝒙
∞

𝒏=𝟏

 )3-52( 

 كنيم.استفاده مي 𝑪𝒏از شرط اوليه براي بدست آوردن 

𝐓(𝐱,𝟎) = �𝟏 𝟎 < 𝒙 < 𝟎.𝟓
𝟎 𝟎.𝟓 < 𝒙 < 𝟏 

𝐓(𝐱,𝟎) = �𝑪𝒏 𝐜𝐨𝐬𝒏𝝅𝒙
∞

𝒏=𝟏

= �𝟏 𝟎 < 𝒙 < 𝟎.𝟓
𝟎 𝟎.𝟓 < 𝒙 < 𝟏 

 

)3-53( 



                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۱۲ 

 .باشد. بسط فوريه كسينوسي به صورت زير استمي بسط فوريه سمت چپ تساوي، يك بسط فوريه كسينوسي

𝝓(𝒙) = 𝒂𝟎 + �𝒂𝒏 𝐜𝐨𝐬
𝟐𝒏𝝅
𝑻

𝒙
∞

𝒏=𝟏

 

 با توجه به اين موضوع، 

𝑻(𝒙, 𝒕) = 𝒂𝟎 + �𝑪𝒏𝒆−(𝒏𝝅)𝟐𝒕 𝐜𝐨𝐬 𝒏𝝅𝒙
∞

𝒏=𝟏

 

 ، داريم53-3 با استفاده از شرط اوليه

𝐓(𝐱,𝟎) = 𝒂𝟎 + �𝑪𝒏 𝐜𝐨𝐬𝒏𝝅𝒙
∞

𝒏=𝟏

= �𝟏 𝟎 < 𝒙 < 𝟎.𝟓
𝟎 𝟎.𝟓 < 𝒙 < 𝟏 

 بسط فوريه كسينوسي داريم،براي 

𝒂𝟎 =
𝟐
𝟐
� 𝛟(𝐱)𝐝𝐱
𝟏

𝟎
= � 𝐝𝐱

𝟎.𝟓

𝟎
+ � (𝟎)𝐝𝐱

𝟏

𝟎.𝟓
=
𝟏
𝟐

 

𝑪𝐧 =
𝟒
𝟐
� 𝛟(𝐱) 𝐜𝐨𝐬 𝒏𝝅𝒙𝐝𝐱
𝟏

𝟎
= 𝟐 �� 𝐜𝐨𝐬 𝒏𝝅𝒙𝐝𝐱

𝟎.𝟓

𝟎
+ � (𝟎) 𝐜𝐨𝐬 𝒏𝝅𝒙𝐝𝐱

𝟏

𝟎.𝟓
�

= 𝟐 �
𝟏
𝐧𝛑

𝐬𝐢𝐧 𝐧𝛑𝐱�
𝟎

𝟎.𝟓

=
𝟐
𝐧𝛑

𝐬𝐢𝐧
𝐧𝛑
𝟐

 

 در نهايت جواب به صورت زير خواهد بود.

𝑻(𝒙, 𝒕) =
𝟏
𝟐

+ �
𝟐
𝒏𝝅

𝒔𝒊𝒏
𝒏𝝅
𝟐
𝒆−(𝒏𝝅)𝟐𝒕 𝐜𝐨𝐬 𝒏𝝅𝒙

∞

𝒏=𝟏

 

3.3-7Bبا شرايط مرزي ناهمگن همگن معادلات پارابوليك حل 

با حـل   ،هايي كه حل كرديم، با شرايط مرزي همگن بودند. در اين قسمت شرايط مرزي ناهمگنتا كنون معادله

 شود.يك مثال بررسي مي

)3-54( 𝝏𝑻
𝝏𝒕

= 𝛂
𝛛𝟐𝐓
𝛛𝐱𝟐

   ,   𝐭 > 𝟎   ;    𝟎 < 𝒙 < 𝟐 



                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۱۳ 

)3-55( 𝑻(𝟎, 𝒕) = 𝟐 

)3-56( 𝑻(𝟐, 𝒕) = 𝟔 

 باشد.و شرط اوليه به صورت زير مي

)3-57( 𝑻(𝒙,𝟎) = 𝒙 

 حل معادله فوق با شرايط مرزي ناهمگن به روش جداسازي متغيرها به صورت زير است:

)3-58( 𝑻(𝒙, 𝒕) = 𝑭(𝒙) ∙ 𝑮(𝒕) 

)3-59( 𝑭
𝒅𝑮
𝒅𝒕

= 𝟑𝑮
𝒅𝟐𝑭
𝒅𝒙𝟐

 

)3-60( 𝟏
𝟑𝑮

𝒅𝑮
𝒅𝒕

=
𝟏
𝑭
𝒅𝟐𝑭
𝒅𝒙𝟐

= 𝜸 

)3-61( 𝒅𝟐𝑭
𝒅𝒙𝟐

− 𝜸𝑭 = 𝟎 

)3-62( 𝒅𝑮
𝒅𝒕

− 𝟑𝜸𝑮 = 𝟎 

 با استفاده از شرايط مرزي داريم،

)3-63( 𝑻(𝟎, 𝒕) = 𝑭(𝟎) ∙ 𝑮(𝒕) = 𝟐 

)3-64( 𝑻(𝟐, 𝒕) = 𝑭(𝟐) ∙ 𝑮(𝒕) = 𝟔 

بـراي رفـع ايـن     تـوان بدسـت آورد.  نمي 𝑭(𝟐)و  𝑭(𝟎)به علت ناهمگن بودن شرايط مرزي مقادير صريحي براي 

,𝑻(𝒙مشكل بايد تابع  𝒕)     را به صـورت مجمـوع دو تـابع𝝂(𝒙, 𝒕)  و𝝍(𝒙)  بـه صـورتي كـه    بنويسـيم ،𝝂(𝟎, 𝒕) = و  𝟎

𝝂(𝟐, 𝒕) = 𝟐𝛙��و  باشد 𝟎
𝛛𝐱𝟐

= 𝟎. 

)3-65( 𝑻(𝟎, 𝒕) = 𝝂(𝟎, 𝒕) + 𝝍(𝟎) = 𝟐 

,𝝂(𝟎براي اينكه  𝒕) =  ، بايد:𝟎



                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۱٤ 

)3-66( 𝝍(𝟎) = 𝟐 

)3-67( 𝑻(𝟐, 𝒕) = 𝝂(𝟐, 𝒕) + 𝝍(𝟐) = 𝟔 

,𝝂(𝟐براي اينكه  𝒕) =  ، بايد:𝟎

)3-68( 𝝍(𝟐) = 𝟔 

 آيد.به شكل زير در مي 54-3معادله 

)3-69( 𝝏𝝂
𝝏𝒕

= 𝟑 �
𝝏𝟐𝝂
𝛛𝐱𝟐

+
𝝏𝟐𝝍
𝛛𝐱𝟐

� 

𝝏𝟐𝝍
𝛛𝐱𝟐

= 𝟎   ⟹    𝝍(𝒙) = 𝑨𝒙+𝑩 

 :68-3و  66-3با توجه به دو شرط 

)3-70( 𝝍(𝒙) = 𝟐𝒙 + 𝟐 

𝟐𝝍��با توجه به صفر بودن 
𝛛𝐱𝟐

 آيد:به صورت زير در مي 69-3، معادله 

)3-71( 𝝏𝝂
𝝏𝒕

= 𝟑
𝝏𝟐𝝂
𝛛𝐱𝟐

 

 شرايط مرزي اين معادله نيز عبارتند از:

)3-72( 𝝂(𝟎, 𝒕) = 𝟎 

)3-73( 𝝂(𝟐, 𝒕) = 𝟎 

حال شرط اوليه را  باشد، با اين تفاوت كه در اينجا شرايط مرزي همگن هستند.كه درست مانند معادله اصلي مي

 آوريم.براي اين معادله بدست مي

𝑻(𝒙,𝟎) = 𝝂(𝒙,𝟎) + 𝝍(𝒙) = 𝒙 

 داريم: 70-3با توجه به معادله 



                                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۱٥ 

)3-74( 𝝂(𝐱,𝟎) = −𝐱 − 𝟐   ,   𝟎 < 𝒙 < 𝟐 

 با شرايط مرزي و اوليه فوق به صورت زير خواهد بود. 71-3همانطور كه قبلا ديديم، حل معادله 

)3-75( 
𝝂(𝐱, 𝒕) = ��

𝟒
𝐧𝛑

(𝟐𝐜𝐨𝐬 𝐧𝛑 − 𝟏)� 𝐞�−
𝟑
𝟒𝐧

𝟐𝛑𝟐�𝐭 𝐬𝐢𝐧
𝐧𝛑
𝟐
𝐱 

∞

𝐧=𝟏

 

,𝑻(𝒙با توجه به اينكه  𝒕) = 𝝂(𝒙, 𝒕) + 𝝍(𝒙):داريم ، 

)3-76( 
𝑻(𝐱, 𝒕) = 𝟐𝐱 + 𝟐 + ��

𝟒
𝐧𝛑

(𝟐𝐜𝐨𝐬 𝐧𝛑 − 𝟏)� 𝐞�−
𝟑
𝟒𝐧

𝟐𝛑𝟐�𝐭 𝐬𝐢𝐧
𝐧𝛑
𝟐
𝐱 

∞

𝐧=𝟏

 

,𝑻(𝒙باشد. بنابراين مشكل شرط مرزي ناهمگن را با تغيير متغير يكه حل نهايي مسأله م 𝒕) = 𝝂(𝒙, 𝒕) + 𝝍(𝒙) 

جـواب حالـت پايـا و     𝝍(𝒙)در حقيقـت  بدسـت آمـد.   76-3حل كرديم و جواب نهايي مسأله به شـكل معادلـه   

𝝂(𝒙, 𝒕) باشد.جواب حالت ناپاياي مسأله مي 

4-3Bحل معادلات پارابوليك ناهمگن 
سي شيمي زمانيكـه  معادلات ديفرانسيل جزئي ناهمگن كاربردهاي زيادي در مسائل مهندسي دارند. مثلا در مهند

، با معادلات ديفرانسيل جزئي ناهمگن برخـورد مـي  در مسائل انتقال حرارت در سيستم منبع حرارتي داشته باشيم

با توجه به نوع معادله ناهمگن و شرايط مرزي آن، شايد بتوان از روش جداسازي متغيرها براي حل معادلـه   كنيم.

دو روش براي حل اين دسـته از معـادلات وجـود     معادله را ساده كرد.اما پيش از آن بايد با روشي  استفاده كرد.

 دارد، روش بسط توابع ويژه و روش جواب تعادلي و جواب ناپايا.

 روش بسط تابع ويژه -4.1

شـود.  روش بسط تابع ويژه براي حل معادلات ديفرانسيل جزئي نـاهمگن بـا شـرايط مـرزي همگـن اسـتفاده مـي       

 شود.هاي زير توضيح داده مياستفاده از اين روش در مثال



                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۱٦ 

 ): معادله ديفرانسيل ناهمگن زير را با توجه به شرايط داده شده حل كنيد.3مثال (

)3-77( 𝝏𝒖
𝝏𝒕

=
𝝏𝟐𝒖
𝝏𝒙𝟐

+ 𝒆−𝒕 𝒔𝒊𝒏𝟑𝒙 

)3-78( 𝒖(𝟎, 𝒕) = 𝟎 

)3-79( 𝒖(𝝅, 𝒕) = 𝟎 

)3-80( 𝒖(𝒙,𝟎) = 𝝓(𝒙) 

مـي  𝐬𝐢𝐧𝒏𝒙شود، تابع ويـژه ايـن معادلـه    ديده مي1-3 جدول با توجه به شرايط داده شده، همانطور كه در  -حل

 باشد، بنابراين:

)3-81( 𝒖(𝒙, 𝒕) = �𝒂𝒏(𝒕) 𝐬𝐢𝐧𝒏𝒙
∞

𝒏=𝟏

 

 گيريم.مشتق دوم مي xنسبت به زمان مشتق اول و نسبت به  81-3از معادله 

)3-82( 𝝏𝒖
𝝏𝒕

= �
𝒅𝒂𝒏
𝒅𝒕

𝐬𝐢𝐧𝒏𝒙
∞

𝒏=𝟏

 

)3-83( 𝝏𝟐𝒖
𝝏𝒙𝟐

= �−𝒏𝟐𝒂𝒏(𝒕) 𝐬𝐢𝐧𝒏𝒙
∞

𝒏=𝟏

 

 دهيم.قرار مي 77-3را در معادله  83-3و  82-3معادلات 

)3-84( �
𝒅𝒂𝒏
𝒅𝒕

𝐬𝐢𝐧𝒏𝒙
∞

𝒏=𝟏

= �−𝒏𝟐𝒂𝒏(𝒕) 𝐬𝐢𝐧𝒏𝒙
∞

𝒏=𝟏

+ 𝒆−𝒕 𝒔𝒊𝒏 𝟑𝒙 

 به صورت زير خواهد بود. سري فوريه سينوسيضرايب 

)3-85( 𝒅𝒂𝒏
𝒅𝒕

+ 𝒏𝟐𝒂𝒏 = � 𝟎 𝒏 ≠ 𝟑
𝒆−𝒕 𝒏 = 𝟑 

 داريم، 85-3از حل معادله 



                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۱۷ 

)3-86( 𝒂𝒏(𝒕) = �
𝒂𝒏(𝟎)𝒆−𝒏𝟐𝒕 𝒏 ≠ 𝟑

𝟏
𝟖
𝒆−𝒕 + �𝒂𝟑(𝟎) −

𝟏
𝟖
� 𝒆−𝟗𝒕 𝒏 = 𝟑

 

 كه در آن،

)3-87( 𝒂𝒏(𝟎) =
𝟐
𝝅
� 𝝓(𝒙) 𝐬𝐢𝐧𝒏𝒙𝒅𝒙
𝝅

𝟎
 

 آيد:زير در ميو جواب نهايي به صورت 

)3-88( 𝒖(𝒙, 𝒕) = �𝒂𝒏(𝒕) 𝐬𝐢𝐧𝒏𝒙
∞

𝒏=𝟏
𝒏≠𝟑

+ 𝒂𝟑(𝒕) 𝐬𝐢𝐧 𝟑𝒙 

 معادله ديفرانسيل ناهمگن زير را با توجه به شرايط داده شده حل كنيد.): 4مثال (

)3-89( 𝝏𝒖
𝝏𝒕

=
𝝏𝟐𝒖
𝝏𝒙𝟐

+ 𝒆−𝒕 + 𝒆−𝟐𝒕 𝐜𝐨𝐬
𝟑𝝅𝒙
𝑳

 

)3-90( 𝝏𝒖(𝟎, 𝒕)
𝝏𝒙

= 𝟎 

)3-91( 𝝏𝒖(𝑳, 𝒕)
𝝏𝒙

= 𝟎 

)3-92( 𝒖(𝒙,𝟎) = 𝝓(𝒙) 

 كنيم.براي حل اين معادله ناهمگن از روش بسط تابع ويژه فوريه كسينوسي استفاده مي -حل

)3-93( 𝒖(𝒙, 𝒕) = �𝒂𝒏(𝒕) 𝐜𝐨𝐬
𝒏𝝅𝒙
𝑳

∞

𝒏=𝟎

 

 دهيم.قرار مي 89-3نسبت به زمان و مكان مشتق گرفته و در معادله  93-3از معادله 

)3-94( �
𝒅𝒂𝒏
𝒅𝒕

𝐜𝐨𝐬
𝒏𝝅𝒙
𝑳

∞

𝒏=𝟎

= −�𝒂𝒏(𝒕) �
𝒏𝝅
𝑳
�
𝟐
𝐜𝐨𝐬

𝒏𝝅𝒙
𝑳

∞

𝒏=𝟎

+ 𝒆−𝒕 + 𝒆−𝟐𝒕 𝐜𝐨𝐬
𝟑𝝅𝒙
𝑳

 

 آيد:سه حالت پيش مي

𝒏وقتي  = 𝟎، 



                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۱۸ 

)3-95( 𝒅𝒂𝟎
𝒅𝒕

= 𝒆−𝒕 

𝒏وقتي  ≠ 𝟑 ,𝒏 > 𝟎، 

)3-96( 𝒅𝒂𝒏
𝒅𝒕

= −𝒂𝒏(𝒕) �
𝒏𝝅
𝑳
�
𝟐
 

𝒏و در نهايت زمانيكه  = 𝟑، 

)3-97( 𝒅𝒂𝟑
𝒅𝒕

= −𝒂𝟑(𝒕) �
𝟑𝝅
𝑳
�
𝟐

+ 𝒆−𝟐𝒕 

 ، بايد اين سه معادله معمولي را حل كرد.𝒂𝒏براي بدست آوردن 

 داريم: 95-3از حل معادله 

)3-98( 𝒂𝟎(𝒕) = −𝒆−𝒕 + 𝒄𝟎 

 :96-3از معادله 

)3-99( 
𝒂𝒏(𝒕) = 𝒄𝒏𝒆

−�𝒏𝝅𝑳 �
𝟐
𝒕 

 داريم: 97-3و از حل معادله  

)3-100( 𝒂𝟑(𝒕) =
𝒆−𝟐𝒕

�𝟑𝝅𝑳 �
𝟐
− 𝟐

+ 𝒄𝟑𝒆
−�𝟑𝝅𝑳 �

𝟐
𝒕 

 آيند.و اصل تعامد بدست مي 92-3با استفاده از شرط  𝒄𝐧و  𝒄𝟎 ،𝒄𝟑ثوابت 

)3-101( 𝒄𝟎 = 𝟏 +
𝟏
𝑳
� 𝝓(𝒙)𝒅𝒙
𝑳

𝟎
 

)3-102( 𝒄𝒏 =
𝟐
𝑳
� 𝝓(𝒙) 𝐜𝐨𝐬

𝒏𝝅𝒙
𝑳

𝒅𝒙
𝑳

𝟎
 

)3-103( 𝒄𝟑 =
𝟐
𝑳
� 𝝓(𝒙) 𝐜𝐨𝐬

𝟑𝝅𝒙
𝑳

𝒅𝒙
𝑳

𝟎
−

𝟏

�𝟑𝝅𝑳 �
𝟐
− 𝟐

 



                                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۱۹ 

 شود.بنابراين جواب نهايي به صورت زير مي

)3-104( 𝒖(𝒙, 𝒕) = 𝒂𝟎(𝒕) + �𝒂𝒏(𝒕) 𝐜𝐨𝐬
𝒏𝝅
𝑳
𝒙

∞

𝒏=𝟏
𝒏≠𝟑

+ 𝒂𝟑(𝒕) 𝐜𝐨𝐬
𝟑𝝅
𝑳
𝒙 

4.2-9Bروش تبديل حالت پايا و ناپايا 

گيريم، معادله در اين روش جواب نهايي را به صورت مجموع جواب حالت پايا و جواب حالت ناپايا در نظر مي

 و يك معادله ديفرانسـيل بـا مشـتقات جزئـي     ناهمگن معموليشود، يك معادله ديفرانسيل تبديل به دو معادله مي

 به اين روش را بررسي كرد. هتوان نحوه حل معادلدر مثال زير مي .همگن

 معادله انتقال حرارت ناپاياي يك بعدي را با شرايط زير حل كنيد.): 5مثال (

)3-105( 𝝏𝑻
𝝏𝒕

= 𝜶
𝝏𝟐𝑻
𝝏𝒙𝟐

+
𝒒𝒈
𝝆𝑪

 

)3-106( 𝑻(𝑳, 𝒕) = 𝑻∞ 

)3-107( 𝝏𝑻(𝟎, 𝒕)
𝝏𝒙

= 𝟎 

)3-108( 𝑻(𝒙,𝟎) = 𝑻∞ 

نـاهمگني   زيـر  ، ابتـدا بـا تغييـر متغيـر    108-3و  106-3در اين مثال هم معادله ناهمگن است و هـم شـرايط    -حل

 بريم،شرايط مرزي را از بين مي

)3-109( 𝜽(𝒙, 𝒕) = 𝑻(𝒙, 𝒕) − 𝑻∞ 

 آيد.ميصورت زير دررود و معادله به ناهمگني شرط مرزي و شرط اوليه از بين مي

)3-110( 𝝏𝜽
𝝏𝒕

= 𝜶
𝝏𝟐𝜽
𝝏𝒙𝟐

+
𝒒𝒈
𝝆𝑪

 

)3-111( 𝜽(𝑳, 𝒕) = 𝟎 



                                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۲۰ 

)3-112( 𝝏𝜽(𝟎, 𝒕)
𝝏𝒙

= 𝟎 

)3-113( 𝜽(𝒙,𝟎) = 𝟎 

,𝜽(𝒙جواب  𝒕) گيريم.را به صورت مجموع دو تابع درنظر مي 

)3-114( 𝜽(𝒙, 𝒕) = 𝝂(𝒙, 𝒕) + 𝝍(𝒙) 

,𝜽(𝒙مقدار  𝒕)  دهيم.در شرايط مرزي و اوليه قرار مي 114-3را از معادله 

)3-115( 𝝂(𝑳, 𝒕) + 𝝍(𝑳) = 𝟎 

)3-116( 𝝏𝝂(𝟎, 𝒕)
𝝏𝒙

+
𝒅𝝍(𝟎)
𝒅𝒙

= 𝟎 

)3-117( 𝝂(𝒙,𝟎) + 𝝍(𝒙) = 𝟎 

 داريم، 110-3در معادله  114-3با قرار دادن معادله 

)3-118( 𝝏𝝂
𝝏𝒕

= 𝜶 �
𝝏𝟐𝝂
𝝏𝒙𝟐

+
𝒅𝟐𝝍
𝒅𝒙𝟐

� +
𝒒𝒈
𝝆𝑪

 

𝛂دهيم قرار مي = 𝐊
𝛒𝐂

 كنيم:، و معادله فوق را به دو معادله تقسيم مي

)3-119( 𝒅𝟐𝝍
𝒅𝒙𝟐

+
𝒒𝒈
𝑲

= 𝟎 

)3-120( 𝝏𝝂
𝝏𝒕

= 𝜶
𝝏𝟐𝝂
𝝏𝒙𝟐

 

براي حل اين معادله معمـولي از   .قرار داديم  119-3بنابراين تا اينجاي كار، جمله ناهمگني را در معادله معمولي 

 كنيم.دو شرط مرزي زير استفاده مي

)3-121( 𝝍(𝑳) = 𝟎 

)3-122( 𝒅𝝍(𝟎)
𝒅𝒙

= 𝟎 

 داريم:و سپس استفاده از شرايط مرزي بالا،  119-3گيري از معادله با دوبار انتگرال
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)3-123( 𝝍(𝒙) =
𝒒𝒈𝑳𝟐

𝟐𝑲
�𝟏 − �

𝒙
𝑳
�
𝟐
� 

 باشد.همگن با شرايط مرزي و اوليه زير مي يك معادله با مشتقات جزئي120-3معادله 

)3-124( 𝝂(𝑳, 𝒕) = 𝟎 

)3-125( 𝝏𝝂(𝟎, 𝒕)
𝝏𝒙

= 𝟎 

)3-126( 𝝂(𝒙,𝟎) = −𝝍(𝒙) 

هـاي  مجمـوع جـواب   پـردازيم. توان با روش جداسازي متغيرها حل كرد كه در اينجا به آن نمياين معادله را مي

 باشد.كه به صورت زير ميحاصل از اين دو معادله جواب كلي ما خواهد بود 

)3-127( 𝜽(𝒙, 𝒕)
𝒒𝒈𝑳𝟐
𝑲

=
𝟏
𝟐
�𝟏 − �

𝒙
𝑳
�
𝟐
� − 𝟐�

(−𝟏)𝒏

(𝝀𝒏𝑳)𝟑 𝒆
−𝜶𝝀𝒏𝟐𝒕 𝐜𝐨𝐬 𝝀𝒏𝒙

∞

𝒏=𝟎

 

 توان توزيع دما را بدست آورد.مي 109-3با استفاده از معادله 

 

5-4Bتمرينات 
 معادلات ديفرانسيل جزئي پارابوليك زير را حل كنيد.

• 𝝏𝑪
𝝏𝒕

= 𝐃𝛛𝟐𝐂
𝛛𝐱𝟐

 

         𝑪(𝒙,𝟎) = 𝑪𝟎 

         𝑪(𝑳, 𝒕) = 𝟎 

         𝝏𝑪(𝟎,𝒕)
𝝏𝒙

= 𝟎 

 

• 𝝏𝑻
𝝏𝒕

= 𝛂𝛛𝟐𝐓
𝛛𝐱𝟐

   ,   𝟎 < 𝒙 < 𝟐 



                                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۲۲ 

         𝑻(𝒙,𝟎) = 𝝓(𝒙) 

         𝑻(𝟎, 𝒕) = 𝟐𝟓 

         𝝏𝑪(𝟐,𝒕)
𝝏𝒙

= 𝟓𝟎 

• 𝒖𝒕 = 𝒖𝒙𝒙 + 𝒕𝒙 

𝒖(𝟎, 𝒕) = 𝟏 

𝒖(𝟏, 𝒕) = 𝟎 

𝒖(𝒙,𝟎) = 𝟏 − 𝒙 
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 بسم االله الرحمن الرحيم
 
 

1-0Bچكيده مطالب 
تـوان از  و حل معادله لاپلاس كه يك معادله بيضوي است، ميبراي حل معادله موج كه يك معادله هايپربوليك 

روش جداسازي متغيرها استفاده كرد. به شرطي كه حداكثر يك شرط ناهمگن داشته باشيم. در صـورتيكه بـيش   

توانيم مسـأله را بـه چنـد مسـأله كـه بـه روش       از يك شرط ناهمگن داشته باشيم، با استفاده از اصل برهم نهي مي

. براي حل معادله لاپلاس ناهمگن، با استفاده ار تغيير متغير، مسأله كنيمغيرها قابل حل هستند، تبديل جداسازي مت

كنيم. معادله ناهمگن با شرايط مرزي همگن كـه بـا روش بسـط توابـع ويـژه قابـل حـل        را به دو معادله تبديل مي

 شود.متغيرها حل مي ياست. و معادله همگن با شرط مرزي ناهمگن كه با روش جداساز

2-1B:اهداف 
 نهيآشنايي با شيوه حل معادله موج و لاپلاس با استفاده از جداسازي متغيرها، آشنايي با اصل برهم

3-2Bبعدي با استفاده از روش جداسازي متغيرهاحل معادله موج يك 
سازي متغيرها حل ميبعدي با شرايط مرزي و اوليه زير را با استفاده از روش جدادر اين بخش، معادله موج يك

 كنيم.

)3-1( 𝝏𝟐𝒖
𝝏𝒕𝟐

= 𝒄𝟐
𝝏𝟐𝒖
𝝏𝒙𝟐

   ,   𝒕 > 𝟎   ,   𝟎 < 𝒙 < 𝒍 

)3-2( 𝒖(𝟎, 𝒕) = 𝟎 

)3-3( 𝒖(𝒍, 𝒕) = 𝟎 



                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۳ 

)3-4( 𝒖(𝒙,𝟎) = 𝝓(𝒙) 

)3-5( 𝝏𝒖(𝒙,𝟎)
𝝏𝒕

= 𝝍(𝒙) 

,𝒖(𝒙كنيم كه بتـوان تـابع   براي حل فرض مي 𝒕)    را بـه صـورت𝒖(𝒙, 𝒕) = 𝑭(𝒙) ∙ 𝑮(𝒙)     نوشـت. ايـن فـرض را در

 دهيم،قرار مي 1-3معادله 

)3-6( 𝑭
𝒅𝟐𝑮
𝒅𝒕𝟐

= 𝒄𝟐𝑮
𝒅𝟐𝑭
𝒅𝒙𝟐

   ,   𝒕 > 𝟎   ,   𝟎 < 𝒙 < 𝒍 

 كنيم،متغيرها را جدا مي

)3-7( 𝟏
𝒄𝟐𝑮

𝒅𝟐𝑮
𝒅𝒕𝟐

=
𝟏
𝑭
𝒅𝟐𝑭
𝒅𝒙𝟐

 

 دهيم.قرار مي 𝛄دو طرف تساوي را برابر با ثابت 

)3-8( 𝟏
𝒄𝟐𝑮

𝒅𝟐𝑮
𝒅𝒕𝟐

=
𝟏
𝑭
𝒅𝟐𝑭
𝒅𝒙𝟐

= 𝜸 

 دهيم.، دستگاه زير را تشكيل مي8-3با استفاده از تساوي 

)3-9( 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝒅𝟐𝑭
𝒅𝒙𝟐

−𝜸𝑭 = 𝟎

𝒅𝟐𝑮
𝒅𝒕𝟐

− 𝒄𝟐𝜸𝑮 = 𝟎
 

 ، داريم:3-3و  2-3با استفاده از شروط مرزي 

)3-10( 𝒖(𝟎, 𝒕) = 𝑭(𝟎)𝑮(𝒕) = 𝟎 

)3-11( 𝒖(𝒍, 𝒕) = 𝑭(𝒍)𝑮(𝒕) = 𝟎 

 هاي بديهي،با كنار گذاشتن جواب

)3-12( 𝑭(𝟎) = 𝟎 



                                                                                           

 

 
 

 
 

 ٤ 

)3-13( 𝑭(𝒍) = 𝟎 

رايط مرزي ناهمگن باشد، حل كمي دشوارتر است. نحوه حل مسائل با شـرايط مـرزي   شگونه مسائل اگر در اين

 ناهمگن در جلسه قبل توضيح داده شده است.

. در منفـي باشـد  تواند صفر، مثبـت و يـا   مي 𝛄پردازيم، همانطور كه قبلا گفته شد، مي 9-3اكنون به حل دستگاه 

 𝛄 در حالتي كه شود كه قابل قبول نيست. بنابراينصفر يا مثبت باشد، حل به جواب بديهي منجر مي 𝛄حالتي كه 

 منفي باشد،

𝛄 = −𝛌𝟐 
)3-14( 𝒅𝟐𝑭

𝒅𝒙𝟐
+ 𝛌𝟐𝑭 = 𝟎 

 به صورت زير است: 14-3جواب عمومي معادله 

)3-15( 𝑭(𝒙) = 𝑨𝐬𝐢𝐧𝝀𝒙 + 𝑩𝐜𝐨𝐬 𝝀𝒙 

 كنيم،را اعمال مي 13-3و  12-3شروط مرزي 

)3-16( 𝑭(𝟎) = 𝟎   ⟹    𝑩 = 𝟎 

)3-17( 𝑭(𝒍) = 𝟎   ⟹    𝑨𝐬𝐢𝐧 𝝀𝒍 = 𝟎 

 شود، داريم:با در نظر نگرفتن جوابي كه منجر به حل بديهي مي

)3-18( 𝐬𝐢𝐧 𝝀𝒍 = 𝟎   ⟹   𝝀𝒍 = 𝒏𝝅  

 بنابراين،

)3-19( 𝝀𝒏 =
𝒏𝝅 
𝒍

 

 توان نوشت:و مي



                                                                                           

 

 
 

 
 

 ٥ 

)3-20( 𝑭𝒏(𝒙) = 𝑩𝒏 𝐬𝐢𝐧
𝒏𝝅 
𝒍
𝒙 

 كنيم:را نيز حل مي 9-3معادله دوم دستگاه 

)3-21( 𝒅𝟐𝑮
𝒅𝒕𝟐

+ 𝒄𝟐𝝀𝟐𝑮 = 𝟎 

 كه جواب عمومي آن به صورت زير خواهد بود.

)3-22( 𝑮𝒏(𝒕) = 𝑷𝒏 𝐜𝐨𝐬 𝒄𝝀𝒏𝒕 + 𝑸𝒏 𝐬𝐢𝐧 𝒄𝝀𝒏𝒕 

,𝐮(𝐱در  20-3و  22-3با قرار دادن معادلات  𝐭) = 𝐅(𝐱)𝐆(𝐭) :داريم 

)3-23( 𝒖𝒏(𝒙, 𝒕) = 𝑩𝒏 𝐬𝐢𝐧
𝒏𝝅 
𝒍
𝒙 [𝑷𝒏 𝐜𝐨𝐬 𝒄𝝀𝒏𝒕 + 𝑸𝒏 𝐬𝐢𝐧 𝒄𝝀𝒏𝒕] 

 كنيم،فرض مي

𝑩𝒏𝑷𝒏 = 𝑪𝒏 
𝑩𝒏𝑸𝒏 = 𝑫𝒏 

 داريم:

)3-24( 𝒖𝒏(𝒙, 𝒕) = 𝐬𝐢𝐧
𝒏𝝅 
𝒍
𝒙 [𝑪𝒏 𝐜𝐨𝐬 𝒄𝝀𝒏𝒕 + 𝑫𝒏 𝐬𝐢𝐧 𝒄𝝀𝒏𝒕] 

 هاي فوق است.جواب معادله مجموع جواب

)3-25( 𝒖(𝒙, 𝒕) = �𝒖𝒏(𝒙, 𝒕)
∞

𝒏=𝟏

= �𝐬𝐢𝐧
𝒏𝝅 
𝒍
𝒙 [𝑪𝒏 𝐜𝐨𝐬 𝒄𝝀𝒏𝒕 + 𝑫𝒏 𝐬𝐢𝐧 𝒄𝝀𝒏𝒕]

∞

𝒏=𝟏

 

 دهيم،را در معادله بالا قرار مي 4-3شرط اوليه 

)3-26( 𝝓(𝒙) = �𝑪𝒏 𝐬𝐢𝐧
𝒏𝝅 
𝒍
𝒙

∞

𝒏=𝟏

 

 باشد، بنابراين:مي 𝝓(𝒙)، سري فوريه سينوسي تابع 26-3بسط 
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)3-27( 𝑪𝒏 =
𝟐
𝒍
� 𝝓(𝒙) 𝐬𝐢𝐧

𝒏𝝅 
𝒍
𝒙 𝒅𝒙

𝒍

𝟎
 

 استفاده كرده، داريم: 5-3شرط از 

)3-28( 𝝏𝒖
𝝏𝒕

= �𝐬𝐢𝐧
𝒏𝝅 
𝒍
𝒙 [−𝑪𝒏𝒄𝝀𝒏 𝐬𝐢𝐧 𝒄𝝀𝒏𝒕 + 𝑫𝒏𝒄𝝀𝒏 𝐜𝐨𝐬 𝒄𝝀𝒏𝒕]

∞

𝒏=𝟏

 

)3-29( 𝝍(𝒙) = �𝑫𝒏𝒄𝝀𝒏 𝐬𝐢𝐧
𝒏𝝅 
𝒍
𝒙

∞

𝒏=𝟏

 

 ،𝝍(𝒙)با توجه به سينوسي بودن بسط فوريه تابع 

)3-30( 𝑫𝒏𝒄𝝀𝒏 =
𝟐
𝒍
� 𝝍(𝒙) 𝐬𝐢𝐧

𝒏𝝅 
𝒍
𝒙𝒅𝒙

𝒍

𝟎
 

 آيد.با جايگزيني ثوابت جواب نهايي معادله موج به صورت زير درمي

)3-31( 
𝒖(𝒙, 𝒕) = ���

𝟐
𝒍
� 𝝓(𝒙) 𝐬𝐢𝐧

𝒏𝝅 
𝒍
𝒙 𝒅𝒙

𝒍

𝟎
� 𝐜𝐨𝐬 𝒄𝝀𝒏𝒕

∞

𝒏=𝟏

+ �
𝟐

𝒄𝝀𝒏𝒍
� 𝝍(𝒙) 𝐬𝐢𝐧

𝒏𝝅 
𝒍
𝒙𝒅𝒙

𝒍

𝟎
� 𝐬𝐢𝐧 𝒄𝝀𝒏𝒕� 𝐬𝐢𝐧

𝒏𝝅 
𝒍
𝒙 

4-3B همگن لاپلاسحل معادله 
اي از كنيم، نمونـه در بحث انتقال حرارت دو بعدي در يك صفحه با آن برخورد ميمعادله لاپلاس دو بعدي كه 

 باشد. فرض كنيد مسأله به صورت شكل زير باشد.معادلات بيضوي مي



                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۷ 

 
 انتقال حرارت دو بعدي در صفحه با يك شرط مرزي ناهمگن  1-4 شكل 

 

باشد. سه شرط مرزي همگن و يـك  ميبه صورت زير معادله لاپلاس همگن  ،يل جزئي اين مسألهمعادله ديفرانس

براي حل مسأله به روش جداسازي متغيرها حداكثر يك شرط مـرزي نـاهمگن مـي    شرط مرزي ناهمگن داريم.

 توانيم داشته باشيم.

)4-1( 𝝏𝟐𝑻
𝝏𝒙𝟐

+
𝝏𝟐𝑻
𝝏𝒚𝟐

= 𝟎 

)4-2( 𝑻(𝟎,𝒚) = 𝟎 

)4-3( 𝑻(𝒙,𝟎) = 𝟎 

)4-4( 𝑻(𝒙,𝑯) = 𝟎 

)4-5( 𝑻(𝑳,𝒚) = 𝒈(𝒚) 

 باشد:جواب معادله به صورت حاصلضرب دو تابع مستقل به صورت زير مي

)4-6( 𝑻(𝒙,𝒚) = 𝑭(𝒙)𝑮(𝒚) 

 داريم: 4-4تا  2-4با استفاده از شرايط همگن 
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)4-7( 𝑭(𝟎) = 𝟎 

)4-8( 𝑮(𝟎) = 𝟎 

)4-9( 𝑮(𝑯) = 𝟎 

 دهيم.قرار مي 1-4معادله را در  6-4معادله 

)4-10( 𝑮
𝒅𝟐𝑭
𝒅𝒙𝟐

+ 𝐅
𝒅𝟐𝑮
𝒅𝒚𝟐

= 𝟎 

)4-11( 𝟏
𝑭
𝒅𝟐𝑭
𝒅𝒙𝟐

= −
𝟏
𝐆
𝒅𝟐𝑮
𝒅𝒚𝟐

= +𝝀𝟐 

 آيد.دو معادله معمولي بدست مي

)4-12( 𝒅𝟐𝑭
𝒅𝒙𝟐

= 𝝀𝟐𝑭   ,   𝑭(𝟎) = 𝟎 

)4-13( 𝒅𝟐𝑮
𝒅𝒚𝟐

= −𝝀𝟐𝑮   ,   𝑮(𝟎) = 𝟎,𝑮(𝑯) = 𝟎 

 باشد.دو شرط مرزي داده شده، به صورت زير ميبا  13-4حل معادله 

)4-14( 𝝀𝒏 =
𝒏𝝅
𝑯

 

)4-15( 𝑮𝒏(𝒚) = 𝐬𝐢𝐧
𝒏𝝅
𝑯
𝒚 

 باشد:به صورت زير مي 12-4حل معادله 

)4-16( 𝒅𝟐𝑭
𝒅𝒙𝟐

= �
𝒏𝝅
𝑯
�
𝟐
𝑭 

)4-17( 𝑭(𝒙) = 𝒂 𝐜𝐨𝐬𝐡
𝒏𝝅
𝑯
𝒙 + 𝒃 𝐬𝐢𝐧𝐡

𝒏𝝅
𝑯
𝒙 

𝑭(𝟎) = 𝟎   ⟹    𝒂 = 𝟎 

)4-18( 𝑭(𝒙) = 𝒃 𝐬𝐢𝐧𝐡
𝒏𝝅
𝑯
𝒙 

 دهيم.قرار مي 6-4ها را در معادله جواب



                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۹ 

)4-19( 𝑻(𝒙,𝒚) = �𝒃𝒏 𝐬𝐢𝐧
𝒏𝝅
𝑯
𝒚𝐬𝐢𝐧𝐡

𝒏𝝅
𝑯
𝒙

∞

𝒏=𝟏

 

 صدق كند. 19-4در معادله  5-4بايد شرط مرزي ناهمگن 

)4-20( 𝑻(𝑳,𝒚) = �𝒃𝒏 𝐬𝐢𝐧
𝒏𝝅
𝑯
𝒚𝐬𝐢𝐧𝐡

𝒏𝝅
𝑯
𝑳

∞

𝒏=𝟏

= 𝒈(𝒚) 

 داريم،با استفاده از تعامد توابع سينوسي 

)4-21( 𝒃𝒏 𝐬𝐢𝐧𝐡
𝒏𝝅
𝑯
𝑳 =

𝟐
𝑯
� 𝒈(𝒚) 𝐬𝐢𝐧

𝒏𝝅𝒚
𝑯

𝒅𝒚
𝑯

𝟎
 

𝒃𝒏، ضريب سينوس 20-4در معادله  بايد توجه داشت كه 𝐬𝐢𝐧𝐡
𝒏𝝅
𝑯
𝑳باشد.، مي 

)4-22( 𝒃𝒏 =
𝟐

𝑯𝐬𝐢𝐧𝐡𝒏𝝅𝑯 𝑳
� 𝒈(𝒚) 𝐬𝐢𝐧

𝒏𝝅𝒚
𝑯

𝒅𝒚
𝑯

𝟎
 

 د.وشميبه اين ترتيب معادله لاپلاس همگن با يك شرط مرزي ناهمگن، حل 

4.1-6Bنهياصل برهم 

توان بـه چنـد مسـأله تبـديل كـرد كـه در هـر كـدام تنهـا يـك           يك مسأله ناهمگن را مي ،نهيبر طبق اصل برهم

كدام تنهـا بـا   هاي چهار معادله هر جواب معادله با چهار شرط مرزي ناهمگن، مجموع حل ناهمگني وجود دارد.

 پردازيم.معادله لاپلاس دوبعدي به توضيح بيشتر اين اصل ميحل با بررسي  يك شرط مرزي ناهمگن است.

 فرض كنيد مسأله به صورت زير است.



                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۱۰ 

 
 صفحه با چهار شرط مرزي ناهمگن 2-4 شكل 

تـوان از روش جداسـازي   كه داراي چهار شرط مرزي ناهمگن است، نميبراي اين صفحه  1-4براي حل معادله 

متغيرها استفاده كرد. زيرا در اين روش بايد حداكثر يك ناهمگني در سيستم وجود داشته باشد. بـراي حـل ايـن    

 كنيم.نهي استفاده كرده و مسأله را به چهار مسأله كوچكتر تقسيم ميمشكل از اصل برهم

 

 شود.جواب كلي به صورت زير مي

)4-23( 𝑻(𝒙,𝒚) = 𝑻𝟏(𝒙,𝒚) + 𝑻𝟐(𝒙,𝒚) + 𝑻𝟑(𝒙,𝒚) + 𝑻𝟒(𝒙,𝒚) 

 بنابريان چهار معادله زير با شرايط مرزي مربوطه بايد حل شوند.

= + + + 



                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۱۱ 

 حالت اول:

)4-24( 𝝏𝟐𝑻𝟏
𝝏𝒙𝟐

+
𝝏𝟐𝑻𝟏
𝝏𝒚𝟐

= 𝟎 

)4-25( 𝑻𝟏(𝟎,𝒚) = 𝑻𝟏(𝒙,𝑯) = 𝑻𝟏(𝑳,𝒚) = 𝟎 

)4-26( 𝑻𝟏(𝒙,𝟎) = 𝒇𝟏(𝒙) 

)4-27( 𝑻𝟏(𝒙,𝒚) = �𝒃𝟏𝒏 𝐬𝐢𝐧
𝒏𝝅𝒙
𝑳

𝐬𝐢𝐧𝐡
𝒏𝝅𝒚
𝑳

∞

𝒏=𝟏

 

)4-28( 𝒃𝟏𝒏 =
𝟐

𝑳 𝐬𝐢𝐧𝐡𝒏𝝅𝑯𝑳
� 𝒇𝟏(𝒙) 𝐬𝐢𝐧

𝒏𝝅𝒙
𝑳

𝒅𝒙
𝑳

𝟎
 

 حالت دوم:

)4-29( 𝝏𝟐𝑻𝟐
𝝏𝒙𝟐

+
𝝏𝟐𝑻𝟐
𝝏𝒚𝟐

= 𝟎 

)4-30( 𝑻𝟐(𝟎,𝒚) = 𝑻𝟐(𝒙,𝟎) = 𝑻𝟐(𝒙,𝑯) = 𝟎 

)4-31( 𝑻𝟐(𝑳,𝒚) = 𝒈𝟐(𝒚) 

)4-32( 𝑻𝟐(𝒙,𝒚) = �𝒃𝟐𝒏 𝐬𝐢𝐧
𝒏𝝅𝒚
𝑯

𝐬𝐢𝐧𝐡
𝒏𝝅𝒙
𝑯

∞

𝒏=𝟏

 

)4-33( 𝒃𝟐𝒏 =
𝟐

𝑯𝐬𝐢𝐧𝐡𝒏𝝅𝑳𝑯
� 𝒈𝟐(𝒚) 𝐬𝐢𝐧

𝒏𝝅𝒚
𝑯

𝒅𝒚
𝑯

𝟎
 

 حالت سوم:

)4-34( 𝝏𝟐𝑻𝟑
𝝏𝒙𝟐

+
𝝏𝟐𝑻𝟑
𝝏𝒚𝟐

= 𝟎 

)4-35( 𝑻𝟑(𝟎,𝒚) = 𝑻𝟑(𝒙,𝟎) = 𝑻𝟑(𝑳,𝒚) = 𝟎 

)4-36( 𝑻𝟑(𝒙,𝑯) = 𝒇𝟐(𝒙) 



                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۱۲ 

)4-37( 𝑻𝟑(𝒙,𝒚) = �𝒃𝟑𝒏 𝐬𝐢𝐧
𝒏𝝅𝒙
𝑳

𝐬𝐢𝐧𝐡
𝒏𝝅𝒚
𝑳

∞

𝒏=𝟏

 

)4-38( 𝒃𝟑𝒏 =
𝟐

𝑳 𝐬𝐢𝐧𝐡𝒏𝝅𝑯𝑳
� 𝒇𝟐(𝒙) 𝐬𝐢𝐧

𝒏𝝅𝒙
𝑳

𝒅𝒙
𝑳

𝟎
 

 حالت چهارم:

)4-39( 𝝏𝟐𝑻𝟒
𝝏𝒙𝟐

+
𝝏𝟐𝑻𝟒
𝝏𝒚𝟐

= 𝟎 

)4-40( 𝑻𝟒(𝑳,𝒚) = 𝑻𝟒(𝒙,𝟎) = 𝑻𝟒(𝒙,𝑯) = 𝟎 

)4-41( 𝑻𝟒(𝟎,𝒚) = 𝒈𝟏(𝒚) 

)4-42( 𝑻𝟒(𝒙,𝒚) = �𝒃𝟒𝒏 𝐬𝐢𝐧
𝒏𝝅𝒚
𝑯

𝐬𝐢𝐧𝐡
𝒏𝝅
𝑯

(𝒙 − 𝑳)
∞

𝒏=𝟏

 

)4-43( 𝒃𝟒𝒏 =
𝟐

𝑯𝐬𝐢𝐧𝐡𝒏𝝅(−𝑳)
𝑯

� 𝒈𝟏(𝒚) 𝐬𝐢𝐧
𝒏𝝅𝒚
𝑯

𝒅𝒚
𝑯

𝟎
 

 در نهايت داريم:

𝑻 = 𝑻𝟏 + 𝑻𝟐 + 𝑻𝟑 + 𝑻𝟒 

5-4Bمعادله لاپلاس غيرهمگن 
 همگن و يك شرط مرزي ناهمگن به صورت زير:براي حل معادله لاپلاس ناهمگن با سه شرط مرزي 

)5-1( 𝝏𝟐𝒖
𝝏𝒙𝟐

+
𝝏𝟐𝒖
𝝏𝒚𝟐

= 𝑸(𝒙,𝒚) 

)5-2( 𝒖(𝟎,𝒚) = 𝒖(𝒂,𝒚) = 𝒖(𝒙,𝟎) = 𝟎 

)5-3( 𝒖(𝒙,𝒃) = 𝒇(𝒙) 

 بايد از تغيير متغير زير استفاده كنيم.



                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۱۳ 

)5-4( 𝒖(𝒙,𝒚) = 𝝎(𝒙,𝒚) + 𝝂(𝒙,𝒚) 

 دهيم.قرار مي 1-5ادله را در مع 4-5معادله 

)5-5( 𝝏𝟐𝝎
𝝏𝒙𝟐

+
𝝏𝟐𝝂
𝝏𝒙𝟐

+
𝝏𝟐𝝎
𝝏𝒚𝟐

+
𝝏𝟐𝝂
𝝏𝒚𝟐

= 𝑸(𝒙,𝒚) 

 آيند.به صورت زير بدست مي 4-5 رايط مرزي با توجه به معادلهش

)5-6( 𝝎(𝟎,𝒚) + 𝝂(𝟎,𝒚) = 𝟎 

)5-7( 𝝎(𝒂,𝒚) + 𝝂(𝒂,𝒚) = 𝟎 

)5-8( 𝝎(𝒙,𝟎) + 𝝂(𝒙,𝟎) = 𝟎 

)5-9( 𝝎(𝒙,𝒃) + 𝝂(𝒙,𝒃) = 𝒇(𝒙) 

كنـيم. يـك معادلـه ديفرانسـيل نـاهمگن بـا       را به دو معادله ديفرانسيل با هشت شرط مرزي تبديل مي 5-5معادله 

 چهار شرط مرزي همگن و يك معادله ديفرانسيل همگن با سه شرط همگن و يك شرط ناهمگن.

)5-10( 𝝏𝟐𝝂
𝝏𝒙𝟐

+
𝝏𝟐𝝂
𝝏𝒚𝟐

= 𝑸(𝒙,𝒚) 

)5-11( 𝝂(𝟎,𝒚) = 𝝂(𝒂,𝒚) = 𝝂(𝒙,𝟎) = 𝝂(𝒙,𝒃) = 𝟎 

 و

)5-12( 𝝏𝟐𝝎
𝝏𝒙𝟐

+
𝝏𝟐𝝎
𝝏𝒚𝟐

= 𝟎 

)5-13( 𝝎(𝟎,𝒚) = 𝝎(𝒂,𝒚) = 𝝎(𝒙,𝟎) = 𝟎 

)5-14( 𝝎(𝒙,𝒃) = 𝒇(𝒙) 

 آيند كه مجموع آنها جواب مسأله خواهد بود.بدست مي 𝝂(𝒙,𝒚)و  𝝎(𝒙,𝒚)از حل دو معادله بالا 



                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۱٤ 

 ): معادله ديفرانسيل جزئي زير را با شرايط داده شده حل كنيد.1مثال(

)5-15( 𝝏𝟐𝒖
𝝏𝒙𝟐

+
𝝏𝟐𝒖
𝝏𝒚𝟐

= 𝒆𝟐𝒚 𝐬𝐢𝐧𝒙 

)5-16( 𝒖(𝟎,𝒚) = 𝒖(𝝅,𝒚) = 𝒖(𝒙,𝟎) = 𝟎 

)5-17( 𝒖(𝒙,𝑳) = 𝒇(𝒙) 

 آيند.گيريم و دو معادله به صورت زير بدست ميدرنظر مي 4-5جواب را به صورت معادله 

 معادله اول:

)5-18( 𝝏𝟐𝝂
𝝏𝒙𝟐

+
𝝏𝟐𝝂
𝝏𝒚𝟐

= 𝒆𝟐𝒚 𝐬𝐢𝐧 𝒙 

)5-19( 𝝂(𝟎,𝒚) = 𝝂(𝝅,𝒚) = 𝝂(𝒙,𝟎) = 𝝂(𝒙,𝑳) = 𝟎 

 معادله دوم:

)5-20( 𝝏𝟐𝝎
𝝏𝒙𝟐

+
𝝏𝟐𝝎
𝝏𝒚𝟐

= 𝟎 

)5-21( 𝝎(𝟎,𝒚) = 𝝎(𝝅,𝒚) = 𝝎(𝒙,𝟎) = 𝟎 

)5-22( 𝝎(𝒙,𝑳) = 𝒇(𝒙) 

معادله اول، يك معادله ناهمگن با شرايط مرزي همگن است، كه با استفاده از روش بسط توابـع ويـژه حـل مـي    

 شود:

)5-23( 𝝂(𝒙,𝒚) = �𝒃𝒏(𝒚) 𝐬𝐢𝐧𝒏𝒙
∞

𝒏=𝟏

 

)5-24( 𝒅𝟐𝝂
𝒅𝒚𝟐

= �
𝒅𝟐𝒃𝒏
𝒅𝒚𝟐

𝐬𝐢𝐧𝒏𝒙
∞

𝒏=𝟏

 



                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۱٥ 

)5-25( 𝒅𝟐𝝂
𝒅𝒙𝟐

= −�𝒃𝒏𝒏𝟐 𝐬𝐢𝐧𝒏𝒙
∞

𝒏=𝟏

 

 دهيم.قرار مي 18-5را در معادله  25-5و  24-5معادلات 

)5-26( �
𝒅𝟐𝒃𝒏
𝒅𝒚𝟐

− 𝒏𝟐𝒃𝒏� 𝐬𝐢𝐧𝒏𝒙 = 𝒆𝟐𝒚 𝐬𝐢𝐧 𝒙 

𝒏براي  = 𝟏: 

)5-27( 𝒅𝟐𝒃𝟏
𝒅𝒚𝟐

− 𝒏𝟐𝒃𝟏 = 𝒆𝟐𝒚 

)5-28( 𝒃𝟏(𝒚) = 𝒄𝟏 𝐬𝐢𝐧𝐡𝒚 + 𝒄𝟐 𝐜𝐨𝐬𝐡𝒚 +
𝟏
𝟑
𝒆𝟐𝒚 

 آيند.ب با استفاده از شرايط مرزي بدست مييضرا

)5-29( 𝒄𝟐 = −
𝟏
𝟑

 

)5-30( 
𝒄𝟏 =

𝟏
𝟑 𝐜𝐨𝐬𝐡 𝒚 −

𝟏
𝟑𝒆

𝟐𝒚

𝐬𝐢𝐧𝐡 𝑳
 

 بنابراين،

)5-31( 
𝒃𝟏(𝒚) =

𝟏
𝟑 𝐜𝐨𝐬𝐡 𝒚 −

𝟏
𝟑𝒆

𝟐𝒚

𝐬𝐢𝐧𝐡 𝑳
𝐬𝐢𝐧𝐡𝒚 −

𝟏
𝟑
𝐜𝐨𝐬𝐡 𝒚 +

𝟏
𝟑
𝒆𝟐𝒚 

𝒏براي  > 𝟏 

)5-32( 𝒅𝟐𝒃𝒏
𝒅𝒚𝟐

− 𝒏𝟐𝒃𝒏 = 𝟎 

)5-33( 𝒃𝒏(𝒚) = 𝒄𝟑 𝐬𝐢𝐧𝐡𝒏𝒚 + 𝒄𝟒 𝐜𝐨𝐬𝐡𝒏𝒚 

 شرايط مرزي زير قرار دادنبا 

)5-34( 𝒃𝒏(𝟎) = 𝟎 



                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۱٦ 

)5-35( 𝒃𝒏(𝑳) = 𝟎 

 داريم:، 33-5در معادله 

)5-36( 𝒄𝟒 = 𝟎 

)5-37( 𝒄𝟑 = 𝟎 

شـود.  معادله دوم نيز با استفاده از روش جداسازي متغيرها مشابه آنچه در ابتداي جلسه توضيح داده شد، حل مـي 

 هاي اين دو معادله، جواب نهايي خواهد بود.مجموع جواب

)5-38( 
𝒖(𝒙,𝒚) = �𝑨𝒏 𝐬𝐢𝐧𝒏𝒙 𝐬𝐢𝐧𝐡𝒏𝒚

∞

𝒏=𝟏

+ �
𝟏
𝟑 𝐜𝐨𝐬𝐡𝑳 −

𝟏
𝟑𝒆

𝟐𝑳

𝐬𝐢𝐧𝐡 𝑳
𝐬𝐢𝐧𝐡𝒚 −

𝟏
𝟑
𝐜𝐨𝐬𝐡 𝒚 +

𝟏
𝟑
𝒆𝟐𝒚� 

6-5Bتمرينات 

• 𝝏𝟐𝒖
𝝏𝒕𝟐

= 𝟒 𝝏𝟐𝒖
𝝏𝒙𝟐

 
𝒖(𝒙,𝟎) = 𝒙 + 𝟏      𝟎 ≤ 𝒙 ≤ 𝟐, 𝒕 = 𝟎 
𝝏𝒖
𝝏𝒕

(𝒙,𝟎) = 𝐬𝐢𝐧 𝒙 

𝒖(𝟎, 𝒕) = 𝟏 
𝒖(𝟐, 𝒕) = 𝟑 
 

باشـد،  مـي  𝒇(𝜽)را كه سطح آن داراي توزيع دماي  𝒓𝟎توزيع دماي حالت پايا يك استوانه بلند به شعاع  •

 بدست آوريد.
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 بسم االله الرحمن الرحيم
 
 

1-0B:چكيده مطالب 
معادلـه   اگـر تبديلات روشي است براي تبديل معادله ديفرانسيل به معادلات ديفرانسيل بـا يـك بعـد كمتـر مـثلا      

 ، يعنـي بعدي داشته باشيم با روش تبديل مي توان  آن را به معادله ديفرانسيل با يك بعد كمتر 2ديفرانسيل جزئي 

) است تبديل مي كنـد . معمـولا مسـائل     ODE ( معادله ديفرانسيل يك بعدي كه همان معادله ديفرانسيل معمولي

مشكل تر ازاين طريق به مسئله ساده تر تبديل شده و مسلئه ساده تر حل شده با عمل عكس تبديل حل را به حـل  

 كنيم.ميمسئله مشكل تر (مسئله اوليه ) تبديل 

 

 
 

 

 

 

 

2-1B:اهداف 
 استفاده از تبديلات فوريه و لاپلاس براي حل معادلات ديفرانمسيل جزئي.

 

 مسئله مشكل حل مسئله مشكل

  مسئله ساده تر حل مسئله ساده تر

 عكس تبديل تبديل



                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۳ 

3-2Bانواع تبديلات 
(متغيير كمكي ) و  Sو يك هسته تبديل كه تابعي از  Aو   Bتبديل عبارت است از يك انتگرال در محدوده 

 شود :بيان مي K (s , t)كه به صورت  ،) tمتغيير مستقل مسئله ( 

 توان نوشت :را چنين مي f ( t )دهيم تبديل تابع   نمايش F ااگر تبديل را ب

F (f (t)) =∫ 𝑲( 𝒔 , 𝒕 )𝑩
𝑨  . f (t) dt = F (s)  

 گويند . f ( t )شود كه آن را تبديل تابع توليد مي S ذف شده و تابعي از حباشد مي t مسئله كه  بعدبدين صورت 

تبديل  وتبديل فوريه ، تبديل لاپلاس شوند، عبارتند از: معمولا براي حل معادلات استفاده ميتبديلاتي كه 

 هنكل 

3.1-4Bتبديلات فوريه 

3.1.1-7B نهايتبي نيمهتبديلات 

 تبديل سينوسي فوريه : در اين تبديل هسته تبديل يك عبارت سينوسي مي باشد 

𝑭𝑺 � 𝑭 ( 𝒕 )�  =  𝑭 ( 𝑺 ) =  
𝟐
𝝅
�  𝒇 ( 𝒕 )  𝐬𝐢𝐧 𝒔𝒕  𝒅𝒕
∞

𝟎
 

 عكس تبديل :

𝑭𝒔−𝟏� 𝑭 ( 𝒔)� = 𝒇 ( 𝒕 ) =  � 𝑭𝑺 ( 𝒔 ) .  𝐬𝐢𝐧 𝒔𝒕  𝒅𝒔
∞

𝟎
 

𝑭𝒔−𝟏 . عكس تبديل سينوسي نيمه بينهايت است 

 تبديل كسينوسي فوريه : كه در آن هسته تبديل يك عبارت كسينوسي مي باشد 

𝑭𝒄� 𝒇 ( 𝒕 )� = 𝑭 ( 𝒔 ) =  
𝟐
𝝅
� 𝒇 ( 𝒕 ) 𝒄𝒐𝒔  𝒔𝒕.𝒅𝒕
∞

𝟎
 

 و عكس تبديل،



                                                                                                           

 

 
 

 
 

 ٤ 

 𝑭𝒄−𝟏� 𝐟 ( 𝐬 )� = 𝒇 ( 𝒕 ) = ∫ 𝑭 ( 𝒔 ). 𝐜𝐨𝐬  𝒔𝒕.𝒅𝒔∞
𝟎   

 . ∞ري فوريه است در محدوده ستبديلات نيمه بينهايت فوريه همان 

3.1.2-8Bمحدود)(تبديلات فوريه نا نهايتتبديلات بي 

 تبديل:

F (f (t)) = 1
√2𝜋

∫ 𝑓 (𝑡)𝑒−𝑖𝑠𝑡+∞
−∞  𝑑𝑡 = 𝐹( 𝑠 ) 

 عكس تبديل:

𝐹−1(F (s)) = f (t) = 1
√2𝜋 ∫ 𝐹(𝑠)𝑒  𝑖𝑠𝑡+∞

−∞  𝑑𝑠   

3.1.3-9Bتبديلات محدود فوريه 

 باشد.در حقيقت همان سري فوريه مي
 

FRsR (f (t)) = 2
𝑙 ∫ 𝑓( 𝑡 ) 𝑠𝑖𝑛 𝑠𝑡𝜋

𝑙
𝑙
0  𝑑𝑡 = 𝐹( 𝑠 )           0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑙 

𝐹𝑠−1� 𝑓 ( 𝑠 )� = 𝑓( 𝑡 ) =  �𝑓( 𝑠 ). 𝑠𝑖𝑛 
𝑠𝜋𝑡
𝑙

∞

𝑠=1

 

𝐹𝑐� 𝑓 ( 𝑡 )� = 𝐹( 𝑠 ) =  
2
𝑙
� 𝑓( 𝑡 )
𝑙

0
cos

𝑠𝜋𝑡
𝑙

 

𝐹𝑐−1� F ( s )� = 𝑓( 𝑡 ) =  
𝐹( 0 )

2
+ �𝐹(𝑠 ) cos

𝑠𝜋𝑡
𝑙

∞

𝑠=0

 

3.1.4-10Bتبديلات فوريه مشتق اول و دوم 

≥ 0در محدوده نيمه بينهايت -1 𝑡 ≤ ∞  



                                                                                                           

 

 
 

 
 

 ٥ 

𝐹𝑠 �𝑓 ′ ( 𝑡 )�  =  −𝑠 𝐹𝑐 ( 𝑓 ( 𝑡 ) ) 

Fc �f ′( t )�  =   
2
π 

 f ( 0 )  + S Fs ( f ( t ) ) 

𝐹s �f "( t )� =  
2
π

 s f (0) −  s2fs ( f ( t ))  

Fc �f "( t )� =  −   
2
π

f ′(0) −  s2fc ( f ( t ) ) 

 

≥ ∞−در محدوده تمام بينهايت   -2 𝑡 ≤  ∞ 

F (𝑓′( 𝑡 )) = 𝑖𝑠 𝐹 �𝑓 ( 𝑡 )� 

F ( 𝑓"(𝑡)) =  −𝑠2 𝐹 �𝑓 ( 𝑡 )� 

F ( 𝑓(𝑛)( 𝑡 )) = ( 𝑖 𝑠 )𝑛 𝐹 � 𝑓 ( 𝑡 )� 

 

 lو  0در محدوده  -3

𝐹𝑠 (𝑓′(𝑡)) =  𝑑
𝑑𝑡

 𝐹𝑠� 𝑓 ( 𝑡 )� 

𝐹𝑐�𝑓′( 𝑡 )� =  
𝑑
𝑑𝑡
𝐹𝑠 ( 𝑓 ( 𝑡 ) ) 

𝐹𝑠 �𝑓"( 𝑡 )� =  
2𝑠𝜋
𝑙2

[𝑓 (0) + (−1)𝑠+1 𝑓 (𝑙)] −  �
𝑠𝜋
𝑙
�
2
𝐹𝑠�𝑓 ( 𝑡 )� 

𝐹𝑐 �𝑓"( 𝑡 )� =  −
2
𝑙

[𝑓′(0) +  (−1)𝑠+1 .𝑓′( 𝑙 )] −  �
𝑠𝜋
𝑙
�
2
𝐹𝑐� 𝑓 ( 𝑡 )� 

 



                                                                                                           

 

 
 

 
 

 ٦ 

3.1.5-11Bكانولوشن خاصيت 
 

F ( f ( t ) * g ( t ) ) = F ( f ( t ) ) . F (g (t)) 

f (t) * g (t) = 1
√2𝜋

∫ 𝑓 ( 𝑡 − 𝜉 )   𝑔 (𝜉)  𝑑+∞
−∞ 𝜉 

 استفاده از تبديلات فوريه براي حل معادلات -3.1.6

 كنيم بايد، چند نكته را در نظر بگيريم.زماني كه از تبديلات فوريه براي حل معادلات استفاده مي

گرفته شود  x باشد بايستي از تبديلات فوريه نيمه بينهايت استفاده شود و تبديل نسبت به  0و  ∞بين x اگر متغيير 

 . 

براي اينكه بدانيم از تبديلات سينوسي استفاده كنيم يا از تبديلات كسينوسي بايستي به شرايط مرزي مسئله توجه 

, 𝒖𝒙(𝟎شود مثلا اگر شرايط نوع اول داشته باشيم از تبديل سينوسي و اگر شرط مرزي نـوع دوم ماننـد    𝒕 ) =  𝜶  .

واقـع شـرايط مـرزي بايسـتي طـوري باشـد كـه بـا روابـط          از تبديلات كسينوسي بايستي استفاده نمود . يعنـي در  

𝒇𝒔 ( 𝒇"( 𝒕 ) )  و يا𝒇𝒄 (𝒇"( 𝒕 ) ) يعني اگر     ؛هماهنگي داشته باشدf (0)  را به عنوان شرط مرزي داريم مي بينيم كه

 f (0) در رابطه𝒇𝒔 (𝒇"(𝒕) ) . وجود دارد پس بايد از تبديل سينوسي استفاده نمائيم 

 شود چنين مي 𝒖𝒕گرفته ميشود آنگاه تبديل  x نسبت به  توجه : اگر تبديل

F(𝒖𝒕) = 𝝏
𝝏𝒕

 𝑭( 𝒖 ) 
F(𝒖𝒕𝒕) = 𝝏

𝟐

𝝏𝒕𝟐
 𝑭( 𝒖 ) 

 .: معادله ديفرانسيل زير را از طريق تبديلات فوريه حل نماييد)1(مثال 

𝑢𝑡 =  𝛼2𝑢𝑥𝑥                                     0 <𝑥 < ∞ 
u (0, t) = A 



                                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۷ 

u (x, 0) = 0 

 حل:

 گرفته :  xاستفاده كرده از معادله ديفرانسيل سينوسي نسبت به  xنهايت نسبت به از تبديل سينوسي نيمه بي

)1( 𝑭𝒔(𝒖𝒕) =  𝑭𝒔 (𝒖𝟐𝒖𝒙𝒙 ) 

 

 و داريم :   

𝐅𝐬(𝐮𝐭) =  
𝛛
𝛛𝐭
𝐅𝐬( 𝐮 ) 

  ،و همچنين داريم

𝑭𝒔(𝒖𝒙𝒙) =  
𝟐
𝝅

 𝒔 𝒖 ( 𝟎 , 𝒕 ) −  𝒔𝟐𝑭𝒔 ( 𝒖 ) 
 ) قرار دهيم داريم :1نمايش دهيم و روابط بالا را در رابطه ( Uرا با  u تبديل يعني 𝑭𝒔 ( 𝒖 )اگر 

𝝏
𝝏𝒕

 𝑼 =  𝜶𝟐 �
𝟐
𝝅

 𝑺𝑨 −  𝑺𝟐 𝑼 � 
)2( 𝑼𝒕 +  𝜶𝟐𝑺𝟐 𝑼 =  

𝟐
𝝅
𝑨 𝜶𝟐 𝑼 

  :تبديل گرفته داريم U ( x , 0 )از شرط مرزي 

)3( 𝑭𝒔� 𝒖 ( 𝒙 ,𝟎 )� =  𝑭 𝒔 ( 𝟎 ) = 𝟎    =≫     𝑼 ( 𝟎 )  =   𝟎 

) از حـل  3) شده است بـا شـرط مـرزي ODE ) (2   ) معادله ديفرانسيل اصلي تبديل به معادله ديفرانسيل معمولي ( 

 :آيدبدست مي  U ،اين معادله ديفرانسيل و شرط مرزي آن

𝑼𝐭(𝐭) =  𝛂𝟐𝐬𝟐 𝐔 ( 𝐭 ) =  
𝟐
𝛑
𝐀 𝛂𝟐 𝐬  

𝑼 ( 𝟎 ) =  𝟎 

 عبارت  است از : حل معادله ديفرانسيل بالا



                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۸ 

𝑼 ( 𝒕 ) =  
𝟐
𝝅
𝑨
𝑺

 ( 𝟏 −  𝒆−𝒔𝜶𝟐𝒕 ) 

 را بدست آورد :  U ( x , t )مي توان   Uبا عمل عكس تبديل از 

𝒖 ( 𝒙 , 𝒕 ) =  𝑭𝒔−𝟏 � 𝑼 ( 𝒕 )� =  𝑭𝒔−𝟏 �
𝟐
𝝅
𝑨
𝑺
� 𝟏 −  𝒆−𝒔𝜶𝟐𝒕 �� = ∫ 𝟐

𝝅
∞
𝟎

𝑨
𝑺
� 𝟏 −  𝒆−𝒔 𝜶𝟐𝒕�𝒔𝒊𝒏 𝒔𝒙 𝒅𝒔               

  .ديفرانسيل زير را از طريق تبديل فوريه حل كنيد: معادله )2( مثال

𝒖𝒕 =  𝜶𝟐𝒖𝒙𝒙                                                    −∞ < 𝒙 <  ∞ 

𝒖( 𝒙 ,𝟎 ) =  𝝓 ( 𝒙 ) 

𝑭𝐬( 𝐮 )  را باU   نمايش داده يعني𝑭𝐬( 𝐮 ) = 𝐔   داريمبناباين،  

𝝏𝑼
𝝏𝒕

=  𝜶𝟐 �−𝒔𝟐𝑭𝒔( 𝒖 )� =  −𝜶𝟐𝒔𝟐𝑭𝒔( 𝒖 ) =  −𝜶𝟐𝒔𝟐 𝑼  
)1( 𝑼𝒕 =  −𝜶𝟐𝒔𝟐 𝑼 

�𝑭 �∅ ( 𝒙 ) دهيمشود و قرار ميگرفته مياز شرط مسئله تبديل  =  𝚽( 𝒔 ) : 

 𝑭𝐬� 𝐮 ( 𝐱 ,𝟎 )� = 𝐅 � 𝛟 ( 𝐱 )� 
)2( 𝑼 ( 𝟎 ) =  𝚽( 𝒔 ) 

  :) قابل حل است و حل آن به صورت زير است2) به همراه شرط مرزي ODE ) (1) معادله ديفرانسيل معمولي (

𝑼 ( 𝒔 , 𝒕 ) =  𝚽 . 𝒆−𝜶𝟐𝒔𝟐𝒕 

, 𝒖 ( 𝒙با عكس تبديل  𝒕 ) بدست مي آيد 

𝒖( 𝒙 , 𝒕 ) =  𝑭𝒔−𝟏� 𝑼 ( 𝒔 , 𝒕 )� 

𝒖( 𝒙 , 𝒕 ) =  𝑭𝑺−𝟏�𝚽( 𝒔 ) .  𝒆−∝𝟐𝒔𝟐𝒕� 

 داريم : convolutionبا استفاده از خاصيت 

𝒖( 𝒙 , 𝒕 ) = 𝑭𝑺−𝟏�𝚽( 𝒔 )� ∗  𝑭𝒔−𝟏�−𝒆−𝜶
𝟐𝒔𝟐𝒕� 

= 𝝓( 𝒙 ) ∗  
𝟏

𝟐𝜶√𝝅𝒕 
 . 𝒆−

𝒙
𝟒𝜶𝟐𝒕

 



                                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۹ 

=  
𝟏

√𝟐𝝅
� � 𝝓( 𝝃 ) .  

𝟏
𝟐𝜶√𝝅𝒕

 . 𝒆−
𝒙− 𝝃
𝟒𝜶𝟐𝒕�

+∞

−∞
𝒅𝝃  

3.2-5Bتبديل لاپلاس 

باشـد . ايـن   نهايت عمل كـرده و بـه صـورت زيـر مـي     بوده و در محدوده نيمه بي 𝒆−𝒔𝒕در اين تبديل هسته تبديل 

. اگر معادله ديفرانسيل جزئي بـر حسـب    شودميشود و بعد زمان حذف تبديل معمولا روي بعد زماني اعمال مي

زمان و مكان باشد بعد زمان حذف شده و مسئله بر حسب بعد مكان تبديل شده و مسئله ساده شـده حـل شـده و    

 جواب نهايي مسئله يا گرفتن عكس تبديل لاپلاس از جواب بدست آمده بدست خواهد آمد .

3.2.1-13Bتبديل لاپلاس تعريف 

𝐿 � 𝑢 (𝑥 , 𝑡 )� = 𝑈 ( 𝑥 , 𝑠 ) =  � 𝑢 ( 𝑥 , 𝑡 )𝑒−𝑠𝑡
∞

0
 𝑑𝑡  

𝐿−1� 𝑈 (  𝑥 , 𝑠 )� = 𝑢 ( 𝑥 , 𝑡 ) =  
1

2𝜋𝑖 � 𝑈 ( 𝑠 , 𝑡 )
𝑎+𝑖∞

𝑎−𝑖∞
𝑒𝑠𝑡 𝑑𝑠 

توان بدست آورد ها به صورت زير ميعكس تبديل لاپلاس براي توابعي كه نقاط منفصل دارند را از قاعده مانده

. 

𝐿−1� U ( s , t )� =  �Res � U ( x , s )�est 

  :شودچنين تعريف مي Resكه در آن 

𝑅𝑒𝑠 � 𝑓 (𝑧0)� =  lim
𝑧 → 𝑧0

( 𝑧 −  𝑧0)  𝑓 ( 𝑧 ) 

𝒛𝟎  ريشه مخرج𝒇 ( 𝒛 ) . اگر  مي باشد𝒛𝟎  ريشه مضاعفm:ام باشد، آنگاه 

𝑅𝑒𝑠 � 𝑓 (𝑧0)� =
1

(𝑚 − 1)! lim
𝑑𝑚−1

𝑑𝑧𝑚−1
𝑧 → 𝑧0

[(𝑧 − 𝑧0)𝑚𝑓 ( 𝑧 )] 



                                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۱۰ 

 تبديل لاپلاس نيز استفاده نمود.براي بدست آوردن عكس تبديل لاپلاس مي توان از جدول هاي عكس 

 تبديل لاپلاس مشتقات -3.2.2

 
𝐿 �𝑓′( 𝑡 )� =  𝑠𝐿 � 𝑓 ( 𝑡 )� −  𝑓 ( 0 ) 

𝐿 �𝑓"( 𝑡 )� =  𝑠2 𝐿 � 𝑓 ( 𝑡 )�–  𝑠 𝑓 ( 0 )– 𝑓′( 0 ) 

 

3.2.3-15Bخاصيت كانولوشن 

𝐿−1� 𝐹 ( 𝑆 ) .𝐺 ( 𝑠 )� = 𝑓 ( 𝑡 ) ∗  𝑔 ( 𝑡 ) 
 

 كنيد.): معادله ديفرانسيل زير را با استفاده از تبديل لاپلاس حل 3مثال (

𝑢t =  uxx                             0 < 𝑥 <  ∞ 

𝑢𝑥( 0 , 𝑡 ) −  𝑢 ( 0 , 𝑡 ) =  0  

𝑢 ( 𝑥 , 0 ) =  𝑢0 

 

 : گيريممرزي تبديل لاپلاس مي از معادله ديفرانسيل و شرايط  tنسبت به  حل:

    𝐿 (𝑢) =  𝑈 

d2

dx2  U( x , s )– sU( x , s ) = −u0 )1( 

𝐿�𝑢𝑥 ( 0 , 𝑡 )�–  𝐿� 𝑢 (0 , 𝑡)� = 0  
𝑑
𝑑𝑥 𝑈

( 0 , 𝑠 ) − 𝑈( 0 , 𝑠 ) = 0 )2( 

 ) قابل حل بوده و حل آن عبارت است از :2) به همراه شرط مرزي (1معادله (



                                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۱۱ 

𝑈 ( 𝑥 , 𝑠 ) =  𝑢0 �
– 𝑒−√𝑠𝑥

𝑠 �1 + √𝑠�
+ 

1
𝑠� 

 حل نهايي مسئله بدست مي آيد  بر روي جواب،با اعمال عكس تبديل 

𝐿 (𝑢) =  𝑈 

𝑢 = 𝐿−1(𝑈) 

𝑢 ( 𝑢 , 𝑡 ) =  𝐿−1 �𝑈0 �
– 𝑒−√𝑠𝑥

𝑠�1 + √𝑠�
+ 

1
𝑠�� 

                  =  𝑢0𝐿−1 �
−𝑒−√𝑠𝑥

𝑠 � 1 + √𝑠�
� + 𝑢0𝐿−1 (

1
𝑠) 

3.3-6Bاصل دوهامل 

توان بـا  ( شرايط مرزي متغيير) مي، g(t)، در مواقعي كه شرايط مرزي معادله ديفرانسيل جزئي تابعي از زمان باشد

ود يعني ارتباطي بين حل مسئله استفاده از حل همان معادله ديفرانسيل با شرايط مرزي ثابت حل مسئله را ارائه نم

با شرايط مرزي متغيير با حل مسئله با شرايط مرزي ثابت وجود دارد كه در اين ارتباط همان اصـل دوهامـل مـي   

 باشد .

 خواهيم :فرض كنيم حل مسئله زير را مي

𝑢𝑡 =  𝑢𝑥𝑥                                    0 < 𝑥 < 1 

𝑢 ( 0 , 𝑡 ) =  0 

𝑢 ( 1 , 𝑡 ) =  𝑔 ( 𝑡 ) 

𝑢 ( 𝑥 , 0 ) = 0  

 آيد .كنيم و ارتباط بين حل دو مسئله بدست ميبراي حل مسئله بالا توجه به حل مسئله با شرايط ثابت مي

 مسئله با شرايط ثابت :



                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۱۲ 

𝑢𝑡 =  𝑢𝑥𝑥                                        0 < 𝑥 < 1 

𝑢( 𝑜 , 𝑡 ) =  0 

𝑢( 1 , 𝑡 ) =  1 

𝑢( 𝑥 , 0 ) =  0  

 . شودگرفته مي  tتبديل نسبت به  كنيم.مسئله با شرايط ثابت بالا از تبديل لاپلاس استفاده ميبراي حل 

𝑳 �𝒖𝒕� =  𝑳 �𝒖𝒙𝒙�                                                      

𝐿 �𝑢( 0 , 𝑡 )� = 0 

  𝐿 �𝑢( 1 , 𝑡)� = 𝐿 (1) 

�𝑳 �𝑼دهيم: قرار مي =  ∐ 

 آيد :ميمعادلات و شرايط به صورت زير بدست 

𝑑2∐
𝑑𝑥2 −  𝑠∐  = 0  

∐(0) =  0 

∐(1) =  
1
𝑠 

 حل اين مسئله عبارت است از :

∐( 𝑥 , 𝑠 ) =  
1
𝑠 �
𝑙𝑖𝑚 ℎ √𝑠𝑥 

limℎ√𝑠
� 

 جواب مسئله با شرايط ثابت :

𝑢 ( 𝑥 , 𝑡 ) =  𝐿−1�∐( 𝑥 , 𝑠 )� = x + 
2
𝜋�

(−1)𝑛

𝑛

∞

𝑛=1

lim𝑛 𝜋𝑥 . 𝑒−𝑛2𝜋2𝑡 

 كنيم لاپلاس حل ميمسئله اصلي را در نظر گرفته و با استفاده از تبديل 



                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۱۳ 

𝐿 (𝑈𝑡) = 𝐿 (𝑢𝑥𝑥) 

𝐿� 𝑢 (0 , 𝑡 )� = 0 

𝐿� 𝑢 (1 , 𝑡 )� = 𝐿 �𝑔(𝑡)� 

 

 دهيم:قرار مي

𝐿 (𝑢) =  𝑃(𝑠) 

𝐿 �𝑔(𝑡)� = 𝐺(𝑠) 

 

 تبديل لاپلاس معادله ديفرانسيل چنين مي شود 

𝑠𝑃 =  
𝑑2𝑃
𝑑𝑥2   

𝑑2𝑝
𝑑𝑥2 −  𝑠𝑝 = 0 

𝑃(0 , 𝑠) =  0  

𝑃(1 , 𝑠 ) = 𝐺( 𝑠 ) 

 با شرايط مرزي بدست آمده عبارت است از : حل اين معادله ديفرانسيل معمولي

𝑃(𝑥 , 𝑠) = 𝐺(𝑠). �
sinh√𝑠𝑥
sinh√𝑠

� 

𝑃(𝑥 , 𝑠) = 𝐺(𝑠). �
𝑠 sinh√𝑠𝑥
𝑠 sinh√𝑠

� 

 

 دانيم:مي



                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۱٤ 

∐(𝑥, 𝑠) = �
sinh√𝑠𝑥
𝑠 sinh√𝑠

� 

 بنابراين،

𝑷(𝒙 , 𝒔) = 𝑮 (𝒔). �𝒔.∐(𝒙, 𝒔)�������
𝑳(𝒖𝒕)

� 

  = 𝐺 (𝑠).𝐿�𝑢𝑡� 

𝑢( 𝑥 , 𝑡 ) =  𝐿−1�𝑝(𝑥, 𝑠)� =  𝐿−1 � 𝐺(𝑠). 𝐿�𝑢𝑡�� 

= 𝐿−1�𝐺 ( 𝑠)� ∗  𝐿−1(𝐿(𝑢𝑡)) 

= 𝑔(𝑡) ∗  𝑢𝑡 (𝑥, 𝑡) 

𝑢 (𝑥 , 𝑡) =  � 𝑔(𝜏)
𝑡

0
.𝑢𝑡( 𝑥 , 𝑡 −  𝜏 ) 𝑑𝜏 فرم اول دوهامل 

, 𝒖 ( 𝐱جواب مسئله با شرايط مرزي ثابت واحد مي باشد و   𝒖كه در آن  𝐭)     جواب مسئله اصلي يعنـي تـابع زمـان

 مي باشد .

استفاده از انتگرال جزء به جزء به فرم دوم كه در زير آمده است تبـديل  فرم دوم دوهامل : مي توان فرم اول را با 

 نمود :

𝑢 ( 𝑥 , 𝑡 ) =  𝑔 (0)𝑢( 𝑥 , 𝑡 ) + � 𝑢
𝑡

0
( 𝑥 , 𝑡 −  𝜏 )𝑔′(𝜏) 𝑑𝜏 

 .با شرايط مرزي واحد مي باشد سيستمجواب   𝒖كه در آن 

4- 3Bتمرينات 
 

 با استفاده از تبديل فوريه محدود، معادله زير را حل كنيد. -1



                                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۱٥ 

𝝏𝒖
𝝏𝒕 =

𝝏𝟐𝒖
𝝏𝒙𝟐                                                  𝟎 < 𝒙 < 𝟔      ,     𝒕 > 𝟎 

𝒖(𝟎, 𝒕) = 𝟎 

𝒖(𝟔, 𝒕) = 𝟎 

𝒖(𝒙,𝟎) = 𝟐𝒙 

 معادله ديفرانسيل زير را با استفاده از تبديل لاپلاس حل كنيد. -2

𝝏𝑻
𝝏𝒕 = 𝜶

𝝏𝟐𝑻
𝝏𝒙𝟐 

 

𝑻(𝟎, 𝒕) = 𝑻𝟏 

𝑻(∞, 𝒕) = 𝑻𝟎 

𝑻(𝒙,𝟎) = 𝑻𝟎 
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 بسم االله الرحمن الرحيم
 
 

1-0B:چكيده مطالب 
زماني كه نتوان براي معادله ديفرانسيل با مشتقات جزئي، جواب تحليلي پيدا كرد، بايد از تقريب عددي اسـتفاده  

دارد. براي مسـائلي كـه مرزهـاي آنهـا شـكل       هاي مختلفي وجودنمود. براي حل عددي معادله ديفرانسيل روش

كنيم و براي كنيم، از روش المان محدود استفاده ميخاصي ندارد كه كمتر در مهندسي شيمي با آنها برخورد مي

كنـيم. اسـتفاده از روش تفاضـل محـدود     مرز مشخصي دارند، از روش تفاضلات محدود استفاده مـي كه مسائلي 

پربوليك، پارابوليك و بيضوي در اين جلسه بـه طـور كامـل توضـيح داده شـده و      براي تقريب زدن معادلات هاي

 ها نيز بررسي گرديده است.شرط پايداري اين روش

2-1B:اهداف 
 .روش بكارگيري روش حل عددي تفاضل محدود براي معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي و بررسي پايداري

3- 2Bروش تفاضل محدود 
امـا مسـائل    ايـم. ختلف براي حل معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي آشـنا شـده  هاي تحليلي متا كنون با روش

به عنوان مثال معادله لاپـلاس را   هاي تحليلي آنها را حل كرد.توان با استفاده از روشزيادي وجود دارد كه نمي

 توان به صورت تحليلي حل كرد.باشد، نميكه داراي يك حفره مي 1-3 شكل اي مانند براي دامنه

 

 

 



                                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۳ 

 
 
 
 
 
 

 اي در ميان آندامنه مستطيلي با حفره 1-3 شكل 

 

هـاي متنـوعي وجـود دارد.    بـراي ايـن كـار روش    عددي اسـتفاده كـرد.   هايتقريبگونه مسائل بايد از براي اين

شود)، گونه مسائل كمتر برخورد مي مسائلي كه مرزهاي آنها شكل خاصي ندارند (كه در مهندسي شيمي، با اين

 د.نشومي ، حلمحدود با استفاده از روش المان محدود و مسائلي كه مرزهاي مشخصي دارند با روش تفاضل

 تقريب مشتق مرتبه اول -3.1

 شود.) استفاده مي1-3ها به صورت تفاضلي از بسط تيلور (معادله براي تقريب مشتق

)3-1( 𝒇(𝒙 + 𝒉) = 𝒇(𝒙) + 𝒉𝒇′(𝒙) +
𝟏
𝟐
𝒉𝟐𝒇′′(𝒙) +

𝟏
𝟔
𝒉𝟑𝒇′′′(𝒙) + ⋯ 

 اگر بسط تيلور را از جمله دوم قطع كنيم،

)3-2( 𝒇′(𝒙) =
𝒇(𝒙 + 𝒉) − 𝒇(𝒙)

𝒉
−
𝟏
𝟐
𝒉𝟐𝒇′′(𝒙) 

𝟏كه در معادله بالا 
𝟐
𝒉𝟐𝒇′′(𝒙)كه در حقيقت اختلاف ميان مشتق جزئي و تخمـين آن   شود، خطاي برش ناميده مي

 باشد.به صورت تفاضل محدود مي

به  4-3به صورت پسرو ويا مانند معادله  3-3به صورت پيشرو و يا مانند معادله  2-3توان مانند معادله مشتق را مي

 مركزي تقريب زد.صورت تفاضل 

X 

y 



                                                                                                           

 

 
 

 
 

 ٤ 

)3-3( 𝒇′(𝒙) =
𝒇(𝒙) − 𝒇(𝒙 − 𝒉)

𝒉
+
𝟏
𝟐
𝒉𝒇′′(𝒙) 

)3-4( 𝒇′(𝒙) =
𝒇(𝒙 + 𝒉) − 𝒇(𝒙 − 𝒉)

𝟐𝒉
−
𝒉𝟐

𝟔
𝒇′′′(𝒙) 

 بـراي تفاضـل   و 5-3بـه صـورت معادلـه     پسـرو و  كردن براي تفاضـل پيشـرو  علاوه بر خطاي برشي، خطاي گرد

 باشد.مي 6-3به صورت معادله  مركزي

)3-5( 𝒆𝒓𝒐𝒖𝒏𝒅 𝒐𝒇𝒇 =
𝟐𝜺
𝒉

 

)3-6( 𝒆𝒓𝒐𝒖𝒏𝒅 𝒐𝒇𝒇 =
𝜺
𝒉

 

𝒉 كردن و هم روي خطاي برش تأثير دارد. اگر هم روي خطاي گرد𝒉 زياد شود، خطاي گرد كردن هم بالا مي

به صورت زيـر   𝒉پيدا كرد. مقدار بهينه  𝒉شود. بنابراين بايد يك مقدار بهينه براي رود، ولي خطاي برش كم مي

 آيد.بدست مي

)3-7( 𝒉 > 𝜺
𝟏

𝟏+𝒓 

𝒓بـه عنـوان مثـال در تقريـب تفاضـل مركـزي        باشـد. در خطاي برشي مـي  𝒉، درجه 𝒓، 7-3كه در معادله  = و  𝟐

𝒉بنابراين  > 𝜺
𝟏
𝟑. 

 توان باز كرد:مشتقات را به صورت وزني نيز مي

)3-8( 𝝏𝒖
𝝏𝒙

= 𝜽 �
𝒖(𝒙 + 𝒉) − 𝒖(𝒙 − 𝒉)

𝟐𝒉
� + (𝟏 − 𝜽) �

𝒖(𝒙 + 𝒉) − 𝒖(𝒙)
𝒉

�   ,   𝟎 ≤ 𝜽 ≤ 𝟏 

 در واقع مشتق به صورت تركيبي از تقاضل پيشرو و مركزي باز شده است. 8-3در معادله 

 تقريب مشتق مرتبه دوم -3.2

 با استفاده از بسط تيلور داريم:



                                                                                           

 

 
 

 
 

 ٥ 

𝒇(𝒙 + 𝒉) = 𝒇(𝒙) + 𝒉𝒇′(𝒙) +
𝟏
𝟐
𝒉𝟐𝒇′′(𝒙) +

𝟏
𝟔
𝒉𝟑𝒇′′′(𝒙) + ⋯ 

𝒇(𝒙 − 𝒉) = 𝒇(𝒙) − 𝒉𝒇′(𝒙) +
𝟏
𝟐
𝒉𝟐𝒇′′(𝒙) −

𝟏
𝟔
𝒉𝟑𝒇′′′(𝒙) + ⋯ 

𝒇(𝒙 + 𝒉) + 𝒇(𝒙 − 𝒉) = 𝟐𝒇(𝒙) + 𝒉𝟐𝒇′′(𝒙) + ⋯ 

 ،بنابراين

)3-9( 𝒇′′(𝒙) =
𝒇(𝒙 + 𝒉) − 𝟐𝒇(𝒙) + 𝒇(𝒙 − 𝒉)

𝒉𝟐
−
𝟐𝒉𝟐

𝟒!
𝒇(𝟒)(𝒙) 

𝟐𝒉𝟐شودكه خطاي برش همانطور كه ديده مي

𝟒!
𝒇(𝟒)(𝒙) باشد.مي 

4- 3Bمعادلات پارابوليك 
 گيريم.در نظر مي با شرايط مرزي و اوليه زير بعدي رامعادله هدايت گرمايي يك

)4-1( 𝒖𝒕 = 𝜶𝒖𝒙𝒙   ,   𝟎 < 𝒙 < 𝟏,   𝒕 > 𝟎 

)4-2( 𝒖(𝟎, 𝒕) = 𝒖(𝟏, 𝒕) = 𝟎 

)4-3( 𝒖(𝒙,𝟎) = 𝒇(𝒙) 

 كنيم.را به صورت زير باز مي 𝒕و  𝒙براي حل اين مسأله به روش عددي بايد 

)4-4( 𝒙𝒊 = 𝒊𝒉   ,   𝒊 = 𝟏,𝟐,𝟑, … 

)4-5( 𝒕𝒋 = 𝒋𝒌   ,   𝒋 = 𝟏,𝟐,𝟑, … 

4.1-10Bروش تفاضل محدود صريح 

اگر مشتق نسبت به زمان را با تفاضل پيشرو تخمين زده و مشتق نسبت به مكان را با تفاضل مركزي تخمين بزنيم، 

 .شودباز ميبه صورت زير  1-4 معادله

)4-6( 𝒖(𝒊, 𝒋 + 𝟏) − 𝒖(𝒊, 𝒋)
𝒌

= 𝜶
𝒖(𝒊 − 𝟏, 𝒋) − 𝟐𝒖(𝒊, 𝒋) + 𝒖(𝒊 + 𝟏, 𝒋)

𝒉𝟐
 



                                                                                                           

 

 
 

 
 

 ٦ 

 بنابراين،

)4-7( 𝒖(𝒊, 𝒋 + 𝟏) = 𝒌𝜶 �
𝒖(𝒊 − 𝟏, 𝒋) − 𝟐𝒖(𝒊, 𝒋) + 𝒖(𝒊+ 𝟏, 𝒋)

𝒉𝟐
� + 𝒖(𝒊, 𝒋) 

-4(شكل  و وابسته به نقطه مجهول ديگري نيست شوددر اين روش هر نقطه مستقل محاسبه مي

1(. 

 
 بندي روش تفاضل محدود صريحتقسيم 1-4 شكل 

 را به صورت زير تعريف كنيم: 𝒓اگر پارامتر 

)4-8( 𝒓 =
𝜶𝒌
𝒉𝟐

 

 آيد.به صورت زير در مي 7-4معادله 

)4-9( 𝒖(𝒊, 𝒋 + 𝟏) = 𝒓[𝒖(𝒊 − 𝟏, 𝒋) + 𝒖(𝒊+ 𝟏, 𝒋)] + (𝟏 − 𝟐𝒓)𝒖(𝒊, 𝒋) 

 نيكلسون –روش كرانك  -4.2

هـاي زمـاني بزرگتـري را نسـبت بـه      توان گـام نيكلسون يك الگوريتم پايدار است كه در آن مي-روش كرانك

 باشـد. نمـي  𝒓روش صريح به كار برد. در حقيقت پايداري اين روش، بر خلاف روش صريح وابسـته بـه پـارامتر    



                                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۷ 

,𝒊نيكلسون نوشتن معادله تفاضلي محدود در يك نقطـه ميـاني در زمـان اسـت:     -اساس روش كرانك 𝒋 + 𝟏
𝟐

. فـرم  

 شود:ميبه صورت زير  1-4تقريب تفاضلي معادله 

)4-10( 𝟏
𝟐
�
𝒖𝒊+𝟏,𝒋+𝟏 − 𝟐𝒖𝒊,𝒋+𝟏 + 𝒖𝒊−𝟏,𝒋+𝟏

𝒉𝟐
+
𝒖𝒊+𝟏,𝒋 − 𝟐𝒖𝒊,𝒋 + 𝒖𝒊−𝟏,𝒋

𝒉𝟐
� =

𝒖𝒊,𝒋+𝟏 − 𝒖𝒊,𝒋
𝜶𝒌

 

 :𝒓بر اساس پارامتر 

)4-11( −𝒓𝒖𝒊−𝟏,𝒋+𝟏 + 𝟐(𝟏 + 𝒓)𝒖𝒊,𝒋+𝟏 − 𝒓𝒖𝒊+𝟏,𝒋+𝟏 = 𝒓𝒖𝒊−𝟏,𝒋 + 𝟐(𝟏 − 𝒓)𝒖𝒊,𝒋 + 𝒓𝒖𝒊+𝟏,𝒋 

 باشد.مي 2-4 شكل بندي در اين روش به صورت تقسيم باشد.الگوريتم كرانك نيكلسون مي ،11-4معادله 

 را به صورت زير بنويسيم: 1-4اگر فرم باز شده معادله 

)4-12( 

𝒖(𝒊, 𝒋 + 𝟏) − 𝒖(𝒊, 𝒋)
𝒌

= (𝟏 − 𝜽) �𝜶
𝒖(𝒊 − 𝟏, 𝒋) − 𝟐𝒖(𝒊, 𝒋) + 𝒖(𝒊 + 𝟏, 𝒋)

𝒉𝟐
�

+ 𝜽 �𝜶
𝒖(𝒊 − 𝟏, 𝒋 + 𝟏) − 𝟐𝒖(𝒊, 𝒋 + 𝟏) + 𝒖(𝒊+ 𝟏, 𝒋 + 𝟏)

𝒉𝟐
� 

𝜽ريح در روش ص = 𝜽صريح ، در روش غير𝟎 = 𝜽نيكلسون -و در روش كرانك 𝟏 =
𝟏

𝟐
 .باشدمي 

 
 نيكلسون-تقسيم بندي در روش كرانك 2-4 شكل 



                                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۸ 

 مشتق شامل شرايط مرزي -4.3

 گيريم.زير در نظر مي و اوليه را با شرايط مرزي 1-4بار ديگر معادله هدايت گرمايي به فرم معادله 

)4-13( 𝒖(𝟎, 𝒕) = 𝟎 

)4-14( 𝒖𝒙(𝟏, 𝒕) = 𝒈(𝒕) 

)4-15( 𝒖(𝒙,𝟎) = 𝒇(𝒙) 

بندي اين باشد (شرط مرزي نيومن). براي تقسيمشود، يكي از شرايط مرزي شامل مشتق ميهمانطور كه ديده مي

ماننـد   دامنه درنظـر بگيـريم.  مجازي خارج از مسأله بايد در مرز سمت راست براي تخمين مشتق يك سري نقطه 

 . 3-4 شكل در  35و  34، 33نقاط 

 
 نحوه تقسيم بندي براي شرط مرزي شامل مشتق 3-4 شكل 

كنـيم. از  كنـيم كـه از الگـوريتم صـريح اسـتفاده مـي      در نظر بگيريد. فـرض مـي   3-4 شكل را در  25نقطه مرزي 

 بنويسيم.دانيم، بايد براي آن معادله تفاضل محدود را را نمي 𝒖𝟐𝟓آنجايي كه 

)4-16( 𝒖𝟐𝟓 = 𝒓𝒖𝟏𝟒 + (𝟏 − 𝟐𝒓)𝒖𝟐𝟒 + 𝒓𝒖𝟑𝟒 

 ازطرفي،

)4-17( 𝒖𝟑𝟒 − 𝒖𝟏𝟒
𝟐𝒉

= 𝒈𝟐𝟒 

 ، معادله زير را خواهيم داشت.25شود و براي نقطه مرزي با استفاده از دو معادله بالا حذف مي 𝒖𝟐𝟓متغير مجازي 



                                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۹ 

)4-18( 𝒖𝟐𝟓 = 𝟐𝒓𝒖𝟏𝟒 + (𝟏 − 𝟐𝒓)𝒖𝟐𝟒 + 𝟐𝒓𝒉𝒈𝟐𝟒 

5- 4Bمعادلات هايپربوليك 
تـرين  هاي اوليه ناپيوسته باشند، دقيقباشند، اگر دادهبراي حل معادلات هايپربوليك كه شامل حركت موجي مي

تـوان بـه راحتـي از    ندارند، مـي براي مسائلي كه ناپيوستگي باشد. اما روش براي حل معادلات روش مشخصه مي

 حل معادله استفاده كرد.، براي روش تفاضل محدود ويا المان محدود

 تفاضلات نامحدود -5.1

 گيريم.معادله موج را با شرايط مرزي و اوليه زير در نظر مي

)5-1( 𝒖𝒕𝒕 = 𝒄𝟐𝒖𝒙𝒙   ,   𝟎 < 𝒙 < 𝒂   ,   𝒕 > 𝟎 

)5-2( 𝒖(𝟎, 𝒕) = 𝒖(𝒂, 𝒕) = 𝟎 

)5-3( 𝒖(𝒙,𝟎) = 𝒇(𝒙) 

)5-4( 𝒖𝒕(𝒙,𝟎) = 𝒈(𝒙) 

 شود.محدود مركزي به صورت زير ميبه صورت تفاضل  1-5تخمين معادله 

)5-5( 𝒖𝒊+𝟏,𝒋 − 𝟐𝒖𝒊,𝒋 + 𝒖𝒊−𝟏,𝒋

𝒉𝟐
=
𝒖𝒊,𝒋+𝟏 − 𝟐𝒖𝒊,𝒋 + 𝒖𝒊,𝒋−𝟏

𝒄𝟐𝒌𝟐
 

 كنيم.را به صورت زير تعريف مي 𝒓پارامتر 

)5-6( 𝒓 =
𝒄𝒌
𝒉

=
𝒄∆𝒕
∆𝒙

 

 حل كنيم، 𝒖𝒊,𝒋+𝟏اگر براي 

)5-7( 𝒖𝒊,𝒋+𝟏 = 𝒓𝟐𝒖𝒊−𝟏,𝒋 + 𝟐(𝟏 − 𝒓𝟐)𝒖𝒊,𝒋 + 𝒓𝟐𝒖𝒊+𝟏,𝒋 − 𝒖𝒊,𝒋−𝟏 



                                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۱۰ 

ام داشـته  𝒋اگر حل همه مقادير زماني را تـا گـام    نشان داده شده است. 1-5 شكل بندي براي اين مسأله در تقسيم 

را برحسب مقادير مشخص، محاسبه كرد. بنابراين اين الگوريتم، يك الگوريتم صريح مـي  𝒖𝒊,𝒋+𝟏توان باشيم، مي

𝒓براي  ،كه اين الگوريتمتوان نشان داد مي باشد. ≤ 𝒓پايدار وبراي  𝟏 >  شد.ابناپايدار مي 𝟏

 
 بندي براي حل صريح معادله موجتقسيم1-5 شكل 

شود، در اين روش بايد حل عددي مربوط به دو گام زماني متوالي را داشته باشيم، تا بتوانيم همانطور كه ديده مي

𝒋براي بدست آوردن حل عددي در انتهاي اولين گام زماني،  7-5به گام زماني بعدي برويم. اگر در معادله  = 𝟎 

 قرار دهيم، داريم:

)5-8( 𝒖𝒊,𝟏 = 𝒓𝟐𝒖𝒊−𝟏,𝟎 + 𝟐(𝟏 − 𝒓𝟐)𝒖𝒊,𝟎 + 𝒓𝟐𝒖𝒊+𝟏,𝟎 − 𝒖𝒊,−𝟏 

، با نوشتن تخمين تفاضلي مركزي براي اولين مشتق زماني 𝒖𝒊,−𝟏هاي سمت راست مشخص هستند به جز همه ترم

 داريم: ،در زمان صفر

)5-9( 𝒖𝒊,𝟏 − 𝒖𝒊,−𝟏
𝟐𝒌

= 𝒈𝒊 

 و يا

)5-10( 𝒖𝒊,−𝟏 = 𝒖𝒊,𝟏 − 𝟐𝒌𝒈𝒊 

 قرار دهيم: 8-5را در معادله  10-5اگر معادله 



                                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۱۱ 

)5-11( 𝒖𝒊,𝟏 = 𝒓𝟐𝒖𝒊−𝟏,𝟎 + 𝟐(𝟏 − 𝒓𝟐)𝒖𝒊,𝟎 + 𝒓𝟐𝒖𝒊+𝟏,𝟎 − 𝒖𝒊,𝟏 + 𝟐𝒌𝒈𝒊 

 و يا

)5-12( 𝒖𝒊,𝟏 =
𝟏
𝟐
𝒓𝟐𝒖𝒊−𝟏,𝟎 + (𝟏 − 𝒓𝟐)𝒖𝒊,𝟎 +

𝟏
𝟐
𝒓𝟐𝒖𝒊+𝟏,𝟎 + 𝒌𝒈𝒊 

 كنيم.مياستفاده  7-5ها از معادله و براي مابقي رديف 12-5بنابراين براي انجام محاسبات رديف اول از معادله 

6-5Bمعادلات بيضوي 
فرض كنيد معادله لاپـلاس و   باشد.اي از معادلات بيضوي مي، نمونهمستطيليدر صفحه دو بعدي معادله لاپلاس 

 چهار شرط مرزي آن به صورت زير باشند.

)6-1( 𝛁𝟐𝑻(𝒙,𝒚) = 𝟎   ,   𝟎 < 𝒙 < 𝒂   ,   𝟎 < 𝒚 < 𝒃 

)6-2( 𝑻(𝟎,𝒚) = 𝒈𝟏(𝒚) 

)6-3( 𝑻(𝒂,𝒚) = 𝒈𝟐(𝒚) 

)6-4( 𝑻(𝒙,𝟎) = 𝒇𝟏(𝒙) 

)6-5( 𝑻(𝒙,𝒃) = 𝒇𝟐(𝒙) 

). 1-6 شكل كنيم (بندي ميبراي بدست آوردن حل تقريبي معادله، دامنه مستطيلي را به صورت يكنواخت تقسيم

 تفاضل محدود مركزي براي مشتقات مرتبه دوم: با استفاده از تقريب

)6-6( 𝝏𝟐𝑻
𝝏𝒙𝟐

≈
𝑻𝒊−𝟏,𝒋 − 𝟐𝑻𝒊,𝒋 + 𝑻𝒊+𝟏,𝒋

𝒉𝟐
 

)6-7( 𝝏𝟐𝑻
𝝏𝒚𝟐

≈
𝑻𝒊,𝒋−𝟏 − 𝟐𝑻𝒊,𝒋 + 𝑻𝒊,𝒋+𝟏

𝒉𝟐
 

 آيد.تقريب معادله لاپلاس با استفاده از تفاضل محدود به صورت زير درمي



                                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۱۲ 

)6-8( 𝑻𝒊−𝟏,𝒋 − 𝟐𝑻𝒊,𝒋 + 𝑻𝒊+𝟏,𝒋

𝒉𝟐
+
𝑻𝒊,𝒋−𝟏 − 𝟐𝑻𝒊,𝒋 + 𝑻𝒊,𝒋+𝟏

𝒉𝟐
= 𝟎 

 و يا

)6-9( 𝟒𝑻𝒊,𝒋 − �𝑻𝒊−𝟏,𝒋 + 𝑻𝒊+𝟏,𝒋 + 𝑻𝒊,𝒋+𝟏 + 𝑻𝒊,𝒋−𝟏� = 𝟎 

 
 )j ،iهمسايگي نقطه ( 1-6 شكل 

)، ميـانگين چهـار نقطـه    j ،iيك نقطـه ماننـد (   شود، جواب دربندي يكنواخت استفاده ميزماني كه از اين تقسيم

 باشد.موجود در همسايگي آن مي

 مشتق شامل شرايط مرزي -6.1

، يـك شـرط مـرزي    3-6بـار بـه جـاي شـرط      را با شرايط مرزي ذكر شده داريم، اما اين 1-6فرض كنيد معادله 

 نيومن به صورت زير داريم:

)6-10( 𝝏𝑻(𝒂,𝒚)
𝝏𝒙

= 𝒈(𝒚) 

شكل را گسترش دهيم به صورتي كه در مرز سمت راست، يك سري نقطه مجازي اضافه شود(بندي بايد تقسيم

 توان از يك تفاضل مركزي استفاده كرد.). بنابراين براي تقريب مشتق روي مرز مي6-2 

)6-11( 𝝏𝑻(𝒂,𝒚)
𝝏𝒙

= 𝒈(𝒚) 



                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۱۳ 

)6-12( 𝒈𝟏𝟖 =
𝝏𝑻𝟏𝟖
𝝏𝒙

≈
𝑻𝟐𝟐 − 𝑻𝟏𝟒

𝟐𝒉
 

)6-13( 𝑻𝟐𝟐 = 𝑻𝟏𝟒 + 𝟐𝒉𝒈𝟏𝟖 

 است. 14-6به صورت معادله  18از طرفي، معادله تعادلي براي نقطه 

 
 باشدنيومن مي تقسيم بندي زماني كه شرط مرزي از نوع  2-6 شكل 

)6-14( 𝟒𝑻𝟏𝟖 − (𝑻𝟏𝟒 + 𝑻𝟐𝟐 + 𝑻𝟏𝟕 + 𝑻𝟏𝟗) = 𝟎 

 تركيب كنيم، خواهيم داشت: 13-6را با معادله  14-6زماني كه معادله 

)6-15( 𝟒𝑻𝟏𝟖 − 𝟐𝑻𝟏𝟒 − 𝑻𝟏𝟕 − 𝑻𝟏𝟗 = 𝟐𝒉𝒈𝟏𝟖 

 ): معادله زير را با استفاده از روش تفاضل محدود، حل كنيد.1مثال(

)6-16( 𝝏𝟐𝒖
𝝏𝒙𝟐

+ 𝟐
𝝏𝟐𝒖
𝝏𝒚𝟐

= 𝟒   ,   𝟎 ≤ 𝒙 ≤ 𝟑   ,   𝟎 ≤ 𝒚 ≤ 𝟐 

)6-17( 𝝏𝒖(𝒙,𝟐)
𝝏𝒚

= 𝟐𝒖 

)6-18( 𝒖(𝟎,𝒚) = 𝟏 

)6-19( 𝒖(𝟑,𝒚) = 𝟏 



                                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۱٤ 

)6-20( 𝒖(𝒙,𝟎) = 𝒇(𝒙) 

  -حل

∆𝒙 = 𝒉   ⟹    𝒙 = 𝒊𝒉 
𝒉=𝟏
�⎯�    𝟎 ≤ 𝒊 ≤ 𝟑   ,   𝐢 = 𝟎,𝟏,𝟐,𝟑 

∆𝒚 = 𝒌   ⟹    𝒙 = 𝒋𝒌 
𝒌=

𝟏
𝟐�⎯�    𝟎 ≤ 𝒋 ≤ 𝟒   ,   𝐣 = 𝟎,𝟏,𝟐,𝟑,𝟒 

𝒖(𝒊 − 𝟏, 𝒋) − 𝟐𝒖(𝒊, 𝒋) + 𝒖(𝒊+ 𝟏, 𝒋)
𝒉𝟐

+ 𝟐 �
𝒖(𝒊, 𝒋 − 𝟏) − 𝟐𝒖(𝒊, 𝒋) + 𝒖(𝒊, 𝒋 + 𝟏)

𝒌𝟐
� = 𝟒 

𝒖(𝒊 − 𝟏, 𝒋) − 𝟏𝟖𝒖(𝒊, 𝒋) + 𝒖(𝒊 + 𝟏, 𝒋) + 𝟖𝒖(𝒊, 𝒋 − 𝟏) + 𝟖𝒖(𝒊, 𝒋 + 𝟏) = 𝟒 

𝒖(𝟎,𝒚) = 𝟏   ⟹    𝒖(𝟎, 𝒋) = 𝟏 

𝒖(𝟑,𝒚) = 𝟏   ⟹    𝒖(𝟑, 𝒋) = 𝟏 
𝒖(𝒙,𝟎) = 𝒇(𝒙)    ⟹    𝒖(𝒊,𝟎) = 𝒇(𝒊𝒉) 
𝝏𝒖(𝒙,𝟐)
𝝏𝒚

= 𝟐𝒖   ⟹    
𝒖(𝒊, 𝒋 + 𝟏) − 𝒖(𝒊, 𝒋)

𝒌
�
𝒙,𝒚=𝟐
𝒊,𝒋=𝟒

= 𝟐𝒖(𝒊, 𝒋)|𝒊,𝒋=𝟒 

𝒌 =
𝟏
𝟐

 

 ،بنابراين

)6-21( 𝒖(𝒊,𝟓) = 𝟐𝒖(𝒊,𝟒) 
• 𝒊 = 𝟏   ,   𝒋 = 𝟏 

𝒖(𝟎,𝟏) − 𝟏𝟖𝒖(𝟏,𝟏) + 𝒖(𝟐,𝟏) + 𝟖𝒇(𝟏) + 𝟖𝒖(𝟏,𝟐) = 𝟒 

𝒇(𝟏)كنيم فرض مي = 𝟏، 

𝟏 − 𝟏𝟖𝒖(𝟏,𝟏) + 𝟖𝒖(𝟏,𝟐) = 𝟒 

)6-22( −𝟏𝟖𝒖(𝟏,𝟏) + 𝒖(𝟐,𝟏) + 𝟖𝒖(𝟏,𝟐) = −𝟓 
• 𝒊 = 𝟐   ,   𝒋 = 𝟏 

)6-23( 𝒖(𝟏,𝟏) − 𝟏𝟖𝒖(𝟐,𝟏) − 𝟖𝒖(𝟐,𝟐) = −𝟓 
• 𝒊 = 𝟏   ,   𝒋 = 𝟐 



                                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۱٥ 

)6-24( −𝟏𝟖𝒖(𝟏,𝟐) + 𝒖(𝟐,𝟐) + 𝟖𝒖(𝟏,𝟏) + 𝟖𝒖(𝟏,𝟑) = 𝟑 
• 𝒊 = 𝟏   ,   𝒋 = 𝟒 

𝟏 − 𝟏𝟖𝒖(𝟏,𝟒) + 𝒖(𝟐,𝟒) + 𝟖𝒖(𝟏,𝟑) + 𝟖𝒖(𝟏,𝟓) = 𝟒 

 :كه از شرط مرزي نوع دوم بدست آمد 21-6 با توجه به معادله

)6-25( −𝟐𝒖(𝟏,𝟒) + 𝒖(𝟐,𝟒) + 𝟖𝒖(𝟏,𝟑) = 𝟑 
دسـتگاه   ،بعد از بدست آوردن هر هشت معادله بدست آمد.چهار معادله از هشت معادله به صورت نمونه در بالا 

 شود.هشت مجهول تكميل و سپس حل مي ،هشت معادله

7- 6Bچك كردن جواب 
معادله بايد سه بررسي انجام شود. اول بررسي خطاي برشي اسـت، بـه ايـن آزمـون، آزمـون      براي اطمينان از حل 

گوينـد و در نهايـت   شود كه به آن آزمون پايداري مـي گويند. سپس خطاي گرد كردن بررسي ميسازگاري مي

نتيجه گرفـت  توان در روش تفاضل محدود، اگر جواب سازگار و پايدار باشد، ميآزمون همگرايي را داريم كه 

 باشد.كه روش حل همگرا مي

 آزمون سازگاري -7.1

 كند.كند، خطا نيز به سمت صفر ميل ميبايد نشان دهيم زماني كه گام به سمت صفر ميل مي

 ):  2مثال (

)7-1( 𝝏𝒖
𝝏𝒕

=
𝝏𝟐𝒖
𝝏𝒙𝟐

  

 باشد.تقريب عددي اين معادله به صورت زير مي

)7-2( 𝒖(𝒊, 𝒋 + 𝟏) − 𝒖(𝒊, 𝒋)
𝒌

=
𝒖(𝒊 − 𝟏, 𝒋) − 𝟐𝒖(𝒊, 𝒋) + 𝒖(𝒊+ 𝟏, 𝒋)

𝒉𝟐
  



                                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۱٦ 

𝑭(𝒖)باشد كه به ازاي آن مي 𝒖جواب عددي حاصله  = 𝑭(𝒖�)جواب واقعي باشـد، آنگـاه    �𝒖. اگر 𝟎 = 𝑻  كـه ،𝑻 ،

 باشد.خطا مي

)7-3( 𝑭(𝒖�) =
𝒖�(𝒊, 𝒋 + 𝟏) − 𝒖�(𝒊, 𝒋)

𝒌
−
𝒖�(𝒊 − 𝟏, 𝒋) − 𝟐𝒖�(𝒊, 𝒋) + 𝒖�(𝒊+ 𝟏, 𝒋)

𝒉𝟐
 

 بايد نشان دهيم:

𝒉,𝒌 → 𝟎   ∴    𝑻 → 𝟎 

𝒖�(𝐢, 𝐣 + 𝟏) = 𝒖�(𝐢, 𝐣) + 𝐤 �
𝛛𝐮�
𝛛𝐭
�
𝐢,𝐣

+
𝟏
𝟐
𝐤𝟐 �

𝛛𝟐𝐮�
𝛛𝐭𝟐

�
𝐢,𝐣

 

𝒖�(𝐢 − 𝟏, 𝐣) = 𝒖�(𝐢, 𝐣) − 𝐡�
𝛛𝐮�
𝛛𝐱
�
𝐢,𝐣

+
𝟏
𝟐
𝐡𝟐 �

𝛛𝟐𝐮�
𝛛𝐱𝟐

�
𝐢,𝐣

 

𝒖�(𝐢 + 𝟏, 𝐣) = 𝒖�(𝐢, 𝐣) + 𝐡 �
𝛛𝐮�
𝛛𝐱
�
𝐢,𝐣

+
𝟏
𝟐
𝐡𝟐 �

𝛛𝟐𝐮�
𝛛𝐱𝟐

�
𝐢,𝐣

 

 داريم: 3-7با جايگزاري در معادله 

)7-4( 𝑭(𝒖�) = �
𝛛𝐮�
𝛛𝐭

−
𝛛𝟐𝐮�
𝛛𝐱𝟐

� +
𝟏
𝟐
𝒌
𝛛𝟐𝐮�
𝛛𝐭𝟐

 

𝒌بينيم كه هرگاه مي 4-7با توجه به معادله  → 𝑭(𝒖�)، آنگاه 𝟎 =  ، بنابراين معادله سازگار است.𝟎

 كنيم،حال مشتقات را به صورت وزني باز مي

𝒖(𝒊, 𝒋 + 𝟏) − 𝒖(𝒊, 𝒋 − 𝟏)
𝟐𝒌

=
𝒖(𝒊 + 𝟏, 𝒋) − 𝟐[𝜽𝒖(𝒊, 𝒋 + 𝟏) + (𝟏 − 𝜽)𝒖(𝒊, 𝒋 − 𝟏)] + 𝒖(𝒊 − 𝟏, 𝒋)

𝒉𝟐
 

)7-5( 
𝑭(𝒖�) =

𝒖�(𝒊, 𝒋 + 𝟏) − 𝒖�(𝒊, 𝒋 − 𝟏)
𝟐𝒌

−
𝒖�(𝒊+ 𝟏, 𝒋) − 𝟐[𝜽𝒖�(𝒊, 𝒋 + 𝟏) + (𝟏 − 𝜽)𝒖�(𝒊, 𝒋 − 𝟏)] + 𝒖�(𝒊 − 𝟏, 𝒋)

𝒉𝟐
 

 با استفاده از بسط تيلور داريم:



                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۱۷ 

𝒖�(𝒊+ 𝟏, 𝒋) = 𝒖�(𝒊, 𝒋) + 𝒉
𝝏𝒖�
𝝏𝒙
�
𝒊,𝒋

+
𝟏
𝟐
𝒉𝟐

𝝏𝟐𝒖�
𝝏𝒙𝟐

�
𝒊,𝒋

+
𝟏
𝟔
𝒉𝟑

𝝏𝟑𝒖�
𝝏𝒙𝟑

�
𝒊,𝒋

+
𝟏
𝟐𝟒

𝒉𝟒
𝝏𝟒𝒖�
𝝏𝒙𝟒

�
𝒊,𝒋

 

𝒖�(𝒊 − 𝟏, 𝒋) = 𝒖�(𝒊, 𝒋) − 𝒉
𝝏𝒖�
𝝏𝒙
�
𝒊,𝒋

+
𝟏
𝟐
𝒉𝟐

𝝏𝟐𝒖�
𝝏𝒙𝟐

�
𝒊,𝒋
−
𝟏
𝟔
𝒉𝟑

𝝏𝟑𝒖�
𝝏𝒙𝟑

�
𝒊,𝒋

+
𝟏
𝟐𝟒

𝒉𝟒
𝝏𝟒𝒖�
𝝏𝒙𝟒

�
𝒊,𝒋

 

𝒖�(𝒊, 𝒋 + 𝟏) = 𝒖�(𝒊, 𝒋) + 𝒌
𝝏𝒖�
𝝏𝒕
�
𝒊,𝒋

+
𝟏
𝟐
𝒌𝟐
𝝏𝟐𝒖�
𝝏𝒕𝟐

�
𝒊,𝒋

+
𝟏
𝟔
𝒌𝟑
𝝏𝟑𝒖�
𝝏𝒕𝟑

�
𝒊,𝒋

+
𝟏
𝟐𝟒

𝒌𝟒
𝝏𝟒𝒖�
𝝏𝒕𝟒

�
𝒊,𝒋

 

𝒖�(𝒊, 𝒋 − 𝟏) = 𝒖�(𝒊, 𝒋) − 𝒌
𝝏𝒖�
𝝏𝒕
�
𝒊,𝒋

+
𝟏
𝟐
𝒌𝟐
𝝏𝟐𝒖�
𝝏𝒕𝟐

�
𝒊,𝒋
−
𝟏
𝟔
𝒌𝟑
𝝏𝟑𝒖�
𝝏𝒕𝟑

�
𝒊,𝒋

+
𝟏
𝟐𝟒

𝒌𝟒
𝝏𝟒𝒖�
𝝏𝒕𝟒

�
𝒊,𝒋

 

 داريم، 5-7با جايگزاري در معادله 

)7-6( 𝑭(𝒖�) = �
𝛛𝐮�
𝛛𝐭

−
𝛛𝟐𝐮�
𝛛𝐱𝟐

� +
𝒌𝟐

𝟔
𝝏𝟑𝒖�
𝝏𝒕𝟑

−
𝒉𝟐

𝟏𝟐
𝝏𝟒𝒖�
𝝏𝒙𝟒

+ (𝟐𝜽 − 𝟏)
𝟐
𝒉𝟐

𝒌
𝝏𝒖�
𝝏𝒕

+
𝒉𝟐

𝒌𝟐
𝝏𝟐𝒖�
𝝏𝒕𝟐

 

 در صورتي 6-7با توجه به معادله 

𝒉,𝒌 → 𝟎   ⟹    𝑭(𝒖�) → 𝟎 

𝛉باشد كه مي =
𝟏

𝟐
𝛉. بنابراين شرط سازگار بودن  =
𝟏

𝟐
 .است 

 آزمون پايداري -7.2

شود، تعداد محاسبات بالا رفته و بنابراين خطاي گرد كردن نيز بالا ميبندي، كوچك ميزماني كه اندازه تقسيم

 نشان دهيم: بايد براي اثبات پايداري رود.

)7-7( �𝝐𝒋+𝟏�

�𝝐𝒋�
< 𝟏 

 شود.رويم، خطا كم ميبه اين معناست كه هر چه جلوتر مي 7-7معادله 

 ):3مثال (

)7-8( 𝝏𝒖
𝝏𝒕

= 𝜷
𝝏𝟐𝒖
𝝏𝒙𝟐

 



                                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۱۸ 

𝒖 = 𝒖𝒆𝒙𝒑 + 𝜺   ⟹    𝒖𝒆𝒙𝒑 = 𝒖 − 𝜺   ⟹    
𝝏(𝒖 − 𝜺)

𝝏𝒕
= 𝜷

𝝏𝟐(𝒖 − 𝜺)
𝝏𝒙𝟐

  

𝝏𝒖
𝝏𝒕

−
𝝏𝜺
𝝏𝒕

= 𝜷
𝝏𝟐𝒖
𝝏𝒙𝟐

− 𝜷
𝝏𝟐𝜺
𝝏𝒙𝟐

   ⟹   
𝝏𝒖
𝝏𝒕

− 𝜷
𝝏𝟐𝒖
𝝏𝒙𝟐

=
𝝏𝜺
𝝏𝒕

 −𝜷
𝝏𝟐𝜺
𝝏𝒙𝟐

 

𝛃كنيم(معادله را به صورت صريح باز مي = 𝟏.( 

𝒖(𝒊, 𝒋 + 𝟏) − 𝒓𝒖(𝒊 − 𝟏, 𝒋) − (𝟏 − 𝟐𝒓)𝒖(𝒊, 𝒋) − 𝒓𝒖(𝒊 + 𝟏, 𝒋)

= 𝜺(𝒊, 𝒋 + 𝟏) − 𝒓𝜺(𝒊 − 𝟏, 𝒋) − (𝟏 − 𝟐𝒓)𝜺(𝒊, 𝒋) − 𝒓𝜺(𝒊+ 𝟏, 𝒋) 

 ابراين:كنند، بنهاي عددي در آن صدق ميسمت راست معادله بالا برابر با صفر است، زيرا جواب

𝜺(𝒊, 𝒋 + 𝟏) = 𝒓𝜺(𝒊 − 𝟏, 𝒋) + (𝟏 − 𝟐𝒓)𝜺(𝒊, 𝒋) + 𝒓𝜺(𝒊 + 𝟏, 𝒋) 
|𝜺(𝒊, 𝒋 + 𝟏)| ≤ |𝒓𝜺(𝒊 − 𝟏, 𝒋)| + |(𝟏 − 𝟐𝒓)𝜺(𝒊, 𝒋)| + |𝒓𝜺(𝒊+ 𝟏, 𝒋)| 

𝟏كنيم، فرض مي − 𝟐𝒓 > 𝟎 , 𝒓 > 𝟎 

|𝜺(𝒊, 𝒋 + 𝟏)| ≤ 𝒓|𝜺(𝒊 − 𝟏, 𝒋)| + (𝟏 − 𝟐𝒓)|𝜺(𝒊, 𝒋)| + 𝒓|𝜺(𝒊+ 𝟏, 𝒋)| 
|𝜺(𝒊, 𝒋 + 𝟏)| ≤ 𝒓�𝝐𝒋� + (𝟏 − 𝟐𝒓)�𝝐𝒋� + 𝒓�𝝐𝒋� 

|𝜺(𝒊, 𝒋 + 𝟏)| ≤ 𝝐𝒋    ⟹    
�𝝐𝒋+𝟏�

�𝝐𝒋�
< 𝟏 

 بنابراين، شرط پايداري برقرار است.

كنيم، دسـتگاه معـادلات جبـري حاصـل از معادلـه، فـرم ماتريسـي بـه         صريح باز ميحال معادله را به صورت غير

 صورت زير دارد.

𝑨𝒖��⃗ 𝒋+𝟏 = 𝑩𝒖��⃗ 𝒋 

)7-9( 𝒖��⃗ 𝒋+𝟏 = 𝑨−𝟏𝑩𝒖��⃗ 𝒋 

𝒁 = 𝒆𝒓𝒓𝒐𝒓   ,   𝒄 = 𝑨−𝟏𝑩 

𝒁��⃗ 𝒋 = 𝒖𝒋
𝒆𝒙𝒑 − 𝒖𝒋    ⟹    𝒁��⃗ 𝒋+𝟏 = 𝒄𝒁��⃗ 𝒋 

𝒁��⃗ 𝒋+𝟏 = 𝒄�𝒄𝒁��⃗ 𝒋−𝟏� 

𝒁��⃗ 𝒋+𝟏 = 𝒄 �𝒄�𝒄𝒁��⃗ 𝒋−𝟐�� 



                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۱۹ 

⋮ 

)7-10( 𝒁��⃗ 𝒋+𝟏 = 𝒄𝒋+𝟏𝒁��⃗ 𝟎 

𝒋براي پايداري بايد زمانيكه  → 𝒁، آنگاه ∞ → 𝟎 

 دانيم،مي

‖𝑨‖ < 𝟏    𝐥𝐢𝐦
𝐫→∞

𝐀𝐫 = 𝟎 

همانطور كه ديـديم   كوچكتر از يك باشد. ‖𝒄‖يعني  𝒄، شرط پايداري اين است كه نرم 10-7بنابراين در معادله 

 ، يك شرط براي پايدار بودن داريم.در روش صريح، همواره پايداري برقرار بود، اما در اين روش

 پردازيم.اكنون به تعريف نرم مي

�𝑿��⃗ �
𝐩

= ��|𝐱𝐢|𝐩�
𝟏
𝐩 

 باشد:ها ميمطلق عناصر ستوننرم يك، ماكزيمم جمع قدر

�𝑿��⃗ � = �|𝐱𝐢| 
 باشد:ويژه مينرم دو، ماكزيمم مقادير 

�𝑿��⃗ �
𝟐

= ��|𝐱𝐢|𝟐�
𝟏
𝟐 

 باشد:مطلق عناصر هر سطر مينهايت، ماكزيمم جمع قدرنرم بي

�𝑿��⃗ �
∞

= ��|𝐱𝐢|∞�
𝟏
∞ 

 ):  4مثال (

𝑨 = �−𝟏 𝟏
𝟑 −𝟐� 

‖𝑨‖ = 𝟒 



                                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۲۰ 

‖𝑨‖𝟐 = 𝒎𝒂𝒙|𝝀𝒔| = 𝝆(𝑨) شعاع طيفي 

‖𝑨‖∞ = 𝟓 

 اي خاص بدست آورد.توان مقادير ويژه را از رابطهها ميبراي برخي ماتريس

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝒂 𝒃 𝟎
𝒄 𝒂 𝒃
𝟎 𝒄 𝒂

𝟎 𝟎 …
𝟎 𝟎 …
𝒃 𝟎 …

𝟎 𝟎 𝒄
𝟎 𝟎 𝟎
⋮ ⋮ ⋮

𝒂 𝒃 …
⋱ ⋱ ⋱
⋱ ⋱ ⋱⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

𝑵×𝑵

   ,   𝒃𝒄 > 𝟎 

)7-11( 𝛌𝒔 = 𝐚 + 𝟐√𝐛𝐜 𝐜𝐨𝐬
𝐬𝛑

𝐍 + 𝟏
   ;    𝟏 ≤ 𝐬 ≤ 𝐍 

 تئوري گرگوري -7.2.1

)7-12( 𝛒(𝑨) ≤ ‖𝑨‖, ‖𝑨‖∞ 

𝑨‖𝟐‖يعني اگر ثابت كنيم  <  شود.كافي است و پايداري ثابت مي 𝟏

مطلق عناصر به جز عناصر محوري باشد، آنگاه هر مقدار ويژه در داخـل يـا روي مـرز يكـي از     جمع قدر 𝑷𝒔اگر 

𝝀�دواير  − 𝒂𝒔,𝒔� ≤ 𝐏𝐬 .قرار دارد 

 ): آزمايش پايداري روش صريح5مثال (

𝛛𝐮
𝛛𝐭

=
𝛛𝟐𝐮
𝛛𝐱𝟐

 

𝒖(𝒊, 𝒋 + 𝟏) = 𝒓𝒖(𝒊 − 𝟏, 𝒋) + (𝟏 − 𝟐𝒓)𝒖(𝒊, 𝒋) + 𝒓𝒖(𝒊+ 𝟏, 𝒋) 

𝒖��⃗ 𝒋+𝟏 = 𝑨𝒖��⃗ 𝒋 

𝑨 = �
𝟏 − 𝟐𝒓 𝒓 𝟎
𝒓 𝟏 − 𝟐𝒓 𝒓
𝟎 𝒓 𝟏 − 𝟐𝒓

𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎
𝒓 𝟎 𝟎

𝟎 𝟎 ⋱ ⋱ ⋱ 𝟏 − 𝟐𝒓

�

𝑵×𝑵

= 𝑰 + 𝒓 �
−𝟐 𝟏 𝟎 𝟎 𝟎
𝟏 −𝟐 𝟏
𝟎 𝟏 −𝟐
⋮ ⋮ ⋱

𝟎 𝟎
𝟏 𝟎
⋱ ⋱

�

𝑵×𝑵

 

𝑨 = 𝑰 + 𝒓𝑻 

𝝀𝑨 = 𝟏 + 𝒓𝝀𝑻 

 داريم: 11-7با توجه به معادله 



                                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۲۱ 

𝝀𝑻,𝒔 = −𝟐 + 𝟐√𝟏𝐜𝐨𝐬
𝒔𝝅

𝑵 + 𝟏
= −𝟐 + 𝟐 𝐜𝐨𝐬

𝒔𝝅
𝑵 + 𝟏

= −𝟐�𝟏 − 𝐜𝐨𝐬
𝒔𝝅

𝑵 + 𝟏
� 

𝝀𝑻,𝒔 = −𝟐�𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟐
𝒔𝝅

𝟐(𝑵 + 𝟏)� = −𝟒𝐬𝐢𝐧𝟐
𝒔𝝅

𝟐(𝑵 + 𝟏) 

𝝀𝑨,𝒔 = 𝟏 + 𝒓 �−𝟒 𝐬𝐢𝐧𝟐
𝒔𝝅

𝟐(𝑵+ 𝟏)� 

𝒎𝒂𝒙�𝝀𝑨,𝒔� ≤ 𝟏   ⟹    𝒎𝒂𝒙 �𝟏 + 𝒓 �−𝟒𝐬𝐢𝐧𝟐
𝒔𝝅

𝟐(𝑵+ 𝟏)�� ≤ 𝟏 

 بنابراين،

−𝟏 ≤ 𝟏 + 𝒓 �−𝟒𝐬𝐢𝐧𝟐
𝒔𝝅

𝟐(𝑵 + 𝟏)� ≤ 𝟏 

𝟏 − 𝟒𝒓 𝐬𝐢𝐧𝟐
𝒔𝝅

𝟐(𝑵 + 𝟏) ≤ 𝟏   ⟹   𝟒𝒓 𝐬𝐢𝐧𝟐
𝒔𝝅

𝟐(𝑵 + 𝟏)  ≥ 𝟎   →  همواره برقرار  

𝟏 + 𝒓 �−𝟒𝐬𝐢𝐧𝟐
𝒔𝝅

𝟐(𝑵 + 𝟏)� ≥ −𝟏   ⟹    −𝟒𝒓 𝐬𝐢𝐧𝟐
𝒔𝝅

𝟐(𝑵 + 𝟏) ≥ −𝟐  

𝒓 𝐬𝐢𝐧𝟐
𝒔𝝅

𝟐(𝑵+ 𝟏) ≤
𝟏
𝟐

   ⟹    𝒓 ≤
𝟏
𝟐

 شرط پايداري   

 كنيم.حال شرط پايداري را با استفاده از نرم يك، چك مي

‖𝑨‖ = 𝐦𝐚𝐱{(|𝟏 − 𝟐𝐫| + |𝐫|), (|𝐫| + |𝟏 − 𝟐𝐫| + |𝐫|), (|𝐫| + |𝟏 − 𝟐𝐫|)} ≤ 𝟏 

 هاست.دهيم، شرط نهايي، شرط مشترك بين همه ترمكوچكتر از يك قرار ميها را همه ترم

|𝟏 − 𝟐𝐫| + |𝐫| ≤ 𝟏 

⇒    𝐫 > 𝟎   ,   𝟏 − 𝟐𝒓 > 𝟎   ⟹    𝟏 − 𝟐𝒓 + 𝒓 < 𝟏 ⇒ 𝒓 > 𝟎 
|𝐫| + |𝟏 − 𝟐𝐫| + |𝐫| 

⇒    𝐫 + 𝟏 − 𝟐𝐫 + 𝐫 ≤ 𝟏   ⇒    𝟏 = 𝟏 
|𝐫| + |𝟏 − 𝟐𝐫| ≤ 𝟏 

⇒    𝐫 + 𝟏 − 𝟐𝐫 ≤ 𝟏   ⇒    𝟏 − 𝐫 ≤ 𝟏 ⇒    𝐫 > 𝟎 

𝐫 > 𝟎   ,   𝟏 − 𝟐𝒓 > 𝟎   ⟹ 𝒓 ≤
𝟏
𝟐

 شرط پايداري   

 نيكلسون-شرط پايداري روش كرانك -7.2.2
𝛛𝐮
𝛛𝐭

=
𝛛𝟐𝐮
𝛛𝐱𝟐

 



                                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۲۲ 

−𝒓𝒖(𝒊 − 𝟏, 𝒋 + 𝟏) + (𝟐 + 𝟐𝒓)𝒖(𝒊, 𝒋 + 𝟏) − 𝒓𝒖(𝒊 + 𝟏, 𝒋 + 𝟏)

= 𝒓𝒖(𝒊 + 𝟏, 𝒋) + (𝟐 − 𝟐𝒓)𝒖(𝒊, 𝒋) + 𝒓𝒖(𝒊+ 𝟏, 𝒋) 

ضرايب بـه صـورت زيـر     آيد كه بايد حل شود. ماتريسعدد بدهيم، يك دستگاه معادله بدست مي 𝒋و   𝒊اگر به 

 باشند.مي

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝟐 + 𝟐𝒓 −𝒓 𝟎
−𝒓 𝟐 + 𝟐𝒓 −𝒓
𝟎 −𝒓 𝟐 + 𝟐𝒓

𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎
−𝒓 𝟎 𝟎

𝟎
𝟐 + 𝟐𝒓 −𝒓 𝟎
⋱ ⋱ ⋱
⋱ ⋱ ⋱⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

𝑵×𝑵

�
𝒖𝒋+𝟏,𝟏
𝒖𝒋+𝟏,𝟐
⋮

�

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝟐 − 𝟐𝒓 𝒓 𝟎
𝒓 𝟐 − 𝟐𝒓 𝒓
𝟎 𝒓 𝟐 − 𝟐𝒓

𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎
𝒓 𝟎 𝟎

𝟎
𝟐 − 𝟐𝒓 𝒓 𝟎
⋱ ⋱ ⋱
⋱ ⋱ ⋱⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

𝑵×𝑵

× 𝒖��⃗ 𝒋 + �
𝒓𝒖𝟎,𝒋
⋮

𝒓𝒖𝑵,𝒋

� 

 

(𝟐𝑰 − 𝒓𝑻)𝒖��⃗ 𝒋+𝟏 = (𝟐𝑰 + 𝒓𝑻)𝒖��⃗ 𝒋 + 𝒃��⃗  

𝑨 = 𝟐𝑰 − 𝒓𝑻 

𝑻 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
−𝟐 𝟏 𝟎
𝟏 −𝟐 𝟏
𝟎 𝟏 −𝟐

𝟎

𝟎
⋱ 𝟎 𝟎
⋱ ⋱ 𝟎
𝟏 −𝟐 𝟏⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

 

𝒖��⃗ 𝒋+𝟏 = (𝟐𝑰 − 𝒓𝑻)−𝟏(𝟐𝑰 + 𝒓𝑻)𝒖��⃗ 𝒋 + (𝟐𝑰 − 𝒓𝑻)−𝟏𝒃 

‖𝑨‖ ≤  شرط پايداري   𝟏

𝒎𝒂𝒙�𝝀𝑨,𝒔� ≤ 𝟏 

𝑨 =
𝟐𝑰 + 𝒓𝑻
𝟐𝑰 − 𝒓𝑻

=
𝑩
𝑪

         𝝀𝑨,𝒔 =
𝝀𝑩,𝒔

𝝀𝑪,𝒔
 

𝝀𝑩 = 𝟐 + 𝒓𝝀𝑻 

𝝀𝑪 = 𝟐 − 𝒓𝝀𝑻 



                                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۲۳ 

𝝀𝑻 = −𝟐 + 𝟐𝐜𝐨𝐬
𝒔𝝅

𝑵 + 𝟏
   ⟹    𝝀𝑻 = −𝟒 𝐬𝐢𝐧𝟐

𝒔𝝅
𝟐(𝑵+ 𝟏) 

𝝀𝑨,𝒔 =
𝟐 + 𝒓 �−𝟒 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒔𝝅

𝟐(𝑵+ 𝟏)�

𝟐 − 𝒓 �−𝟒 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒔𝝅
𝟐(𝑵+ 𝟏)�

 

𝒎𝒂𝒙 �
𝟐 + 𝒓 �−𝟒 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒔𝝅

𝟐(𝑵+ 𝟏)�

𝟐 − 𝒓 �−𝟒 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒔𝝅
𝟐(𝑵+ 𝟏)�

� ≤ 𝟏   ⟹    𝒓 > 𝟎 

 باشد.بنابراين، اين روش همواره پايدار مي

 ):  6مثال (

𝛛𝐮
𝛛𝐭

=
𝛛𝟐𝐮
𝛛𝐱𝟐

 

𝛛𝐮
𝛛𝐱

= 𝐡𝟏(𝐮 − 𝐮𝟏)       𝐱 = 𝟎, 𝐭 ≥ 𝟎 

𝛛𝐮
𝛛𝐱

= −𝐡𝟐(𝐮 − 𝐮𝟐)    𝐱 = 𝟏, 𝐭 ≥ 𝟎 

  -حل

𝒖(𝟏, 𝒋) − 𝒖(−𝟏, 𝒋)
𝟐𝜹𝒙

= 𝒉𝟏(𝒖(𝟎, 𝒋) − 𝒖𝟏) 

𝒖(𝑵+ 𝟏, 𝒋) − 𝒖(𝑵− 𝟏, 𝒋)
𝟐𝜹𝒙

= 𝒉𝟐(𝒖(𝑵, 𝒋) − 𝒖𝟐) 

𝐞𝐱𝐩𝐥𝐢𝐜𝐢𝐭:   𝐮(𝐢, 𝐣 + 𝟏) = 𝐫𝐮(𝐢 − 𝟏, 𝐣) + (𝟏 − 𝟐𝐫)𝐮(𝐢, 𝐣) + 𝐫𝐮(𝐢 + 𝟏, 𝐣) 

 كنيم.حال با استفاده از تئوري گرگوري، پايداري را بررسي مي

𝑨‖𝟐‖   شرط پايداري = 𝛒(𝐀) = 𝐦𝐚𝐱�𝛌𝐀,𝐬� ≤ 𝟏 

𝛌با استفاده از تئوري دايره گرگورين، محدوده 
𝒔

 آوريم.ها را بدست مي 

�𝛌 − 𝒂𝐬,𝐬� ≤ 𝒑𝐬 
𝒑𝒔  :رديف اول = 𝟐𝒓 

|𝛌 − 𝟏 + 𝟐𝐫(𝟏 + 𝐡𝟏𝛅𝐱)| ≤ 𝟐𝐫 



                                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۲٤ 

𝛌 توانند در سطر اول حضور داشته باشند.هاي ماكزيممي كه مي 

𝛌 − 𝟏 + 𝟐𝐫(𝟏 + 𝐡𝟏𝛅𝐱) = 𝟐𝒓   ⟹    𝝀𝟏 = 𝟏 − 𝟐𝒓(𝟐 + 𝐡𝟏𝛅𝐱) 

𝛌 − 𝟏 + 𝟐𝐫(𝟏 + 𝐡𝟏𝛅𝐱) = −𝟐𝒓   ⟹    𝝀𝟐 = 𝟏 − 𝟐𝒓𝐡𝟏𝛅𝐱 

|𝟏 − 𝟐𝒓(𝟐 + 𝐡𝟏𝛅𝐱)| ≤ 𝟏   ⟹   −𝟏 ≤ 𝟏 − 𝟐𝒓(𝟐 + 𝐡𝟏𝛅𝐱) ≤ 𝟏   ⟹    �
𝐫 > 𝟎

𝐫 ≤
𝟏

𝟐 + 𝐡𝟏𝛅𝐱
 

|𝟏 − 𝟐𝒓𝐡𝟏𝛅𝐱| ≤ 𝟏   ⟹   −𝟏 ≤ 𝟏 − 𝟐𝒓𝐡𝟏𝛅𝐱 ≤ 𝟏   ⟹    �
𝐫 > 𝟎

𝐫 ≤
𝟏

𝐡𝟏𝛅𝐱
 

 شرط مشترك:

)7-13( 𝐫 ≤
𝟏

𝟐 + 𝐡𝟏𝛅𝐱
 

𝑵تا سطر  2از سطر  −  همگي مثل هم هستند. 𝟏

𝒑𝒔 = 𝟐𝒓 
|𝛌 − (𝟏 − 𝟐𝒓)| ≤ 𝟐𝐫   ⟹   −𝟐𝐫 ≤ 𝛌 − (𝟏 − 𝟐𝒓) ≤ 𝟐𝐫 

)7-14( �−𝟐𝐫 = 𝛌 − (𝟏 − 𝟐𝒓)
𝛌 − (𝟏 − 𝟐𝒓) = 𝟐𝐫    ⟹    𝐫 ≤

𝟏
𝟐

 
 براي رديف آخر:

𝒑𝒔 = 𝟐𝒓 
|𝛌 − 𝟏 + 𝟐𝒓(𝟏 + 𝐡𝟐𝜹𝒙)| ≤ 𝟐𝐫 

)7-15( 𝐫 ≤
𝟏

𝟐 + 𝐡𝟐𝜹𝒙
 

 باشد.مي 15-7تا  13-7شرط پايداري، مينيمم شروط 

8-7Bائلمس 
,𝑇(𝑥دماي ميله نازكي در ابتدا، ) 1 0) = افـزايش   100اگر دماي انتهاي سمت چپ ميله در زمان صفر، ناگهان به  است. 0

داشته شود، ولي دماي سمت راست در صفر ثابت بماند، دماي ميله را به صورت پيدا كند و بعد از آن در همين مقدار نگه



                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۲٥ 

 r=1و ب)  r=0.5وي و الـف)  قسـمت مسـا   10اي را در نظر بگيريد كه مبتني به تقسـيم ميلـه بـه    بيابيد. شبكه tو  xتابعي از 
 باشد.

 بعدي، بدست آوريد.) يك تقريب تفاضل محدود براي معادله گرماي وابسته به زمان در دو بعد و معادله موج دو2



                                                                                

 

 
 

 
 

 رياضيات مهندسي پيشرفته

 همد جلسه
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 بسم االله الرحمن الرحيم
 
 

1-0B:چكيده مطالب 
توان معادله را به يك دسـتگاه معـادلات بـا مرتبـه     مراتب بالا، ميبراي حل معادلات ديفرانسيل معمولي و جزئي 

همچنين زمـاني كـه معادلـه ديفرانسـيل      تر تبديل كرده و سپس جواب نهايي را با حل دستگاه بدست آورد.پايين

توان اين جواب منحصر بفرد را با اسـتفاده از تـابع گـرين    باشد، ميداراي يك جواب خصوصي منحصر بفرد مي

 آورد. بدست

2-1B:اهداف 
آشنايي با نحوه حل دستگاه معادلات ديفرانسيل معمولي و معادلات ديفرانسيل جزئـي و اسـتفاده از تـابع گـرين     

 براي بدست آوردن جواب خصوصي منحصر بفرد معادلات ديفرانسيل معمولي مرتبه بالا.

3-2Bحل دستگاه معادلات جزئي 
 جزئـي  تـوان معادلـه را بـه يـك دسـتگاه معـادلات      بالا، مي براي حل معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي مرتبه

 توان از دستگاه معادلات استفاده كرد.مي 1-3به عنوان مثال براي حل معادله  تبديل كرد.

)3-1( 𝒖𝒕 = 𝜶𝟐𝒖𝒙𝒙 + 𝒄𝒖𝒙 + 𝒃𝒖 

)3-2( 𝒖𝟏 = 𝒖 

)3-3( 𝒖𝟐 = 𝒖𝒙 

)3-4( 𝒖𝟑 = 𝒖𝒕 

 داريم: 2-3 لهبا توجه به معاد



                                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۳ 

)3-5( 𝒖𝒙 = �
𝝏𝒖𝟏
𝝏𝒙

�    ⟹    
𝝏𝒖𝟏
𝝏𝒙

= 𝒖𝟐 

)3-6( 𝝏𝒖𝟐
𝝏𝒙

= 𝒖𝒙𝒙 

)3-7( 𝝏𝒖
𝝏𝒕

= 𝒖𝟑    ⟹    
𝝏𝒖𝟏
𝝏𝒕

= 𝒖𝟑 

 داريم: 1-3از معادله 

)3-8( 𝒖𝒙𝒙 =
𝟏
𝜶𝟐

[𝒖𝒕 − 𝒄𝒖𝒙 − 𝒃𝒖] 

 داريم: 8-3در معادله  7-3و  5-3با قرار دادن معادلات 

)3-9( 𝝏𝒖𝟐
𝝏𝒙

=
𝟏
𝜶𝟐

[𝒖𝟑 − 𝒄𝒖𝟐 − 𝒃𝒖𝟏] 

آينـد. جـواب   بدسـت مـي   𝒖𝟑و  𝒖𝟏 ،𝒖𝟐دهند كـه از حـل آن   تشكيل دستگاهي را مي 9-3و  7-3، 5-3معادلات 

 باشد.مي 𝒖𝟏، 2-3مسأله با توجه به معادله 

 ): دستگاه معادلات جزئي زير را حل كنيد.1مثال (

)3-10( �

𝝏𝝎
𝝏𝒕

+
𝝏𝝎
𝝏𝒙

+ 𝟐
𝝏𝒖
𝝏𝒙

= 𝟎

𝝏𝒖
𝝏𝒕

+ 𝟑
𝝏𝒖
𝝏𝒙

= 𝟎            
 

)3-11( 𝝎(𝒙,𝟎) = 𝒇(𝒙) 

)3-12( 𝒖(𝒙,𝟎) = 𝒈(𝒙) 

  -حل

𝝓���⃗ = �𝝎𝒖� 

�𝟏 𝟎
𝟎 𝟏�

⎣
⎢
⎢
⎡𝝏𝝎
𝝏𝒕
𝝏𝒖
𝝏𝒕 ⎦

⎥
⎥
⎤

+ �𝟏 𝟐
𝟎 𝟑�

⎣
⎢
⎢
⎡𝝏𝝎
𝝏𝒙
𝝏𝒖
𝝏𝒙⎦

⎥
⎥
⎤

= �𝟎𝟎� 



                                                                                                           

 

 
 

 
 

 ٤ 

⟹

⎣
⎢
⎢
⎡𝝏𝝎
𝝏𝒕
𝝏𝒖
𝝏𝒕 ⎦

⎥
⎥
⎤

+ �𝟏 𝟐
𝟎 𝟑�

⎣
⎢
⎢
⎡𝝏𝝎
𝝏𝒙
𝝏𝒖
𝝏𝒙⎦

⎥
⎥
⎤

= 𝟎    

)3-13( ⟹𝝓𝒕
�����⃗ +𝑨𝝓𝒙

������⃗ = 𝟎 

براي ادامه حل از تغيير متغير زيـر اسـتفاده مـي    باشد.يك معادله ديفرانسيل جزئي مرتبه اول مي 13-3كه معادله 

 كنيم.

)3-14( 𝝓���⃗ = 𝑷𝑽��⃗  

 ، بردار ويژه باشد.⃗��𝛖، مقدار ويژه و 𝛌اگر  است. Aماتريس بردارهاي ويژه  𝑷، 14-3كه در معادله 

(𝑨 − 𝝀𝑰)𝛖��⃗ = 𝟎   ,   𝛖��⃗ ≠ 𝟎   →    𝑨 − 𝝀𝑰 = 𝟎   →    |𝑨 − 𝝀𝑰| = 𝟎   ⟹    𝝀 = √ 

𝑨 = �𝟏 𝟐
𝟎 𝟑�    →    �𝟏 − 𝝀 𝟎

𝟎 𝟑 − 𝝀� = 𝟎   ⟹    (𝟏 − 𝝀)(𝟑 − 𝝀) = 𝟎   ⟹ �𝝀𝟏 = 𝟏
𝝀𝟐 = 𝟑 

�
𝝊𝟏
𝝊𝟐� �

𝟏 − 𝟏 𝟐
𝟎 𝟑 − 𝟏� = �𝟎𝟎�    ⟹    �𝟎 𝟐

𝟎 𝟐� �
𝝊𝟏
𝝊𝟐� = �𝟎𝟎�    ⟹    𝝊𝟐 = 𝟎 

 و به صورت دلخواه،

𝝊𝟏 = 𝟏   →   𝝊��⃗ |𝝀𝟏 = �𝟏𝟎�  

�−𝟐 𝟐
𝟎 𝟎� �

𝝊𝟏
𝝊𝟐� = �𝟎𝟎�    ⟹   −𝟐𝝊𝟏 + 𝟐𝝊𝟐 = 𝟎   ⟹ 𝝊��⃗ |𝝀𝟐 = �𝟏𝟏� 

𝑷 = �𝟏 𝟏
𝟎 𝟏�    ⟹    𝝓���⃗ = �𝟏 𝟏

𝟎 𝟏�𝑽
��⃗  

�𝝎𝒖� = �𝟏 𝟏
𝟎 𝟏� �

𝐯𝟏
𝐯𝟐�       

 :14-3با توجه به تغيير متغير 

𝝓���⃗ = 𝑷𝑽��⃗    →    𝑷𝑽𝒕����⃗ + 𝑨𝑷𝑽𝒙����⃗ = 𝟎 

𝑽𝒕����⃗ + 𝑷−𝟏𝑨𝑷𝑽𝒙����⃗ = 𝟎   →    𝑽𝒕����⃗ = �𝟏 𝟎
𝟎 𝟑�𝑽𝒙

����⃗  

 بنابراين،



                                                                                                           

 

 
 

 
 

 ٥ 

⎣
⎢
⎢
⎡𝝏𝐯𝟏
𝝏𝒕
𝝏𝐯𝟐
𝝏𝒕 ⎦

⎥
⎥
⎤

= �𝟏 𝟎
𝟎 𝟑�

⎣
⎢
⎢
⎡𝝏𝐯𝟏
𝝏𝒙
𝝏𝐯𝟐
𝝏𝒙 ⎦

⎥
⎥
⎤
 

⎩
⎨

⎧𝝏𝐯𝟏
𝝏𝒕 + 𝝏𝐯𝟏

𝝏𝒙 = 𝟎  
𝝏𝐯𝟐
𝝏𝒕 + 𝟑𝝏𝐯𝟐𝝏𝒙 = 𝟎

 

 توان معادلات بالا را حل كرد.با استفاده از روش لاگرانژ مي

𝐯𝟏 = 𝝋𝟏(𝒙 − 𝒕) 

𝐯𝟐 = 𝝋𝟐(𝒙 − 𝟑𝒕) 

𝝓���⃗ = �𝟏 𝟏
𝟎 𝟏� �

𝝋𝟏(𝒙 − 𝒕)
𝝋𝟐(𝒙 − 𝟑𝒕)�    →    �𝝎 = 𝝋𝟏(𝒙 − 𝒕) + 𝝋𝟐(𝒙 − 𝟑𝒕)

𝒖 = 𝝋𝟐(𝒙 − 𝟑𝒕)                         

 داريم: 12-3و  11-3با توجه به شرايط 

𝝎(𝒙,𝟎) = 𝒇(𝒙)   ⟹    𝒇(𝒙) = 𝝋𝟏(𝒙) + 𝝋𝟐(𝒙) 

𝒖(𝒙,𝟎) = 𝒈(𝒙)   ⟹    𝒈(𝒙) = 𝝋𝟐(𝒙) 

⟹ �𝝎 = 𝒇(𝒙 − 𝒕) − 𝒈(𝒙 − 𝒕) + 𝒈(𝒙 − 𝟑𝒕)
𝒖 = 𝒈(𝒙 − 𝟑𝒕)                                             

4-3Bحل دستگاه ناهمگن معادلات معمولي 
 باشد.دستگاه معادلات ناهمگن به صورت كلي زير مي

)4-1( 𝒅𝒙��⃗
𝒅𝒕

= 𝑨(𝒕)𝒙��⃗ + 𝒃��⃗ (𝒕) 

4.1-6Bضرايب و ترم ناهمگن ثابت 

 گيريم كه ضرايب ثابت باشند.حالتي را در نظر مي

)4-2( 𝒅𝒙��⃗
𝒅𝒕

= 𝑨𝒙��⃗ + 𝒃��⃗  

𝒅𝒙��⃗
𝒅𝒕

= 𝑨𝒙��⃗    ⟹    𝒙��⃗ = 𝒛�⃗ 𝒆𝝀𝒕 

𝒛�⃗ 𝝀𝒆𝝀𝒕 = 𝑨𝒛�⃗ 𝒆𝝀𝒕    ⟹    𝒛�⃗ 𝝀 = 𝑨𝒛�⃗  



                                                                                           

 

 
 

 
 

 ٦ 

 بردار ويژه آن است. ⃗�𝒛و  𝑨مقدار ويژه  𝛌به اين ترتيب 

|𝑨 − 𝝀𝑰| = 𝟎 

 آيند.ها بدست مي ⃗���𝒛𝒊ها و  𝛌𝒊از اين طريق 

𝒙𝟏����⃗ = 𝒛𝟏����⃗ 𝒆𝝀𝟏𝒕   ,   𝒙𝟐����⃗ = 𝒛𝟐����⃗ 𝒆𝝀𝟐𝒕   , …  ,   𝒙𝒏����⃗ = 𝒛𝒏����⃗ 𝒆𝝀𝒏𝒕 

𝒙��⃗ = �𝒄𝒊𝒛�⃗ 𝒊𝒆𝝀𝒊𝒕
𝒏

𝒊=𝟏

 

 آوريم:جواب خصوصي را بدست مي

𝒙 = 𝒙𝑷 + �𝒄𝒊𝒛�⃗ 𝒊𝒆𝝀𝒊𝒕
𝒏

𝒊=𝟏

 

اگـر ايـن بـردار را در     خواهـد بـود.   ⃗��𝒌در حالتي كه ناهمگني تابعي از زمان نباشد، جواب خصوصي يـك بـردار   

 قرار دهيم، داريم: 2-4معادله 

𝒅𝒌��⃗
𝒅𝒕

= 𝑨𝒌��⃗ + 𝒃��⃗    ⟹    𝟎 = 𝑨𝒌��⃗ + 𝒃��⃗   ⟹    𝒌��⃗ = −𝑨−𝟏𝒃��⃗  

 آيد.مي همگن به صورت زير دربنابراين، جواب دستگاه غير

𝒙��⃗ = �𝒄𝒊𝒛�⃗ 𝒊𝒆𝝀𝒊𝒕
𝒏

𝒊=𝟏

− 𝑨−𝟏𝒃��⃗  

 مضاعف و يا مختلط نباشند.بايد توجه داشت كه در بالا فرض بر اين است كه مقادير ويژه به صورت 

 ): دستگاه زير را حل كنيد.2مثال (

�
𝒙𝟏′ = −𝒙𝟐 + 𝒙𝟑               
𝒙𝟐′ = 𝟒𝒙𝟏 − 𝒙𝟐 − 𝟒𝒙𝟑   
𝒙𝟑′ = −𝟑𝒙𝟏 − 𝒙𝟐 + 𝟒𝒙𝟑

 

 -حل



                                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۷ 

𝑨 =  �
𝟎 −𝟏 𝟏
𝟒 −𝟏 −𝟒
−𝟑 −𝟏 𝟒

� 

�
𝟎 −𝟏 𝟏
𝟒 −𝟏 −𝟒
−𝟑 −𝟏 𝟒

� = 𝟎   ⟹    �
𝝀𝟏 = −𝟏
𝝀𝟐 = 𝟏   
𝝀𝟑 = 𝟑   

 

𝝀𝟏 = −𝟏  ∶    �
𝟏 𝟏 −𝟏
𝟒 𝟎 −𝟒
−𝟑 −𝟏 𝟓

� �
𝒂
𝒃
𝒄
� = 𝟎   ⟹    𝒛𝟏����⃗ = �

𝟏
𝟐
𝟏
� 

𝒙𝟏����⃗ = 𝒛𝟏����⃗ 𝒆𝝀𝟏𝒕 

𝒙𝟏����⃗ = �
𝟏
𝟐
𝟏
� 𝒆−𝒕    ⟹    �

𝒙𝟏 = 𝒆−𝒕  
𝒙𝟐 = 𝟐𝒆−𝒕

𝒙𝟑 = 𝒆−𝒕   
 

𝛌𝟐و به طور مشابه براي  = 𝟏 ، 

𝒛𝟐����⃗ = �
𝟏
𝟎
𝟏
�    ⟹    �

𝒙𝟏 = 𝒆−𝒕  
𝒙𝟐 = 𝟎      
𝒙𝟑 = 𝒆−𝒕   

 

𝛌𝟑و براي = 𝟑 ، 

𝒛𝟐����⃗ = �
𝟏
−𝟏
𝟐
�    ⟹    �

𝒙𝟏 = 𝒆𝟑𝒕         
𝒙𝟐 = −𝒆𝟑𝒕      
𝒙𝟑 = 𝟐𝒆𝟑𝒕      

 

𝒙𝟏����⃗ = 𝒄𝟏 �
𝟏
𝟐
𝟏
� 𝒆−𝒕 + 𝒄𝟐 �

𝟏
𝟎
𝟏
� 𝒆𝒕 + 𝒄𝟑 �

𝟏
−𝟏
𝟐
� 𝒆𝟑𝒕 

 ): دستگاه زير را حل كنيد.3مثال (

�
𝒙𝟏′ = 𝟑𝒙𝟏 − 𝟒𝒙𝟐
𝒙𝟐′ = 𝒙𝟏 − 𝒙𝟐      

(𝟑 − 𝛌)(−𝟏− 𝛌) + 𝟒 = 𝟎 

𝛌𝟏 = 𝛌𝟐 = 𝟏 

 در اين حالت براي مقادير ويژه جواب مضاعف بدست آمد.

𝛌𝟏 = 𝟏   ⟹    𝒛𝟏����⃗ = �𝟐𝟏� 



                                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۸ 

𝒙𝟏����⃗ = �𝟐𝟏� 𝒆
𝒕 

 جواب دوم در اين حالت به صورت زير خواهد بود.

𝒙𝟐����⃗ = 𝒛𝟏����⃗ 𝒕𝒆𝝀𝒕 + 𝒛𝟐����⃗ 𝒆𝝀𝒕 

 كنيم:به صورت زير عمل مي ⃗����𝒛𝟐براي بدست آوردن

(𝑨 − 𝝀𝑰)𝒛𝟐����⃗ = 𝒛𝟏����⃗  
�𝟐 −𝟒
𝟏 −𝟐� �

𝒂
𝒃� = �𝟐𝟏�    ⟹    𝒛𝟐�����⃗ = �𝟏𝟎� 

𝒙𝟐����⃗ = �𝟐𝟏� 𝒕𝒆
𝝀𝒕 + �𝟏𝟎� 𝒆

𝝀𝒕 

𝒙′���⃗ = 𝑨𝒙��⃗ + 𝒇(𝒕) 

 ترم ناهمگن تابعي از زمان -4.2

:جواب همگن 𝒙𝒄����⃗ = 𝒄𝟏𝒙𝟏����⃗ + 𝒄𝟐𝒙𝟐����⃗ + ⋯+ 𝒄𝒏𝒙𝒏����⃗ = 𝚾 ∙ 𝒄�⃗  

𝚾 = [𝒙��⃗ 𝟏 𝒙��⃗ 𝟐 … 𝒙��⃗ 𝒏] = �

𝒙𝟏𝟏 …
𝒙𝟏𝟐 …
𝒙𝟏𝟑 …
𝒙𝟏𝟒 …

�

𝒏×𝒏

 

𝒙��⃗ = 𝒙��⃗ 𝑷 + 𝒙��⃗ 𝒄 

𝒙��⃗ 𝑷 = 𝚾𝑼��⃗  

𝒙��⃗ 𝑷 = 𝒖𝟏(𝒙)𝒙��⃗ 𝟏 + 𝒖𝟐(𝒙)𝒙��⃗ 𝟐 + ⋯+ 𝒖𝒏(𝒙)𝒙��⃗ 𝒏 

�𝚾𝑼��⃗ �
′

= 𝑨𝚾𝑼��⃗ + 𝒇(𝒕) 
)4-3( 𝚾′𝑼��⃗ + 𝑼′����⃗ 𝚾 = 𝑨𝚾𝑼��⃗ + 𝒇(𝒕) 

 همگن داريم: فرمبا توجه به 

)4-4( 𝚾′𝑼��⃗ − 𝑨𝚾𝑼��⃗ = 𝟎 

 داريم، 3-4در معادله  4-4با قرار دادن معادله 

𝑼′����⃗ 𝜲 = 𝒇(𝒕)   ⟹    𝑼′����⃗ = 𝜲−𝟏𝒇(𝒕)   ⟹    𝑼(𝒕) = �𝜲−𝟏𝒇(𝒕)𝒅𝒕 



                                                                                           

 

 
 

 
 

 ۹ 

)4-5( 𝒙𝑷 = 𝚾�𝜲−𝟏𝒇(𝒕)𝒅𝒕 

 ): دستگاه زير را حل كنيد.4مثال (

⎩
⎨

⎧𝒙𝟏′ = 𝒙𝟏 − 𝒙𝟐 +
𝒆−𝒕

𝟏 + 𝒕𝟐
     

𝒙𝟐′ = 𝟐𝒙𝟏 − 𝟐𝒙𝟐 +
𝟐𝒆−𝒕

𝟏 + 𝒕𝟐

 

 دستگاه همگن به صورت زير است. -حل

�
𝒙𝟏′ = 𝒙𝟏 − 𝒙𝟐     
𝒙𝟐′ = 𝟐𝒙𝟏 − 𝟐𝒙𝟐

   ,   𝝀𝟏 = 𝟎
𝝀𝟐 = 𝟏 

𝒙��⃗ = 𝒄𝟏 �
𝟏
𝟏� + 𝒄𝟐 �

𝟏
𝟐� 𝒆

−𝒕 

𝚾 = �𝟏 𝒆−𝒕
𝟏 𝟐𝒆−𝒕

� 

𝒖��⃗ = ��𝟏 𝒆−𝒕
𝟏 𝟐𝒆−𝒕

�
−𝟏

⎣
⎢
⎢
⎡ 𝒆−𝒕

𝟏 + 𝒕𝟐
𝟐𝒆−𝒕

𝟏 + 𝒕𝟐⎦
⎥
⎥
⎤
𝒅𝒕 = ��

𝟎
𝟏

𝟏 + 𝒕𝟐
� 𝒅𝒕 = �

𝟎

�
𝟏

𝟏 + 𝒕𝟐
� = � 𝟎

𝐭𝐚𝐧−𝟏 𝒕� = �
𝒖𝟏
𝒖𝟐� 

𝒙𝑷 = �𝟏 𝒆−𝒕
𝟏 𝟐𝒆−𝒕

� � 𝟎
𝐭𝐚𝐧−𝟏 𝒕� 

5-4Bبدست آوردن جواب خصوصي منحصربفرد 
هاي مختلفي براي پيدا كردن جواب خصوصي يك معادله ديفرانسيل وجود دارد. مثلا اسـتفاده از جـداول   روش

گاهي اوقات معادله ديفرانسيل داراي يـك جـواب منحصـر   فرم جواب خصوصي و يا استفاده از حل همگن، اما 

 توان از طريق تابع گرين بدست آورد.باشد، اين جواب را ميبفرد مي

5.1-8Bمتئوري فردهال 

 بفرد هست يا خير.كند تا بفهميم كه آيا يك معادله ديفرانسيل داراي جواب منحصراين تئوري به ما كمك مي

)5-1( 𝒅
𝒅𝒙

�𝒑(𝒙)
𝒅𝒚
𝒅𝒙
� + 𝒒(𝒙)𝒚 = −𝒇(𝒙)  ,   𝒂 ≤ 𝒙 ≤ 𝒃 
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)5-2( 𝒂𝟏𝒚(𝒂) + 𝒂𝟐𝒚′(𝒂) = 𝜶 

)5-3( 𝒃𝟏𝒚(𝒃) + 𝒃𝟐𝒚′(𝒃) = 𝜷 

اگر سيستم  به طور همزمان صفر شوند. 𝒃𝟐و  𝒃𝟏 نبايد 3-5در معادله  وصفر همزمان  𝒂𝟐و  𝒂𝟏نبايد  2-5 هدر معادل

 بفـرد خواهـد بـود.   بالا داراي جواب همگن صفر باشد، آنگاه سيستم ناهمگن داراي جـواب خصوصـي منحصـر   

 سيستم همگن به صورت زير است.

)5-4( 𝒅
𝒅𝒙

�𝒑(𝒙)
𝒅𝒚
𝒅𝒙
� + 𝒒(𝒙)𝒚 = 𝟎  ,   𝒂 ≤ 𝒙 ≤ 𝒃 

)5-5( 𝒂𝟏𝒚(𝒂) + 𝒂𝟐𝒚′(𝒂) = 𝟎 

)5-6( 𝒃𝟏𝒚(𝒃) + 𝒃𝟐𝒚′(𝒃) = 𝟎 

 ناهمگن حل معادله ديفرانسيل معمولي مرتبه دوم -5.2
𝒑(𝒙)𝒚′′ + 𝒒(𝒙)𝒚′ + 𝒓(𝒙)𝒚 = −𝒇(𝒙) 

𝜶𝟏𝒚′(𝒂) = 𝜶𝟐𝒚(𝒂) 

𝜷𝟏𝒚′(𝒃) = 𝜷𝟐𝒚(𝒃) 

𝒚 = � 𝒈(𝒙, 𝒔)𝒇(𝒔)𝒅𝒔
𝒃

𝒂
 

,𝒈(𝒙كه در بالا،  𝒔)آيد.باشد كه از روي سيستم همگن بدست مي، تابع گرين مي 

𝒂𝟎(𝒙)𝒚′′ + 𝒂𝟏(𝒙)𝒚′ + 𝒂𝟐(𝒙)𝒚 = 𝟎 

𝜶𝟏𝒚′(𝒂) = 𝜶𝟐𝒚(𝒂) 

𝜷𝟏𝒚′(𝒃) = 𝜷𝟐𝒚(𝒃) 

S .نقطه اي در بين دو مرز مسأله مي باشد 

 باشد:تابع گرين داراي چهار خاصيت مي

,𝒈(𝒙تابع گرين،  )1 𝒔)بايد در محدوده ،𝒂 ≤ 𝒙 < 𝒔
𝐬 < 𝒙 ≤ 𝒃.در معادله ديفرانسيل صدق بكند ، 
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𝒂در محدوده  )2 ≤ 𝒙 < 𝒔
𝐬 < 𝒙 ≤ 𝒃.تابع گرين بايد در شرايط مرزي صدق كند ، 

𝜶𝟏𝒈𝒙(𝒂, 𝒔) = 𝜶𝟐𝒈(𝒂, 𝒔) 

𝜷𝟏𝒈𝒙(𝒃, 𝒔) = 𝜷𝟐𝒈𝒙(𝒃, 𝒔) 
3( 𝒈(𝒙, 𝒔)  در نقطه𝒔 .پيوسته باشد 

4( 𝒈𝒙(𝒙, 𝒔)  در نقطه𝒙 = 𝒔 به اندازه ،− 𝟏
𝒂𝟎(𝒔)

 پرش دارد. 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒔+

𝒈(𝒙, 𝒔) − 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒔−

𝒈(𝒙, 𝒔) = −
𝟏

𝒂𝟎(𝒔) 

 آيد.با استفاده از اين چهار شرط، تابع گرين بدست مي

 ): معادله زير را با شرايط داده شده حل كنيد.5مثال (

𝒚′′ + 𝒚 = 𝟎 

𝒚(𝟎) = 𝟎 

𝒚�
𝝅
𝟐
� = 𝟎 

 جواب عمومي معادله فوق به صورت زير است. -حل

𝒚 = 𝒄𝟏 𝐬𝐢𝐧𝒙 + 𝒄𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝒙 

 شرايط مرزي داريم: با اعمال

𝒚(𝟎) = 𝟎   →    𝒄𝟐 = 𝟎 

𝒚�
𝝅
𝟐
� = 𝟎   →    𝒄𝟏 = 𝟎 

⟹ 𝒚 = 𝟎 

 باشد.ربفرد ميص، اين معادله داراي يك جواب خصوصي منحمبا توجه به تئوري فرد هال

1( 𝒈(𝒙, 𝒔) = �
𝑨𝟏 𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝑩𝟏 𝐬𝐢𝐧 𝒙    ,   𝟎 ≤ 𝒙 < 𝒔

𝑨𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝑩𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙    ,   𝒔 < 𝒙 ≤
𝝅
𝟐
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2( 
𝜶𝟏𝒈𝒙(𝒂, 𝒔) = 𝜶𝟐𝒈(𝒂, 𝒔)    ⟹    𝒈(𝟎, 𝒔) = 𝟎   ,   0 ≤ 𝑥 < 𝑠 

𝜷𝟏𝒈𝒙(𝒃, 𝒔) = 𝜷𝟐𝒈𝒙(𝒃, 𝒔)  ⟹    𝒈�
𝝅
𝟐

, 𝒔� = 𝟎   ,   𝒔 ≤ 𝒙 <
𝝅
𝟐

 

 بنابراين،

𝟎 ≤ 𝒙 < 𝒔:   𝟎 = 𝑨𝟏 𝐜𝐨𝐬(𝟎) + 𝑩𝟏 𝐬𝐢𝐧(𝟎)    ⟹    𝑨𝟏 = 𝟎 

𝒔 ≤ 𝒙 <
𝝅
𝟐

:   𝟎 = 𝑨𝟐 𝐜𝐨𝐬 �
𝝅
𝟐
�+ 𝑩𝟐 𝐬𝐢𝐧 �

𝝅
𝟐
�    ⟹    𝑩𝟐 = 𝟎 

𝒈(𝒙, 𝒔) = �
𝑩𝟏 𝐬𝐢𝐧 𝒙    ,   𝟎 ≤ 𝒙 < 𝒔

𝑨𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝒙    ,   𝒔 < 𝒙 ≤
𝝅
𝟐

 

3( 𝑩𝟏 𝐬𝐢𝐧(𝒔) = 𝑨𝟐 𝐜𝐨𝐬(𝒔) 

4( 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒔+

𝒈(𝒙, 𝒔) − 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒔−

𝒈(𝒙, 𝒔) = −𝟏 
−𝑨𝟐 𝐬𝐢𝐧(𝒔) − 𝑩𝟏 𝐜𝐨𝐬(𝒔) = −𝟏 

 داريم: 4و  3با استفاده از شرط 

�𝑩𝟏 𝐬𝐢𝐧(𝒔) − 𝑨𝟐 𝐜𝐨𝐬(𝒔) = 𝟎   
𝑨𝟐 𝐬𝐢𝐧(𝒔) + 𝑩𝟏 𝐜𝐨𝐬(𝒔) = −𝟏⟹

𝑩𝟏 = 𝝐 𝐜𝐨𝐬(𝒔)
𝑨𝟐 = 𝝐 𝐬𝐢𝐧(𝒔)  

𝒈(𝒙, 𝒔) = �
𝝐 𝐜𝐨𝐬(𝒔) 𝐬𝐢𝐧 𝒙     ,   𝟎 ≤ 𝒙 < 𝒔 

𝝐 𝐬𝐢𝐧(𝒔) 𝐜𝐨𝐬 𝒙    ,   𝒔 < 𝒙 ≤
𝝅
𝟐

    
شرط چهارم
�⎯⎯⎯�    𝝐 = 𝟏 

⟹ 𝒈(𝒙, 𝒔) = �
𝐜𝐨𝐬(𝒔) 𝐬𝐢𝐧 𝒙     ,   𝟎 ≤ 𝒙 < 𝒔 

𝐬𝐢𝐧(𝒔) 𝐜𝐨𝐬 𝒙    ,   𝒔 < 𝒙 ≤
𝝅
𝟐

  

 براي چك كردن جواب استفاده كرد.توان تابع گرين همواره تقارن دارد و از اين موضوع مي

 ): معادله ديفرانسيل زير را حل كنيد.6مثال (

𝒖′′ + 𝒖 = −𝟑𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙 

𝒖(𝟎) = 𝟎 

𝒖′(𝝅) = 𝟎 

 حل معادله همگن به صورت زير است. -حل

𝒖 = 𝒄𝟏 𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝒄𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝒙 
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 با اعمال شرايط مرزي داريم:

𝒖(𝟎) = 𝟎   →    𝒄𝟐 = 𝟎 
𝒖′(𝝅) = 𝟎   →   𝒄𝟏 𝐜𝐨𝐬 𝒙 − 𝒄𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 = 𝟎   →  𝒄𝟏 = 𝟎 

⟹ 𝒖 = 𝟎 

 باشد.بنابراين معادله ديفرانسيل داراي يك جواب خصوصي منحصربفرد مي

1( 𝒈(𝒙, 𝒔) = �
𝑨𝟏 𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝑩𝟏 𝐜𝐨𝐬 𝒙    ,   𝟎 ≤ 𝒙 < 𝒔

𝑨𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝑩𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝒙    ,   𝒔 < 𝒙 ≤
𝝅
𝟐

 

2( 
𝜶𝟏𝒈𝒙(𝒂, 𝒔) = 𝜶𝟐𝒈(𝒂, 𝒔)    ⟹    𝒈(𝟎, 𝒔) = 𝟎   ,   0 ≤ 𝑥 < 𝑠 

𝜷𝟏𝒈𝒙(𝒃, 𝒔) = 𝜷𝟐𝒈𝒙(𝒃, 𝒔)  ⟹    𝒈′(𝝅, 𝒔) = 𝟎   ,   𝒔 ≤ 𝒙 <
𝝅
𝟐

 

 بنابراين،

𝟎 ≤ 𝒙 < 𝒔:   𝟎 = 𝑨𝟏 𝐬𝐢𝐧(𝟎) + 𝑩𝟏 𝐜𝐨𝐬(𝟎)    ⟹    𝑩𝟏 = 𝟎 

𝒔 ≤ 𝒙 <
𝝅
𝟐

:   𝟎 = 𝑨𝟐 𝐜𝐨𝐬(𝝅) + 𝑩𝟐 𝐬𝐢𝐧(𝝅)    ⟹    𝑨𝟐 = 𝟎 

𝒈(𝒙, 𝒔) = �
𝑨𝟏 𝐬𝐢𝐧 𝒙    ,   𝟎 ≤ 𝒙 < 𝒔

𝑩𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝒙    ,   𝒔 < 𝒙 ≤
𝝅
𝟐

 

3( 𝑨𝟏 𝐬𝐢𝐧(𝒔) = 𝑩𝟐 𝐜𝐨𝐬(𝒔) 

𝑨𝟏 = 𝝐 𝐜𝐨𝐬(𝒔)   ,   𝑩𝟐 = 𝝐 𝐬𝐢𝐧(𝒔)  
4( 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝒔+
𝒈(𝒙, 𝒔) − 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝒔−
𝒈(𝒙, 𝒔) = −𝟏 

−𝑩𝟐 𝐬𝐢𝐧(𝒔) − 𝑨𝟏 𝐜𝐨𝐬(𝒔) = −𝟏 

 داريم: 4و  3با استفاده از شرط 

𝒈(𝒙, 𝒔) = �𝝐 𝐜𝐨𝐬(𝒔) 𝐬𝐢𝐧 𝒙     ,   𝟎 ≤ 𝒙 < 𝒔 
𝝐 𝐬𝐢𝐧(𝒔) 𝐜𝐨𝐬 𝒙    ,   𝒔 < 𝒙 ≤ 𝝅    

شرط چهارم
�⎯⎯⎯�    𝝐 = 𝟏 

⟹ 𝒈(𝒙, 𝒔) = �
𝐜𝐨𝐬(𝒔) 𝐬𝐢𝐧 𝒙     ,   𝟎 ≤ 𝒙 < 𝒔 

𝐬𝐢𝐧(𝒔) 𝐜𝐨𝐬 𝒙    ,   𝒔 < 𝒙 ≤
𝝅
𝟐

  

𝒖 = 𝟑� 𝐬𝐢𝐧(𝒔) 𝐜𝐨𝐬 𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒔𝒅𝒙
𝒙

𝟎
+ 𝟑� 𝐜𝐨𝐬(𝒔) 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒔𝒅𝒙

𝝅

𝒙
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 ناهمگن nحل معادله ديفرانسيل معمولي مرتبه  -5.3

 گيريم.ام زير را در نظر ميnمعادله مرتبه 

)5-7( 𝒂𝒚(𝒏) + 𝒃𝒚(𝒏−𝟏) + ⋯+ 𝒚 = −𝒇(𝒙) 
 باشد.همگن زير مي شرط مرزي nكه داراي 

)5-8( 𝑨𝒚��⃗ (𝒂) + 𝑩𝒚��⃗ (𝒃) = 𝟎 
 باشد.بايد تابع گرين را براي اين معادله بدست آوريم. اين تابع هم مانند قبل داراي چهار شرط زير مي

 كند.در معادله ديفرانسيل همگن صدق مي )1

 كند.شرط مرزي نيز صدق مي nدر  )2

,𝒈(𝒙توابع  )3 𝒔) ،𝒈′(𝒙, 𝒔) و ... ،𝒈(𝒏−𝟐)(𝒙, 𝒔)  بايد در نقطه𝒙 = 𝒔، .پيوسته باشند 

4( 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒔+

𝒈(𝒏−𝟏)(𝒙, 𝒔) − 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒔−

𝒈(𝒏−𝟏)(𝒙, 𝒔) = −
𝟏

𝒂(𝒔) 
ثابت وجود دارد كه بايد تعيـين شـوند. بنـابراين شـرايط      6به عنوان مثال براي معادلات مرتبه سوم، در شرط اول 

) نيز يك معادله را فراهم مي4) دو معادله و شرط (3) سه معادله، شرط (2معادله فراهم كنند. شرط ( 6بايد ديگر 

 كنند.

 با شرايط مرزي ناهمگن nحل معادله ديفرانسيل مرتبه  -5.4

 گيريم.ناهمگن زير را همراه با شرايط مرزي ناهمگن در نظر مي nمعادله مرتبه 

)5-9( 𝒂𝒏(𝒙)𝒚(𝒏) + 𝒂𝒏−𝟏(𝒙)𝒚(𝒏−𝟏) + ⋯+ 𝒂𝟎(𝒙)𝒚 = 𝒇(𝒙) 
)5-10( 𝑨𝒚��⃗ (𝒂) + 𝑩𝒚��⃗ (𝒃) = 𝒄�⃗  

 حل معادله به صورت زير خواهد بود.
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)5-11( 𝒚��⃗ (𝒙) = � 𝑮(𝒙, 𝒔) ∙ 𝒇�⃗ (𝒔)𝒅𝒔
𝒃

𝒂
+ [𝑮(𝒙,𝒂) − 𝑮(𝒙,𝒃)]𝑴𝓖−𝟏𝒄�⃗  

)5-12( 𝓖−𝟏 = [𝑨 𝑩]𝑴 
 به صورت زير باشند. Bو  Aبه صورت زير است. فرض كنيد  Mنحوه بدست آوردن ماتريس 

𝑨 = �𝟏 𝟎
𝟐 𝟓�    ,   𝑩 = �𝟐 −𝟏

𝟎 𝟏 � 

 آنگاه،

[𝑨 𝑩] = �𝟏 𝟎
𝟐 𝟓

𝟐 −𝟏
𝟎 𝟏 � 

كنيم. در اين اتريس مربعي كه دترمينان غير صفر داشته باشد، انتخاب ميمهاي ماتريس بالا، يك در زير ماتريس

شود. سطر دوم و سوم آن ماتريس واحد به صورت زير مي Mكنيم. ماتريس مثال ستون دوم و سوم را انتخاب مي

 باشند.عناصر صفر مي و مابقي

𝑴 = �
𝟎 𝟎
𝟏 𝟎
𝟎 𝟏
𝟎 𝟎

� 

 باشد.تابع گرين به صورت زير مي

)5-13( 𝑮(𝒙, 𝒔) = �𝒀(𝒙)𝑹(𝒔)  ,   𝒂 ≤ 𝒙 < 𝒔
𝒀(𝒙)𝑻(𝒔)  ,   𝒔 < 𝒙 ≤ 𝒃 

 باشد.هاي همگن ميماتريس اساسي جواب 𝒀(𝒙)، 13-5در معادله 

𝒀(𝒙) = �

𝒚𝟏 𝒚𝟐
𝒚𝟏′ …

⋯ 𝒚𝒏
… 𝒚𝒏′

⋮ ⋯
𝒚𝟏

(𝒏−𝟏) …
… ⋮
… 𝒚𝒏

(𝒏−𝟏)

� 

)5-14( 𝑻(𝒔) = 𝑹(𝒔) + 𝒀−𝟏(𝒔) 
)5-15( 𝑹(𝒔) = −[𝑨𝒀(𝒂) + 𝑩𝒀(𝒃)]−𝟏𝑩𝒀(𝒃)𝒀−𝟏(𝒔) 
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 ): معادله مرتبه دو زير را با شرايط داده شده حل كنيد.7مثال (

𝒙𝟐𝒖′′ − 𝟐𝒙𝒖′ + 𝟐𝒖 = 𝟐𝒙𝟑 

𝟐𝒖(𝟏)− 𝒖′(𝟏) = 𝟏 

𝒖(𝟏) − 𝒖′(𝟏) + 𝒖(𝟐) − 𝒖′(𝟐) = 𝟒 

 حل سيستم همگن به صورت زير است. -حل

𝒖𝟏 = 𝒙𝟐
𝒖𝟐 = 𝒙  

𝒀(𝒙) = �𝒙
𝟐 𝒙

𝟐𝒙 𝟏
�    ⟹    𝒀−𝟏(𝒙) = �

−
𝟏
𝒙𝟐

𝟏
𝒙

𝟐
𝒙

−𝟏
� 

𝑨 = �𝟐 −𝟏
𝟏 −𝟏�    ,   𝑩 = �𝟎 𝟎

𝟏 −𝟏� 

𝒄�⃗ = �−𝟏𝟒 �    ,   𝒇�⃗ = � 𝟎𝟐𝒙� 

[𝑨 𝑩] = �𝟐 −𝟏
𝟏 −𝟏

𝟎 𝟎
𝟏 −𝟏�    ⟹    𝑴 = �

𝟎 𝟎
𝟏 𝟎
𝟎 𝟏
𝟎 𝟎

� 

𝓖−𝟏 = �𝟐 −𝟏
𝟏 −𝟏

𝟎 𝟎
𝟏 −𝟏� �

𝟎 𝟎
𝟏 𝟎
𝟎 𝟏
𝟎 𝟎

� = �−𝟏 𝟎
−𝟏 𝟏� 

𝑹(𝒔) = − ��𝟐 −𝟏
𝟏 −𝟏� �

𝟏 𝟏
𝟐 𝟏� + �𝟎 𝟎

𝟏 −𝟏� �
𝟒 𝟐
𝟒 𝟏��

−𝟏

�𝟎 𝟎
𝟏 −𝟏� �

𝟒 𝟐
𝟒 𝟏� �

−
𝟏
𝒔𝟐

𝟏
𝒔

𝟐
𝒔

−𝟏
� 

𝑹(𝒔) = �
𝟐
𝒔

−𝟏

𝟎 𝟎
� 

𝑻(𝒔) = �
𝟐
𝒔

−𝟏

𝟎 𝟎
� + �

−
𝟏
𝒔𝟐

𝟏
𝒔

𝟐
𝒔

−𝟏
�    ⟹    𝑻(𝒔) = �

𝟐𝒔 − 𝟏
𝒔𝟐

𝟏 − 𝒔
𝒔

𝟐
𝒔

−𝟏
� 
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𝑮(𝒙, 𝒔) =

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧�𝒙

𝟐 𝒙
𝟐𝒙 𝟏

� �
𝟐
𝒔

−𝟏

𝟎 𝟎
�                 ,   𝟏 ≤ 𝒙 < 𝒔 

�𝒙
𝟐 𝒙

𝟐𝒙 𝟏
� �

𝟐𝒔 − 𝟏
𝒔𝟐

𝟏 − 𝒔
𝒔

𝟐
𝒔

−𝟏
�   ,   𝒔 < 𝒙 ≤ 𝟐

 

𝒚��⃗ (𝒙) = � 𝑮(𝒙, 𝒔) ∙ 𝒇�⃗ (𝒔)𝒅𝒔
𝟐

𝟏
+ [𝑮(𝒙,𝟏) − 𝑮(𝒙,𝟐)]𝑴𝓖−𝟏𝒄�⃗ = �𝒙

𝟑 − 𝟏𝟎𝒙𝟐
𝟑𝒙𝟐 − 𝟐𝟎𝒙

� 

 بنابراين در نهايت جواب خصوصي به صورت زير خواهد بود.

𝒖𝒑(𝒙) = 𝒙𝟑 − 𝟏𝟎𝒙𝟐 

6-5Bمسائل 
 تابع گرين را بدست آوريد. )1

𝟒𝒙𝒚′′′ + 𝒚′′ + 𝒙𝟐𝒚′ = 𝟎 

�
𝒚′′(𝟎) + 𝟐𝒚′(𝟎) + 𝟑𝒚(𝟎) + 𝒚′′(𝟏) − 𝒚′(𝟏) + 𝟐𝒚(𝟏) = 𝟎
𝟐𝒚′′(𝟎) + 𝒚′(𝟎) + 𝒚(𝟎) − 𝟑𝒚′′(𝟏) + 𝒚′(𝟏) + 𝟒𝒚(𝟏) = 𝟎
−𝒚′′(𝟎) + 𝒚′(𝟎) − 𝟒𝒚(𝟎) + 𝒚′′(𝟏) − 𝟐𝒚′(𝟏) − 𝒚(𝟏) = 𝟎 

 

 دستگاه معادلات زير را حل كنيد. )2

�
𝒙𝟏′ = −𝟐𝒙𝟏 − 𝟏𝟑𝒙𝟐
𝒙𝟐′ = 𝒙𝟏 + 𝟒𝒙𝟐         
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