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یکی از دروس مهم نقشهههر ارداری اکهههب حر ملیدی مربوی مر وی ار کهههتصههه م ریی ط هههویر و رواا   را   و  II ژئودزی 

رن رصههههه ر ار اکههههه ید طایور زییدی دارنو  ای   کهههههر   ههههه اکههههه ایدآ از رنهی را یهههههرب می دروع ار از  روسههههه   از دروس حر 

  ی  منلع ای  درس حر رم ارای رموزش حزس مشیار طوریس می یودع اهتر  کر   ل درس طقریلی در اغرب دانشگیآ ری ای 

و رم ار عنوان منلع رزمون میریههههههههنیسهههههههه   اریههههههههو مابو می اییههههههههو  دروآ مهنوس مه و حریم می اییههههههههو حر در وا ع طرد ر 

 می اییوع  Geodesy The Conceptاخشهییی از ح یب 

 ودود در ای  دروآ روردآ یوآ اکب:مطیلب م کر    در ادامر 

 

 

 مقدمه -1

 Terrestrial Topocentricح Terrestrial Geocentric Systemsقطببه ،ببفح تبببببببهاببف     ا  ،ببف   -1-1     

Systems     ستم اکل سی ستم ،فی دست چپیح  سی ستم یح  سی سفعتیح  ستم زا یه  سی سمف یح  ستم بعدی  سی سمف یح                   پتیک 

                    افقیح سیستم  دا ی(

 ز فن نج  ی  ز فن جهفنی -1 -2      

 ان اع  شف،دا  د  ژئ دزی -3-1      

 سیستم ،فی  ختصف  ز ینی -2

 Geocentricسیستم ،فی ز ینی  -1-2      

  نظم ز ینحرکف  قطبی   د  ان نف -1-1-2           

 سیستم ،فی  ت سط   لاظه ای -2-1-2            

 سیستم ،فی ژئ دتیک -3-1-2            

  ابطه بین  ختصف  کف تزین    نانی الخط -2-2       

  ختصف  کف تزین    نانی الخط یک نقطه   ی بیض ی  قفیسه -1-2-2             

 بردا   ضعیت بر حسه عرض ژئ دتیک -2-2-2             

 به  ختصف  ژئ دتیکتبدیل از  ختصف  کف تزین ز ینی  ت سط  -3-2-2             

 سط ح  ختصف  ژئ دتیک -3-2        

 پف ا تر،فی  شخص کننده  ضعیت سطح  ختصف  -1-3-2              

 ایجفد یک دیت م -2-3-2              

 تبدیلا  دیت م -3-3-2              

 یهای مختصات ژئودز بخش اول: سیستم
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       4-2-  

 Topocentricسیستم ،فی ز ینی  -1-4-2             

 سیستم نج  ی  الی -2-4-2             

 سیستم ،فی ژئ دتیک  الی -3-4-2             

 خلاته سیستم ،فی ز ینی  -5-2       

 

 

 قسمت اول: هندسه بیضوی

 بیض ی د  انی -1

 پف ا تر،فی بیض ی -1-1        

 شعفع انانفء -2-1        

 انانفء نصف النهف شعفع  -1-2-1              

 شعفع انانفء ا لیه -2-2-1              

 شعفع انانف د  یک آزیم   اختیف ی -3-2-1              

 بیض ی   نانی ،فی  اقع بر سطح یک  -3-1        

  قطع قفئم -1-3-1              

 ژئ دزیک -2-3-1              

 سطح بیضوی مقایسه قسمت دوم: تبدیل مشاهدات ژئودزیک زمینی به

2-  

   یف ز ایفی افقی فا تداد ،تبدیل   -1-2        

 تصایح به علت تنففر قفئم ،ف -1-1-2             

 اثرا  فیزیکی -2-1-2             

 ف اتل سمت الراسی-2-2        

 ف اتل-3-2        

 ز ینیتبدیل کمیت ،فی  افسبه شده ژئ دتیک به اندازه ،فی -4-2        

 بخش دوم: محاسبات تعیین مختصات
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 مقایسه بیضویقسمت سوم: محاسبات مختصات ژئودتیک بر روی 

 خط ط ک تفه –فر  ل پ اسن  -3

  قد ه -1-3        

  سئله  ستقیم-2-3        

  سئله  عک س-3-3        

 خلاته  عفدلا   رب طه به حل  سفئل  ستقیم    عک س بف به کف  بردن فر  لهفی پ اسن-4-3        

  ت سط عرض ،فی  لهفی گ س برای فر-5-3        

 دیگر فر  لهفی خط ط ک تفه-6-3        

 

 

 کلیات

 مقدمه ای بر تصاویر متشابه -1

 مروری بر متغیر های متغیر -2

 ق انین حسفب  ختلط -1-2        

 تهاه  ختلط -2-2        

 ت ابع  ختلط  -3-2        

 شی    یمفن تشفبه بر   ی د  تهاه  ختلطح شر ط کشرط  -4-2        

 ت ابع  ختلط خفص -5-2        

 مروری بر هندسه دیفرانسیل -3

  عفدلا  پف ا تریک   یه -1-3        

 ،فی اتلی گ ست کمی -2-3        

 زا یه بین  نانی ،فی پف ا تریک -3-3        

 تصاویر متشابه بطور کلی -4

 Isometricتهاه  -1-4        

 تعریف ضریه اشل -2-4        

 شر ط تشفبه بین تهاه نقشه   تهاه ایز  تریک -3-4        

 بخش سوم سیستم تصویر متشابه
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 تعیین ضریه اشل -4-4        

   ابط ،ندسی  نانی ،فی تص یر شده -5-4        

 تقف ب نصف النهف ا  -6-4        

 تصویر مرکاتور -5

  ستقیم  سئله -1-5        

 ضریه اشل -2-5        

 تقف ب نصف النهف ا  -3-5        

 شکل تص یر  رکفت   -4-5        

 loxodromeکسد  م  ل -5-5        

  سئله  عک س -6-5        

 نسورس مرکاتوراتصویر تر -6

  سئله  ستقیم -1-6        

 تقف ب نصف النهف ا  بر حسه  ختصف  ژئ دتیک -2-6        

  ختصف  ژئ دتیکضریه اشل بر حسه  -3-6        

 نس  س  رکفت  اشکل ظف،ری تص یر تر -4-6        

  سئله  عک س -5-6        

 تقف ب نصف النهف ا  بر حسه  ختصف  نقشه -6-6        

 ضریه اشل بر حسه  ختصف  نقشه -7-6        

 سیستم ترانسورس مرکاتور جهانی -8-6        

 UTMضریه اشل د   -1-8-6            

 UTM عفدلا  تص یر د   -2-8-6            

 تصویر متشابه مخروطی لامبرت -7

  سئله  ستقیم -1-7        

 ضریه اشل -2-7        

 تقف ب نصف النهف ا  -3-7        
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        4-7- LCC د  حفلت د   دا  استفندا د 

        5-7- LCC د  حفلت یک  دا  استفندا د 

 تغییر سیستم  ختصف تر یم    -6-7        

 مسئله معکوس -7-7        
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 مقدمه (1

شامل تعاریف صات  این بخش  ستم مخت سی شد. هدف از انتخاب  صات و تبدیلات آنها به یکدیگر می با ستم های مخت سی دقیق 

سطح زمین  تعیین صات نقاط واقع بر  ستی دارای مخت صات بای ستم مخت سی شد. یک  ستم می با سی سبت به آن  یا بالای آن ن

 مشخصات زیر باشد:

 محل مبدأ -1

 جهت توجیه سه محور -2

 )کارتزین یا منحنی الخط( کنندپارامترهایی که وضعیت یک را نسبت به سیستم های مختصات تعریف می  -3

ریف سیستم های مختصات و سیستم های زمان برخوردار هستند حرکات دوره های زمین در فضا از اهمیت خاصی در رابطه با تع

( 1-1بطوریکه می دانیم زمین دارای دو نوع حرکت است: اول حرکت زمین به دور خود و دوم گردش آن به دور خورشید )شکل 

سومین حرکت دوره ای را د شد که  صنوعی می با ضا ایجاد می و همچنین دارای یک قمر طبیعی )ماه( و تعداد زیادی اقمار م ر ف

 به دور زمین گویند. از انواع سیستم های مختصات، سیستم های نامبرده زیر مورد توجه است: 1کنند که آن را حرکت مسیری

منظور از بستگی به زمین این است که با زمین . 3سیستم هایی هستند که به زمین بسته اند: 2سیستم های مختصات زمینی -

بر سطح زمین بکار می روند و به دو دسته تقسیم می شوند:  نقاط واقعدوران می کند. این سیستم ها برای تعیین مختصات 

 (.1-2است)شکل  5 و دیگری سیستم هایی مبدأ آنها واقع بر سطح زمین 4یکی سیستم هایی که مبدأ مرکز زمین

: سیستم هایی هستند که در حرکت زمین به دور خورشید شرکت نداشته ولی ممکن است با 6مختصات سماویسیستم های  -

ستفاده قرار می گیرند و به چهار  ستارگان مورد ا سماوی مانند  ستم ها در تعیین مختصات اجرام  سی زمین دوران نمایند. این 

 دسته مختلف تقسیم می شوند:

 7سیستم مختصات اکلیپتیک -1

 8مختصات بعدیسیستم  -2

 9سیستم مختصات زاویه ساعتی -3

 10سیستم مختصات افقی -4

می کنند ولی در حرکت زمین به دور خورشید که با زمین دوران ن سیستم هایی هستند:11مسیریمختصات سیستم های  -

 شرکت داشته و برای تعریف و تعیین مختصات اقمار مصنوعی زمین به کار می روند.

                                                             
1 Orbital motion 
2 Terrestrial Coordinate Systems 
3 Earth fixed 
4 geocentric 
5 Topocentric 
6 Celestial Coordinate Systems 
7 Ecliptic  
8  Right ascension 
9  Hour angle 

10 Horizon  
11 Orbital coordinate systems 

 یودزئژ در بخش اول: سیستم های مختصات
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 1-1شکل 

 

 سیستم های مختصات()جدول  1-2شکل 
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 قطب ها ، صفحات و محورها    -1-1

سوم توجیه محورهای مختصات را می توان بر حسب قطب های اولیه و ثانویه، صفحات اولیه و ثانویه و محور های اول و دوم و 

 :در نظر گرفت

 قطب اولیه، محور تقارن سیستم مختصات است. بعنوان مثال: محور دوران زمین 

 ود بر قطب اولیه است. مثلا: صفحه استوای زمینصفحه اولیه، صفحه عم 

 شد که گاهی بطور اختیاری ا صفحه اولیه و گذرنده بر قطب اولیه می با شود ماصفحه ثانویه، عمود بر  نند نتخاب می 

صف النه صار گرینویچ و گاهی از عوامل طبیعی در تصفحه ن شود مانند  ستفاده می  ده بر فحه ثانویه گذرنعریف آنها ا

 )محل برخورد دایره اکلیپتیک و دایره استوا(. نقطه 

  است. و ثانویهقطب ثانویه، محل تقاطع صفحات اولیه 

  عمود بر دو محور دیگر می باشد و انتخاب آن در جهتی محور اول، قطب ثانویه و محور سوم، قطب اولیه و محور دوم ،

 .را بوجود آورد13یا دست چپی 12راستیاست که بر حسب خواست ما سیستم دست 

 اولیه، محور اول و قطب را در آنها مورد بررسی قرار می دهیم: تصات با آنچه در بالا ذکر شد صفحهبرای توجیه سیستم های مخ

 عوامل فوق بصورت زیر تعریف می شوند: 14برای سیستم هایی که مبدأ آنها مرکز زمین است 

 ین است.مبدأ مختصات نزدیک مرکز زم -الف

 قطب اولیه در امتداد محور دورانی زمین و صفحه اولیه عمود این قطب و صفحه استوا نامیده می شود. -ب

 محور اول تقاطع بین صفحه استوا و صفحه گذرنده بر نصف النهار گرینویچ است. -ج

 سیستم دست راستی است -د

  صات زمینی که مبدأ آنها نقطه ای واقع بر ستم های مخت سی ستبرای  صورت زیر تعریف می  15سطح زمین ا عوامل فوق ب

 شود:

 مبدأ مختصات نقطه ای است نزدیک سطح زمین -الف

 صفحه اولیه صفحه ای است مماس بر سطح زمین در نقطه مبدأ -ب

شمال دورانی زمین  -ج صفحه گذرنده بر قطب  صفحه مماس و  ست )این نقطه محل تقاطع  شمال ا محور اولیه نقطه 

 است(

 م دست چپی استسیست -د

 :برای سیستم سماوی اکلیپتیک چهار عامل فوق بصورت زیر تعریف می شوند 

 مبدأ نقطه ای است نزدیک مرکز خورشید -الف

 صفحه اولیه صفحه مسیر حرکت زمین به دور خورشید است که صفحه اکلیپتیک نامیده می شود -ب

 نامیده می شود. vernal equinox( که   )نقطه محور تقاطع بین صفحه اکلیپتیک و صفحه استوا است -ج

 سیستم دست راستی است -د

 :برای سیستم سماوی بعدی عوامل فوق بصورت زیر تعریف می شوند 

                                                             
12 Right handed 
13 Left handed 
14 geocentric systemTerrestrial  
15 Terrestrial topocentric system 
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 مبدأ مختصات نزدیک مرکز خورشید است -الف

 صفحه اولیه صفحه استوا است -ب

 است (vernal equinox محور اول نقطه گاما  -ج

 سیستم دست راستی است -د

 :برای سیستم زاویه ساعتی بصورت زیر تعریف می شوند 

 مبدأ مختصات نزدیک مرکز خورشید است -الف

 صفحه اولیه صفحه استوا است -ب

صف ال -ج صفحه ن ست گذرنده بر ناظر و صفحه ثانویه  صفحه ای ا سماوی  صف النهار  صفحه ن ست ) سماوی ا نهار 

 محور دورانی زمین(

 دست چپی است سیستم -د

 :در مورد سیستم افقی نیز خواهیم داشت 

 مبدأ مختصات نزدیک مرکز خورشید است -الف

 صفحه اولیه به موازات صفحه مماس در محل مشاهده کننده است )صفحه افق( -ب

 محور اولیه به موازات نقطه شمال ناظر می باشد -ج

 سیستم دست چپی است -د

 :و در مورد سیستم مسیری 

 أ مختصات مرکز ثقل زمین استمبد -الف

 صفحه اولیه صفحه سیر قمر به دور زمین می باشد -ب

اسفففت)این نقطه، نقطه ایسفففت که قمر 16محور اول خطی در صففففحه اولیه و جهت آن به طرف نقطه پری جی -ج

 نامیده می شود.17 مصنوعی در نزدیکترین فاصله از زمین واقع می شود (. خط مزبور خط اپسیدس

 دست راستی استسیستم  -د

 زمان جهانی و زمان نجومی       -2-1

( نیز تعریف می شففوند. ST( و نجومی )UTبا حرکات دوره ای دورانی و انتقالی زمین دو سففیسففتم زمانی جهانی یا خورشففیدی )

له زمانی تعریف می شود. روز خورشیدی عبارت است از فاص دقیقبطور کلی یک سیستم زمانی با تعیین یک فاصله و یک مبدأ 

صف النهار یک  صله دو عبور متوالی نقطه گاما از ن صف النهار یک محل. روز نجومی فا شید از ن زمانی بین دو عبور متوالی خور

نهار گرینویچ باشد آن را زمان ت. اگر این نصف الالنهار زمینی اسو یک نصف   محل می باشد. مبدأ نجومی زاویه ی بین نقطه

( می نامند. زمان خورشففیدی بوسففیله یک فرمول ریاضففی به زمان نجومی مربوط اسففت. زمان نجومی GSTنجومی گرینویچ )

 پارامتری است که بوسیله آن سیستم های زمینی و نجومی باهم ارتباط می یابند.

 انواع مشاهدات در ژئودزی           -3-1

ژئودزی عبارت است از مطالعه اندازه و شکل زمین و تعیین مختصات نقاط واقع بر روی سطح زمین و بالای آن. مختصات یک 

 :شود ی زیر تعیین میار دسته مشاهده هاایستگاه و یک نقطه نسبت به مختصات نقاط دیگر با انجام یک یا چند مشاهده از چه

 «ارتفاعات»و « فواصلاختلاف »، « فواصل»، « امتداد ها»

                                                             
16 perigee 
17 apsides 
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اندازه گیری های زاویه افقی و قائم بین دو نقطه واقع بر سففطح زمین که معمولا با تدودولیت انجام می شففوند امتداد های زمینی 

هستند. اندازه گیری های زاویه ای که بین یک ایستگاه واقع بر سطح زمین و یک موقعیت از قمر مصنوعی انجام می شود )بطور 

ستاره( مثال طری صنوعی در زمینه  سبرداری از قمر م شاهدات زاویه ای که بین یک  امتداد هایق عک ستند. م صنوعی ه قمر م

ستاره به عمل می آید  سطح زمین و یک  صل  امتداد هاینقطه از  ستگاه روی زمین )مانند فوا صل بین دو ای ستند. فوا نجومی ه

اصففل زمینی و فواصففل اندازه گیری شففده بین یک نقطه زمینی و یک اندازه گیری شففده بوسففیله دسففتگاه های الکتروماتیک( فو

اختلاف اندازه د. ن( فواصففل اقماری نامیده می شففوlazer rangingموقعیت از قمر مصففنوعی )بطور مثال اندازه گیری شففده با 

عیت نند تعیین وضففگیری شففده بین یک نقطه از زمین با دو ایسففتگاه دیگر اندازه گیری اختلاف فاصففله نامیده می شففوند)ما

هیپربولیکی(. اندازه گیری اختلاف فاصففله بین یک ایسففتگاه زمینی و دو وضففعیت مختلف یک قمر مصففنوعی به اندازه گیری 

ستگاه ها را تعیین نموده و بخشی از ژئودزی  ست. تمام این اندازه گیری ها روابط هندسی بین ای صله اقماری موسوم ا اختلاف فا

 هندسی هستند.

رتفاعاتی که به روش ترازیابی دقیق بدسفففت می آیند و مقادیری که از اندازه گیری های ثقل در مسفففیر این خطوط اختلاف ا

سیل در حوزه  شوند مربوط به اختلافات پتان صل می  شکیل می  جاذبهترازیابی حا شی از فیزیکال ژئودزی را ت ستند و بخ زمین ه

 دهند.

ص شوند رابطه بین تمام اندازه گیری های فوق و مخت شبکه های ژئودزی که با آن اندازه گیری ها تعیین می  ستگاه های  ات ای

 کمتریناعمال روش  برای مختصففات مجهول را می توان با مدل ریاضففی را تشففکیل می دهند. یک حل یکه توأما و مشففترکاً

 اندازه گیری و مدل ریاضی را بدست آورد. 18مربعات

 سیستم های مختصات زمینی (2

در این فصل سیستم های مختصات زمینی ژئوسنتریک و توپوسنتریک را مورد مطالعه قرار می دهیم. در اینجا ابتدا سیستم های 

توپوسففنتریک را با اسففتفاده از مختصففات کارتزین توضففیح داده و بیان می کنیم که منظور از محور دورانی زمین و نصففف النهار 

وسنتریک سیستم زمینی توپهای کارتزین و منحنی الخط شرح داده خواهد شد. در آخر گرینویچ چیست. سپس رابطه بین سیستم 

 سی قرار خواهیم داد.ربررا مورد 

 سیستم های زمینی ژئوسنتریک -1-2

 بایستی برقرار باشد: یسنتریک شرایطدر مقدمه توضیح داده شد که در مورد سیستم های زمینی ژئو

 مبدأ مختصات نزدیک مرکز زمین باشد -الف

 قطب اولیه در امتداد محور دورانی زمین باشد -ب

 محور اول عبارت است از تقاطع بین صفحه اولیه و صفحه شامل نصف النهار گرینویچ -ج

 سیستم دست راستی باشد -د

 روشن و بدون ابهام است ولی سه شرط اولیه بطوریکه خواهیم دید چنین نیستند.« د»شرط 

                                                             
18 squares estimation-Least 
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 دورانی زمین و نصف النهار گرینویچ و سپس درباره مرکز زمین بحث خواهیم کرد. ما ابتدا در مسائل مربوط به محور

 حرکات قطبی و دوران نامنظم زمین      -1-1-2

کنواخت دوران می کند در حالیکه نه محور دوران و نه زمان حول محور ثابتی با سرعت و زمان یمعمولا تصور می شود که زمین 

 یکنواخت نیستند.یک دوران هیچکدام ثابت و 

سطح زمین حرکت می کند، می گذرد. ین حرکت  70بیش از  سبت به  شف این مطلب که امتداد محور دورانی زمین ن سال از ک

قطب بیشتر به این دلیل است که محور دورانی زمین و محور حداکثر اینرشیای آن برهم عمود منطبق نیستند. مسیر این حرکت 

شمال(ه ای غیر منظم ولی کم و بیش دایر ست )البته از منظر  ساعت ا متر با  5. دامنه این حرکت و در جهت حرکت عقربه های 

بطور منظم  BIHو دیگری بنام  IPMSدو سففازمان بین المللی یکی بنام نامیده می شففود. 19ه این دوره چندلرروز ک 430دوره 

 BIHاز پنج ایستگاه واقع بر یک عرض جغرافیایی  IPMSحرکت را با استفاده از مشاهدات نجومی اندازه گیری می نمایند.  این

 از چهل ایستگاه که در نقاط مختلف دنیا تأسیس کرده اند این اندازه گیری ها را انجام می دهند.

صات نقطه  شود. مرجع و مبدأ این مخت شر می  صات حقیقی محور دورانی منت شاهدات، بعنوان مخت نتایج این اندازه گیری ها و م

 Conventional( نامیده می شفففود و از سفففه حرف اول کلمات تشفففکیل دهنده جمله CIOبطور اختصفففار ) ای اسفففت که

International Origin  است.  1900-1905تشکیل شده است. این نقطه متوسط موقعیت محور دورانی زمین بین سال های

 می دهد. که بوسیله این دو سازمان تعیین شده نشان 1969حرکت قطب ر در سال  2-1شکل 

 

 )حرکت قطبی( 2-1شکل 

                                                             
19 chandler 
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ست. مهمترین  شد البته این حرکات غیر منظم غیر از حرکت قطب ا شف  سال قبل نامنظمی هایی در دوران زمین ک حدود چهل 

ت و بیش تکرار آن قابل ثبت اس و کمت که خود آن ملول جزر و مد زمین می باشد این حرکات نامنظم تغییرات فصلی اسعامل 

سال می  15و باعث ایجاد جابجایی تا حدود  سبت به نقطه ای که بطور یکنواخت دوران می کند در طول یک  شدمتر ن شکلبا ( 

2-2.) 

ستگاه ترانزیت در گرینویچ( بعلت این تغییرات و  صفحه گذرنده بر محور دورانی زمین و مرکز د صف النهار گرینویچ ) ساناتنن  و

رای رفع این اشکال یک نصف النهار صفر فرضی که بطور یکنواخت دوران کند بوسیله ب صلی بطور یکنواخت دوران نمی کند وف

BIH  صلی را سته اند اثرات حرکت قطبی و تغییرات ف صف النهار تاکنون فقط توان شود. البته در تعیین این ن سال تعریف می  هر 

 یا نصف النهار متوسط نجومی گرینویچ نامیده می شود. 20 مشاهدات دخالت دهند. این نصف النهار محل متوسط

 

  2-2شکل 

 )موقعیت نقطه ای که بطور یکنواخت روی محیط استوا حرکت می کند منهای موقعیت واقعی آن نقطه روی محیط استوا(

 (Average and Instantaneous Terrestrial Systems) سیستم های زمینی متوسط و لحظه ای      -2-1-2

 ( و مشخصات آن به شرح زیر است:2-3( سیستم مختصات ایده آل ژئودزی است )شکل .A.Tسیستم زمینی متوسط ) -

 مبدأ آن مرکز ثقل زمین است -الف

، صفففحه اولیه صفففحه ای اسففت عمود بر قطب اولیه و گذرنده بر مرکز ثقل  CIOقطب اولیه در جهت و سففوی  -ب

 است.زمین )صفحه استوای متوسط( 

ست گذرنده بر قطب اولیه و نصف النهار متوسط گرینویچ ، محل برخورد این دو صفحه  -ج صفحه ثانویه صفحه ای ا

 قطب اولیه یا محور اول است.

 سیستم دست راستی است. -د

                                                             
20 Mean observatory 
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, کارتزیننشففان می دهیم برحسففب مختصففات  iR که با i می توان بردار وضففعیت یک نقطه ای مانند ,x y z  به شففکل زیر

 تعریف نمود:

(1-2)                                                                                                                       

. .

i

A T

x

R y

z

 
 


 
  

 

 

 )سیستم های مختصات زمینی و ژئودتیک( 2-3شکل 

 با مشخصات زیر تعریف می شود: (.I.Tسیستم زمینی لحظه ای ) -

 مبدأ مرکز ثقل زمین است -الف

 دوران زمین است 21قطب اولیه بسوی محور حقیقی یا لحظه ای -ب

محور اول محل تقاطع صفحه اولیه و صفحه گذرنده بر محور حقیقی دوران و نصف النهار متوسط نجومی گرینویچ  -ج

 است.

 راستی است سیستم دست -د

ر دورانی اولیه آنها محومشخصه اصلی این دو سیستم این است که آنها ژئوسنتریک هستند و مبدأ آنها مرکز ثقل زمین و قطب 

 زمین است.

توسط با را می توان به مختصات م بوسیله ماتریس های دورانی، مختصات یک نقطه نسبت به سیستم مختصات زمینی لحظه ای

 :(2-4)شکل یر تبدیل نموداستفاده از رابطه ز

                                                             
21 nstantaneousi 
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(2-2)                                                                                    
2 1

. . . .

( x ) R ( y )P P

A T I T

x x

y R y

z z

   
   

  
   
      

  

 

 )تبدیل از سیستم لحظه ای به سیستم متوسط زمینی( 2-4شکل 

x) فوق رابطه در , y )P P  و ماتریس های دورانی عبارتند از:بر حسب ثانیه کمانی 

  دوران در جهت حرکت عقربه های ساعت )منفی( حول محورx 1       ها

0 01

cos( y )( y ) sin( y )0

cos( y )0 sin( y )

PP P

PP

R

 
 

  
 
   

  

  دوران در جهت حرکت عقربه های ساعت )منفی( حول محورy 1    ها

sin( y )cos( y ) 0

( y ) 00 1

cos( y )sin( y ) 0

PP

P

PP

R

  
 

 
 
  

 

 ای را می توان با فرمول زیر محاسبه نمود:رابطه معکوس، یعنی تبدیل مختصات زمینی متوسط به لحظه 

1

2 1

I. . A. .

[ ( x ) R ( y )]P P

T T

x x

y R y

z z



   
   

  
   
      

 

 و بعلت خاصیت تعامد ماتریس های دورانی عبارتند از:

1( ) ( ) ( )TR R R       

 بنابراین خواهیم داشت:

(3-2)                                                                                          1 2

I. . A. .

R (y ) (x )P P

T T

x x

y R y

z z

   
   


   
      
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 سیستم های ژئودتیک       -3-1-2

سیستمی Gسیستم مختصات ژئودتیک ) ست( بر حسب مختصات کارتزین  سه محور آن منطبق و یا به موازات محورهای  ا که 

 (.2-3سیستم مختصات زمینی متوسط باشد)شکل 

بی سیستم ژئوسنتریک و در حالت توازی سیستم ما یک سیستم نستطابق سیستم ها، سیستم مختصات ژئودتیک یک در حالت 

 : datumبوسیله عوامل بردار انتقال خواهد بود. در حالت دوم ارتباط سیستم مختصات نسبی و سیستم مختصات متوسط 

0

0 0

0

x

r y

z

 
 


 
  

   

 تأمین می شود . بر حسب معادلات برداری این رابطه بصورت زیر بیان می شود:

                                                                                                                         0i iR r r    

 نسبت به سیستم ژئودتیک است و بصورت برداری به شکل زیر نوشته می شود: iبردار وضعیت نقطه  ir که در این معادله

0

0

0

i

G

x

r y

z

 
 


 
  

 

 فوق در فرم برداری بصورت زیر خواهد بود: معادلهنسبت به سیستم متوسط می باشد، بنابراین  iبردار وضعیت  iR و

(4-2)                                                                                                        

0

0

0. .A T G

x x x

y y y

z z z

     
     

 
     
          

 

توضیح داده خواهد شد ولی قبل از آن لازم است در اینجا مروری  2-3ژئودتیک در بخش جزئیات بیشتر در مورد سیستم نسبی 

 بر رابطه بین مختصات کارتزین و منحنی الخط شود.

 رابطه بین مختصات کارتزین و منحنی الخط     -2-2

دهیم  سه را شرح میزین و منحنی الخط )عرض، طول و ارتفاع( یک نقطه واقع بر بیضوی مقایدر این بخش ابتدا مختصات کارت

صات ژئودتیک  شده و درآخر در مورد تبدیل از مخت سب عرض های مختلف تعیین  ضعیت بر ح سپس بردار و )و  , , h)   به

(x, y,z) .و بالعکس بحث خواهد شد 

 مختصات کارتزین و منحنی الخط یک نقطه روی بیضوی مقایسه       -1-2-2

ه از دوران یک بیضی حول محور اقصرش کبیضوی که در ژئودزی بعنوان سطح مقایسه بکار می رود یک بیضوی دورانی است 

 نشان داده می شود: 22f و میزان مسطح بودن آن با a آمده باشد. قطر اطول این بیضی با ( پدید2-5)شکل 

                                                             
22 flattening 
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(5-2)                                                                                                                            
a b

f
a


  

 ترهای مشخص بیضوی هستند.این عوامل پارام

از مرکزیت هسففتند که به ترتیب زیر تعریف می دیگر پارامترهای مفید برای مشففخص نمودن یک بیضففوی اولین و دومین خارج 

 شوند:

(6-2)                                                                                      
2 2

2

2

a b
e

a


 → اولین خارج از مرکزیت 

(7-2)                                                                                     
2 2

2

2

a b
e

b


 → دومین خارج از مرکزیت 

 

 )بیضوی مقایسه( 2-5شکل 

 طوریکه :بیک سیستم مختصات کارتزین سیستمی است که برای تعیین مختصات نقاط واقع بر بیضوی مقایسه بکار می رود 

 مبدأ مختصات این سیستم مرکز بیضوی است -الف

( سیستم نصف قطر اقصر بیضوی بوده و صفحه اول عمود بر قطب اولیه است و صفحه استوا نامیده می zقطب اولیه )محور  -ب

 شود.

ه نصف شود. صفحهر صفحه ای که شامل نصف قطر اقصر بوده و سطح بیضوی را قطع نماید صفحه نصف النهار نامیده می  -ج

( عبارت است از xالنهار مخصوصی که بعنوان صفحه ثانویه انتخاب شده نصف النهار گرینویچ نامیده می شود. قطب دوم)محور 

 و صفحه نصف النهار گرینویچ استوامحل برخورد صفحه 

ستyمحور  -د ستی بوده و این محور در صفحه ا سیستم مختصات دست را شود که  درجه در خلاف  90وا ها طوری انتخاب می 

 ها فاصله داشته باشد. xجهت حرکت عقربه های ساعت با محور 
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                                                                                           مففعففادلففه ایففن بففیضففففوی)در فففرمففول بففرداری( بففر حسففففب مففخففتصففففات کففارتففزیففن بصففففورت : 

(8-2)                                                                                                                          1T

Ex s x      

] در این فرمول ]Tx x y z  (2-9)     و  

2

2

2

1
0 0

1
0 0

1
0 0

E

a

s
a

b

 
 
 
 
 
 
 
  

فرمول بیضفففوی را اسفففت و یا می توان       

 بصورت زیر نوشت:

(10-2)                                                                                                               
2 2 2

2 2
1

x y z

a b


    

ضوی در آن نقطه است و در صفحه درجه بین صفحه استوا و قائم بر بی 90یک نقطه فاصله زاویه ای کمتر از  23عرض ژئودتیک

نصف النهار گذرنده بر آن نقطه اندازه گیری می شود. خط عمود بر سطح بیضوی در یک نقطه قائم بر بیضوی در آن نقطه نامیده 

شد با  ضی که بطریق فوق تعریف  شود. عر صل یک نقطه از  می  شود. زاویه بین خطوط وا شان داده می  ضوی و مرکز ن بی

ه بیشتر بعنوان نشان داده می شود. عرض دیگری نیز ک  آن نقطه نامیده شده و با 24بیضی با صفحه استوا عرض ژئوسنتریک

 (.2-6)شکل  می شود نشان داده  آن استفاده می شود و عرض تبدیل یافته نامیده می شود که بایک تسهیل ریاضی از 

 

 )عرض های مختلف( 2-6شکل 

                                                             
23 Geodetic Latitude 
24 Geocentric Latitude 
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ساعت بین صفحه نصف النهار گرینویچ 25طول جغرافیایی صله زاویه در جهت خلاف حرکت عقربه های  یک نقطه بر بیضوی، فا

 .(2-5)شکل نشان می دهند  که با و نصف النهار گذرنده بر آن نقطه است

 

 )خط مماس بر بیضی نصف النهار( 2-7شکل 

ضوی از آن نقطه اندازه گیری می  ضوی که در طول قائم بر بی صله خطی بالای بی ست از فا ضوی یک نقطه عبارت ا ارتفاع از بی

 (.2-8شود)شکل 

 

 )نقطه ای واقع در بالای بیضوی مقایسه( 2-8شکل 

 بردار وضعیت بر حسب عرض ژدودتیک       -2-2-2

صات  Pنقطه ای مانند  ضوی در نظر می گیریم. مخت سطح بی صف  Pروی  صفحه ن ستم که محور اول آن در  سی سبت به یک  ن

 و با Pالنهار نقطه 
*x :نشان داده شده باشد بصورت زیر خواهد بود 

                                                             
25 Longitude 
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*

0

x

r

z

 
 

  
 
 

  

ضوی در  ضوی در نقطه  Pو گذرنده بر  Pصفحه عمود بر قائم بر بی شکل  Pصفحه مماس بر بی شود. از  شیب  2-7نامیده می 

 صفحه مماس عبارت است از:

(12-2)                                                                                                
*

cos
tan(90 )

sin

dz

dx






     

 بدست آورد: زیر دله بیضی نصف النهار هم به ترتیبشیب را می توان همچنین از معا

* 2 2

2 2

( )
1

x z

a b
                                                                                                                         )2-13(  

 و یا

(14-2)                                                                                                       
2 * 2 2 2 2 2(x )b a z a b   

(15-2)                                                                                                                            2 * * 22 2 0b x dx a zdz  

(16-2)                                                                                                                        
2 *

* 2

dz b x

dx a z
   

 از دو  معادله شیب که در بالا ذکر شد خواهیم داشت:

(17-2)                                                                                                                        
2 *

2

cos

sin

b x

a z




  

                                                                                                (2-18و یا  )
2 * 2.sin .cosb x a z   

 دله فوق بصورت زیر خواهد بود:اکه بعد از مربع کردن مع

(19-2)                                                                                                4 * 2 2 4 2 2( ) .sin .cosb x a z  

 را می توان به فرم ماتریسی و به شکل زیر نوشت: 2-19و  2-14دلات امع

(20-2)                                                                          
4 2 4 2 * 2

2 22 2 2

0.sin .cos ( )b a x

a bb a z

      
     
    

 

 :معکوس ماتریس اول عبارت است از

2 4 2

2 2 2 2 2 2 2 4 2

.cos1

(a .cos b .sin ) .sin

a a

a b b b



  

 
 

  
  

 ... ناقص
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2

2

cos cos cos cos

cos sin cos sin

sin
sin

i

x

r y N h

z b

a

   

   




 
    
    

      
        
  

  

  و یا

(31-2)                                                                                           
2

2

(N H)cos cos

(N H)cos sin

( )sin

i

x

r y

z b
N h

a

 

 



 
  
  

    
     
  

 

ست که  ضح ا ست  r برداروا ضوی ا صاتی که مبدأ آن مرکز بی ستم مخت سی سبت به  ضعیت نقطه ای را ن در معادله فوق بردار و

مشخص می کند. اگر این بیضوی یک سیستم ژئودتیک نسبی را تعریف کند عموما مرکز آن منطبق بر مرکز ثقل زمین نخواهد 

ضعیت نقطه ای  ستمبود. برای تعیین بردار و سی سبت به  . ن .A T  ستم ژئودتیک سی سبت به یک  ضعیت آن ن در حالیکه بردار و

 نسبی درست است با استفاده از رابطه زیر خواهیم داشت:

0

. . 0

0

( ) ( )i A T i G

x

r y r

z

 
 

 
 
  

  

(32-2)                                                                       
0

. . 0

2
0

2

(N H)cos cos

( ) (N H)cos sin

( )sin

i A T

x x

r y y

z z b
N h

a

 

 



 
    
    

       
         
  

 

) دله فرمول عمومی تبدیل از مختصات ژئودتیک نسبیااین مع ,h, )  به مختصات زمینی متوسط (x, y,z) را در حالیکه  

,a b 0 و عوامل انتقال 0 0, ,x y z .در دست باشند بیان می کند 

 تبدیل از مختصات کارتزین زمینی متوسط به مختصات ژئودتیک:      -3-2-2

سیار مهم تبدیل معکوس معادله  ست یعنی  2-32یک تبدیل ب سط حالتی کها صات زمینی متو ,x) در آن مخت y,z)  و عوامل

0  انتقال 0 0( , , )x y z و اندازه بیضوی (a,b) داده شده اند و می خواهیم مختصات ژئودتیک نسبی ( ,h, ) .را تعیین کنیم 

 داریم: 2-32 معادلهابتدا مبدأ مختصات را از مرکز ثقل زمین به مرکز بیضوی انتقال می دهیم. از 

(33-2)                                                                                                         
0

0

0. .G A T

x x x

y y y

z z z

     
     

 
     
          
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 طول ژئودتیک را می توان مستقیما از فرمول زیر حساب نمود:

(34-2)                                                                                                                           1tan
y

x
   

 داریم: 2-22از معادله ،   تابعی است از N محاسبه عرض ژئودتیک و ارتفاع مشکل تر از طول ژئودتیک است. زیرا

(35-2)                                                                                                     
12

2 2 2
2

(cos sin )

a
N

b

a
 





  

 محاسبات زیر را به ترتیب انجام می دهیم: h, برای محاسبه

(36-2)                                                                                                                             
2

2

2
1

b
e

a
   

(37-2)                                                                                                                    
1

2 2 2(x y )P   

 و یا

(38-2)                                                                                                                       
cos

P
h N


  

 داریم: 2-21دله اهمچنین از مع

2 2 2
2

2 2
z ( )sin (N N h)sin (N h e N)sin

b a b
N h

a a
  


        

 بنابراین:

(39-2)                                                                         

2 2(N h e N)sin e N
tan .(1 )

(N h)cos N h

z

P






 
  

 
  

یق بطررا از دو راه محاسبه کرد. یکی از طریق تکرار و دیگری بطور مستقیم. برای محاسبه   با استفاده از این فرمول می توان

 استفاده می شود: 2-19تکرار از فرمول 

2
1 1e N

tan [( )(1 ) ]
N h

z

P
   


 

 کامپیوتر مقادیر اولیه را به ترتیب زیر معرفی می نماییم: برای شروع تکرار در 

0

1 1

2 2 2 2 2
0

2
1 1

(x y z ) (ab)

e N
tan [( )(1 ) ]

N h

N a

h

z

P
  



   

 


  

 شماره تکرار است استفاده می کنیم: i های بعدی از فرمول زیر که در آن و برای تکرار
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12
2 2 2

1 12

1

2
1 1

(cos sin )

cos

e N
tan [( )(1 ) ]

N h

i

i i

i i

i

i
i

i i

a
N

b

a

P
h N

z

P

 





 



 





 

 


 

 این تکرارها تا رسیدن به حد دقتی که بستگی به کامپیوتر دارد ادامه می یابد یعنی تا حدی که:

1

1

( ) a

( )

i i

i i

h h 

  





 

 
  

 حذف نمود و 2-38را با استفاده از معادله  hمی توانیم  2-39با مراجعه به معادله 
z

p
 کنیم:را تعیین  

2 cos
tan (1 )

z e N

p P


   

                                                                                                          و یا
2tan sinP z e N   

 در معادله بالا خواهیم داشت: 2-35 معادلهاز  N است. با جایگزین کردن  در این معادله تنها مجهول

2

12
2 2 2

2

. sin
tan

(cos sin )

a e
P z

b

a




 

 



 

 داریم: cos که پس از تقسیم صورت و مخرج کسر فوق بر

2

12
2 2 2

2

. sin
tan

(cos sin )

a e
P z

b

a




 

 



 

                                                                          و یا

1

2 2 22( tan )(1 (1 e ) tan ) tanP z ae      

                                                   و یا

1

2 2 2 2 4 22

2 4 3 2 2

2

( tan 2 tan )(1 (1 e ) tan ) tan

2 tan
tan 2 tan ( z ) tan ? 0

1

P Pz z a e

Pz
P Pz

e

   


   

    

    


 

                                                                                                                    که در آن:
2 2 4

2(1 e )

P a e






  

ست از درجه  سب  4این رابطه معادله ای ا ستند. برنامه ای که برای این روش تعیین tan برح ضرائب آن معلوم ه  که تمام 

  از نظر زمانی نسبت به روش تکراری سریع تر عمل نموده است. %25با استفاده از کامپیوتر نوشته شده 
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 26سطوح مختصات ژئودتیک        -3-2

 ای تعیین فرم زمین می توان دو نوع طبقه بندی در نظر گرفت: رب

 شکل طبیعی زمین  -1

 شکل هندسی نزدیک به فرم واقعی زمین -2

سطح  سطح اقیانوس ها و دیگری  ضمام  ست: یکی به فرم طبیعی یا توپوگرافیک زمین با ان شکل طبیعی زمین خود بر دو نوع ا

به فرم زمین و یا  (. در مورد شکل هندسی نزدیک2-9کل منطبق است بر سطح ایده آل اقیانوس ها )ژئوئید( )شهم پتانسیل که 

 قسمتی از آن است توضیح بیشتری در این قسمت لازم است. 2فرم غیر طبیعی زمین که موضوع درس ژئودزی 

 

 )مقطع نصف النهاری زمین( 2-9شکل 

ست   ست ) 27برای تعیین این فرم انجام گیرد به اندازه گیری های کنترلاندازه گیری هایی که لازم ا سوم ا ازه دمثال ان برایمو

و نقاطی که این اندازه گیری روی آنها انجام می گیرند نقاط کنترل نامیده می شففود. پس    (دقیق تراز یابیگیری طول ها، زوایا و 

بکار می روند. 28موجود بین نقاط کنترل در محاسباتی بنام تعدیل شبکهاین مشاهدات، آنها را برای تعیین روابط هندسی از انجام 

نامیده می شوند. 29ها و محاسبات بیشتر اتصال دارند نقاط تکثیر یافتهیله اندازه گیری نقاط دیگری که به شبکه نقاط کنترل بوس

  داگانه از اندازه گیری های افقی و شبکهاز طریق کلاسیک، اندازه گیری های قائم و شبکه ها و محاسبات مربوط به آنها بطور ج

                                                             
26 Geodetic Datum's 
27 Control measurement 
2828 Network adjustment 
29 densified 
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سبات آنها انجام می گیرد  سه بعدی لکنها و محا شود می توان تمام اندازه گیری 30از روش  سال های اخیر بکار برده می  که در 

 ها و محاسبات قائم و افقی را یکی انجام داد.

سبت به ی شبکه های مربوطه ن قائم که همان ژئوئید  datumک سطح مختصات یا در روش کلاسیک اندازه گیری های قائم و 

دو سفطح طبیعی که ابتدای این  بجایاسفت انجام می شفود ولی برای اندازه گیری های افقی و شفبکه های آن سفطح سفومی 

ضوی  ست و همان بی ضی( زمین ا صرفا ریا سطح یک فرم غیر طبیعی )یعنی  شود. این  شد در نظر گرفته می  سمت تعریف  ق

دورانی می باشففد که در قسففمت های قبل راجع به آن بحث شففد. دلیل اینکه یک شففکل ریاضففی نظیر بیضففوی بعنوان سففطح 

 ، سهولت محاسبات لازم برای تعدیل شبکه ها و تکثیر نقاط است.در نظر می گیریم 31 مختصات افقی

واضح است که به علت عدم تطابق سطح مختصات افقی با ژئوئید لازم است تصحیحاتی به محاسبات اعمال شود ولی می توان 

شد  ضوی را طوری انتخاب نمود که به اندازه کافی به ژئوئید نزدیک با صحیحات  یعنیبی ض نمود و را خطی فرتا حدی که این ت

شکل شد ) شده با ضوی ای که به خوبی انتخاب  صورت امکان بتوان آنها را نادیده گرفت. برای بی ا جدایی ی اختلاف(       یا در 

 5در هر نقطه ای کمتر از  (32متر و اختلاف بین قائم های بر بیضوی و ژئوئید )انحراف قائم 100بین آن و ژئوئید همواره کمتر از 

دقیقه تجاوز خواهد کرد. برای معرفی یک بیضففوی مختصففات جدید باید مراحل مختلفی از  1واهد بود و بسففیار ندرتا از ثانیه خ

سمت های بعدی  سبات را انجام داد که در ق شود که  آنها در موردعملیات و محا ست گفته  شد ولی در اینجا لازم ا بحث خواهد 

ازه ید به این بیضوی نسبت داده شود بنابراین قبل از آغاز محاسبات شبکه، اندشبکه کنترل افقی )یعنی مختصات نقاط شبکه( با

 گیری های نقاط کنترل باید تبدیل به سطح این بیضوی گردد.

 (datum position parametersپارامترهای مشخص کننده وضعیت سطح مختصات )       -1-3-2

شک ستی  صات بای سطح مخت ضوی بعنوان یک  ل و اندازه آن را تعیین نمود)معمولا این کار با در نظر گرفتن برای ایجاد یک بی

مقادیری برای نصف قطر اطول و فشردگی بیضوی انجام می گیرد( و همچنین باید وضعیت این بیضوی نسبت به زمین مشخص 

سطح ژئوئید در ست که با تقریب کافی به  صه ا شخ شد دارای این م شده با ضوی که به خوبی تعیین  نطقه ای که م شود. یک بی

ری جهت تعیین وضفففعیت بیضفففوی نسفففبت می دهیم ود. پارامترهایی که به آنها مقادیشفففبکه در آن قرار دارد نزدیک خواهد ب

 پارامترهای وضعیت سطح مختصات گوییم.

ر و سدر فضای سه بعدی هر شکلی دارای شش درجه آزادی است. یعنی شش راه وجود دارد که این شکل )در حالتی که ما با آن 

کار داریم این شکل بیضوی است( نسبت به یک شکل ثابت )در ژئودزی زمین شکل ثابت است( موقعیتش می تواند تغییر نماید 

 بایستی معین شوند. datumبنابراین شش پارامتر در تعیین وضعیت یک 

سه بعدی کارتزین که یکی به زمین و دیگ ستم  سی ست که دو  سدله این ا سی این م ضوی مربوراه دیگر برر شند در ری به بی ط با

این دو سففیسففتم عموما منطبق نیسففتند و محورهای مختصففات آنها نیز به موازات هم نخواهند بود  مبدأ هاینظر گرفته شففوند. 

ته از محورهای مبدأ دیگر و وضعیت یک دسبنابراین برای تبدیل یک سیستم به سیستم دیگر بایستی محل یک مبدأ نسبت به 

دسته دیگر مشخص گردد یعنی سه مختصات و سه دوران که جمعا شش پارامتر می شوند باید تعیین شوند.  مختصات نسبت به

شاره شد و مقادیری که برای آنها تعیین می شوند مشخص  این شش پارامتر همان شش درجه آزادی هستند که در بالا به آنها ا

 می نامیم. datumمشخص کننده وضعیت  پارامترهایکننده وضعیت بیضوی نسبت به زمین هستند که آنها را 

                                                             
30 Three dimensional 
31 Horizontal datum 
32 Deflection of vertical 
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شوند که دو تا از آنها مربوط  datumیک  کاملبا توجه به مطالب فوق می توان گفت برای تعیین  ستی تعیین  شت پارامتر بای ه

سبت به زمین م شش پارامتر دیگر مربوط به موقعیت آن ن شردگی( و  صف قطر اطول و ف ست )ن ضوی ا شکل و اندازه بی  یبه 

 .باشند

ضعیت  پارامترهایعملا دو نوع  شخص کننده و صات  datumم ستم مخت سی ست که مبدأ های دو  وجود دارد: نوع اول این ا

سیستم را  دو مبدأ هایمربوط به بیضوی و زمین را در همسایگی و نزدیکی مرکز زمین در نظر بگیریم و نوع دیگر این است که 

 می نامند.33ماییم که این نقطه را نقطه اولیه بیضویدر نقطه ای نزدیک به سطح زمین فرض ن

ستم زمینی متوسط سی سیستم مختصات مربوط به زمین همان  صار آن را با  34در حالت اول)ژئوسنتریک(  ست که به اخت  A.T.ا

شان می دادیم و در بخش  صات ژئودتیک  2-1-2ن ستم مخت سی ضوی  صات مربوط به بی ستم مخت سی شد و  راجع به آن بحث 

باهم موازی  .A.T که در اینجا عموما فرض می کنیم که محورهای مختصففات ژئودتیک و اسففتثنااسففت با این  2-31 فرمول

شخص کننده  ستند. در این حالت پارامترهای م ضعیت نی ستم ژئودتیک  DATUMو سی صات  صات مبدأ مخت عبارتند از مخت

0 که با .A.T نسففبت به سففیسففتم 0 0, ,x y z  رجوع شففود( و سففه زاویه دوران مثلا 2-32داده می شففوند )به معادله نشففان 

1 2 3( , , )    ضعیت ست اگر و سیار مطلوب ا ستند. البته ب ستم ه سی صات دو  سته محورهای مخت که معرف زوایای بین دو د

ر زمین قطر اطول و د بیضویدر  بیضوی طوری تعیین شود که این زوایا بسیار کوچک باشند مخصوصا اگر محورهای تقارن که

 محور دورانی متوسط آن است موازی باشند.

ستم مربوط به  سی ستم نجومی محلی در نقطه اولیه و  سی صات مربوط به زمین ، یک  ستم مخت سی سنتریک(  در حالت دوم )توپو

 ح داده خواهد شد(.توضی 2-4بیضوی یک سیستم ژئودتیک محلی در همان خواهند بود )در مورد این دو سیستم در بخش 

ضیح  سطح زمین تو سایگی یک نقطه واقع بر روی  سی هم ست نکات مهمی در مورد مفهوم هند قبل از ادامه این مطلب لازم ا

نمایانگر یک صفحه نصف النهار ژئودزی در چنین نقطه ای است که البته به منظور تفهیم بهتر مسدله، در  2-10داده شود. شکل 

 با آن مواجه می شویم نمایش عملفراط شده به این معنا که اندازه زوایا و انحناء بسیار بزرگتر از آنچه که در ا مورد اندازه ی زوایا

  داده شده اند. این شکل نشان دهنده مقاطع بیضوی، ژئوئید، زمین و تعدادی سطوح هم پتانسیل مربوط به ژئوئید می باشد.

 

 

 

 

 

 

 ژئوئید()توجیه بیضوی نسبت به  2-10شکل 

 

                                                             
33 Initial point of the datum 
34 Average terrestrial 
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قطع می کند. متناظر با این قائم سفففه قائم طبیعی  Tو  Pژئوئید و زمین را به ترتیب در ، Q قائم بر بیضفففوی در نقطه ای مانند

 )طبیعی به این معنا که این قائم ها بستگی به فیزیک دارند( نیز بصورت زیر تعریف می شوند:

 T 35قائم بر سطح هم پتانسیل گذرنده بر نقطه  -1

 P 36قائم بر سطح ژئوئید در نقطه  -2

شاق -3 سطح ژئوئید و نقطه خط  سیل واقع بین  سطوح هم پتان سطوح هم  Tولی که تمام  ست که بعلت عدم توازی  عمود ا

 .37نیست مستقیمپتانسیل این خط 

ده شده ایش دنمصفحه نصف النهار ژئودتیک واقع نیستند و در این شکل تصاویر آنها در این صفحه  در هیچ یک از این سه قائم

 ولی صرف نظر کنیم این خط منطبق بر قائم اول و به موازات قائم دوم خواهد شد.است. اگر از انحنای خط شاق

. زاویه بین این خط قائم  .A.T به موازات سیستم و خطیصفحه نصف النهار نجومی، صفحه ای است گذرنده بر یکی از قائم ها 

ستمzو خط موازی با محور  سی ) عرض نجومی متمّمرا  .A.T های  ) ست با  38نقطه ساوی ا )می نامند و م )
2


زاویه . 

صف النهار گرینویچ طول نجومی صفحه ن صف النهار نجومی و  صفحه ن شده و آن را با39بین  شان می دهیم. زاویه   نامیده  ن

در صفففحه نصففف النهار   نامیده می شففود که می توان آن را به دو مفلفه40ر بیضففوی و قائم بر ژئوئید انحراف قائمبین قائم ب

در صفففحه قائم اصففلی ژئودتیک تجزیه نمود )صفففحه قائم اصففلی ژئودتیک صفففحه ای اسففت گذرنده بر قائم بر   ژئودتیک و

 بیضوی و عمود بر صفحه نصف النهار ژئودتیک(. 

 

سته مقادیر  شت و چنانچه انحنای برای طول و عرض و مفلفه های انحراف قائم خوبنابراین با زاویه دو قائم طبیعی، دو د اهیم دا

 ولی نادیده فرض شود مقادیر این دو دسته با هم برابر خواهند بود.قخط شا

سنتریک آن به موازات محورهای شود که محورهای ژئو ضوی طوری تعیین  شند یعنی A.T. اگر بی 1 با 2 3 0w w w    ،

 : خواهیم داشت

 (40-2)                                                                                                                                                        

                                                             
35 Surface gravity vertical 
36 Geoid gravity vertical 
37 Plumb line 
38 latitude-Astronomic co 
39 longitudeAstronomic  
40 Deflection of vertical 
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(41-2)                                                                                                                                        ( )cos    

) که , )  مختصات ژئودتیک مشترک نقاط , ,Q P T .است 

ضوی شده در طول قائم بر بی ضوی و ژئوئید اندازه گیری  سطوح بی صله بین  ست و با  (QP) فا شان داده  N*ارتفاع ژئوئید ا ن

ضوی شده در طول قائم بر بی ضوی و زمین، اندازه گیری  صله بین بی شود. فا ست و با (QT) می  ضوی ا شان داده  h ارتفاع بی ن

P ولین، اندازه گیری شففده در طول خط شففاقمی شففود. فاصففله بین ژئوئید و زمی T ارتفاع ارتومتریک نامیده می شففود و با H 

 ولی صرف نظر شود خواهیم داشت:رفی می شود. اگر از انحنای خط شاقمع

(42-2)                                                                                                                           *h N H    

قرار دارد و قائم بر  T و صفففحه گذرنده بر نقطه ای دیگر که به فاصففله ای از T زاویه بین صفففحه نصففف النهار ژئودتیک نقطه

) ، آزیموت ژئودتیک (QPT)بیضففوی  ) آن نقطه نسففبت به نقطه ,Q P و یا T  اسففت. زاویه بین صفففحه نصففف النهار

صفحه گذرنده بر این نقطه و قائم طبیعی متن سبت به نقاط A)( آزیموت نجومی Tاظر نقطه نجومی و  ست ن سته به  T یا P ا ب

شد. بعلت کوچک بودن زاویه انحراف قائم برای تمام نقاط اختلاف دو آزیموت  شده با اینکه کدامیک از دو قائم طبیعی بکار برده 

A     (2-43)    :نجومی و ژئودتیک        تقریبا مقداری است ثابت و مساوی است با زاویه ین صفحات نصف النهار

 ژئودتیک و نجومی.

ضعیت  ستم  datumباز می گردیم به بحث در مورد پارامترهای و سی صور کنیم مبدأ  ست که ت سنتریک، طبیعی ا در حالت توپو

باشد یعنی اینکه بیضوی از نقطه اولیه که نقطه ای یعنی روی بیضوی واقع  datumژئودتیک محلی در نقطه اولیه بر روی سطح 

طح به سففف مقادیرتریک فقط برای تبدیل می ژئودزی )دو بعدی( ارتفاع ارتومواقع بر یا بالای زمین اسفففت بگذرد. در روش معلو

ستم نجومی محلی در نقط سی صات  ست که مبدأ مخت شود. بنابراین طبیعی ا شبکه های افقی می  سبات  اولیه  هژئوئید داخل محا

چنانچه کمیت های مربوط به نقطه اولیه را با اندیس صفر نشان دهیم می توانیم بگوییم که در اینجا جهت  باشد وبر ژئوئید  واقع

* عبارتند از: مختصات ژئودتیک مبدأ سیستم نجومی محلی datumشش پارامتر وضعیت 

0 0 0( , , N )   و سه زاویه دوران لازم

0 تبدیل بین سیستم های محلی ژئودتیک و نجومی یعنی برای تعیین 0 0( , , )   . 

 datumایجاد یک       -2-3-2

یک  که می توان  یدیم  پارامتر datumد به هشفففت  قادیری  بت دادن م با نسففف 0 را  0 0 1 2 3(a,b, x , y , z , w , w , w یا  (
*

0 0 0 0 0 0(a,b, , , N , , , )      تعریف نمود لیکن نسففبت دادن مقادیری اختیاری عموما رضففایت بخش نبوده وdatum 

شرایط  شرایطی تعیین و تعریف نمود. یکی از این  سیله این طرز اختیاری مفید نخواهد بود و حتما باید آن را طبق  شده بو تعریف 

ست که  شبکه ای که  datumاین ا شد مربوط به آن  datumبا تقریب کافی در منطقه  ست به ژئوئید با تقریب کای نزدیک با ا

با  مختصففات ژئودتیک سففیسففتمبه حدی که بتوان آنها را یکسففان فرض نمود و دیگر اینکه محورهای مختصففات ژئوسففنتریک 

ستم سی صات  شند. مرحله ای که  .A.T محورهای مخت صا در مورد محورهای تقارن با صو موازی و یا نزدیک به حالت توازی مخ

 نامیده می شود.  datumبا توجه به شرایط فوق برای هشت پارامتر تعیین می شود مرحله ایجاد یک  درآن مقادیری

سنتریک یعنی datum در ایجاد یک سبت دادن مقادیری به مجموعه توپو  همواره ن
*

0 0 0 0 0 0(a,b, , , N , , , )      مطرح

0اسففت تا به مجموعه ژئوسففنتریک یعنی 0 0 1 2 3(a,b, x , y , z , w , w , w ، زیرا پارامترهای مجموعه توپوسففنتریک مسففتقیما  (

جاد  ید در تعیین و ای با که  های ژئودزی و نجومی  ندازه گیری  به ا ند  قادیر datumمربوط ا ند. می بینیم م کار رو   ب
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*

0 0 0 0 0 0(a,b, , , N , , , )     باید به روشفی تعیین شفوند که 
*(N , , )  طه اولیه نیز در نقاط دیگری از شفبکه بجز نق

  ژئوسفففنتریک اسفففت datumبا ژئوئید حفظ شفففود و یا چنانچه هدف ایجاد یک  datumمقادیر زیادی نباشفففند تا تقارب 

1 2 3 0w w w    ست که ضح ا شند. وا شد باهم موازی با شد تا دو دسته محورهای مختصات که قبلا در این مورد ذکر  با

 ژئوسففنتریک بکار می روند شففبکه های جهانی هسففتند و لازم اسففت که در این موارد tumdaشففبکه هایی که برای ایجاد یک 

0 0 0x y z 0    باشدdatum  های ژئوسنتریکdatum .های محلی نامیده می شوند 

 می توان با قرار نمودن شرط زیر صرف نظر نمود: datumاز مسدله تقارب ژئوئید و 

*

0 0 0N 0    

شرط مینیمم بودن ستی  شرایط حتما بای شت که توأم با این   البته باید توجه دا
*(N , , )   شد و اگر سایر نقاط نیز برقرار با در 

 چنین نباشد مقادیر فوق را نباید برابر با صفر فرض کرد.

* ، بدین معنی که مقادیربه دو طریق امکان دارد datumایجاد یک 

0 0 0(a,b, N , , )  را باید به طریقی انتخاب نمود که یا 

( , )  و یا 
*(N  در سرتاسر شبکه مینیمم شود یعنی اینکه یکی از دو شرط زیر برقرار باشد: (

2 2min ( )
f

s

ds   

2

,
min (N )

a f
s

ds 

 مقادیر باید دانست که
*(N , , )   هنگامی در سرتاسر شبکه در دست خواهند بود که قبلا یک شبکه تعدیل شده موجود باشد

شان دهنده طبیعت تکراری و ترمیمی  شه برای ایجاد یک  datumو این نکته ن ست یعنی همی  datumجدید از یک  datumا

در یک زمان بطوریکه بهترین و نزدیکترین  datumد بعبارت دیگر ایجاد یک موجود اسفففتفاده نموده و آن را ترمیم می نماین

موجود  datumتنها با ترمیم یک « best fitting ellipsoid»تقارب را با ژئوئید با توجه به امکانات آن زمان داشففته باشففد. 

 امکان دارد.

شرط آز سیک برای اطمینان به موازی بودن محورهای تقارن، تحمیل  سبت  لا پلاسیموت روش کلا ست یعنی ن در نقطه اولیه ا

 بطوریکه شرط زیر برقرار شود: 0دادن مقداری به 

(44-2)                                                                                                      0 0 0 0 0tanA      

آزیموت نجومی مشاهده شده است. اعمال این شرط سبب موازی بودن )دارای یک صفحه قائم بودن( دو صفحه  0A که در آن

که هر دو محور تقارن در یک صفففحه  خواهد شففدنصففف النهاری نجومی و ژئودتیک در نقطه اولیه خواهد بود و همچنین باعث 

شوند. البته برق صف النهاری واقع  صف النهاری ن صفحه ن شد که دو محور در این  شرط باعث این نخواهد  ر هم ب لزوماراری این 

شوند و برای ایجاد چنین  شرط  حالتیمنطبق  ستی  صف النهارات  لا پلاسبای صف نقاط متعدد برقرار نمود یعنی ن را در مورد ن

صل اعما شرط ژئودتیک و نجومی را در نقاط متعدد به حالت توازی در آورد. در ا سبب به م لا پلاسل و تحمیل  شتر  شاهدات بی

صحیح جابجایی ه شرط  datumای ت صر آن با محور دورانی زمین. باید توجه نمود که اعمال  شدن قطر اق شد تا موازی  خواهد 

را  datumدر سرتاسر شبکه منوط به وجود شبکه تعدیل شده ای است که این نکته مجددا طبیعت تکراری و ترمیمی  لا پلاس

 نشان می دهد.



   حمید جعفرزاده           گرد آوری از:                             

 

 

 
31 hamid73j@ymail.com 

 datumتبدیلات       -3-3-2

 datumمسدله ای که در ژئودزی غالبا مطرح می شود این است که با داشتن مختصات منحنی الخط یک ایستگاه نسبت به یک 

 دیگری خواسته می شود. datumمختصات منحنی الخط آن نسبت به 

 یر را باید در نظر داشت:دیگر دو نکته ز datumبه  datumدر تبدیل مختصات از یک 

 محل مراکز هندسی هر یک از دو بیضوی نسبت به مرکز ثقل و یا نسبت به یکدیگر باید معلوم باشد. -الف

 اختلاف در شکل و اندازه بین آن دو بایستی مشخص باشد. -ب

 است. .A.Tمعمولا فرض بر این است که محورهای دو بیضوی به موازات محورهای سیستم 

هایدو بیضفففوی  ندازه  کل و ا 1 با شففف 1 2 2(a ,b ), (a ,b 1 می گیریم )می توان نظررا در  ( 1 2 2(a , f ), (a , f ها (  که در آن

a b
f

a


 1 اسففت را بجای 1 2 2(a ,b ), (a ,b بعنوان پارامترهای معرف شففکل و اندازه در نظر گرفت( همچنین فرض می  (

 زیر تعریف شوند: بردار هایکنیم محل مراکز هندسی دو بیضوی نسبت به مرکز ثقل زمین با 

0

0 1 0

0 1

(r )

x

y

z

 
 


 
  

و   

0

0 2 0

0 2

(r )

x

y

z

 
 


 
  

 

ضوی سبت به اولین بی صات نقطه ای ن 1، فرض می کنیم مخت 1 1( , , h )   سبت به صات آن را ن شد ولی می خواهیم مخت با

2دومین بیضوی که آن را  2 2( , , h )  .می نامیم تعیین کنیم 

1 این نقطه را برحسب A.T.می توانیم مختصات  2-32با مراجعه به معادله  1 1( , , h )  :بصورت زیر بنویسیم 

(45-2)                                                                         

0 1 1 1 1

0 1 1 1 1

2
0 1. . 1

1 1 12

1

(N H )cos cos

(N H )cos sin

( )sinA T

x x

y y

z z b
N h

a

 

 



 
 

     
       
     
        

 
 

 

2 این نقطه بر حسب A.T.همچنین مختصات  2 2( , , h )  :را می توان بصورت زیر نوشت 

(46-2)                                                                         
0 2 2 2 2

0 2 2 2 2

2
0 2. . 2

2 2 22

2

(N H )cos cos

(N H )cos sin

( )sinA T

x x

y y

z z b
N h

a

 

 



 
 

     
       
     
        

 
 
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ست که تغییر  صات  datumباید دان ساوی بودن طرف اول این معادلانقطه ندارد بنابراین با توج .A.Tتاثیری در مخت ت ه به م

2 در اینصفففورت سفففه معادله با سفففه مجهولمی توان طرف های دوم آنها را مسفففاوی قرار داد که  2 2( , , h )   را برحسفففب

1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2(a ,b ,a ,b , N , N , , , , , h ,h )    .که معلومات مسدله هستند بدست خواهند آمد 

2 دو روش برای تعیین 2 2( , , h )   وجود دارد. اولین روش آن است که مطابق آنچه که در بالا گفته شد مختصات.A.T  نقطه

له  عاد 1 بر حسفففب 2-45را از م 1 1( , , h ,...)   له عاد کار بردن آن در م با ب ته و  له، 2-46یاف عاد  و معکوس نمودن این م

2 2 2( , , h )   بدست می آورند. گردیدذکر  2-2-6را با بکار بردن روس تکراری که در 

یل  به روش دیفرانسففف که  های اختلاف بین دو بیضفففوی  اسففففت وقتی موسفففومروش دوم  پارامتر که  کار می رود  ب

0 0 0( , , , , )a f x y z       وش این ر باشفند که بتوان تقریبات خطی سفری تیلور را بکار برد. برای انجام کوچکبه حدی

صات  2-32باید از معادله  سپس اختلاف بین دو  .A.Tبا توجه به ثابت بودن مخت شتق کلی گرفت و  شتق آن(، م صفر بودن م (

 نوع مختصات نقطه نسبت به دو بیضوی مختلف )مقادیر دیفرانسیلی( را مساوی با اختلاف بین دو بیضوی قرار داد.

 مطالب فوق را از نظر فرمولی بصورت زیر می توان بیان نمود:

2 1

2 1

2 1h h h

  

  



     
     

 
     
          

  

  :یعنی 2-35و با در نظر گرفتن معادله  2-32گیری از معادله که پس از مشتق 

1 12
2 2 2 2 22 2

2
(cos sin ) (cos (1 f) sin )

a a
N

b

a
   

 

  

  

 روابط دیفرانسیلی زیر بدست خواهند آمد:

(47-2)                                                                                              
0

0

0

0

x
a

y J B
f

z h

 


 


 

   
    

      
       

  

J, تریس هایکه ما B :عبارتند از 

(48-2)                                             
(M h)sin cos (N h)cos sin cos cos

(M h)sin sin (N h)cos cos cos sin

(M h)cos 0 sin

J

     

     

 

    
 

   
 
  

  

(49-2)                                                       

2

2

2 2

cos cos sin cos cos
1

cos sin sin cos sin
1

(1 f) sin ( sin 2 )sin
1

N M
a f

N MB
a f

N M N
a f

    

    

  

 
 
 

  


 
  

  
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 :که در آن 

 (50-2                                                                                           )
2

3

2 2 2 2

(1 f)

(cos (1 f) sin )

a
M

 




 

     

 و پس از حل معادله خواهیم داشت:

(51-2)                                                                                             
0

1

0

0

x
a

J y B
f

h z

 


 


 



    
     

      
         

 

 که در آن:

(52-2)                                                          1

sin sin cos
sin cos (M h)

(M h) (M h)

sin cos
0

(N h)cos (N h)cos

cos cos cos sin sin

J

  
 

 

 

    



 
   
 

 
   
 
 
 
 

  

شت که بعلت نزدیکی دو  سبب کوچکی مقادیر اختلافات می توان ماتریس های فوق را باید توجه دا ضوی یا بعبارت دیگر به  بی

شتر در م سهولت بی سبه نمود. بعلاوه برای  سیستم مختصات بطور دلخواه محا سبت به دو  سبات این ماتریس ها، می توان  ن ازحا

ستفاده نمود یعنی f,0 تقارب کروی ا N M N h M h a        سبات  2-1. جدول ست راجع به محا مثالی ا

اروپا نشان  datumرا نسبت به  (.N.A.D آمریکای شمالی  datumها و تبدیل مختصات نقطه ای نسبت به  datumتبدیل 

ست. هر دو روش تکراری  datumجدید،  datumو منظور از  (.N.A.D قدیم  datumمی دهد. در این جدول منظور از  اروپا

تایج حدود دیفرانسفففیلی در این  و ند و اختلاف بین ن متر در طول  3/0متر در عرض جغرافیایی و  4/0محاسفففبات بکار رفته ا

 متر در ارتفاع است. 2/0جغرافیایی و 
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 )مثال راجع به تبدیل دو دیتوم( 2-1جدول 

 

 سیستم های زمینی توپوسنتریک      -1-4-2

 سیستم هایی هستند که به شرح زیر تعریف می شوند:در مقدمه توضیح داده شد که سیستم های توپوسنتریک ، 

 مبدأ آنها نقطه ای است نزدیک سطح زمین -الف

 ، صفحه مماس بر زمین است در نقطه مبدأ اولیهصفحه  -ب

 محور اول نقطه شمال است -ج

 سیستم دست چپی است -د



   حمید جعفرزاده           گرد آوری از:                             

 

 

 
35 hamid73j@ymail.com 

نیاز « نسطح زمی»ر بودن عبارت بیر و تفسیدو مشخصه آخر واضح و بدون ابهام هستند ولی مشخصات اول و دوم بعلت قابل تع

ضیح دارند زیرا این عبارت می تواند  سیل زمین و  سهبه تو سطح هم پتان سطح فیزیکی زمین، دیگری  شد: یکی  شته با تعبیر دا

ه ک سوم، سطح بیضوی مقایسه. در مورد سطح فیزیکی یا واقعی زمین واضح است که نمی توان سیستم مختصاتی را تعریف نمود

سنتریک وجود دارد: یکی  صات توپو ستم مخت سی شد بنابراین عملا دو نوع  سطحی با صفحه مماس بر چنین  یکی از عوامل آن 

ستم  سی شاهدات بر روی آن انجام می گیرد و  ست در نقطه ای که م سیل ا سطح هم پتان ستمی که قطب اولیه آن قائم بر  سی

ستمی که قطب ا سی شود و دیگری  ست و به نجومی محلی نامیده می  شاهدات ا ستگاه م ضوی گذرنده بر ای ولیه آن قائم بر بی

 سیستم محلی ژئودتیک موسوم است.

 نجومی محلیمختصات سیستم        -2-4-2

 نشان داده می شود دارای مشخصات زیر می باشد: (.L.A با  یک سیستم نجومی محلی که اختصاراً

 مبدأ آن ایستگاه مشاهدات می باشد -الف

صفحه اولیه گذرنده بر نقطه مبدأ و عمود بر قائم zقطب اولیه )محور  -ب شاهدات و  ستگاه م سیل در ای سطح هم پتان ( قائم بر 

 مزبور است.

و ایستگاه مشاهدات می باشد و شمال نجومی  .A.T(، محل تلاقی صفحه اولیه و صفحه گذرنده بر قطب xمحور اول)محور -ج

 نامیده می شود.

 ( در جهتی است که سیستم مختصات دست چپی باشد.yمحور دوم)محور  -د

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 یک و ژئودتیک محلی(سیستم های ژئودت) 2-11شکل         
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 بصورت زیر خواهد بود: .L.Aنسبت به یک سیستم  kاز ایستگاهی بنام  Lبردار وضعیت نقطه مورد مشاهداتی مانند 

(54-2)                                                                             
. .

. .

cosV cos

(r ) cosV sin

sinV

kl kl

kl L A kl kl kl

klL A

x A

y r A

z

   
   

 
   
      

  

ستگاه klr در این معادله ضایی بین دو ای صله ف ست. نکته جالب و  Vklو  klA و kو  L فا به ترتیب زاویه قائم و آزیموت آنها

 klو آزیموت خط  kاسففت. به این ترتیب که اگر مختصففات نجومی نقطه  .L.Aو  A.T.مهم رابطه سففیسففتم های مختصففات 

( , ,A )k k kl   ستگاه صات ای شد می توان مخت شده با صحیح حرکت قطبی نیز به آنها اعمال  سبت به  kموجود بوده و ت را ن

 :بوسیله فرمول زیر بدست آورد .L.Aبر حسب مختصات آن نسبت به سیستم  .A.Tسیستم 

(55-2)                                                    . . 3 2 2

. . . .

(r ) R (180 ) R (90 ) Pkl A T k k

A T L A

x x

y y

z z

   
   

   
   
      

 

 که ماتریس انعکاس عبارت است از:

(56-2)                                                                                                                   2

1 0 0

0 1 0

0 0 1

P

 
 

 
 
  

  

2 ماتریس های دورانی شود وو به منظور تبدیل یک سیستم دست چپی به یک سیستم دست راستی اعمال می  3,R R  عبارتند

 از:

(57-2)                                                                            2

cos(90 ) 0 sin(90 )

0 1 0

sin(90 ) 0 cos(90 )

k k

k k

R

   
 


 
   

  

(58-2)                                                                         3

cos(180 ) sin(180 ) 0

sin(180 ) cos(180 ) 0

0 0 1

k k

k kR

  
 

   
 
  

 

 است که محورهای دو سیستم را موازی سازند.که اثر این دو دوران این 

 بصورت زیر است: 2-55معکوس تبدیل 

(59-2)                                                               1

. . 3 2 2 . .(r ) [R (180 )R (90 )P ] (r )kl L A k k kl A T

    

(60-2)                                                                     . . 2 2 3 . .(r ) P R ( 90)R ( 180)(r )kl L A k k kl A T     

شی راجع به انتقال  شت که تا این مرحله بخ شده مبدأ هایباید توجه دا ستم داده ن سی صات دو  ست. مخت ضعیت ا  اگر بردار و

. معلوم و با .A.Tنسبت به مرکز ثقل در سیستم  kایستگاه  .(R )k A T  نشان داده شود می توان بردار وضعیت کلیlR  نقطهl 

 را بصورت زیر تعیین کرد: .A.Tنسبت به مرکز ثقل در سیستم 
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(61-2)                                                                                                  . . . . . .(R ) (R ) (r )l A T k A T kl A T   

ˆ سه بردار یکه ˆ ˆ, ,x y zu u u  صات ستم مخت ستم  L.A.سی سی صات  سبت به محورهای مخت شرح  .A.Tدارای مفلفه هایی ن به 

 زیر هستند:

3 2 2

1

ˆ R (180 ) R (90 ) P 0

0

x k ku

 
 

  
 
  

  

(62-2)                                                                                                              
sin cos

ˆ sin sin

cos

xu

   
 

   
 
  

  

3 2 2

0

ˆ R (180 ) R (90 ) P 1

0

y k ku

 
 

  
 
  

 

 

(63-2)                                                                                                                       
sin

ˆ cos

0

yu

  
 

 
 
  

 

3 2 2

0

ˆ R (180 )R (90 )P 0

1

z k ku

 
 

  
 
  

 

(64-2)                                                                                                            

cos cos

ˆ cos sin

sin

zu

  
 

  
 
  

 

سیستم نجومی محلی سیستمی است که برای هر ایستگاه مشاهداتی یکه است )برخلاف سیستم ژئودتیک محلی که بعدا تعریف 

ستگاه های متعدد را می توان با یک سیستم یکسان محاسباتی به خواهد شد( و به این دلیل است که مشاهدات سه بعدی در ای

 و ... فرمول های یکه هستند(. 2-54)منظور این است که فرمول های ارائه شده برای این سیستم یعنی  رساندنتیجه 

 ژئودتیک محلیمختصات سیستم         -3-4-2

 شود با مشخصات زیر تعریف می شود:( نشان داده می L.Gبا ) یک سیستم ژئودتیک محلی که اختصاراً

مبدأ آن نقطه ای است در طول قائم بر بیضوی در نقطه مشاهدات. باید توجه داشت که این نقطه را می توان بطور اختیاری  -الف

ضوی و یا مح شاهده، محل برخورد قائم با بی شاهده انتخاب نمود ولی عملا یکی از نقاط م ضوی از نقطه م  لبر روی قائم بر بی

 ن مبدأ انتخاب می شود.تلاقی این قائم با ژئوئید بعنوا
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 می باشد. اولیهقطب اولیه ، قائم بر بیضوی و صفحه اولیه، صفحه گذرنده بر مبدأ و عمود بر قطب  -ب

 محور اول محل تقاطع صفحه اولیه و صفحه گذرنده بر قطر اقصر بیضوی مبدأ است و شمال ژئودزی نامیده می شود. -ج

 طوری انتخاب می شود که سیستم دست چپی باشد. yمحور  -د

سب زاویه بین قائم های بر  شند بر ح شترک با ستم های نجومی محلی و ژئودتیک محلی چنانچه در نقطه مبدأ م سی تبدیل بین 

 بیضوی و ژئوئید )انحراف قائم( و زاویه بین شمال های نجومی و ژئودتیک امکان دارد.

, م بر روی نصففف النهار و قائم اولیه یعنیچنانچه مفلفه های انحراف قائ  و همچنین آزیموت های ژئودتیک و نجومی یعنی 

,a A  نسبت به یک ایستگاه معلوم باشند می توان یک بردار در سیستمL.A.  را به برداری در سیستمL.G.  بوسیله معادله زیر

 تبدیل نمود:

(65-2)                                                                             .G. 3 2 1 L.A.(r ) R (A a)R ( )R ( )(r )kl L kl    

A) باید توجه داشففت که بعلت کوچک بودن زوایای ), ,a    جابجایی آنها در فرمول بالا  یعنی، مرتبه ماتریس های دورانی

A) در نقطه مبدأ برقرار شده باشد می توان در این معادله لا پلاساهمیتی ندارد. همچنین اگر شرط  )a :را از معادله 

A ( )sin tana        .جایگزین نمود 

دو نقطه برخورد قائم بر بیضوی از نقطه مشاهدات با بیضوی اگر مبدأ های مختصات در نقطه مشاهدات نباشد )یعنی در یکی از 

ضعیت شد( بنابراین مرجع بردار و شاهدات یعنی اینکه  2-61در معادله  kR یا ژئوئید با نقطه  اگرنقطه مبدأ خواهد بود نه نقطه م

سبه شود در محا x) واقع بر ژئوئید مبدأ اختیار  , y ,z )k k k از ( , , N )k k k    ضوی شود و اگر نقطه واقع بر بی ستفاده می  ا

) مبدأ مختصات باشد , ,0)k k   بکار خواهد رفت. باید توجه داشت که وقتی منطقه کوچکی از زمین بعنوان یک صفحه فرض

 .می شود در واقع یک سیستم ژئودتیک محلی در نظر گرفته شده است

ستم ژئودتیک محلی نیز روابطی  سی ستم نجومی محلی در مورد  سی برای تعیین بردار  2-54و  2-55فرمول های  مانندهمانند 

 بصورت زیر وجود دارد: l به ایستگاه مورد مشاهده kوضعیت از ایستگاه مشاهدات 

(66-2)                                                                                .G.

.G.

cosa cos

(r ) cosa sin

sina

kl kl

kl L kl kl kl

klL

x

y r

z





   
   

 
   
      

 

 و

(67-2)                                                           3 2 2

.G.

(r ) R (180 ) R (90 ) Pkl G k k

G L

x x

y y

z z

 

   
   

   
   
      

 

,a) در این معادلات , r) به ترتیب عبارتند از: ارتفاع ژئودتیک، آزیموت و طول و ( , )   .عرض و طول ژئودتیک هسفففتند

 یعنی: 2 -4بوسیله معادله ( .A.T و سیستم زمینی متوسط  (G سیستم ژئودتیک 
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0

0

0. .A T G

x x x

y y y

z z z

     
     

 
     
          

 

 به یکدیگر مربوط اند.

 یکه سه محور کارتزین در سیستم ژئودتیک محلی عبارتند از: بردار های

(a68-2)                                                                                                             
sin cos

ˆ sin sin

cos

xu

 

 



 
 

 
 
  

 

(b68-2)                                                                                                                     
sin

ˆ cos

0

yu





 
 


 
  

 

(c68-2)                                                                                                               
cos cos

ˆ cos sin

sin

zu

 

 



 
 


 
  

 

 خلاصه سیستم های زمینی -5-2

 در این بخش پنج سیستم زمینی بطور دقیق به شرح زیر تعریف و تشریح گردید:

 (.A.Tسیستم زمینی متوسط ) -1

 (I.Tسیستم زمینی لحظه ای ) -2

 (Gسیستم ژئودتیک ) -3

 (.L.Aسیستم نجومی محلی ) -4

 (.L.Gسیستم ژئودتیک محلی ) -5

شامل صفحات، قطب ها  2-2جدول  نخست سیستم های ژئوسنتریک و دو سیستم آخر توپوسنتریک می باشند.سیستم سه که 

در این بخش همچنین چهار نوع مختصات بطور دقیق  و محورهایی است که در تعریف پنج سیستم مختصات فوق بکار رفته اند.

 به شرح زیر تعریف شد:

,x)کارتزین  مختصات -1 y,z) که در تمام سیستم ها بکار می رود 

) مختصات منحنی الخط -2 , , h)  این مختصات در سیستم های ژئودتیک بکار می روند ، 

,V,A) مختصات منحنی الخط -3 r) این مختصات در سیستم های نجومی محلی بکار می روند ، 

,a) مختصات منحنی الخط -4 , r) که در سیستم های ژئودتیک محلی بکار می روند 

وی شماره حا 2-12ختصات توضیح داده شد. شکل و بالاخره در این بخش اصول تبدیلات بین این مختصات و سیستم های م

بطور خلاصه شرح داده  2-3ل دودیده و همچنین این تبدیلات در جاین تبدیلات از آنها استفاده گر تعریفمعادلاتی است که در 

 شده است.
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 )معادلات مربوط به سیستم های زمینی( 2-12شکل 

 

 )قطب ها، صفحات و محورهای مرجع که در تعریف سیستم های مختصات زمینی بکار می روند( 2-2جدول 
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 )تبدیلات بین سیستم های مختصات زمینی(2-3جدول 

 

 

 

 

 مقدمه

سه قسمت نخست این بخش مربوط خواهد بود به محاسبات مختصات ژئودتیک روی یک بیضوی. در فصل اول مروری خواهد 

ست. بعلت اینکه  ضوی و منظور از این مرور تفهیم فرمول های بعدی ا سه بی سیک بر روی  در تمامشد به هند سبات کلا محا

 بیضوی تبدیل مشاهدات ژئودتیک به سطح بیضوی لازم است یک فصل کامل به این موضوع اختصاص خواهد یافت.

سبات کلاسیک ست که به مسائل ژهندسی ژئودتیک دو مس در محا  ئودتیک مستقیم و معکوس معروفند و طرقدله مورد توجه ا

شده اند. هر یک مختلفی برای حل این مسائل وجود دارد  که عموما بعنوان فرمول های خطوط کوتاه، متوسط و بلند طبقه بندی 

 از یک از این فرمول ها دارای تقریبی یا دقتی متناسب با طول ین ایستگاه ها است.

 و در قسمت آخر این بخش محاسبات مختصات ژئودتیک در فضای سه بعدی مورد برسی قرار خواهد گرفت. ابتدا مسائل مستقیم

 معکوس و سپس دو مسدله خاص یعنی مسائل آزیموت و تقاطع در این فضا مطرح خواهند کردید.

 

 

 

 بخش دوم: محاسبات تعیین مختصات
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 بیضوی هندسه اول: قسمت

 بیضوی دورانی (1

سطح  سبات زمینی ژئودتیک ب روی این  ست محا سی به فرم زمین ا شکل هند ضوی دورانی بعنوان نزدیکترین  نظر به اینکه بی

مختلف هندسففی یک بیضففوی دورانی را تا آنجا که مربوط به ژئودزی اسففت مورد تجزیه و  می گیرد. در زیر خصففوصففیات انجام

 تحلیل قرار خواهیم داد.

 پارامترهای بیضوی -1-1

یک بیضوی دورانی نشان داده شده است. پارامترهایی که یک بیضوی دورانی)بیضوی مرجع یا مقایسه( را مشخص  1-1در شکل

 آنها پی به اندازه و شکل آن بیضوی می بریم و عبارتند از: بوسیلهکنند پارامترهایی هستند که می 

 (a نصف قطر اطول بیضوی -الف

 ( b نصف قطر اقصر بیضوی  -ب

   ( 1-1)    معادله هر منحنی نصفففف النهار بصفففورت 
2 2

2 2
1

x z

a b
       و معادله یک بیضفففوی دورانی بصفففورت (a1-1)

2 2 2

2 2
1

x y z

a b


  .است 

F, نقاط F   شکل صف النهار گذرنده بر نقاط 1-1در  ضی ن , کانون های بی , ,P E P E   صل شند. این کانون ها بفوا می با

PF, واقع اند. همچنین فواصل (O) مساوی از مرکز هندسی بیضوی PF  ف قطر اطولبا نص (a) .برابرند 

 فشردگی بیضوی با فرمول زیر تعیین می شود:

(2-1)                                                                                                                              
a b

f
a


  

 مهم دیگر یک بیضوی عبارتند از اولین و دومین خارج از مرکزیت که به ترتیب به فرمول هایدو خصوصیت 

(3-1)                                                                                                                              
2 2

2

2

a b
e

a


 

(4-1)                                                                                                                       

2 2
2

2

a b
e

b


  

 بیان می شوند.

را در نظر می گیریم. این بیضوی در  1866باشد بیضوی مقایسه کلاسیک  پارامتر هابعنوان مثالی نشان دهنده حدود بزرگی این 

 حال حاضر برای محاسبات ژئودتیک مورد استفاده قرار می گیرد:

 
63783206.4

6356583.8

a

b




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 :( 1-2و با استفاده از رابطه )

 0.00339007...f  

 بصورت که غالباً
1

f
 : 

 
1

244.97869...
f
 

 ( خواهیم داشت:1-3) و (1-4همچنین با بکار بردن فرمول های )

2

2

0.00676865...

0.00681478...

e

e



 
  

, چهار پارامتر , (| e ), fa b e  موجود بین آنها، پارامترهای اساسی برای گسترش فرمول های ژئودزی در بحث های  و روابط

 خواهند بود. آینده

 

 )بیضوی دورانی(1-1شکل 

 شعاع انحناء: -2-1

یک بیضفوی و نقطه ای اختیاری بر روی آن در نظر می گیریم. از قائم بر بیضفوی در این نقطه بی نهایت صففحه عبور می کند 

شوند مقاطع قائم می نامند. بین  ضوی ایجاد می  صفحات با رویه بی صفحات قائم و منحنی هایی را که از برخورد این  که آنها را 

این مقاطع قائم دو مقطع وجود دارد که بر هم عمودند و شعاع انحناء آنها در نقطه مزبور حداکثر و حداقل شعاع های انحنای تمام 

ستند شعاع مقاطع در آن نقطه ه شد و  صف النهار و دیگری قائم اولیه می با صلی نام دارند که یکی ن . این دو مقطع، مقاطع قائم ا

N, ب باهای انحنای آنها به ترتی M  (.1-3و  1-2نشان داده می شوند )شکل های 

شکل  صف النهار به تدریج از  1-2در  شعاع انحناء ن ستوامی بینیم که  ست و به این ترتیب این  ا به طرف قطب در حال تزاید ا

 (.1-3نکته در مورد شعاع انحناء قائم اولیه صادق است )شکل 
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 قائم اولیه و شعاع انحناء آن( )مقطع1-3شکل              )مقطع نصف النهار و شعاع انحناء آن(1-2شکل          

 شعاع انحناء نصف النهار     -1-2-1

 (1-4مقطع نصف النهاری از بیضوی دورانی با فرمول زیر را در نظر می گیریم: )شکل 

(5-1)                                                                                                                        

2 2

2 2
1

x z

a b
  

 با فرمول زیر بدست می آید: Pشعاع انحناء این منحنی در هر نقطه ای مانند 

(6-1)                                                                                                                   

3

2 2

2

2

(1 ( ) )
dz

dxM
d z

dx



 

(7-1)                                                                                                                          
2

2
.

dz x b

dx z a
   

(8-1)                                                                                                           
2 2

2 2 2
( )

dz
z x

d z b dx

dx a z



   

(a8-1)                                                                                                  
2 2 2 2

2 2 2 2
( . )

d z b x b
z

dx a z z a
   

 را می توان از رابطه زیر محاسبه نمود: Pمی بینیم که شیب خط مماس در  1-4همچنین با مراجعه به شکل 

(9-1)                                                                                                    tan(90 ) cot
dz

dx
       

 ( خواهیم داشت:1-7( و )1-9یا با مساوی قرار دادن روابط )و 

(10-1 )                                                                                                            

2

2
cot .

z b

x a
     
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                                                                                                           (a10-1) و یا 
2

2
tan .

a z

b x
    

   (b10-1)   با جایگذاری 

1

2 2(1 e )b a      ( در معادلهa10-1:خواهیم داشت  ) 

(11-1)                                                                                                                 2(1 e ) tanz x    

 ( ، رابطه زیر بدست می آید:1-11( و )b10-1با مقادیر ) 1-5از معادله  z,b بعد از جایگزین کردن

(12-1)                                                                                                                
1

2 2 2

cos

(1 e sin )

a
x









  

 خواهیم داشت: 1-11از این معادله در رابطه  xکه پس از قرار دان 

(13-1)                                                                                                            
2

1

2 2 2

(1 e )sin

(1 e sin )

a
z










 

x, جایگذاریو بالاخره با  z ( از معادلاتa8-1( و )و سفففپس با قرار دادن1-12( و )1-13( در روابط )1-7 )  
2

2
,

d z dz

dx dx
 

 بصورت زیر تعیین خواهند شد: M، مقدار  1-6بدست آمده در معادله 

(14-1)                                                                                                          
2

3

2 2 2

(1 )

(1 e sin )

a e
M








 

 است. بنابراین :  بدست آمده تنها پارامتر متغیر عرض ژئودتیک معادلهدر 

 در استوا ( 0)  :      (a14-1 )                                                                       
2(1 e )M a    

 و در قطب ( 90)   :(b14-1 )                                                                      
1

2 2(1 e )

a
M 



 

ست ضح ا سبتی که نق، خواهد بود و بطوریکه از این دو معادله وا صف النهار به ن شعاع انحناء ن صف طول  طه ای واقع بر روی ن

 اضافه می گردد.نزدیک می شود تدریجا از استوا به طرف قطب النهار 

 

 

 

 

         

 )انحناء نصف النهار( 1-4شکل             
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 شعاع انحناء قائم اولیه       -2-2-1

 :داریم 1-5از شکل 

(15-1)                                                                                                                        cos
x

N
   

                                                                                                                  (a-15و یا )
cos

N
x


  

 زیر بدست می آید: ( شعاع انحناء قائم اولیه بصورتa15( در معادله )1-12از معادله ) xبا قرار دادن 

(16-1)                                                                                                               
1

2 2 2(1 e sin )

a
N







 

 تغییر می کند:  با تغییر N بنابرایناست.  است که تنها پارامتر متغیر در رابطه فوق واضح

 در استوا ( 0)  :                                                                                                                           N a  

 و در قطب ( 90)   :(a16-1)                                                                
1

2 2(1 e )

a
N M 



 

 خواهد بود.

 یک کمیت مهم که اغلب در محاسبات ژئودزی بکار می رود شعاع انحناء گوس است که با معادله زیر تعیین می شود:

(17-1)                                                                                                                              R MN  

 محاسبه می شود دارای دقت کافی است. فوقبرای محاسبات تعیین مختصات در بسیاری از موارد شعاع متوسط که از فرمول 

شعاع انحنای دیگری که آن هم اغلب در محاسبات تعیین موقعیت بکار رفته و از آن صحبت می شود شعاع انحناء مدار در عرض 

ضوی )محور  شمال بی ست. هر مداری ار منظر قطب  شده ا شکل دایره اZجغرافیایی داده  شعاع آن با توجه به ست ی ا( به  که 

ست با  1-5شکل  صات  xبرابر ا ستم مخت سی صف النهار. بنابراین از معادله ) z-xدر  صفحه ن شعاع انحناء مدار در a15-1در   ،)

 را بصورت زیر خواهیم داشت:  جغرافیاییعرض 

(18-1)                                                                                                                        cosR N    

) از فرمول بالا به سففادگی دیده می شففود که وقتی 0)  :اسففت R N  و بنابراین R a  . قطبینو در هر یک از 

( 90)  ،cos 0 0R    می باشد. 
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 )شعاع انحناء قائم اولیه(1-5شکل 

 شعاع انحناء در یک آزیموت اختیاری       -3-2-1

شعاع های انحناء ماکزیمم و مینیمم در هر نقطه ای مانند  1-2-1و  1-2-2بطوریکه در بخش های  شد  سطح  Pدیده  واقع بر 

بیضوی دورانی در صفحات نصف النهار و قائم اولیه این نقطه قرار دارند. در بعضی از موارد در محاسبات ژئودتیک لازم است که 

صلی شعاع انحناء در صفحه ای غیر از این دو صف شکل  معلومحه ا شد ) نقطه ای در   (. مقطع قائم در آزیموتی مانند1-6م با

 نشان داده می شود و شعاع انحناء اولر نامیده می شود. R دارای شعاع انحنایی است که با Pمانند 

شکل  شعاع P، نقطه  1-6در  سطح قائم R که در آن  PP را می خواهیم تعیین کنیم بر روی    ست. باید شده ا شان داده  ن

)توجه داشت که بر روی این شکل قسمت کوچکی از سطح قائم  )ds نمایش داده شده است زیرا واضح است که آزیموت    

 این قسمت کوچک برابر است با آزیموت مقطع قائم در هر طولی.

 

 (  آزیموت)مقطع قائم در 1-6شکل 
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ضوی در این نقطه و همچنین  Pشعاع انحنای اولر در نقطه ای مانند  صفحه مماس بر بی شود که ابتدا  به این طریق تعیین می 

BB ه آن را صفحهصفحه ای به موازات این صفحه مماس ک   می نامیم رسم می شوند. مقطع صفحه اخیر با سطح بیضوی از

نشان داده شده است. چنانچه به این صفحه  1-7یک بیضی است. عامل متشکله این مسدله در شکل  Pبر بیضوی در  منظر قائم

P در نقطه  از منظر زاویه آزیموت  صو شود ب شکل نگاه  شود که  1-8رت  شد. یاد آوری می  یک بیضی  معادلهدیده خواهد 

 بصورت:

(19-1)                                                                                                                           
2 2

2 2
1

x z

a b
   

 داشت: خواهیم 1-7با مراجعه به شکل  است.

(20-1)                                                                                                                          
sin

cos

x ds

y ds








  

 بنابراین:

(21-1)                                                                                                                      
2 2 2 2

2 2

sin cos
1

ds ds

m n

 
  

  

 1-8شکل                                                   1-7شکل                            

 می توانیم بنویسیم: 1-9با استفاده از شکل 

(22-1)                                                                                                                               sin
z

c
   

                                                                                                                          (1-23) و

1

2sin

c

R

  

 ادله فوق:عبا مقایسه دو م
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(24-1)                                                                                                                                
2

2

c
z

R

  

PP چون  فاصله بسیار کوچکی است بنابراین c ds :و می توانیم بنویسیم 

(25-1)                                                                                                                                
2

2

ds
z

R

 

0 اگر  باشد ds n خواهد بود و  

(26-1)                                                                                                                                
2

2

n
z

M
 

90 ر حالتد و  ،ds m  است و 

(27-1)                                                                                                                                
2

2

m
z

M
 

 (  خواهیم داشت:1-25( و )1-27( و )1-25( ، )1-26)با ترکیب روابط 

(28-1)                                                                                                                          
2

2 ds
n M

R

  

                                                                                                                        (1-29) و
2

2 ds
m N

R

 

 با قرار دادن
2 2,n m ( معادله زیر بدست می آید:1-21در معادله ، ) 

(30-1)                                                                                                     
2 2sin cos

1
R R

N M

  
   

 که می توان آن را به شکل معادله زیر که همان شعاع انحناء اولر است نوشت:

2 2sin cos

MN
R

M N


 



 

 

 

 

 

 

 1-9شکل 
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 بیضویمنحنی های واقع بر سطح یک       -3-1

از هر دو نقطه واقع بر روی یک بیضفففوی بی نهایت خم می گذرد. بین این بی نهایت خم، دو خم در ژئودزی هندسفففی دارای 

 قائم و ژئودزیک گذرنده بر دو نقطه که در زیر شرح داده خواهند شد. ستند. این دو خم عبارتند از: مقطعاهمیت خاصی ه

 مقطع قائم     -1-3-1

صفحه قائم در نقطه ای مانند  1-2در بخش  صل از تقاطع یک  شد. حال  Pمقطع قائم بعنوان منحنی حا ضوی تعریف  با رویه بی

1 چنانچه دو نقطه 2,P P  ضوی در نظر بگیریم، خواهیم صف النهار و در عرض های مختلف بر روی یک بی غیر از واقع بر یک ن

)مقطع قائم معکوس(  1P به 2P که آن را مقطع قائم مسفففتقیم می نامیم بر مقطع قائم از 2Pبه  1P دید که مقطع قائم از

 (.1-10منطبق نیست )شکل 

1 صفحهقائم مستقیم ) مقطعصفحه قائم گذرنده بر  1 2P n P ) 1 شامل قائم بر بیضوی درP 2 و نقطهP و صفحه قائم گذرنده بر

2مقطع قائم معکوس )صفففحه 2 1P n P 2 ( شففامل قائم بر بیضففوی درP 1 و نقطهP 1 اسففت. اگر دو مقطع 2 2 1,P P P P  بر هم

شود که قائم های شند لازم می  1 منطبق با 1P n 2 و 2P n  شان یکدیگر را در نقطه ای واقع بر محور صف النهار صفحات ن در 

با این محور بر هم منطبق باشففد ولی با توجه به فرمول زیر که آن را بدون  برخورد شففاناقصففر بیضففوی قطع نمایند یعنی محل 

 اثبات می پذیریم:

(31-1)                                                                                                             
2

1

2 2 2

sin

(1 e sin )

p

n

p

ae
z









 

آن نقاط  zبا محور اقصر بیضوی که نشان دهنده  برخورد شانخواهیم دید که نقاطی که دارای عرض های مختلف هستند محل 

 نخواهند بود. منطبقاست برهم 

1 اگر دو نقطه 2,P Pدارای طول های مختلف و 
1 2p p   (1-10باشفففد )شفففکل 

1 2n nz z 1 و قائم های 1P n  2و 2P n 

1 خطوط متنافر خواهند بود ولی چنانچه دو نقطه 2,P P  شند بر یک مدار واقع با
1 2p p  ، ستقیم و معکوس بر مقاطع قائم م

1  دو نقطه شد. در حالتی که هم منطبق خواهند 2,P P  بر روی یک نصف النهار باشند قائم های این دو نقطه همدیگر را در روی

محور اقصففر قطع نمی نمایند ولی در چنین حالتی نیز مقاطع قائم مسففتقیم و معکوس بر هم منطبق خواهند بود که این صفففحه 

 نقطه می باشد.همان نصف النهار گذرنده بر دو 

 

 

 

 

 

 )مقاطع قائم مستقیم و معکوس(1-10شکل 
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با توجه به توضففیح فوق روشففن اسففت که مقاطع قائم )مقاطع قراولروی در عملیات زمینی( یک خط واحدی را بین دو نقطه در 

شکل بحالت  ستفاده از مقاطع قائم تعریف نمود. در  ضوی واحد را نمی توان با ا ست نمی دهد بنابراین یک مثلث بی می  1-11د

منطبق نیسفففت و بنابراین مرجع آزیموت  BbA بر مقطع قائم معکوس AaBیعنی Bبه  Aبینیم که مقطع قائم مسفففتقیم از 

A, ژئودتیکهای  B   سدله در مورد آزیموت های از ست و همین م و غیره نیز وجود  Cبه  Bو از  Cبه  Aمنحنی واحدی نی

 دارد.

 

 )مثلث های حاصل از مقاطع قائم دو طرفه(1-11شکل 

این اختلاف  1-12می دهیم. در شکل اکنون بطور اختصار میزان اختلاف بین مقاطع قائم مستقیم و معکوس را مورد بررسی قرار 

 نشان داده شده که اندازه آن بر حسب ثانیه با فرمول زیر )بدون اثبات( تعیین می شود:  با زاویه

(32-1)                                                                                        
12

2 2 21
( e cos sin 2 )
4

m p       

1  در این فرمول: 2

2

p p

m

 



 وs

Nm
   1و 2

2

N N
Nm


   .است 

صله 1 برای مثال چنانچه فا 2 200P P km شد و  با
12

45, 0p m   شرط ماکزیمم( ، در چنین حالتی ( 0.36  

خواهد بود. با توجه به اینکه در خطوط مثلث بندی . پیمایش ها اغلب طول ها کوچکتر از چنین طولی و همچنین احتمال وقوع 

 عموما خیلی کوچک و در بسیاری از موارد عملا قابل صرف نظر کردن می باشد.  شرایط ماکزیمم بسیار ناچیز است مقدار

 ژئودزیک     -2-3-1

ضوی تعریف و  سطح بی صله بین هر دو نقطه واقع بر  ست از منحنی یکه واحدی که بعنوان فا ژئودزیک یا خط ژئودتیک عبارت ا

تعیین می شود. یک ژئودزیک دارای این خاصیت است که در هر نقطه واقع بر آن بردار شعاع انحناء اصلی بر قائم بر بیضوی در 

1 ژئودزیک بین آن نقطه بر هم منطبق اند. 2,P P  ( کوتاهترین فاصله بین این دو نقطه است. در این شکل وضعیت 1-13)شکل

 ژئودزیک نسبت به مقاطع مستقیم و معکوس نشان داده شده است.
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ار گیرد. مطالعه قربرای توضیح ریاضی ژئودزیک لازم است معادلات دیفرانسیل خطوط ژئودتیک بر روی یک سطح دورانی مورد 

اولیه در هندسه دیفرانسیل دانسته فرض می شود. بطور کلی معادله یک سطح دورانی را می توان بصورت  در این بحث اطلاعات

 زیر نوشت:

(33-1)                                                                                                                         (x, y,z) 0F   

 معادله پارامتریک یک ژئودزیک واقع بر این سطح عبارت است از:

(34-1)                                                                                                                               
1

2

3

(s)

(s)

(s)

x f

y f

z f







 

 بر سطح عبارتند از: قائممچنین کسینوس های ه

(35-1)                                                                              
1 2 3cos ,cos ,cos

FF F

yx z

D D D
  

 

    

 که در آن:

(36-1)                                                                                                              
1

2 2 2 2(( ) ( ) ( ) )
F F F

D
x y z

  
  

  
  

 ( به ترتیب زیر بدست می آیند:1-34کسینوس های هادی قائم اصلی منحنی )

(37-1)                                                         
1 2 3

2 2 2

2 2 2
cos ,cos ,cosN N N

d x d y d z
R R R

ds ds ds
      

 شعاع انحناء اصلی سطح است. Rکه در آن 

صلی )قائم  گردیددر تعریف ژئودزیک این نکته ذکر  شعاع ا سطح منطبق بر بردار  که در هر نقطه ای از یک چنین خمی قائم بر 

 ( بر قرار خواهد شد:1-35( و )1-37اصلی( است. این خاصیت با فرض تساوی معادلات )

 (38-1)                                                                                                             
2 2 2

2 2 2

FF F

yx z

d x d y d z

ds ds ds

 

    

 ت که معادله آن را می توان بصورت:سطح مورد استفاده  بیضوی دورانی اس در ژئودزی

(39-1)                                                                                                                                     
2 2 (z) 0x y f   

 نوشت، بنابراین خواهیم داشت:

(40-1  )                                                                                      2 , 2 , (z)
F F F

x y f
x y z

  
  

  
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 معادله دیفرانسیل زیر حاصل خواهد شد: 1-38که پس از قرار دادن این مقادیر در معادله 

(41-1)                                                                                                              
2 2

2 2
0

d x d y
y x

ds ds
  

 ز انتگرال گیری خواهیم داشت:و پس ا

(42-1)                                                                                                                   ydx xdy cds   

 ثابت انتگرال گیری است. cکه 

PP ، خط1-14در شکل    یک قسمت کوچک از یک ژئودزیک واقع بر سطح بیضوی است. با معلوم بودن مختصات نمایشگر

,x) کارتزین y,z)  نقطهP می توان مختصففات نقطه ، P   را(x dx, y dy,z dz)   دانسففت زیرا ds  ، فاصففله بسففیار

P که تصفففویر Aکوچکی اسفففت. مختصفففات نقطه   بر روی صففففحه مدار در عرض ژئودتیک P :اسفففت برابر اسفففت با 

(x dx, y dy,z)  . با مدار  عاع این  با فرمول را می CPA نشفففان داده می شفففود. سفففطح مثلث rشففف (1-43)  توان 

1
(ydx xdy)

2
 .بدست آورد 

 

 1-14شکل 

PA, ضلاعی که دو ضلع کوچک و بزرگ آنبا مراجعه به هندسه تحلیلی با آنالیز برداری خواهیم دید که سطح متوازی الا CP 

 باشد از رابطه زیر حساب می شود:

^ . .sin
y dy

CP AP CP AP ydx xdy
x dx

     

محقق است. همچنین با توجه به مفروضات  1-43مساحت مثلث فوق نصف مساحت این متوازی الاضلاع است و بنابراین رابطه 

PPبالا مساحت قطر دایره  C :را می توان حساب کرد 

(44-1)                                                                                                               
1

sin
2

PP C rds    
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 بی نهایت کوچک است: dsبا توجه به اینکه 

CPA PP C  

 و بنابراین

(45-1)                                                                                                    1 1
(ydx xdy) sin

2 2
rds   

 خواهیم داشت: 1-45در  1-42و با قرار دادن 

(46-1)                                                                                                                  1
sin

2
Cds rds   

 و یا

(47-1)                                                                                                                            sinr C   

رابطه زیر که در مورد هر نقطه ای از یک ژئودزیک واقع بر یک بیضففوی دورانی  1-47در  1-18و بالاخره با اسففتفاده از معادله 

 صادق است بدست می آید:

 (48-1)                                                                                                                 cos sinN C    

شوند ولی همانطور در  سبت به یک منحنی تعریف  ستقیم و معکوس ن ست که آزیموت های م سی لازم ا سبات ژئودزی هند محا

 که قبلا نیز ذکر شد عملا مشاهدات زاویه ای نسبت به مقاطع قائم مستقیم و معکوس انجام می گیرند.

د میزان این اختلاف که بدون اثبات در اینجا ذکر خواهد شبنابراین بایستی میزان اختلاف بین ژئودزیک و مقطع قائم معین شود. 

 با رابطه:

(49-1)                                                                                                                                    



 

زاویه بین مقاطع مستقیم و معکوس بین دو نقطه   زاویه بین مقطع قائم مستقیم و ژئودزیک در هر نقطه و  تعیین می شود.

 با تفصیل بیشتری در مورد این تصحیح بحث خواهد شد. 2-1-1است. در قسمت 

ستفاده از یکی از م شده بین دو نقطه با ا شده با بکار بردن ژئودزیک همچنین فاصله حساب  قاطع قائم بین آنها با فاصله حساب 

 بین آنها اختلافی خواهد داشت که می توان آن را با رابطه زیر تعیین نمود:

(50-1)                                                                                               
4

2 4 5

12sin 2 cos
360

m

ae
s     

 کیلومتری میزان این تصففحیح تقریبا 600که برای یک طول 
69 10 m  می باشففد. واضففح اسففت که در تمام عملیاتی که در

 ژئودزی انجام می گیرد این تصحیح قابل صرف نظر کردن است.
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 1-15شکل 

 مقایسه بیضوی سطح به زمینی ژئودزیک مشاهدات تبدیل دوم: قسمت

2)  

، فواصففل و فواصففل سففمت الرأسففی( در روی سففطح زمین انجام می گیرند ولی  امتداد هاها و مشففاهدات ژئودزی ) اندازه گیری

سبات  شوند بنابراین این اندازه گیری ها باید از  موقعیتمحا سه انجام می  ضوی مقای سطح بی صات ژئودتیک بر روی  ها و مخت

شوند. در تبدیل کم سه تبدیل  ضوی مقای سطح بی ستی مورد سطح زمین به  صحیح یا تأثیر بای شده دو نوع ت شاهده  یت های م

 مطالعه قرار گیرد: یکی تأثیرات هندسی و دیگری تأثیر تغییرات حوزه ثقل زمین بر روی مشاهدات با تاثیرات فیزیکی.

سب شتن کمیت های محا شت که این تبدیلات را می توان بالعکس نیز انجام داد بدین معنی که با دا شباید توجه دا ده بر روی ه 

 بیضوی )مثلا فواصل( می توان آن ها را به کمیت هایی واقع بر سطح زمین تبدیل نمود.

 و یا زوایای افقی امتداد هاتبدیل  -1-2

سعی می  شوند  شاهده می  سطح زمین م ستگاهوقتی امتدادهایی بر روی  شدن  شود د شود. مفهوم علمی تراز  تدودولیت تراز 

دستگاه این است که محور قائم آن منطبق بر بردار ثقل ایستگاه مشاهدات باشد. از طرف دیگر می دانیم که این بردار منطبق بر 

ر روی باشففی از تأثیر فیزیک زمین ام می گیرد نیسففت، این اختلاف که نقائم بر بیضففوی که محاسففبات ژئودزی بر روی آن انج

صحیح  شد همان ت شاهدات می با شاهدات اعمال نمود تا  انحرافم ستی به م ست که آن را تاثیر فیزیکی می نامیم که بای قائم ا

 قائم بر سطح هم پتانسیل در ایستگاه مشاهدات تبدیل به قائم بر بیضوی در آن نقطه شود.

شی از تأثیرات  شد نا شاره  صحیحات دیگر، همانگونه که در بالا ا ستند. این ت ضوی ه سه بی شند که معلول هند سی می با هند

صحیحات بر دو صحیح به علت ارتفاع نقنو ت ضویسطکه علت آن متنافر بودن قائم های بر  طه مورد قراولرویع اند: یکی ت  ح بی

 ست.ادر نقاط مختلف آن است و تصحیح متنافر قائم ها نامیده می شود و دیگری تصحیح تبدیل مقطع قائم به ژئودزیک 
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 تصحیح به علت تنافر قائم ها      -1-1-2

آن بر روی  تصففویر قائم 2P نقطه مورد مشففاهده و 2p بر روی بیضففوی و 1p تصففویر قائم نقطه زمینی 1P ،1-2در شففکل 

Q, محور دورانی بیضففوی را در نقاط2pو 1p ر بیضففوی در نقاطبیضففوی اسففت. قائم های ب R 2 قطع نموده اند. خطQP  را

سم نموده و آن را تا  2 امتداد می دهیم بطوریکه 2pر 2 2P p h ( 2شودh 2 ارتفاع نقطهp .)ست ضوی ا سطح بی  1PC از 

2CP بطوریکه 1P مداری اسفففت به عرض ژئودزیک نقطه   (1اختلاف بین عرض های ژئودزیک نقاطP 2 وP 

21 . با توجه به این فرضیات می توان نتیجه گرفت که مقدار تصحیح برابر است با(است
1 2

sina
p p

L
 (L فاصله بین دو ایستگاه

1p 2 وp شت که علت دخالت عامل ست(. باید توجه دا ست که نقطه 21sina ا صحیح این ا 2p در این ت   صف صفحه ن در 

2QPزاویه . 41واقع اسففت 2pالنهاری نقطه  R را  نامیده و خط QC 2 را رسففم نموده و محل برخورد آن را باP R  ،D 

سط انحناء بین نقاط 2DP می نامیم. بنابراین می توان گفت شعاع متو ست با  C,2 تقریبا برابر ا P  زیرا .D  مرکز انحناء کمان

نامیم می  1N را 1P و شعاع انحناء مقطع قائم اولیه دو نقطه Mm  متوسط بامی باشد. این شعاع انحناء  2CP نصف النهاری

 بنابراین خواهیم داشت:

(1-2)                                                                                                                      1DQ N Mm   

 خواهیم داشت: 2DQP بنابراین از مثلث

DQ Mm

 
  

N)1                                                                                                         (2-2و یا ) Mm)

Mm

 
   

 که بصورت: Nو  Mکه با در نظر گرفتن بسط های 

2
2 2 2

3

2 2 2

(1 ) 3
(1 )(1 sin ...)

2
(1 e sin )

a e
M a e e 




    



 

2                                                                                 و 2

3

2 2 2

1
(1 sin ...)

2
(1 e sin )

a
N a e 



   



 

 خواهیم داشت: Rو  aمی باشند . همچنین با اغماض از اختلاف بین 

(3-2)                                                                                                                    2 2

2cose     

                                                             
عمال می انکته مهمی که آگاهی بر آن به درک بهتر فرمول این تصحیح کمک شایانی می کند این است که تصحیحات افقی در صفحه عمود بر صفحه قراولروی  41

1 گردند همانگونه که مشاااااااهدات نای در این صاااااافحه ان ار می شااااااوندم در این ا می بی ی  که ت ااااااو ر 2p p   بر روی صاااااافحه افقی قراولروی کمانی اساااااات به  ول

1 2 12cosp p a 1 و بنابراین ت اااااااو ر آن بر صااااااافحه قراولروی 2 12sinp p a  خواهد بود و چون این خطای کمانی در  ولL  قرائت گردیده، مقدار زاو ه

12 ای تصحیح برابر است با:
1 2

sina
p p

L
 
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2                                                                                                و یا 2

12 2( )cosa cosLe
Mm

  

 خواهیم داشت: h با نشان دادن مقدار تصحیح با

(4-2)                                                                                              
2

22
12 2( sin 2a cos )

2
h

h e

Mm
    

ست با 22 که برابر ا
12 20.11 ( )(sin 2a cos )

1000

h
 (h صحیح چنانچه شد(. مقدار این ت سب متر می با در جنوب  2p برح

 برای 0.3 واقع باشفففد مثبت خواهد بود. مقدار تصفففحیح معمولا کوچک اسفففت و حدود 1pغربی و یا شفففمال شفففرقی 

3000h m د.یح وجود داراست. معمولا در شبکه های ژئودزی درجه یک و در تعیین مختصات نقاط این شبکه ها این تصح 

سی قرار گیرد اختلاف بین مقطع قائم آن  ضوی مورد برر سطح بی سی که می باید در تبدیل امتداد بین دو نقطه به  دومین اثر هند

ستقیما از ترکیب روابط ) صحیح را می توان م ست. این تاثیر یا ت ست 1-32( و )1-50امتداد و ژئودزیک گذرنده بر دو نقطه ا ( بد

 آورد:

(5-2)                                                                                                  
2 2 2

12

2

cos sin 2
( )

12
h

m

e s a

N


   

 بر حسب متر است. sکه در آن 

جای )بمقدار این تصففحیح با توجه به اندازه عوامل تشففکیل دهنده اش می تواند کاملا در محاسففبات ژئودزی قابل اهمیت باشففد 

ضوی( می توان از ارتفاع ارتومتریک ) 2-4در معادله  hعامل  سطح بی ستفاده نمود بدون اینکه تغییر قابل H)ارتفاع از  ستگاه ا ( ای

 ایجاد شود(. h ملاحظه ای در میزان تصحیح

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 1-2شکل 
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 اثرات فیزیکی       -2-1-2

شاره  ضوی و همانطور که قبلا ا سبت به بردار قائم بر بی شود نه ن شاهدات تراز می  ستگاه م سبت به بردار ثقل ای شد تدودولیت ن

شود. در  شاهدات اعمال  ست به م صحیحی برای جبران این اختلاف یعنی زاویه بین این دو بردار )انحراف قائم( لازم ا بنابراین ت

ایستگاه مورد مشاهده است و ارتفاع این  2pایستگاه مشاهدات و  1pاین تصحیح نشان داده شده است. در این شکل 2-2شکل 

2دو نقطه از سطح بیضوی به ترتیب  1,h h  .1فرض شده استP 1 تصویر قائمp 1 بر روی بیضوی وP   محل برخورد قائم بر

1Pو  1p با سطح بیضوی می باشند. صفحه قراولروی عملا صفحه گذرنده بر نقاط 1p ژئوئید از نقطه  2  وp  است. بنابراین

گردد یعنی تبدیل به صفحه ای شامل  1p و 1P و 2p تصحیح به این صفحه اعمال شود تا تبدیل به صفحه گذرنده بربایستی 

 قائم بر بیضوی شود.

1 با توجه به مفروضات و توضیحات فوق روشن است که زاویه بین دو خط 1p P 1 و 1P P  1 زاویه انحراف قائم در نقطهp.است 

1 1p P این زاویه را به دو جزء تجزیه می کند که یکی از آنها را که عمود بر صففحه قراولروی اسفت با   و  42دهیمنشفان می

1 اندازه آن برابر است با 12 1 12sin cosa a  43 . 2 خطوط 2-2در شکل 2p t P  2 و 2p t P  1 به ترتیب به موازات 1p P   و

1 1p P  اند در حالیکه گردیدهرسففم ,t t  1 بر روی صفففحه افق ایسففتگاهp2 واقع اند. همچنین زاویه 2p p t  که زاویه قائم از 

1p 2 بهp است  : می نامیم بنابراین  

(6-2)                                                                                                                     1 tant t p t     

1t و میزان تصحیح یعنی زاویه p t  :با فرمول زیر بدست خواهد آمد 

(7-2)                                                          1 1 12 1 12tan ( sin cos ) tant p t a a              

5 و 40 حدود  این تصففحیح می تواند در محاسففبات مهم باشففد. در حالت حداکثر یعنی حالتی که  ن باشففد مقدار ای

 حدود
1

5
2


1 و 20حدود   و در حالت معمولی که   0.3 می باشند میزان این تصحیح حدود .است  

شبکه مثلث بندی کشور هندوستان امتدادی وجود دارد   که این تصحیح برای آندر 
1

4
2


سبه   ست که برای محا ضح ا ست. وا ا

ست مقادیر  صحیح لازم ا ,این ت   شبکه های ژئودزی شند یعنی عرض و طول نجومی )یا آزیموت نجومی( در نقاط  معین با

 مشاهده شوند.

شود مقدار  ستقیم بهبطوریکه در فرمول دیده می  ستگی م صحیح ب ستگاه دارد بنابراین برای   ت یعنی زاویه ارتفاعی بین دو ای

شاهدات نجومی  ستگاه ها م ست بر روی تمام ای ستانی اغلب لازم ا شبکه های درجه یک در مناطق کوه صحیح در  تعیین این ت

شوار. همچنین  سیار د ست ب ,می توان برای تعیینانجام گیرد که البته کاری ا   سبات یکجا دو شبکه از محا در نقاط مختلف 

                                                             
ل می عماهمانطور که در پاورقی صفحات قبل توضیح داده شد تصحیحات مربوط به امتداد ها و زوایای مشاهده شده در صفحه و عمود بر صفحه قراولروی ا 42

 گردندم

43 ,  1 مؤلفه های زاو ه انحراف قائ  در ایسااااااااات اهp 12 وa 1 آز موت ازp 2 بهp اساااااااااتم چنان ه ,   که به ترتیب مؤلفه های زاو ه انحراف

ه قراولروی ر روی صفحقائ  بر روی دوایر ن ف النهار و قائ  اولیه بوده و هم نان آز موت بان دو ایست اه معلور باشد واضح است که ت و ر کمان انحراف قائ  ب

cosبرابر است با  sina a   مساوی است باو بر روی صفحه عمود بر صفحه قراولروی sin cosa a   . 
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ستفاده نمو ضمنا همزمان ژئوئید نیز ا ست.  ست این روش دقت روش اول را ندارد ولی عملی تر از آن ا ص تفاوتد. بدیهی ا حیح ت

 بدست آمده از این دو راه قابل اغماض است.

 

 2-2شکل 

 سمت الرأسیفواصل  -2-2

تغییرات در حوزه ثقل زمین که آن را تغییر فیزیکی می نامیم یکی از عوامل تغییر دهنده زاویه انحراف قائم در نقاط مختلف است. 

که بر  و زوایای قسمتی امتداد هاواضح است که این تغییرات بر روی فواصل سمت الرأسی نیز اثر دارد ولی برعکس تصحیحات 

صفحه قراولروی انجام می صفحه قراولروی اعم صحیح در  سی یا زوایای ارتفاعی این ت سمت الرأ صل  ال می گردد در مورد فوا

شکل  صویر زاویه انحراف قائم بر روی  2-1شود. با مراجعه به  و با فرض معلوم بودن مفلفه های انحراف قائم خواهیم دید که ت

 صفحه قراولروی برابر خواهد بود با:

(8-2)                                                                                                       1 12 1 12cos sinz      

1 که در آن 1, 1 مفلفه های کمان انحراف قائم درp12 و 1 آزیموت ژئودتیک ازp 2 بهp .است 

 تصحیح شده عبارت است از:زاویه سمت الرأسی  2-8با توجه به معادله 

(9-2)                                                                             1 12 1 12cos sinR m mz z z z         

 زاویه سمت الرأسی تصحیح شده می باشد. Rzفاصله سمت الرأسی مشاهده شده  mz در این رابطه
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 فواصل -3-2

در این قسمت موضوع تبدیل فاصله بین دو نقطه واقع بر سطح زمین )فاصله فضایی( به سطح بیضوی مورد بحث قرار می گیرد. 

. تصحیحات مختلف مربوط به دستگاه ها و تصحیحات اتمسفریک به مشاهدات فواصلپس از اینکه  . .E D M  اعمال گردید

ضایی ستقیم ف شکل  L طول م ست خواهد آمد ) صات ژئودزی )البته در ژئودزی 2-3بد سبات تعیین مخت ( که برای انجام محا

 ن فاصله به سطح بیضوی مقایسه تبدیل شود. برای انجام این تبدیل به روش زیر عمل می شود:کلاسیک(، لازم است ای

 ابتدا رابطه 

(10-2)                                                                                                                          1 2

2

R R
R


 

1 آن که در 2,R R 1 شعاع های انحنای اولر هستند محاسبه می شوند. سپس با استفاده از قانون کسینوس ها در مثلث 2P P O  

 خواهیم داشت:

(11-2)                                                              2 2 2

1 2 1 2(R ) (R ) 2(R )(R )cosL h h h h         

 که

(12-2)                                                                                                                      1 1 1h H N   

2                                                                                                                      (2-13) و 2 2h H N  

1 ارتفاع بیضوی در نقاط 2,P P (می باشندH  ارتفاع ارتومتریک وN  .)ارتفاع ژئوئید است 

2cos                                                                                                (2-14) با قرار دادن  1 2sin
2


    

 و مرتب کردن معادله ، خواهیم داشت: 2-11در معادله 

(15-2)                                                                         2 2 2 21 2
2 1(h h ) 4 (1 )(1 )sin

2

h h
L R

R R


       

1 همچنین در مثلث 2P P O :داریم 

(16-2)                                                                                                                       
0 2 sin

2
L R


  

1                                                                                                                            و یا 02sin
2

L

R
  

2                                                                                                         (2-17و با قرار دادن ) 1h h h    

 بصورت زیر بدست خواهد آمد: 2-15معادله 

(18-2)                                                                                                                  2 2 21 2
0(1 )(1 )

h h
L h L

R R
     
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                                                                                                    (2-19) و یا
12 2

2
0

1 2

( )

(1 )(1 )

L h
L

h h

R R




 

  

1                                                                                          (2-20) و بنابراین: 02 sin
2

L
S R R

R
     

با استفاده از دو فرمول اخیر می توان یک طول فضایی بین دو ایستگاه زمینی زا تبدیل به طولی واقع بر سطح بیضوی نمود. این 

 فرمول ها دارای دقت کافی برای کارهای جاری ژئودزی هستند.

ست  ضوی لازم ا سطح بی شت که برای تبدیل یک طول به  شد که بحث تعیین این Nارتفاع ژئوئید )باید توجه دا ست با ( در د

 عامل مربوط است به فیزیکال ژئودزی.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 )تبدیل فاصله فضایی( 2-3شکل                               

ست ابطوریکه دیده شد در مورد تبدیل خطوط باز دقیق به سطح بیضوی در این قسمت اشاره ای به عمل نیامد و این بدان علت 

ستگاه های سیون د ستفاده از این خطوط در کالیبرا ستثنای ا . که امروزه دیگر به ا . .E D M  شود و ستفاده دیگری از آنها نمی  ا

 در کالیبراسیون نیز نیازی به تبدیل طول به سطح بیضوی نیست.

ل وجود دارد که بعضففی از آنها برای بیضففوی های در پایان لازم اسففت تذکر داده شففود که فرمول های زیادی برای تبدیل طو

 یا نواحی خاصی از بعضی ممالک مورد استفاده قرار می گیرند. مشخصی ومقایسه 

 تبدیل کمیت های محاسبه شده ژئودتیک به اندازه های زمینی      -4-2

ستدر  حالتی که گاهاً سبات ژئودزی اتفاق می افتد مرحله معکوس مراحلی ا که در قسمت های قبل توضیح داده  عملیات و محا

صل و  ضوی ، بخواهیم اندازه این کمیت ها را بر روی  امتداد هاشد. یعنی با موجود بودن فوا سطح بی شده به  یا زوایای تبدیل 

 زمین بدست آوریم.



   حمید جعفرزاده           گرد آوری از:                             

 

 

 
62 hamid73j@ymail.com 

قاط مورد های بین نبه منظور تبدیل یک زاویه محاسبه شده )تبدیل شده به سطح بیضوی( به زاویه مشاهده شده، ابتدا آزیموت 

,, ، به ترتیب تصحیحات 2-4و  2-5،  2-7نظر محاسبه شده و سپس با استفاده از معادلات  ,, ,h g      را محاسبه کرده و با

به این ترتیب امتداد  بود به آن امتداد اعمال می گردد و اعمال گردیده ijعلامت عکس علامتی که به امتداد محاسففبه شففده 

از طریق محاسبه بدست می آید. واضح است که امتدادی که به این نحو بدست می آید دقیقا با آنچه که عملا  ijشده مشاهده 

صل نیز ب شت. همین روش برای تبدیل فوا شد یکسان نخواهد بود و انحراف معیاری خواهند دا  کار میاز مشاهده حاصل خواهد 

 داریم: 2-20رود. برای تبدیل این منظور، با استفاده از فرمول 

(a20-2)                                                                                                                   
0 2 sin

2

s
L R

R
  

 خواهیم داشت: 2-19و به همین نحو از فرمول 

(a19-2)                                                                                                 

2 1 2
10
2

2

(1 )(1 )

( )

h h
L

R RL
h

 




 

شتن فاصله  بین دو نقطه را محاسبه نمود. البته بایستی توجه داشت که  Lبر روی بیضوی می توان فاصله زمینی  sبنابراین با دا

شده عملی انحراف معیاری  شاهده  صله م ست می آید با فا سبه بد شاهده که از طریق محا صله م در اینجا نیز همانند قبل، بین فا

 وجود خواهد داشت.

 مقایسه بیضوی روی بر ژئودتیک مختصات محاسبات : سوم قسمت

 کوتاه خطوط –فرمول پواسون  (3

 مقدمه-1-3

سوی سون فران ضیدان پوا ساس  44این فرمول ها به نام ریا ست و به دلیل آن که ا که اثبات کننده و مبتکر آنها بوده ، معروف ا

صحیح ستی ت ست بای ست که  100در طول  1ppm اثبات آنها بر تقریبات کروی ا این کیلومتر برای آنها در نظر گرفت. باید دان

شتر از  صله  100دقت در طول های بی سرعت کاهش می یابد. به طور مثال در فا 60 کیلومتر در 250کیلومتر به    میزان ،

 است و بنابراین می گوییم که فرمول پواسون فرمولی است برای خطوط کوتاه. 40ppm تصحیح

 مسدله مستقیم     -2-3

1 رمقادی 1,  مختصات نقطه( 1P ) ،12s 1 )فاصله تبدیل یافته به سطح بیضوی بین ایستگاه های 2,P P 12 ( و  آزیموت(

1 ژئودتیک امتداد 2P P)  شکل شده اند ) شده عبارتند از3-1داده  سته  2 (. کمیت های خوا 2,  صات نقطه  21 ( و 2P)مخت

2 )آزیموت ژئودتیک امتداد 1P P). 

 منظور برای حفظ تقریبات کروی از فرمول های مثلثات کروی استفاده می شود:محاسبه می شود بدین  2 ابتدا

(1-5)                                                                      2 1 1 2 1 1 2sin sin cos(P P ) cos sin(P P )cos     

                                                             
44 Puissant 
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 )مربوط به فرمول پواسون برای مسدله مستقیم( 3-1شکل 

12ولی 
1 2

1

P P
s

N
  2و 1 d     12و  بنابراین: 

 (2-3)                                                           12 12
1 1 1 12

1 1

sin( d ) sin cos( ) cos sin( )cos
s s

N N
       

 را می توان بصورت زیر نوشت: 3-2را بدست آورد. طرف چپ معادله  d با توجه به مطالب فوق لازم است اندازه 

(3-3)                                                                   1 1 1sin( d ) sin cos(d ) cos sin(d )        

 با استفاده از بسط سینوس و کسینوس داریم:

(4-3)                                                                                                         

2

3

cos(d ) 1 ...
2

d
sin(d ) d ...

6

d



 

 

 

 

 خواهیم داشت: 3-3که پس از قرار دادن در معادله 

(5-3)                                             
2 3

1 1 1 1 1sin( d ) sin sin cos d cos ...
2 6

d d 
            

12  می توان 3-4ا توجه به روابط ب

1

sin( )
s

N
12 و 

1

cos( )
s

N
 را بسط داده و از این بسط ها استفاده نمود: 
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(6-3)                                                                                                       

2

12

2

1 1

3

12 12

3

1 1 1

cos( ) 1 ...
2

sin( ) ...
6

s s

N N

s s s

N N N

  

  

 

 بنابراین:

(7-3)                                            
2 3

1 1 1 1

2 3

12 12 12
1 12 1 1 12 12 3

1 1 1

sin cos sin cos ...
2 6

sin cos cos sin cos cos ...
2 6

d d
d

s s s

N N N

 
    

     

   

    

  

 خواهیم داشت: 1cos که پس از تقسیم طرفین این رابطه بر

(8-3)                                   
2 3 2 3

12 12 12
12 1 12 12 3

1 1 1

cos tan cos tan ...
2 6 2 6

s s s d d
d

N N N

 
          

در هر دو طرف این معادله نمی توان آن را از این رابطه محاسفبه نمود. برای حل این مسفدله  d واضفح اسفت که بعلت وجود

 دوباره از تقریب کروی استفاده نموده و خواهیم داشت:

(9-3)                                                                                                                      12
12

1

cos
s

d
N

  

 رابطه زیر بدست خواهد آمد: 3-8در  3-9از معادله  d با قرار دادن

(10-3)                   
2 3 2 3

212 12 12 12
12 1 12 12 12 3 2

1 1 1 1

cos tan cos cos tan ...
2 6 2 6

s s s s d
d

N N N N


          

 را محاسبه نمود یعنی: d از این رابطه می توان با تقریب دقیق تری

(11-3)                                                                    
2

212 12
12 1 122

1 1

cos tan (1 cos ) ...
2

s s
d

N N
      

 )از عوامل بالاتر از درجه دو صرف نظر شده است( که می توان آن را بصورت ساده شده زیر نوشت:

(12-3)                                                                           
2

212 12
12 1 122

1 1

cos tan sin ...
2

s s
d

N N
     

 با استفاده از توان دوم رابطه فوق و صرف نظر کردن از قوای بالاتر از سه خواهیم داشت:

(13-3)                                                              
2 3

2 2 22 12
12 12 12 12 3

1 1

cos cos sin tan ...
s s

d
N N

      
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                                                                                              (3-14) همچنین:
3

3 312
123

1

cos ...
s

d
N

   

 خواهیم داشت: 3-8در  3-13و  3-14با جایگزین کردن روابط 

(15-3)                                     

2 3 2
212 12 12 12

12 1 12 12 12 3 2

1 1 1 1

3 3
2 2 312 12

12 12 1 123 3

1 1

cos tan cos cos tan
2 6 2

cos sin tan cos ...
2 6

s s s s
d

N N N N

s s

N N

     

   

  

  

 

                              (3-16) و یا

2 3
2 2 212 12 12

12 1 12 12 12 12 3

1 1 1

3
212

12 123

1

cos tan sin cos sin tan
2 2

cos sin ...
6

s s s
d

N N N

s

N

      

 

 

 

 

 این رابطه را می توان با استفاده از فرمول زیر بصورت ساده تری نوشت:

(17-3)                                                          

3 3
2 2 212 12

12 12 1 12 123 3

1 1

3
2 212

12 12 13

1

cos sin tan cos sin
2 6

cos sin (1 3tan )
6

s s

N N

s

N

    

  

 

  

 

(18-3)                 
2 3

2 2 212 12 12
12 1 12 12 12 12 3

1 1 1

cos tan sin cos sin (1 3tan ) ...
2 2

s s s
d

N N N
            

ثابت و  2P به 1P ارائه نمی دهد زیرا شفففعاع انحناء در طول مقطع قائم از dحل دقیق تری را برای مجهول 3-18معادله 

 اندازه این عامل در هر نقطه تابعی اسفففت از عرض ژئودتیک آن نقطه یعنیفرض شفففده در حالیکه این میزان و  1N برابر با

2 1( ), ( )M f N f    (. برای محاسبه این تغییر در انحناء می توان نوشت1-14و  1-16)رجوع شود به فرمول های: 

 (3-18)طرف راست معادله                                                                                         ( 19-3)
1

m

d
M

  

 در رابطه
1

mM
 بجای 

1

1

N
1                                                           (3-20) جایگزین شده و  2

2

M M
Mm


  

 در نظر بگیریم: 2P مجهول است می توانیم مقدار تقریبی زیر را برای شعاع انحناء در نقطه 2 چون مقدار

(21-3)                                                                                                                    2 1 1M M dM  

 پس از مشتق گیری خواهیم داشت: 1-14از معادله 

(22-3)                                                      
5

2 2 2 2 21 2
1 1 1

3
(1 e )( )(1 e sin ) ( 2e sin )cos

2

dM
a

d
  






     

 :که با این رابطه برابر خواهد بود و با معادله زیر 
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(23-3)                                                                                                   
2

1 1 1
1 2 2

1

3 sin cos

(1 e sin )

dM e
M

d

 

 



 

 نتایج زیر بدست خواهد آمد: 3-20که پس از بکار بردن آن در معادله 

(24-3)                                                                                 1 1 1 1
1

( )

2 2

M M dM dM
Mm M

 
   

(25-3)                                                                                                        1
1

1

( )
2

dM d
Mm M

d



 


 


  

(26-3)                                                                               
2

1 1
1 1 2 2

sin cos3
( )

2 (1 e sin )

e d
Mm M M

  

 


 


 

(27-3)                                                                              
2

1 1

2 2

1 1

sin cos1 1 3
(1 ( ))

2 (1 sin )

e d

Mm M e

  

 


 


  

 خواهیم داشت: 3-19که پس از جایگزینی این رابطه در معادله 

(28-3)             



2 2 3 2 2

12 12 12 1 12 12 12 12 1

2

1 1 1 1 1

2

1 1

2 2

1

cos tan sin cos sin (1 3tan )
( ...)

2 6

3 sin cos
(1 ( ) )

2(1 e sin )

s s s
d

M M N M N

e d

     
 

  

 

 
    




 



 

 d حساب شده و در این معادله بکار می رود. اکنون با محاسبه 3-18 معادلهدر قسمت آخر با استفاده از  d، در این رابطه

  زیر : را از معادله 2می توان 

(29-3)                                                                                                                          2 1 d     

 را می توان از رابطه زیر بدست آورد: 2P طول ژئودتیک نقطه تعیین نمود.

(30-3)                                                                                                                          2 1 d     

 و با بکار بردن تقریب کروی خواهیم داشت: 3-1از شکل 

(31-3)                                                                                                           12

12 2

2

sinsin

sin(90 )
sin

d

s

N







  

12                                                                                                           (3-32)  و یا
12 2

2

sin sin sin sec
s

d
N

   

سط  سینوس ها در رابطه فوق با ب شانکه پس از جایگزین نمودن  س های  سه به  صرف نظر کردن از قوای بالاتر از  ری تیلور و 

 در این بسط ها می توانیم بنویسیم:
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(33-3)                                                                  
33

12 12
12 23

2 2

... ( ...)(sin sec )
6 6

s sd
d

N N


       

                                                   (3-34)  و یا
3 3

12 12
12 2 12 23

2 2

sin sec sin sec ...
6 6

s s d
d

N N


        

 و صرف نظر کردن از قوای بالاتر از سه خواهیم داشت: 3-34اکنون با استفاده از دو قسمت اول رابطه 

(35-3)                                                                                             
3

3 3 312
12 23

2

sin sec ...
6

s
d

N
    

 که در نتیجه خواهیم داشت:

(36-3)                                                
2

2 212 12
12 2 12 22

2 2

sin sec (1 (1 sin sec ))
6

s s
d

N N
     

 
    

 
 

قسمتی از مسدله مستقیم است حل آن  12گرچه تعیین  را حساب نمود. 2 می توان 3-30که پس از قرار دادن آن در رابطه 

 موکول به قسمت بعد می شود.

 مسدله معکوس          -3-3

1 مقادیر 1,  صات نقطه 2 ( و 1P )مخت 2,   صات نقطه سدله عبارتند از 2P)مخت شده اند. مجهولات م صله  12s( داده  )فا

2 بین نقاط 1,P P ،) 12 آزیموت از(1P 2 بهPو ) 21آزیموت از(2P 1 بهP 3-2()رجوع شود به شکل.) 

 شروع می کنیم. با بکار بردن تقریب کروی داریم: 21 برای تعیین این مجهولات ابتدا از

(37-3)                                                                                                              2 1 21360P P P     

                                                                     (3-38)  و
1 2 2 1 12 21

1 1
( ) ( 360 )

2 2
P P P P P P         

(39-3)                                                                                                                       12 12 d     

2 نشان دهنده تقارب نصف النهارات بین نقاط d که در رابطه اخیر 1,P P .است  

 

 

 

 

 

 

 )مربوط به فرمول پواسون برای مسدله معکوس( 3-2شکل                        
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 می توانیم بنویسیم: 3-2با مراجعه به شکل 

(40-3)                                                                                                                       21 12 180   

 خواهیم داشت: 3-39از معادله  12 و با جایگزینی

(41-3)                                                                                                              21 12 180d     

 ( رابطه زیر بدست خواهد آمد:3-38( در )3-41از ) 21 سپس با قرار دادن

(42-3)                                                       
1 2 2 1 12 21

1 1
( ) ( 360 d 180)

2 2
P P P P P P           

                                                                                  (3-43)  و یا
1 2 2 1

1
( ) 90

2 2

d
P P P P P P


     

 :با استفاده از فرمول های تانژانت های مثلثات کروی خواهیم داشت

(44-3)                                                             
 

 

2 1

2 1

1
cos (90 ) (90 )

2tan(90 ) cot
12 2

cos (90 ) (90 )
2

d d
 

 

 

  
 

  

  

 که پس از معکوس نمودن رابطه فوق داریم:

(45-3)                                                                                       

1 2

1 2

cos(90 )
2tan tan

12 2
cos ( )

2

d d
 

 

 








 

                                                                                     (3-46)  و یا
1 2

1
sin ( )

2tan tan
2 2

cos
2

d d

d

 
 




 

مودن عامل تانژانت با بسط آن به سری تیلور )البته با صرف نظر کردن از قوای بالاتر از سه( خواهیم که پس از جایگزین ن

 داشت:

(47-3)                         

3
3 3sin sec (sin sec sin sec ) ...

2 12 2 2
m m m

d d d d
d d

   
     

 
     

 
  

1 که در این رابطه 2

2
m

 



 .می باشد  

به این ترتیب  12برای تعیین  را بدسففت آورد. 21 معین باشففد می توان 12 چنانچه 3-41در  3-47ز ا d با قرار دادن

 را در نظر گرفته و آن را بصورت زیر مرتب می کنیم: 3-28عمل می کنیم که ابتدا معادله 
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(48-3)                                    

2 2

1 12 1 12
12 12 2

1 1 1
2 2

1

3 2 2

12 12 12 1

2

1

tan sin
cos .( )

3 sin cos 2
(1 ( ))

2(1 e sin )

cos sin (1 3tan )

6

M sd
s

e d N

s

N

 


  

 

  


 









  

 بصورت زیر خواهیم داشت: 3-36همچنین با مرتب نمودن معادله 

(49-3)                                             
3 3

3 22 12 12
12 12 12 12 22 2

2 2 2

sin . sin sin sec
sec 6 6

N s sd
s

N N


   

 


  


  

12                     ( 3-50)   داریم: 3-48بر طرفین معادله  3-49اکنون با تقسیم نمودن طرفین معادله 

(3 49)
tan

(3 48)






 

در طرف دوم ، با این رابطه نمی توان به اندازه این کمیت دسففت یافت. برای یافتن این  12 ه سففبب وجودواضففح اسففت که ب

مجهول از روش تکرار اسففتفاده نموده و ابتدا مقداری اولیه برای آن در نظر می گیریم. این مقدار تقریبی را می توان با حذف ترم 

سر  صورت و مخرج ک ست آورد.  3-50های دوم به بعد در  می توان از معادلات  12sای تعیین مقدار تقریبی اولیه بر همچنینبد

شد  12 لازم اسفت مقدار 12sبا حذف ترم های مزبور اسفتفاده نمود )البته در تعیین مقدار تقریبی برای 3-49و  48-3 معین با

مقدار تقریبی آن که در بالا ذکر شففد اسففتفاده نمود(. و سففپس روش تکرار را به همان ترتیب که در  که بدین منظور می توان از

شود ادامه می یابد یعنی تا وقتی که 12s و 12تا مرحله ای که تغییرات در  تکراربخش اول ذکر گردید انجام می دهیم.   ناچیز 

0.001s m  12 و 0.002   .شود 

 مستقیم و معکوس با بکار بردن فرمول های پواسون خلاصه معادلات مربوط به حل مسائل      -4-3

شود آورده ست اجرا  سون لازم ا ستفاده از فرمول های پوا ستقیم و معکوس با ا سائل م  در زیر مراحل مختلفی را که برای حل م

 شده است. ابتدا مراحل مختلف مسدله مستقیم ذکر می گردد:

1 ( ،1-14( و )1-16با فرمول های ) -1 1,N M حساب می شوند 

 ( بدست می آید3-18با استفاده از فرمول ) d مقدار تقریبی -2

3- d ( و3-28با رابطه ) 2 ( محاسبه می شوند3-29با فرمول ) 

4- 2N ( تعیین می شود1-16با استفاده از معادله ) 

 حساب می شوند 2 (3-30و سپس با )  d ( ،3-36با بکار بردن رابطه ) -5

6- d ( و3-47با معادله ) 21 ( بدست می آیند3-41با معادله ) 

 به همین ترتیب مراحل لازم برای حل مسدله معکوس را می توان به شرح زیر خلاصه کرد:

1- 1M ( و1-14با معادله ) 1 2,N N ( محاسبه می 1-16با )شوند 

2- 12 ( بدست می آید3-50با استفاده از ) 

 ( حساب می شوند3-41( و )3-47به ترتیب با معادله های ) 21 و سپس d مقادیر -3

 بدست می آید 12s ( مقدار3-49( یا )3-48با استفاده از فرمول های ) -4
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 فرمول های گوس برای عرض های متوسط     -5-3

کیلومتر  50ابداع و منتشر شد. اساس آنها بر تقریبات کروی . کاربرد آنها در طول های کمتر از  1861این فرمول ها ابتدا در سال 

 درجه است. فرمول های آن ها به شرح زیر است: 80در عرض های کمتر از 

(51-3)                                                                                                                   sin md d     

(52-3)                                                                                                            12 cos
( )ms

d
Mm


   

(53-3)                                                                                                          12 sin
( )

cos

m

m

s
d

Mm


 


  

(3-54)    که در این روابط
12

2
m

d
    .است 

شابهات این فرمول ها با فرمول  سه روابط )ت سون از مقای -47( با قسمت های اول معادلات )3-51( و )3-52( و )3-53های پوا

 ( آشکار خواهد شد.3-36( و )3-28( و )3

را بطور تقریبی  dبرای حل مسدله مستقیم با فرمول های عرض های متوسط باید از روش تکرار استفاده شود. ابتدا می توان 

شده بجایبا ب شاهده  سپس اولین تقریب Mm بجای 1M و m کار بردن آزیموت م ساب نمود و  ستفاده از  2 ح را با ا

d ولین تقریب(، ا29-3)   ستفاده از ست آورد و از آنجا3-30را با ) 2 و (3-53)را با ا سبه نمود. 3-51را با ) d ( بد ( محا

قادیر تقریبی متوالی برای کار بردن م با ب نابراین برای) d و d اکنون  ) ب , )m m  )  مان تا ز می توان روش تکرار را 

 بایستی محاسبه کرد. 2را برای تعیین  d دستیابی به حدود خواسته شده ادامه داد و بالاخره

شود زیرا ستفاده از روش تکرار حل می  سدله معکوس بدون ا ست. m م ست ا ست. 1-47با رابطه ) d در د سبه ا ( قابل محا

tanهمچنین  m ( و از آنجا3-52( بر )3-53از تقسففیم ) 21 12,  ( بدسففت می آیند و بالاخره3-43با ) 12s  را می توان با

 ( حساب کرد.3-53( و )3-52بکار بردن یکی از فرمول های )

 دیگر فرمول های خطوط کوتاه     -6-3

 45ئل مسفففتقیم و معکوس در مورد طول های کوتاه وجود دارد مانند: فرمول تقریبی کلارکفرمول های زیادی برای حل مسفففا

کیلومتر(. تمام این نوع فرمول ها برای حل مسائل  1000متر در  15) Lillyو فرمول تقریبی  (1ppm کیلومتر در 150)کمتر از 

برای طول های بلند که در  Besselمسفففتقیم و معکوس بر اسفففاس تقریبات کروی هسفففتند و دقت فرمول هایی مانند فرمول 

 فاقدند.مورد بررسی قرار می گیرند  4قسمت 

 

 

 

                                                             
45 Clark 
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 کلیات 

ا حفظ رتصویر شوند، همان اندازه اصلی شان  بایدآن دسته از تصاویر هستند که زوایای روی سطحی را که می 46 تصاویر متشابه

می نمایند یعنی سیستم هایی هستند که با اعمال آنها زوایای متناظر روی سطح اصلی و سطح تصویر باهم برابر خواهند بود. در 

می نامیم. در ارتباط بین نقاط واقع بر 47تصویر صفحهژئودزی سطح مورد نظر بیضوی است و سطح تصویر صفحه است که آن را 

حه تصویر با دو مجموعه مختصات سر و کار خواهیم داشت. این دو مجموعه مختصات عبارتند روی بیضوی و نقاط واقع بر صف

)از : عرض و طول ژئودتیک  , )  و مختصات نقاط تصویر شده بر روی صفحه تصویر (x, y) . 

)مختصات ژئودتیک48تبدیلمطالب این بخش در دو قسمت مطرح خواهند شد. در اولین قسمت  , )   به مختصات نقاط تصویر

,x)تصویر شده y)  و بالعکس مورد مطالعه قرار می گیرد و قسمت دوم شامل محاسبات مختصات ژئودتیک است بر روی صفحه

 .اول را تصویر یا تبدیل متشابه و قسمت دوم را محاسبات بر روی صفحه تصویر می نامیم قسمتمتشابه.  تصویر

 مقدمه ای بر تصاویر متشابه (1

ضوی بر  همانطوری که سی واقع بر رویه بی شکل هند ست از یک  صویری ا شابه در ژئودزی ت صویر مت شد، یک ت در کلیات گفته 

 روی یک صفحه بطوریکه اندازه زوایای آن شکل پس از تصویر شدن حفظ شوند.

 را با شکل زیر بیان نمود: تبدیلیبطور کلی می توان مفهوم چنین تصویر یا 

 

 لثی واقع بر روی بیضوی روی صفحه()تصویر متشابه مث 3-1شکل 

 

                                                             
46 conformal 
47 Map plan 
48 Mapping 

 متشابهبخش سوم سیستم تصویر 
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ضوی شکل مثلث بی  در این 
i j kP P P 1 ( با اعمالf(mapping سطحاتی  تبدیل به مثلث م

i j kP P P  شده و بالعکس. مثلث

مبدل به مثلث بیضوی اولیه گردیده بطوریکه زوایای این دو مثلث باهم برابرند. مسدله اساس در  2f(mapping ( اخیر با اعمال

صاویر  شابه یافتنبحث ت صار تنها با  mappingاین دو  مت ست که ما آنها را برای رعایت اخت 2ا 1,f f  شان خواهیم داد. این ن

صات ژئودتیک ست که چنانچه مخت ضوی را با  بدان معنی ا )نقطه ای واقع بر بی , )  صات آن را پس از اعمال  با 1fو مخت

*(x, y  نشان دهیم خواهیم داشت: (

(1-1)                                                                                                          1(x iy) f ( i )        

x, و اگر مختصات y 2 نقطه ای را بر روی صفحه تصویر داشته باشیم پس از اعمالf :خواهیم داشت 

(2-1  )                                                                                                               2( i ) f (x iy)    

2 در حقیقت 1,f f 1. های متشابه است توابع تحلیلی هستند که آنها هدف اصلی و مسدله اساسی در بحث سیستمi    و

 علت بکار بردن متغیرهای مختلط در این درس بحثی است که درآینده به آن خواهیم پرداخت.

سدله عبارتند از: حل معادلات  ستیم. این دو م سدله روبرو ه سمت با دو م ست که در این ق ضح ا و  1-1با توجه به مطالب فوق وا

 به ترتیب مسائل مستقیم و معکوس می نامیم.که آن ها را  2-1

سمت دوم مورد بحث قرار  ضوع در ق ست مروری کوتاه به جبر اعداد مختلط به عمل آید که این مو سائل لازم ا برای حل این م

شد. در قسمت چهار سوم مرور خواهد  سیل در قسمت  صول نظریه خواهد گرفت. همچنین مطالب مورد نیاز از هندسه دیفران م ، ا

ستم مخروطی لامبرت و  سی سورس مرکاتور ،  شابه مرکاتور، تران صاویر مت شتم ت سمت های پنجم تا ه شابه و در ق صاویر مت ت

 استرئوگرافیک مطالعه خواهند شد. در قسمت نهم مجموعه ای معادلاتی که قبلا ذکر گردیده بطور اختصار ارائه خواهد گردید.

 مروری بر متغیرهای متغیر (2

ستفاده نمود. هدف از این قسمت مروری است کوتاه در گسترش معادلا ت مختلف تصاویر متشابه می توان از جبر اعداد مختلط ا

 بر بخش هایی از جبر مختلط که در این بحث مورد نیاز می باشد.

 قوانین حساب مختلط -1-2

(1-2)                                                                                                          ; 1z a ib i     

a, که در آن b  اعداد حقیقی وi :عدد موهومی است. تعاریف و قوانین زیر برقرار است 

 مجموع دو عدد مختلط عددی است مختلط. یعنی: -1

(2-2)                                                             1 2 1 1 2 2 1 2 1 2(a ib ) (a ib ) (a a ) i(b b )z z          

 جمع دارای خاصیت انجمنی است: -2

(3-2)                                                                                                     1 2 3 2 1 3(z z ) z (z z )z       

 هر عدد مختلط دارای یک عدد متقارن نسبت به صفر یکه است یعنی: -3
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 (4-2)                                                                                                                      
z a ib

z a ib

 

   
 

 جمع دارای خاصیت جابجایی است: -4

(5-2)                                                                                                                       1 2 2 1z zz z   

 ضرب بصورت زیر تعریف می شود: -5

(6-2)                                           1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 2 1 3. (a ib ).(a ib ) (a a ) i(b b ) (a b a b ) zz z i        

 منی است یعنی:ضرب دارای خاصیت انج -6

(7-2)                                                                                        1 2 3 2 1 3 3 2 3.(z .z ) z .(z .z ) z .(z .z )z   

 هر عدد مختلط مخالف صفر دارای یک معکوس صفر است یعنی: -7

(8-2)                                                        1

2 2 2 2 2 2

1 1
.
a ib a ib a b

z i
z a ib a ib a b a b a b

  
    

    
  

 برابر است: zعدد مزدوج  -8

(9-2)                                                                                                                           z a ib  

 صفحه مختلط      2-2

 بصورت زیر است: Zبطوریکه می دانیم فرم کلی یک عدد مختلط مانند 

(10-2)                                                                                                                            1 1z x iy   

سی می توان به ی صات متعاک باین عدد را بطور هند ستم مخت سی سیر نموده و نمایش دادردار در یک  ضای دو بعدی تف  مد در ف

 (.2-1)شکل 

 

 2-1شکل 
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سمت حقیقی عدد بطو شکل می بینیم ق صویر بردار zریکه در این  سمت موهومی عددXبر روی محور  oz ت صویر ت Z ها و ق

(. در این 2-2مختلط را بصففورت قطبی زیر نمایش داد)شففکل  عددها . همچنین می توان این yاسففت بر روی محور  oz بردار

 حالت خواهیم داشت:

(11-2)                                                                                                         cos . sinz r i r    

 ا با توجه به شکل داریم:زیر

(12-2)                                                                                                                           1

1

cos

sin

x r

y r








  

 

 2-2شکل 

 شده و عبارتند از: مدول آن نامیده rو  Zآرگومان عدد   زاویه

(13-2)                                                                                                                           1 1

1

tan
y

x
   

(14-2)                                                                                               
1

2 2 2
1 1(x y )r z x iy       

 صفحه مختلط نامیده می شود. xyصفحه 

 توابع مختلط     3-2

w(z)(     2-15)   در معادله f    که در آنz  مقدارعددی اسفففت مختلط. اگر به ازاء هر z  یک چند مقدار برایw  وجود

متغیر وابسففته اسففت.  wمتغیر مسففتقل و  zمی نامیم. همچنین می توان گفت  zرا تابع مختلط از متغیر مختلط  wداشففته باشففد 

2w(2-16)   بعنوان مثال تابع z  یکه برای  تابعی اسفففت که به ازاء هر مقدارf  تعریف می کند. این چنین توابعی را، یک

2w(2-17) زیر مثالی است از توابع چند مقداری : نامیم. تابعمقداری یا توابع یکه می  z . در بحث تصاویر متشابه تنها توابع

 یکه مورد توجه است.

 بطور کلی در مورد توابع مختلط روابط زیر بر قرار است:

(18-2)                                                                  (z) u i.v f(x iy) (x, y) i.v(x, y)w f u        
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 عبارت است از: wو عدد مزدوج 

(19-2)                                                                                             (z) (x, y) i.v(x, y)w f u   

 شرط تشابه بر روی دو صفحه مختلط، شروط کوشی و ریمان       -4-2

ت کوشی و ریمان، ارتباط این معادلات با شرط تعریف شده و پس از استخراج معادلامختلط  تابعدر این قسمت ابتدا مشتق یک 

 تشابه بیان خواهد شد.

   که نقاط واقع بر آنها با معادله wو  Zدو صفحه 

(20-2)                                                                                             (z) u i.v f(x iy)w f     

 (.2-3را در نظر می گیریم )شکل  Cنقطه متناظر آن  Wو در صفحه  Aنقطه  zباهم مرتبط اند، تعریف شده اند. در صفحه 

 

 2-3شکل 

صفحه  شده و نقطه  zنمو  Aبه نقطه  Zدر  ست. به دنبال این نمو متناظر Bداده  صل این مو ا صفحه  Dنقطه  اًحا  wدر 

 بدست خواهد آمد. این دو نمو را می توان به ترتیب زیر تعریف نمود:

(21-2)                                                                                                           AB z x i y       

(22-2)                                                                                                          CD w x i y       

 عبارت است از: f(z) مشتق

(23-2)                                                                                                                
0

(z) lim
z

w
f

z 


 


  

شد. چون و چنانچه شد مقدار آن باید یکه با شته با . این عدد وجود دا ,u u(x, y), v v(x, y)w u i v     بنابراین می ،

 :توانیم بنویسیم 

(24-2)                                                                          ( )
u u v v

w x y x y
x y x y

   
        

   
  

 می توان بصورت زیر نوشت: 2-21معادله فوق را با در نظر گرفتن رابطه 
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(25-2)                                                                                  

( )

1

u v u v y
i i

w x x y y x

yz
i

x

    
  

     







  

 بنابراین خواهیم داشت:

(26-2)                                                                 
0

( )

(z) lim

1
z

u v u v y
i i

w x x y y x
f

yz
i

x

 

    
  

     
  






  

                                                                           (2-27)  و یا

( )

(z)

1

u v u v dy
i i

x x y y dx
f

dy
i

dx

   
  

   
 



 

ضح ست رابطه  وا سمت را ست که  ستگی به مقدار 2-27ا  ب
dy

dx
شکل   شیب خطمی بینیم این  2-3دارد و بطوریکه در   مقدار، 

AB :است یعنی 

(28-2)                                                                                                                     
0

lim
z

y dy

x dx 





  

f(z) بنابراین   در نقطه 2-27تعریف شففده بوسففیله رابطه (z x iy)A   یکه نخواهد بود زیرا B  می تواند هر نقطه ای

شعاع A واقع بر محیط دایره ای به مرکز شد.  z و به  شرط یکه بودن مقداربا f(z) این واقعیت با    ست. در هر متناقض ا

dyنقطه ای 

dx
f(z) مقدار خاصی است و بنابراین برای دستیابی به یک مقدار یکه برای   ا برقرار نمود که بر ر می باید شرطی

dyمستقل از  2-27اساس آن رابطه 

dx
 شود. بدین منظور دو شرط زیر در نظر گرفته می شود: 

(29-2)                                                                                                                                   0
dy

dx
 

(30-2)                                                                                                                                  
dy

dx
 

 2-27ها. با اعمال دو شفففرط معادله  yها و  xاسفففت به ترتیب با محور  AB برقراری این شفففروط معادل موازی نمودن خط

 بصورت زیر بدست خواهد آمد:

(31-2)                                                                                                                 (z)
u v

f i
x x

 
  

 
 

(32-2)                                                                                                           
1

(z) ( )
u v

f i
i y y

 
  

 
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f(z) ولی با توجه به اینکه در هر نقطه   صورت زیر که طی آن دو مقدار فوق برابر شرط دیگری ب شد  می باید مقداری یکه با

 شود در نظر گرفته می شود:می 

(33-2)                                                                                       
1

(z) ( )
u v u v

f i i
x x i y y

   
    

   
 

چنانچه قسمت های حقیقی و موهومی تساوی دوم در این رابطه باهم مساوی قرار داده شوند دو شرط زیر که به شروط کوشی و 

 مان معروف هستند بدست خواهند آمد:ری

(34-2)                                                                                                                            

u v

x y

u v

y x

 


 

 
 

 

  

f(z) شففرط یکه بودن ان همه جاافتن معادلات کوشففی و ریمدر بحث فوق ملاحظه می شففود که در ارتباط با ی   مورد توجه و

تاکید می باشد. این نکته در این نوع تصاویر حائز اهمیت بسیار زیادی است بطوریکه می توان گفت اساس ریاضی آنها را تشکیل 

شکل  ضوع  شدن مو شن  شکل  2-4می دهد. برای رو ست در  2-3را که همان  صری ا نظر می گیریم. همچنین با تغییر مخت

 : 49رابطه ابتدایی زیر را در تعریف مشتق در نظر خواهیم داشت

(35-2)                                                                                                         
0

(z) lim
z

w dw
f

z dz 


  


  

 

 2-4شکل 

1 در این شکل 2,D,D ,dw ,C dw 1 به ترتیب متناظر 2, , , ,A B B dz dz .هستند 

f(z) شرط یکه بودن  ستگی به جهت ست که مقدار آن ب سیل dz ، به این نکته ا سری دیفران را در  zندارد یعنی اگر در هر 

f(z)بگیریم نظر  در نقطه (z)A :مقداری است ثابت. این موضوع را به زبان ریاضی می توان با رابطه زیر بیان نمود 

                                                             
1 در 49 2 1 2,dz , ,dz dw dw  تنها نشان دهنده دیفرانسیل در جهت مخالف است و برای روشن شدن مطلب بکار رفته استم 2و 1اندیس های 
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(36-2)                                                                                                               1 2

1 2

(z)
dw dw

f
dz dz

    

f(z) اکنون چنانچه  1 را در نقطه(z dz )B  در نظر می گیریم. با توجه به یک مقداری بودن تابع مورد بحث، نقاط متناظر 

2(z dz ), (z)B A  سایگی بی نهایت کوچک نقطه 1 و (cw) ( همان نقاط B )نقاط واقع در هم 2(w dw )D    خواهند

f(z)بود و بدلیل یکه بودن    ای از این فضای دو بعدی خواهیم داشت: نقطهدر هر 

(37-2)                                                                                       2 11

1 2 1

(w dw ) D(w dw )

(z dz ) B(z dz )

Ddw

dz B

   


   
  

 به رابطه زیر خواهیم رسید: 2-36و  2-37اکنون با مقایسه دو معادله 

(38-2)                                                                           2 11 2

1 2 2 1

(w dw ) D(w dw )

(z dz ) B(z dz )

Ddw dw

dz dz B

   
 

   
 

CDD, بی نهایت کوچک مثلثاین معادله بیان کننده این اسففت که دو  ABB   متشففابه اند و در نتیجه زاویه مماس رئوس

صفحه برابرند  A,)مانند زاویه متناظر دو مثلث در دو  C  ست یعنی در صویر به همین دلیل ا ستم ت سی صولا نامگذاری این  ( و ا

 این سیستم هر شکل هندسی بی نهایت کوچک بصورت مشابه خود تصویر می شود.

ت مشتق جزئی نسبت به ( این است که چنانچه از طرفین ابن معادلا2-34نکته مهم در مورد معادلات کوشی و ریمان )معادلات 

,x y :گرفته شود خواهیم داشت 

(38-2)                                                                      
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
,

v u u u v v

x y x y x y x y

     
     

       
  

u, و بنابراین v  صدق می کنند یعنی پلاسلاهر دو در معادلات: 

(39-2)                                                                                                            

2 2
2

2 2

2 2
2

2 2

0

0

u u
u

x y

v v
v

x y

 
   

 

 
   

 

  

قدار است ثابت. یعنی مشتق تابع بستگی به جهت مشتق گیری که نشان دهنده این است که گرادیان تابع برداری در هر نقطه م

 را zول بی نهایت کوچک متناظرش در صفففحه به ط wنسففبت یک طول بی نهایت کوچک در صفففحه  2-4در شففکل  ندارد.

( )
dw

dz
f(z) می نامند. این مقدار که برابر است با 50    در هر نقطه مطابق توضیحات فوق مستقل از جهت مشتق گیری است

ی تگت. هر کمیتی را که به آزیموت بسففبه آزیموت ندارد و تنها تابع موقعیت یا بعبارت دیگر مختصففات نقطه اسففیعنی بسففتگی 

  تعریف مهم زیر در سیستم تصاویر متشابه دست می یابیم: بهمی نامند. با توجه به این موضوع  Isotropicنداشته باشد 

 «Isotropicکمیتی است  scale factorیر متشابه در تصاو»

                                                             
50 Scale factor 
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 )شروط کوشی و ریمان( می توان رابطه زیر را نیز نتیجه گرفت: 2-34از معادلات 

(38-2)                                                                                                            . . 0
u v u v

x x y y

   
 

   
   

x, منحنی های واقع در صفحهکه تعبیر هندسی آن این است که دسته  y  ، ثابت مقادیرمتناظر با , vu  ، در تمام نقاط شان

 در زاویه قائم یکدیگر را قطع می کنند.

 توابع مختلط خاص      -5-2

ابطه بین که ر تساویتساوی ها و معادلات ریاضی که در زیر خواهیم دید ر بحث سیستم تصویر متشابه دارای اهمیت اند. اولین 

شود. « 51موآور»ضرایب و قوای توابع مثلثاتی را بیان می کند به نظریه  ضیح داده می  صار تو ست. این نظریه بطور اخت سوم ا مو

 بدین منظور چنین می نویسیم:

(cos isin )z x iy r       

 دو عدد مختلط عبارت است از: حاصل ضرب

(39-2)

   
1 2 1 1 1 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2

(cos isin ) (cos isin )

r cos cos sin sin (cos sin cos sin ) r cos( ) isin( )

z z r r

r i r

   

           

   

      
  

1 عدد مختلط و با فرض n حاصفففل ضفففرببا تعمیم رابطه فوق در مورد  2 1 2... , ...n nr r r r           

 خواهیم داشت:

   cos sin (cos sin )
nn nz r n i n r i        

                                                                             (2-40) و یا cos sin (cos sin )
n

n i n i      

معروف اسففت که توابع مثلثاتی و نمایی را به هم مربوط می کند. این فرمول بعدا در اسففتخراج 52دومین تسففاوی به فرمول اولر

 . برای بدست آوردن این تساوی ابتدا از بسط زیر استفاده می کنیم:معادلات تصویر متشابه لامبرت بکار خواهد رفت

(41-2)                                                                                                
2 3

1 ...
2! 3! n!

n

e   
       

 می توان رابطه زیر را نوشت: که مشابهاً

(42-2)                                                                               
2 3( ) ( ) ( )

1 ...
2! 3! n!

n
i i i i

e i   
      

 که پس از جدا نمودن قسمت های حقیقی و موهومی رابطه فوق خواهیم داشت:

                                                             
51 Moivre 
52 Euler 
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2 4 6 3 5 7

(1 ...) i( ...)
2! 4! 6! 3! 5! 7!

ie       
            

cos                                                                                                          (2-43) و یا sinie i     

ie همچنین با تبدیل  به ie  :در رابطه فوق خواهیم داشت 

(44-2)                                                                                                                cos sinie i    

 با ترکیب دو رابطه اخیر به روابط مفید زیر خواهیم رسید:

(45-2)                                                                                                              1
cos (e e )

2

i i     

(46-2)                                                                                                             1
sin (e e )

2!

i i    

ستند. با جایگزینی  سی اعداد مختلط ه سینو سی و ک سینو سته فرمول ها، روابط   2-45و  2-46در معادلات  بجای  zآخرین د

 خواهیم داشت:

(47-2)                                                                                                                1
cosz (e e )

2

iz iz  

(48-2)                                                                                                           
1

sinz (e e )
2!

iz iz  

                                                                        (2-49) همچنین 

(cosy i.siny)z x iy x iy xe e e e e     

 مروری بر هندسه دیفرانسیل (3

سمت معادلات پارامتریک رویه،  سیل. در این ق سه دیفران ست کوتاه بر بخش هایی از هند سمت مروری ا منظور از بحث این ق

 بین منحنی های پارامتریک مورد مطالعه قرار خواهند گرفت. یهزاوو     مقادیر اصلی     

 معادلات پارامتریک رویه-1-3

 معادله ضمنی یک رویه عبارت است از:

(1-3)                                                                                                                   53 (x, y,z) 0F  

 و معادلات پارامتریک آن را می توان بصورت زیر نوشت:

(2-3)                                                                                                                             
( , )

y y( , )

( , )

x x

z z

 

 

 







  

                                                             
53 , ,X Y Z بعنوان مخت ات نقاط واقع بر رو ه که می باید ت و ر شوند و ,x y بعنوان مخت ات نقاط واقع بر صفحه ت و ر بکار می روندم 
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, ,x y z صات کارتزین و , مخت  ستند صات منحنی الخط ه شعاع  .مخت ضمنی کره ای به  عبارات  Rبرای مثال معادله 

 است از:

(3-3)                                                                                           2 2 2 2(x, y, z) x 0F y z R      

معادلات پارامتریک آنو 
( , ) Rcos cos

y y( , ) Rcos sin

( , ) Rsin

x x

z z

   

   

  

 

 

 

, می باشففد که     به ترتیب عرض و طول کروی هسففتند. به

 همین ترتیب معادلات ضمنی و پارامتریک  بیضوی را می توان این چنین نوشت:

(4-3)                                                                                                      2 2 2 2x 0F y z N     

(5-3)                                                                                                                  

2

cos cos

cos sin

(1 e )sin

x N

y N

z N

 

 







 

 

,ن معادلاتکه در ای   به ترتیب عرض و طول ژئودتیک وN .با استفاده از  شعاع انحناء مقطع قائم اصلی در هر نقطه هستند

 1C مساوی مقدار ثابت  ن مثال: اگرصی را بر روی آن مشخص نمود. بعنوامعادلات پارامتریک یک رویه می توان هر خم خا

 :باشد می توان معادلات پارامتریک آن را بصورت زیر بدست آورد

(6-3)                                                                                                                           
1

1

1

( , )

( , )

( , )

x x C

y y C

z z C













  

2C و یا معادلات پارامتریک خم  :بر روی سطح بصورت زیر خواهند بود 

(7-3)                                                                                                                           
2

2

2

( , )

( , )

( , )

x x C

y y C

z z C













 

)یک خم اختیاری با  معادلات , )s   نشان داده خواهد شد که در اصل نشان دهنده رابطه خاصی بین ,  .می باشد 

 کمیت های اصلی گوس -2-3

ویر صفحه یا سطح دیگری تصکمیت های اصلی گوس وسیله ای هستند برای بیان خواص هندسی سطحی که می باید بر روی 

 شوند.

,x) به مختصفففات  P خمی اختیاری بر روی رویه ای در نظر گرفته و نقطه مانند y,z)  بی نهایت و نقطه دیگر به فاصفففله

x) به مختصات Q نزدیک به آن مانند , y ,z )x y z    (.3-1بر روی آن خم مشخص می کنیم )شکل  
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 3-1شکل 

 نشان می دهیم. بنابراین خواهیم داشت: sرا با  PQ و کمان L را با PQ همچنین طول وتر

(8-3)                                                                                                          2 2 2 2L x y z      

(9-3)                                                                                           2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )
L x y z

s s s s

   
  

   
 

 تبدیل شده و خواهیم داشت: sبه P  ،L به طرف Q و با میل نقطه

(10-3)                                                                                                   2 2 2( ) ( ) ( ) 1
x y z

s s s

  
  

  
 

, که می توان مقادیر ,
x y z

s s s

  

  
را می توان  3-10را به کسینوس های هادی خطی روی سطح تعبیر نمود. بنابراین رابطه  

2    (3-11)  بصورت  2 2 2s x y z      .نوشت 

 می دانیم:

(12-3)                                                                                                                           
( , )

y y( , )

( , )

x x

z z

 

 

 







 

 بنابراین داریم:

(13-3)                                                                                                            

x x
dx d d

y y
dy d d

z z
dz d d

 
 

 
 

 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

  

معادله زیر که بین تغییرات در طول کمانی واقع  3-11و جانشین کردن آن ها در فرمول  3-13از توان های دوم روابط  استفادهبا 

 بر رویه بر حسب تغییرات در مختصات منحنی الخط است بدست خواهد آمد:
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(14-3)                                                                                            
2 2 22ds Ed Fd d Gd      

                                                                              (3-15)  که در آن

2 2 2

2 2 2

( ) ( ) ( )

. . .

( ) ( ) ( )

x y z
E

x x y y z z
F

x y z
G

  

     

  

  
  

  

     
  
     

  
  

  

                                                                                  

شد ,. می با ,E F G  سمت های ستفاده آن ها در ق سوم اند. مورد ا صلی گوس برای یک رویه مو  4-3و  4-2به کمیت های ا

 ( و شرایط تشابه ارائه خواهند شد.scale factor)مثل  اشل ضریب ترتیب تعاریف تفصیلی که در آنجا به

 کمیت های فوق برای بیضوی عبارتند از:

(16-3)                                                                                                                       

2

2 2

0

cos

E M

F

G N 







  

  در مورد بیضوی بصورت  3-14و بنابراین رابطه 

(17-3)                                                                                             2 2 2( ) ( cos )ds Md N d     

                                                                       (3-18)  و یا
2

2 2 2 2 2 2

2
cos sec

M
ds N d d

N
   
 

  
 

 

 خواهد بود.

 ویه بین منحنی های پارامتریکاز -3-3

سمت اندازه زاویه بین دو خم بر  شود. بدین منظور روابط در این ق صلی گوس بیان می  سب کمیت های ا را برای خم  3-13ح

1 های 2,C C   ( 3-2شففکل) نشففان دهنده مقادیر 3-1ول بر قرار می کنیم. جد (dx,dy,dz)  حاصففل از بر قراری

 روابط فوق در مورد منحنی های مذکور است.

 

                                    

 

 

 

 

 3-1جدول                                                              3-2شکل                                       
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سیل کلی طول گوس  ست که دیفران شود. برای منحنی3-14)معادله  sهمچنین لازم ا سبه  1C ( برای این منحنی ها محا  

0dداریم:   و بنابراین  

(a19-3)                                                                                                                       ds Gd   

2C و در مورد  0 کهd  :خواهیم داشت 

(b19-3)                                                                                                                       ds E d  

 

1 بین نصف النهار و مدار عبارت از زاویه دو بردار مماس  زاویه 2,T T  ( است و از رابطه 3-2)شکل: 

(20-3)  1 2 1 2 1 2cos J J K K L L      حسفففاب می شفففود. در این معادله , ,J K L کسفففینوس های هادی دو بردار 

1 2,T T  می باشند و با استفاده از روابطb19-3  وa19-3 :بطریق زیر محاسبه می شوند 

(a20-3)                                                                                                        

1

1

1

1
.

1
.

1
.

dx x
J

ds G

dy y
K

ds G

dz z
J

ds G














 




 




 



  

(b20-3)                                                                                                           

2

2

2

1
.

1
.

1
.

dx x
J

ds E

dy y
J

ds E

dz z
J

ds E














 




 




 



 

 خواهیم داشت: 3-20در  a20-3و  b20-3که پس از جایگزین کردن روابط 

(21-3)                                                                        
1

cos . . .
x x y y z z

EG


     

      
   

      
  

 ، معادله زیر بدست می آید: Fبا توجه به اینکه مقدار داخل کروشه برابر است با کمیت اصلی گوس 

(22-3)                                                                                                                        cos
F

EG
   

صفحه(. این فرمول زاویه بین یک نصف النهار و یک مدار را  -بیضوی –معادله فوق در مورد هر رویه ای صادق است )مثلا کره 

 از شرطی می کند بکار برد. که مطابقت بیان می کند و می توان آن را برای تعیین یک زاویه و یا اعمال مقدار معینی از 

90 در مورد بیضففوی فرمول فوق نشففانگر این واقعیت اسففت که   ( در 3-16می باشففد زیرا همانطور که می دانیم )روابط

,0بیضوی  , 0F E G  . 
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 طور کلیاویر متشابه بتص (4

در این قسمت مسدله کلی تصویر متشابه سطح بیضوی روی صفحه شرح داده خواهد شد. مطالبی که در این بخش مورد مطالعه 

(، شرط تشابه، تعیین ضریب اشل، scale factor، تعریف تفصیلی ضریب اشل )Isometricقرار می گیرند عبارتند از: صفحه 

 ر است.هندسه منحنی های تصویر شده و تقارب نصف النها

 Isometricصفحه -1-4

در بحث تصاویر متشابه با سه رویه سر و کار خواهیم داشت: یکی رویه ای که باید تصویر شود، دیگری صفحه تصویر و سومی 

با استفاده از  Isometric. در ژئودزی رویه اولی رویه بیضوی است. صفحه  Isometricصفحه ای است واسطه به نام صفحه 

 تعریف می شود. یاد آوری می شود که در این فرمول داشتیم: 3-18معادله 

(1-4)                                                                               
2

2 2 2 2 2 2

2
cos sec

M
ds N d d

N
   
 

  
 

 

 : با رابطه زیر  با تعریف کمیت جدید

(2-4)                                                                                                                sec
M

d d
N

    

 را می توان بصورت زیر نوشت: 4-1معادله 

(3-4)                                                                                              

2 2 2 2 2cosds N d d      

ی له را بر روی یک صفحه تداعی مبا توجه به مقدار داخل کروشه در رابطه فوق می توان دید که این مقدار مربع دیفرانسیل فاص

)تصففات روی این صفففحه طول ژئودتیک نامید می شففود. مقادیر مخ Isometricصفففحه   د. این صفففحهکن )  و عرض

Isometric ( ) می باشند. 

) بر حسب عرض ژئومتریک Isometricبرای بیان عرض   )  می رود:رابطه زیر بکار 

(4-4)                                                                                                               
0 0

sec

q
M

d d
N



  
  

 و بطوریکه می دانیم:

(5-4)                                                                                                                
2

3

2 2 2

(1 e )

(1 e sin )

a
M








  

(6-4)                                                                                                                 
1

2 2 2(1 e sin )

a
N







  

M, مقادیربا قرار دادن  N داریم: 4-4در  4-5و  4-6 از 
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(7-4)                                          
2 2 2 2

2 2 2 2 2

0 0 0

(1 e )d (1 e )(cos sin )

(1 e sin )cos (1 e )cos (cos sin )

q q

d d


  

 
    

  
 

      

(8-4)                                                                                                  2

2 2

0 0

cos

cos (1 e sin )

d d
e

 
  

 
 

   

 ست از:نتیجه انتگرال اول عبارت ا

(9-4)                                                                                                     
0

tan( )
cos 4 2

d
Ln


  



 
  

 
 

 نشان دهنده لگاریتم طبیعی است. برای تعیین انتگرال دوم تغییر متغیر زیر را اعمال می کنیم: Lnکه 

(10-4)                                                                                                        sin ,cosp d dp     

 با توجه به این تغییر متغیر خواهیم داشت:

(11-4)                                                                  
2

2 2

2 2

1 1 sin

1 1 1 sin

e

dp ep e
e e Ln Ln

e p ep e





    
    

    
  

 و با ترکیب دو انتگرال رابطه زیر بدست می آید:

(12-4)                                                                                         2
1 sin

tan( )( )
4 2 1 sin

e
e

Ln
e

  




 
  

 
 

, مقادیر متناظر 4-1وجود دارد. در جدول   یک مقدار  بنابراین می بینیم که به ازای هر مقدار   شده بطوریکه در آورده 

11تا   این جدول مشففاهده می شففود مقدار  12 کمتر از عرض ژئودتیک و از  مقدار  بزرگتر از آن اسففت و در 

89   ، به مراتب بزرگتر از   صفحه ایزومتریک در حالیکه ست که بر روی  ضوع آن ا سی این مو سیر هند ست. تف ا

صف النهارات به موازات هم و ستند ن ساوی ه صل م شمالی به فوا ست برای مثال مدارات  ساوی نی سان و م صل مدارات یک . فوا

 (.4-1بیشتری نسبت به مدارات جنوبی می باشند )شکل  فواصلدارای 

  

 

     

 

 4-1شکل                      

 )مدارات و نصف النهارات روی صفحه ایزومتریک(
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) چون می باید عرض ژئودتیک ) را از عرض ایزومتریک ( )  4-12محاسفففبه نمود و لازمه این کار معکوس نمودن معادله 

ست و آن هم  صاراً امکانا شود. در زیر روش تکرار در این مورد اخت ستفاده می  ست از روش تقریبی در این مورد ا رح ش پذیر نی

 داده می شود.

 نامیده می شود و بطور خلاصه به شرح زیر است: Newton-Raphsonرار که در این مورد بکار گرفته می شود متد روش تک

(x) معادله غیر خطی 0f  :داده شده، مراحل حل عبارتند از 

 انتخاب می شود xبرای  0P مقدار تقریبی -1

2- nP  یعنی مقدار حاصل ازn 1   ( 4-13)   تکرار از فرمول(P );n 1,2,...n nP g     حساب می شود  

 و 

      (14-4)                                                                                                                                  
(x)

(x) x
(x)

f
g

f
 


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1n مرحله تاتکرار  -3 nP P   ،که  .حد دقت کامپیوتر است 

nxحل معادله فوق  -4 P است و دقت آن تا  است. 

 را می توان بصورت زیر نوشت: 4-12معادله مورد عرض ایزومتریک عمل می کنیم.  اکنون روش فوق را در

(15-4)                              
1

(1 sin ) (1 sin ) (1 sin ) e (1 sin )
2

Ln Ln eLn e Ln e             

  که مساوی صفر می باشد عبارت است از: f(x) در این مورد تابع 

( ) 0f     

          (4-16)و 
1

( ) (1 sin ) (1 sin ) (1 sin ) e (1 sin ) 0
2

f Ln Ln eLn e Ln e q              

                                                                                (4-17)  و
2

2 2

( ) 1
( )

(1 sin )cos

df e
f

d e




  


  


  

)0 )یا( مقدار اولیه تقریبی )  0که برای این مسدله در نظر گرفته می شود تقریب کروی است یعنیe  :بنابراین ، 

(18-4)                                                                                                           0tan( )
4 2

Ln



 

  
 

  

 نمودن این معادله خواهیم داشت:که پس از معکوس 

(19-4)                                                                                                                           1

0 2tan exp( )
2


   

(4-20)  در مرحله دوم با توجه به رابطه
( )

( )
( )

f
g

f


 


 


 : رار را با استفاده از فرمولروش تک  

(21-4)                                                                                                         1( );n 1,2,...n ng     

 بار اعمال می نماییم و به معادله زیر می رسیم: nدر مورد مجهول مسدله تا 

(22-4)                                                                                                              1
1

1

( )

( )

n
n n

n

f

f


 








 


 

(23-4)                                                                                                                1 1( )n n n      

1n و در نهایت محاسبه   .ادامه می یابد 

 تعریف ضریب اشل      -2-4

شان دهنده میزان اعوجاج ) صویر ن شل در هر نقطه واقع بر صفحه ت ست. البته علت این اعوجاج distortionضریب ا ( در طول ا

ست که  شروطی ا سایر  شابه و یا  شرط ت ست. رابطه بین مختصات یک نقطه واقع براعمال  صویر خاص لازم ا  برای ایجاد یک ت
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شل خط ) صویر ، نباید با مفهوم ا صفحه ت ضوی و نقطه متناظرش واقع بر  شد Line Scaleسطح بی ( که بعدا تعریف خواهد 

 اشتباه شود.

ا ویر متشابه است تصویر این منحنی هدیدیم که در بیضوی نصف النهارات بر مدارات عمودند و جون سیستم تص 3-2در بخش 

)دومین  Fنیز بر هم عمود خواهد بود. شرط عمود بودن مدارات و نصف النهارات در ریاضیات با صفر قرار دادن  تصویربر صفحه 

  : ، می توان مربع یک کمان بی نهایت کوچک روی بیضوی را بصورت 3-14کمیت اصلی گوس( بیان می شود. بنابر معادله 

(24-4)                                                                                             2 2 2 2 2 2

1 cosds M d N d     

 :54نوشت که معادل آن بر روی صفحه نقشه معادله زیر را خواهیم داشت

(25-4)                                                                                                                     2 2 2

2ds dx dy   

(26-4)                                                                                     
2 2 2

2 2

2 2 2 2 2

1 cos

ds dx dy
k

ds M d N d  


 


 

 ضریب اشل را با استفاده از دو رابطه زیر بر حسب عرض ایزومتریک و طول ژئودزیک می توان بدست آورد:

(27-4)                                                                                                                           1

2

( , )

y f ( , )

x f  

 




  

2 ،3-14با توجه به رابطه 

2ds را می توان بصورت :  

(28-4)                                                                                            2 2 2

2 2 . .ds ed f d d gd       

 : نوشت که در آن

(29-4)                                                                                                                 2 2( ) ( )
x y

e
 

 
 

 
  

(30-4)                                                                                                   ( )( ) ( )( )
x x y y

f
   

   
 

   
  

(31-4)                                                                                                                2 2( ) ( )
x y

g
 

 
 

 
  

 و چون اندازه زوایا روی بیضوی و روی صفحه نقشه می باید مساوی باشند، بنابراین:

(32-4)                                                                                                                2 2 2

1ds ed gd   

 اکنون می توان ضریب اشل را با معادله زیر نشان داد:

(33-4)                                                                                                       
2 2 2

2 2

2 2 2 2 2

1 cos (d d )

ds ed gd
k

ds N

 

  


 


 

                                                             
x, برای مخت ات نقاط واقع بر صفحه حروف کوچک مانند 54 y بکار برده می شود. 
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 شرط تشابه بین صفحه نقشه و صفحه ایزومتریک       -3-4

در این قسمت معادلاتی که بین شرط تشابه دو صفحه تصویر )نقشه( و ایزومتریک است بدست آمده و سپس بصورت معادلات 

 داریم: 4-2از شکل  کوشی و ریمان ارائه خواهند شد.

(34-4)                                                                                                              
cos

tan
N

d
Md


 


  

 آزیموت ژئودتیک است. که در آن 

 

 4-2شکل 

d قبلا نیز  (4-35)  بصورت  
cos

Md
d

N





    خواهیم داشت: 4-34تعریف شد که با جایگزین نمودن آن در معادله 

(36-4)                                                                                                                            tan
d

d





 

tan                                                                                                                                       (4-37) و یا .d d   

d اکنون با جانشینی این مقدار بجای   مقدار ضریب اشل بعنوان تابعی از امتداد بصورت زیر بدست می آید: 4-33در معادله 

(38-4)                                                                                                       
2 2

2

2 2

cos sin

cos

e g
k

N

 




  

ستقل از ام شل م ضریب ا شابه  صاویر مت شابه چنین ایجابولی بطوریکه می دانیم در ت شرط ت ست. بنابراین بر قرار نمودن   تداد ا

 می کند که معادله فوق مستقل از امتداد )آزیموت( باشد که در نتیجه خواهیم داشت:
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(a38-4)                                                                                             2

2 2 2 2cos cos

e e
k

N N 
  

 بنابراین شرط تشابه را بر حسب کمیت های اصلی گوس می توان بر حسب معادلات زیر بیان نمود:

(39-4)                                                                                                                                     0f   

(40-4)                                                                                                                                     e g 

شی و ریمان را می توان با بکار بردن معادلات  ست آورد که به  4-29و  4-30، 4-31با معادلات  4-39و  4-40معادلات کو بد

, ترتیب ,e f g را بر حسب , , ,x y    شروع می کنیم. داریم: 4-39بیان می کنند. ابتدا از معادله 

(41-4)                                                                                                              
0

0

f

x x y y

   



   
 

   

  

                                                                                                                    (4-42) و

x x

y

y

 





 


  






  

 :خواهیم داشت 4-40همچنین با معادله 

(43-4)                                                                                                             2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )

e g

x y x y

   



   
  

   

 

 از بکار بردن
y






 رابطه زیر حاصل خواهد شد: 4-43در  4-42از معادله  

(44-4)                                                                              

2 2

2 2 2

2

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

x x

x y x

y

 

  



 


    
  

  



 

                                                                                    (4-45)  و یا

2

2 2 2 2

2

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

x
x y x y

y


   




           



 

 معادله فوق تنها در دو حالت زیر بر قرار خواهد بود:

(46-4)                                                                                                                 2 2( ) ( ) 0
x y

 

 
 

 
 

2                                                                                                                 (4-47)  و یا 2( ) ( )
x y

 

 


 
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 خواهیم داشت: 4-47از معادله 

(48-4)                                                                                                                             
x y

 

 
 

 
 

 تساوی زیر حاصل خواهد شد: 4-41علامت مثبت و جایگزین نمودن آنها در معادله با در نظر گرفتن معادله بالا با 

(49-4)                                                                                                                         
x y

 

 
 

 
 

 ا علامت مثبت معادلات کوشی و ریمان هستند یعنی:ب 4-48معادله فوق همراه معادله 

(50-4)                                                                                                                             

x y

x y

 

 

 


 

 
 

 

 

 و ریمان بدست خواهند داد منتهی بصورت زیر:با جواب منفی نیز شروط کوشی  4-48البته انتخاب معادله 

(51-4)                                                                                                                             

x y

x y

 

 

 
 

 

 


 

 

ش شرط ت شد، معادلات فوق بیان کننده  صویر بوده و در تعریف و تعیینهمانطور که قبلا نیز ذکر  ستم ت سی 2 وابعت ابه در  1,f f 

 بصورت زیر:

(52-4)                                                                                                            1( i )x iy f     

(53-4)                                                                                                            2i ( )f x iy    

 بکار می روند.

 تعیین ضریب اشل      -4-4

یادآوری می گردد که  .( ارائه می شففود4-52)معادله  1f در این قسففمت فرمول تعیین ضففریب اشففل با فرض معلوم بودن تابع

 داشتیم:

(54-4(                                                                                                      
2 2 2

2 2

2 2 2 2 2

1 cos (d d )

ds ed gd
k

ds N

 

  


 


 

 در جبر اعداد مختلط رابطه ای بصورت زیر وجود دارد:

(55-4)                                                                        2 2 2 2. (z) (z)(dx dy )dw dw du dv f f      
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(z)که در آن   f(x iy), ,w u iv f w u iv z x iy          .اثبات این رابطه، ساده و بصورت زیر  می باشد

 است:

(a55-4)                                         

2 2

2 2

. (du i.dv)(du i.dv)

(x iy) (x iy)(dx idy)(dx idy) (z) (z)(dx dy )

dw dw du dv

f f f f

    

         
 

 : توجه به رابطهو با 

(z) (x iy)
u v v u

f f i i
x x y y

   
      

   
  

2                                                                    (b55-4) و 2 2 2(z) (z) ( ) ( ) ( ) ( )
u v v u

f f
x x y y

   
     

   
 

 خواهیم داشت:

2 2 2 2 2 2 2 2. ( ) ( ) (dx dy ) ( ) ( ) (dx dy )
u v v u

dw dw
x x y y

     
             

 

 در این بحث بصورت زیر استفاده می شود: 4-55از معادله 

(56-4)                                                               2 2 2 2 2

2 dx dy ( i ) ( i )(d d )ds f f            

 : را بصورت 5-54و با توجه به این رابطه، معادله 

(57-4)                                                                             

2 2
2

2 2 2 2

( i ) ( i )(d d )

cos (d d )

f f
k

N

     

  

   



 

(58-4)                                                                                                
2

2 2

( i ) ( i )

cos

f f
k

N

   



  
 

 بصورت :که در این بحث  b55-4معادله فوق با استفاده از رابطه 

(59-4)                                                                               2 2( i ) ( i ) ( ) ( )
x y

f f   
 

 
    

 
 

(60-4)                                                                                                                
2 2( ) ( )

x y

 

 
 

 
 

 نتیجه نهایی برای تعیین ضریب بصورت زیر بدست خواهد آمد: 4-58در رابطه  4-59و  4-60قرار دادن معادله با 

(61-4)                                                                                                        

2 2( ) ( )

cos

x y

k
N

 



 


 
  
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(62-4)                                                                                                        

2 2( ) ( )

cos

x y

k
N

 



 


 
 

 4-61ثلا معادله مه مورد نظر بایستی بر قرار باشد.کاربرد این دو فرمول بستگی به شرایط خاصی دارد که در سیستم تصویر متشاب

) ترانسورس مرکاتور که در آنبرای تعیین ضریب اشل در  )x x   در سیستم  4-62است بکار می رود در حالیکه از فرمول

) مخروطی لامبرت استفاده می شود زیرا در آن )x x  .است 

 روابط هندسی منحنی های تصویر شده -5-4

های تصویر شده بر صفحه تصویر )نقشه( و روابط آنها نسبت به سیستم  در این بخش شکل نصف النهارات، مدارات و ژئودزیک

 شبکه نشان داده شده و مورد بررسی قرار خواهد گرفت.

و مماس های  1زیک گذرنده بر نقطه فحه نقشه تصویر شده همراه با ژئودکه از بیضوی بر روی ص 1و  2دو نقطه  4-3در شکل 

این شکل سه سیستم مختصات ملاحظه می شود که عبارتند از: سیستم مختصات نقشه بر این منحنی نشان داده شده است. در 

شبکه( که با ستم  سی ( ,x y شده که با شبکه منتقل  صات  ستم مخت سی شده،  شخص  x, م y   ستم سی شده و  شان داده  ن

صات  ژئودزیک که با , مخت  ست که محور ستم اخیر به این نحو ا سی ست. توجیه  شخص گردیده ا مماس بر ژئودزیک   م

y عمود بر آن در این نقطه می باشد. محور  و محور 1در نقطه   با خط مماس بر نصف النهار زاویه ای بنام   می سازد که

 نصف النهار است.این زاویه تقارب 

ساعت  آزیموت ژئودتیک  ست که از خط مماس بر نصف النهار در جهت حرکت عقربه های  شده زاویه ای ا صویر  ژئودتیک ت

y زاویه ای است بین محور ، آزیموت شبکه،Tتا مماس بر ژئودزیک تصویر شده اندازه گیری می شود.    تا مماس بر ژئودزیک

شبکه  شود. آزیموت  ساعت اندازه گیری می  شده. این زاویه نیز در جهت عقرب های  صویر  نیز در جهت حرکت عقربه های  tت

yساعت اندازه گیری شده و نشان دهنده زاویه بین محور  است. 2و  1صل بین نقاط وتر وا 

 

 4-3شکل 
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 تقارب نصف النهارات -6-4

در این قسففمت فرمول کلی برای محاسففبه تقارب نصففف النهارات بر حسففب توابعی عمومی و کلی در عرض ایزومتریک و طول 

 ارائه می شود.  ژئودتیک

 (.4-4تعریف می کنیم )شکل  x, را بعنوان زاویه بین محورهای  زاویه 4-3با توجه به تعاریف شکل 

  

 4-4شکل 

 با توجه به این شکل می توان نوشت:

(63-4)                                                                                                                        tan
dy

dx
   

, معادله ژئودزیک تصویر شده بر حسب  :عبارت است از 

(64-4)                                                                                                                      ( , ) 0f      

 : و معادله پارامتریک این خم بصورت

(65-4)                                                                                                                      
( , )

( , )

x x

y y

 

 




 

 می باشد که پس از دیفرانسیل گیری از این معادلات خواهیم داشت:

(66-4)                                                                                                        
x x

dx d d 
 

 
 
 

 

                                                                                                      ( 4-67و )
y y

dy d d 
 

 
 
 

 

tan مقادیر زیر برای 4-63که از جایگذاری این مقادیر در رابطه   :حاصل خواهد شد 
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(68-4)                                                                                                    tan

y y
d d

x x
d d

 
 



 
 

 


 

 


 

  

tan                                                                                                     ( 4-69و یا )

y y d

d

x x d

d



  




  

 


 

 


 

 

 داشتیم: 4-36یادآوری می شود که در معادله 

(70-4)                                                                                                                        tan
d

d





  

 خواهیم داشت: 4-69که پس از قرار دادن این مقدار در رابطه 

(71-4)                                                                                                      

tan

tan

tan

y y

x x


 




 

 


 

 


 

 

                                                                                                 (4-72و )

tan

tan

tan

y x

x x


 




 

 


 
 

 


 

 

را که در  4-5که برای یافتن فرمول تقارب نصف النهار از آن استفاده می کنیم. شکل  مول بالا رابطه ای است کلی و اساسفر

 : آن

 

 4-5شکل 

, مقادیر زیر برای  :فرض شده در نظر می گیریم 

(73-4)                                                                                                                                 

90                                                                                                                          (4-74)  و   
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 را می توان بصورت زیر نوشت: 4-71فرمول  

(75-4)                                                                                                     

1

tan
tan

1

tan

y y

x x

  


  

 


 


 


 

 

 خواهیم داشت: 4-75در  4-73و  4-74که پس از جایگذاری روابط 

(76-4)                                                                                                                       tan

y

x











  

 همچنین با استفاده از معادلات کوشی و ریمان یعنی:

y x

 

 


 
  

y x

 

 
 

 
 

 می توانیم بنویسیم:

(77-4)                                                                                                                         tan

x

y














 

صف النهارات از  ستم های هر دو عبارت فوق در تعیین تقارب ن سی ستگی به  ستفاده آنها ب ضی برخوردارند ولی مورد ا اعتبار ریا

در سففیسففتم  4-76در سففیسففتم تصففویر مخروطی لامبرت و از معادله  4-77تصففویر و شففرایط خاص آنها دارد. مثلا از معادله 

 ترانسورس مرکاتور استفاده خواهد شد.

 تصویر مرکاتور (5

صویری ابداع شد. هدف مرکاتور از این کار ایجاد سیستم ت 55مرکاتور عملی بوسیلهبطور  1550ر حدود سال این سیستم تصویر د

( بر روی صفحه تصویر به شکل خطوط مستقیم تصویر شوند. حدود 5-5رجوع شود به قسمت )56مبود که در آن منحنی لوکسدرو

تصویری لازم است دو شرط زیر رعایت برای ایجاد یک چنین  ریاضی از این سیستم بدست آورد. توزیعی57چهل سال بعد رایت

 شود:

            .ضریب اشل در طول استوا حقیقی باشد -الف

 ها در استوا واقع باشد.uمبدا محور  -ب 

                                                             
55 Mercator 
56 loxodrome 
57 wright 
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شل، تقارب نصف النهارات، صویر مرکاتور لوکسدرو در این قسمت به ترتیب مسدله مستقیم، ضریب ا ستم ت سی و مسدله  مشکل 

 خواهند گرفت.معکوس مورد بررسی قرار 

 مسدله مستقیم -1-5

x, مسدله مستقیم عبارت است از تعیین مختصات نقشه یعنی y  با استفاده از,   بعبارت دیگر تعیین تابعf :در رابطه زیر 

(1-5)                                                                                                              ( i )x iy f     

شینی شت که جان صویر عمومیت دارد زیرا   در این عبارت بجای  باید توجه دا ستم های ت سی ست که در کلیه  سدله ای ا م

تبدیل   را به ،  4-12سطح بیضوی و صفحه نقشه و می توان با بکار بردن معادله صفحه ایزومتریک واسطه ای است بین 

 مذکور در بالا برقراری رابطه زیر را ایجاب می نماید: «الف»بر قراری شرط . نمود

(2-5)                                                                                                                                x a 

 استوا داشته باشیم:لازم است در « ب»نصف قطر اطول بیضوی است. همچنین برای بر قراری شرط  a که در آن

(3-5)                                                                                                                      0y     

شرایط تابع مختلط  صورت  fتحت این  )  (5-4) ب i )x iy a      صحت رابطه فوق را می توان از برقراری خواهد بود. 

 معادلات کوشی و ریمان در مورد آن تحقیق نمود یعنی:

x y
a

 

 
 

 
  

0                                                                                                                              و
x y

 

 
  

 
 

 خواهیم داشت: 5-4در  موهومیبنابراین با جداسازی قسمت های حقیقی و 

(5-5)                                                                                                                                     
x a

y a








  

x, باید توجه داشت که واحد y همان واحد a است زیرا واحد های ,q  .رادیان می باشد 

 ضریب اشل      -2-5

 :داشتیم 4-61یادآوری می شود که در فرمول 

2 2( ) ( )

cos

x y

k
N

 



 


 
  

 توان نوشت:می  5-5با توجه به معادله 

(6-5)                                                                                                                 0
y







و 

x
a







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 بنابراین در این سیستم تصویر فرمول ضریب اشل بصورت زیر خواهد بود:

(7-5)                                                                                                                           
cos

a
k

N 
  

شود. در  ضافه می  صفر بوده و با تزاید عرض ژئودزیک ا ستوا  شل در طول ا 90اعوجاج ا  بی نهایت خواهد اعوجاج  میزان

 بود که مفهوم آن این است که نقطه قطب مانند خطی شبیه یک مدار تصویر می شود.

 تقارب نصف النهارات       -3-5

 به شکل زیر بدست آمد: 4-76 فرمول کلی تقارب نصف النهارات در قسمت قبل در فرمول

tan

y

x











  

 در مورد تصویر مرکاتور خواهیم داشت:با استفاده از این معادله 

0
tan 0

a
    

0                                                                                                                                 (5-8) و  

 شبکه بر مماس بر نصف النهار تصویر شده منطبق است. yاین بدان معناست که در این سیستم تصویر محور 

 شکل تصویر مرکاتور       -4-5

 (:5-1یر ذکر گردیده بصورت زیر است )شکل رکاتور با توجه به عواملی که در زظاهر تصویر م

2
1 sin

tan( )( )
4 2 1 sin

e

x a

e
y a Ln

e



  
 





 
    

 

 

 

 

 

 

 

                                           

                               

 5-1شکل                                 
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1- 0  
1kدر استوا  -2   

 درجه یکدیگر را قطع می کنند 90مدارات و نصف النهارات در زاویه  -3

 النهارات مساوی استفواصل نصف  -4

 فواصل بین مدارات با دور شدن از استوا افزایش می یابد. -5

 (Loxodromeم )لوکسدرو      -5-5

خمی است بر روی بیضوی که نصف النهارات را با زاویه ثابت قطع می کند یعنی دارای آزیموت ثابت  rumb-lineیا م وکسدرول

در تصویر مرکاتور خم لوکسدروم بصورت خطی مستقیم در صفحه نقشه تصویر است. همانگونه که در شروع این بحث اشاره شد 

 .می شود

 

 5-2شکل 

 ( داریم:5-2با توجه به شکل بالا )شکل 

(9-5)                                                                                                              
cos

tan .
N d

M d

 



   

tan                                                                                                       (5-10) و sec
M

d d
N

     

 پس از انتگرال گیری از طرفین معادله فوق خواهیم داشت:

(11-5)                                                                                                                     0 tanq     

0tanq                                                                                                                (5-12) و یا     
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 معادلات تصویر یعنی: داشتنو با  q که معادله ای است برای لوکسدروم روی سطح بیضوی بر حسب

y
q

a

x

a






  

 :، معادله لوکسدروم بر روی صفحه تصویر بصورت  5-12و جایگزینی آن ها در 

(13-5)                                                                                                                                       0tan ax y    

  .0aو مقدار ثابت tan بدست خواهد آمد. بطوریکه ملاحظه می شود رابطه فوق معادله خطی است مستقیم با ضریب زاویه

 58مسدله معکوس -6-5

,مسدله معکوس عبارت است از محاسبه    در حالیکه,x y  در دست باشند. برای حل این مسدله مراحل زیر بایستی حل

 شوند:

 از فرمول: محاسبه طول ژئودتیک  -1

(14-5)x

a
   

 با استفاده از رابطه: محاسبه  -2

(15-5)y

a
   

و روش تکرار ذکر شده  4-12بدست آمده از معادله بالا با استفاده از فرمول  متناظر با  محاسبه عرض ژئودتیک  -3

 . 4-1در قسمت 

 59تصویر ترانسورس مرکاتور (6

ابداع گردید « 60یوهان هنریخ لامبرت»بوسیله  1772تصویر متشابه که امروزه کاربرد وسیعی در عمل دارد در سال  سیستماین 

ولی مانند هر روش دیگری در ابتدا بر پایه اصولی ابتدایی استوار و احتمالا طریقی هندسی بوده است. حدود پنجاه سال بعد گوس 

ت بر روی الت خاصی از تصویر متشابه رویه ای اسن داد که در حقیقت این تصویر حنشاو  نگاشتبر این تکنیک، تحلیلی ریاضی 

سال  ست  61کروگر 1912دیگر. پس از گوس در  ستم تعقیب نمود و معادلاتی بد سی سعه فرمول های این  کار او را در جهت تو

ست )مانند فرمول های  سب ا سبات عملی کاملا منا ین ترتیب می بینیم که چه خلاقیت ( و به ا6-25و  6-26آورد که برای محا

 زیبایی در این رشته در مدتی حدود یک قرن و در سه مرحله بوجود آمد.

 برای ایجاد ترانسورس مرکاتور سه نکته می باید رعایت شود:

                                                             
58 Transverse Mercator Projection 
59 Transverse Mercator Projection 
60 Johann Henrich Lambert 
61 L.Kruger 
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 اشل در طول نصف النهار مرکزی حقیقی باشد -1

 ( در استوا باشدordinateها )yمبدا محور  -2

 در نصف النهار مرکزی باشد. (abscissaها )xمبدا محور  -3

صات ژئودتیک،  سب مخت شل بر ح ضریب ا ستقیم،  سدله م سمت مورد مطالعه قرار می گیرند عبارتند از: م مطالبی که در این ق

شل بر  ضریب ا سدله معکوس،  سورس مرکاتور، م صویر تران شکل ظاهری ت صات ژئودتیک،  سب مخت صف النهارات بر ح تقارب ن

 UTM که اختصارا62ًنصف النهارات بر حسب مختصات نقشه و سیستم جهانی ترانسورس مرکاتور حسب مختصات نقشه، تقارب

 نشان داده می شود.

 مسدله مستقیم -1-6

صورت صویر ب )   (6-1) بطور کلی نتایج مختلط ت i )x iy f       صی ستقیم عبارت از تعیین تابع خا سدله م ست و م ا

در آن صدق نماید. سومین شرط چنین ایجاب می نماید که در مورد نصف النهار مرکزی است که سه خاصیت ذکر شده در بالا 

 روابط زیر بر قرار باشد:

(2-6)                                                                                                                                                        0x   

 می توان چنین نتیجه گرفت که: 6-1ه توجه به این رابطه از معادل با

(3-6)                                                                                                                                                      
(i )

y f( )

iy f 






 

ست که مقدار  شرط اول این ا صف النهاری yاز طرف دیگر لازمه بر قراری  صویر معادل طول ن صفحه ت ضوی  s در  روی بی

 (6-1باشد )شکل 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 6-1شکل 

                                                             
62 Universal Transverse Mercator 
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   (6-4)توا تا نقطه مورد نظر با انتگرال طول نصف النهار از اس
0

y s Md



    :بدست می آید. همچنین با توجه به رابطه 

(5-6)                                                                                                                                       cosMd N d   

 زیر نوشت:را می توان بصورت  6-4انتگرال 

(6-6)                                                                                                                     
0

cos

( )

y N d

y f



 







 

 را برای نقاط واقع بر نصف النهار مرکزی تعیین نمود. fبنابر این رابطه، می توان تابع 

اید از بمرحله بعد تعمیم طریقی اسففت برای نقاط خارج از نصففف النهار مرکزی ولی در این مورد باید در نظر داشففت که این نقاط 

شند زیرا چنانکه خواهیم دید برای تعیین  سه درجه دورتر از نصف النهار با ستفاده می در fتابع حدود  سری ها ا  این نقاط از بسط 

صفر نیست  xمی توان انجام داد. برای این نقاط مقدار  نقاطشود و چنانکه می دانیم این بسط ها از نظر ریاضی در همسایگی آن 

  برابر طول نصف النهار از استوا تا نقطه مورد نظر نمی باشد.  yو مقدار 

ویر و بدین منظور تابع تصفف یافتجوابی ریاضففی و مطلق برای این مسففدله وجود ندارد و تنها می توان مقداری تقریبی برای آن 

 یعنی:

( i )x iy f     

0 را حول نقطه اختیاری به مختصات 0,q (.6-2یلور بسط می دهیم )شکل به سری ت 

 

 6-2شکل 

(7-6)                           
   0 0 0 0 0

( i )

f ( ) ( ) (z z) f(z)

x iy f

i f i i f

 

       

  

               
 

 را به سری تیلور چنین نوشت: f(z) در این مرحله می توان بسط تابع

(8-6)                                                     
2 2 3 3

1 0 0
0 0

f (z )( ) f (z )( )
(z) f(z ) f (z ) ...

2! 3!

z z
f z

 
       
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 و یا

(9-6)
2

1 2

0 0 0 0 0 0

( i )
( i ) x iy ( i ) ( i )( i ) ( i ) ...

2!
f f f f

 
         

  
               

صف النهار مرکزی در محلی که سط را بر روی ن ستفاده نمود که نقطه ب  نقطه  در این بحث، زمانی می توان از معادلات فوق ا

 خواهیم داشت: (. بنابراین6-3باشد)شکل دارا بعنوان مختصات را  مورد نظر

 

 6-3شکل 

(10-6)                                                                                                                                   0 0

0







 
  

                                                                                                            (6-11) و
0 0

0

   

   

   

    
  

 چنین نتیجه می گیریم: 6-9در  6-11با قرار دادن معادله 

(12-6)                                                              
2 3(i ) (i )

(i ) (i ) ...
2! 3!

II III
I f f

x iy f f
   

        

 ی دهد رجوع می کنیم:طعه ای از نصف النهارات را بدست مبرای تعیین این تابع و مشتقاتش دوباره به فرمولی که طول ق

(13-6)                                                                                                       
0

( ) coss f N d



      

 به این ترتیب خود تابع عبارت خواهد بود از:

(14-6)                                                                                               
0

(i ) if( ) i cosf N d



      

 :و اولین مشتق بصورت 



   حمید جعفرزاده           گرد آوری از:                             

 

 

 
105 hamid73j@ymail.com 

(15-6)                                                         
(z) (z) . ( )

(i ) f (z) . .
(z) (z)

I I df df d i df d
f

f d f d dz

  


 
     

                                                                                         (6-16) خواهد بود زیرا داریم:
1

,z i z
i

   

                                                                                                                    (6-17) و
1d

i
dz i


   

(18-6)                                                                                           
. ( ) ( )

(i ) .( i)
( ) ( )

I i df df
f

d d

 


 
    

(19-6)                                                                                                                       (i ) f ( )If    

 و به همین ترتیب دومین مشتق عبارت است از:

(i ) ( ) ( )
(i )

I
II df d df d df d

f
dz dz d d d dz

   


  

   
     

   
  

(20-6)                                                                                                             (i ) ( )( i)II IIf f   

 مشتق های مراتب بالاتر نیز با همین رویه بدست خواهند آمد یعنی خواهیم داشت:

(21-6)                                                                                                               

(i ) ( )

(i ) ( )

(i ) ( )

III III

IV IV

V V

f f

f f

f f

 

 

 

 

 

 

  

 بسط تابع بصورت زیر بدست می آید: 6-12با جانشین نمودن مقدار تابع و مشتقاتش از معادلات فوق در معادله 

2 3 2( i) ( ) ( ) . ( )
( i ) (i ) ( ) ...

2! 3! 4!

II III II
I f f i f

x iy f f f
     

    


         

 داشت: خواهیمکه با جدا نمودن قسمت های حقیقی و موهومی این رابطه را 

(a22-6)                                                         

3 5 7

2 4 2

( ) ( ) ( )
( ) ...

3! 5! 7!

( ) ( ) ( )
( ) ...

2! 4! 6!

III V VII
I

II IV VI

f f f
x f

f f f
y f

     
 

     


    

    

  

x, مقادیر y را می توان پس از مشخص نمودن ,   نمود. باید در نظر داشت که طول ژئودتیک نقطه ای که در شرق تعیین

CM نصف النهار مرکزی واقع باشد مثبت است یعنی )نقطه     و ) نیز بر حسب  .محاسبه می شود 

i) مقادیر 6-14و  6-19،  6-20،  6-21در روابط  )f  و مشتقات متوالی اش را بر حسب کمیت حقیقی ( )f   و مشتقاتش

شتق با  سب گردند. مقدار اولین م سبات منا شوند تا برای محا سترش داده  ست گ ست آورده ایم و این کمیت ها نیز می بای بد

 می توان چنین نوشت: 6-5استفاده از معادله 
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 ( )

( ) cosI
ds d f

f N
d d

 
 

 
   

 و دومین مشتق نیز عبارت است از:

( ) cos sinII dN d
f N

d d


  

 

 
  
 

  

 داریم: که طبق تعریف عرض ایزومتریک

(23-6)                                                                                                            

cos

( ) tan

d N

d M

dN
N M

d











 

 

)                                                                                                 (6-24) بنابراین: ) sin 2
2

N
f     

 یبه همین ترتیب می توان مشتقات مراتب بالاتر را نیز محاسبه نمود که برای رعایت اختصار از نوشتن آنها در این کتاب خوددار

 چنین بدست می آید: a22-6می شود. نتایج حاصل از این مقادیر پس از جایگذاری در 

(25-6)                

3 3 5 5
2 2 2 4 2 2 2

7 7
2 6 4 2 4 2 2 4 6

cos cos
cos (1 t ) (5 18 t 14 58 t

6 120

cos
13 4 67 t 24 t ) (61 479 t 179 t t )

5040

x
t

N

   
    

 
   

         

      

  

(26-6)     

2 4
3 2 2 4

6
5 2 4 2 2 2 4 6

8
4 2 8 6 2 8 2 7 2 4 6

sin cos sin cos (5 t 9 4 )
2 24

sin cos (61 58t t 270 330 t 445 324
720

680 t 88 600 t 192 t ) sin cos (1385 311t 543t t )
40320

sy

N N

  
     


     


     

      

     

       

  

  برحسب رادیان است و  در این فرمول ها

0

s Md



    

(27-6)                                                                                                                                tant  

(28-6)                                                                                                                    
2 2 2(e ) cos  

(29-6)                                                                                                                       
2 2

2

2
(e )

a b

a


  

x, معادلات تصویر فوق مقادیر y 3 متر برای 0.001 را با دقت   .بدست می دهد 
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 تقارب نصف النهارات بر حسب مختصات ژئودتیک        -2-6

  :تقارب نصف النهارات بصورت 4-76یادآوری می شود که در معادله 

(30-6)                                                                                                                        tan

y

x











 

قرار داده شفود  6-30دیفرانسفیل گرفته شفده و سفپس در معادله   بر حسفب 6-25و  6-26بدسفت آمد. چنانچه از معادلات 

 خواهیم داشت:

(31-6)         

2
2 2 4

4 4
2 4 2 4 2 4 6 2 6 8 2 8

2 3 6 6

tan sin 1 cos (1 t 3 2 )
3

cos
(2 4 t 2 t 15 35 40 t 33 60 t 18 24 )

15

17
(1 t ) cos

315

t


    

 
      

 


     



         


 



  

 چنین نتیجه می دهد: 1tanیعنی )طرف راست عبارت فوق( arc tanاین عبارت پس از استفاده از بسط سری 

(32-6)                                            
2 2 4 4

2 4 2

2 4

cos cos
sin 1 (1 3 2 ) (2 t )

3( ) 13( )

   
   

 

 
        

 

,در این معادله   برحسب رادیان و csc1  است. عبارت فوق گرد شده است و می توان آن را برای دستیابی به دقت 

0.01 برای  3تا  صف شدن از ن صف النهار با دور  ست که تقارب ن صف النهار مرکزی بکار برد. لازم به ذکر ا دورتر از ن

 النهار مرکزی افزایش می یابد.

 ضریب اشل بر حسب مختصات ژئودتیک         -3-6

 :ضریب اشل را بصورت عبارت کلی  4-61در معادله 

(33-6)                                                                                                         

2 2( ) ( )

cos

x y

k
N

 



 


 
  

 : یعنی 6-30بدست آوردیم. این معادله را می توان با استفاده از مربع رابطه 

2

2

2

( )

tan

( )

y

x











 

2                                                                                  (6-34) و یا 2 2 2( ) ( ) ( ) (1 tan )
x y x

  

  
   

  
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                                                                                       (6-35) بصورت زیر نوشت:

21 tan

cos

x

k
N





 

  

 چون
2tan   مقدار کوچکی است می توان رادیکال موجود در این عبارت را بر حسب سری بسط داد که پس از تعیین مشتق

 :جزئی خواهیم داشت

(36-6)                        

2 4 4
2 2 2 2 4 2 2 6

6 6
2 4 2 6 2 4

cos
1 cos (1 ) (5 4 t 14 13 28 t 4

2 24

cos
48 t 24 t ) (61 148 t 16 t )

720

k
  

     

 
 

        

    

  

                              :گرد شده رابطه فوق را می توان بصورت 
2

2 2 4 4 21 cos (1 ) cos (5 4 t )
2

k


        

شل با  ضریب ا شت که  شد. باید توجه دا شته با شار خطا دا شتم اع ست یک یا دو واحد در رقم ه شت که این مقدار ممکن ا نو

شود و در   افزایش ضافه می  صف النهار مرکزی ا صله از ن شدن فا صف النهار، این کمیت با افزایش یعنی با زیاد  طول یک ن

 عرض ژئودتیک نقصان می یابد.

 شکل ظاهری تصویر ترانسورس مرکاتور      -4-6

شکل ظاهری این سیستم را با توجه به شرایط خاصی که در این سیستم بایستی برقرار باشد و درباره آنها بحث شد، می توان با 

 دریافت:و چهار نکته زیر  6-4توجه به شکل 

1k در طول نصفف النهار مرکزی -1   و بنابراین دو قطب بصفورت دو نقطه بر روی صففحه نقشفه تصفویر می شفوند

 آنها معادل با طول نصف النهاری بین هر قطب و خط استوا می باشد. yبطوریکه مقادیر

صف النهار مرک -2 y )که در مورد این نقاط با yزی مقداربرای نقاط خارج از ن   شکل ست ) شده ا شان داده  (( 6-4ن

 نقطه ای است که روی همان مدار ولی روی نصف النهار مرکزی واقع است. yبزرگتر از مقدار 

 یعنی تقارب نصف النهار افزایش می یابد با دور شدن از نصف النهار مرکزی مقدار  -3

 .درجه یکدیگر را قطع می کنند 90مدارات و نصف النهارات در زاویه  -4

 

 

 

 

 

 

 )شکل ظاهری ترانسورس مرکاتور( 6-4شکل 
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 مسدله معکوس       -5-6

 ای بصورت: مسدله مستقیم به فرم معادله

(38-6)                                                                                                             ( i )x iy f     

 : بیان گردید. در قیاس با این فرم می توان مسدله معکوس را نیز بصورت معادله ای مانند

(39-6)                                                                                                            (x iy)i F      

 در مسدله مستقیم تفاوت دارد. fتصویری است که می باید تعیین شود و با تابع معادله  F که در آن

مسدله موجود نیست ولی می توان مقدار تقریبی آن را با استفاده از بسط به سری تیلور بدست آورد. نقطه حل مطلق ریاضی برای 

0 بسط را در شروع کار نقطه ای اختیاری روی صفحه نقشه به مختصات 0,x y  (. بنابراین خواهیم 6-5انتخاب می کنیم )شکل

 داشت:

(40-6)                       
0 0 0 0 0 0 0 0

20 0
0 0

( ) ( ) F(x iy ) F (x iy )( x i y )

F (x iy )
( x i y ) ...

2!

I

II

i i i                   


   

  

(41-6)                                         
2 3

0 0
0 0

F (z )( z) F (z )( z)
(x iy) F(z ) F (z ) z ...

2! 3!

II III
IF

 
       

صات ست به مخت سری انتخاب می کنیم. این نقطه ، نقطه ای ا سط در این  سب تری را بعنوان نقطه ب ,0) اکنون نقطه منا y): 

 (6-5شکل رجوع شود به )

 

  6-5شکل 

 بنابراین خواهیم داشت:

(42-6)                                                                               0 00 ,( )x x x x x          

(43-6)                                                                                                   0 0,( 0)y u y       
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 رابطه زیر بدست می آید: 6-40و پس از قرار دادن نتایج بدست آمده فوق در 

(44-6)                                                       
2 3(iy) (iy)

(iy) (iy) ...
2! 3!

II III
I F x F x

i F F x        

 باید توجه داشت که بر روی نصف النهار مرکزی داریم:

(45-6)                                                                                                                         
0

(iy)

x

i F




 

شکل  شود که یکی مدار گذرنده بر  6-6توجیه هندسی معادله فوق در  شکل دو مدار مشاهده می  ست. در این  شده ا شان داده  ن

صف النهار مرکزی با  ساوی با  yنقطه مورد نظر و دیگری مدار گذرنده بر نقطه ای واقع بر ن ژئودتیک  نقطه مورد نظر، عرض yم

می باشد که آن را عرض ژئودتیک نقطه مبنا یا نقطه پایه می نامند. متناظر  1 و عرض ژئودتیک نقطه اخیر  نقطه مورد نظر

را می توان  6-45یب معادله ترتنشففان داده می شففود و به این  1 عرض ایزومتریک نقطه مبنا نیز تعریف می شففود و با 1با 

1  (6-46)بصورت  (iy)i F  .نوشت 

  1اندیس  و مشتقاتش را بدون در نظر گرفتن F(iy) برای محاسبات عملی می بایست 6-44به منظور آماده ساختن معادلات 

 عبارت است از:تعیین کنیم. اولین مشتق 

(47-6)                                                                            
(iy) (i )

(iy) .
(iy) (iy) (iy)

I
dsdF d d

F i
d d ds d





 
    

 که بطور کلی:

(48-6)                                                                                                                              iy is 

 و بطور اختصار داریم:

(49-6)                                                                                                                        
1 1

iy is is   

 توان چنین نوشت:را می  6-47بنابراین آخرین مشتق در رابطه 

(50-6)                                                                                                                                
1ds

ids i





 

 اگر چنین تعریف کنیم که:

(51-6)                                                                                                                                Id

ds


  

 را بصورت زیر خواهیم داشت: 6-47بنابراین معادله 

(52-6)                                                                                                                            (iy)I IF   

 دومین مشتق عبارت است از:
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(53-6)                                                                      1
(iy) . .

(iy) (is )

II II

d d
d d

ds ds ds
F

d ds d i

  

 

 



   
      
       

(54-6)                                                                                                                  (iy)II IIF i    

 به همین ترتیب می توان مشتقات مراتب بالاتر را بدست آورد که عبارتند از:

(55-6)                                                                                                                      

(iy)

(iy)

(iy)

...

III III

IV IV

V V

F

F i

F







 




 

 :را بصورت  6-44برای فرض نقطه مبنا در تابع و مشتقاتش رابطه  1با دو باره قرار دادن اندیس 

(56-6)                                                           

2 3 4

1 1 1
1 1 ...

2! 3! 4!

II III IV
I i x x i x

i i x
  

           

 :خواهیم داشت که پس از جدا نمودن قسمت های حقیقی و موهومی این معادله بصورت تفکیک شده زیر 

(57-6)                                                                                                                  
3 5

1 1
1 ...

3! 5!

III V
I x x

x
 

     

(58-6)                                                                                                   
2 4

1 1
1 ...

2! 4!

II IXx x 
     

1 اختلاف 6-58خواهد شد. باید توجه داشت که معادله تبدیل       بین دو عرض ایزومتریک را بدست می دهد که در

 (.6-65تعیین عبارت نهایی برای عرض ژئودتیک از آن استفاده می شود )معادله 

در این مرحله مقادیر واقعی 
1 1, ,...I II   و سپس در معادلات فوق قرار می دهیم. یادآوری می شود که:را محاسبه نموده 

(59-6)                                                                                                                  
0

coss N d



     

 اولین مشتق عبارت است از:

(60-6)                                                                                                          
1

cos

I d

ds N





   

 را به ترتیب بصورت زیر می توان تعیین نمود: دوم و سوم مشتق و

(61-6)                                                                                                           
2

2 2 cos

II d t

ds N





  

(62-6)                                                                                     
3

2 2

3 3

1
(1 2 )

cos

III d
t

ds N


 


    
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شتق شود. با  اتم شتن آنها خودداری می  صار از نو مراتب بالاتر را نیز می توان به همین تعیین نمود و در اینجا برای رعایت اخت

) عبارت زیر بجای طول ژئودتیک 6-57و  6-58قرار دادن این مقادیر در روابط  ) :بدست می آید 

(63-6)    

3 2 2 5 2 2 4 2 2 4

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1

6 2 4 2 6 7 2 4 6

1 1 1 1 1 1 1 1

1

1 1
sec ( ) (1 2 ) ( ) (5 6 28 t 3 8 t 24 t

6 120

1
4 4 t 24 t ) ( ) (61 662 t 1320 t 720 t )

5040

x x x
t

N N N

x

N

     

  


         




       



  

)1 باید از عرض ژئودتیک نقطه مبنا نشففان دهنده این اسففت که در تعیین  1که در آن اندیس  ) اسففتفاده شففود. همچنین 

1 1,t   دقت فرمول فوق برای می توان بدست آورد. 6-27و  6-29را با معادلات  3 کمتر از  از نصف النهار مرکزی بعلاوه

قدری مشففکل تر اسففت. برای این کار   تعیین عبارتی مشففابه برای عرض ژئودتیک ثانیه کمانی اسففت. 0.00001 یا منهای

1 لازم اسففت عبارتی برای     1 بعنوان تابعی از اختلاف     بدسففت آورد که در چنین صففورتی   را می

1   (6-64)  توان با فرمول 1 ( )g          1 محاسبه نمود. یادآوری می شود که عرض ژئودتیک نقطه مبنا

 بسط می دهیم:  را به سری تیلور برحسب اکنون  است. yمتناظر با یک طول نصف النهاری 

(65-6)                                              
2 32 3

1 1 1
1 2 3

1 1 1

( ) ...
2! 3!

d d d
g

d d d

   
    

  

 
           

 ایزومتریک یعنی:با توجه به تعریف عرض 

(66-6)                                                                                        
21 1 1
1 1

1 1

cos
(1 )cos

d N

d M

 
 


    

 دومین مشتق را می توان بصورت:

(67-6)                                             
2

2 2 2 21 1 1
1 1 1 1 1 12

1 1 1

cos (2 3 ) (1 )(1 3 ) t cos
d N N

t
d M M


   


      

. به همین ترتیب مشففتقات مراتب بالاتر را می توان تعیین نمود که در اینجا نیز برای رعایت اختصففار نوشففته نمی محاسففبه نمود

شتقات صل از این جایگذاری در   و 6-58( در 6-60و  62-6 ،61-6)  شوند. با جایگذاری م شتقات 6-65حا  همراه با م

1 (67-6  در 6-66و )معادله نهایی برای تعیین عرض ژئودتیک بصورت زیر بدست می آید: 6-65 

(68-6)           

2 4 6
2 2 4 2 2 21 1 1

1 1 1 1 1 1 13 5

1 1 1 1 1 1

2 4 2 2 4 6 2 4 4 2 8

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

8
4 4 2 6 2 8 2 41
1 1 1 1 1 1 1 17

1 1

(5 3t 4 9 t ) (61 90 t
2 24 720

46 45 t 252 t 3 100 66 t 90 t 88

255 t 84 t 192 t ) (1385 3633t 4095 t 15
40320

t x t x t x

M N M N M N

t x

M N

    

      

  

        

       

       6

175 t )

  

 که در آن:

1 1

2 2 2

1 1

2 2
2

2

tan

(e ) cos

(e )

t

a b

b



 






 

3 در حدود 0.00001 دقت این فرمول نیزمی باشد.    
                                                                                                        از نصف النهار مرکزی است. 



   حمید جعفرزاده           گرد آوری از:                             

 

 

 
113 hamid73j@ymail.com 

 تقارب نصف النهارات بر حسب مختصات نقشه -6-6

شه یعنی صات نق سدله معکوس، مخت x, بطوریکه می دانیم در م y  صف النهارات تنها سمت تقارب ن شوند. در این ق داده می 

 داریم: ارائه می شود. از معادلات      و        برای مقدار ثابتی از  Xبعنوان تابعی از 

(69-6)                                                                                                  tan

xy

dy

x y dx



 



   
 

 

  

,x)  واضح است که بطور کلی y)  است که برای  :ثابت می توان نوشت 

(70-6)                                                                                                   0d dx dy
x y

 


 
  
 

  

 
dy x x

dx

y x

 

 

 

    
 

 

 

 بنابراین:

(71-6)                                                                                               tan
dy x x

dx

y x

 

 

 

     
 

 

 

 زیرا بر اساس معادلات کوشی و ریمان داریم:

(72-6)                                                                                                                               
y x

  


 
  

) 6-57با دیفرانسیل گیری از  6-71مشتقات  (x))   6-58و ( (x))   تعیین می شوند. در زیر نتیجه این محاسبات

 می شود: هنوشت

(73-6)                                                                        

3 5

1 1 1

2 4

1 1 1

...
6 120tan

...
2 24

II IV VI

I III V

x x
x

x

x x

x


  


  


  

  


  


  

 در این معادله چنین نتیجه می شود: 6-60تا  6-62با قرار دادن مشتقات جزئی از معادلات 

(74-6)                

3 2 4 5 2 4 2 2 61 1 1
1 1 1 1 1 1 1

1 1 1

2 4 2 6 8 2 8 71
1 1 1 1 1 1 1

1

tan ( ) (1 2 ) ( ) (2 2 9 6 t 20
3 15

17
3t 27 t 11 24 t ) ( )

315

t t tx x
x

N N N

t x

N

     

   

        

    
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)1 ناو عرض ژئودتیک نقطه مب xرا می توان با دانستن   با توجه به این معادله )  متناظر باy .محاسبه نمود 

 ضریب اشل بر حسب مختصات نقشه     -7-6

فرمولی که ضریب اشل را بر حسب مختصات نقشه بدست دهد در محاسبات عامل بسیار کمک کننده ای خواهد بود. در  غالباً

 فصل دوم این بخش که به محاسبات بر روی صفحه نقشه متشابه اختصاص یافته ، اهمیت این معادله را شاهد خواهیم بود.

 بصورت:عکس ضریب اشل را می توان  6-35با استفاده از معادله 

(75-6)                                                                                             1

2 2

( cos )1

(1 tan )

N
x

k












  

 مشتق جزیی محاسبهنوشت. پس از 
x




cosN و بسط دادن 6-57از معادله    1 ور با نقطه بسطبا یک سری تیل  عرض(

 : ژئودتیک نقطه مبنا( معادله عکس ضریب اشل بصورت

(76-6)               
2 2 4 6 2 4 2 6

2 4 61 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1

1 5 5 3 4 24 241 61
1 ( ) ( ) ( )

2 720

t tx x x

k N N N

          
     

 بدست می آید که پس از معکوس نمودن دو طرف معادله فوق خواهیم داشت:

(77-6)               
2 2 4 6 2 4 2 6

2 4 61 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1

1 1 6 9 4 24 24 1
1 ( ) ( ) ( )

2 720

t tx x x
k

N N N

          
    

 (Universal Transverse Mercatorسیستم ترانسورس مرکاتور جهانی )      -8-6

صار با صورت اخت صویر که ب ستم ت سی ضی این  صویر  UTM نتایج ریا ستم ت سی ضی  ساس ریا شود کاملا بر ا شان داده می  ن

مستقیم و معکوس در و معادلات لازم برای حل مسائل  UTMترانسورس مرکاتور استوار است. در این قسمت مشخصات خاص 

 این سیستم ارائه می شوند.

 عبارتند از: UTMمشخصات 

 درجه 6های  63سیستمی است ترانسورس مرکاتور در قاچ -1

 بیضوی بین المللی - بیضوی مقایسه در منطقه ایران -2

 نصف النهار مرکزی –مبدأ طول ژئودتیک  -3

 استوا –مبدأ عرض ژئودتیک  -4

 متر –واحد  -5

6- Y  متر برای نیمکره جنوبی 000,000,10صفر متر برای نیمکره شمالی و  –قراردادی برای مبدأ 

7- X  متر 000,500 –قراردادی برای مبدأ 

 9996/0ضریب اشل در نصف النهار مرکزی  -8

                                                             
63 zones 
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شماره  –شماره گذاری قاچ ها  -9 صف النهارات  1قاچ  شماره درجه  174درجه غربی و  180بین ن که  60غربی و تا قاچ 

 (6-7درجه شرقی ادامه دارد )شکل  180رجه شرقی و د 174بین نصف النهارات 

 درجه جنوبی است. 80درجه شمالی و  80محدوده عرض ژئودتیک برای این سیستم  -10

 

 (UTM )قاچ های 6-7شکل 

 UTMضریب اشل در  -1-8-6

 معادله :دیدیم ضریب اشل را در تصویر ترانسورس مرکاتور بطور تقریب می توانیم با  6-37بطوریکه در معادله 

(78-6)                                                                                                                   
2

21 cos
2

k


   

 تعیین نماییم.

ست با یک ،  صف النهار مرکزی برابر ا شل در طول ن ضریب ا سورس مرکاتور،  ستم تران سی ستم البته در  سی این  UTMولی در 

  :نشان دهیم فرمول ضریب اشل را در این سیستم تصویر بصورت 1k است که چنانچه آن را با 9996/0کمیت 

(79-6)                                                                                                           
2

2

0 1 cos
2

k k



 

  
 

  

 خواهیم داشت. بطوریکه مشاهده می شود بر روی نصف النهار مرکزی داریم:

(a79-6)                                                                                                                                 0k k 

0   (b79-6) زیرا برای نقاط واقع بر آن  صف ا صله نقطه از ن شد و هرچه فا شود مقدارلمی با شتر  نیز  k نهار مرکزی بی

شود. حال می خواهیم بدانیم در طول چه خط سیده و از آن بزرگتر می   یا خطوطی فزونی خواهد یافت و به تدریج به عدد یک ر

0 اختلاف 6-79ضریب اشل برابر با یک خواهد بود. چنانچه در معادله  , kk را با k :نشان دهیم خواهیم داشت 
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(80-6)                                                                                                        

1

2
0 0

0

2

cos

k

k
 



 
  

 
  

 و با توجه به فرض فوق می توانیم بنویسیم:

 41
1 0.9996 4 10

2500
k       

 و همچنین:

0 , 2

40 , 3

 

 

 

 

 

 
  

 (.6-8متر ضریب اشل مساوی واحد خواهد بود)شکل  000,220استوا در فاصله حدود بنابراین در طول 

 

 (UTM)ضریب اشل در  6-8شکل 

 UTMمعادلات تصویر برای  -2-8-6

لازم است  UTMبا مروری بر معادلات ترانسورس مرکاتور مشاهده خواهیم نمود که برای صادق بودن این معادلات در سیستم 

0.9996k مقدار   صف النهار کروی در تمام فرمول ها اعمال نموده و شت.را برای ن صف النهاری در  در نظر دا صله ن ابتدا فا

UTM بصورت : 

(81-6)                                                              0 0 0 0

0 0

cos ( )y k s k Md k N d k f

 

          
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ضرب می شود و به همین ترتیب تمام مشتقات همین نسبت تغییر می  0k در f(q) در این تابعتعریف می شود. می بینیم که 

 یابند یعنی:

(82-6)                                                                                                                         0

( )n

n

d f
k

d




   

 بر حسب معادلات ترانسورس مرکاتور عبارت است از: UTMنابراین معادلات تصویر برای مسدله مستقیم در ب

(83-6)                                                                                                             
0

UTM TM

x x
k

y y

   
   

   
  

  (6-84)معادله با سیستم ترانسورس مرکاتور یکسان است. زیرا در  UTMتقارب نصف النهارات برای 

y

x











 0k ضریب  

 حذف می شود. بنابراین:

(85-6)                                                                                                                            UTM TM   

 چنین خواهد بود: UTMضریب اشل در 

(86-6)                                                                                                                       0.UTM TMk k k  

صات  سورس مرکاتور را با مخت سدله معکوس، در واقع می خواهیم معادلات تران ست  UTMدر مورد م بکار ببریم. این بدان معنا

 که
0

UTM
TM

x
x

k
  ،بنابراین دو عبارت مربوط به  :را می باید چنین بنویسیم 

(87-6)                                                                                  
3 5

1 3 5

1 1 13 3

0 0 0

...
3! 5!

UTM UTM UTMx x x

k k k
        

ست آورد.به همین ترتیب می توان معادله  ستقیم و معکوس جداولی  مربوط به عرض ژئودتیک را نیز بد سائل م سبه م برای محا

 تهیه شده که در محاسبات از آنها استفاده می نمایند.

  64تصویر متشابه مخروطی لامبرت (7

سال  سورس مرکاتور در  صویر تران ستم ت سی صویر همزمان با  ستم ت سی صورت  اًشد و مختصر اختراعبوسیله لامبرت  1772این  ب

LCC :معرفی می گردد. خصوصیات این سیستم عبارتند از 

 مدارات بصورت قسمت هایی از دوایر متحدالمرکز تصویر می شوند -1

 نصف النهارات به شکل شعاع های این دوایر در صفحه تصویر ظاهر می شوند -2

صف النهارات، حالات یک و شل، تقارب ن ضریب ا ستقیم،  سدله م سمت به ترتیب م سدله معکو در این ق ستاندارد و م س دو مدار ا

 مطرح شده و مورد تجزیه و تحلیل قرار می گیرند.

                                                             
64 Lambert Conformal Conic Projection 
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 مسدله مستقیم -1-7

 در معادله تصویر زیر تعریف نمود: fمانند حالات قبل مسدله مستقیم را می توان بعنوان مسدله تعیین تابع 

( i )x iy f      

1 به دو تابع f به این ترتیب بالا را در نظر گرفت. 2و  1باید خصوصیات و شرایط  fبرای تعیین  2,f f  تبدیل و تجزیه می شود

 : عبارت 1بیان ریاضی شرط  که این دو تابع را می توان به کمک شروط کوشی و ریمان تعیین نمود.

(1-7)                                                                                                                    2 2 2

1( )x y k f     

ست که در آن  شود و kا ستی تعیین  شعاع دایره و مقدار آن بای ست ثابت برای  )1 عددی ا )f  از عرض ایزومتریک تابعی است 

( ). همچنین ,x y  نشان داده شده است. 7-1مختصات نقشه نسبت به سیستم مختصاتی است که در شکل 

 

 (LCC )مدارات و نصف النهارات بر روی 7-1شکل 

 : بر روی صفحه تصویر باشد بصورتیعنی معادله خط راستی که مبین تصویر یک نصف النهار دومین شرط 

(2-7)                                                                                                                    2 ( ) x 0y f    

2است که در آن  ( )f  چنین خواهیم داشت: 7-1در  7-2با قرار دادن  .دومین تابع خواهد بود 

 2 2 2 2

2 1( ) ( )x f x k f   

 از این بسط، معادلات پارامتریک زیر را می توان نوشت:

(3-7)                                                                                                                     
1

2
1

1
2 2

2

( , )

( )
x

1 ( )

x x

k f

f

 









  
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                                                                                                          (7-4) و 
1

2
2 1

1
2 2

2

( , )

( ) ( )

1 ( )

y y

kf f
y

f

 

 







  

 

شی و ریمان را برای تعیین 2 اکنون معادلات کو 1( ), f ( )f   .ستفاده قرار می دهیم شود که یادآوری مورد ا این معادلات  می 

 بصورت :

(5-7)                                                                                                             ;
x y x y

   

   
  

   
  

 داریم: 7-3و  7-4می باشند. با توجه به روابط 

(6-7)                                                                                                               1

1 1

22 2
1 22(f ) (1 f )

Ikfx









  

(7-7)                                                                                                                

1

1 2
1 2 2

3

2 2
2

( )

(1 f )

Ik f f fx









 

(8-7)                                                                                                             2 1

1 1

22 2
1 2

.1

2
(f ) (1 f )

Ik f fy









 

(9-7)                                                                                                                     

1

2
1 2

3

2 2
2

.( )

(1 f )

Ik f fy









 

 از اولین معادله کوشی و ریمان می توان چنین نتیجه گرفت:

(10-7)                                                                                                               1 2

2

1 2

2
2

1

I If f
L

f f
  


 

 می توان دو معادله زیر را نوشت: 7-10بت جدیدی است که می باید تعیین شود. بنابراین از معادله ثا L که

(11-7)                                                                                                                         1

1

2
If

L
f

   

(12-7)                                                                                                                                                    2

2

21

If
L

f



 

) یکتجهت از عرض ژئود L خواهیم دید که ثابت بعداً )  .کوشی و ریمان معادلات زیر را می توان  شروطاز دومین معادله ؟؟

 بدست آورد:
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(13-7)                                                                                                          2 1

2

2 1

1

1 2

I If f
L

f f
  


 

 د:نهمان ثابت قبلی است. از این معادله نیز دو معادله زیر نتیجه می شو L که

(14-7)                                                                                                                              1

1

2
If

L
f

  

(15-7)                                                                                                                        2

2

21

If
L

f



 

2 تا این مرحله دو معادله که با اسففتفاده از آن ها قادر خواهیم بود که عباراتی را برای بیان 1( ), f ( )f   ر حسففب مقادیر ثابتب 

,Lk  شود ست انتگرال گرفته  سیل بالا می بای ستیابی به نتیجه نهایی معادلات دیفران سبه کنیم، تعیین کرده ایم. برای د محا

 : یعنی

(16-7)                                                                                                                     1

1

2
df

Ld
f

  

(17-7)                                                                                                                    1

1

2
df

L d
f

    

(18-7)                                                                                                       1 2 1(f ) C 2Ln L C    

f)1                                                                                                         (7-19) و یا ) 2 ILn L C   

1 ترکیب IC که 2,C C 10  (7-20) است و با در نظر داشتن شرط (f ) 0Ln    :خواهیم داشت 

(21-7)                                                                                                                              0IC  

 بصورت زیر می شود: 7-19بنابراین معادله  

(22-7)                                                                                                                      1(f ) 2Ln L  

(23-7)                                                                                                                               2

1

Lf e  

2 همچنین دومین تابع یعنی ( )f   تعیین نمود. یعنی: 7-15را می توان با انتگرال معادله 

(24-7)                                                                                                              2
22

21

If
df Ld

f


  

1                                                                                                                   (7-25) و یا

2tan f L   

(26-7)                                                                                                                         2 tan(L )f  
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2 با قرار دادن 1,f f  چنین نتیجه می شود: 7-3و  407بدست آمده در معادلات 

(27-7)                                                                                                             

1
2 2

1
2 2

x

1 tan (L )

Lk e 



  

  

 

(28-7)                                                                                                                cos(L )Lx ke    

(29-7)                                                                                                             sin(L )Ly ke   

 :از معادلات تصویر فوق می توان شعاع هر مداری را با استفاده از 

(30-3)                                                               
2 2 2 2 2 2 2(cos (L ) sin (L )),

r ke

L

L

r x y k e 



 



   


    

 (:7-2محاسبه نمود. اکنون می توان معادلات تصویر را بصورت زیر بنویسیم )شکل 

(31-7)                                                                                                                   cos(L )x r   

(32-7)                                                                                                                        sin(L )y r  

 

 (LCC )مختصات قطبی برای 7-2شکل 

 تعیین می شود:بصورت زیر  7-28و  7-29با ترکیب معادلات  fتابع کلی تصویر یعنی 

(33-7)                                                                         ( i ) ke (cos isin )Lx iy f         

 با استفاده از معادله اولر که در قسمت دوم این بخش دیدیم چنین خواهیم داشت:و 

(34-7)                                                                                                                ( i )

( i )

ke

k

k

L iL

L

iL

x iy e

x iy e

x iy e

 

 

 



 



 

 

 
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 ضریب اشل       -2-7

 :بصورت  عبارت عمومی ضریب اشل را

(35-7)                                                                                                         

2 2( ) ( )

cos

x y

k
N

 



 


 
   

 را می توان به ترتیب زیر تعیین نمود: k، اجزاء تشکیل دهنده  LCC داشتیم. برای

(36-7)                                                                                                         cos(L )Lx
kLe  




 


  

(37-7)                                                                                                     cos(L )Ly
kLe  




 


 

                                                                                                                       (7-38) و
cos

LkLe
k

N







  

 ختصات ژئودتیک آن نقطه تعیین نمود.ثابت ها در دست باشند می توان در هر نقطه تصویر، ضریب اشل را به ازاء م هر گاه

 تقارب نصف النهارات       -3-7

 قبلا دیدیم که معادله عمومی تقارب نصف النهارات بصورت زیر است:

(39-7)                                                                                                                            tan

y

x











 

 چنین داریم: LCC در مورد

(40-7)                                                                                                                     sin(Lr)
y

Lr






  

(41-7)                                                                                                                    cos(Lr)
x

Lr






 

tanبنابراین: tan(L )  :و در نتیجه 

(42-7)                                                                                                                                                           L  

4-7-     LCC در حالت دو مدار استاندارد 

صویر را برای سمت معادلات ت ستاندارد تعمیم می دهیم.  LCC در این ق شل در ادر حالت دو مدار ا ضریب ا گر فرض کنیم که 

 چنین بنویسیم: 7-38طول دو مدار مساوی یک باشد می توانیم با استفاده از معادله 
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(43-7)                                                                                                 
1 2

1 1 2 2

1
cos cos

L LkLe kLe

N N

 

 

 

  

(44-7)                                                                                                            
1

2

1 1

2 2

cos

cos

L

L

Ne

e N












   

 : را می توان بصورت 7-44معادله  نشان دهنده دو مدار مورد بحث هستند. 2و  1در این معادلات اندیس های 

(47-7)                                                  1 2 1 1 2 2(N ) Ln(cos ) (N ) Ln(cos )L L Ln Ln         

 را به شرح زیر تعیین می نماید: L نوشت که ثابت

(46-7)                                                                             1 2 1 2

2 1

(N ) (N ) Ln(cos ) Ln(cos )Ln Ln
L

 

 

  



 

 را می توان بدست آورد: kثابت  7-43با استفاده از معادله 

(47-7)                                                                                                
1 2

1 1 2 2cos cos
L L

N N
k

Le Le 

 
 

  

k, با تعیین دو مقدار ثابت L  به شرحی که در فوق گذشت بحث مربوط به مسدله مستقیم کامل می شود. یادآوری می شود که

 دیدیم بصورت زیر می باشد: 7-35در معادله اصلی تصویر بطوریکه 

( i )iLx iy ke     

5-7- LCC       در حالت یک مدار استاندارد 

با این مفهوم است که ضریب اشل در طول آن مدار یک باشد. بنابراین چنانکه عرض ژئودتیک  LCC حالت یک مدار استاندارد

 فرض کنیم چنین خواهیم داشت: 0آن مدار را 

(48-7)                                                                                                              
0

0 0

1
cos

L
kLe

k
N







    

0                                                                                                         (7-49) و یا

0 0cos
L

N Lke
 

 

شعاع هر مدار را می توان با 7-30 در معادلهولی بطوریکه    (7-50) دیدیم 
Lr ke   شعاع ساب کرد. بنابراین عبارتی که  ح

 : را بدست می دهد بصورت 0 مدار با فرض

(51-7)                                                                                                                             0

0

L
r ke


 

 :را به این ترتیب می توان به رابطه زیر تبدیل نمود 7-49خواهد بود و معادله 

(52-7)                                                                                                                  0 0 0cosN Lr  

 (:7-3)شکل  تفسیر نمودکه می توان آن را به شکل زیر از نظر هندسی 
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  7-3شکل 

 صورت دیگر شعاع استاندارد عبارت است از:

(53-7)                                                                                                                    0 0 0cotr N   

 بدست آورد: 7-52در  7-53را می توان با قرار دادن معادله  L عدد ثابت

0 0 0 0cos cotN LN  

(54-7)                                                                                                                              0sinL   

 .رجوع شود( 7-30)به معادله  دخواهد بو را بدست می دهد بصورت زیر kو عبارتی که عدد ثابت 

(55-7)                                                                                                          0 0sin

0 0cotk N e
  

)معادله اخیر همراه با معادله تصففویر یعنی  دو i )iLx iy ke     برایحل مسففدله مسففتقیم را LCC  در حالت یک مدار

 استاندارد را ممکن می سازند.

 مختصات سیستم ترمیم و تغییر        -6-7

، دو ترمیم یا تغییر بدین شرح اشکالمناسب نیست. برای رفع  چنداننشان داده شد در عمل  7-2سیستم مختصاتی که در شکل 

صات تغییر می  yو  xانجام می دهیم: محورهای  ر به یکدیگر تبدیل می کنیم و محل مبدأ را به منظور تقلیل اندازه یکی از مخت

 چنین داشتیم: 7-31و  7-32از معادلات  دهیم.

cos(L )

sin(L )

x r

y r








  

 و بالعکس نتیجه می گیریم: yبه  xپس از تبدیل  که

(56-7)                                                                                                                       
sin(L )

cos(L )

x r

y r








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 :رجوع شود( 7-4)به شکل  معادلاتی که مبین تغییر مبدأ هستند عبارتند از

 (57-7)                                                                                                           
0

sin(L )

cos(L )

x r

y r r







 
 

 yار منفی برای از داشتن مقد خودداری ،طوری انتخاب می شود که بزرگتر از عبارت قسمت دوم باشد و منظور از این کار 0r که

ستفاده از آن ها می توان است. است به نحوی که  0 . یکی انتخابا این شرط انتخاب نمود وجود داردرا ب 0r دو طریق که با ا

ستفاده از این  شد و با ا 0  (7-58) عبارت ، 0آن زیر ناحیه مورد نظر واقع با

0

L
r ke


 ستقیما عبارت ساب نمود و یا م را ح

 زیر را می توان بدست آورد:

(59-7)                                                                                                                    0 0 0cotr N  

 

 (LCC )تبدیل مبدأ مختصات در 7-4شکل 

 مسدله معکوس        -7-7

x, در مسدله معکوس مقادیر y 0 همراه با , ,r L k داده می شوند و مختصات ژئودتیک یعنی ,  .مطلوب مسدله هستند 

 

 )مسدله معکوس( 7-5شکل 

 می توان عبارت زیر را برای طول ژئودتیک نوشت: 7-5از شکل 

(60-7)                                                                                                                        
0

tan
x

r y
 


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L                                                                                                                                (7-61) و   

 بنابراین داریم:

(62-7)                                                                                                                                    
L


  

0 (7-63) از معادله r با اجرای مراحل زیر بدست می آید. ابتداعرض ژئودتیک 

cos

r y
r




 .می دانیم که  حساب می شود: 

Lr ke   

 : بنابراین

(64-7)                                                                                                               (r) Ln(k) LLn    

                                                                                                                                 (7-56) و یا
(k) Ln(r)Ln

L



 

 که قبلا شرح داده شد تعیین نمود. Raphson-newtonرا با استفاده از روش تکراری   می توان  پس از تعیین

 

 

 


