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  بردارها:فصل اول
 

  یک بردار پاره خطی است، جهت دار. که هر بردار شامل طول و جهت می باشد. 

  چنانچه دو بردار همسنگ یا یکی باشند، آن دو طول مساوي داشته و موازي بوده و هم جهت می باشند. 

  برابري بردارها تعریف: 

cc,bb,aakcĵbiak̂cbjai ′=′=′=⇒′+′+′=++  

  

  جمع جبري

  دو بردار را می توان از طریق جبري با افزودن مؤلفه هاي عددي متناظرشان به یکدیگر با هم جمع کرد. 

k̂)cc(ĵ)bb(î)aa(vv
k̂cĵbîav

k̂cĵbîav
21212121

2222

1111 +++++=+⇒






++=

++=  

  تفریق

  است.  vدارد اما جهت آن مخالف جهت  vاست که طولی برابر طول  −vبردار  vقرینه بردار 

  می افزاییم.  1vرا به  −1v ،2vاز بردار  2vبراي کم کردن بردار 

2121 vv)v(vBDABAD −=−+=+=  

  و مانند جمع جبري با آن رفتار می کنیم:

k̂)cc(ĵ)bb(î)aa(vv
k̂cĵbîav

k̂cĵbîav
21212121

2222

1111 −+−+−=−⇒






++=

++=  

k̂cĵbîavطول بردار    خواند.  vنشان می دهند که می توان آن را اندازه  |v|را معمولاً با  =++

222 cba|k̂cĵbîa||v| ++=++=  

  جهت بردار

  بر طولش به دست می آید: Aبردار واحدي است که از تقسیم  Aجهت بردار ناصفر 
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Aجهت بردار 
|A|

A
=  

  براي یافتن بردار بین دو نقطه مطابق شکل زیر عمل می کنیم:

  به مختصات داده شده است: 1Pنقطه 

)z,y,x(P 1111  

  به مختصات داده شده است: 2Pنقطه 

  

k̂)zz(ĵ)yy(î)xx(PP 12121221 −+−+−=  

2فاصله بین دو نقطه : 
12

2
12

2
1221 )zz()yy()xx(|PP| −+−+−=  

P),,(که در جهت بردار از  U): مطلوبست بردار واحد 1-1مثال ( P),,(تا  3031   باشد.  0122

  حل:

k̂)(ĵ)(î)(PP 30013221 −+−+−=  

k̂ĵî 3−+−=  

11911311 222
21 =++=++−= )()()(|PP|⇒  

k̂ĵîk̂ĵî
|PP|

PP
U

11
3

11
1

11
1

11
3

21
21 −+−=

−+−
==

r  

Aواحد در جهت بردار  12): مطلوبست برداري به طول 2-1مثال (
r   

k̂ĵîA −+= 22
r  

  حل:

3144122 222 =++=−++= )()()(|A|  

k̂ĵîk̂ĵî
|A|

A
3
1

3
2

3
2

3
22

−+=
−+

=  

k̂ĵî)k̂ĵî(
|A|

A 488
3
1

3
2

3
21212 −+=−+=×  

)z,y,x(P 2222

www.Endbook.net



  مجموعه فیزیک  »12«
  
  
 

  ضرب اسکالر یا نقطه اي

اینک در پی تعریف بردارها، به ترکیب آن ها در یکدیگر اقدام می کنیم. قوانین مربوط بـه ترکیـب بردارهـا بایـد از نظـر      

  ریاضی سازگار باشد. 

  زاویه بین آن ها است، در فیزیک زیاد برخورد می کنیم: θبزرگی دو بردار و  Bو  Aکه در آن  θcosABبا ترکیب 

θcos  × نیرو = کار× جا به جایی  

  با در نظر داشتن چنین کاربردهایی، ضرب اسکالر یا نقطه اي یا داخلی بنا به تعریف عبارت است از:

∑=++=⋅
i

iizzyyxx BABABABABA  

  حاصل ضرب اسکالر دو بردار، یک کمیت اسکالر است. توجه می کنیم که بنابراین تعریف داریم:

ABBA ⋅=⋅  

  یعنی ضرب اسکالر تعویض پذیر است. 

  در روابط زیر صدق می کنند.  k , j , iبردارهاي یکّه 

1=⋅=⋅=⋅ kkjjii  

  در حالی که

0
0

=⋅=⋅=⋅
=⋅=⋅=⋅

jkikij
kjkiji  

  می توان به راحتی نشان داد:

CABA)CB(A ⋅+⋅=+⋅  

  اثبات:

فرض می کنیم:  
)c,c,c(C

)b,b,b(B

)a,a,a(A

321

321

321

=

=

=

r

r

r

  

)k̂)cb(ĵ)cb(î)cb((A)CB(A 332211 +++++⋅=+⋅  

CABA

)cacaca()bababa(
cabacabacaba
)cb(a)cb(a)cb(a

rrrr
⋅+⋅=

+++++=
+++++=
+++++=

332211332211
333322221111

333222111
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  بردارهاي متعامد

cos)(دو بردار که حاصل ضرب اسکالري آن ها برابر صفر است متعامد هستند، زیرا که  090=  

A): زاویه بین بردارهاي 3-1مثال (
r  وB

r :را به دست آورید  

k̂ĵB

kĵîA

42
23

+=

+−=
r

r
  

04122034223 =+−=+⋅+−=⋅ )()()()k̂ĵ()k̂ĵî(BA
rr  

  ⇒چون ضرب داخلی دو بردار صفر شده است  ⇒دو بردار متعامد هستند 

  تصاویر برداري

نامیـده   Aبـر   Bبه دست می آید، تصـویر رداري   Aبر راستاي برداري مانند  Bبرداري که از تصویر کردن برداري مانند 

بـین دو  و اگـر زاویـه    |θcos|Bبرابر است بـا   Aبر  Bحاده باشد تصویر برداري  Bو  Aمی شود. اگر زاویه بین دو بردار 

−θبرابر است با  Aبر  Bبردار منفرجه باشد کسینوسش منفی است و طول تصویر برداري  cos|B|  

  شکل        شکل

⋅=θرا می توان از تقسیم طرفین رابطه  Aدر جهت  Bمؤلفه عددي  cos|B||A|BA  .به دست آورد  

|A|
AB

|A|
BAcos|B| ⋅=

⋅
=θ  

  ):4-1مثال (

kĵîBتصویر برداري  226 kĵîAرا بر  =++ 22 +−=
r  .به دست آورید  

2
3
6

9
446

221

22622
222

==
+−

=
++

++⋅+−
=

⋅
=θ=

)()()(

)k̂ĵî()k̂ĵî(
|A|
BAcos|B|
rr

Bتصویر  
r  بر بردارA

r  

  اما این مقدار اندازه تصویر می باشد. 

Bبراي به دست آوردن بردار تصویر 
r  برA

r  باید این عدد را در بردار یکّهA
r  .ضرب کنیم  

k̂ĵî
)()()(

)k̂ĵî()k̂ĵî(
|A|

AcosB
3
4

3
4

3
2

221

226222
222

+−=
++

++⋅+−
==θ=

r
  Aبر   Bتصویر  
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  خط هاي واقع در صفحه و فواصل نقطه ها از خط

ضرب عددي بردارها روش نوینی براي درك معادلات خطوط واقع در صفحه و نیز راه سریعی براي محاسبه فواصل نقـاط  

  تا خطوط به دست می دهد. 

y,x(P(خطی باشد که از نقطه  Lفرض می کنیم  ĵbîaNمی گذرد و بردار  000   عمود است. =+

  بر این خط واقع است.  y,x(P(نقطه اي دلخواه به مختصات 

  که خواهیم داشت:

00 =⋅ PPN  

  از این معادله براي به دست آوردن معادله خط استفاده می شود. 

000
00 0

byxabyax
)yy(b)xx(a

+=+
=−+−  

cbyaxدر این صورت  cbyaxکه  += =+ 00  

  ):5 -1مثال (

P),(معادله خط گذرنده از  ĵîNو عمود بر  530 2+=
r  .را بیابید  

  حل:

0253 =+⋅−+− )ĵî()ĵ)y(î)x((  

01023 =−+− yx      02513 =−+− )y()x(  

132133102 =+⇒=+=+ yxyx  

y,x(P(چنانچه نقطه اي به مختصات  cbyaxفاصله اش از خطی به معادله  00   خواسته شود: +=

y,x(R(که در معادله خط صدق کند را انتخاب می کنیم.  Rحل: ابتدا یک نقطه دلخواه مانند  =  

  از خط می باشد.  Pبر بردار عمود بر خط همان فاصله نقطه  RPآن گاه تصویر بردار 

|N|
NRP
r

⋅
Nاز خطی که بر  Pفاصله نقطه  =

r  .عمود باشد  

  ):6 -1مثال (

),(فاصله نقطه  102را از خط  21 =+ yx :به دست آورید  
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R),(حل: ابتدا یک نقطه دلخواه روي خط در نظر می گیریم  05=  

  از خط به قرار زیر است: Pآن گاه فاصله نقطه 

5
58

5
8

5
210

12

22015
22

==
−

=
+

+⋅−+−
=

⋅⋅
= ||||

)()(

)ĵî()j)(î)((|
|N|
NPR|
r

  از خط Pفاصله  

  ضرب برداري

را عمود بر این صفحه طبق قانون دست راسـت   n̂موازي نباشند صفحه اي را مشخص می کنند. بردار واحد  Bو  Aاگر 

در جهت از  θرا آن بردار واحد قائم می گیریم که انگشتان دست راست ما روي زاویه  n̂بر می گزینیم. با این ترتیب که 

A  بهB  .خم شود، این بردار در جهت انگشت شست ما باشد  

θ=× sin|B||A|nBA
rr

  

θ  زاویه بین دو بردارA
r  وB

r  .می باشد  

  توجه شود که در ضرب برداري جا به جا شدن بردارها سبب قرینه شدن نتیجه می شود. 

)BA(AB
rrrr

×−=×  

  بر خلاف ضرب اسکالر، ضرب برداري تعویض پذیر نیست. 

  داریم: k , j , iبا استفاده از تعریف ضرب برداري در مورد بردارهاي واحد 

ĵ)k̂î(îk̂

î)ĵk̂(k̂ĵ

k)îĵ(ĵî

=×−=×

=×−=×

=×−=×

  

0=×=×=× k̂k̂ĵĵîî  

|BA| Aمساحت متوازي الاضلاعی است که اضلاع آن بردارهاي  ×
r  وB

r  .می باشد  

  

            قاعده = مساحت متوازي الاضلاع× ارتفاع 

  

  

θ× sin|B||A|  

|BA|sin|B||A|
rr

×=θ=|مساحت متوازي الاضلاع| ⇒  

  

θβ= sinh

A 

B 
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  قوانین شرکت پذیري و توزیع پذیري

)C)BAطبق قاعده ضرب برداري خاصیت شرکت پذیري ندارد. چنانچه می دانیم  قرار دارد. حال  Bو  Aدر صفحه  ××

CB(A(آن که    است. اما: Cو  Bدر صفحه  ××

BA)rs()Bs()Ar(
rrrr

×=×  

  در مورد ضرب برداري، قوانین توزیع پذیري برداري برقرار است. 

ACABA)CB(

CABA)CB(A
rrrrrr

rrrrrrr

×+×=×+

×+×=+×  

  :×BAفرمول دترمینانی 

BAحال هدف ما این است که نشان دهیم مؤلفه هاي 
rr

  به دست آوریم: Bو  Aرا چگونه از مؤلفه هاي  ×

k̂bĵbîbB 321 ++=
r ,  k̂aĵaîaA 321 ++=

r  

)k̂bĵbîb()k̂aĵaîa(BA 321321 ++×++=×
rr  

)k̂k̂(ba)ĵk̂(ba)îk̂(ba)k̂ĵ(ba)ĵĵ(ba)îĵ(ba)k̂î(ba)ĵî(ba)îî(ba ×+×+×+×+×+×+×+×+×= 332313322212312111
  

k̂)baba(ĵ)baba(î)baba(

)î(ba)ĵ(ba)î(ba)k̂(ba)ĵ(bak̂ba

122131132332

231332123121 000
−+−+−=

+−++++−+−++=  

  این جمله همان دترمینان مقابل است:

321
321

bbb
aaa
kji

BA =×  

  بنابراین براي تشکیل ضرب برداري می توان از تشکیل دترمینانی با اعضاي مربوطه بهره برد. 

  ):7 -1مثال (

P),,(مساحت مثلثی سه رأس آن  Q),,(و  +011 M),,(و  153   هستند را بیابید: Mو  Qو  Pمی باشد. مطابق  327

  حل:

k̂ĵîk̂)(ĵ)(î)(MP 36031217 ++=−+−+−=  

k̂ĵîk̂ĵ)(î)(QP ++=+−+−= 421513  
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2
|QPMP| ×

  مساحت مثلث =

k̂ĵîk̂)(ĵ)(î)(
kji

QPMP 22011124616233411
142
316 ++−=×−×+×−×+×−×==×  

51122011 222 =++−=×⇒ )()()(|QPMP|  

2
511

  ⇒مساحت مثلث  =

  معادله خط در فضاي سه بعدي

z,y,x(P(خطی باشد که از نقطـه   Lفرض می کنیم  k̂CĵBîAVبگـذرد و مـوازي بـا بـردار      0000  Lباشـد. پـس    =++

Vموازي با  0PPبردار  z,y,x(P(مجموعه نقطه اي است که مانند 
r  .باشد  

  نداریم بلکه هادي خط را داریم:توجه: در اینجا برخلاف نمونه هاي قبلی ما برداري را که خط بر آن عمود می باشد را 

tvPP =0  

  اگر این معادله را بر حسب مؤلفه ها بنویسیم خواهیم داشت:

)k̂CĵBîA(tk̂)zz(ĵ)yy(î)xx( ++=−+−+− 000  

tCzz =− 0          tByy =− 0          tAxx =− 0   

tCzz += 0 , tByy += 0 , tAxx += 0  

  ):8 -1مثال (

),,(معادلات پارامتري خط گذرنده از نقطه  Vو موازي با بردار  215
r  .را بیابید)k̂ĵîV( −+= 42  

  حل:

)k̂ĵî(k̂CĵBîA −+=++ 42  

),,()z,y,x(P 2150000 =  

tz −= 2 , ty 41+= , tx 25 +=⇒  
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  فاصله یک نقطه از یک خط

  گام هاي زیر را بر می داریم: Lاز خط  Pبراي یافتن فاصله نقطه 

  داشته باشد.  Pچنان بر می گزینیم که نزدیک ترین فاصله را تا  Lرا روي  Q: نقطه 1گام 

  را محاسبه می کنیم.  Qتا  P: فاصله 2گام 

  ):9 -1مثال (

P),,(فاصله نقطه    را از خط زیر بیابید.  511

tz = , ty −= 3 , tx +=1  

  را از خط انتخاب می کنیم، که بر خط منطبق است.  Q: ابتدا نقطه 1گام 

)t,t,t(Q −+ 31  

  مینیمم شود.  Qو  Pرا بیابیم که به ازاي آن فاصله  tمی خواهیم مقداري از 

  بنابراین:

222 51311 )t()t()t()t(f   Qتا  Pفاصله  =+−+−−+−

)t(f  .وقتی مینیمم می شود که عبارت زیر رادیکال مینیمم شود  

222 52 )t()t(t)t(L −+−+=  

  حال مشتق می گیریم و مشتق را برابر صفر قرار می دهیم. 

)t())(t(t)t(L 5212220 −+−−+==′  

        
3
70146102242 =⇒=−=−++−= ttttt  

  قرار می دهیم تا فاصله به دست آید.  t(f(به دست آمده را در  tحال 

222 5
3
7

3
72

3
7 )()()()t(f −+−+=  

       222
3
8

3
1

3
7 )()()( −+−+=  

     
3
114

9
114

==  
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  معادله خط

z,y,x(P(صفحه اي در فضاست که از نقطه  Mفرض می کنیم  k̂CĵBîANمی گذرد و بر بردار  0000 عمود اسـت.   =++

عمـود   Nبـر   PP0را می دهند که بـردار   Mدر صورتی تشکیل صفحه  z,y,x(P((قائم)، پس مجموعه اي از نقاط مانند 

  باشد. 

00 0000 =−+−+−⇒=⋅ )zz(C)yy(B)xx(APPN
r  

000 CzByAxCzByAx ++=++  

000 CzByAxD ++= ,  DCzByAx =++  

  که کادر بالا معادله صفحه را نشان می دهد. 

  ):10 -1مثال (

P),,(معادله صفحه اي را بیابید که از  6030 k̂ĵîNبگذرد و بر  − ++=   عمود باشد.  25

  حل:

025603 =++⋅−+−+−− )k̂ĵî()k̂)z(ĵ)y(î))(x((  

06235 =−+++⇒ )z(y)x(  

      9601525 −=++−=++ zyx  

      925 −=++ zyx  

  زاویه بین دو صفحه  

بنا بر تعریف زاویه اي که بین دو صفحه متقاطع تشکیل می شود، زاویه حاده اي است که دو بردار قائم آن ها با هم مـی  

  سازند. 

  ):11 -1مثال (

30263زاویه بین دو صفحه  =−+ zyx  7222و =++ zyx  .را تعیین کنید  

  حل:

k̂ĵîN

k̂ĵîN

22
263

2

1
++=

−+=  
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  را به دست آوریم: 2Nو  1Nحال باید زاویه بین دو بردار 

21
8

21
8

37
466

4144369
22263 1

21
21 −=θ⇒=

×
−+

=
++×++

++⋅−+
=

⋅
=θ cos)k̂ĵî()k̂ĵî(

|N||N|
NN

cos  

  

  قانون سینوس ها

و  α ،βباشد و اندازه زوایاي روبرو به ضلع هاي مثلث به ترتیـب   Cو  A  ،Bاگر در یک مثلث اندازه سه ضلع به ترتیب 

γ :باشد مطابق شکل  

  

  

  

  

  رابطه بین اندازه اضلاع و سینوس زوایا مطابق زیر خواهد بود:

C
sin

B
sin

A
sin γ

=
β

=
α  

   

C 

B 

A 

α  

β  
γ  
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  سوالات  تستینمونه 
ˆتصویر برداري  -1 ˆ ˆA i j k= − +3

r
ˆبر   ˆ ˆB i j k= + −2 2

r
  کدام می باشد؟ 

  1 (k̂ĵî
3
2

3
2

3
1

+−−    2 (k̂ĵî
9
2

9
2

9
1

+−−  

  3 (k̂ĵî
3
2

3
2

3
1

−++    4 (k̂ĵî
9
2

9
2

9
1

−++    

P),,(معادله خط گذرنده از  - 2 k̂ĵî(N(و عمود بر  2130 ++= 2
r

  را بیابید.  

  1 (72 =++ zyx    2 (72 −=++ zyx  

  3 (72 −=+− zyx    4 (72 −=++− zyx  

)Pفاصله نقطه  -3 , )5 xرا از خط  3 y+ =3   بیابید.  6

  1 (
10

108  2 (
10
2

−  3 (
10
8  4 (

10
102

+  

)Pمطلوب است معادلات پارامتري خطی که از نقاط  -4 , , )3 2 )Qو  3 , , )−1 1   می گذرد: 4

  1 (
1

33
32

+−=
+−=
+−=

tz
ty
tx

  2 (
4
13
12

+−=
−−=
+−=

tz
ty
tx

  3 (
3

23
32

+=
+−=
+−=

tz
ty
tx

  4 (
4

13
12

−=
−−=
+−=

tz
ty
tx

  

xزاویه بین صفحات  - 5 y z+ − + =6 6 3 5 xو  0 y z− + − =2 2 4   برابر است با: 0

  1 ()arccos(
9
4

−  2 ()arccos(
4
9

−  3 ()arccos(
9
4

−−π  4 ()arccos(
4
9

−−π  

xبرداري موازي فصل مشترك دو صفحه  -6 y z− − =3 6 2 xو  64 y z+ − =2 2   کدام گزینه می باشد؟ 25

  1 (k̂ĵî 15214 +−  2 (k̂ĵî 15214 ++  3 (k̂ĵî 15214 −+  4 (k̂ĵî 1527 ++  

xمعادلات پارامتري فصل مشترك دو صفحه  -7 y z− − =3 6 2 xو  15 y z+ + = −3   کدام می تواند باشد؟ 6

  1 (








=
+=

+−=

tz
ty

tx

21
39

114
  2 (









−=
+=
+=

tz
ty
tx

21
39
114

  3 (








=
+−=
+−=

tz
ty
tx

21
39
114

  4 (








=
+−=
+−=

tz
ty
tx

3
39
114

  

  با استفاده از قانون سینوس ها داریم:  - 8

  1 (
γ

=
β

=
α sin

C
sin

B
sin

A    2 (β=γ=α sinAsinBsinC      

  3 (γ=β=α sinCsinBsinA  4 (
C

sin
B

sin
A

sin γ
=

β
=

α  

A),,(سه بردار زیر داده شده است  - 9 B),,(و  321 C),,(و  510 Aبرداري پیدا کنید که بر  321
r

عمود بوده و در صفحه  

B
r

    واقع باشد. Cو  

  1 (CB −2  2 (CB 176 −  3 (CB 85 +  4 (CB
rr

−12  
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  پاسخنامه سوالات تستی

  صحیح می باشد زیرا:  2حل: گزینه  - 1

3
1

3
212113

221

223
222

−=
−+−

=
−++

−+⋅+−
=

)()()(

)()()(

)k̂ĵî()k̂ĵî( اندازه تصویر=
⋅

=θ
|B|
BAcosA
rr

  

k̂ĵî)k̂ĵî(
)()()(

)k̂ĵî(
|B|

Bcosa
9
2

9
2

9
1

3
2

3
2

3
1

3
1

221

22
3
1

222
+−−=−+−=

−++

−++
−=θ=

r
  بردار تصویر 

  صحیح می باشد زیرا:  1حل: گزینه  -2

0122113
0221300

=−+−+−⇒
=++⋅−+−+−⇒=⋅

)z()y()x(
)k̂ĵî()k̂)z(ĵ)y(î)x((NPP  

7202223 =++⇒=−+−+− zyxzyx  

  صحیح می باشد زیرا:  1حل: گزینه  - 3

R),(ابتدا یک نقطه دلخواه روي خط در نظر می گیریم:  20=  

  آن گاه داریم:

 
10

108
10
8

10
35

10
35

31

313250
22

=−=
−−

=
+⋅−

=
+

+⋅−+−
=

⋅ ||||)ĵî()ĵî(|
)()(

)ĵî()ĵ)(î)((|
|N|
NRP|  

  از آن جا که فاصله منفی نمی باشد آن عدد را با علامت + در نظر می گیریم یعنی:                      = فاصله 

  صحیح می باشد زیرا:  3حل: گزینه  -4

k̂ĵîk̂)(ĵ)(î)(PQ +−−=−+−−+−= 32342131  

  است.  PQخط موازي با بردار 

  بنابراین:

3
23
32

+=
+−=
+−=

tz
ty
tx

  

  صحیح می باشد زیرا:  3حل: گزینه  - 5

k̂ĵîN

k̂ĵîN

221
366

2

1
+−=

−+=  
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9
4

39
12

39
6126

44193636
22366

21
21 −=

×
−=

×
−−

=
++×++

+−⋅−+
=

⋅
=θ

)k̂ĵî()k̂ĵî(
|N||N|

NN
cos  

)arccos(
9
4

−=θ  

مـی   180°بیشتر شده است بنابراین باید زاویه اي که حاصل جمعـش بـا آن    90°ولی توجه شود که در اینجا زاویه ما از 

  شود را به عنوان زاویه صفحات اعلام کنیم. 

)arccos(
9
4

−−π=θ⇒  

  صحیح می باشد زیرا:  2حل: گزینه  - 6

k̂ĵîN

k̂ĵîN

212
263

2

1
−+=

−−=  

  فصل مشترك دو صفحه بر نرمال هر یک از صفحات عمود می باشد. 

k̂ĵî
kji

)NN(A 15214
212
26321 ++=

−
−−=×=⇒  

  صحیح می باشد زیرا:  3حل: گزینه  -7

  فصل مشترك بر نرمال هر دو صفحه عمود می باشد. 

21 NNA ×=
r    k̂ĵîN ++= 32           k̂ĵîN 2631 −−=  

k̂ĵî
kji

A 2194
113
263 +−−=−−=⇒

r  

  حال که هادي فصل مشترك به دست آمد کافی است نقطه اي را بیابیم که در هر دو صفحه باشد. 

)z(براي مثال    فرض شود.  =0

3217
63

1563
=⇒=−⇒





−=+
=−

yy
yx
yx  

11
3
3315363 ==⇒=− x)(x  
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),,(در نتیجه نقطه اي که روي هر دو صفحه باشد    می باشد که این یکی از نقاط است.  0311

tz
ty
tx

21
39
114

=
+−=
+−=

  

  مطابق نکته هاي ارائه شده درست است.  4حل: گزینه  -8

  حل:  -9

k̂ĵî
kji

CB −+−==× 57
321
510

rr  

  عمود باشد.  )C,B(ابتدا برداري را می یابیم که در صفحه 

k̂ĵî
kji

)CB(A 192017
157

321 +−−=
−−

=××  

  عمود باشد.  )C,B(عمود بوده و هم بر صفحه  Aسپس برداري را پیدا می کنیم که هم بر 

  حال به دنبال گزینه اي هستیم که با بردار بالا موازي باشد. 

),,()(),,(CB
),,(),,(),,(CB

),,()(),,(CB
),,()(),,(CB

571013216012012
4921824168255085

2128175134173060176
70132110202

−=−−−+=−
=+=+

−−−=−−−+=−
−=−−−+=−

  

CB(A(همان طور که دیده می شود هیچ کدام از بردارهاي داده شده با بردار  چ کدام از گزینه ها موازي نیست و هی ××

  نمی باشد. صحیح 
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  گرادیان :فصل دوم

  

  گرادیان 2-1

بسـتگی دارد.   )z,y,x(تابع نقطه اي اسکالري باشد؛ یعنی تابعی که مقدارش به مقـدار مختصـات    ϕ)z,y,x(فرض کنید 

این تابع به عنوان یک اسکالر باید در هر نقطه معلوم فضا، داراي مقداري مشخص مستقل از چـرخش دسـتگاه مختصـات    

  باشد. 

  اندیس است.  3و  2، 1توجه: 

)x,x,x()x,x,x( 321321 ϕ=′′′ϕ′  

  ء می رسیم به:و با استفاده از قواعد مشتق گیري جزء به جز ′ixبا مشتق گیري نسبت به 

∑∑ ∂
ϕ∂

=
′∂

∂

∂
ϕ∂

=
′∂

ϕ∂
=

′∂

′′′ϕ′∂

j j
ij

j i

j

jii x
a

x

x

xx
)x,x,x(

x
)x,x,x( 321321  

حال پی می بریم که برداري با مؤلفه هاي 
jx∂

ϕ∂  تشکیل داده ایم: این بردار را گرادیانϕ  .می نامیم  

k̂
z

ĵ
y

î
x ∂

ϕ∂
+

∂
ϕ∂

+
∂
ϕ∂

=ϕ∇  

k̂
z

ĵ
y

î
x ∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

=∇  

  :1-2مثال 

r )zyx(f)r(fگرادیان تابعی از  222   را محاسبه کنید.  =++

  حل:

z
)r(fk̂

y
)r(fĵ

x
)r(fî)r(f

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

=∇  

x
r

dy
)r(df

x
)r(f

∂
∂

=
∂

∂  

r
xx)zyx(

x
)zyx(

x
r

=×++=
∂

++∂
=

∂
∂ −

2
2
1 2

1
2222

1
222
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dr
dfr

dr
df

r
r

dr
df)

r
k̂zĵyîx(

r
z

dr
)r(dfk̂

r
y

dr
)r(dfĵ

r
x

dr
)r(dfî)r(f 0==

++
=++=∇⇒

r
  

  آن است که درغوي از طول ضرب شود.  ∇ϕیکی از کاربردهاي مهم 

dz
z

dy
y

dx
x

dr)(
∂
ϕ∂

+
∂
ϕ∂

+
∂
ϕ∂

=⋅ϕ∇  

     ϕ= d  

  drمتناظر با تغییر مکان  ϕکه عبارت است از تغییر اسکالر 

  به گونه اي باشد که: ϕاگر تابعی از 

coust,c)z,y,x( =ϕ  

  در این صورت:

0=⋅ϕ∇=ϕ dr)(d  

  به صورت تابعی ثابت تعریف شده است.  ϕزیرا که تابع 

  عمود است.  drبر  ∇ϕاین نتیجه نشان می دهد که 

پتانسـیل الکتریکـی مـی     ϕمیدان الکتریکی و  Eتعریف می شود که در این رابطه  ϕ−∇=Eبه طور معمول در فیزیک 

یل که ما آن ها را به صورت سطحی که پتانسیل در آن سطح یک مقدار ثابـت اسـت، تعریـف مـی     باشد. در سطوح پتانس

  کنیم بنا به دلیل فوق میدان همواره بر سطوح پتانسیل عمود می باشد. 

  ):2 -2مثال (

2به ازاي 
3

222 −
++=ϕ )zyx()z,y,x(  مقدار میدان در نقطه),,(   را محاسبه کنید.  100

  حل:

k̂
z

ĵ
y

î
x ∂

ϕ∂
+

∂
ϕ∂

+
∂
ϕ∂

=ϕ∇    ϕ−∇=E  

k̂z)zyx(ĵy)zyx(îx)zyx( 2
2
32

2
32

2
3 2

5
2222

5
2222

5
222 −−−

++−++−×++−=ϕ∇  

k̂z)zyx(ĵy)zyx(îx)zyx( 2
5

2222
5

2222
5

222 333
−−−

++++++++=ϕ∇−  
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k̂k̂)()(ĵî)z,y,x( 31100300100 2
5

=×++++====ϕ∇−
−

  

  ):3 -2مثال (

3222بردار یکّه عمود بر سطح  =++ zyx  را در نقطه),,( بیابید و معادله صفحه مماس بر این سطح در این نقطـه را   111

  به دست آورید. 

k̂
z

ĵ
y

î
x ∂

ϕ∂
+

∂
ϕ∂

+
∂
ϕ∂

=ϕ∇  

    k̂zĵyîx 222 ++=  

32444222111 =++=ϕ∇⇒++====ϕ∇ ||k̂ĵi)z,y,x(  

)k̂ĵî()k̂ĵî(n̂ ++=++=
3

1
32

2  

)z,y,x( 300   یک نقطه دلخواه ====

0300 =⋅−+−+−⇒ )n̂(k̂)z(ĵ)y(î)x(  

     0
3

13
3

1
3

1
=−++ )z(yx  

303معادله صفحه مماس به صورت:   =++⇒=−++ zyxzyx  

  ):4 -2مثال (

2323اگر  zyyx)z,y,x( −=ϕ  باشدϕ∇  را در نقطه),,( 121   به دست آورید: −−

)zyyx)(k̂
z

ĵ
y

î
x

( 2323 −
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=ϕ∇  

        )zyyx(
z

k̂)zyyx(
y

ĵ
x

)zyyx(î 232232232
333

−
∂
∂

+−
∂
∂

+
∂
−∂

=  

   k̂)zy(ĵ)zyx(îxy 3222 2336 −+−+=  

      k̂))()((ĵ))()()((î))(( 12212313216 3222 −−−+−−−+−=  

    k̂ĵî 16912 −−−=  
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  نکته

 FGGF)FG( ∇+∇=∇  

)FG)(k̂
z

ĵ
y

î
x

()FG(
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇  

 

FGGF
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Fĵ

y
Fî

x
F()k̂

z
Gĵ
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Fĵ
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Fî
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x

∇+∇=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=

  

  نکته:

  در دستگاه هاي مختصات مختلف به صورت هاي زیر به دست خواهد آمد: ∇عملگر 

k̂  الف) دستگاه متعامد 
z
fĵ

y
fî

x
fgradff

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

==∇  

   ب) دستگاه استوانه اي
∧∧∧

∂
∂

+θ
θ∂

∂
+

∂
∂

=∇ ez
z
fef

r
ei

r
ff 1  

   ج) دستگاه کروي
∧∧∧
ϕ

ϕ∂
∂

θ
+θ

θ∂
∂

+
∂
∂

=∇ ef
sinr

ef
r

er
r
ff 11  

  ):5 -2مثال (

اگر پتانسیل الکتریکی ناشی از ما بر نقطه اي 
r

kq  .باشد میدان الکتریکی متناظر را حساب کنید  

 ϕکـه   ϕ−∇=Eحل: با توجه به این که باید دستگاه کروي براي ما بر نقطه اي در نظر گرفته شود و با توجه به این که 

  پتانسیل الکتریکی می باشد خواهیم داشت:

∧∧∧
ϕ

ϕ∂
∂

θ
−θ

θ∂
∂

−
∂
∂

−= e)
r

kq(
sinr

e)
r

kq(
r

er)
r

kq(
r

E 11  

     
∧∧− =−−= er

r

kqerr)(kq 2
21  

  ∇⋅دیورژانس 

  مشتق گیري از یک تابع برداري تعمیم ساده اي از مشتق گیري کمیت هاي اسکالر یا عددي است. 
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r(r(اگر فرض کنیم مکان یک جسم متحرك را با 
r  بردار مکان)r

r  (:نشان دهند، در این صورت سرعت خطی به صورت  

V
t

)t(r)tt(rlim
dt

)t(rd
t

rr
=

∆
−∆+

=
→∆ 0

  

Vکه 
r  .بردار سرعت خطی می باشد  

t(r(اگر بردار مکان 
r  ،را به مؤلفه هاي دکارتی تجزیه کنیم

dt
rd
r

همواره به صـورت جمـع بـرداري سـه مشـتق اسـکالر در        

فضاي سه بعدي است. در سایر دستگاه هاي مختصات (فصل آینده) وضعیت کمـی پیچیـده تـر مـی شـود، زیـرا جهـت        

  بردارهاي یکه در این دستگاه هاي مختصات ثابت نیست. 

کردیم، اینک با در نظر گرفتن خـواص بـرداري و خـواص مشـتق     را به صورت یک عملگر برداري تعریف  ∇دیدیم که ما 

  گیري از یک بردار حاصل اعمال آن را بر یک بردار دیگر بررسی می کنیم. 

z
V

y

V

x
V

V zyx
∂

∂
+

∂

∂
+

∂
∂

=⋅∇  

  دیورژانس می گویند که عملگري است که اگر چه بر بردارها اعمال می شود ولی خودش اسکالر است.  ∇0به عملگر 

Fمی توان 
r

∇را به صورت ضرب داخلی عملگر  ∇⋅
r  و بردارF

r  .در نظر گرفت  

)k̂FĵFîF()k̂
z

ĵ
y

î
x

(F zyx ++⋅
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=⋅∇
r  

       
z

F
y

F

x
F zyx

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

=  

  ):6 -2مثال (

)r(fr
r

  را به دست آورید: ∇0

)]r(zf[
z

)]r(yf[
y

)]r(xf[
x

)r(fr
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=⋅∇
r  

     

dr
dfr)r(f

dr
df

r
z

dr
df

r
y

dr
df

r
x)r(f

z
z
r

dr
)r(df)r(fy

y
r

dr
)r(df)r(fx

x
r

dr
)r(df)r(f

+=

+++=

∂
∂

++
∂
∂

+
∂
∂

+=

3

3
222

  

چرا که 
r
x

dx
df

  و به همین ترتیب می توان ثابت نمود: =
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BA)BA(
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00 ∇+∇=+⋅∇  

  زیرا:

)BA(
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)BA(
y

)BA(
x

)BA( zzyyxx +
∂
∂
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∂
∂

++
∂
∂

=+⋅∇
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        BAB
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A
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+
∂
∂

+
∂
∂

=  

Vنکته: توجه کنید 
r

V⋅∇هرگز با  ∇⋅
r  .یکسان نمی باشد  

  می توان نشان داد:

)A(A)A(
rrr

⋅∇ϕ+⋅ϕ∇=ϕ⋅∇  

Aتابعی اسکالر و  ϕکه در این جا 
r  .تابعی برداري است  

zyx A
z

A
y

A
x

)A( ϕ
∂
∂

+ϕ
∂
∂

+ϕ
∂
∂

=ϕ⋅∇
r  
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A
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A
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A
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∂
∂

+
∂

∂
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∂
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∂
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∂
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∂
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∂
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∂
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∂
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  ):7 -2مثال (

1−⋅∇ nrr
r  .را حساب کنید  

rrrrrr n)n(n rrr
⋅∇+⋅∇=⋅∇ −−− 111  

  

1

1112
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1111

2

3131
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−
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−

+=

+−=+−=

+++−=

+⋅
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
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n
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n
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n

r)n(

rr)n(rr)n(r

r]z
r
zy

r
yx

r
x[r)n(

r)r()k̂
z
r

dr
drĵ

y
r

dr
drî

x
rr

dr
d(

r

  

z,y,x(V(براي آن که تصویري از معناي فیزیکی دیورژانس داشته باشیم، بـردار  
r       را بـه صـورت سـرعت در یـک شـاره و

)z,y,x(f  .را به صورت چگالی در آن نقطه در نظر می گیریم  

dx  حجم کوچکی به صورت dy dz ) در نظر می گیریم. 1 -1را مطابق شکل (  
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  )1 -1شکل (                         

به درون این حجم جاري می شود عبارت اسـت از   EFGH) از وجه xشاره اي که در واحد زمان (در جهت مثبت محور 

dydz|fV xx بر این وجه مماس اند و در شارش از ایـن حجـم نقشـی ندارنـد. آهنـگ       zfVو  yfVچرا که مؤلفه هاي  =0

dydz|fVنیز به صورت  ABCDشارش به خارج از سطح  dxxx   است.  =

dydz|fV xx   x= آهنگ شارش ورودي در جهت محور  =0

dydz]dx)fV(
x

fV[dydz|fV xxxdxxx 0== ∂
∂

  x= آهنگ شارش خروجی در جهت محور =+

  در اینجا جمله مشتق جمله اي است که امکان غیر یکنواخت بودن چگالی یا سرعت را مطرح می کند. 

∂=0یعنی ممکن است شاره تراکم پذیر باشد و چگالی یکنواخت نداشته باشد. جمله مرتبه صفر  xx |V     را کـه متنـاظر بـا

  شارش یکنواخت است حذف می کنیم.  

dxdydz)fV(
x

| xx ∂
∂

  آهنگ شارش خروجی =

  که در حقیقت به صورت زیر است:

0000
00000

,,x
xx

x
|)]z,y,x(fV[

xx
),,(fV),,x(fV

lim
∂
∂

=
∆

−∆

→∆
  

=شار خروجی خالص
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂ dxdydz)]fV(

z
)fV(

y
)fV(

x
[ zyx  

  چرا که:

+ شـار خروجـی    y+ شار خروجی خالص در راستاي محور  xشار خروجی خالص = شار خروجی خالص در راستاي محور 

  zخالص در راستاي محور 

dxdydz)Vf(
r

  ⇒شار خروجی خالص  =∇⋅

Z 
G H 

B 

F 
y 

D 

A 

x 

C 
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  ):8 -2مثال (

اگر پتانسیل الکتریکی ناشی از بار نقطه اي 
222 zyx

kq

++
=ϕ  .باشد میدان الکتریکی متناظر را حساب کنید  

  حل:

  این مسئله را در دستگاه متعامد حل می کنیم. 
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  ):9 -2مثال (

  با مشتق گرفتن از مؤلفه ها نشان می دهد که درست مانند مشتق گیري از حاصل ضرب دو تابع جبري داریم:
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dBAB
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d
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  نشان داد: به همین ترتیب می توان

dt
BdAB

dt
Ad)BA(

dt
d

rrrrrr
×+×=×  

  ):10 -2مثال (

∇⋅∇ϕ∇=ϕ  نشان دهید  2که  2
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∂
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∂
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4232به شرطی که  ∇⋅∇ϕو سپس  zyx=ϕ  .باشد را حساب کنید  
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  ثابت کنید: 
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02 معادله به =ϕ∇ شود. می گفته پالایش معادله   

  ):12 -2مثال (
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  را حساب کنید.  ∇
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  ∇×تاو یا عملگر 

  می توان تعریف کرد، عبارتست از ضرب برداري این عملگر در بردار  ∇عمل دیگري که براي عملگر برداري 
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برابـر   ∇−×Vفقط به صورت یک عملگر دیفرانسیلی برداري جدید تعریف می شود که مطمئناً با  V×∇نکته: در حالت 

  نیست. 
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)( ϕ∇×∇ :را حساب کنید و مقدار آن را به دست آورید  
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î)
y

(
zz

(
y

000
222222

++=














∂∂
ϕ∂

−
∂∂
ϕ∂

+














∂∂
ϕ∂

−
∂∂
ϕ∂

+














∂∂
ϕ∂

−
∂∂
ϕ∂

=









∂
ϕ∂

∂
∂

−
∂
ϕ∂

∂
∂

+







∂
ϕ∂

∂
∂

−
∂
ϕ∂

∂
∂

+







∂
ϕ∂

∂
∂

−
∂
ϕ∂

∂
∂

=

  

  مشتق پاره اي مرتبه دوم پیوسته داشته باشد.  ϕدر این جا فرض کرده ایم که  توجه:
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)A(   را محاسبه کنید.  ∇⋅∇×
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  مشتق پاره اي مرتبه دوم پیوسته دارد.  Aدر این جا نیز فرض نموده ایم که 

  ها در فرمول هاي فیزیک می توان مواردي را محاسبه کنیم. ∇ها  ∇0ها یا ∇×با توجه به تکرار بسیاري از  توجه:

  :17 -2مثال 
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  را محاسبه کنید.  ∇×
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x

)r(fz
z

)r(fxî
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  حل:

)k̂
z

ĵ
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  پاسخنامه سوالات تستی

k̂zxyĵzyîzxVfاگر  -1 2232 2 +−=
r  باشد، شار خروجی در نقطه),,( 111   کدام می باشد؟ −

  1 (3−  2 (3+  3 (9  4 (9−  

xاگر  - 2 yzφ = rfباشد در این صورت  23 ( r )∇ φ0
r کدام است؟  

  1 (0  2 ()r(yzfx212  3 ()r(yzfx23  4 ()r(xyzf  

fمشتق سویی تابع  -3 ( x , y ) xy=  در نقطه),(   کدام گزینه می باشد؟ 43

  1 (ĵî 43 +  2 (ĵî 34 +  3 (ĵî 34 −  4 (ĵî 34 −−  

fمشتق سویی تابع  -4 ( x , y ) xyz=  در نقطه),,(   در کدام جهت صفر می باشد.  051

  1 (ki 32 +  2 (k̂  3 (ĵî +  4 (k̂î +  

fمشتق سویی تابع  - 5 ( x , y ) xy=  در نقطه),(     در جهت بردار ................. برابر صفر است.   43

  1 (ĵî
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5
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5
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5
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ˆاگر  -6 ˆ ˆxyz i x z j x yz k∇φ = + +3 2 3 2 22 )و  3 , , )φ − =1 2 2 )باشد،  4 x , y ,z )φ کدام می باشد؟  

  1 (2432 −yzx  2 (1632 +yzx  3 (1632 −yzx  4 (2032 +yzx  

ˆاگر  -7 ˆ ˆ( y xyz ) i ( xy x z ) j ( z x yz ) k∇ψ = − + + − + −2 3 2 3 3 2 22 3 2 6 3 ،ψ کدام گزینه است؟  
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2
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xzمشتق سویی  - 8 x yφ = −4 )در نقطه  22 , , )− −2 2   کدام است؟ 1
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∇ ⋅ 3

r
    برابر است با:  

23r  3( 3−r  4( 5 )2  ) صفر1  
1
r

  

10- ( )
r

∇2     برابر است با:  1

  1 (2
1
r

  2r  4( 3r )3  صفر )2  
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xمسیر قائم دسته منحنی منحنی  - 11 y c+ =2     برابر است با:  2
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∂ ∂
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  پاسخنامه سوالات تستی

  صحیح است. زیرا:  1گزینه  - 1
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  صحیح است. زیرا: 2گزینه  - 3
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05با توجه به گزینه ها ضرب داخلی          =+⋅ )ĵî(k̂  

  صحیح است. زیرا: 4گزینه  - 5
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  صحیح است. زیرا: 1گزینه  -8

k̂
z

ĵ
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  صحیح است. زیرا: 4گزینه  -11
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  صحیح است. زیرا: 4گزینه  - 12
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  انتگرال هاي چند گانه :فصل سوم
 

  در این جا چگونگی محاسبه انتگرال هاي چندگانه یعنی انتگرال هاي توابع دو یا چند متغیره تشریح می شود. 

  انتگرال هاي چندگانه درست مانند انتگرال هاي توابع یک متغیره تعریف می شوند و در عین حال، تعابیر گسترده تري دارند.  

شویم. با استفاده از این انتگرال ها مساحت نـواحی کـه مرزهـاي خمیـده     ابتدا با انتگرال هاي دوگانه در صفحه آشنا می 

  دارند، گشتاورها، جرم، مرکز جرم ها و غیره را محاسبه می کنیم. 

  روش هاي انجام این محاسبات را در مختصات قائم و قطبی تشریح و درباره راه هاي دیگر تغییر متغیر بحث می کنیم.  -

اي سها گانه می پردازیم، انتگرال هایی که به کمک آن ها، حجم، گشـتاورها، جـرم، مرکـز    سپس به محاسبه انتگرال ه -

جرم، شعاع هاي چرخش اجسام منظم و غیر منظم در فضا محاسبه می شوند. چگونگی انجام این محاسبات در مختصات 

  گانه بحث می کنیم. قائم استوانه اي و کروي را تشریح می کنیم و درباره جانشینی ها در انتگرال هاي سه 

  انتگرال هاي دوگانه 3-1

  تشریح می شود.  xyبر ناحیه اي محصور واقع در صفحه  y,x(f(در این بخش چگونگی محاسبه انتگرال تابعی چون 

به نواحی اي  بر این ناحیه می نامیم. بحث را با نواحی مستطیلی آغاز می کنیم و سپس fاین انتگرال را انتگرال دوگانه  -

  که شکل کلی تري دارند تعمیم می دهیم.

خواهید دید که بین انتگرال هاي دوگانه و انتگرال هاي یگانه (ساده) شباهت هـاي فراوانـی وجـود دارد. در واقـع ایـن       -

  ارتباط بسیار قوي است. 

می تـوان بـه کمـک روش هـاي      قضیه اصلـی محاسبـه انتگرال هـاي دوگانه حاکـی است که هر انتگرال دوگانه اي را -

  انتگرال گیري از انتگرال هاي یگانه که بر آن ها مسلّط هستیم، پیدا کنیم، که طی چند مرحله به دست می آید. 

  انتگرال هاي دوگانه روي نواحی مستطیلی

  زیر تعریف می شود.  Rبر ناحیه مستطیلی  y,x(f(فرض می کنیم 

dyc ≤≤ bxa ≤≤ :R  

  پوشیده شده باشد.  yو  xشبکه اي از خطوط موازي با محورهاي  Rو فرض می کنیم 

  را به قطعات کوچکی تقسیم می کنند که مساحت هر کدام برابر است با: Rاین خطوط 
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yxA ∆∆=∆  

nA,,A,Aاین قطعات را به ترتیبی شماره گذاري می کنیم  ∆∆∆ K21  

)y,x(نقطه  ∆kAدر هر قطعه مانند  kk :را بر می گزینیم و مجموع زیر را تشکیل می دهیم  

k
n

k
kkn A)y,x(fS ∆= ∑

=1
  

به صفر مجمـوع مشـخص    ∆yو  ∆xپیوسته باشد، با کوچک کردن خانه هاي شبکه یعنی میل دادن  Rدر سراسر  fاگر 

  می نامیم.  Rروي  fشده در رابطه بالا به حدي میل می کند که آن را انتگرال دوگانه 

  نماد انتگرال دوگانه عبارت است از:

∫∫
R

dA)y,x(f   یا∫∫
R

dxdy)y,x(f  

  بنابراین 

∑∫∫
=→∆

∆=
n

k
kkk

AR
A)y,x(flimdA)y,x(f

10
  

هر دو به صفر میل کنند، مجموع ها  ∆yو  ∆xمانند حالتـی کـه توابـع یـک متغیره سر و کار داشتیم، به شرط این که 

را مشخص مـی کننـد بسـتگی ندارنـد.      Rکه  ]d,c[و  ]b,a[به این حد میل می کنند و به نحوه تقسیم بندي بازه هاي 

)y,x(و نحوه انتخاب نقطـه   ∆kAهمچنین این حد به ترتیب شماره گذاري مساحت هاي  kk    در هـر یـک ازkA∆  هـا

  بستگی ندارند. 

چگونگی این انتخاب ها بستگی دارد، اما در نهایت این مجموع ها بـه   به nSمقدار هر یک از مجموع هـاي تقریب زننده 

در کتـاب هـاي پیشـرفته تـر      fحد واحدي میل می کنند. برهان وجود و یکتایی این حد در مورد تابع پیوسته اي چـون  

د بسـیاري از  شرطی کافی براي وجود انتگرال دوگانه است، اما شرط لازم نیست. این حـد در مـور   fآمده است. پیوستگی 

  توابع ناپیوسته هم وجود دارد. 

  ویژگی هاي انتگرال هاي دوگانه

انتگرال هاي دوگانه توابع پیوسته مانند انتگرال هاي یگانه این توابع ویژگی هاي جبري دارند که در محاسبات و کاربردها 

را تعریف می کنیم برقرارند، در مورد سودمندند. این ویژگی ها چون در مورد مجموع هایی که به کمک آن ها انتگرال ها 
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  انتگرال ها هم برقرارند. برخی از این ویژگی ها عبارت اند از:

1- )k            (عددي دلخواه  

∫∫ ∫∫=
R R

dA)y,x(fkdA)y,x(kf  

2-  

∫∫∫∫ ∫∫ +=+
RR R

dA)y,x(gdA)y,x(fdA))y,x(g)y,x(f(  

3-   

∫∫∫∫ ∫∫ −=−
RR R

dA)y,x(gdA)y,x(fdA))y,x(g)y,x(f(  

4-  

∫∫ ≥0dA)y,x(f  

  ). y,x(f(≤0داشته باشیم  R(اگر بر ناحیه 

5-   

∫∫ ∫∫≥
R R

dA)y,x(gdA)y,x(f  

)y,x(g)y,x(f((داشته باشیم  Rاگر بر ناحیه  ≥.  

  ویژگی دیگري نیز به نام ویژگی (جمع پذیري دامنه ها) وجود دارند. 

6-  

∫∫∫∫ ∫∫ +=

21 RR R
dA)y,x(fdA)y,x(fdA)y,x(f  

که تداخلی با هم نداشـته باشـند،    2Rو  1Rمطابق شکل زیر اجتماعی باشد از دو مستطیل  Rکه وقتی برقرار است که 

  اثبات این مطلب را ذکر نمی کنیم.  

  

                    2R            1R  

∫∫ ∫∫ ∫∫+=

21 1 2RR R R
dA)y,x(fdA)y,x(fdA)y,x(f

U
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  انتگرال هاي دوگانه هم مانند انتگرال هاي یگانه داراي ویژگی جمع پذیري دامنه ها هستند. 

  تعبیر انتگرال هاي دوگانه به صورت حجم

را می توان به صورت حجم منشوري تعبیر کـرد کـه    Rروي ناحیه مستطیلی  fمثبت باشد انتگرال دوگانه  y,x(f(وقتی 

y,x(fz(و از بالا به رویه  Rاز پایین به    و حدود است.  =

∑ ∆= kkkn A)y,x(fS  

kkkهر جمله  A)y,x(f  ∆kAاز مجموع بالا برابر است با حجم منشور قائمی با قاعـده مسـتطیل شـکل بـه مسـاحت       ∆

  آن چه را که می خواهیم حجم کل جسم بنامیم، تقریب مجازند. این حجم را چنین تعریف می کنیم: nSبنابراین مجموع 

∫∫==
R

n dA)y,x(fSlim حجم  

  قضیه فوبینی در مورد محاسبه انتگرال هاي دوگانه

  اکنون آماده ایم که نخستین انتگرال دوگانه را محاسبه کنیم. 

yxzفرض می کنیم می خواهیم حجم زیـر صـفحه    −−= 10را روي ناحیـه مسـتطیلی    24 ≤≤ y  20و ≤≤ x   کـهR  در

  واقع است را بیابیم.  xyصفحه 

  در این صورت حجم برابر است با:

∫
=
=

2
0

x
x dx)x(A  

  مساحت سطح قائمی است که از برش قائم ناحیه به دست آمده است.  Axکه در آن 

∫
=
=

−−=
iy

y dy)yx(Ax 0 24  

∫ ∫∫
=
=

=
=

=
=

−−==
2
0

1
0

2
0 24x

x
y
y

x
x dx)dy)yx((dy)x(A حجم  

3022
2
7
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11214
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0
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=−−=

−=−=

−−−=
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−−=

∫

∫

∫

=
=

=
=

=
=

)()(

]xx[dx)x(

dx)())(x)((

dx
y
y

]yxyy[

x
x
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x

x
x
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  می توان انتگرال فوق را به طریقی دیگر نیز محاسبه کرد. 

∫
=
=

−−=
2
0 24x

x dx)yx()y(A  

   y))(y)()(()xyxx( |xx 24022244 22
0

2 −=−−−=−−= =
=

  

 30114424 21
0

21
0 =−−=−=−=

=
=

=
=∫ )()()yy(dy)y( |yy

y
y حجم  

  قضیه فوبینی (صورت اول)

dycبر ناحیه مستطیلی  y,x(f(اگر  ≤≤ bxa ≤≤ :R :پیوسته باشد داریم  

∫ ∫∫∫ ∫ ∫ ==
b
a

d
c

R

d
c

b
a dydx)y,x(fdxdy)y,x(fdA)y,x(f  

قضیه فوبینی حاکی است که انتگرال هاي دوگـانه روي مستطیل هـا را می توان همواره به صـورت انتگـرال هـاي مکـرر     

با انتگرال گیري از یک متغیـر در هـر بـازه بـا اسـتفاده از روش هـاي        محاسبه کرد. یعنی می توان یک انتگرال دوگانه را

  انتگرال گیري که در مورد توابع یک متغیره می دانیم محاسبه کرد. 

  قضیه فوبینی همچنین حاکی است که براي انتگرال گیري از انتگرال دوگانه هر ترتیبی می توان برگزید.  

مـی توانـد    fبرقرار است. بـه خصـوص    y,x(f(ر مورد هر تابع پیوسته اي چون از این ها مهم تر این که، قضیه فوبینی د

هم مقادیر مثبت و هم مقادیر منفی داشته باشد، و همـان طور کـه بعداً خواهیم دید انتگرال هایی که با استفاده  Rروي 

  ري را هم نمایش دهند. از قضیه فوبینی محاسبه می شوند می توانند علاوه بر حجم چیزهاي دیگ

  :1- 3مثال 

∫∫مطلوب است محاسبه 
R

dA)y,x(f  به ازايyx)y,x(f 251−= ،11 ≤≤− y  20و ≤≤ x .  

  حل:

4
3
202

3
202

23
4028

3
52

3
551 1

1
1

1
1

1
1

1

22
0

32
0

2

=−−−−=

−=××−=−=− =
−=

=
−=

=
−=

=
−=

=
=

=
=∫ ∫ ∫∫

)()(

)yy(dy)y(dy)yxx(dxdy)yx( || y
y

y
y

y
y

y
y

x
x

x
x  

  با معکوس کردن ترتیب انتگرال گیري نیز همین نتیجه به دست می آید:

422
2
51

2
51

2
551 2

0
2
0

2
0

2
0

2
0

221
1

221
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2 ===−−−−=−=− =
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=
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=
−=∫ ∫ ∫ ∫∫ || x
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x
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x
x

x
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x
x

y
y

y
y xdxdx)x()x(dx)yxy(dydx)yx(  
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  انتگرال هاي دوگانه روي نواحی غیر مستطیلی محصور 3-2

را یک  Rروي یک ناحیه غیر مستطیلی محصور بار دیگر فرض می کنیم  y,x(f(براي تعریف انتگرال دوگانه تابعی چون 

yxAز اجزاء ناحیه یعنی شبکه مستطیلی پوشانده است. اما در مجموع جزئی، تنها مساحت آن عده ا هایی را کـه   ∆=∆∆

)y,x(کاملاً درون ناحیه قرار دارند منظور می کنیم. براي شماره گذاري قطعات ترتیبی اتخاذ می کنیم، نقطه دلخواه  kk 

  بر می گزینیم و مجموع زیر را تشکیل می دهیم.  ∆kAرا در هر 

∑
=

∆=
n

k
kkkn A)y,x(fS

1
  

تنها تفاوت این مجموع با مجموع قبلی که در مورد نواحی مستطیلی بود، این است که در این جا ممکـن اسـت مسـاحت    

، قسـمت  افزایش یابـد  nSرا نپوشاند. ولی هر چه تعداد خانه هاي شبکه بیشتر شود و تعداد جملات  Rهمه  ∆kAهاي 

از تعداد متناهی پاره خط یا خم هموار تشکیل شـده باشـد    Rپیوسته باشد و مـرز  fپوشانده می شود. اگر  Rبیشتري از 

به صفر میل می کننـد حـدي    ∆yو ∆xوقتی که  nSکه انتها به انتها به یکدیگر وصل شده باشند، آن گاه مجموع هاي 

  می نامیم.  Rروي  fخواهند داشت این حد را انتگرال دوگانه 

kkk
AR

A)y,x(flimdA)y,x(f ∆= ∑∫∫
→∆ 0

  

انتگرال هاي دوگانه توابع پیوسته روي نواحی غیر مستطیلی همه ویژگی هـاي جبریـی را کـه بـراي انتگـرال هـاي روي       

  نواحی مستطیلی برشمردیم دارند. 

باشند که مرزهایشان از پاره خط ها یا خم هاي هموار تشکیل شده باشـد آن   2Rو 1Rنامتداخل شامل دو ناحیه  Rاگر 

  گاه:

∫∫ ∫∫ ∫∫+=
R R R

dA)y,x(fdA)y,x(fdA)y,x(f
1 2

  

∫∫ ∫∫ ∫∫+=
R R R

dA)y,x(fdA)y,x(fdA)y,x(f
1 2
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y,x(fz(و رویـه   Rمثبت و پیوسته باشد حجم نـاحیه فضـایی بـین    Rروي  f)y,x(اگـر  را مثـل گذشـته برابـر بـا      =

∫∫
R

dA)y,x(f   .تعریف می کنیم  

x(fy(باشد از بالا و پایین به خم هـاي   )xy(ناحیه اي واقع در صفحه  Rاگر  x(fy(و  =2 و از طـرفین بـه خطـوط     =1

ax bxو  =   محدود باشد، باز هم می توان حجم را به روش برش دادن محاسبه کرد.  =

  نخست مساحت سطح مقطع را می یابیم. 

∫
=
=

=
)x(fy

)x(fy dy)y,x(f)x(A 2
1

  

∫ ∫ ∫==
b
a

b
a

)x(f
)x(f dydx)y,x(fdx)x(AV 2

1
  

y(gx(ناحیه اي باشد که به خم هاي  Rهمین طور اگر  y(gx(و  =2 cyو خطوط  =1 dyو  = محدود باشد، آن گاه  =

  حجمی که از روش برش دادن به دست می آید عبارت است از انتگرال مکرر زیر:

∫ ∫=
d
c

)y(g
)y(g dxdy)y,x(f2

1
 حجم 

  قضیه فوبینی (صورت قوي تر)

  پیوسته باشد.  Rروي ناحیه اي چون  y,x(f(فرض می کنیم 

bxaعبارت باشد از  Rاگر تعریف  -1 x(fy)x(f(و  ≥≥ 21 پیوسـته باشـند، آن    ]b,a[بـر   2fو  1fبا این شرط که  ≥≥

  گاه:

∫ ∫∫∫ =
b
a

)x(f
)x(f

R
dydx)y,x(fdA)y,x(f 2

1
  

dycعبارت باشد از:  Rاگر تعریف  -2 y(gx)y(g(و  ≥≥ 21 پیوسته باشـند، آن   ]d,c[بر  2gو  1gبا این شرط که  ≥≥

  گاه:

∫∫ ∫ ∫=
d
c

)y(g
)y(g dxdy)y,x(fdA)y,x(f 2

1
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  :2- 3مثال 

xyو خطوط  xو محدود به محور  )xy(مطلوب است حجم منشوري که قاعده پایینی اش مثلثی باشد واقع در صفحه  = 

yx)y,x(fz   و قاعده بالایی اش بر صفحه x=1و  −−== 5.  

  حل:

∫ ∫
=
=

=
=

−−=
1
0 0 5x

x
xy

y dydx)yx( حجم  

                     
2

2
40

2
1

2
5

32
3

2
5

2
350

2
5

2
5 1

0
1
0

3221
0

22
0

1
0

2

==−−=

−=−=−−−=−−= =
=

=
=

=
=

=
=

=
= ∫∫∫

)()(

)xx(dxxxdx)xxx(dx)yxyy( || x
x

x
x

x
x

xy
y

x
x  

  :3- 3مثال 

∫∫   مطلوب است محاسبه
R

dA
x

xsin  

xyو خط  xو محدود به محور  )xy(مثلثی است واقع در صفحه  Aکه    . x=2و  =

  حل:

120

02
0

2
0

2
0

2
000

2
0

+−=+−=

−==−==∫ ∫∫∫ ∫
=
=

=
=

=
=

=
=

=
=

=
=

=
=

coscosxcos

xcosxdxsindx)x(
x

xsindx)y
x

xsin(dydx
x

xsinx
x

x
x

x
x

x
x

xy
y

xy
y

x
x ||  

توجـه: هیچ قاعـده اي کلی وجود ندارد که بتوان به کمک آن پیش بینی کرد که مواردي نظیر این مسـأله کـدام ترتیـب    

انتگرال گیري مناسب تر است. لذا باید بدون نگرانی انتگرال گیري را با یک ترتیب دلخواه شروع کـرد و چنانچـه بـا ایـن     

  حان کرد. ترتیب کار به بن بست رسید، ترتیب دیگر را امت

  :4- 3مثال 

  هر یک از انتگرال هاي زیر را محاسبه کنید. 

∫ ∫ −
3

0
2
0

24 dydx)y( الف)  

∫ ∫ ∫ ∫ =×−×===−=− =
=

=
=

3
0

2
0

3
0

3
0

3
0

2
0

32 160
3

163
3

16
3

16
3

16
3

44 || x
x

y
y xdxdx)yy(dydx)y(حل :  

∫ ∫− −
++

0
1

1
1 1 dxdy)yx( ب)  
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∫ ∫ ∫ ∫ ∫−= −= − − −=−=
+=−−−++=++=++

0
1

1
1

0
1

0
1

0
1

1
1

2
221

2
11

2
1

2
1y x yx dyydy))y()y((dy)xyxx(dxdy)yx(   : حل|

12102 0
1

2 +=−−=+= −= )()yy( |y  

∫ ∫
π

π
π

+
2

0 dxdy)ycosx(sin ج)  

∫ ∫ ∫
π

π
π

π
π

π
π=

=
−−π+=×+−−π×+π−=×+−

2 2 2
0 1100 dy)()ycos(dy)]ycoscos()ycoscos[(dy)xycosxcos( |xxحل :  

π=ππ+π−ππ+π=π+=π+= ∫
π

π
π

π
22222222 2 )sin)(()sin(()ysiny(ydycos |  

  :5- 3مثال 

  حاصل انتگرال هاي زیر را به دست آورید. 

∫ ∫
π

0 0
x ydydxsinx  

∫ ∫ ∫∫ ∫
π π π=

=
π=

=
=
=

+−=−−−=−= 0 0 000 0 0 dx)xxcosx(dx))cosx(xcosx(dx)ycosx(ydydxsinx | xy
y

x
x

xy
yحل :  

       
2

2
2

2
2

0

2

0 0
π

+=+=+−= ππ π
∫ ∫ |xxdxxdxcosx  

uxsin
duxdxcos

ux
xdxsin)xsinx(xdxcosx |

=+
=

=
−=∫ ∫

π ππ
0   : توجه00

    
∫
π

π

+=−⇒

−=−π=+−π=

0

0

2

2000

xdxcosx

coscosxcos)sin()xsin( |
  

∫ ∫ +8
1 0
ln yln yx dxdye  

∫ ∫ ∫∫ ∫ −=−==
=

+=
=

+=
=

=
=

+ 8
1

8
1

8
10

8
0 0 1ln ln ylnln

y
yyyylnylnx

x
yxlny

y
ylnx

x
)yx( dy)e(edy)ee(dy)e(dxdye   : حل|

        ∫ ∫∫ = =
=
=

−=−=
8
1

8
1

8
1 1 ln

y
ln
y

yylny
y

y dyeydyedy)y(e  

∫ ∫
=→=

=→=−=
=

8
1

8
1

8
1

ln yyln yln
y

yy
dyduuy

evdvdyedyeyeydye   : توجه|

           )(lneeln}ee{eln)e()ee(ln lnlnyln | 1888888818 188
1

18 −=+−−×=−−−=−−=  

elneeln)e()(lndy)y(e lnln
y

yln
y

y | +−=+−−=−−=−⇒ ==∫ 16888881881 188
1

8
1  
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  مساحت و مرکز جرم در دو بعد 3-3

در ایـن بخش چگونگـی استفاده از انتگرال هـاي دوگانـه را در محاسبـه مساحت نواحی محصور در صفحه و نیز جـرم و  

  ) فرض کنیم. 1را برابر R )y,x(f )مرکز جرم نشان می دهیم. اگر در تعریف انتگرال دوگانه روي ناحیه 

∑ ∑
= =

∆=∆=
n

k

n

k
kkkkn AA)y,x(fS

1 1
  

را چنـین   Rرا کـاملاً مـی پوشـانند و مسـاحت      Rها رفته رفته ناحیه  ∆kAبه سمت صفر میل کنند  ∆yو  ∆xوقتی 

  تعریف می کنیم:

∫∫∑ =∆=
R

k dAAlim مساحت  

  مساحت یک ناحیه محصور و بسته واقع در صفحه از فرمول زیر به دست می آید. 

∫∫=
R

dA مساحت  

  ):6- 3مثال (

xyکه در ربع اول واقع و به  Rمطلوب است مساحت ناحیه  3xyو  =   محدود است: =

∫ ∫=
=

=

1
0 3x

xy
xy

dydxحل :  

  این منحنی رسم شوداگر چنانچه 

    
3xyابتدا منحنی  yخواهیم دید که با رسم خطی موازي محور  xyقطع مـی شـود سـپس خـط      = بنـابراین حـدود    =

  تغییر می کند.  1تا  0از  xبه دست آمد در عین حال این بازه  yانتگرال گیري 

       ∫
=
=

=−=−=−=
1
0

1
0

423
4
1

4
1

2
1

42
x
x |)xx(dx)xx(  
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  گشتاور اول و دوم مرکز جرم در صفحه 3-4

  در این جا فرمول هاي محاسبه گشتاور اول و دوم و مرکز جرم را آورده ایم. 

  گشتاور لفتی در محاسبه انرژي جنبشی اجسام دوران کننده اهمیت دارند.  -

در ایـن اسـت کـه در گشـتاورهاي دوم      yIو  xIیـا گشـتاور دوم   و گشتاورهاي لفتی  yMو  xMتفاوت گشتاورهاي  -

  به کار می روند.  yو  xمجذور فواصل 

  را گشتاور قطبی لفتی حول مبدأ نیز می نامیم.  0Iگشتاور  -

  y,x(δ(  چگالی: 

∫∫  جرم:  δ= dA)y,x(M  

  گشتاور اول: 

                ∫∫ δ= dA)y,x(yM x  

                ∫∫ δ= dA)y,x(xM y  

   مرکز جرم:  
M

M
y x=     

M

M
x y

=  

  گشتاور دوم (لفتی):

∫∫  :   xحول محور  δ= dA)y,x(yIx
2  

∫∫  :   yحول محور  δ= dA)y,x(xI y
2  

yx                حول مبدأ: IIdA)y,x()yx(I +=δ+= ∫∫ 22
0  

  

  شعاع هاي چرخش

  :   xحول محور 
M
I

R x
x =  

  :   yحول محور 
M

I
R y

y =  

  حول مبدأ : 
M
I

R 0
0 =  
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  ):7- 3مثال (

xyو  x=1و خطوط  xورقه نازکی ناحیه مثلثی شکل واقع در ربع اول و محدود به محور  را می پوشاند چگالی ورقه  =3

666عبــارت اســت از  )y,x(در نقطــه  ++=δ yx)y,x(   ،مطلــوب اســت تعیــین جــرم، گشــتاورهاي اول و مرکــز جــرم

  گشتاورهاي لفتی ورقه و شعاع چرخش حول محورهاي مختلف. 

  

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ++=++=++=δ= =
=

1
0

3
0

1
0

3
0

1
0

1
0

23
0

2 363336636666x x xy
y dx)x()x()x(xdx)yyxy(dydx)yx(dydx)y,x(M   : حل|

  2491591518451827181
0

1
0

1
0

23222 =+=+=+=++= ∫ ∫
=
=|xx)xx(xdxxdx)xxx(  

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
=
=

++=++=++=δ=
1
0

3
0

1
0

3
0

1
0

3
0

3
0

1
0

222 636666666x x x xy
yy dx)xyxyyx(dydx)xyxx(xdydx)yx(xdydx)y,x(M |

  

    
25176

4
45

3
18

4
4518451827183633361

0
1
0

1
0

34231
0

23322

/

)xx(dxxxdx)xxx(dx)x(x)x(x)x(x |

=+=

+=+=++=++= ∫ ∫ ∫  

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫=
=
=

++=++=++=δ=
1

0
3

0
1
0

3
0

1
0

3
0

3
0

1
0

2322 323666666x
xy

y
x x x

x dx)yyxy(ydydxyyxdydx)yx(ydydx)y,x(yM |
    

∫ ∫ ∫ =+=+=+=++=++=
1
0

1
0

34231
0

233232 2529
3
27

4
81

3
27

4
812781275427333233 /xxdxxxdxxxxdx)x()x()x(x

221
24

2529 //
M

M
y x ===  720

24
2517 //

M

M
x y

===  

∫ ∫ ∫ ∫ ∫=
=
=++=++=δ=

1
0

3
0

1
0

3
0

3
0

1
0

22322 636666x
y

x xy
yy dx)yyxyx(dydx)yx(xdydx)y,x(xI |  

              ∫ ∫∫ =+=+=++=++=
1
0

1
0

254441
0

222 18991845182718363336 |)xx(xdxxxdxxxdx)x()x(x)x(x  

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫∫
=
=++=++=++=δ=

1
0

3
0

1
0

3
0

3
0

1
0

1
0

3433
0

23222 2
2
32666666x x xy

y
x

x dx)yyxy(dydxyyxydydx)yx(ydydx)y,x(yI | 
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                      ∫∫ ++=++= dxxx/xdx))x()x()x(x( 3441
0

343 54512154323
2
332  

  حذف می شود.  yو  x* اگر چگالی جسمی ثابت باشد، مقدارش از صورت و مخرج فرمول هاي 

ثابت است، محل مرکز جرم از ویژگـی حـدي شـکل     δمی توان گرفت. بنابراین وقتی  1را برابر  δبنابراین در فرمول ها 

مرکـز وار شـکل مـی    جسم است و به جنس ماده اي که جسم از آن ساخته شده بستگی ندارد. در این گونه مـوارد، مرکـز جـرم را    

    نامند.

  را بیابیم.   yو  xبگیریم و مانند قبل با تقسیم کردن گشتاورهاي اول بر جرم ها،  1را برابر  δبراي یافتن مرکز وار کافی است 

  :8- 3مثال 

xyمرکز وار ناحیه اي را بیابید که در ربع اول واقع است و از بالا به خط  2xyو از پایین به سهمی  =2   محدود است.  =

  

  

∫ ∫ ∫ ∫
=

=
=−=−=−====

2
0

2 2
0

2
0

2
0

3222
2 2 3

4
3
84

3
2xy

xy
x

x
|| )xx(dx)xx(dxyMdydxM  

∫ ∫ ∫ ∫ =−×=−=−===
=

2
0

2 2
0

2
0

2
0

534222
2 2 312

10
328

3
2

103
2

2
2

2
x

x
x

xyx /)xx(dx)xx(dxyydydxM ||  

∫ ∫ ∫ ∫ =−×=−=−===
=

2
0

2 2
0

2
0

43322
2 2 331

4
168

3
2

0
2

43
22x

x
x

xy
y /)xx(dx)xx(dx)xy(xdydxM |  

61
34
312 /

/
/

M
M

y x ===      1
34
331

===
/

/
M

M
x y  
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  انتگرال دوگانه به صورت قطبی 3-5

  گاه اگر مختصات قائم به مختصات قطبی تبدیل شود، محاسبه انتگرال ها ساده تر می شود.

در این بخش روش تبدیل مختصات قائم به مختصـات قطبـی و چگـونگی محاسـبه انتگـرال هـا روي دامنـه هـایی کـه          

  شده تشریح می شود. بحث مختصري درباره ژاکوبی ها خواهیم کرد.  مرزهایشان به صورت قطبی مشخص

  انتگرال ها در مختصات قطبی

را بـه تعـدادي    Rتعریـف کنـیم، نخسـت     xyدر صـفحه   Rوقتی می خواستیم انتگرال دوگانه یک تـابع را روي ناحیـه   

مستطیل که اضلاعشان موازي محورهاي مختصات بود تقسیم می کردیم. این مستطیل ها طبیعی ترین اشکالی بودند که 

اضلاعشان ثابت است. در مختصـات قطبـی، شـکل طبیعـی، مسـتطیل       yیا مقدار  xمی توانستیم به کار بریم زیرا مقدار 

  قطبی است، که حال آن را توصیف می کنیم. 

r(F,(فرض می کنیم تابع  θ  روي ناحیه اي چونR  تعریف شود که به پرتوهايα=θ  وβ=θ    و خـم هـاي)(fr θ= و  1

)(fr θ= β ،a)(f)(fو  αبین  θمحدود باشد. همچنین فرض می کنیم به ازاي هر مقدار  2 ≤θ≤θ≤ در این صورت  210

R  در ناحیه اي بادبزنی شکل قرار دارد که با نابرابري هايar   تعریف می شود.  β≤θ≤αو  0≥>

پوشانیم. قوس ها قطعاتی هستند که از دوایري به مرکز مبدأ و به شـعاع  این ناحیه را به قوس هاي مستدیر و پرتوها می 

  هاي زیر

rm,r,r ∆∆∆ K2  

که 
m
ar   . و پرتوها چنین مشخص می شوند. ∆=

θ∆+α=θ 2      θ∆+α=θ      α=θ  

β=θ∆+α=θ n  

  قوس ها و پرتوها ناحیه بادبزنی شکل را به مستطیل هاي قطبی تقسیم می کنند. 

  را شماه گذاري می کنیم (ترتیب مهم نیست) Rمستطیل هاي قطبی درون 

nA,A,A ∆∆∆ K21  

)r,(فرض می کنیم  kk θ  مرکز مستطیل قطبی باشد که مساحتشkA∆  .باشد  

که منظور ما از مرکز نقطه اي است که واقع بر پرتوي که قوس ها را نصف می کند و وسط قطعه اي از پرتو است که بین 
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  دو قوس است. 

∑
=

∆θ=
n

k
kkkn A),r(FS

1
  

بـه صـفر، کوچـک و     ∆θو  ∆rپیوسته است. این مجموع وقتی مستطیل هاي قطبی با میـل کـردن    Rدر سراسر  Fکه 

  می نامیم و به صورت نمادي داریم: Rروي  Fکوچک تر شوند به یک حد میل می کند. این حد را انتگرال دوگانه 

∫∫ θ=
R

n dA),r(FSlim  

  بیان کند.  ∆θو  ∆rرا بر حسب  ∆kAرا به صورتی بنویسیم که  nSبراي محاسبه این حد باید مجموع 

r(rk(برابر است با  ∆kAفرض می کنیم شعاع قوس داخلی محدود کننده  2
∆

= .  

  بنابراین مساحت قطعاع مستدیر به صورت زیر خواهد بود. 

  

θ∆
∆

− 2
22

1 )rr( k  

∆= (مساحت قطاع بزرگ تر) - (مساحت قطاع کوچک تر) kA  

     

rrrr

)rrrr)(rrrr(

])rr()rr[(

)rr()rr(

kk

kkkk

kk

k

∆θ∆=∆××
θ∆

=

∆
+−

∆
+

∆
−+

∆
+

θ∆
=

∆
+−

∆
+

θ∆
=

θ∆
∆

−−θ∆
∆

−=

2
2

22222

222

22
1

22
1

22

22
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  در نتیجه خواهیم داشت:

∑
∞

=
θ∆∆θ=

1k
kkkn rr),r(FS  

حال صورتی از قضیه فوبینی حاکی است که حدي را که این مجموع ها به آن میل می کنند می توان با انتگـرال گیـري   

  به دست آورد.  θو  rمکرر نسبت به 

∫∫ ∫ ∫
β=θ
α=θ

θ=
θ=

θθ=θ
R

)(fr
)(fr ddrr),r(FdA),r(F 2

1
  

  :9- 3مثال 

=θمطلوب است مساحت ناحیه محصور در  322 cosar .  

هرگز نمی تواند منفی باشد  2rحل: با توجه به این که 
2

3
2

π
<θ≤

π
  بنابراین: −

66
π

≤θ≤
π

−  

  به دست آمد.  θبنابراین حدود انتگرال گیري براي متغیر 

=θاز طرفی  322 cosar  بنابراین حدودr  تا  0ازθ32 cosa  .می باشد  

=θبا توجه به این که  ddrrdA.  

∫∫ ∫∫ ∫∫
π

π
−

π

π
−

π

π
−

π

π
−

π

π
−

θθ
θ=θθ=θ

θ
=θ=θ= 6

6

6

6

2
6

6

6

6

22
6

6

3
0

23
0 3

3
1

2
3

22
3

2

22
|)(sinadcosadcosadrddrr cosacosa مساحت  

    
3

11
6226

222 a))((a)sin(sina
=−−×=

π−
−

π
=  

  ) تبدیل انتگرال هاي دکارتی به قطبی3-6(

  عمل تبدیل یک انتگرال دکارتی مانند

∫∫
R

dydx)y,x(F  

  به یک انتگرال قطبی دو مرحله دارد:

  مرحله الف): در انتگرال دکارتی جانشینی هاي زیر را انجام می دهیم. 

θ=θ=θ= cosrx,sinry,ddrrdydx  
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  تعیین می کنیم.   Rمرحله ب): حدود قطبی انتگرال را براي مرز 

  به این ترتیب انتگرال دکارتی به صورت زیر در می آید:

∫∫∫∫ θθθ=
GR

ddrr)sinr,cosr(Fdydx)y,x(F  

  ناحیه انتگرال گیري در مختصات قطبی است.  Gکه در آن، 

  ):10- 3مثال (

δ=1ورقه نازکی با چگالی  )y,x(  122در ربع اول قرار دارد و به دایره =+ yx      محدود است. گشـتاور لختـی قطبـی ایـن

  ورقه را حول مبدأ بیابید. 

  حل:

∫ ∫∫∫ ∫
π

=×
π

=×
π

=×
π

=θ=+
π

− 1
0

41
0

320
21

0
1

0
22

84
1

2422

2 rdrrddrrr)yx(x  

  ):11- 3مثال (

  مطلوب است محاسبه

dxdye
R

yx∫∫ + 22  

21و خم  xربع دایره اي محدود به محور  Rکه در آن  xy   است. (ربع اول) yو محور  =−

  حل:

∫ ∫ ∫∫∫
π π

=
=

+ −
π

=
π

−=θ=θ= 20
1
0 20

1
0 1

42
1

2
1

2
1

2
1 2222

)e()e(deddrredydxe |rr
rr

R

yx  

  جانشانی در انتگرال هاي دوگانه

جانشانی در مختصات قطبی حالت خاصی است از روش عاقه جانشانی در مورد انتگرال هـاي دوگانـه، روشـی کـه تغییـر      

  متغیرها را به صورت تبدیل نواحی مجسم می سازد. 

  تبدیل می شود.  xyدر صفحه  Rبا معادلات زیر به ناحیه  uvفحه در ص Gفرض می کنیم ناحیه 

)v,u(Hy,)v,u(Gx ==  

)تعریف مـی شود می توان تابعی چـون   Rکـه روي  y,x(F(هـر تابعـی چـون  ))v,u(H,)v,u(GF    دانسـت کـه رويQ 
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  دارد.  Qروي ناحیه  H,G(F(ارتباطی با انتگرال  Rروي  F)y,x(تعریف می شود. می بینیم انتگرال 

  پیوسته و داراي مشتقات جزئی پیوسته باشند این انتگرال ها چنین به هم مربوط می شوند.  Fو  G  ،Hاگر 

=∫∫
R

dydx)y,x(F  

     ( ) dv,du|)v,u(J|)v,u(H,)v,u(GF
Q
∫∫  

  که قدر مطلقش در این فرمول آمده است برابر است با دترمینان  v,u(J(عامل 

)v,u(
)y,x(

v
y

u
y

v
x

u
x

)v,u(J
∂
∂

=

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=  

  این دترمینان، دترمینان ژاکوبی نام دارد.

)v,u()y,x(نماد    را به یاد بسپاریم.  yو  xبه ما کمک می کند چگونگی تشکیل دترمینان از مشتقات جزئی  ∂∂

  را داریم. r,(θ(و  )u,v(در مختصات قطبی به جاي 

=θبه ازاي  cosrx  وθ= sinry :ژاکوبی عبارت است از  

rsinrcosr
cosrsin
sinrcos

y
r
y

x
r
x

),r(J =θ+θ=
θθ
θ−θ

=

θ∂
∂

∂
∂

θ∂
∂

∂
∂

=θ 22  

  بنابراین رابطه زیر را خواهیم داشت:

∫∫∫∫∫∫ θθθ=θθθ=
QQR

ddrr)sinr,cosr(Fddr|r|)sinr,cosr(Fdydx)y,x(F  

  ):12- 3مثال (

∫انتگرال  ∫
+=

=

−8
0

1
2

2
2

2yx
yx

dydxyx  را با استفاده از تبدیل
2
yv و  =

2
2 yxu −

  به دست آورید.  =

  حل:

xyuyv,yxu =
+

→=
−

=
2

2
22

  : با توجه2

    
yv

xvuyv
=

=+
→=

22
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20

11

=
∂
∂

=
∂
∂

→

=
∂
∂

=
∂
∂

→

v
y

u
y

v
x

u
x

  

2
20
11

==

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=→

v
y

u
y

v
x

u
x

)v,u(J  

  حال باید حدود انتگرال را به دست آوریم:

,)uvvuyx(

dvduudydxyx

Q

yx
yx

0
2

2
2

2
28

0
1

2

2

=→=+→=

=
−

∫∫∫ ∫
+=

=  

111
2

=→+=+→+= uvvuyx  

4828
0020
=→=→=

=→=→=
vvy

vvy  

∫ ∫ ∫∫ ∫
=
=

=
=

=
=

+=

=
=×==×=

− 4
0

1
0

4
0

1
0

28
0

1
2

2

441
1

2
2

2 v
v

u
u

v
v

yx
yx

dvudvduudydxyx |  

  ):13- 3مثال (

  انتگرال دکارتی را به انتگرال قطبی معادلش تبدیل کرده و انتگرال قطبی را محاسبه کنید. 

∫ ∫−
−

−−

1
1

1

1

2

2
x

x
dxdy الف)  

  

∫ ∫
π

=
=θ

2
0

1
0 0r ddrrحل :  

π=π×=θ= ∫
π 2

2
1

2
1
0

2
0

2
dr |  

∫ ∫
−

+
1
0

1
0

222y dydx)yx( ب)  
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θ=θ+θ=+ ddrrdydx,sinrcosryx   : حل222222

         ∫ ∫ ∫
π

=

π π
=

π
×=θ=θ= 20

1
0 20

1
0

42
824

1
4r drddrrr |  

∫ ∫−
−

−−

a
a

xa

xa
dxdy

22

22
  (ج 

∫ ∫ ∫
π

=
π

π=π×=θ=θ=
2
0 0

222
0 0

2
2

22
a
r

a aadrddrr   حل|

  ):13- 3مثال (

  انتگرال هاي زیر را محاسبه کنید.

∫ ∫
−

+

2
0

4
0 22

2x dxdy
yx

xy الف)  

  

∫ ∫ ∫
π ππ

=×=
θ

×=θθθ=θ
θθ

20
2
0 20

2
20

2
0

32

3
4

2
1

3
8

23
8

3 || sindcossinrddrr
r

cossinr:حل  

∫ ∫∫ ∫
π

=
−

θ=+ 20
1

0
1
0

1
0

22 55
2

r
x )ddrr(rdxdyyx ب)  
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6
5

23
5

3
520

1
0

3 π
=

π
×=θ∫

π
dr |  

  ):15- 3مثال (

221از تابع 
1

yx
)y,x(f

−−
روي قرص دایره  =

4
322 ≤+ yx :انتگرال بگیرید  

∫∫ ∫ ∫ ∫
π

=
π

π×−=π×−−−=θ−=θ
−

=
−−)xy(

r )ln())ln()ln((d)rln(ddrr
r

dydx
yx

|2
0 2

3

0
2
0 2

3

0
2

222 2
4
1

2
121

2
1

4
31

2
11

2
1

1
1

1
1  :

 حل

 4
4
1 ln)ln( π+=π−=  

  ):16- 3مثال (

yxvاز دستگاه  += yxuو  2 −= ،x  وy  را بر حسبu  وv  به دست آورید. سپس ژاکوبی)v,u()y,x( را به دست  ∂∂

  آورید. 

42ناحیه اي واقع در ربع اول و محدود به خطوط  Rفرض کنید  +−= xy  72و +−= xy  2و−= xy  1و+= xy  .باشد

  استفاده کنید و انتگرال  از تعویض متغیرها

∫∫ −−
R

dydx)yxyx( 222  

  محاسبه کنید.  uvدر صفحه  Qرا روي ناحیه 

  حل:

3
2

3
232

2
222

32
uv)vu(yyvu

yxv
yxu

xvu
yxv

yxu

−
=

−
−=→−=−→





−−=−
−=

=
+

→




+=
−=
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⇒  
3
1

3
1

3
1

3
1

=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

v
x,

u
x

v
x,

u
x

  

3
1

9
3

9
2

9
1

3
1

3
2

3
1

3
1

=+=++=
+−

=

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

v
y

u
y

v
x

u
x

)v,u(
)y,x(  

dvduvuuvuvuvuvvuuvuvvu

dvdu))uv()uv)(vu()vu((dydx)yxyx(
R

∫∫∫∫∫∫

∫∫∫∫

==
+−−+−+−++

×=

−
−

−+
−

+
=−−

3
19

27
1

9
4422422

3
1

3
1

9
2

3
2

39
22

222222

2222

  

  

  

72137
3
21

3
22

3
272

41237
3

12
3

22
3
242

236
3
6

33
22

133
3
3

33
21

=→=→+
−

−=
−

→+−=

=→=→+
−

−=
−

→+−=

=→=→−
+

=
−

→−=

−=→=−→+
+

=
−

→+=

vvuuvxy

vvuuvxy

uuvuuvxy

uuvuuvxy

  

∫ ∫∫
=
= −

=
−=

=×=−×=×−×===
7
4

7
4

27
4

2
1

22
1 4

33
2
33

2
1

2
16

2
49

2
3

3
1

2
7

2
12

3
1

2
7

3
1

3
1 v

v
u
u )()()(dvudvduvu ||  
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  ) انتگرال هاي سه گانه در مختصات قائم3-7(

از انتگرال هاي سه گانه براي محاسبه حجم اشکال سه بعدي نامنظم و مقدار متوسط توابع روي نواحی سه بعدي استفاده 

  می شود. همچنین از این انتگرال ها براي محاسبه حجم و گشتاور اجسام سه بعدي بهره می گیرند. 

وقتی این انتگرال ها با بردارها ترکیب می شوند براي توصیف بسیاري از پدیده هاي مربوط به سیالات و الکترومغناطیس 

به کار می روند. در این بخش انتگرال هاي سه گانه را تعریف می کنیم و با استفاده از آن ها حجم اجسام و مقدار متوسط 

  توابع را به دست خواهیم آورد. 

  هاي سه گانهانتگرال 

  در فضا تعریف می شود.  Oتابعی باشد که روي ناحیه بسته و محصوري چون  z,y,x(F(اگر 

را با صفحات موازي صفحات مختصات به خانه هاي مکعب مستطیلی تقسیم می  Dناحیه مکعب مستطیلـی دربـردارنده 

  . ∆zدر  ∆yدر  ∆xکنیم. ابعاد این خانه ها عبارت اند از: 

  به ترتیب زیر شماره گذاري می شوند.  Dخانه هاي درون 

nv,v,v ∆∆∆ K21  

)z,y,x(نقطه اي چون  ∆kvدر هر  kkk  .بر می گزینیم و مجموع زیر را تشکیل می دهیم  

k
n

k
kkkn v)z,y,x(FS ∆= ∑

=1
  

از رویه هاي همواري که با خم هاي پیوسته به هم وصل می شـوند تشـکیل    Dپیوسته باشد و رویه محدود کننده  Fاگر 

  به سمت حدي میل می کند.  nSبه صفر میل کنند، مجموع  ∆zو  ∆x∆  ،yشده باشد، آن گاه وقتی 

∫∫∫=
∞→ D

n
n

dv)z,y,x(FSlim  

  می نامیم. این حد براي برخی از توابع ناپیوسته نیز وجود دارد.  Dروي  Fاین حد را انتگرال سه گانه 

  ویژگی هاي انتگرال هاي سه گانه

  همان ویژگی هاي جبري را که انتگرال هاي دوگانه و یگانه (ساده) دارند، انتگرال هاي سه گانه نیز دارند. 

z,y,x(FF(اگر  z,y,x(GG(و  =   هر دو انتگرال پذیر باشند داریم: =
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∫∫∫ ∫∫∫=
D D

FdvkdvkF )1  

∫∫∫ ∫∫∫∫∫∫ +=+
D DD

dvGFdvdv]GF[ )2  

∫∫∫ ∫∫∫∫∫∫ −=−
D DD

dvGFdvdv]GF[ )3  

∫∫∫)       D  ،0≥F(اگر روي   ≥
D

Fdv 0 )4  

D  ،GF(اگر روي  ≥       (∫∫∫ ∫∫∫≥
D D

dvGFdv )5  

∫∫∫∫∫∫ ∫∫∫∫∫∫ +++=

nDD DD
dvFdvFFdvdvF L

21

 )6  

  حجم یک ناحیه در فضا

  باشد، آن گاه 1تابعی ثابت و مقدارش برابر  Fاگر 

kkkkkkn vvv)z,y,x(FS ∆∑=∆⋅∑=∆∑= 1  

را مـی   Dکوچک تر و بیشتر مـی شـوند و در نهایـت     ∆kvهر سه به صفر میل کنند، خانه هاي  ∆zو  ∆x∆ ،yوقتی 

  پوشانند. 

  را به صورت انتگرال سه گانه زیر تعریف می کنیم: Dبنابراین حجم 

∫∫∫∑ =∆
= D

n

k
k dvvlim

1
  

  در فضا از فرمول زیر به دست می آید.   Dحجم ناحیه محصور و بسته اي چون 

∫∫∫=
D

dvDحجم  

  به زودي خواهیم دید که این فرمول ما را به محاسبه حجم محصور در رویه هاي خمیده قادر می سازد. 

  محاسبه انتگرال هاي سه گانه

براي محاسبه انتگرال سه گانه به ندرت مستقیماً از تعریف آن به صورت یک حد استفاده مـی کنـیم. بلکـه بصـورت سـه      

بعدي قضیه فوبینی را به کار می بریم و با استفاده از انتگرال گیري یگانه (ساده) مکرر انتگرال سه گانـه را محاسـبه مـی    

  کنیم.  
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y,x(fz(یم که از پایین به رویه دار Dمثلاً فرض می کنیم ناحیه اي چون  y,x(fz(و از بالا به رویـه   =1 و از اطـراف   =2

روي ایـن ناحیـه    z,y,x(F(است محدود است. مـی خـواهیم از تـابع پیوسـته اي چـون       zکه موازي محور  cبه استوانه 

آن را  cاسـت کـه    xyناحیـه اي در صـفحه    Rباشد.  xyي صفحه رو Dتصویر قائم  Rانتگرال بگیریم. فرض می کنیم 

  محاسبه می شود.  Dروي  Fمحصور می کند. بنابراین انتگرال 

∫∫∫ ∫∫ ∫
=
=

=
D R

)y,x(fz
)y,x(fz dxdy)dz)z,y,x(F(dv)z,y,x(F 2

1
  

  نتیجه می گیریم:

∫∫∫ ∫∫ ∫
=
=

=
D R

)y,x(fz
)y,x(fz dxdydz)z,y,x(F(dv)z,y,x(F 2

1
  

  تعیین شوند.  Rدر انتگرال گیري بالا نیامده است که باید به روش معمول با استفاده از مرزهاي  yو  xحدود 

  مقدار متوسط یک تابع در فضا

∫∫∫=
D

dvF
D

  Dروي  Fمقدار متوسط  1

  ):17- 3مثال (

  مقدار انتگرال زیر را بیابید:

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
− −

=−=−=−==
1
0

1
0

2
0

1
0

1
0

1
0

1
0

2
1

2
112

2
2122z z }{)zz(dz)z(dzdydzdydx |  

  ):18- 3مثال (

شش انتگرال سه گانه مکرر و مختلف براي حجم مکعب مستطیلی که در یک هشتم اول واقع و به صـفحات مختصـات و   

  محدود است بنویسید. یکی از انتگرال ها را محاسبه کنید.  z=3و  x ،2=y=1صفحات 

  حل:

61233

3
1
0

2
0

2
0

3
0

1
0

2
0

1
0

1
0

3
0

2
0

1
0

3
0

1
0

2
0

3
0

2
0

1
0

3
0

2
0

1
0

2
0

3
0
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xz
xz

x

  

  صحیح است. زیرا: 3گزینه  - 20

∫∫∫ ∫ ∫ ∫
− −

==
D

a xa xa
z dxdydzdzdydx 0 0 0

22 228  

22222 xayayx −=→=+  

8در 
  بار تکرار می شود.  8از صفر تا این مقدار تغییر می کند، بنا به تقارن این منطقه  yاول  1

22222 xazazx −=→=+  

8در 
  از صفر تا این مقدار تغییر می کند.  zاول  1

33
3

3
0

3
2

0
22

0
22

0
22

0
22

3
16

3
283838

888 22

aa)aa()xxa(

dx)xa(dxxaxadxdyxav

|a

aa axa

=×=−=−=

−=−−=−= ∫∫ ∫∫
−
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  جبر خطی و فضاهاي برداري :چهارمفصل 
 

  یکی از مسائل مطرح شده در ریاضیات حل دستگاه معادلات می باشد. 

  با استفاده از ماتریس و تعاریف مربوط به آن این مسئله در ریاضیات حل خواهد شد. 

  براي مثال دستگاه معادلات زیر را در نظر می گیریم:

22221
11211

hyaxa
hyaxa

=+

=+   

ضرب می کنیم و سپس این دو معادله را از هم کم  12aو معادله پایین را در  22aبراي حل این دستگاه معادله بالا را در 

  می کنیم خواهیم داشت:

12222112212211
1222211222122122122211

ahahx)aaaa(
ahah)yaaxaa(yaaxaa

−=−

−=+−+  

21122211
212122

aaaa
haha

x
−
−

=  

  ست آورد. را مطابق زیر به د yبه همین ترتیب می توان 

21122211
211121

aaaa
haha

y
−
−

=  

اي مطـابق  ×22همان طور که دیده می شود مخرج این عبارت یکسان به دست آمده است. که همان دترمینان مـاتریس  

  شکل است. 

12212211
2221
1211 aaaa

aa
aa

−=  

  براي حل دستگاهی که شامل سه مجهول می باشد و سه معادله مطابق روش بالا عمل می کنیم. 

  براي این منظور به تعریف هاي لازم ماتریس و قوانین مربوط به آن می پردازیم:

  جبر خطی و ماتریس

  ) روش نشان دادن یک ماتریس1 -4

نشان دهنده شماره سطر ماتریسی است کـه ایـن الحـان در آن     iباشد.  ijaیک ماتریس مستطیلی با الحان هاي  Aاگر 

  نشان دهنده شماره ستون همان ماتریس است.  jقرار گرفته و 
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





















=

mnmm

n

n

n

aaa

aaa
aaa
aaa

A

K
M

K
K
K

21

33231
22221
11211

  

  سطر می باشد.  mستون و  nیک ماتریس مستطیلی با  Aکه در مثال بالا ماتریس 

←ija الحانی از این ماتریس است که در سطر :i  ام و در ستونj  .ام قرار گرفته  

  الحان هاي قطر یک ماتریس، الحان هایی هستند که شماره سطر و ستون آن یکی باشد. 

jiداشته باشیم که در آن  ijaیعنی وقتی الحانی از ماتریس مانند    الحان قطري ماتریس است.  ijaگاه  باشد آن =

  برابري دو ماتریس

  دو ماتریس برابر هستند اگر تک تک الحان هاي آن دو ماتریس با هم برابر باشند. 

pqbB = ,  ijaA =  

  با هم برابرند: Bو  Aدو ماتریس 

ipاگر  qjو  = pqijآن گاه  ← = ba =  

  جمع و تفریق دو ماتریس

ijaAاگر  = , ijbB = , m,,i K21= , n,,j K21=  و سپسBAC   باشد.  =±

ijijij baC ±=  

nmنیز یک ماتریس  Cکه  می باشد. یعنی براي جمع و تفریق دو ماتریس تک تک الحان هاي آن دو ماتریس بـا هـم    ×

  جمع و تفریق    می شوند. 

  :1 -4مثال 









−

=







−

+







150

441
240

120
110
321  

  می توان به راحتی اثبات نمود که:قوانین: 

)CB(ACBA
ABBA

++=++
+=+  
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  ضرب دو ماتریس

← A  ماتریسیnm ijaAاست:  × =  

← B  ماتریسیqn ijbBاست:  × =  

qmماتریس ضرب این دو ماتریس  ABCاست:  × =  

  به صورتی که:

∑
=

=
n

k
kjikij baC

1
  

  ):2 -4مثال (

را به صورتی که حاصـل ضـرب ایـن دو مـاتریس باشـد       Cمطابق شکل زیر داده شده اند. ماتریس  Bو  Aماتریس هاي 

  بیابید. 

)BAC( ×=  
















=

142
014
005

B ,  







=

141
432

A  









=








++++++
++++++

=
























==

1823
41930

110401411401214451
140302441302244352

142
014
005

141
432

)()()()()()()()()(
)()()()()()()()()(

ABC  

  نکته: ضرب دو ماتریس هرگز جا به جا پذیر نیستند.

BAAB ≠  

  ): نشان دهید حاصل ضرب دو ماتریس زیر صفر خواهد شد. 2 -4مثال (

















−−
−−

−
=

1688
281414

1055
B      

















−

−
=

248
216
432

A  

0841435211 =−+−= )()()(C    CAB =  

       

0162281106
08214156

08214156
0164283102

08414352

23
22
23
13
12

=−+−+=
=−+−+=

=++−=

=−−−+=
=−−−+=

)()()(C
)()()(C

)()()(C
)()()(C

)()()(C
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313233به همین ترتیب  CCC   محاسبه می شوند و صفر خواهند بود.  ==

  در نتیجه تمام الحان هاي یک ماتریس صفر شد پس آن ماتریس صفر است. 

0=AB  

   شد. صفر ماتریس دو این ضرب حاصل ولی بود B≠0 و A≠0 شود می دیده که طور همان توجه:

ACAB اگر نکته: CB که ندارد لزومی باشد =    باشد. =

  اثبات: 

0=−→= )CB(AACAB  

CBضرب دو ماتریس صفر شد که لزومی ندارد یکی از آن دو صفر باشد پس لزومی ندارد که    باشد.  =

  ضرب اسکالر

λ=λعدد موهومی باشد و در یک ماتریس ضرب شود.    λاگر  AA  

  آن عدد در تک تک الحان هاي ماتریس ضرب می شود. 

  ):  3 -4مثال (

6=λ ,  







=

325
0210

A  

Aλ :را بیابید  

  حل:









=λ

181230
01260

A  

  نکته: 

)CB(AC)BA( ××=××  

  اثبات:

∑ ∑ ∑∑∑∑∑∑ ∑ ======××
j k j

jpijkpjkijij
j k

kpjkij
k j

kpjkij
k j

kpjkij ADDa)cb(aa)cb(a)cb(ac)ba(C)BA(  

jpkpjk Dcb =  

)BC(A=  
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  Iتعریف ماتریس 

I  ماتریسی مربعی با الحان هايijδ  .است  





≠
=

=δ
ji
ji

ij 0
1  
















=

100
010
001

I ,  







=

10
01

I  

nnو  ×33و به همین ترتیب می توان    این ماتریس را به دست آورد.  ×

 Iویژگی ماتریس 

  این ماتریس در هر ماتریسی ضرب شود، خود آن ماتریس به دست می آید و ضرب آن با ماتریس ها جا به جا پذیر است. 

AIAAI ==  

  اثبات:

)nm)Aمی خواهیم ثابت کنیم که اگر ماتریس دلخواه  ضرب شود خودش به دست می آید و ضرب آن جا بـه جـا    Iدر  ×

  . پذیر است

∑ δ=→=
k

kjikij aFFAI  

   چون: 




≠
=

=δ
jk
jk

kj 0
1  

ijjjijij aaF =δ=  

  است.  Aکه همان ماتریس 

∑ =δ=δ=
k

ijijiikjikij AAAP     PIA =  

  است.  Aکه همان ماتریس 

  تعریف معکوس یک ماتریس

1−A  معکوس ماتریسA  است اگرIAAAA == −−   باشد.  11
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  )Transposeترنسپس یک ماتریس (

jiijاست. وقتی که  Bو  Aنشان می دهیم. ترنسپس ماتریس  TAو یا  A~ترنسپس یک ماتریس را با  ab   است.  =

  ):4 -4مثال (

اگر 


















+
=

02
11

14
2

i

i

A  باشد~A  .را بیابید  









+

=
0112
214

i
i

 ~A  

  تعریف ماتریس متقارن

A~یک ماتریس متقارن نامیده می شود وقتی  =A  

  تعریف ماتریس پاد متقارن

A~یک ماتریس پاد متقارن نامیده می شود وقتی  −=A  

  ):5 -4مثال (

  نشان دهید هر ماتریس مربعی را می توان به صورت جمع یک ماتریس متقارن و یک ماتریس پاد متقارن نوشت. 

)AA(ماتریس  T+  یک ماتریس متقارن است⇒ TTT AA)AA( +=+  

)AA(ماتریس  T )AA)AA ⇒یک ماتریس پاد متقارن است  − TTT −=−  

jiبه دلیل این که 
T

ij
T a)a(A nnیک ماتریس مربعی  Aاز آن جا که  ⇒=   است.  ×

به صورت حاصل جمع یک ماتریس متقارن و یک ماتریس پـاد متقـارن نوشـته     Aنیز یک ماتریس مربعی  TAماتریس 

  شده است. 

  قوانین:

TTT BA)BA( +=+  

TT )BA(CCBA +=→=+  

     jijiji
T

ijij
T

ij bac)ba()c( +==+=  
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      TTT
ij

T
ij BA)b()a( +=+=  

 TTT BA)BA( +=+→  

  نشان می دهند.  *یک ماتریس که با  Complex Conjugateتعریف 

ijaAاگر    نشان می دهیم.  A∗آن ماتریس را با  Complex Conjugateباشد  =

∗∗ = aijA  

  ):6 -4مثال (
















+

−
=

21
2
101

ii
i

A  سپس∗A  .را بیابید  
















−−

+
=∗

21
2
101

ii
i

A  

  قوانین:

∗∗∗

∗∗∗

=

+=+

BA)AB(

BA)BA(  

∗∗∗): نشان دهید 7 -4( = BA)AB(  و∗∗∗ +=+ BA)BA(  

∗∗∗∗∗∗∗ +=+=+====+→=+ BA)b()a(baCCC)BA(CBA ijijjijijiij  

∗∗∗∗ =====→= ∑∑ )D(Dba)ba(D)AB(DAB ijji
k

kijk
k

kjik 

 ∗∗∗ == ∑ )AB(baBA
k

kijk  از طرفی  

  یک ماتریس †تعریف 

  نشان می دهیم. A†را با  Aماتریس  †

∗
= ~A†A  
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  را بیابید.  A†): 8 -4مثال (

















π
+=

+− ee
i
i 12

52
010

†A ⇒



















π

−
=

+

50
21

0 12

e
ei

A

i

  

  قوانین ترنسپس

~~ ABAB =  

  اثبات:

nmیک ماتریس  Aو  jiباشد      ×
~

ij aAaA =→=  

pnیک ماتریس  Bو  jiباشد      ×
~

ij bBbB =→=  

∑
=

=→=
n

k
kjikij baCCAB

1
  

∑
=

===
n

k
kijkji

~ baCCAB
1

  

∑ ∑ ∑
= = =

=→====
n

k

n

k

n

k

~~
kijkjkkikjik ABABbaababA~B~D

1 1 1

  از طرفی 11

  :†قوانین 

†A †B = †)AB( 

  اثبات:

†A †B === ∗∗
)AB()AB( ~~~†)AB(  

  

  Hermitionتعریف ماتریس 

  آن ماتریس هرمیشن نام دارد.  A=†Aبه گونه اي باشد که:  Aاگر 

  تعریف ماتریس پاد هرمیشن

  پاد هرمیشن نام دارد. Aآن گاه  A−=†Aبه گونه اي باشد که  Aاگر ماتریس 

~ 

~ 

~ 
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  هر ماتریس مربعی به صورت جمع یک ماتریس هرمیشن و یک ماتریس پاد هرمیشن نوشته می شود.  نکته:

  اثبات:

)AA()AA(A
22

−
+

+
=  

)AA()AA(
22
+

=
+  

)AA()AA()AA(
222

−
−=

−
=

−  

)AA(بنابراین 
2

)AA(یک ماتریس هرمیشن است در حالی که  +
2
  یک ماتریس پادهرمیشن است.  −

  که در حقیقت نشان دادیم هر ماتریس مربعی را می توان به صورت جمع یک ماتریس هرمیشن و پادهرمیشن نوشت. 

  دترمینان یک ماتریس

nnتعریف کلّی دترمینان یک ماتریس مربعی    به شکل زیر است: ×

nn nJJJJJJJJ aaaa|A| KL 321321 321ε∑=  

nJJJJکه  L321ε  براي جا به جایی هاي زوجnJJJ K21 )( nJJJاست و براي جا به جایی هاي فرد  +1 K21 )(   است.  −1

)(): با توجه به تعریف فوق دترمینان ماتریس 9 -4مثال (   را بیابید.  ×22

211221221112
2221
1211 aaaa

aa
aa

|A| ε+ε==  

112از آن جا که  =ε  121و −=ε  .است  

21122211 aaaa|A| −=  

)(): با توجه به تعریف دترمینان، دترمینان ماتریس 10 -4مثال ( 33   را به دست آورید: ×

312312231332112213322311132332211123
333231
232221
131211

aaaaaaaaaaaa
aaa
aaa
aaa

ε+ε+ε+ε=

  

 312213321322113312 aaaaaa ε+ε+  

1123از آن جا که  =ε  1132و −=ε  1213و −=ε  1231و +=ε  1312و =ε  1321و −=ε  .است  

31221332211331231233211232231133221133 aaaaaaaaaaaaaaaaaa|A| −++−−=×  

† † 

† † † † 

† † 
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3231
2221

13
3331
2321

12
3332
2322

11

312232211331233321123223332211

aa
aa

a
aa
aa

a
aa
aa

a

)aaaa(a)aaaa(a)aaaa(a

+−=

−+−−−=

  

ijM  یک ماتریس مانند ماتریسA  که مینور ماتریسA  نامیده می شود از حذف سطرi  ام و ستونj  ام ماتریسA   بـه

  دست می آید:

)(jiرا در  ijMاگر مینور  )Cofactor )aضرب کنیم  1−+ ij    نامیده می شود که بـه صـورتij
)ji(

ij M)(C +−= نشـان   1

  می دهیم. 

  ). adjointبه دست می آید A(AdJ )(را عوض کنیم  ijCچنانچه جاي سطر و ستون 

adjACij =  

  ):11 -4مثال (

)(ماتریس  33   مطابق شکل داده شده است.  ×

  این ماتریس را محاسبه کنید.  32Cرا بیابید. سپس  32Mابتدا 

→















=

333231
232221
131211

aaa
aaa
aaa

A  

2321
1311

32 aa
aa

M   32Mاز حذف سطر سوم و ستون دوم به دست می آید    =

2321
1311

32
23

32 1
aa
aa

M)(C −=−= +  

  را بیابید.  AdJAداده شده است  A): ماتریس 12 -4مثال (

















−
=

601
520
241

A  

         
61
50

1 21
12 −

−= +)(C       
60
52

1 11
11

+−= )(C  

60
24

1 21
21

+−= )(C         
01
20

1 31
13 −

−= +)(C  

01
41

1 32
23 −

−= +)(C        
61
21

1 22
22 −

−= +)(C  
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50
21

1 23
32

+−= )(C           
52
24

1 13
31

+−= )(C  

             ⇒−= +
20
41

1 33
33 )(C  

















−
−−

−
=

2516
4824

2512
ijC  

















−
−−

−
==

242
585

162412
~
ijCadjA  

  تعریف

یک ماتریس معکوس منحصر به فـرد دارد کـه بـا     Aآن گاه  |A|≠0) مخالف صفر باشد Aاگر دترمینان ماتریس مربعی (
1−A می دهند که به صورت زیر به دست می آید.  نشان  

|A|
adjAA =−1  

11به صورتی که  −− == AAAAI  

): معکوس ماتریس 13 -4مثال (
















−
−=

120
311
102

A :را بیابید  

1621072
20

11
1

10
31

0
12
31

2 =+++=
−

−
+

−
−

−
=⇒ )()(|A|  

20
11

13 −
−

=C    
10
31

112
−

×−=C    
12
31

11 −
=C  

20
02

123 −
×−=C                     

10
12

22 =C                
12
10

21 −
−=C  

11
02

33 −
=C     

31
12

32 −
−=C      

31
10

31 =C  

















−−
−=

271
422
217

ijC  
















−
−−

=
242
721
127

AdjA  
















−
−−

=→ −

242
721
127

16
11A  
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  نمونه سوالات تستی

معکوس ماتریس  -1














 −
=

022
110
011

A کدام است؟  

  1 (























−

−

4
11

2
1

4
10

2
1

4
10

2
1

    2 (























−−

−

−

4
10

2
1

4
10

2
1

4
10

2
1

      

  3 (























−

−

2
121

2
101
2
101

    4 (























−

−

−

4
11

2
1

4
10

2
1

4
10

2
1

  

مطلوب است تعیین معکوس ماتریس  - 2















−

−
=

214
321

223
A .    

  1 (























−−

−−

35
8

35
11

5
1

35
11

35
2

5
2

35
2

5
6

5
1

    2 (























−−

5
2

8
1

2
1

3
2

5
7

7
3

5
8

7
3

5
2

      

  3(























−−

5
7

3
2

8
1

8
5

3
2

2
1

4
5

3
2

2
1

    4 (























−

−

3
2

5
3

8
1

9
1

7
1

4
1

4
1

7
1

9
2

  

    برابر است با:  )det (Aیک ماتریس متعامد باشد  Aاگر  -3

  1 (3±  2 (4±  3 (1±  4 (2±  

مقدار دترمینان  -4
θ

θ
θ

cos
cos

cos

210
121
01

    کدام مقدار است؟  

  1 (θ3cos  2 (θcos  3( θ2cos  4( θcos
4
1  
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  ماتریس مقابل کدام مقدار است؟دترمینان  - 5
















θθ
θ−θ

=
100
0
0

cossin
sincos

R  

  1 (0  2 (1  3( 2  4( 1 -  

  را به دست آورید: 2xمقدار  -6













=+

=++

=++

=+

0
0
0

0

43
432

321
21

xcc
cxcc
cxcc

cxc

  

  1 (253 )( ±  2()( 25±  3( 0  4( 1  

  بیابید:دترمینان مقابل را  -7

x
x

x
x

100
110
011
001

  

  1 (24 3xx −  2( 13 24 −− xx  3( 13 24 +− xx  4( 0  

  ماتریس مقابل چه نوع ماتریسی است؟ - 8

















−−+
+−−

−+
=

311
10

11

ii
ii

ii
A  

  معکوس ناپذیر )4  هرمیشن )3  پادمتقارن )2  ) متقارن1  

  دترمینان مقابل را بیابید.  - 9

102
231
112

−=|A|  

  1 (2  2( 3  3( 4  4( 5  

10- 
xcosxsin
xsinxcos

xcosxsin

−−
−

0
0
1

  کدام عبارت نشان دهنده این دترمینان است؟ 

  1 (2 -  2( 2  3( 1  4( 1 - 
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  پاسخنامه سوالات تستی

  صحیح است. زیرا: 1گزینه  -1

422
22
10

1
02
11

1
022
110
011

−=−−=+=⇒














 −
= |A|A  

2
22
10

13 −==C    2
02
10

112 =−=C    2
02
11

11 −==C  

                                                            4
22
11

23 −=
−

−=C   0
02
01

22 ==C     0
01
01

21 =
−

−=C  

                               1
10
11

33 =
−

=C             1
10
01

32 −=−=C          1
11
01

31 −=
−

=C  

















−−
−
−−

=→
















−−
−
−−

=
142
102
102

111
400
222

adjACij  























−

−=

















−−
−
−−

−==

−

−

4
11

2
1

4
10

2
1

4
10

2
1

142
102
102

4
1

1

1

A

|A|
adjAA

  

  صحیح است. زیرا: 1گزینه  -2

351428217214273
14
21

2
24
31

12
21
32

3 =−+=−++=+
−

−×−
−

= )()()()(|A|  

|A|
adjAA =−1  

  براي محاسبه معکوس ماتریس محاسبه دو الحان معکوس کافی است:

7771
21
32

1 11
2

11 ==→=×=
−

−= BBadjA)()(C  

5
1

35
71

11 ==−A  
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5
2

35
1414

14141
24
31

1

1
2121

3
12

−=−=→−==→

−=×−=
−

−=

−ABBadjA

)()(C
  

5
1

35
77

7
14
21

1
3131

13

−=−=→−=

−==

−AB

C
  

  صحیح است.  3گزینه  -3

  صحیح است. زیرا: 1گزینه  -4

θ=θ−θ=

θ−θθ+θ−=
θ

−
θ

θ
θ+

θ
−=

θ
θ

θ

334

222
10
1

1
20

0
2

21
01

11
210

121
01

3

2

coscoscos

cos)cos(coscos
cos

cos
cos

cos
cos

)(
cos

cos
cos

  

  صحیح است. زیرا: 2گزینه  -5

1111 2233 =θ+θ×=
θθ
θ−θ

−= + )sin(cos
cossin
sincos

))((|R|  

  صحیح است. زیرا: 1گزینه  - 6

2
53

51149
013

012

012

011
0

10
1

1
1

11
0

11
1

1
1

0
10

10
011

11
10

11
01

1

0

100
110
011
001

0

100
110
011
001

2

24

224

23

22

11

4
3
2
1

±
=

=−=∆
=+−

=+−−

=−−−

=−−−−=









−−










−

=−+−

=→=





































+

x

))((
xx

xxx

)x()xx(x

)x())x()x(x(x
xx

x
xx

x
xx

x
x)(

x
x

x
)(x

x
x

x
x

c
c
c
c

x
x

x
x
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  صحیح است. زیرا: 3گزینه  -7

131210111

0
10

1
1

1
11

0
11

1
1

1

10
10
011

11
10

11
01

100
110
011
001

242242322

12

+−=+−−=+−−−=−−−×−−=











−−










−=−+= +

xxxxxx)xxx(x))x(())x()x(x(x

xx
x

xx
x

xx
x

x)(
x

x
x

x

x
x

x
x

  

  صحیح است. زیرا: 3گزینه  -8

⇒=⇒این ماتریس هرمیشن می باشد. 
















−−+
+−−

−+
= AA

ii
ii

ii
A

311
10

11
  

  صحیح است. زیرا: 4گزینه  -9

572161322
31
12

1
23
11

2 =+−=++−=
−

+= )()(|A|  

  صحیح است. زیرا: 4گزینه  -10

1

0
1

1
0
1

1
0
0
1

22

3323

−=−−=

−−+=−−
−

−−=
−−
− ++

xcosxsin

)x(cosxcos)xsin(xsin
xcos
xsin

)(xcos
xsin

xcos
)(xsin

xcosxsin
xsinxcos

xcosxsin
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  تابع هاي برداري و حرکت    :فصل پنجم

  

  برداري و حرکت   تابع هاي

  در این فصل با ترکیب حساب دیفرانسیل و انتگرال و بردارها به مطالعه حرکت اجسام در فضا می پردازیم. 

را (از مبداء تا جسم) توابع مشتق پذیري از زمان در نظر می گیـریم.   t(R(به این منظور مؤلفه هاي عددي بردار شعاعی 

Rهاي سرعت و شتاب را با مشتق گیري از مؤلفه هاي به این ترتیب بردار
r  .به دست می آوریم  

k)t(zĵ)t(yî)t(x)t(R ++=
r  

k̂
dt
dzĵ

dt
dyî

dt
dx

dt
Rd)t(v ++==
r

r  

k̂
dt

zdĵ
dt

ydî
dt

xd

dt

Rd)t(a 2

2

2

2

2

2

2

2
++==

r  

Rبردارهاي 
r ،v

r  وa
r  توابعی برداري ازt    اند، و قواعد مشتق گیري از آن ها چنانچه در فرمول هاي فوق دیده مـی شـود

  تعمیم طبیعی قواعد مشتق گیري از توابع با مقادیر حقیقی است. (که توابع عددي نامیده می شوند)

قواعد مشتق گیري از حاصل ضرب عددي و حاصل ضرب برداري بردارها، به همان صورت قواعد مشتق گیـري از حاصـل   

ضرب توابع عددي است. پس از آشنایی با مشتق گیري توابع به بردارهاي مماس و قائم مربوط بـه حرکـت در فضـا مـی     

  پردازیم.  

k̂)t(zĵ)t(yî)t(x)t(Rمهم ترین تابع برداري، بردار شعاعی  ++=
r  از مبداء تا نقطه))t(z),t(y),t(x(P  هاست. که مکان ذر

  از حرکتش در فضا به دست می دهد.  tرا در هر لحظه 

  سرعت و شتاب ذره اند.  tاین بردار، بردار مکان ذره است. مشتق اول و دومش نسبت به 

  سرعت یک پرتابه ایده آل

)y,x(طه در نق tفرض می کنیم پرتابه اي در لحظه  باشد و از این نقطه پرتاب شود. مقدار  xyواقع در ربع اول صفحه  00

  ثانیه می خواهیم مقدار سرعت و جهت پرتابه را بدانیم: 1tاست. پس از  αو زاویه پرتاب  0vسرعت اولیه پرتابه 

t ،ĵ)t(yî)t(x)t(Rفرض می کنیم بردار مکان پرتابه در لحظه  +=
r  باشد و فرض می کنیمx  وy  توابع مشتق پذیري ازt  .باشند  
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t(R)Tt(RR(بردار  11
rr

Ttتا  1tجا به جایی پرتابه را در بازه زمانی  ∆=+∆− بـه   ∆Tنشان مـی دهـد. وقتـی کـه      1+∆

  می شود.  Pمماس بر مسیر پرتابه در نقطه  Qو  Pسمت صفر میل کند، خط قائم بین نقطه هاي 

  توجه:

))t(y),t(x(P 11 ,   ))Tt(y),Tt(x(Q ∆+∆+ 11  

ĵبه صفر نزدیک می شود. اما خارج قسمت  ∆Rدر این صورت 
T
yî

T
x

T
R

∆
∆

+
∆
∆

=
∆
به سمت صفر میل نمی کند بلکه بـه   ∆

|(ĵبردار 
dt
dy(î)|

dt
dx()t(v TtTt 111 == +=

r  میل می کند. این بردار درP         بـر خـم و مسـیر حرکـت ممـاس اسـت. و جهـت

حرکت پرتابه است و طولش 
dt
ds)

dt
dy()

dt
dx( =+   است.  1tمقدار سرعت پرتابه در  22

  مشتق یک تابع برداري

t(zĵ)t(yî)t(x)t(F(k̂باشد بردار  tتوابعی با مقادیر حقیقی از  z)t(و  y)t(x ،)t(اگر  یک تابع با مقادیر برداري یـا   =++

  است.  tبه اختصار یک تابع برداري از 

  مشترك باشد.  zو  x  ،yکه در دامنه هاي  tمجموعه اي است از مقادیر  Fدامنه 

باشـد نیـازي بـه چنـین      tبردار مکان یک جسم متحرك بود اما براي این که یک تابع، تابع بـرداري از   Fدر مبحث قبل 

  تعبیر یا تعبیر دیگري نیست. 

k̂باشند بردار  tتوابع مشتق پذیري از  t(z(و  y)t(x ،)t(اگر 
dt
dzĵ

dt
dyî

dt
dx

dt
dF)t(F ++==′

r  مشتقF
r    نسـبت بـهt   نـام

  دارد. 

k̂)t(tanĵ)t(lnî)t(sin)t(Fاگر  :1-3مثال  ++= 23 ،
dt
dF .را بیابید  

حل: 
dt
dF  با مشتق گیري از مؤلفه هايF

r  نسبت بهt  .به دست می آید  

k̂)ttan(ĵ)
t

(î)tcos()t(F 21
2
1233 ++×+=′  

   k̂)
tcos

(ĵ)
t

(îtcos 2
1133 ++=  
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  تعاریف:

k̂)t(zĵ)t(yî)t(x)t(Rمکان:         ++=
r  

k̂سرعت:      
dt
dzĵ

dt
dyî

dt
dx

dt
Rdv ++==
r

r  

222اندازه سرعت:    )
dt
dz()

dt
dy()

dt
dx(|v| ++=  

جهت: 
222 )

dt
dz()

dt
dy()

dt
dx(

k̂
dt
dzĵ

dt
dyî

dt
dx

|v|
v

++

++
=  

k̂شتاب:    
dt

zdĵ
dt

ydî
dt

xd

dt

Rd
2

2

2

2

2

2

2

2
++=

r
  

می  Aحرکت می کند به صورتی که شعاع این دایره  wجسمی در یک مسیر دایره اي با سرعت زاویه اي  ):2 -3مثال (

باشد. سرعت و جسم را در زمان 
w

t
2
π

  به دست آورید (زاویه اولیه صفر می باشد).  =

  حل:

ĵ)wtsinA(î)wtcosA(R +=
r  

ĵ)wtcosAw(î)wtsinAw(
dt
Rd

+−=
r

  : سرعت 

ĵî)Aw(ĵ)
w

wcosAw(î)
w

wsinAw(|
dt
Rd

w
t

0
22

2
+−=

π
+

π
−=π

=

r
  

  مکان جسمی مطابق رابطه داده شده است. در چه لحظه اي بردار سرعت و شتاب عمود بر هم قرار می گیرند؟ ):3 - 3مثال (

π≤≤ 20 t   ĵ)t(cosî)tsint()t(R +−=
r  

  حل:

vĵ)tsin(î)tcos(
dt
Rd r
r

=−+−=   : سرعت1

aĵ)tcos(î)t(sin
dt

Rd r
r

=−+=2

2
  : شتاب 

⋅=0اگر سرعت و شتاب بر هم عمود باشند  av
rr  

( ) 01 =−⋅−+− )ĵtcosît(sinĵ)tsin(î)tcos(  
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00 =→=+− tsintcostsintcostsintsin  

ππ= 20 ,,t → π≤≤ 20 t, 0=tsin  

)zy(حرکت جسمی در صفحه  ):4-3مثال ( صورت می پـذیرد دامنـه حرکـت     2در حین این که با سرعت زاویه اي  −

  در حال حرکت می باشد.  teبا تابع  xدر حال افزایش می باشد. و در همین حال این جسم در راستاي  teدائماً با تابع 

بع برداري سرعت و شتاب این متحرك را به دسـت آوریـد. (زاویـه    ابتدا تابع برداري مکان این جسم را نوشته و سپس توا

)zy(اولیه حرکت منحنی وار در صفحه    صفر می باشد) −

  حل:

k̂tsineĵtcoseîe)t(R

)w(k̂wtsineĵwtcoseîe)t(R

)k̂wtsinĵwt(coseîe)t(R

ttt

ttt

tt

22

2

++=

=++=

++=

r

r

r

  

k̂)tcosetsine(ĵ)tsinetcose(îe
dt
Rdv ttttt 222222 ××++××−+==
r

r  

k̂)tsinetcosetcosetsine(

ĵ)tcosetsinetsinetcose(îe
dt

Rda

tttt

ttttt

22222222

222222222

2

××−+××++

××−−×−+==
r

r
  

   k̂)tcostsin(eĵ)tcostsint(coseîe ttt 242324242 +−+−−+=  

  را تعیین کنید. t(R(با استفاده از شتاب و شرایط اولیه  ):4 -3مثال (

î)(R 50 =
r    ĵ)(v 60 =    ît)t(a 3−=  

  حل:

ĵcĵv)(v 60 cît()t(vdtîtdt)t(a)t(vît)t(a(: از طرفی    =→= +−=→−∫=∫=→−= 2
2
333  

        ĵît)t(v 6
2
3 2 +−=  

k̂cĵ)bt(î)at(ĵîtdt)t(v)t(R ′++++−=+−∫=∫= 6
2
16

2
3 32rr  

0055050 =′==→=′+++→= cbaîk̂c)ĵb(î)a(î)(R  

k̂cĵtî)t()t(R ′+++−= 65
2
1 3r  
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  پیدا کردن زاویه بین بردار سرعت و بردار شتاب در یک لحظه خاص

t( ،k̂)t(zĵ)t(yî)t(x)t(R(چنانچه مکان متحرکی در لحظه  ++=
r      داده شود، براي به دسـت آوردن زاویـه بـین سـرعت

Rمتحرك و شتاب آن ابتدا با مشتق گیري از تابع برداري 
r  .سرعت و شتاب را به دست می آوریم  

k̂سرعت = 
dt
dzĵ

dt
dyî

dt
dx)t(R)t(v ++=′=  

k̂شتاب = 
dt

zdĵ
dt

ydî
dt

xd)t(R)t(a 2

2

2

2

2

2
++=′′=  

  سپس اندازه سرعت و اندازه شتاب را در آن لحظه خاص به دست آورده.

  

tt(v(سپس با استفاده از ضرب داخلی زاویه بین بردار  1=
r  و)tt(a 1=

r  .به دست می آید  

|)tt(v||)tt(a|
)tt(v)tt(a

cos
11
11

==
=⋅=

=α
rr

  

)t(): زاویـــه بـــین بردارهـــاي ســـرعت و شـــتاب ذره را در لحظـــه      5 -3مثـــال ( بـــا فـــرض ایـــن کـــه     =0

k̂tĵ)t(sinhî)t(tan)t(R 252   باشد را به دست آورید.  =++

k̂ĵ)tsinh(î))ttan(ttan()t(R

k̂tĵtcoshî)ttan()t(R

52412

5221
2

2

+++=′′

+++=′  

  به قرار زیر هستند و مشتق این توابع نیز به قرار زیر داده شده است.  xcoshو  xsinhتوجه: توابع هذلولی 

2

xx eexcosh
−+

=  ,  
2

xx eexsinh
−−

=  

xcosh)ee()x(sinh xx =+=→ −
2
11  

xsinh)ee()x(cosh xx =−= −
2
11  

cxcoshxdxsinh +=∫→  

  cxsinhxdxcosh ′+=∫  

   

2
3

2
2

2
113211

2
3

2
2

2
113211

aaa|)tt(a|k̂aĵaîa)tt(a

vvv|)tt(v|k̂vĵvîv)tt(v

++==→++==

++==→++==
r
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  ):5 -4ادامه حل (مثال 

00از آن جا که  =)sinh(  10و =)cosh( است بنابراین   k̂ĵî)(R 5000 ĵî)(Rو  ′′=++ 210 +=′   

0
55
52

=
×

⋅+
=α→

)k̂()ĵi(cos  

  بردار سرعت و شتاب در لحظه صفر بر هم عمود می باشند. 

t(R(تابع برداري  ):6 -3مثال (
r  به گونه اي داده شده است که)t(R)t(R)t(R 851 =====

rrr .  

],[در بازه زمانی    حداقل چند بار سرعت این متحركّ صفر می شود.  81

t(R(فرض می کنیم 
r  در],[ ),(پیوسته بوده و در بازه  81   مشتق پذیر باشد.  81

مشـتق پـذیر باشـد،     )b,a(پیوسته بوده و در بازه بـاز   ]b,a[در بازه بسته  fحل: با توجه به این قضیه ریاضی که هر گاه 

k)b(f)a(f ′=0هست به طوري که  ∋b,a(c(گاه نقطه اي چون  آن == )c(f  .باشد  

],[بار سرعت متحرك صفر شده. حداقل یک بار در بازه  2بنابراین حداقل  ],[و حداقل یک بار در بازه  51 85 .  

  Tفاصله جهت دار و بردار مماس واحد 

t(R(خم مسیر جسمی که بردار مکانش، 
r تابعی مشتق پذیر از ،t  .باشد خم مشتق پذیر نام دارد  

خم هاي مشتق پذیر، به ویژه آن دسته از خم ها که مشتق اول و دوم آن ها پیوسته اسـت بـه خـاطر کـاربرد فراوانشـان      

  بسیار مورد بررسی قرار می گیرند. در این جا برخی از ویژگی هاي خم ها مورد بررسی قرار خواهد گرفت. 

این خم ها آن قدر هموارند که طولی انـدازه پـذیر   مشتق پذیر این است که  -یکی از ویژگی هاي خاص خم هاي پیوسته

  دارند. 

  فاصله جهت دار روي یک خم

k̂)t(zĵ)t(yî)t(x)t(Rطول خم    به صورت حد طول هاي خط هاي شکسته تقریب زننده خم یعنی: =++

∑ −+−+− +++
b

a
kkkkkk )zz()yy()xx( 2

1
2

1
2

1  
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مشـتقات اول پیوسـته    zو  x  ،yتعریف می شود که این تعریف شبیه طول خم واقع در صفحه مسطح می باشـد. وقتـی   

  ن حد وجود دارد و از فرمول زیر به دست می آید:داشته باشند، ای

∫ ′+′+′=
b
a )t(z)t(y)t(xL 222  

atبنابراین طول خم از  btتا  =   به دست می آید.  bتا  aبا انتگرال گیري از طول بردار سرعت حرکت از  =

  طول یک خم :تعریف

  طول خم

k̂)t(zĵ)t(yî)t(x)t(R ++=
r  ازat btتا  =   برابر است با: =

∫∫ =′+′+′=
b
a

b
a dt|)t(v|dt)t(z)t(y)t(xL 222  

ذره اي باردار که در یک میدان الکترو مغناطیس واقع شده اسـت. بـه دلیـل وجـود میـدان الکتریکـی در       ): 7 -3مثال (

و میدان الکترومغناطیسی حرکتی طبق فرمول زیر انجام می دهد مـی خـواهیم طـول پیچـی کـه ایـن ذره در        zراستاي 

  ثانیه طی می کند را به دست آوریم.  π2تا  0فاصله زمانی 

k̂tĵtsinîtcos)t(R 24++=
r  

  رمول طول خم ابتدا باید اندازه سرعت را به دست آوریم:با توجه به ف

k̂ĵtcosîtsin)t(v 24++−=
r  

∫
π

π=π×==

=++−=
2
0

222

10255

524

dtL

)t(cos)tsin(|)t(v|  

t(P(فاصله جهت دار روي خم از    عبارت است از: t(P(تا  0

∫=
t
t dt|v|S
0

  

∫∫ =′+′+′=
t
t

t
t dt|v|dt)t(z)t(y)t(xS

00
222  

  کوچک تر باشد.  0tاز  tبزرگ تر باشد و منفی است هر گاه  0tاز  tمثبت است هر گاه  Sکه مقدار 

  ، برابر استt(R(است و مشتق آن با اندازه بردار سرعت  tتابعی مشتق پذیر از  Sاگر مشتقات زیر رادیکال پیوسته باشند، 

|)t(v|)t(z)t(y)t(x
dt
ds

=′+′+′= 222  
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k̂uĵuîuuنشان دهید اگر بردار  ):8 -3مثال ( 321 ++=
r برداري واحد باشد فاصله جهت دار روي خط  

30 5tuzz +=  20 5tuyy +=  10 5tuxx +=  

z,y,x(P(باشد از نقطه  tuz,tuy,tux(p(تا نقطه  0000 t 302010 555 tSبرابر است با  +++ 5= .  

  حل:

k̂)tuz(ĵ)tuy(î)tux()t(R 302010 555 +++++=
r  

uk̂uĵuîu)t(v
r5555 321 =++=  

551525252525 2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1 ==×=++×=++= |u|uuuuuu|)t(v|  

∫ ∫ ==
t t tdtdt|v|S 0 0 55  

t(v(متحرکی با سرعت  ):9 -3مثال (
r 0ه طوري که که تابعی مشتق پذیر است در حال حرکت است و ب=′⋅ vv  در این

  صورت نشان دهید سرعت این متحرکت همواره اندازه اي ثابت دارد. 

  حل: فرض می کنیم:

k̂)t(Cĵ)t(Bî)t(A)t(v

k̂)t(Cĵ)t(Bî)t(A)t(v

′+′+′=′

++=  

00 =′+′+′→=′⋅ )t(C)t(C)t(B)t(B)t(A)t(Avv  

    از طرفی

)]t(C)t(C)t(B)t(B)t(A)t(A[))t(C)t(B)t(A(
dt

|)t(v|d ′+′+′×++=
−

222
2
1 2

1
222  

02220از طرفی می دانیم که  2 =′+′+→=′+′+′ CCBBAACCBBAA  

|t(v(|ثابت است = 
dt

|)t(v|d
→=→ 0  

  Tبردار مماس واحد 

k̂)t(zĵ)t(yî)t(x)t(Rفرض می کنیم مؤلفه هاي  ++=
r  توابعی باشند که مشتق پیوسته دارند و نیز فرض می کنیم)t(S 

t(p(از یک نقطه مبناي از پیش برگزیـده چـون    S)t(رسم می کند.  Rفاصله جهت دار در روي خمی باشد که انتهاي  0 

را بـه صـورت تـابعی     tیک به یک است و معکوسی دارد کـه   Sنباید برابر صفر باشد،  dtdSاندازه گیري می شود. چون 
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  :به دست می دهد. مشتق این تابع معکوس برابر است با Sمشتق پذیر از 

|V|dtdSdS
dt 11

==  

  باشد و مشتقش را بتوان از قاعده زنجیري چنین به دست آورد.  Sتابعی مشتق پذیر از  Rاین امر سبب می شود که 

|V|
V

dS
dt

dt
dR

dS
dR

==  

  از این رابطه نتیجه می گیریم:

1==
|V|
|V||

dS
dR|  

این روابط حاکی از آن اند که 
dS
dR  برداري واحد است که متوجه جهتV

r  .استdSdR  را بردار مماس واحد خطی می

  نشان می دهیم.  Tی کند. این بردار را با رسم م Rنامیم که انتهاي 

   تعریف: بردار مماس واحد
|V|

V
dtdS
dtdR

dS
dRT ===  

Vهر گاه 
r  تابعی مشتق پذیر از پارامترt  ،باشدT  نیز تابعی مشتق پذیر ازt  .است  

T  یکی از سه بردار واحد در یک دستگاه مرجع متحرك است که حرکت سفینه هاي فضایی و سایر اجسام را توصیف می

  کند، که در فضاي سه بعدي حرکت می کنند. 

  مطلوب است تعیین بردار مماس واحد در مورد پیچ زیر: ):9 -3مثال (

k̂tĵtsinîtcos)t(R 222 ++=
r  

k̂ĵtcosîtsin)t(V 22222 ++−=
r  

228422422222 22222 ==++=++−= )tcost(sin)()tcos()tsin(|)t(v|  

k̂ĵtcosîtsink̂ĵtcosîtsin
|V|

VT
2

1
2
2

2
2

22
2222

++−=
++−

==  

)R(مسیر دایره اي به شعاع  نشان دهید در مورد متحرکی که روي یک ):10 -3مثال ( )w(با سـرعت زاویـه اي    =1 1= 

  در حرکت است و زاویه اولیه حرکت صفر می باشد بردار مماس واحد، بردار سرعت می باشد. 

ĵ)wtsin(Rî)wtcos(R)t(R 00 θ++θ+=→ حرکت توصیف شده  

    00 =θ  
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        ĵwtsinRîwtcosR)t(R +=→
r  

 ĵwtcosRwîwtsinRw)t(V +−=
r  

     1222222 ==+= RwwtcoswRwtsinwR|V|  

VT

|V|
VT
r

r

=

=  

بردار مکان ذره اي است که در فضا حرکت می کند طول قطعـه مشـخص شـده از خـم را      t(R(چنانچه  ):11 -3مثال (

  بیابید. 

)k̂ĵî(t)t(R 3263 ++=  

  محاسبه شود.  t=1تا  t=0طول قطعه از 

  حل:

23 636 t)t(xt)t(x ×=′→=  

23 322 t)t(yt)t(y ×=′→=  

23 333 t)t(zt)t(z ×=′→=  

7
3

2121

9663

1
0

1
0

32

222221
0

222

===

++×=′+′+′=

∫

∫∫
=
=

=
=

=
=

t
t

t
t

t
t

|tdttL

dtt)t(z)t(y)t(xL
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  نمونه سوالات تستی

wو سرعت زاویه اي  Aبه صورت یک حرکت دایره اي با دامنه  )y,x(حرکت جسمی در صفحه  -1
r  است به طوري که

2با سرعت  zزاویه اولیه این حرکت صفر می باشد، در عین حال این متحرك در راستاي 
s
m  .در حال حرکت است  

  شتاب این ذره کدام می باشد؟

1 (k̂ĵwtcosAwîwtsinAw 2++−  2 (k̂ĵwtcosAwîwtsinAw 2+−+  

3 (ĵwtsinAwîwtcosAw 22 ++  4 (ĵwtsinAwîwtcosAw 22 −−  

  کدام می باشد؟ t(R(با استفاده از شتاب داده شده و شرایط اولیه  - 2

ĵ)(R 50 =
r

  î)(v 80 =
r  k̂ĵît)t(a ++= 43r  

1 (k̂tĵ)t(î)tt(
2

528
2
1 223 ++++  2 (k̂tĵ)t(î)tt(

2
258

2
1 223 ++++  

3 (k̂)t(ĵ)t(î)tt(
2

28
3
1 223 +++  4 (k̂tĵ)t(î)tt(

2
5258

2
1 222 +++++  

t(R(بردار  -3
r

بردار مکان ذره اي است که در فضا حرکت می کند، بردار مماس واحد کدام یک از عبارات زیر می  

)t(باشد.  0=  ĵtsinîtcos)t(R 33 +=  

1 (ĵîT 00 +=  2 (îT +=  3 (îT −=  4 (ĵT =  

t(R(طول نقطه مشخص شده از خم را کدام است؟ (با شرط این که  -4
r

  بردار مکان ذره در فضا باشد) 

0=t  تا
2
π

=t  ĵtsinîtcos)t(R 33 +=  

1 (0  2 (
2
3  3(  4(  

k̂tĵbtîat)t(fمنحنی زاویه بین بردار مماس بر  - 5 32 abکه در آن  =++ 32 2 k̂îUبا بردار  =   برابر است با:  =+

1 (0  2 (
4
π  3 (

2
π  4 (π  
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  پاسخنامه سوالات تستی

  صحیح است زیرا: 4گزینه  - 1

Ct)t(z
dt
dz

+=→= 22  

k̂)Ct(ĵwtsinAîwtcosA)t(R +++= 2
r  

k̂ĵwtcosAwîwtsinAw
dt
Rd 2++−=
r

  

k̂wtsinAwîwtcosAw
dt

Rd 022
2

2
+−−=

r
  

  صحیح است. زیرا: 1گزینه  -2

k̂ĵît)t(a ++= 43r  

k̂dtĵdtîtdtdt)t(a)t(v ∫+∫+∫=∫= 43rr  

       k̂)Ct(ĵ)Ct(î)Ct( 321
2 4

2
3

+++++=  

î)(vk̂CĵCî)C(î)(v 80080 321   از طرفی =→+++==

         008 321 === CCC    →  

k̂)tdt(ĵ)tdt(î)dtt(dt)t(v)t(R ∫+∫++∫=∫= 48
2
3 2  

        k̂)Ct(ĵ)Ct(î)Ctt( 4
2

5
2

4
3

2
28

2
1

++++++=  

k̂)C(ĵ)C(î)C()(R 6540 ++=     ĵ)(R 50   از طرفی =

 050 654 === CCC    →  

k̂)t(ĵ)t(î)tt()t(R
2

528
2
1 223 ++++=→  

  صحیح است. زیرا: 3گزینه  -3

ĵtcos)t(sinî)tsin(tcos)t(v ×+−×= 22 33r  

tcostsintsintcos

ĵtcos)t(sinîtcostsin
|V|
)t(VT

2424

22

99

33

+

+−
==

r
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به صورت عبارت  T→0با توجه به این که این حد 
0
  در می آید، باید رفع ابهام شود.  0

tsintcostcostsin

ĵtsintsinî)tsin(tsinT
22

222

3

1313

+

−+−−
=  

î]ĵî[
tcostsin

ĵtsintsinî)tsin([tsinlim|T
t

t −=
+−

=
−+−−

=
→

= 3
03

3
1313 22

00  

  زیرا: صحیح است.» 2« ي گزینه -4

∫

∫
π

=
=

′+′=

′+′+′=

20
22

222

t
t

b
a

)t(y)t(xL

)t(z)t(y)t(xL
  

  از طرفی 

tcostsin)t(ytsin)t(y

)tsin(tcos)t(xtcos)t(x
23

23

3

3

=′→=

−×=′→=  

∫
π

=
=

+= 20
2424 99t

t tcostsintsintcosL  

2
30

2
3

22
3

2
3

39

2220
2

20 2 0
2222

=−
π

=

=+=

π

π
=
=

π

=∫ ∫

)(sin)(sintsin

tsintcos)tsint(costsintcosL

|

t
t t  

  صحیح است. زیرا: 2گزینه  -5

k̂tĵbtîa)t(f

k̂tĵbtîat)t(f
2

32

32 ++=′

++=
r

  

1=
′

= |T|,
)t(f
)t(fT  

4222

2

94

32

ttba

ktĵbtîaT
++

++
  : بنابراین =

21
94

3

94 4222

2

4222

×
++

+
++=

⋅
=θ ttba

t

ttba

a

|U||T|
UTcos  

1
94
941 2222

4222
=

++

++
=

ttba

ttba|T|  

0=t   فرض می کنیم  
01می توان  =→= T|T|  

42
1 π

=θ→=θ→ cos  

www.Endbook.net



  مجموعه فیزیک  »108«
  
  
 

  حد توابع

نزدیک  0xبه  xوقتی شناسه اش  x(f(مفهوم حد یکی از مفاهیم کلیدي حساب دیفرانسیل و انتگرال است و می گوییم 

  باشد. cبه دلخواه نزدیک  0xبه اندازه کافی نزدیک به  xبه ازاي هر  x(f(نزدیک می شود. هر گاه  cمی شود به حد 

  تعریف ریاضی وار و دقیق آن به صورت زیر است:

 x(f(تعریف شده است، در ایـن صـورت مـی گـوییم      0xتابعی باشد که در همسایگی سفته اي از  f)x(فرض می کنیم 

 ε<0اسـت، هـر گـاه، بـه ازاي هـر       cداراي حـد   0xنزدیک می شود یا که در  cنزدیک می شود، به حد  0xبه  xوقتی 

εδ=δ<0مفروض  >−>δکه  xاي باشد به طوري که به ازاي هر )( |xx|   داشته باشیم: 00

ε<− |c)x(f|  

0xxاین را با نوشتن وقتی  → ،c)x(f   یا  →

c)x(flim
xx

=
→ 0

  

0xxهسـت بـه قسـمی کـه وقتـی       cحد دارد یعنی عددي چون  0xدر  x(f(بیان خواهیم کرد. این که می گوییم  → ،

c)x(f → .  

  چند قضیه مهم ریاضی:

0xx، وقتی x(f(هر گاه  -1   به حدي نزدیک شود، آن حد منحصر به فرد است.  →

0xx، وقتی x(f(هر گاه  -2   کراندار است.  0xدر همسایگی سفته اي از  x(f(به حدي نزدیک شود،  →

3- c)x(f 0xx، وقتی → x(c)x(f(، اگر و فقط اگر → α+=  0که در آن وقتیxx → ،0→α )x( .  

0xxکرانـدار باشـد و وقتـی     0x، در همسـایگی سـفته اي از   x(f(هر گـاه   -4 → ،0→α )x(   0، آن گـاه وقتـیxx → ،

0→α )x()x(f.  

0xxهر گاه وقتی  -5 → ،c)x(f α→0و  → )x( 0، آن گاه وقتیxx → ،0→α )x()x(f .  

0xxهر گاه وقتی  -6 → ،a)x(f b)x(gو  → 0xx، آن گاه وقتی → → ،ba)x(g)x(f ±→± .  

0xxهر گاه وقتی  -7 → ،a)x(f b)x(g و → 0xx، آن گاه وقتی → → ،ab)x(g)x(f → .  

0xxهر گاه  -8 → ،a)x(f →≠0و  → b)x(g 0، آن گاه وقتیxx → ،
b
a

)x(g
)x(f

→ .  
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0x ،a)x(gرا داشته باشد، به عـلاوه در همسـایگی سـفته اي از     Aحد  aدر  f، و  aحد  0xدر  gفرض کنیم  -9 ، در ≠

  را خواهد داشت.  Aحد  0xدر  fogاین صورت، تابع مرکب 

x(f)x(f)x(f(هر گاه    -10 21 <<  

     c)x(flim)x(flim
xxxx

==
→→

21
00

  

c)x(flimآن گاه       
xx

=
→ 0

  

  اثبات می شود که حدهاي زیر وجود ندارند و براي نمونه یکی را اثبات خواهیم کرد.  توجه:

=وجود ندارد
−→ 1
1

1 x
sinlim

x
  

=وجود ندارد
→

x
x

zlim
1

0
  

=وجود ندارد
∞→

xsinlim
x

  

بـــراي نمونـــه: دو دنبالـــه   
π+

+=′
)n(

xn 14
و  21

π
+=

n
xn

11 ),,n( K21=     را انتخـــاب مـــی کنـــیم کـــه در آن

11 =′==
∞→∞→

n
n

n
n

xlimxlim .  

  دنباله هاي متناظر به این دو دنباله عبارتند از:

0
111

1
=π=

−π+
= nsin

)n(
sin)x(f n  

1
2

2
2

14
11421

1
=

π
+π=π

+
=

−π++
=′ )nsin(nsin

])n[(
sin)x(f n  

1بنابراین 
1

=′
→′

)x(flim n
xn

0و  
1

=
→

)x(flim n
xn

 .  

}x(f{(اي یعنی دنباله ه n  و)}x(f{ n′  حدهاي مختلف دارند، پس حد
1

1
1 −→ x
sinlim

x
  وجود ندارد.  

  * در تمام توابع مقدماتی، در هر نقطه از حوزه تعریف، تساوي 

)a(f)xlim(f)x(flim
axax

==
→→

  

  برقرار است. 

    گیرند. می قرار استفاده مورد خیلی زیر حدهاي
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1
0

=
→ x

xsinlim
x

  )1  

K718282111
1

0
/e)(lim)

x
(lim x

x
==α+=+ α

→α∞→
 )2  

)a,a(elog
x

)x(log
lim a

a
x

101
0

≠>=
+

→
  )3  

11
0

=
+

→ x
)xln(lim

x
  )4  

aln
x

alim
x

x
=

−

→

1
0

  )5  

می تواند در این همسایگی باشد و ممکن اسـت نباشـد)    a ) ،aاز همسایگی معینی از نقطه  x* اگر به ازاي تمام مقادیر 

میل می کند، حد داشته باشد، دیگري هم حدي برابر بـا   aبه  xبرابر باشند و یکی از این توابع وقتی  x(f(و  φ)x(توابع 

  آن دارد. 

  )1 - 5مثال (

  حد مقابل را بیابید:

?
xx

xxxlim
x

=
−−

−−+

→ 6
293

3

23

2
  

)x(به سمت صفر می رود. بنابراین براي  x→2حل: حد صورت و مخرج وقتی    داریم: ≠2

)xx(

)xx(

)xx)(x(

)xx)(x(

xx

xxx

32
15

322
152

6
293

2

2

2

2

3

23

++

++
=

++−

++−
=

−−

−−+  

)x(در حوزه اي که شامل    نیست، توابع =2

32
15

2

2

++

++
=ϕ

xx

xx)x( ,  
6

293
3

23

−−

−−+
=

xx

xxx)x(f  

  برابر هستند، پس حدشان هم برابر است. 

11
15

32
15

2

2

2
=

++

++
=ϕ

→ xx

xxlim)x(lim
x

  

  بنابراین:

11
15

6
293

3

23

22
=

−−

−−+
=

→→ xx

xxxlim)x(flim
xx
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  :2 - 5مثال 

  حد زیر را بیابید: 

xx

xlim
x 336

1
21 ++

+

−→
  

  حل:

1
6
6

23
33

13
336

113
3361

33
3361

336336

3361

336

1

2

1

2

1

2

2

122

2

121

==
+

=
−

−+
=

+−
−++

=

−

−++
=

−+++

−++
=

++

+

−→−→

−→−→−→

)()x(
)xx(lim

)x)(x(
)xx)(x(lim

x

)xx)(x(lim
)xx)(xx(

)xx)(x(lim
xx

xlim

xx

xxx  

  :3 - 5مثال 

  حد زیر را بیابید. 

]
x
x[loglim a

x 36
3

3 −+

−
→

  

  حل: 

6
3

363
3636

363
36

3
33

aa
x

aa
x

log]
x

)x)(x([loglim]
)x)(x(

)x)(x(lim[log]
x
x[loglim =

−
++−

=
++−+

++−
=

−+

−

→→
  

  :4- 5مثال 

  حد زیر را محاسبه کنید. 

)
x
x

x

x(lim
x 2343

2

2

3

−
−

−∞→
  

  در می آید با مخرج مشترك گرفتن خواهیم داشت: ∞−∞این حد به صورت 

9
2

81269
42

2343
4323

2343 23

23

2

2232

2

3
=

+−+

+
=

+−

−−+
=

+
−

− ∞→∞→∞→ xxx

xxlim
)x)(x(

)x(x)x(xlim)
x
x

x

x(lim
xxx

  

در چنین مثال هایی می بینیم که حد با نسبت ضرایب جملاتی برابر است که بزرگ ترین توان را دارد. (به شرط  توجه:

  این که درجه چند جمله اي هاي صورت و مخرج برابر باشد)
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  :5 - 5مثال 

  حد زیر را محاسبه کنید.

?xxlim
x

=−+
+∞→

319 2  

  حل:

0
319

1

319

319319
1

319
22

222
=

++
=

++

++−+
=

−+

+∞→+∞→+∞→ xx
lim

)xx(

)xx)(xx(limxxlim
xxx

  

  :6 - 5مثال 

  حد زیر را بیابید:

3

53

3223
532
−+−

++
+∞→ xx

xxxlim
x

  

mحل: وقتی با چنین مثال هایی سر و کار داریم، باید به خاطر داشته باشیم کـه تـابع    n )x(P)x(f  x(Pn(کـه در آن   =

mاست، مثل تابع  nیک چند جمله اي از درجه  nx   به بی نهایت میل می کند. از این رو صورت و مخرج را به جملـهx 

  با بزرگ ترین توان تقسیم می کنیم.  

3
2

912423

532

3223
532

6 32

10 36

3

53
=

+−+−

++

=
−+−

++

+∞→+∞→

xxxx

xx
lim

xx

xxxlim
xx

  

6 326 3

6 23 9124912432
xxxx

xx
x

x
+−=

+−
=

−  
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  :7 - 5 مثال

  حد زیر را بیابید:

24
32 2

+
+

+∞→ x
xlim

x
  

  حل: 

4
2

24

32

24
32 22

=
+

+

=
+

+

+∞→+∞→
x

x
x

lim
x
xlim

xx
  

  روش تغییر متغیر

  گاهی براي محاسبه حدهاي داده شده باید از روش تغییر متغیر استفاده نمود. 

  :8 - 5مثال 

  مطلوب است محاسبه حد زیر:

?
x

xlim
x

=
−+

−
→ 326

22
31

  

  حل:

31
2626 33

→→
−=→=+

t~x
txtx  

54
3

3932
3
542

3
2262

326
22 2

3

3

3

3

331
=

−
++−

=
−
−

=
−

−−
=

−+

−
→→→→ )t(

)tt)(t(lim
t

tlim
t

)t(lim
x

xlim
xxxx

  

  :9 - 5مثال 

  مطلوب است محاسبه حد زیر:

x
xlim

k

x

11
0

−+
→

  

  حل:

= →=
−

−
=

−+

→→ 1
111

10 kz

k

x z

zlim
x
xlim  

  هوپیتال
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10
11

→→
−=→=+

z~x
zxzx kk

  

kkz
lim

kzln

11
11

==
−→

  

  :10 - 5مثال 

  مطلوب است محاسبه حدهاي زیر: 

?)
x

(lim x
x

=+
∞→

711  

777 1111 e])
x

[(lim)
x

(lim x
x

x
x

=+=+
∞→∞→

  : حل 

?)
x

x(lim x
x

=
+∞→ 1

  

∞→∞→
−=→=+

t~x
txtx 11

⇒
+∞→

x
x

)
x

x(lim
1

  : حل

1
11

1111 11111111111 −
−

∞→

−
+

∞→
−−

∞→
−−

∞→
=






 +×+=






 +=+=−=

−
= e)

u
()

u
(lim)

u
(lim)

u
(lim)

t
lim()

t
t(lim u

u
u

u
u

u
tt

t
  

?)x(lim x
x

=+
→

3
1

0
1  

t
x

t~x
t

x =→∞→→⇒=
  : حل 101

3
1

3
13

1
1

0
3
1

0
1111 e)
t

(lim)x(lim)x(lim t
t

x
x

x
x

=





 +=
















+=+⇒

∞→→→
  

?
x

aln)xaln(lim
x

=
−+

→0
  

a
xalim

x
aln)xaln(lim

xx

1
1

1

00
=+=

−+

→→
  : حل 

?
xsin
eelim

xx

x
=

− −

→0
  

2
1
2

00
==

+
=

− −

→

−

→ xcos
eelim

xsin
eelim

xx

x

xx

x
  : حل 
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  :11 - 5مثال 

  مطلوب است محاسبه حد زیر:

?)
x

(lim x
x

=+
∞→ 2

11  

11111 0
11

22
2

===







+=+

∞→∞→∞→
eelim)

x
(lim)

x
(lim x

x

xx
x

x
x

  : حل 

  :12 - 5مثال 

  مطلوب است محاسبه حد مقابل:

)x()x(
x

)
x
x(lim −−

→ +
+ 11

1 2
1  

3
2

2
1

1
=→=

+
+

→
)x(flim)x(f

x
x

x
  : حل 

2
1

11
111

11
=

−+

−
=ϕ→ϕ=−−

→→ )x)(x(
xlim)x(lim)x()x()x(

xx
  

0وقتی 
11

>=→
→

ϕ
→

)x(flim)x(flim
x

)x(
x

  

3
2

3
2 2

1
3
2

2
1

==== ϕ )ln()x(fln)x( eelim  

)x()x(
x

)
xx

xx(lim 112
2

2

232
12 −+

∞→ −−

−+  

2
1
12

=
−
+

∞→ x
xlim

x
  , 

2
1

232
12

2

2
=

−−

−+

∞→ xx

xxlim
x

  : حل 

4
1

2
1

232
12 2112

2

2
==

−−

−+
→ −+

∞→
)()

xx

xx(lim )x()x(
x

  

)x(اگر در عبارت  توجه:
ax

)]x(f[lim ϕ
→

  داشته باشیم: 

1=
→

)x(flim
ax

  ,  ∞=ϕ
→

)x(lim
ax

  

  زیر توصیه می شود: در این حالت روش

{ } ])x(f)[x(lim)x(])x(f[))x(f()x()x(
ax

axe)})x(f({lim})x(flim{)x(flim
11111111

−ϕϕ−−ϕϕ
→

→=−+=−+=  
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  :13 - 5مثال 

:مطلوب است محاسبه حد  

xsin
x

)
xsin
xtan(lim

1

0 1
1

+
+

→
  

  است، پس: 1∞حل: همان طور که دیده می شود این حد به صورت 

1

1
11

1
11

1
1

01
1

1

1
1

1

0

1

0

1

0

1
1

0
0

0 =====

















+
−

+=−
+
+

+=
+
+

+
−

→
→

→
+

−

+
−

+
−

−
+

→→→

eeee

)
xsin

xsinxtan(lim)
xsin
xtan(lim)

xsin
xtan(lim

)xsin(xcos
xcos

x
limx

x e
)xsin(xsin

xcos
xsinxcosxsin

lim

)xsin(xsin
xsinxtanlim

xsin
)xsinx(tan

xsin
xsinxtan

xsin

x
xsin

x
xsin

x
  

?)xsin(lim xcot
x

=π+ π
→

1
1

  

  است. بنابراین: 1∞حل: همان طور که دیده می شود این حد به صورت 

e
eeelim)xsin(lim)xsin(lim )(xsin

xcosxsinlim
xsinxcot

xsinxcot
x

x 111 11
1

1
1 ====
















π+=π+ −−π

πππ×π

ππ
→

→  

?)
asin
xsin(lim )ax(

ax
=−

→
1  

k=      عدد صحیحπ≠ ka  

asin
asinxsin

ax
limasin

asinxsin
ax

asinxsin
asin

ax
ax

e)
asin

asinxsin(lim)
asin
xsin(lim

−
−

−
×

−
−−

→
=
















−

+=−+

1
1

1
  : حل 111

asin
asinxsin

)ax(
lim

ax

−
−→

1  

0→→
+=⇒

=−

tax
atx

tax
  

ctga
asin

tacos
t

lim
tacosasin

asintacosasin
t

lim
)atsin(

asin)atsin(
t

lim
tt

=
×

×=
×+
−×+

=
+
−+

×=
→→

111
00

  

acote=  جواب⇒  
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axرا وقتی  x(α(تابع    یک بی نهایت کوچک گویند اگر  x→∞یا  →

0=α
∞→

)x(lim
x

α=0یا           
→

)x(lim
ax

  

axرا وقتی  x(f(تابع    یک بی نهایت بزرگ نامند اگر  x→∞یا  →

∞=
∞→

)x(flim
x

=∞یا           
→

)x(flim
ax

  

  * عکس یک بی نهایت بزرگ را یک بی نهایت کوچک گویند.  

  توابع بی نهایت کوچک داراي خواص زیر هستند:

  بی نهایت کوچک است. ) مجموع یا حاصل ضرب تعداد متناهی بی نهایت کوچک، یک 1

  ) حاصل ضرب یک بی نهایت کوچک در یک تابع کراندار، یک بی نهایت کوچک است. 2

  مقایسه بی نهایت کوچک ها

axوقتی  x(β(و  α)x(فرض می کنیم توابع    بی نهایت کوچک هستند.  →

Cاگر 
)x(
)x(lim

ax
=

β
α

→
را معادل یا هـم ارز   x(β(و  α)x(عددي معین متناهی و غیر صفر است، آن گاه توابع  Cکه در آن  

)x(~)x(می نامند و با نماد  βα  .نشان می دهند  

)x()x(است و بـا نمـاد    β)x(یک بی نهایت کوچک از مرتبه بالاتر نسبت به  α)x(آن گاه  C=0اگر  β=α نشـان مـی    0

  گویند اگر x(α(یک بی نهایت کوچک از مرتبه پایین تر نسبت به  β)x(دهند. با همان شرط، 

+∞<<=
β

α

→
|C|C

)]x([

)x(lim
nax

0  

  است.  x(β(ام نسبت به  nیک بی نهایت کوچک مرتبه  α)x(آن گاه 

  :14- 5مثال 

(مطلوب است محاسبه حد 
x

sin(xlim
x

1
0→

 .  

(یک بی نهایت کوچک است و  x→0وقتی  xحل: چون 
x

sin( یک تابع کراندار اسـت پـس حاصـل ضـرب آن هـا بـی        1

  نهایت کوچک است. 

01  یعنی:
0

=
→ x

sinxlim
x
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  :15 - 5مثال 

  مطلوب است محاسبه حدهاي زیر:
)x(

sin)x(lim
x 1

11 32
1 −

×−
→

  

حل: تابع 
)x(

sin
1

13
−

  یک تابع کراندار است.  

)x(21و حد تابع    صفر است.  x→1ه وقتی ک −

=×کراندار  =0
−

−⇒
→

)(
x

sin)x(lim
x

0
1

11 32
1

  

=
→

)
x

sin(xlim
x

1
0

  

حل: تابع 
x

sin   صفر است.  x→0وقتی  xیک تابع کراندار است. و حد تابع  1

=×کراندار=0    بنابراین  
→

01
0 x

sinxlim
x

  

  :16- 5مثال 

  حد توابع زیر را بیابید. 

?
x
xtanlim

x
=

→

3

0
  

3tgx  یک بی نهایت کوچک از مرتبه بالاتر نسبت بهx  .است  

        02
03

3

0
2

3

3

0
===

→→→
xlim

x

xtanlim]x
x

xtan[lim
xxx

  

∞=×=
→→ 3

3
2

2

0

3 2

0
1
xx

xsinlim
x

xsinlim
xx

  

3 2 xsin  یک بی نهایت کوچک از مرتبه پایین تر نسبت بهx  .است  

6
1

39
1

39
139

000
=

++
=×

++
=

−+

→→→ x
lim

x
x

x
lim

x
xlim

xxx
  

39پس دو بی نهایت کوچک  −+ x  وx  .هم مرتبه هستند  

  :17- 5مثال 

  حد توابع زیر را بیابید. 
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=
−

→ 30 x

xsinxtanlim
x

  

 
2
12

2
2

21

3

2

03

2

03030
=

×
=

×
=

−

=
−

=
→→→→ x

xsinxsin
lim

xxcos

xsinxsin
lim

x
xcos

)xcos(xsin

lim
x

xsin
xcos
xsin

lim
xxxx

  

  

  بی نهایت کوچک هاي معادل یا هم ارز

  کاربرد آن در محاسبه حد  

axدر  x(β(و  α)x(اگر توابع    بی نهایت کوچک باشند و اگر  →

)x(~)x( δβ  و)x(~)x( γα  

  آن گاه 

)x(
)x(lim

)x(
)x(lim

axax δ
γ

=
β
α

→→
  

  (تعویض بی نهایت کوچک با معادل خودش)

  اگر

∞<< |k|0   k)x(flim
ax

=
→

  

x(k~)x()x(f(آن گاه  αα.  

  اگر

)x(~)x(
)x(~)x(

γβ
γα  

)x(~)x(آن گاه  βα.  

شرط لازم و کافی براي این که دو بی نهایت کوچک معادل باشند آن است که تفاضل آن ها یـک بـی نهایـت کوچـک از     

  مرتبه بالاتر نسبت به هر کدام باشد. 

  کدام  لیست توابع بی نهایت کوچک با معادل هر 

  یک بی نهایت کوچک است.  x(α(و  x→0در فرمول هاي زیر وقتی 

)x(~)x(sin αα  )1(  
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)x(~)x(tan αα  )2(  

2
1

2)]x([~)x(cos α
α−  )3(  

2
1

2)]x([~)x(cos α
−α  

)x(~)x(arcsin αα  )4(  

)x(~)x(arctan αα  )5(  

)x(~)]x(ln[ αα+1  )6(  

aln)x(~a )x( α−α 1  )7(  

)x(~e )x( α−α 1  )8(  

  :18- 5مثال 

  با توجه به لیست ارائه شده حدهاي زیر را بیابید. 

=
+→ )xln(

xsinlim
x 41

5
0

  

4
5

4
5

0
==

→ x
xlim

x
  

=
−+→ 114 20 x

xcoslnlim
x

  

22414

4

11
2

2

220
−=−=

−
=

−+
=

→ x

x

x

xcos

x

))x(cosln(lim
x

  

=
−++

→ xsin
xxlim

x 4
11 2

0
  

  
8
1

4
2

0
==

→ x

x

lim
x

  

=
−+

→ x
xarctanxarcsinxsinlim

x 3
333 22

0
  

   1
3
3

3
333

0

22

0
==

−+
=

→→ x
xlim

)x(
)x()x(xlim

xx
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  :19- 5مثال 

  جواب حدهاي زیر را بیابید. 

)xln(
xsinlim

x 51
3

0 +→
  

5
3

5
3

0
=

→ x
xlim

x
  : حل

1
41

50 −

+

→ xsinx e

)xsinln(lim  

5
4

5
4

0
=

→ x
xlim

x
  : حل

  توابع پیوستگی

x(fy(تابع  Xxمعین است در نظر می گیریم. فرض می کنیم  Xرا که مجموعه  =   نقطه حد این مجموعه است.  0∋

  پیوسته گویند هر گاه: 0xرا در نقطه  x(f(تابع 

)x(f)x(flim
xx

0
0

=
→

  

  این شرط معادل است با:

0000
0

=−∆+=∆
→∆

)]x(f)xx(flim[)x(ylim
x

  

  پیوسته است اگر و فقط اگر  0xدر نقطه  x(f(تابع 

)x(f)x(f)x(f 000 00 =+=−  

  پیوسته گویند اگر در هر نقطه این مجموعه پیوسته باشد.  Xرا مجموعه  x(f(تابع 

  نقاط انفصال نوع اول

  نقطه حد این مجموعه است.  0xبوده و  x(f(حوزه تعریف تابع  Xفرض می کنیم مجموعه 

گویند هر گاه تابع در این نقطه حد چپ و راست متناهی و برابر داشته باشد  x(f(را نقطه انفصال نوع اول تابع  0xنقطه 

  ی ول

)x(f)x(f)x(f 000 00 ≠+=−  

  را نقطه انفصال نوع اول رفع شدنی گویند.  0xدر این صورت 
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  به علاوه اگر

)x(f)x(f 00 00 +≠−  

x(f)x(f(در این صورت آن را نوع اول رفع نشدنی نامند و تفاضل  00 00   گویند.   0xدر نقطه  x(f(را جهش انفصال تابع  +−−

  نقاط انفصال نوع دوم

x(f(اگر حداقل یکی از حدهاي  00 x(f(و  − 00 را نقطه انفصال نوع  0xموجود نباشد و یا بی نهایت باشد آن گاه نقطه  +

  گویند.  x(f(دوم تابع 

  :20- 5مثال 

  توابع زیر داده شده اند نقاط انفصال را تعیین کنید (در صورت وجود)











∞<≤−
<<−

≤<∞−+

=
xx
xx

x)x(

)x(f
33

3156
132

5
1 2

  

),(حل: دامنه تابع  ),(می باشد در فاصله هاي  ∞−∞ ),(و  3∞ ),(و  31   تابع پیوسته است.  ∞−1

11

15601

132
5
101

01

2
01

=

=−=+

=+=−

+→

−→

)(f

xlim)(f

)x(lim)(f

x

x
  

  پیوسته است.  x=1رابر بوده و برابر مقدار تابع است تابع در بنابراین چون حد راست و چپ ب

0303

95603

03

03
=−=+

−=−=−

+→

−→
xlim)(f

xlim)(f

x

x  

  چون تابع داراي حد راست و چپ نابرابر است بنابراین انفصال نوع اول می باشد. 

  :21- 5مثال 

  تابع زیر را براي پیوستگی بیازمایید. 







=

≠=
01
0

x

x
x

xsin
)x(fالف) :  

1
000

===
−+ →→→ x

xsinlim
x

xsinlim
x

xsinlim
xxx

  : حل

)x(تابع در    f)(10=⇒پیوسته است  =1
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  پیوسته می باشد.  xبنابراین به ازاي تمام مقادیر 

x
sin)x(f 1

  : (ب=

=موجود نیست 
+→ x

sinlim
x

1
0

  : حل

=موجود نیست         
−→ x

sinlim
x

1
0

  

)x(بنابراین تابع در    انفصال نوع دوم را دارد (ناپیوستگی) =0

)
x

arctan()x(f 1
  (ج =

2
1

0

π
=

+→ x
arctanlim

x
  : حل

      
2

1
0

π
−=

−→ x
arctanlim

x
  

)x(بنابراین تابع در    ناپیوستگی نوع اول را دارد.  =0

  ):22- 5مثال (

  توابع زیر را براي انفصال و پیوستگی بررسی کنید. 

x
e)x(f

x 1−
  (الف =

1
1

1
00

==
−

→→

x

x

x

x

elim
x

elimحل :  

  موجود است اما مقدار تابع تعریف نشده است.  x=0حد تابع در 

  انفصال رفع شدنی دارد. 









=
≠=

00
0

1

x
xe)x(f x  

00

0
0

0

=

==

+∞==

∞−

→

+∞

→

−

+

)(f

e)x(flim

e)x(flim

x

x

  

  انفصال نوع دوم را دارا است.  x=0در  x(f(تابع 

  نمونه سوالات تستی  

xgcot)x(fاگر  -1 xsinxe)x(gو  =4 x −=
x(f(حاصل  2

x
)x(glim

0→
    کدام است؟  
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  1 (e  2 (3 e  3 (3e  4 (3 2e  

∑اگر  - 2
=

=
n

n

z
n PS

1
باشد حاصل  

)!n(
)!n(S

lim n
n 32

2
+∞→

    کدام است؟  

1 (
12
1  2 (

18
1  3 (

24
1  4 (

36
1      

حاصل  -3
n

tannArclim
n

1
∞→

    کدام است؟   

  ∞) e  4) 3  1) 2  ) صفر1

)n(حاصل  -4
n

lim 777
8 211 L++   کدام است؟    

1 (
4
1  2 (

6
1  3 (

7
1  4( 

8
1  

حاصل  - 5
x

tgxlim
x

3

0→
    کدام گزینه است؟ 

1 (0  2 (1  3( 
2
1  4( 

4
1  

6- 
4
30

x

xxsinlim
x→

  کدام است؟ 

1 (2  2 (1  3 (
4
3  4 (

3
4  

7- 
)xln(

xsinlim
x 41

5
0 +→

  کدام است؟ 

1 (
5
4  2 (

5
2  3 (

4
5  4( 

2
1  

8 - 
4 20 11 −+→ x

xcoslnlim
x

  کدام است؟ 

1 (2  2 (3  3 (4  4 (2 -  

9 - 
1

41
50 −

+

→ xsinx e

)xsinln(lim کدام است؟  

1 (
5
4  2( 

4
5  3( 

5
2  4 (

5
1  

10- 
)xxxln(

)xxxln(
lim
x 32

32

0 721
4321

−+−

+−+

→
  کدام است؟ 

1 (2  2( 2 -  3( 1  4( 1 -  

  پاسخنامه سوالات تستی

  صحیح است. زیرا: 1گزینه  - 1
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2
1

0202030

4

2

04

2

0

4
0

0

0

2
1

2
1

4
2

2
1

22
12

4
22

2222

22

2

eAAln
x

xelim
x

elim
)x(x

)e(xlim
x

xxelim

Aln
x

xelim
xtg

)xe(lnlim

Aln)xsinxeln(xcotlim

Aln)x(gln)x(flim

A)x(glim

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x
x

x

)x(f
x

=→=→=
×

=
−

=
−

=
−

=
−

=
−

=−×→

=

=

→→→→

→→

→

→

→

  

  صحیح است. زیرا: 3گزینه  -2

6
1211

1

)n)(n(nPS
n

z
n

++
== ∑

=
  

24
1

2422326
1

21222326
2121

32
2

2

2
==

++
+

=
+++

++
=

+ ∞→∞→∞→∞→ n

nlim
)n)(n(

)n(nlim
)!n)(n)(n)(n(

!n)n)(n(nlim
)!n(
!nS

lim
nnn

n
n

  

  صحیح است. زیرا: 2گزینه  -3

111
=×=

∞→ n
n

n
nArctglim

n
  

  گزینه    صحیح است. زیرا: -4

0121
8

7

8

777
===

++

∞→∞→∞→ n
lim

n

nlim
n

nlim
nnn

L  

  هیچ کدام از گزینه ها صحیح نمی باشد. 

  زیرا:صحیح است.  1گزینه  -5

02
0

3

3

3

0

3

0
==×=

→→→
xlim

x
x

x

xtanlim
x
xtanlim

xxx
  

  صحیح است. زیرا: 2گزینه  - 6

1

4
3

2
1

4
1

0
4
30

4
30

=
×

==
→→→

x

xxlim

x

xxlim

x

xxsinlim
xxx

  

  صحیح است. زیرا: 3گزینه  -7

4
5

4
5

41
5

00
==

+ →→ x
xlim

)xln(
xsinlim

xx
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  صحیح است. زیرا: 4گزینه  -8

22
41

2
14

4

1

4

11

11 2

2

02

2

020204 20
−=

−
=

−−
=

−
=

−+
=

−+ →→→→→ x

)x(
lim

x

)x(
lim

x

xcoslim
x

)xcosln(lim
x

xcoslnlim
xxxxx

  

  صحیح است. زیرا: 1گزینه  -9

5
4

5
4

151
4

1
41

0050
==

−+
=

−

+

→→→ xsin
xsinlim

xsin
xsinlim

e

)xsinln(lim
xxxsinx

  

  صحیح است. زیرا: 2گزینه  -10

2
72
432

721
4321

32

32

032

32

0
−=

−+−

+−
=

−+−

+−+

→→ xxx

xxxlim
)xxxln(

)xxxln(lim
xx

  

   

www.Endbook.net



  » 127«  1و2ریاضی فیزیک 
 
 

 

  

  معادلات دیفرانسیل:فصل ششم  
 

  هر رابطه اي بین تابع و متغیر مستقل و مشتقات تابع نسبت به مستقل را یک معادله دیفرانسیل می نامیم. 

معادلات دیفرانسیل به دو دسته تقسیم می شوند: اگر تابع فقط یـک متغیـر مسـتقل داشـته باشـد، معادلـه دیفرانسـیل        

له دیفرانسیل نسـبی یـا معادلـه دیفرانسـیل بـا مشـتقات       معمولی نامیده و اگر بیش از یک متغیر داشته باشد، آن را معاد

  جزئی می نامند. 

  براي مثال:

)1    (5=′y   ,    43 2 =+′+′′ xsin)y(y  

0معادلات دیفرانسیل معمولی ولی معادلات 
2

2

2
=

∂∂
∂

−
∂

∂
xy

)y,x(u

x

)y,x(u  .معادله دیفرانسیل با مشتقات جزئی نام دارد  

  بالاترین مرحله مشتق موجود در معادله دیفرانسیل را، مرتبه معادله دیفرانسیل گوییم.  

  ) می باشد. 2) از مرتبه (1براي مثال معادله (

  هر تابعی که در معادله دیفرانسیل صدق کند جواب معادله دیفرانسیل نامیده می شود. 

xeyبراي مثال تابع  42 04یک جواب معادله دیفرانسیل مرتبه اول  =− =+′ yy  .است  

  زیرا اگر از این معادله مشتق گرفته و در معادله قرار دهیم در آن صدق می کند. 

معادله دیفرانسیل ممکن است بیش از یک جواب داشته باشد، حتّی بی نهایت جواب که همگـی تحـت یـک فرمـول کـه      

  شامل یک ثابت دلخواه است بیان می شوند. چنین جوابی را جواب عمومی می گوییم.  

  . ، ثابت دلخواه خواهد بود nباشد، جواب عمومی شامل  n: اگر معادله دیفرانسیل از مرتبه توجه

  جواب خصوصی، جوابی است بدون پارامتر و همیشه از جواب عمومی به دست می آید. 

ساعت چه قدر خواهد شـد. مـی    tفرض کنیم ماده اي رادیو اکتیو داریم و می خواهیم بدانیم جرم آن بعد از  :1-6مثال 

  فرض می کنیم.  yدانیم که میزان متلاشی شدن متناسب با جرم است. جرم را 
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  حل:

ktceykt
c
ylnclnktyln

kdt
y

dykdt
y

dyky
dt
dy

−=→−=→+−=

−=→−=→−= ∫ ∫
  

  گرم بوده است.  t ،7=y=0حال اگر در این مثال فرض کنیم در 

77 =→°= cce  

kteyو جواب خصوصی  −=   است.  7

  ) معادلات دیفرانسیل مرتبه اول6-1

  می باشد. که ممکن است به حالت هاي زیر نوشته شود.  y,y,x(F(′=0صورت کلّی این معادلات به فرم 

)y,x(fy
)y,y(fx
)y,x(fy

′=

′=
=′

  

  معادلات تفکیک پذیر

y(f)x(f)y,x(f(اگر داشته باشیم    باشد در این صورت داریم: yتابعی تنها از  2fو  xتابعی تنها از  1fکه در آن  =21

dx)x(f
)y(f

dy

)y(f)x(f
dx
dy

1
2

21

=

=
  

  یا فرم کلّی

0=+ dy)y(gdx)x(q  

  که با انتگرال گیري جواب عمومی به دست می آید. 

  ):2- 6مثال (

yxeyمعادله دیفرانسیل    را حل کنید.  ′=+2

  حل:

∫ ∫ +=−=→=→==′ −−−++ ceedxedyedxeedydxedyey xyxyxyyxyx 22222
2
1  
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  ):3- 6مثال (

yxcotyمعادله دیفرانسیل  +=′   را حل کنید.  2

  حل:

xseccyc
|xcos|

ycln|
xcos

|ln|y|lncln|xcos|ln|y|ln

dxxtan
xcot

dx
y

dy
dx)y(dyxcot

=+⇒×=+→+=+→+−=+

==
+

→

+=

212122

2

2

  

  ):4- 6مثال (

معادله دیفرانسیل 
)x(y
)y(xy

2
1

+
+

  را حل کنید.  ′=

  حل:

c|x|lnx|y|lnydx)
x

(dy)
y

(dx
)x(

x
)y(

ydy
)x(y
)y(x

dx
dy

++−=+−=
+

−=
+

−→
+

=
+

→
+
+

= 221
2

21
1

11
212

1  

  ):5- 6مثال (

معادله دیفرانسیل 
)x(xy

yy 2

2

1
2

+

+
  را حل کنید.  ′=

x)x(

dx

)y(

ydydx)y(dy)x(xy 22
22

12
11

+
=

+
→+=+  

  حال از طرفین انتگرال می گیریم. 

∫
+

=+
)x(x

dx|y|ln 2
2

1
2

2
1  

  فرض می کنیم:

)x(x

x)BA(CxA

)x(x)x(x

CxBx)x(A

)x(

CBx
x
A

)x(x

2

2

22

22

22

11
1

1
1

11
1

+

+++
=

+
=

+

+++
=

+

+
+=

+  

1001 −=→=+==→ BBAC,A  

∫ ∫
+

−=+→

+

−
+=

+
→

2
2

22

1
2

2
1

1
1

1
1

x

dxx
x

dx|y|ln

x

x
x)x(x  
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)x(

cxy

)x(

cx)y(

cln|)x(|ln|x|ln|)y(|ln

cln|x|ln|x|ln|y|ln

2

22

2
1

2

2
1

2

2
1

22
1

2

22

1
2

1

2

12

1
2
12

2
1

+
=+

+

=+

+++=+

++−=+

−

  

  معادلاتی به فرم 

)cbyax(fy ++=′  

  را می توان با استفاده از تغییر متغیر زیر تبدیل به فرم متغیرهاي از هم جدا نمود. 

cbyaxu ++=  

  :از طرفین معادله داریم xزیرا با مشتق گیري نسبت به 

)au(
b

yybau −′=′→′+=′ 1  

  در نتیجه با جایگذاري در معادلات بالا داریم:
dx

)u(h
)u(d

)u(ha)u(bfu)u(f)au(
b

=

=+=′→=−′1

  

  ):6- 6مثال (

22معادله دیفرانسیل  −+=′ )yx(tany  .را حل کنید  

  حل:

x)ce(siny)ce(sinyx

e)yx(sin

eusin

cx|usin|lndxduucot

dx
utan

duutan
dx
duutan

dx
du

utanu
uyyuyxu

xx

cx

cx

22

2

22

22
222

11 −=→=+

=+

=

+===

=→=→−=−→

−=−′→
−′=′→′+=′→+=

−−

+

+

  

  ):7- 6مثال (

معادله دیفرانسیل 
yx

y
−

+=′
2

  را حل کنید.  11
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  حل:

→=+−→′=+−′=+−−

+=′−→′−=′→′=′−→=−

dx
du

u
u

u
u

u

u
uuyuyuyx

1111211

112222
  

x|yx|lnyxx|u|lnu

dxdu
u

dx
u

duu
dx

u

du

=−++−→=++

=
+

+==
+−

=
+−

2121

1
11

111  

  ) معادلات همگن6-2

  گوییم اگر nرا همگن از درجه  y,x(f(تابع 

)y,x(f)y,x(f nλ=λλ  

  ):8- 6مثال (

323نشان دهید معادله  35 yxyx)y,x(f   می باشد.  3همگن از درجه  =++

  قرار می دهیم.  y ← yλو به جاي  x ← xλحل: به جاي 

)y,x(f)yxyx(yxyx)y,x(f 33233332333 535 λ=++λ=λ+λ+λ=  

+=0تعریف: هر معادله دیفرانسیل به فرم  dy)y,x(Qdx)y,x(P  را که در آن)y,x(P  و)y,x(Q  هر دو همگن از درجهn 

  باشند یک معادله دیفرانسیل همگن می نامند. براي حل این معادلات از تغییر متغیرهاي زیر استفاده می شود. 

dVxdxVdyVxy +=→=  

  ):9- 6ل (مثا

  معادله دیفرانسیل زیر را حل کنید. 

04 22 =−+ dx)yx(dyxy  

  از آن جا که معادله همگن می باشد. 

04

4

222

22222

=−++

+=→=
λ=λλ=−λ+λ

dx)xVx()dVxdxV)(Vx(x

dVxdxVdyVxy
)y,x(f)y,x(fdx)yx(dyxy

  

  تقسیم می کنیم.   2xطرفین را بر 
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c|V|ln|x|ln
)V(

dVV
x

dx
dVxVdx)V(

dx)V()dVxdxV(V

++=−⇒
+

=−

=++

=−++

2
2

2

2

31
6
1

4
1

314

0431

014

  

031

031

031

31

31
6
1

4
1

4
1

2

2

4
1

6
1

2

4
1

6
1

2

6
1

24
1

2

=+

=××+→

=→==+×+→

++=

++=−

+

−

x)
x

y(c

cx)V(

x
yVVxycln)x)Vln((

cln|)V(|ln|x|ln

cln|V|ln|x|ln

  

  ):10- 6مثال (

  معادله دیفرانسیل زیر را حل کنید.

2yy)xy(x =′−  

0

0

0

0

2233222

2222

22

22

=−−+−

=−+−

=−+−

+=→=→
λ=λλ→=−−

dxxVdVxdVVxdxVxdxxV

dxxV)dVxVdx()xVx(

dxxV)dVxVdx()xVx(x

dVxVdxdyVxy
)y,x(f)y,x(fdxydy)xy(x

  

  می کنیم. 2xطرفین را تقسیم بر 

x
y

x
y

V

V

cey

ce
x
yx

cexV

ecVx

V|cVx|ln
cln|V|lnV|x|ln

V
dVdV

x
dx

V
dV)V(

x
dx

dxVdV)V(x
)xVx(dV)V(dx

dVxdVVxdxV

=

=

=⇒

=

=
+−=

−=

−
=→

=−
=−+−
=−+−

1
1

0
0
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  ):11- 6مثال (

  معادله دیفرانسیل زیر را حل کنید. 

xyx
yy

+
=′  

xxبا توجه به این که با جایگذاري  λ→  وyy λ→  .خواهیم دید  

xyx
ydx

xyx
ydy

yy
xx

dx
xyx

ydy
+

=
λ+λ

λ
=





λ→
λ→

→
+

=  

Vxy ←معادله یک نوع معادله همگن است  =  ←  dVxVdxdy +=  

2
1

2
1

2
1

2
3

22

2

1

1
11

11

1

−−

−

−

=→=

++−=−→

+=
+

=−→

+−=

+−=−+

=+++→

+
=

+
=+→

)
x
y(|cy|ln|Vcx|lnV

cln|V|lnV|x|ln

V
dVdVV

VV
dV)V(

x
dx

dV)V(xdx)VV(

dV)V(xdx}VV)V{(

VdxdV)V(xdxV)V(

V
Vdx

Vxxx
dxVx

dVxVdx

  

     
c

y
xy

y
xclnyln

′+=→

=+

2

2
  

  ):12- 6مثال (

′−+=0معادله دیفرانسیل 
x
ycsc

x
yy  .را حل کنید  

→معادله همگن است. 




λ→
λ→

yy
xx  
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cVcos|x|ln

cVcos|x|ln
x

dxVsindV

x
dx

Vcsc
dV

dxVcscdVx
VdxcscVdxVdxxdV

dx
x

Vxcscdx
x

VxVdxxdV

xdVVdxdyVxy

dx
x
ycscdx

x
ydy

′+=→

+−=−→−=

−=→

−=→
−=+

−=+

→+=→=

−=

  

(معادلات به فرم  توجه:
eycx
byax(fy

+
+

همگن می باشند و با تغییر متغیر  ′=
dx
dVxV

dx
dy

Vxyو  =+ =  

  تبدیل به نوع متغیرهاي از هم جدا می شود. 

(معادلاتی به فرم 
dhyex
cbyax(fy

++
++

=′  

همگن نمی باشند. ولی قابل تبدیل به همگن هستند. اختلاف این معادله با معادله قبـل در ایـن اسـت کـه هـر دو خـط       

بتـه اگـر   صورت و مخرج از مبدأ نمی گذرند. پس کافی است که مبدأ مختصات را به محل تلاقی دو خط انتقال دهـیم، ال 

  این دو خط موازي نباشند. 

beahروش حل: ابتدا    را حساب می کنیم. اگر مخالف صفر بود آن گاه دو خط یکدیگر را قطع می کنند.  −

  مختصات نقاط تلاقی را از حل دستگاه 





=++
=++

0
0

dhyex
cbyax  

  پیدا می کنیم.  

)y,x(فرض می کنیم    باشند.  00

سپس تغییر متغیر 




+=
+=

0
0

yYy
xXx  .معادله به فرم همگن زیر در خواهد آمد  

)
hYeX
bYaX(f

dX
dY

+
+

=  

  ):13- 6ال (مث

معادله دیفرانسیل 
4
2

−−
++

=
yx
yx

dx
dy :را حل کنید  
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beahحل: ابتدا  01111را حساب می کنیم  − ≠−−   . یعنی دو خط موازي نیستند و محل تلاقی دارند. )()()()(

  حال دستگاه زیر را حل می کنیم:





−=
=

−=→=++

=→=−⇒




=−−
=++

3
1

3021

1022
04
02

0
0

y
x

yy)(

xx
yx
yx

  

  حال تغییر متغیر زیر را انجام می دهیم:

dYdyYy
dXdxXx

=→−=
=→+=

3
1  

YX
YX

dX
dY

YX
YX

)Y()X(
)Y()X(

dX
dY

−
+

=→

−
+

=
−−−+
+−++

=→
431
231

  

  که همگن می باشد. حال این معادله همگن را به روش قبلی حل می کنیم. 

22

222

222

1 X)V(dVdX)XXV(

)XVX(dVdX)VXXXVXV(

dXVXdXXdVVXdVXdXXVdXXV

dX)VXX()dVXdXV)(VXX(
dX)YX(dY)YX(

dVXXVddYVXY

−=−−

−=−−−

+=−+−

+=+−
+=−→

+=→=

  

  شود.  Xطرفین تقسیم بر 

0
1
31

1
3

2
11

01
2
1

01
2
1

1
2
1

111
1

11

1
2

2

1
2

2

12

12

222

2

=+
−
+

−+
−

+
+−

=+−++

=+−++→

+−+=−

+
−

+
=

+

−
=−

−=−−

−

−

−

−

c)
x
y(tan|

)x(

)y(|ln)xln(

c)
X
Y(tan|

X

Y|ln|X|ln

c)V(tan|V|ln|X|ln

c)V(tan|V|ln|X|ln

V

dV

V

dVVdV
)V(

)V(
X
dX

dVX)V(dX)V(

  

−=0اگر دو خط موازي باشند  توجه: beah ربا استفاده از تغییر متغی  
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byaxu +=   )1(  

  یا

    hyexu +=  

  معادله به نوع متغیرهاي از هم جدا می شود زیرا:

  مشتق می گیریم.  xاز طرفین نسبت به 

dx
byba

dx
dubyaxu +=→+=  

 )a
dx
du(

bdx
dy

−=→
1  )2(  

() در معادله 2) و (1با جایگذاري (
dhyex
cbyax(fy

++
++

  داریم: ′=

dx
)u(H

du

)u(Ha)
dku
cu(bf

dx
du

)
dku
cu(f)a

dx
du(

b

=→

=+
+
+

=→

+
+

=−
1

  

dttdyبعضی از معادلات دیفرانسیل ممکن است با تغییر متغیر  تذکّر: 1−αα=  α= ty  .به معادله همگن تبدیل شوند  

  ): 14- 6مثال (

03معادله دیفرانسیل  24 =+− dxyxdy)xy(  .را حل کنید  

  حل:

dttdyty 1−αα α=→=  

03

03
1215

124

=+−α

=+α−
α−α−α

α−αα

dxtxdt)txt(

dxtxdt)t)(xt(  

  براي آن که این معادله همگن باشد. 

2
124

1215

=α→=α

→−α+=−α
  

بنابراین به ازاي 
2
1

=α  معادله همگن از درجه
2
  است.  3
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2معادله با تغییر متغیر 
1

ty   قابل تبدیل به معادله همگن است.  =

حال 
2
1

=α :را در معادله بالا قرار می دهیم  

03
2
1 2

1
2
1

22
3

=+−
−

dxtxdt)txt(  

2طرفین را در 
1

t  .ضرب می کنیم  

023

03
2
1

22

22

=+−

=+−

dxtxdt)xt(

dxtxdt)xt(  

  حال این معادله همگن است. 

023

023
222

2222

=++−

=++−

+=→=

dxxV)dVxVdx()V(x

dxxV)dVxVdx()xxV(

dVxdxVdtVxt

  

  تقسیم می کنیم.  2xحال معادله را به 

03

03

0233

023

23

23

23

2

=−+−

=−+−

=+−+−

=++−

dV)V(xdx)VV(

dV)xxV(dx)VV(

dxVdVxdVVxdxVdxV

dxV)dVxVdx()V(

  

31

11
3

2222

3

2

−=−+−+−

+
+

−
+≡

−

−
=−→

V)VV(C)VV(B)V(A

)V(
C

)V(
B

V
A

)VV(

dV)V(
x

dx
  

122
123

3
322

−==→−=→
=+

=
=→

−=−−+++

BCC
C
CB

A
VAV)CB(V)CBA(
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−

==→=
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=+−−−+
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+
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−

−++∫ ∫ ∫ ∫

22

3

22222
1

2

2
3

3

2

3

2

3

1

11

1
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0
11
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c
xy

y

yt

c
xt

t
=

−
→










=

=
− 24

6

2

22

2

  

  معادله دیفرانسیل به فرم  تعریف:

0=+ dy)y,x(Qdx)y,x(P  

  وجود داشته باشد به طوري که y,x(u(را کامل می گوییم، اگر تابعی مانند 

)y,x(Q
y
u

)y,x(P
x
u

=
∂
∂

=
∂
∂

  

+=0شرط لازم و کافی براي آن که معادله دیفرانسیل  dy)y,x(Qdx)y,x(P :کامل باشد آن است که  

x
Q

y
P

∂
∂

=
∂
∂  

  روش تحلیلی جهت به دست آوردن جواب عمومی، معادله دیفرانسیل کل به صورت زیر می باشد:

)y,x(P
x
u

=
∂
∂  

  از طرفین داریم: xبا انتگرال گیري نسبت به 

∫ += )y(fdx)y,x(Pu  

به عنوان مقدار ثابت انتگرال گیري مـی باشـد. بـراي پیـدا      y(f(ر محسوب شده است و به عنوان یک پارامت yدر این جا 

  به صورت زیر عمل می کنیم: y(f(کردن 
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∫

∫

∂
∂

−=→

=+
∂
∂

=
∂
∂

→

=
∂
∂

]dx)y,x(P[
y

)y,x(Q
dy

)y(fd

)y,x(Q
dy

)y(fd]dx)y,x(P[
yy

u

)y,x(Q
y
u

  

  انتگرال می گیریم.  yاز طرفین نسبت به 

dy]dx)y,x(P
y

)y,x(Q[)y(f ∫∫ ∂
∂

−=  

  ):15- 6مثال (

0832معادله دیفرانسیل  2 =+++ dy)yx(dx)xy(  .را حل کنید  

ابتدا شرط 
x

)yx(
y

)xy(
∂

+∂
=

∂
+∂ 832 2

  

xx →معادله دیفرانسیل کامل است  22 =  

22

2

2

22

2

43

4

2
88

8

3

32

32

yxxyc

y)y(f

cy)y(fy
y

)y(f

yx
y

)y(f
x

y
u

)y(fxxyu

)y(fdx)xy(u

)y(fdx)y,x(Pu)xy(
x
u

++=→

=→

+=→=
∂

∂
→

+=
∂

∂
+=

∂
∂

++=

→++=

+=→+=
∂
∂

∫

∫

  

  ):16- 6مثال (

0222معادله دیفرانسیل  =−−+− dy)xye(dx)yxx( y  .را حل کنید  

x
)xye(

y
)yxx( y

∂
−∂−

=
∂

+−∂ 222
  

=⇒معادله دیفرانسیل کامل است  yy 22  
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∫

∫

−=−=→

−=→

+=+−=
∂
∂

++−=→

++−=→+−=
∂
∂

→

yy

y

y

edye)y(f

e
dy

)y(df
dy

)y(dfxyxye
y
u

)y(fxyxxu

)y(fdx)yxx(u)yxx(
x
u

22

23
223

2222

  

cexyxxu y =−+−=→ 223

23
  

  معادلات دیفرانسیل خطی مرتبه اول 6-3

  تعریف: اگر یک معادله دیفرانسیل مرتبه اول را بتوان به فرم 

0=++ )x(Cy)x(B
dx
dy)x(A  

  تقسیم کنیم.  x(A(باشد می توانیم معادله را بر  A)x(≠0نوشت آن را خطی گوییم. در فاصله اي که 

)x(q)x(fy
dx
dy

=+  

  شد معادله را همگن و در غیر این صورت آن را ناهمگن نامند. با x(q(=0اگر 

  در زیر به بررسی روشی جهت پیدا کردن فرمولی براي جواب عمومی معادله می پردازیم:

  روش اول: اگر معادله همگن باشد

→−=→

=+

dx)x(f
y

dy

)x(fy
dx
dy 0

  

  که این معادله از نوع متغیرهاي از هم جدا می باشد. با انتگرال گیري از طرفین خواهیم داشت:

∫ ∫−
=→+−=

dx)x(feycdx)x(fyln 1  

  اگر معادله ناهمگن باشد آن را به فرم زیر می نویسیم:

0=+− dydx))x(q)x(fy(  

  در حالت کلّی از نوع متغیرهاي از هم جدا و همگن نیست، لذا شرط کامل بودن را بررسی می کنیم. 
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0=
∂
∂

=
∂
∂

x
Q)x(f

y
P  

P ضریب :dx  

Q ضریب :dy  

  خواهیم داشت:در نتیجه در حالت کلی کامل هم نیست، اگر در فاکتوري انتگرال ساز دو طرف معادله ضرب شود 

)x(f)
x
Q

y
P(

Q
=

∂
∂

−
∂
∂1  

∫=
dx)x(feF  

  ضرب می کنیم: Fطرفین را در 

∫∫ =+
dx)x(fdx)x(f e)x(q))x(fy

dx
dy(e  

∫∫∫ +=
dx)x(fdx)x(fdx)x(f e)x(fye

dx
dy)ey(

dx
d  

∫∫ = dx)x(fdx)x(f e)x(q)ey(
dx
d  

cdxe)x(qey dx)x(fdx)x(f
+= ∫ ∫∫  









+= ∫ ∫∫− cdxe)x(qey dx)x(fdx)x(f  

=∫با فرض این که  dx)x(f)x(g  

[ ]cdxe)x(qey )x(g)x(g += ∫−  

  ):17- 6مثال (

xeyyمعادله دیفرانسیل  =+′   را حل کنید.  3

  حل:

[ ]
[ ]

xx

xxxx

xxx

x

ece

)ce(ecdxeey

cdxeeey

e)x(g

xdx)x(g)x(f

3

4343

33

4
1

4
1

333

−

−−

−

+=

+=+=

+=

=

==→=

∫

∫

∫
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  ):18- 6مثال (

xxyyمعادله دیفرانسیل    را حل کنید.  ′−=

  حل:

2

2222

2

2

2222

1

2

x

xxxx

ec

]ce[e]cdxex[ey

x)x(q

xdxx)x(gx)x(f

+−=

+−=+=

=

−=−=→−=

∫

∫

−+−+  

  ):19- 6مثال (

xsecxyمعادله دیفرانسیل 
dx
dyxtan   را حل کنید.  +=3

  حل:

∫ ∫

∫
∫ ∫

×++=++=+×=+×=

+=

===→

==

==→

=×=+

−

−

xcsccxcscx
xsin

)cx(]cdxxsin
xsin

x[
xsin

]cdxe
xsin

x[ey

]cdxe)x(q[ey

xsinlndxxcotdx)x(f)x(g

xcscx
xsin

x)x(q

xtan
xcot)x(f

xcos
xcos

xsin
x

xcosxtan
xy

xtandx
dy

xsinlnxsinln

)x(g)x(g

22
2
31

2
3313

33

1

3131

  

  ):20-6مثال (

معادله دیفرانسیل 
xyylny

yy
−+

=′
2

  را حل کنید.  

  حل:

dy
dx

y
x)yln(

y
x)yln(y

y
xyylny

dy
dx

xyylny
y

dx
dy

=−+

−+
=

−+
=→

−+
=

12

122
2  

y
)y(fyln

y
x

dy
dx 1121

=→+=×+→  
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  در نظر می گیریم.  yرا به صورت تابعی از  xدر این مسئله 

[ ]

[ ]
[ ]

[ ]

]dyylnycy[
y

x

cdyydyyyln
y

x

cdyy)yln(ex

cdye)yln(ex

)yln()y(q

cdye)y(qex

ylndy
y

dy)y(f)y(g

yln

ylnyln

)y(g)y(g

∫

∫ ∫

∫

∫

∫

∫ ∫

++=

++=

+×+=

++=→

+=

+=→

===→

−

+−

−

2
2

1

21
12

12

12

1

2

1

  

  توجه: 

ylny
y
cyylnyycyx

}yylnycy{
y

x

yylnyyylny
y

dyy)y(ylnduvuvdvudyylny

du
y

dy

yvdvdyy

uyln

+=−++=

−++=

−=−=−=−==

=→

=→=

=

−

∫ ∫ ∫ ∫

2
1

2
1

2
1

2
1

4
1

2
1

22
1

222

2

1

222

222222

2

  

  صورت کلّی این معادله به فرم معادله برنولی:

)x(gy)x(fy
dx
dy n=+  

باشد به فرم خطی خواهد بود. براي حل این  n=1یا  n=0صفر یا یک نیست. زیرا اگر  nولی  ∋Rnمی باشد که در آن 

nyuتقسیم کرده و تغییر متغیر  nyمعادله، طرفین را  −= می دهیم. آن گاه تبدیل به معادله دیفرانسیل خطـی مرتبـه    1

  اول می شود. زیرا:

)x(g)x(fy
dx
dyy

dx
dyy)n(

dx
duyu

nn

nn

=+

−=→=

−−

−−

1

1 1
  

)n(طرفین معادله بالا را در    ضرب می کنیم.  1−
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)x(g)n()x(fu)n(
dx
du

)x(g)n()x(fy)n(
dx
dyy)n( nn

−=−+

−=−+− −−

11

111 1

  

  می باشد جواب عمومی به فرم: x) که به عنوان تابعی از uکه یک معادله دیفرانسیل خطی مرتبه اول است (نسبت به 








 +−== ∫ ∫∫ −−−− cdxe)x(g)n(eyu dx)x(f)n(dx)x(f)n(n 111 1  

  ):21- 6مثال (

  معادله دیفرانسیل زیر را حل کنید:

2xyy
dx
dy

=−  

  تقسیم می کنیم.  2yحل: معادله فوق برنولی می باشد، لذا طرفین را بر 

xy
dx
dyy =− −− 12  

  سپس در معادله جایگذاري شود. 

      →−=→= −−
dx
dyy

dx
duyu 21  

xu
dx
duxu

dx
du

−=+→=−−  

حال این معادله به فرم ساده اي که قبلاً می شناختیم در آمد که در این جا معادله به صورت خطی مرتبه اول نسبت بـه  

u  .است  

∫ ==

−==

xdx)x(f)x(g

x)x(q)x(f 1
  

[ ]
[ ]

x

xx

xx

ecx

ce)x(e

cdxexeu

−

−

−

+−=

+−=

+−= ∫

1

1  

∫ ∫ ∫∫ −=−=−== )x(edxexeduvuvdvudxex xxxx   : توجه1

x

xx

ecx
y

u

dudxux
evdvdxe

−+−==→

=→=
=→=

11
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  ):22- 6مثال (

033معادله دیفرانسیل   5 =+− dyxdx)yxy(  .را حل کنید  

033 5 =−+ )yxy(
dx
dyx  

  می کنیم.  5yمعادله برنولی می باشد طرفین را تقسیم بر 

1
3

3
45

5

−=−

−=−→

−
−

x
y

dx
dyy

y
x
y

dx
dy

  

=−4از تغییر متغیر  yu   .استفاده می کنیم  

1
34

1
4
14 554

−=−−

=−→−== −−−

x
u

dx
du

dx
dyy

dx
du

dx
dyy

dx
du,yu

  

+=+→می باشد  uمعادله خطی مرتبه اول نسبت و تابع  4
3
4 u
xdx

dv  

[ ]∫

∫
+==

==→=

−− cdxe)x(qeuy

xlndx
x

)x(g
x

)x(f

)x(g)x(g4
3
4

3
4

3
4

  

43
4

3
43

7

3
4

3
4

3
4

3
4

3
4

7
12

7
34

3
744

4

4

4

3
4

3
4

−−−−−

−

=+=+
×

=+×=+=

+=

+=→

=

∫

∫

∫
−

yxcxxcx})cx{x(]cdxx[xu

]cdxe[eu

]cdxe[eu

)x(q

xlnxln

xlnxln

  

  ):23- 6مثال (

معادله دیفرانسیل 
ysinycosx

xy
2

2
2 +

  را حل کنید.  ′=
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  حل:

ycosysinxycosx
dy
dx

ycosysin
x

ycosx
xyylny

ycosysinycosx
dy
dx

1

2

2

1
22

2

−=−

+=
−+

×+
=

  

2xuمی کنیم و از تغییر متغیر  x−1معادله دیفرانسیل برنولی می باشد طرفین را تقسیم    استفاده می کنیم.  =

ycosysinycosx
dy
dxx =−+

2
21  

2

22

dudxx

dudxxxu

=→

=→=
  

ycosysinuycos
dy
duycosysinycosu

dy
du 2

22
1

=−→=−  

  می باشد که در آن yو متغیر  uاین معادله خطی مرتبه اول نسبت به تابع 

ycosysin)y(q,ycos)y(f 2=−=  

[ ] [ ] [ ]
)y(sinec

ceeysinecdyeycosysinecdye)y(qeu

ysindy)y(fdyycos)y(g

ysin

ysinysinysinysinysin)y(g)y(g

12

222

+−=

+−−=+=+=

−==−=

∫∫∫
∫ ∫

−−−−  

  جواب عمومی به فرم

)y(sinecx ysin 122 +−=  

  توجه: براي محاسبه این انتگرال

∫ − dyeycosysin ysin  

∫ ∫∫ +−=−=→

−==−==→=
−

−−−

udvuvduvdyeycosysin

eycosduysinv,dueycosduue
ysin

ysinysinysin
  

ycosdvysinv =→=  

[ ]∫
∫

+→

−−=×+−=

−

−−−−

cdyeycosysine

eeysindyycoseeysin

ysinysin

ysinysinysinysin

2
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[ ]
22

2

−−=

++−+= −−

ysinec

c)eey(sine
ysin

ysinysinysin
  

x(q)x(p)y(f(معادله دیفرانسیـل مـرتبه اول 
dx
dy)y(f y(fu(را بـا تغییر متغیـر   ′+= تبـدیل بـه معادلـه دیفرانسـیل      =

  خطی مرتبه اول می کنیم. 

)x(q)x(pu
dx
du

dx
dy)y(f

dx
du)y(fu

=+

′=→=
  

  است.  uکه یک معادله دیفرانسیل خطی مرتبه اول نسبت به تابع 

  ):24- 6مثال (

′+=+1معادله دیفرانسیل  xysinycosy  .را حل کنید  

  حل:

1+=+

=

===′

xu
dx
du

dx
dyycos

dx
du

ysinuysin)y(fycos)y(f

  

∫ ∫ ===+== xdxdx)x(f)x(g,x)x(q,)x(f 11  

[ ] [ ]
xxx

xx)x(g)x(g

ecx]cex[e

cdxe)x(ecdxe)x(qeu

−−

−−

+=+=

++=+= ∫∫ 1  

∫ ∫ ∫∫ +=+=+ xxxxx edxexdxedxexdxe)x(   : توجه1

∫ ∫ ∫∫ −=−=−== xxxxx eexdxeexduvuvdvudxex  

∫ +=++−=+→

=→=
=→=

cexceeexdxe)x(

dxduux
evdvdxe

xxxxx

xx

1

  

  اول معادله دیفرانسیل مرتبه

00 1321
2 ≠=+++′ )x(p,)x(p)x(py)x(pyy  

را معادله ریکاتی می نامند. براي حل این معادله باید یک جواب خصوصی این معادله را داشته باشیم. جواب عمومی ایـن  

www.Endbook.net



  مجموعه فیزیک  »148«
  
  
 

معادله به فرم 
z

yy 1
1 می باشد. کـه بـا جایگـذاري در     xتابعی از  zجواب خصوصی معادله است و  1yمی باشد که  =+

  شود. زیرا:معادله خطی تبدیل به یک معادله خطی مرتبه اول می 
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3211
2

12

=+++
′

−+++′

=++++++
′

−′

=+++++
′

−′

)x(p
z

)x(p
z
y

)x(p
zz

z))x(p)x(py)x(pyy(

)x(p)x(p
z

)x(py)x(p
z
y

)x(p
z

)x(py
z

zy

)x(p)x(p)
z

y()x(p)
z

y(
z

zy

  

1y :یک جواب خصوصی معادله است  

03211
2

11 =+++′ )x(p)x(py)x(pyy  

  در نتیجه داریم:

)x(p))x(p)x(py(zz 12112 =+−′  

  می باشد.  zکه یک معادله دیفرانسیل خطی مرتبه اول با تابع 

  ):25- 6مثال (

23معادله دیفرانسیل  12 y
x

y
x

xy   را حل کنید.  ′=+−

2حل: اگر 
1 xy باشد جواب عمومی به فرم  =−

z
xy 12   خواهد بود.  =−+

  مشتق می گیریم.  xاز طرفین نسبت به 

22
z

zxy
′

−−=′  

  در معادله اصلی قرار می دهیم: و

x
)x

x
(zz

z
x

xz
x

xz
xx

z

zx

)
z

x(
x

)
z

x(
x

x
z

zx

122

21222

11122

2
33

2

2223
2

=++′

+−−+−=
′

−−

+−−+−+=
′

−−
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  یک معادله دیفرانسیل خطی مرتبه اول است. 

∫ ∫ +=+==

=+=

2222

122

xxlndx)x
x

(dx)x(f)x(g

x
)x(q,x

x
)x(f

  

[ ]

ce

exxy
x

ec
x

]ce[
x

ecdxex
x

ecdxe
x

ecdxe)x(qez

x

xx

x
x

x
x

xxlnxxln)x(g)x(g

+
+−=→+=

+=







+=








+=+=

−

−−
+−−− ∫∫∫

2

22

2
2

2
2

2222

2
2

22

22

2
2

1

2
11

  

  معادلات دیفرانسیل مرتبه دوم و بالاتر 6-4

در این بخش می خواهیم طریقه حل معادلات دیفرانسیل مرتبه دوم را بیان کنیم و روش حل را به مراتب بـالاتر تعمـیم   

  ام به فرم nدهیم. صورت کلی یک معادله دیفرانسیل مرتبه 

0=′′′ )y,y,y,y,x(F )n(K  

  می باشد. این نوع معادلات به دو دسته زیر تقسیم می شوند. 

  الف) معادلات دیفرانسیل خطی

  یفرانسیل غیرخطیب) معادلات د

  معادلات دیفرانسیل خطی نیز خود دو دسته اند:

  معادلات دیفرانسیل خطی با ضرایب ثابت -1

  معادلات دیفرانسیل خطی با ضرایب متغیر -2

  معادلات دیفرانسیل مرتبه دوم

  معادله دیفرانسیل مرتبه دوم را خطی گوییم اگر به فرم زیر بیان شود. 

)x(ry)x(qy)x(py =+′+′′  

  باشد معادله را معادله همگن و در غیر این صورت غیرهمگن می گویند.  x(r(≡0اگر در معادله 

  صورت کلّی معادله دیفرانسیل خطی مرتبه دوم همگن به فرم زیر است. 

0=+′+′′ y)x(qy)x(py  
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  را ضرایب معادله می نامیم.  x(q(و  p)x(توابع 

21در فاصله  x(r(و  q)x(و  p)x(قضیه: اگر توابع  axa x(Gg(پیوسته باشند آن گاه یک و فقط یک تابع مانند  >> = 

  دارد که در معادله  وجود

0000 y)x(y,y)x(y,)x(ry)x(qy)x(py ′=′==+′+′′  

  صدق کند. 

  ):26- 6مثال (

10000معادله دیفرانسیل  =′==+′′ )(y,)(y,yy  .را بررسی کنید  

xcosyمی دانیم جواب هاي این معادله  xsinyو  = می باشد (چون در معادله صدق می کنند) با توجـه بـه شـرایط     =

xsinyاولیه    جواب منحصر به فرد معادله است.  =

x(Gy(قضیه: اگر  ′′+′+=0یک جواب معادله دیفرانسیل خطی همگن  1= y)x(qy)x(py  باشد آن گاه)x(GCy = )C 

  ثابت دلخواه) نیز یک جواب معادله خواهد بود. 

21دو جواب معادله دیفرانسیل خطی همگن باشند، آن گاه  2yو  1yقضیه: اگر  yy   نیز یک جواب براي آن خواهد بود.  +

دو جـواب بـراي معادلـه دیفرانسـیل خطـی       2yو  1yبنابراین می توان از قضیه قبل و قضیه حاضر نتیجه گرفت که اگر 

2211مرتبه دوم، همگن باشند، در این صورت  ycyc   نیز یک جواب خواهد بود.  +

  در این جا جواب چند دسته از معادلات دیفرانسیل که بسیار مورد استفاده قرار می گیرد را می نویسیم. 

xcosy,xsinyyy
xcosy,xsinyyy

3309
2204

11
11

==→=+′′
==→=+′′  

  ق می کنند. می توان نشان داد که این توابع در معادلات دیفرانسیل متناظرشان صد

x

x

exy

eyyyy
2

1

2
1044

−

−

=

=→=+′+′′  

xsiney

xcoseyyyy
x

x

2

2052

1

1

=

=→=+′−′′  

x
y

xyy
x

y
x

y

1

011

2

12

=

=→=−′+′′
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xlnxy,xyy
x

y
x

y ==→=+′−′′ 212 011  

  معادلات خطی مرتبه دوم همگن با ضرایب ثابت

  معادله دیفرانسیل به فرم

0=+′+′′ byyay  

Rb,aرا معادله دیفرانسیل خطـی مـرتبه دوم همگن بـا ضرایب ثابت می نـامیم کـه در آن    مقـادیر ثابـت هسـتند و     ∋

  ها می باشد.  xمحور  xدامنه 

′+=0با ضریب ثابت یعنی  می دانیم که جواب معادله خطی همگن مرتبه اول kyy  به صورتkxecy   می باشد.  =−

kxkxc ecey

kxc|y|ln

ckx|y|lncdxk
y

dy

−− ==

−=

=+=+∫ ∫

1
1

11

  

txeyپس طبیعی است که حدس زده شود    یک جواب باشد.  =

را طوري تعیین می  tبه صورت مناسب انتخاب شود. حال این جواب و مشتقاتش را در معادله قرار می دهیم و  tابتدا اگر 

txeyکنیم که    در معادله صدق کند.  =

txtxtx etyetyey 2=′′→=′→=  

)batt(eebetaet txtxtxtx ++=++ 22  

)batt(ریشه معادله  tاگر    به دست خواهد آمد.  tانتخاب شود،  2++

02 =++ batt  

که به آن معادله مفسر یا معادله شاخصی می گوییم. چون یک معادله درجه دوم با ضرایب حقیقی مـی باشـد. پـس سـه     

  حالت رخ می دهد:

)ba(حالت اول: معادله مفسر داراي دو ریشه حقیقی متمایز باشد  042 نشـان دهـیم،    2tو  1t. اگر این دو ریشه را با −<

  اه:آن گ

xtxt ey,ey 21 21 ==  
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  ): 27- 6مثال (

  جواب هاي معادله زیر را به دست آورید. 

045 =−′−′′ yyy  

  حل: ابتدا معادله مفسر را تشکیل می دهیم:

1
2
24

2
8

2
35341425

045

21

2

====

±
==−=∆

=+−

tt

t)()(

tt

  

xey xeyو  =4   جواب هاي معادله می باشد.  =

xx ececy 4
  (جواب عمومی) =+2

  ):28- 6مثال (

032جواب هاي معادله دیفرانسیل  =−′−′′ yyy  .را پیدا کنید  

  حل: ابتدا معادله مفسر را تشکیل می دهیم:

1
2
2

3
2
6

2
4243144

032

2

1

2

−=−=

==
±

==−−=∆

=−−

t

tt)()(

tt

  

xey xeyو  =−   جواب هاي معادله می باشند.  =3

  حال می خواهیم جواب عمومی معادله بنویسیم:

xx ececy 3
2+= −  

تعریف: اگر حاصل 
2
1

y
y  تابعی ازx  1باشد در این صورتy  2وy   مستقل خطی هستند. براي مثـالxy 61 xyو  = 72 = 

  بستگی خطی دارند. زیرا:

)x(f
x
x

y
y

≠==
7
6

7
6

2
1  

xeyاما براي مثال:  xeyو  =3 2
2   مستقل خطی اند. زیرا: =
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x
x

x
e

e

e
y
y

== 2

3

2
1  

  دو جواب معادله باشند و بستگی خطی داشته باشند در این صورت 2yو  1yتذکّر: اگر 

)x(yc)x(yc)x(y 2211 +=  

  تبدیل به عبارتی می شود که شامل یک پارامتر دلخواه است:

)x(yc
)x(y)ckc(

)x(yc)x(kyc)x(yc)x(yc)x(y

2
221

22212211

=
+=

+=+=

  

  دو جواب مستقل خطی باشند، چنین تبدیلی امکان پذیر نیست.  2yو  1yاما اگر 

xteyت بنابراین اگر معادله مفسر داراي دو ریشه حقیقی و متمایز باشد، در ایـن صـور   11 xteyو  = 22 = )21 tt ریشـه   ≠

  هاي معادله مفسر هستند) جواب هاي معادله خواهند بود و چون 

x)tt(
xt

xt
e

e

e
y
y 21

2

1

2
1 −==  

  مستقل خطی اند و در نتیجه: 2yو  1yمخالف مقدار ثابت است پس  

xtxt ecec

)x(yc)x(yc)x(y

21 21

2211

+=

+=
  

  با ضرایب ثابت است.  2شامل دو پارامتر ثابت می باشد، جواب عمومی معادله دیفرانسیل مرتبه 

  ):29- 6مثال (

0152جواب عمومی معادله دیفرانسیل  =−′−′′ yyy  .را بنویسید  

  حل: ابتدا معادله مفسر را تشکیل می دهیم. 

xx ececy

t

tt

)()()(

tt

3
2

5
1

2

1

2

2

3
2
6

5
2
10

2
82

86460415142

0152

−+=

−=−=

==⇒
±

=

==+=−−−=∆

=−−
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  ): 30- 6مثال (

403006جواب عمومی معادله دیفرانسیل  −=′==−′−′′ )(y,)(y,yyy  .را پیدا کنید  

  حل: ابتدا معادله مفسر را تشکیل می دهیم:

2
2
4

3
2
6

2
51

5252416141

06

2

1

2

2

−=
−

=

==⇒
±

=

==+=−−−=∆

=−−

t

tt

)()()(

tt

  

xxجواب عمومی معادله  ececy 2
2

3
1

  می باشد. شرایط اول را در آن صدق می دهیم.  =+−

xx ececy 2
2

3
1 23 −−=′  

5
2

25

4632
42340

330

1

1

11
21

21

+=→

+=

−=+⇒








−=−+→−=′
=+→=

c

c

cc
cc)(y

cc)(y

  

xx eey

c

23

2

5
13

5
2

5
13

5
23

−+=→

=−=
  

042حالت دوم: معادله مفسر داراي دو ریشـه متمـایز مختلـف یـا موهـومی باشـد.        <− )ba(      ـراگـر مبـین معادلـه مفس

)ba( 42 iqptمنفی باشد در این صورت جواب هاي معادله مفسر به صورت  − iqptو  2=− خواهد بود. در نتیجه  1=+

x)iqp(eyجواب هاي معادله به فرم  x)iqp(eyو  1=+   می شوند و چون 2=−

iqx
x)iqp(

x)iqp(
e

e

e
y
y 2

2
1 ==

−

+
  

  مخالف مقدار ثابت می باشد پس جواب عمومی معادله به فرم 

x)iqp(x)iqp( ecec)x(y ++ += 21  

  است. از طرفی می دانیم:

θ+θ=θ sinicosei  
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iBA(c(با انتخاب  −=
2
1

iBA(c(و  1 +=
2
1

2  

)qxsinBqxcosA(e}qxsiniqx){cosiBA(e}qxsiniqx){cosiBA(e)x(y pxpxpx +=−
+

++
−

=
22

  

iqpبنابراین: اگر معادله مفسر داراي دو ریشه به صورت  باشد در این صورت، جواب معادله عمـومی بـه فـرم زیـر مـی       ±

  باشد. 

)qxsinBqxcosA(e)x(y px +=  

  ):31-6مثال (

0102جواب عمومی معادله دیفرانسیل  =+′−′′ yyy :را بنویسید  

  حل: ابتدا معادله مفسر را تشکیل می دهیم:

31
31

31
2

62
63610142

0102

2

1

2

2

==

−=

+=⇒
±

=

=−=−−=∆

=+−

qp
it

itit

i)()()(

tt

  

)xsinBxcosA(ey x 33   : جواب عمومی =+

  ):32- 6مثال (

022جواب عمومی معادله  =+′+′′ yyy :را به دست آورید  

  حل: ابتدا معادله مفسر را تشکیل می دهیم. 

)xsinBxcosA(ey

)qxsinBqxcosA(ey

qp
it

itit

i)()()(

tt

x

px

+=

+=⇒

=−=
−−=

+−=⇒
±−

=

=−=−=∆

=++

−

11
1

1
2

22
242142

022

2

1

2

2

  

  ):33-6مثال (

  معادله زیر را با شرایط اولیه اش به دست آورید. 
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2000023 =′==+′+′′ )(y,)(y,yyy  

  یل می دهیم:حل: ابتدا معادله مفسر را تشک

2
2
4

1
2
2

2
1312149

023

2

1

2
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tt)()(
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xx ececy 2
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−− +=→  
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220
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122
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2
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=→−=→=−⇒





=−−
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⇒










=−−=′
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ccc

cc
cc

cc)(y
ececy

cc)(y
xx

  

xx eey 222 −− −=  

  با ضرایب ثابت nمعادلات خطی همگن از مرتبه دلخواه  6-5

  به فرم  nصورت کلی یک معادله خطی همگن از مرتبه دلخواه 

01
1

1 =+′+++ −
− y)x(fy)x(fy)x(fy nn

)n()n( L  

  را ضرایب می نامند. حال اگر ضرایب همگی ثابت باشند به فرم x(fn(و ...  f2)x(و  f1)x(می باشد توابع 

01
1

1 =+′++ −
− yayayay nn

)n()n( L  

در می آید. براي حل این معادله همان روش را که در معادلات خطی همگن مرتبه دوم با ضرایب ثابت بیان کردیم اعمال 

  می کنیم.  

txeyمی تواند یک جواب معادله بالا باشد. براي پاسخ کافی است  txeآیا    و مشتقاتش را در معادله قرار دهیم.  =

txn)n(txtx ety,ety,ey ==′= K  

  یم:با جایگذاري در معادله به رابطه زیر می رس

0

0

1
1

1

1
1

1

=++++

=+++

−
−

−
−

nn
nn

nn
nntx

atatat

)atatat(e

L

L  

 nبا ضرایب ثابت اسـت پـس داراي    nاین معادله را معادله مفسر می گویند. چون معادله مفسر یک کثیرالجمله از درجه 

  ریشه و در نتیجه
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xt
n

xtxt ney,ey,ey === K21 21  

  جواب هاي معادله می باشند. 

12که  t,t,,t n K  01جواب هاي معادله
1

1 =++++ −
−

nn
nn atatat L  .هستند  

12اگر  قضیه: y,y,yn K جواب هاي معادله  

 01
1

1 =+′+++ −
− yayayay nn

nn L  

  باشند در این صورت 

 nn ycycycy +++= L2211  

  ادله بالا می باشد. نیز یک جواب مع

12توابع  تعریف: y,y,yn K  را روي فاصلهI       گوییم بستگی خطی دارند اگر حداقل بتـوان یکـی از آن هـا را بـه صـورت

  ترکیب خطی از بقیه نوشت به عبارت دیگر

02211 =+++ nn ykykyk L  

12هـا صـفر باشـند گـوییم توابـع      ikها صفر نباشند و اگر رابطه بالا تا وقتی برقرار گردد که تمام ik توجه: y,y,yn K 

  مستقل خطی هستند. 

12اگر توابع  قضیه: y,y,yn K  روي فاصله]b,a[  وابسته خطی باشند آن گاه روي فاصله]b,a[  دترمینان زیر برابر صفر

  خواهد بود. 

)n(
n

)n()n(

n

n

n

yyy

yyy
yyy

]y,y,y[w)x(w

11
2

1
1

21
21

21
−−−

′′′
==

MMM
K  

)x(w  12را رونسکین y,y,yn K  .می نامند  

  ):34- 3مثال (

  وابستگی خطی دارند.  2xو  22xنشان دهید توابع 

  حل: براي این کار رونسکین این توابع را تشکیل می دهیم. 

044
42

22 332222 =−== xx
xx

xx)x,x(w  
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  در نتیجه این توابع وابستگی خطی دارند. 

ابتدا باید ریشه هاي معادله مفسر را پیدا کنیم و سپس با استفاده از ریشه هاي معادله مفسر، جواب هاي مسـتقل خطـی   

12 y,y,yn K  را می نویسیم چون معادله مفسر یک کثیرالجمله از درn     با ضرایب حقیقی می باشد پـس حـالات زیـر را

  بررسی می کنیم. 

  حالت اول:

ntttریشه حقیقی  nمعادله مفسر داراي  ≠≠≠ L21 باشد در این صورت جواب هاي  

xt
n

xtxt ney,ey,ey K21 21 =  

  مستقل خطی هستند پس جواب عمومی معادله به فرم 

xt
n

xtxt necececy L++= 21 21  

  می باشد. 

  ):34- 6مثال (

032جواب عمومی معادله دیفرانسیل  =′−′′−′′′ yyy  .را بنویسید  

  حل: ابتدا معادله مفسر را تشکیل می دهیم. 

032 23 =−− ttt  

xx ececcy

t

tt)()(

ttt)tt(t

3
321

3

2

321
2

3

1
2

4243144

310032

++=

=

−=⇒
±

==−−=∆

=−==→=−−

−

  

  تاي آن ها مساوي.  mریشه حقیقی باشد ولی  nمعادله مفسر داراي  حالت دوم:

21فرض کنید  tt xtxtدر این صورت  =
n ey,xey,y,y,y 11 1234 ==K   ل بوده و اگر معادله مفسـر دارايمانند حالت او

321سه ریشه مساوي باشد مانند  ttt xtxtxtدر این صورت  ==
n ey,xey,exy,y,y 111 12

2
34 ===K  لمانند حالت او

mtttریشه مساوي باشد  mخواهد بود. و به صورت کلّی اگر معادله مفسر داراي  ==   در این صورت 21

xtm
m

xtxtxt exy,exy,xey,ey 1111 12
321

−====  

mn+1و  y,y K  .ل هستندمانند حالت او  
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  ):35- 6مثال (

′′′−′′=0جواب عمومی معادله  yy :را بنویسید  

  حل: ابتدا معادله مفسر را تشکیل می دهیم:

1
0010

3
21

223

=
==→=−→=−

t
tt)t(ttt  

),,(در نتیجه ریشه هاي معادله مفسر به قرار زیر هستند    و جواب عمومی به صورت 001

xxx→جواب هاي عمومی    e,xe,e 00  

xecxccy 321 ++=  

  معادله مفسر داراي ریشه مختلط هم باشد.  حالت سوم:

iqptفرض کنیـد   iqptو  2=− و بقیـه ریشـه هـا حقیقـی باشـند در ایـن صـورت در جـواب عمـومی بـه جـاي             1=+

2211 ycyc qxsincqxcosc(epx(عبارت  +
21   را می نویسیم.  +

  ):36- 6مثال (

054جواب عمومی معادله دیفرانسیل  =′+′′−′′′ yyy :را بنویسید  

054 23 =+− ttt  

  ابتدا معادله مفسر را تشکیل می دهیم. 

it

iiti)()(

t)tt(t

ttt

−=

+=
+

==−=+=∆

=→=+−

=+−

2

2
2

242451416

0054

054

3

2

1
2

23

  

xsincxcosc(ecy(ی را به صورت در نتیجه جواب عموم x
32

2
1   می نویسیم.  =++

  ): 37- 6مثال (

  جواب عمومی معادله دیفرانسیل زیر را بنویسید.  

04 =− yy )(  

  حل: ابتدا معادله مفسر را تشکیل می دهیم:
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04 =− yy )(  

it,it,t,t)t)(t(t −==−==→=+−→=− 4321
22

4 1101101  

xsincxcoscececy xx
4321 +++=   : جواب عمومی−

  حالت چهارم: معادله مفسر داراي ریشه مختلط تکراري باشد. 

 m2. در این صورت mفرض کنید پس از تجزیه معادله مفسر قسمتی که ریشه مختلط دارد، تکراري باشد یعنی به توان 

  جواب مربوط به این قسمت به صورت تکراري خواهد بود. 

qxsinexc,qxcosexc

.................................................
qxsinexc,qxcosexc

qxsinexcqxcosexc

qxsinecqxcosec

pxm
m

pxm
m

pxpx

pxpx

pxpx

1
2

1
12

2
6

2
5

23

21

−−
−

+

+

  

  و آن را به صورت زیر بیان می کنیم. 

qxsin)xcxcc(eqxcos)xccc(e m
mmm

pxm
mx

px 1
221

1
21

−
++

− +++++++ LL  

  ): 38- 6مثال (

046جواب عمومی معادله دیفرانسیل  =−′′−+ yyyy   را بنویسید.  )()(

  ابتدا معادله مفسر را تشکیل می دهیم:حل: 

0111

1111

011

01

22

22242

224

246

=+−+=

+−=−+

=+−+

=−−+

)t)(t()t(

)t)(t()t)(t(

)t()t(t

ttt

  

11پس معادله مفسر داراي ریشه هاي  =t , 12 −=t , itt == 43 , itt −==   می باشد.  65

  و جواب عمومی به صورت  

xsin)xcc(xcos)xcc(ececy xx
654321 +++++= −  

تذکّر با انتخاب بسمبول 
n

n
n

dx

dD
dx

dD
dx
dD === L2

معادله دیفرانسیل خطی همگن با ضرایب ثابت به فرم زیر در  22

  می آید. 
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01
1

1 =+++ −
− y)aDaDaD( nn

nn L  

  ):39- 6مثال (

012241جواب عمومی معادله دیفرانسیل  22232 =++++− y)D)(DD()D()D(D نویسید. را ب  

  ریشه هاي معادله مفسر D(F(حل: با توجه به 

1112210 121110987654321 −=−−=+−=−========= t,it,it,itt,tit,ttt,tt  

  و جواب عمومی  

xxx ec)xsincxcosc(exsin)xcc(xcos)xcc(e)xcxcc(xccy −− +++++++++++= 1211109876
2

54321 22  

  ):40- 6مثال (

  جواب خصوصی معادله دیفرانسیل را پیدا کنید.  

033 =−′+′′−′′′ yyyy  

  حل: معادله مفسر را تشکیل می دهیم:

111
0133

321

23

===
=−+−

t,t,t
ttt  

xe)xcxcc(yو جواب عمومی معادله به صورت  2
321   است.  =++

  معادلات خطی غیرهمگن مرتبه دوم 6-6

x(fy)x(fy)x(fy(صورت کلّی این معادلات به فرم  321   را ضرایب می نامند.  x(f2(و  f1)x(می باشد و  ′′+′+=

جواب عمومی معادله همگن  x(yh(می باشد که  yp)x(و  yh)x(قضیه: جواب عمومی معادله به فرم مجموع دو جواب 

  متناظر است. یعنی:

021 =+′+′′ y)x(fy)x(fy  

  یک جواب ساده بدون پارامتر، معادله می باشد. یعنی جواب عمومی معادله به فرم  pyو 

)x(y)x(y)x(y ph +=  

  به فرم مجموع چند تابع به فرم زیر باشد.  x(f3(یه: اگر قض

)x(r)x(r)x(ry)x(fy)x(fy k+++=+′+′′ L2121  
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  یک جواب معادله x(y1(و فرض کنید 

)x(ry)x(fy)x(fy 121 =+′+′′  

  یک جواب معادله x(y2(و فرض کنید 

)x(ry)x(fy)x(fy 221 =+′+′′  

  یک جواب معادله x(yk(و به همین ترتیب 

)x(ry)x(fy)x(fy k=+′+′′ 21  

x(y)x(y)x(y)x(y(باشد. آن گاه  k+++= L21  .یک جواب معادله خواهد بود  

  ):41- 6مثال (

xنشان دهید 
p ey xeyyجواب خصوصی معادله  =   است.  ′′+=2

xxxxx
p eeeeyey 2=+→=′′→=  

  براي به دست آوردن جواب عمومی باید از معادله همگن استفاده نمود. 

0=+′′ yy  

  معادله مفسر را تشکیل می دهیم. 

x
h exsincxcoscyxsincxcoscy

itit
t

++=→+=

−==
=+

2121

21

2 01
  

  ):42- 6مثال (

xsinxypنشان دهید  xcosyyیک جواب معادله  =   باشد.  ′′+=2

  حل:

xcosxsinxxsinxxcos
xsinxxcos)xsin(xxcosxcosy

xcosxxsinyxsinxyp

22
2

=+−
−=−++=′′

+=′→=

  

  براي یافتن جواب عمومی از معادله همگن متناظر استفاده می کنیم. 

xecxsinxcxsincxcoscy

it,itt

4321

21
2 01

+++=→

−==→=+  
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را بررسی می کنیم. ساده ترین روش، روش ضرایب نـامعین اسـت. از    x(yp(حال روش به دست آوردن جواب خصوصی 

  این روش فقط در مورد معادلات خطی با ضرایب ثابت می توان استفاده کرد. 

)x(fyayay =+′+′′ 21  

 x(f(را مشـابه بـا    pyباید تابعی باشد که در حالت هاي مختلف ذکر می شود. در این روش سـعی مـی کنـیم     f)x(و 

  انتخاب کنیم. 

  روش ضرایب نامعین 

  این روش فقط در حالات زیر می توان استفاده کرد.  از

  باشد.  nبه صورت یک چند جمله اي از درجه x(f(حالت اول: اگر 

  ):41- 6مثال (

24جواب عمومی معادله  =−′′ yy  .را به دست آورید  

04حل: ابتدا جواب عمومی معادله همگن  =−′′ yy  .ر را تشکیل می دهیمرا پیدا می کنیم. ابتدا معادله مفس  

xx
h ececy

t,t)t)(t(
t

2
2

2
1

21

2

22022
04

−+=

−==→=+−
=−

  

Aypرا به صورت یک عدد انتخاب کرده یعنی  pyیک عدد است  x(f(، چون pyحال براي به دست آوردن  ، حـال  =

py  وpy   را در آن قرار می دهیم.  ′′

2
1

2
1

2
12400

2
2

2
1 −+=→

−=

−=→=−→=′′→=

− xx

p

pp

ececy

y

AAyAy

  

  ):42- 6مثال (

44جواب عمومی معادله  =′−′′ yy  .را پیدا می کنیم  

  حل: ابتدا جواب عمومی معادله همگن متناظر را پیدا می کنیم. 

04 =′−′′ yy  
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  م و ریشه هاي آن را حساب می کنیم. معادله مفسر را تشکیل می دهی

400404 21
2 ==→=−→=− tt)t(ttt  

  و جواب عمومی معادله همگن متناظر به صورت زیر است:

x
h eccy 4

21 +=  

  می باشد. 

Aypرا به صورت یک عدد انتخاب کنیم. مثلاً  pyحال اگر  =  ،py′  وpy   را در معادله قرار می دهیم.  ′′

400
0

=+

=′′=′→= ppp yyAy  

 1cوجود دارد و علت آن کـه   1cرا نمی توان یک عدد انتخاب کرد آن است که در جواب معادله همگن  pyعلت آن که 

  وجود دارد.  0در جواب معادله همگن وجود دارد آن است که در معادله مفسر ریشه 

  انتخاب می کنیم خواهیم داشت: Axرا به صورت  pyحال 

xyAA

y,AyAxy

p

ppp
−=→−=→=−

=′′=′→=

1440
0

  

xeccyو جواب عمومی به صورت  x −+= 4
  خواهد بود.  21

  ):43- 6مثال (

242جواب عمومی معادله دیفرانسیل  xyyy   را بنویسید.  ′′+′+=

  حل: ابتدا جواب عمومی معادله همگن متناظر را پیدا می کنیم. 

xx
p excecy

tt)()(

tt

yyy

−− +=

−=
−

==⇒−=∆

=++

=+′+′′

21

21

2

1
2
21144

012

02

  

  است.  2حال براي به دست آوردن جواب خصوصی: چون طرف دوم معادله یک چند جمله اي درجه 

  انتخاب می کنیم.  2را نیز به صورت یک چند جمله اي درجه  pyپس 

AyBAxyCBxAxy ppp 222 =′′→+=′→++=  

  حال در معادله اصلی جایگزین می کنیم. 
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24832016242
1644224

4222
22

22

=−=→=+−+
−=→=→=+++++

=+++++

CC)()(
BAxCBAx)AB(Ax

xCBxAx)BAx(A

  

24164

24164
2

21

2

+−++=→

+−=

− xxe)xcc(y

xxy
x

p  

باشد، جواب خصوصـی   nیک چند جمله اي از درجه  ]طرف دوم معادله غیرهمگن با ضرایب ثابت[ x(f(قانون کلّی: اگر 

  را به فرم زیر در نظر می گیریم:

n(m(یک چند جمله اي کامل از در 
p xy =  

  تعداد ریشه هاي صفر معادله مفسر می باشد.  mکه 

  ): 46- 6مثال (

12فرم جواب خصوصی معادله  3 +=′′−′′′ xyy .را بنویسید   

2002حل: با توجه به این که معادله مفسر داراي ریشه هاي  321
23 ====− ttttt     می باشد دو ریشـه آن صـفر مـی

  باشد در نتیجه 

)DCxBxAx(xyp +++= 232  

  در معادله غیرهمگن با ضرایب ثابت به صورت x(f(قانون کلّی: اگر 

pxe)x(M)x(f =  

  را به فرم  pyباشد آن گاه  nیک چند جمله اي از درجه  x(M(باشد که در آن 

n(pxm(یک چند جمله اي کامل از درجه 
p exy =  

  در معادله غیرهمگن با ضرایب ثابت به صورت x(f(قانون کلّی: اگر 

qxsin)x(Nqxcos)x(M)x(f +=  

  دو چند جمله اي باشند، قانون کلّی زیر را خواهیم داشت.  x(N(و  M)x(که 

]qxsin)x(Sqxcos)x(R[xy m
p +=  

بـزرگ   nمـی باشـد و    nدو چند جمله اي کامل از درجـه   x(S(و  R)x(معادله مفسر و  +)iq(تعداد ریشه هاي  mکه 

  است.  x(N(و  M)x(ترین درجه بین 
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  مجموعه تست

yxtgyواب معادله ج -1 +=′   کدام است؟ 3

1( 3−= xsincy  2( 3+= xcosy  3( xtany 21+=  4( xcot  

جواب معادله  - 2
)x(y
)y(xy

3
22

+
+

  کدام است؟ ′=

1 (03324 =++−+− |x|lnx|y|lny  2 (03322 =++−+− |x|lnx|y|lny  

3 (033242 =++−+− |x|lnx|y|lny  4 (|x|ln|y|lny 324 ++=  

جواب معادله دیفرانسیل  -3
)x(xy

yy 2

2

1
1

+

+
  کدام گزینه است؟ ′=

1( 2

22
1

1
x

cxy
+

=+  2( 
x

xy 11
22 +

=+  3( c
x

xy +
+

= 2

22
1

  4( c
x

xy +
+

= 2
2

1
  

′=+−1جواب معادله دیفرانسیل  -4 )yx(tany کدام گزینه است؟  

1( xcesiny 1−=  2( xcesiny =  3( xcesiny x −= −1  4( xcesiny x −=  

جواب معادله دیفرانسیل  - 5
yx

y
−

+=′   کدام گزینه است؟ 11

1 (cx)yx( +−=− 22    2 (cx)yx( +−=+ 22  

3 (cx)yx( +=+ 22 2    4 (cx)yx( +=− 22 2  

03معادله دیفرانسیل  -6 233 =++ dyxydx)yx( داراي چه جوابی است؟  

1( cxyx =+ 22 4  2( cxyx =+ 34 4  3( 034 =+ xyx  4( 034 32 =+ xyx  

جواب معادله دیفرانسیل  -7
yx
xyy

+
−

  کدام گزینه است؟ ′=

1 (c
x
ytan|yx|ln =++ −122 2  2 (c

x
ytan|yx|ln =++ −1222  

3 (c
x
ytan|yx|ln =++ −12 22  4 (c

x
ytan|yx|ln =++ 222  
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  جواب معادله دیفرانسیل زیر کدام گزینه است؟ - 8

yx
yxy
−−

+
=′

1
  

1 (c)yx(y +−=
2
1    2 (c)yx(y ++= 2  

3 (c)yx(y ++=
2
1    4 (c)yx(y +

+
=

2

2
  

معادله دیفرانسیل  - 9
x

yxy −
=′

3
  را حل کنید. جواب کدام گزینه است؟ 

1( cxxy =+− 4  2( cxxy =+ 4  3( cxxy =+−
4

4
  4( cxxy =− 3  

02جواب معادله دیفرانسیل  -10 =−+ dy)ysinxy(dxycos کدام گزینه است؟  

1( cyycos =+
3

3
  2( cyycosx =+ 3

3
1  3( cyycos =+ 3  4( cysiny =+3  

2جواب معادله دیفرانسیل  - 11
22 xexxyy   کدام است؟ ′−=

1 ()xx(e x +22 2  2 ()cx(ex +22  3 (2xe  4 (xex 2  

222جواب معادله دیفرانسیل  - 12 121 )x(xyy)x(   کدام است؟ +′=++

  1 (cxcxx +++ 23  2 (xexln +  3 (xex 23 +  4 (xex +  

ylnyyxyyxجواب معادله دیفرانسیل  - 13 ′=+′   کدام گزینه است؟ 22

  1 (cye y +  2 (ylney y +  3 (cy)y(lny +− 2  4 (cyyln +  

yxeyمعادله دیفرانسیل  - 14 −=−′   را حل کنید. جواب کدام گزینه است؟ 22

  1 (xec x 22 +  2 (xex x +3  3 (
3
13 −− xec x  4 (xe x +−6  

  جواب عمومی معادله زیر کدام گزینه است؟ -15

023 =+′−′′ yyy  

  1 (xx ecec 2
4

1 +  2 (xx ecec 2
2

1 +−  3 (xx ecec −+ 2
4

1  4 (xx ecec 2
2

1 +  
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  جواب معادله دیفرانسیل زیر کدام گزینه است؟ - 16

02 =+′+′′ yyy  

1 ()xsinBxcosA(e
x

222
1

+    

2 (xcosxBxsinAx +  

3 ()xsinBxcosA(e
x

2
7

2
72

1
+

  

4 ()xsinBxcosA(e
x

2
7

2
72

3
+  

′′′−′′−′+=0جواب عمومی معادله دیفرانسیل  - 17 yyyy کدام گزینه است؟  

  1 (xx excec 21 +−  2 (xx ecec −+ 21    

  3 (xx excec 21 +  4 (xxx ecexcec −++ 321  

0842جواب عمومی معادله دیفرانسیل  -18 =+′−′′−′′′ yyyy کدام گزینه است؟  

  1 (xx excec 2
2

2
1 +    2 (xxx ecexcec 2

3
2

2
2

1
−++    

  3 (xxx ececec 3
2

21 ++ −−  4 (xx ecec 2
2

2
1

−+  

024جواب عمومی معادله دیفرانسیل  - 19 =+′′− yyy   کدام گزینه است؟ )(

  1 (xx ecec −+ 21    2 (xx excec −+ 21  

  3 ()xcc(e)xcc(e xx
4321 +++ −  4 (xx excec 21 +−  

033جواب خصوصی معادله دیفرانسیل  -20 =−′+′′−′′′ yyyy  لیه30با شرایط او =′′ )(y ،20 =′ )(y  10و =)(y  کدام

  گزینه است؟

  1 (xe)x( +1  2 (xe)x( −1  3 (xx exex 21 ++  4 (xx exex 32 +  

xexcosyyyیک جواب خصوصی معادله دیفرانسیل  - 21 22   کدام است؟ ′′′−′′+=+

  1 ()xsinx(cosey x
p 3

10
12 −+=  2 ()xsinxcos(ey x

p 33
10
12 2 −+=  

  3 ()xsinxcos(ey x
p −+= 3

10
12  4 ()xsinx(cosey x

p 3
10
12 2 −+=  
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5yxyمعادله دیفرانسیل  -22
dx
dy

    برابر است با:  −=

  1 (
cxec

y
x ++

=
− 22

4 1    2 (cxexy x ++= − 22  

  3 (xecx
y

4
4 4

11 −++−=    4 (cxecy x ++= − 222  

xyyجواب معادله دیفرانسیل  - 23     برابر است با:  ′=2

  1 (xecy
1

=  2 (
xe

y 1
=  3 (2xecy =  4 (2xec −  

byyyyجواب عمومی معادله دیفرانسیل  - 24 =+′+′′−′′′     کدام است؟  35

  1 ()xsinCxcosB(eAey xx
c 552 ++=  

  2 (beceBeAy x)(x)(x
c +++= −+ 5252  

  3 ()xsinCxcosB(eAey xx
c 332 ++=  

  4 (beceBeAy x)(x)(x
c +++= −+− 52522  

جواب خصوصی معادله دیفرانسیل  -25
y

xx
dx
dy 21 +

)x,y(با شرایط اولیه  = 01     کدام است؟  ==

  1 (
3
21

3
1 2

3
22 ++= )x(y    2 (

3
11

3
2 2

3
2 ++= )x(y  

  3 (
3
11

3
2 2

3
22 ++= )x(y    4 (

3
21

3
1 2

3
2 ++= )x(y  

     معادله دیفرانسیل زیر را حل کنید.  - 26

yexy −=′ 23  

  1 (
cx

xy
+

=′
3

23  2 (
3
13 )cx(y +=′  3 (

cx

cxy
−

+
=′

2

2
  4 (c

x
xy +

−
=′ 12

  

5yxyجواب معادله دیفرانسیل به صورت  - 27
dx
dy

=−     

  1 (xecx
y

4
4 4

11 −++−=    2 (xexxy +−+=
4
12  

  3 (xexxy +++=
4
123    4 (xBc

x
xy +++−=

12  

′′+=0جواب دوم معادله نوسانگر خطی به معادله  -28 yy  :به صورت    

  1 (xcosy −=2  2 (xcosy =  3 (xsiny −=  4 (xcosxsiny =  
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  پاسخنامه سوالات تستی

  صحیح است. زیرا: 1گزینه  - 1

33
3

3
3

−=→×=+→
+=+→

==
+

→+=

xsincyxsinc)y(
cln|xsin|ln|y|ln

dxxcot
xtan

dx
)y(

dyyxtan
dx
dy

  

  صحیح است. زیرا: 3گزینه  -2

|x|lnx|y|lny

dx)
x

(dy}
y

{

x
dxx

)y(
dyy

)x(
dxx

)y(
ydy

)x(y
)y(x

dx
dy

33242
3

31
2

212

32
2

32
2

3
22

+−=+−
+

−=
+

−

+
=

+
→

+
=

+

+
+

=

  

  صحیح است. زیرا: 1گزینه  -3

)x(

xCy

)x(

Cx)y(

Cln|)x(|ln|x|ln|)y(|ln

Cln|x|ln|x|ln|y|ln

x

CBxdx
x
A|y|ln

C,B,A
)x(x)x(x

CxBxAxA

)x(

CBx
x
A

x)x(

dx

)y(

ydy

2

2
2

2
1

2

2
1

2

2
1

22
1

2

22

2
2

22

22

222

1
1

1

1

11

1
2
11

2
1

1
1

2
1

011
1

1
1111

+
=+→

+

=+→

+++=+

++−=+

+

+
+=+→

=−==→
+

=
+

+++
=

+

+
+=

+
=

+

−

−

∫ ∫

  

  صحیح است. زیرا: 2گزینه  -4

xecsinyecsinyxec)yxsin(

eusincx|usin|lndxduucotdxucotduutan
dx
duutanu

uyuyuyx
)yxtan(y

xxx

cx

−=→=+→=+→

=→+=→=→=→=→−=−′

−′=′→′=′+→=+
−+=′

−−

+∫ ∫
11

11

11
1
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  صحیح است. زیرا: 1گزینه  -5

cx)yx(xc)yx(xcuxcu

dxudu
udx

du
u

u
u

yyuuyuyx
yx

y

+−=−→−=+−→−=+→−=+→

=−→=−→+=′−→+=′→′=′−→′=′−→=−→
−

+=′

222
2

1111111111

2222  

  صحیح است. زیرا: 2گزینه  - 6

03 233 =++ dyyxdx)yx(  

)y,x(f)y,x(fdyyxdx)yx( 323333 3 λ=λλ=λ++λمعادله همگن می باشد→  

dVxdxVdyVxy +=→=  

03 22333 =+++→ )dxVdVx()Vx(xdx)xVx(  

  شود.  3xطرفین تقسیم بر 

cyxx

c
x

yxx

c)V(x

c)V(x

cln|)V(|x|ln

|c|ln|V|ln|x|ln

V

dVV
x

dx

)V(

dVV
x

dx

dV)xV(dx)VV(

)dxVdVx()V(dx)V(

=+

=+

=+

=+

=+

=++

=
+

+→

+
=−

−=++

=+++

34

3

344

34

4
1

3

4
1

3

3

3

2

3

2

233

23

4

4

41

41

41

41
4
1

0
41

3

41
3

331

031

  
  صحیح است. زیرا: 1گزینه  -7

dVxdxVdyVxy →معادله همگن است      =→=+




λ→
λ→

yy
xx  
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c
x
ytan|yx|ln

cVtan)V(x|ln

cVtan|V|ln|x|ln

cVtan|V|ln|x|ln

cln|V|lnVtan|x|ln

V

dVV

V

dV|x|ln

)V(

dV)V(
x

dx
xdV)V(dx)V(

dVx)V(dx}VVV{

dx)V(dVx)V(dx)V(V

dx
V

VdVxdxV

dx
Vxx

xVx)dVxdxV(

=++

=++→

=+++

=+++→

+++=−⇒

+
+

+
=−→

+

+
=−→

+−=+→

+−=+−+

−=+++
+

−
=+→

+
−

=+→

−

−

−

−

−

∫ ∫

122

122

12

12

21

22

2

2

2

2

21

212

1
2
1

1
2
1

11

1
1

11

11

111
1

1

  

  صحیح است. زیرا: 4گزینه  -8

 01111 =−−−=−
++
++

=′ )()()()(beah
dhyex
cbyaxy  

c)yx(y

cx)yx(yx

cxuu

dxdu)u(
u

u

uu
u

u
u)u(

uyyuyxu
yx
yxy

+
+

=

+=
+

−+

+=−

=−→
+−

=′→

+−
+−=

+−
+−

=
+−

=−′→

−′=′→′+=′→+=

→
+−−

+
=′

2

2

2

1
1

1
1

11
1
11

1
1

11
1

2

2

2
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  صحیح است. زیرا: 3گزینه  -9

03

3

=−+−

−=

dx)yx(dyx

dx)yx(dyx  

=−→معادله دیفرانسیل کامل است 
∂

−∂
=

∂
−∂ 1

3

y
)yx(

x
)x(  

cteyxx

ccteyxxu

cte)y(f
dy

)y(fd

x
dy

)y(fdx
y
u

)y(fyxxu)y(fdx)yx(u)yx(
x
u

=−→

=+−+=→

=→=→

−=+−=
∂
∂

+−=→+−=→−=
∂
∂

→ ∫

4

4

0

4

4

4

433

  

  صحیح است. زیرا: 2گزینه  -10

=−→معادله دیفرانسیل کامل است 
∂
−∂

=
∂

∂ ysin
x

)ysinxx(
y

ycos 2
  

cyxycos

y)y(fy
dy

)y(fd

ysinxy
dy

)y(fd
x)y(sin

y
u

)y(fxycosu)y(fdxycosuycos
x
u

=+→

=→=→

−=+×−=
∂
∂

+=→+=→=
∂
∂

→ ∫

3

3
3

32

2

  

  

  صحیح است. زیرا: 2گزینه  -11

[ ]
)cx(ecdxeexey

cdxe)x(qeyex)x(q

xdxxdx)x(f)x(gx)x(f

xxxx

)x(g)x(gx

+=







+=

+==

−=−==→−=

∫

∫

∫ ∫

−+

−

2

2

2222

2

2

2

22
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  صحیح است. زیرا: 1گزینه  -12

[ ]
cxcxxcxxcx

)cx)(x(cdx
)x(

)x()x(cdxe)x(ecdxe)x(qey

|x|lndx
x

xdx)x(f)x(g

)x()x(q
x

x)x(f

)x(y
)x(

xy)x(xyy)x(

|x|ln|x|ln)x(g)x(g

+++=+++=

++=











+

+
++=








++=+=

+−=
+

−
==→

+=
+

−
=

=+−
+

−′→++=′+

∫∫∫

∫ ∫

+−+−

2323

2
2

22121

2
2

2
2

2
2

222

1
1

1111

1
1

2

1
1

2

01
1

2121

22

  

  صحیح است. زیرا: 3گزینه  -13

ylnxx
ydy

dxylnxx
ydy

dx
ylnyxx

y
dx
dy

ylnyxx

yy

y)ylnyxx(yylnyyxyyx

22

22

22

2121
22

022

=+→+−=→

−

−
=→

−

−
=′

=+−′→′=+′

  

  می کنیم.  2xمعادله دیفرانسیل برنولی می باشد طرفین را تقسیم بر 

yln
y

x
dy
dxx 2112 =+ −−  

112از تغییر متغیر  −+− == xxu  .استفاده شود  

ylnu
ydy

duyln)
y

(u
dy
du

dy
dxx

dy
duxu

2121

21

−=+→=−+−→

−=→= −−

  

  حال این معادله خطی مرتبه اول است. 

[ ] [ ] [ ]
cy)y(lny

c)y(lnyc)y(lnycdyyln
y

ycdyeylnecdye)y(qey

yln
y

dydy)y(f)y(g

yln)y(q,
y

)y(f

ylnyln)y(g)y(g

+−=

+−=











+−=








+−=+−=+=

−=−==

−=−=

∫∫∫

∫ ∫

−−

2

22

2
222

21

  

  صحیح است. زیرا: 3گزینه  -14

  ضرب می کنیم.  yeحل: ابتدا طرفین را در 
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yexy −=−′ 33  

xeey yy 33 =−′  

yeuحال  = ← yeyu ′=′  

xuu 33 =−′  
  معادله خطی مرتبه اول می باشد. 

[ ] [ ] [ ] [ ]∫∫∫∫
∫ ∫

+−=+−−=+=+=

−=−==

=−=

−−− cdvvecdxexecdxexecdxe)x(qeu

xdxdx)x(f)x(g

x)x(q,)x(f

xxxxx)x(g)x(g 33333 33

33
33

  

[ ] [ ] x
x

xxxxxx

x

x

ecxcexeecdxexeecdvuuve

eu

dxdvvx,dudxe

33333333

3

3

3
1

3

3

+−−=











+

−
+−=++−=++−=

→=

=→==−

−
−−−

−

−

∫∫

  

  صحیح است. زیرا: 4گزینه  -15

  ابتدا معادله مفسر را تشکیل می دهیم. 

xx ececy

t

tt

)()()(tt

yyy

2
2

1

2

1

22

1

2
2

13
112143023

023

+=

=

=→
±

=

==−−=∆=+−

=+′−′′

  

  صحیح است. زیرا: 3گزینه  -16

  ابتدا معادله مفسر را تشکیل می دهیم:

)xsinBxcosA(ey

)qxsinBqxcosA(ey

q,p

it

it
i

t

i)()()(

tt

yyy

x

px

2
7

2
7

2
7

2
1

2
7

2
1

2
7

2
1

2
71

772141

02

02

2
1

2

1

2

2

+=

+=

==→

−−=

+−=
±−

=

=−=−=∆

=++

=+′+′′
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  صحیح است. زیرا: 4گزینه  -17

  ابتدا معادله مفسر را تشکیل می دهیم:

xxx ey,exy,ey

t,tt)t()t(

ttt

−===

−====+×−

=+−−

321

321
2

23

11011

01

  

xxx ecexcecy −++= 321  

  صحیح است. زیرا: 2گزینه  -18

  ابتدا معادله مفسر را تشکیل می دهیم:

xxx eyexyey

ttt
)t()t()t()t(

)t()t(t

ttt

2
3

2
2

2
1

321

22

2

23

22
022042

0242

0842

−===

−=→==
=+−→=−−

=−−−

=+−−

  

  و جواب عمومی معادله به فرم زیر است:

xxx ecexcecy 2
3

2
2

2
1

−++=  

  صحیح است. زیرا: 3گزینه  -19

  ابتدا معادله مفسر را تشکیل می دهیم:

xxxx

)(

ey,exy,exy,ey

t,t,t,tt

)t()t()t()t(t

ttttt

yyy

−− ====→

−=−===→=

−−=−−+−

=−+−=+−

→=+′′−

4321

4321
2

22222

22424

4

11111

11111

1012

02

  

xxxxجواب عمومی به صورت  excecexcecy −− +++= 4321  

            )xcc(e)cxc(ey xx
4321 +++= −  

  صحیح است. زیرا: 1گزینه  -20

  ابتدا معادله مفسر را تشکیل می دهیم:
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101

0133

321
3

23

===→=−→

=−+−

ttt)t(

ttt  

)xcxcc(e x 2
321 →جواب عمومی    =++ xxx exyexyey 2

321 ===  

  حال شرایط اولیه را در آن صدق می دهیم. 

)cxccxcxcc(e

ec)xcc(ee)xcc()xcxcc(ey

e)xcc()xcxcc(ey

x

xxxx

xx

332
2

321

33232
2

321

32
2

321

242

222

2

+++++=

+++++++=′′

++++=′

  

  صحیح است. زیرا: 3گزینه  -21

21
2

2
1

2

2
pppx yyy

ypeyyy

ypxcosyyy
+=







→=+′′−′′′

→=+′′−′′′
  

اســت جــواب خصوصــی اش بــه صــورت  cosدر معادلــه اول بــه دلیــل ایــن کــه ســمت راســت معادلــه یــک عبــارت  

xcosBxsinA   فرض شده است.  +

xecاست. جواب خصوصی به صورت  xe2در معادله دوم به دلیل این که سمت راست معادله به صورت    فرض می شود.  2

xcosBxsinAyxsinBxcosAy
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  ابتدا جواب معادله همگن را می یابیم. 
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