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: تعاريف

بخشي از علوم است كه درباره وضع سكون و حركت اجسام تحت تأثير             : مكانيك
. نيروها گفتگو ميكند

رويدادها  يك ناحيه هندسي است كه بوسيله اجسام اشغال ميشود و درآن               : فضا
مـوقعيت هر نقطه از جسمي بوسيله مختـصات مربوط به آن         . بوقوع ميپيوندد 

. نقـطه با انتخاب دستگاه مختصات مناسب مشخص ميشود        

در مكانيك نيوتوني زمان يك كميت مطلق     . معيار توالي رويدادهاست     : زمان
. محسوب ميشود  

 مقدمه، ارايه برداري نيرو و تعادل ذره مادي        -1
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:  (Force)نيرو

نيرويي كه بر جسمي وارد ميشود،        . اثر برداري يك جسم بر جسم ديگر است      
كت   تمايل دارد آن جسم را در راستا و جهتي كه بر آن اثر كرده است به حر         

. درآورد
:(Particle)ذره مادي 

به هنگاميكه ابعاد يك جسم در          . نمايـشگر يك جسم است با ابعاد قابل اغـماض           
ره مادي    تشريح حركت آن و يا اثر نيروهاي وارده بر آن مطرح نيستند، جسم را ذ      

. فرض ميكنند

:جسم صلب (Rigid body)     

جسمي است كه بين اجزاء تشكيل دهنده آن هيچ تغيير شكل نسبي بوجود          
هرگاه تغيير شكل جسم در مقايسه با ابـعاد كلي جسم                 : بعبارت ديگر. نيايد

. ناچيز باشد، جسم را صلب فرض ميكنيم     
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: (Statics)استاتيك

در  .  شاخه اي از علم مكانيك است كه در ارتباط با تعادل اجسام بحث مي كند         
نست كه جسم مورد نظر كاملاً صلب است؛ يعني هيچ تغيير    آاستاتيك، فرض بر  

. شكلي بواسطه نيروهاي اعمالي در آن ايجاد نمي شود         

: ( Free  body diagram)دياگرام آزاد

وان   يك سيستم مكانيكي را ميتوان بصورت يك جسم يا گروهي از اجسام كه ميت                
در حل مسايل مـكانيك لازم است كه      .  آنها را از يكديگر مجزا نمود تعريف كرد 

سي  نيروهاي وارده بر جسم يا اجزاي تشكيل دهنده سيستم مكانيكي مورد برر      
بدين منظور از ديـاگرام آزاد كه نمايـشگر نيروهاي وارده بر جسم يا       . قرار گيرد

. اجزاي تشكيل دهنده سيستم مكانيكي ميباشد استفاده ميكنند         
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سيستم آحاد 

طول جرم   زمان 

SI

MKS m kg s

CGS cm gr s

English ft slug s
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: نمايش بردارهاي يكه

x

y

z

(x,y,z) دستگاه كارتزين x

y

z

(R,θ,φ) دستگاه كروي 

R

ϕ

θ

ϕe

Re

θe

x

y

z

(r,θ,z) دستگاه استوانه اي
r

z

ze

re
θeθ

j

k

i
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: نمايش نيروها

x

y

z

FA

jFF =
: نيروي محوري

x

y

z

F
A jFiFF yx +−=

: نيروي صفحه اي 
θ

jFiFF θθ cossin +−=
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x

y

z

F

α

: نيروي فضايي 

kFjFiFF zyx ++=

)coscos(cos kjiFF γβα ++=

β
γ

F

Fx=αcos
F

Fy=βcos
F

Fz=γcos

1coscoscos 222 =++ γβα
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:نحوه ارايه يك نيرو در فضا به شكل برداري   

x

y

z

F
A

B

),,( AAA zyxA =
),,( BBB zyxB =

222 )()()(

)()()(

ABABAB

ABABAB
AB

zzyyxx

kzzjyyixx

AB

AB

−+−+−

−+−+−
=== λλ

λFF =
ABBA λλ −=

: با معلوم بودن مختصات دو نقطه از امتداد نيرو     : روش اول 
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:روش دوم 

: اگر كسينوس هاي هادي معلوم باشند، آنگاه داريم    

cos cos cosAB x y zi j kλ λ α α α= = + +

λFF =
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(Equilibrium of a particle)  تعادل ذره مادي

يك ذره مادي به هنگامي در وضعيت تعادل است كه برآيند نيروهاي        

. وارده بر آن برابر صفر باشد

: بعبارت ديگر؛ جهت ارضاي قانون اول نيوتون ميبايست داشته باشيم          

=0F∑=R
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 در جهت و امتداد نشان داده شده در شكل تحت تأثير       Bو   Aاتوبوسي بوسيله دو خودرو     :مثال
 باشند، نيروهاي كشش45 و 30بترتيب برابر و     چنانچه زواياي  .  كشيده مي شودPنيروي

: بيابيدوارده از طرف كابل ها را بر اتوبوس 

α

β
P = 5000 N

انتخاب دستگاه مختصات    : قدم اول
x

y

1T) رسم نيروها(دياگرام آزاد : قدم دوم

2T

معرفي نيروها  : قدم سوم  

iP 5000=

)sin(cos11 jiTT αα +=

)sin(cos22 jiTT ββ −=

محاسبه خواسته سؤال   : قدم آخر

αβ

A

B
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α

β
P = 5000 N

x

y

1T

2T

o30=α
o45=β

21 TTP +=

45cos30cos5000 21 TT +=
045sin30sin 21 =− TT

NT 25.36601 =

NT 2.25882 =
A

B

jTTiTTi )45sin30sin()45cos30cos(5000 2121 −++=
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نيروها  مطلوبست محاسبه برآيند.  مطابق شكل وارد مي شودT و  Pبر سازه زير دو نيروي   :مثال
و بزرگي آن؟ 

P = 500 N

T = 200 N

5 
m

60
o

3 m : پاسخ 

x

y

iP 500=
)sin(cos200 jiT αα +−=

α

α

x

h

5.260cos5 == ox
3.460sin5 == oh

5.5

3.4

3
tan =

+
=

x

hα

o2.38=α

)62.079.0(200 jiT +−=
TPR +=

jiR 68.123)17.157500( −−=
NjiR 68.12383.342 −=

NR 46.364=
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  را بنحوي Pنيروي .  يك جرثقيل سقفي مطابق شكل تحت تأثير سه نيرو قرار گرفته است     :مثال
تعيين كنيد كه برآيند نيروها در امتداد قائم باشد؛

P

2000 N 1000 N

40
40

: پاسخ

x

y

iPP =

)40cos40(sin10001 jiF oo −=

)40sin40(cos20002 jiF oo +−=

21 FFPR ++=

jiPR )62.2051()3.889( −−=
NjR 62.2051−=

NiP 3.889=
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 A در نقطه   F است، نيروي   AC و ABبه سازه اي مطابق شكل كه شامل دو ميله       :مثال
 سازه چه نيروهايي را ايجاد ميكند؟    AC و ABاين نيرو در امتداد اعضاي  .اعمال شده است 

AAAA

BBBB

CCCC

F = 350 N

o60

o45

: پاسخ

x

y

)45sin45(cos1 jiFF AB +=

jF 350−=

jjFFiFFR ACABACAB 350)30sin45sin()30cos45cos( −=−++=

)30sin30(cos2 jiFF AC −=

NFAC 2.256=

NFAB 8.313−=

و 35030sin45sin −=− ACAB FF

FFFR =+= 21

030cos45cos =+ ACAB FF



حسينی ھاشمی 24

x
y

، اعمال شده به مفصلي از يك سازه مطابق شكل دو نيرو در امتدادهاي نشان داده شده    :مثال
نيد؛آن ها را با يك نيرو تعويض نماييد و امتداد نيروي تعويضي را مشخص ك  . اند

6 kN

4 kN

30

40 )30sin30(cos61 jiF +=

jiR )40cos430sin6()40sin430cos6( ++−=

)40cos40(sin42 jiF −−=

: پاسخ

21 FFR +=

jiR 06.662.2 +=

)
62.2

06.6
(tan)(tan 11 −− ==

x

y

R

R
θ o6.66=θ
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تعين مطلوبست. اعمال شده است W C  از يك سازه مطابق شكل نيروي   به  نقطه   :مثال 
CD, OC OB ,OA  نيروهاي كشش در كابلهاي

A B

O

C
D

W=2447 N

60

3040

: پاسخ

x

y

iTT CDCD −=jW 2447−=

(cos 60 sin 60 )C O C OT T i j= +

0)2447866.0()5.0( =−+−→ jTiTT COCDCO

0=++= COCD TTWR

05.0 =− CDCO TT 02447866.0 =−COT

2825.6COT N= NTCD 8.1412=
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A B

O

C
D

W

60

3040

x

y

0)643.024475.0()766.08.1412866.0( =+−+−−→ jTTiTT OAOBOAOB

0=++= OCOAOB TTTR

NTOA 1503= NTOB 2961=

0766.08.1412866.0 =−− OAOB TT 0643.024475.0 =+− OAOB TT

( cos 40 sin 40 )O A O AT T i j= − +

(cos 30 sin 30 )O B O BT T i j= +

2825 .6 (cos 60 sin 60 )O C C OT T i j= − = − +
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شده   به زمين وصلA به ميله و در نقطه B در نقطه AB بوسيله كابل BCميله قائم   :مثال
: مطلوبست. است

 ؛ABبردار وضعيت . الف

 ؛BAبردار وضعيت .ب

 . ABبردار يكه   .پ

x

y

z

CCCC

BBBB

80 m

AAAA
30

 m

40 m

:پاسخ

)0,80,0(

)30,0,40(

B

A −

kzzjyyixxr ABABABAB )()()( −+−+−=
kjir AB 308040 ++−=

kjirr ABBA 308040 −−=−=
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kji
kji

r

r

AB

AB
AB 32.085.042.0

)30()80()40(

308040
222

++−=
++−

++−
==λ

)0,80,0(

)30,0,40(

B

A −

222 )()()(

)()()(

ABABAB

ABABAB

AB

AB
AB

zzyyxx

kzzjyyixx

r

r

−+−+−

−+−+−
==λ

kjir AB 308040 ++−=
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x

y

z

C

80 m

A

30
 m

40 m

kjiAB 32.085.042.0 ++−=λ

:  باشد، مطلوبستN 2500چنانچه در مثال قبل بزرگي نيروي كشش در كابل برابر   :مثال

زاويه اين بردار با محورهاي مختصات؛  : ب ؛ ABبردار كشش  : الف

:پاسخ
ABABAB TT λ×=

ABABT λ2500=

kji zyxAB αααλλ coscoscos ++==

42.0cos −=xα
85.0cos =yα
32.0cos =zα

o
x 8.114=α

31.79o
yα =

o
z 34.71=α

B

*********
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A

x

y

z

16 m

B C

11 m

16 m

8 m

يك ديوار سيماني بطور موقت بوسيله كابل هاي نشان داده شده در شكل    :مثال
 840 برابر AB و در كابل N 1200 برابر ACكشش در كابل . شده است نگهداري

Nبزرگي و جهت برآيند نيروهاي كابل  :  مطلوبست.  استAB  و AC در نقطه A

)27,8,0(

)0,8,0(

)11,0,16(

−

−

C

B

A

: پاسخ

NT

NT

AC

AB

1200

840

=

=
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A

x

y

z

16 m

B C

11 m

16 m

8 m

)27,8,0(

)0,8,0(

)11,0,16(

−

−

C

B

A

NT

NT

AC

AB

1200

840

=

=

21

11816

)11()8()16(

11816
222

kjikji

r

r

AB

AB
AB

++−
=

++−

++−
==λ

24

16816

)16()8()16(

16816
222

kjikji

r

r

AC

AC
AC

−+−
=

−++−

−+−
==λ
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A

x

y

z

16 m

B C

11 m

16 m

8 m

kjiTT ABABAB 440320640 ++−=×=λ

kjiTT ACACAC 800400800 −+−=×= λ
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A

x

y

z

16 m

B C

11 m

16 m

8 m

kjiTT ABABAB 440320640 ++−=×= λ

kjiTT ACACAC 800400800 −+−=×=λ
ACAB TTR +=

kjiR 3607201440 −+−=

1440
cos 0.87

1649.7
x

x

R

R
θ −= = = −

720
cos 0.44

1649.7
y

y

R

R
θ = = =

360
cos 0.22

1649.7
z

z

R

R
θ −= = = −

0150.5xθ =
01.64=yθ

06.102=zθ
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x

y

z P

C

B

A

2 m

12 m

8 m
10 m

پاسخ

12 m

(1 2 , 2 , 0 )

( 0 , 1 2 , 1 0 )

A

C −

jW 2000−=

iPP =

)46.057.068.0( kjiTT ABAB ++−=

)54.054.065.0(
55.18

101012
kjiT

kji
TTT ACACACACAC −+−=

−+−
×=×= λ

 در وضعيت شكل P و نيروي  AC و  AB كيلوگرمي بوسيله دو كابل 200يك وزنه   :مثال
Pمحاسبه بزرگي نيروي كشش كابل ها و بزرگي نيروي :  مطلوبست. نگهداري شده است
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x

y

z P

C

B

A

2 m

12 m

8 m
10 m

      

12 m

jW 2000−=

iPP =

)46.057.068.0( kjiTT ABAB ++−=

)54.054.065.0( kjiTT ACAC −+−=

( 0.65 0.68 ) (0.54 0.57 2000) (0.46 0.54 ) 0AC AB AC AB AB ACR T T P i T T j T T k= − − + + + − + − =
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رآيند آنها  مقادير سه نيروي نشان داده شده در شكل را با توجه به اينكه نيروي ب       :مثال
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kNP 2501 =

kNP 86.4713 =

kNP 3.2932 −=
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  مطابق شكل ABوAC بوسيله ي دو ريسمان  780Nجسمي به وزن    :مثـال 
مطلوب است تعيين كشش در     .روي يك سطح صيقلي نگه داشته شده اند       

).واحد ها بر حسب متر هستند.(ريسمان ها
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 نيرو، گشتاور و زوج نيرو   -2

:نيروهاي خارجي و داخلي         
د   نيروهاي خارجي، نيروهايي هستند كه از طرف اجسام ديگر برجسم صلب وار    

مي شوند و سبب رفتار خارجي جسم مي شوند به عبارت ديگر يا عامل به                   
. حركت درآوردن جسم اند يا عامل به سكون درآوردن آن      

كابلي    بعنوان مثال يك خودرو را درنظر بگيريد كه در امتداد افقي به وسيله              
. توسط افرادي كشيده شود      

1R
2R

w

T
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 صلب در جوار   نيروهاي داخلي نيروهايي هستند كه سبب مي شوند اجزاءتشكيل دهنده جسم 
. يكديگر باقي بمانند و از هم جدا نشوند 

ها تحت تاثيردو نيروي   بعنوان مثال يك ميله را درنظر بگيريد و فرض كنيد كه ميله در دو انت   
. مساوي و مختلف الجهت قرار گرفته باشد   

F F
F

F

FF

F  .هاي با رنگ آبي نيروهاي داخلي اند
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: اصل قابليت انتقال نيرو    

 را   شرايط تعادل يا حركت جسم صلب بدون تغيير خواهد ماند، چنانچه نيرويي               
اوي و    كه به نقطه اي از جسم اثر مي كند با يك نيرو در نقطه اي ديگر كه مس               

مشروط برآن كه امتداد نيروي    . هم جهت با نيروي اوليه باشد تعويض كنيم         
. همان خط اثر نيروي اوليه باشد   ) خط اثر نيروي تعويضي  (تعويضي   
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..رست استرست استاصل قابليت انتقال نيرو فقط براي مطالعه رفتار خارجي اجسام كاملا داصل قابليت انتقال نيرو فقط براي مطالعه رفتار خارجي اجسام كاملا د
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ضرب برداري دو بردار     

P

b
θ a

c
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.مساحت متوازي الاضلاعي كه روي دوبردار بنا شود
P به عبارت ديگر يعني صفحه امتداد عمود بر صفحه دو بردار   .

aa = =بردار مقدمبردار مقدم
bb = = بردار مؤخر بردار مؤخر

θsinabc

bac

=
×=

ab,
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گشتاور حول يك نقطه   

.  وصل شده است  Fاز مبدأ به نقطه اثر نيروي  .  بردار وضعيت است 

. ترتيب بردارها مهم است  
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θsinrFMO =
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(Varignon) قضيه ورينون  
 را درنظر مي گيريم كه به آن انواع     Aيك نقطه از جسم صلب مثل نقطه    

. نيروها وارد شده باشند  
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گشتاور برايندنيروهاي متقارب حول يك نقطه     
برابر است بامجموع برداري گشتاورهاي حاصل      

.از هر يك از نيروها حول ان نقطه   
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ab

bababa zzyyxx ++
=θcos

θcos. abba = cosa θاست   b      در امتداد a   تصوير يا مولفه 

تعيين زاويه ما بين دو بردار در فضا     كاربرد يك :

تعيين تصوير يا مولفه يك بردار در امتداد يك بردار ديگر          كاربرد دو  :
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بردار يكه در امتداد بردار : 

λ..
.

a
b

b
a

b

ba =






= b  در امتداد  a  تصوير يا مولفه بردار

λb
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( )cba ×.
cbd ×=

يك كميت اسكالريك كميت اسكالر
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θ

ضرب مختلط سه بردار    

θsinbcd =
( ) αθα cossincos.. abcaddacba ===×
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abc .بنا مي شود ,,

( ). sin cosa b c abc θ α× =
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( ) ( )x y z y z y z x z x z
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حجم متوازي السطوحي است كه روي سه بردار 

. بنامي شود
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 و گشتاور زوج نيرو     (Force Couple)زوج نيرو   

A(a , o , c)         
C(o , b , o)
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F
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o 2r C y
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iFF

A
=)

( ) iFkcjbiaFrM AC ×+−=×= )*

( )kbjcFM C +=

به دو نقطه از دو نيرو با اندازه هاي يكسان و راستاهاي موازي را كه مخالف جهت هم      
.  جسمي وارد شوند زوج نيرو ميگويند  
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است  (Free vector)    گشتاور زوج نيرو يك بردار ازاد
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يك نيروي مفروض به يك نيرو و بردار كوپل در نقطه اي       يك نيروي مفروض به يك نيرو و بردار كوپل در نقطه اي       ) ) تعويضتعويض((تجزيه تجزيه 
OO    مثلمثل
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. اثر زوج نيرو ايجاد گشتاور است  
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 كوپل در هر مي توان نيرويي را كه بنقطه اي از جسم وارد شده با يك نيرو و بردار   
بالعكس اگر . نيروي تعويضي وبردار كوپل بر هم عمودند  .نقطه مفروضي تعويض كرد

رو تعويض يك نيرو و كوپل عمود بر هم داشته باشيم مي توانيم آنها را با يك ني 
. كنيم
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2 31 1 2 3F F i F F j F F k= = =

1 1M cF j=
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رآيند نيروها هر نيرو و بردار كوپل مربوط به خودش بر هم عمودند ليكن بردار هاي ب 
و برآيند كوپل ها بر هم عمود نيستند
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 A مطابق شكل كه در نقطـه        OAبراي ميله    :مثال 
قـرار دارد   ) 100N(تحت تاثير نيـروي صـد نيـوتن         

:مطلوب است

O. حول نقطه 100N گشتاور نيروي   )الف
 A بزرگي نيرويي كه به طور افقي در نقطه  )ب

 ايجاد  Oاعمال شود و همان گشتاور را حول نقطه    
.نمايد

 كه A كوچكترين نيروي اعمال شده در نقطه )ج
.  ايجاد كند Oهمان گشتاور را حول نقطه    

 نيرويي با OA چنانچه در نقطه اي از ميله  )د
و در امتداد عمودي اعمال كنيم  240Nبزرگي 

 چقدر بايد باشد تا گشتاوري  Oفاصله اين نقطه از 
برابر با همان گشتاور قبلي ايجاد كند؟ 
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r و         ثابت اند 
  

 كمترين مقدار باشد  براي اينكه 

. داشته باشد بايد بيشترين مقدار خود را

*
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kji
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24 1200 50F F N= ⇒ =
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°60

y

x
o

A

r B

240 N

jjpp 240−=−=

3 0 1202 2
0 240 0

O

i j k

rM r p r rk= × = − = −

−

)60sin60(cos jirr +=

mrr 101200120 =→=
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 مفصل شده و به وسيله كابلي كه از حلقه B , Aيك سكوي مستطيلي در نقاط   :مثال 
.  استCE  1934Nكشش در كابل.  مي گذرد نگهداري شده استEبدون اصطكاك 

حول مبدأ دستگاه  C از نقطه CEمطلوب است گشتاور نيروي وارد شده بر كابل   
. مختصات

m9.0

m3.2

m5.1
m

25.
2

EDT

A

B

≈≈

z
D

x

E

CET

y

r

G

C

o

C(0,0,2.25) E(0.9 , 1.5 , 0) CECECE TT λ=

( ) ( ) ( )222 25.25.19.0

25.25.19.0

++

−+
=

kji
CEλ

kr 25.2=

( )1934
0.9 1.5 2.25

2.85CET i j k= × + −
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0 0 2.25 1597.2 958.2

425.9 709.9 1064.9
CE

i j k

M r T i jo = × = = − +
−
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 مطابق  B , Aاست از دو نقطه    420N كه برابر با      P خط اثر نيروي    :مثال 
 به دست   (O) را از مبدأ مختصات     Pفاصله قائم خط اثر    . گذردشكل مي 

.آوريد

OAr

z
m3

A

m
18

B

m12
y

m8

x
o

OBr

p

A(3,0,18)      B(12,8,0)

( ) ( ) ( )222 1889

1889

++

−+
=

kji
ABλ

( )kjipp AB 1889
66.21

420 −+== λ

prprM OBOAO ×=×=

)3491.1555.174( kjip −+=

قابليت انتقال نيرو
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kir OA 183 +=

3 0 18

174.5 155.1 349
O OA

i j k

M r p= × =
−

jir OB 812 +=

12 8 0

174.5 155.1 349
O OB

i j k

M r p= × =
−

kji 46541882792 ++−=

kji 46541882792 ++−=

θ

pdprMMMM zyxO ==++= θsin222

78.5054=OM 12==
p

M
d O

o

A

C

d

r p
m
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0.2 m

0.4
 m

0.3 m

0.6 m

FC

D

x

y

z

Bميله نشان داده شده در شكل به وسيله دو ياتاقان  :مثال , A  نگهداري شده است در
. پيدا كنيدAB را حول محور Fباشد گشتاور نيروي  F ،700Nصورتيكه بزرگي نيروي 

CDFF λ=

C(o.6,0,0.3)     D(0,0.2,0)

( ) ( ) ( )2 2 2

0.6 0.2 0.3

0.6 0.2 0.3
CD

i j k
λ

− + −
=

+ +

A

B

O

E
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0.6 0.2 0.3
(700) 600 200 300

0.7

i j k
F i j k

− + −
= = − + −

O(0,0,0)     E(0.4,0.2,0) kir 3.06.0 +=

OM r F= ×
( ) ( )2 2

0.4 0.2
0.89 0.45

0.4 0.2
OE

i j
i jλ

+
= = +

+

r
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0.2 m

0.4
 m

0.3 m

0.6 m
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D
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y

z

A

B

O

E

r

( ). .OOE OEABM M r Fλ λ= = ×

mN.6.53

300200600

3.006.0

045.089.0

−=
−−

=
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 سيستم نشان داده شده در شكل را با يك نيرو و بردار كوپل در نقطـه                 :مثال
Oتعويض كنيد .

y

N200
O °60

N700

m3.0

°60

N700N500

x

N400
m3.0

N400

N500

y
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y

*
1F

O °60

3F
m3.0

°60

*
3F

2F

x

m3.0

y
1F

F
2r
1r

*
2F

3r

NF 200= *
1 1 700F F N= = *

2 2 500F F N= = *
3 3 400F F N= =

iF 200−= jF 5002 =( )jiF 60sin60cos7001 +=

iF 4003 = iFR 200−==

( ) kjiiFrMir 310560sin60cos2103.0 1111 =+×=×==
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.

iF 4003 =

kjiFrMir 1505003.03.0 2222 −=×−=×=−=

3 30.3 0.3 400 120r j M j i k= = × = −

( ) kkMMMM 14.883105270321 −=+−=++=

jF 5002 =

y

*
1F

O °60

3F
m3.0

°60

*
3F

2F

x

m3.0

y
1F

F
2r
1r

*
2F

3r
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 سه نيرو در امتداد يال هـاي يـك جـسم مكعـب مـستطيل شـكل        :مثال
 تعويض اين نيروها با يـك رنـچ معـادل               1-:مطلوب است. اعمال ميشوند

 را yzنقطه اي كـه محـور رنـچ صـفحه     R    -3بزرگي و جهت برآيند2-
)ابعاد بر حسب ميليمتر هستند. (قطع مي كند

1
00

NF 401 =

NF 202 =

NF 603 =

z

y

x
175125
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1
0
0

NF 401 =

NF 202 =

NF 603 =

z

y

x
175125

1r3r

iFiFkF 602040 321 =−==

( )kiFFFR +=++= 40321

( ) ( ) ijkjiFrM 45401.0125.0111 +−=×+=×=

jir 1.0125.01 +=
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1
0
0

NF 401 =

NF 202 =

NF 603 =

z

y

x
175125

1r3r

3 60F i=02 =M kjr 175.01.03 +=

( ) jkikjFrM 5.10660175.01.0333 +−=×+=×=

kjiMMMM 65.54321 −+=++=
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*
1M

*
2M

M
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MMM *
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( ) ( )ki
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R +=+==
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2

240

40λ
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R

M

kjiM 65.54 −+=

( )kiR += 40

22322.*
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*
1M

*
2M

M

R

kjiM 65.54 −+=

( )kiR += 40

*

1 ( )M i k= − +

* *

2 1 5 5.5 5M M M i j k= − = + −

( ) ( )
*

2 40M r R xi y j z k i k= × = + + × +

( )40 40 40y i x z j y k= − − −

( )
40 5

0 1/8 , 11/88
40 5.5

y
x y m z m

x z

= = ⇒ = = − = −
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∑ ∑∑∑ =++= 0kFjFiFF zyx

0R F= =∑

∑ = 0M{

∑ = 0yF

∑ = 0zF

∑ = 0xF{

تعادل كامل

تعادل جسم صلب  -3
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∑ ∑∑∑ =++= 0kMjMiMM zyx

∑ = 0xM

∑ = 0yM

∑ = 0zM
{

y

xo
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Oz
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F

F
xyxy براي يك جسم دوبعدي در صفحهبراي يك جسم دوبعدي در صفحه
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x o
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xzxz    در صفحهدر صفحه

yzyz    در صفحهدر صفحه
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:FBD(Free Body Diagram)  دياگرام آزاد
تشكيل در حل مسائل مكانيك لازم است كه نيروهاي وارد بر جزء به جزء اجزاي  

براي اين كار از دياگرام آزاد كه نمايشگر . سيستم مكانيكي مشخص شونددهنده 
بر جزء به جزء اجزاي تشكيل دهنده سيستم مكانيكي است استفاده  نيروهاي وارد

.مي كنند

A B

C

F

C

yByA

xA BA

F
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1F 2F 3F

BA C

هاگ هيكت
رادريگ

1F

A

2F

B

3F

CD

هاگ هيكت
رادريگ

A B C
M

yD

xD

W

1F 2F
3F
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B

A

C

P

F
F

:صيقلي باشدBاگر تكيه گاه 

: غير صيقلي باشدBاگر تكيه گاه 

12 )0) BBB RRR =→=

21 )) BBB RRR +=
2)BRله اصطكاك استنزبه م.

W

yA

G
2)BR 1)BR

M

xA

B

A
P

C
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1P 2P 3P

D E F

B

C
A

123 ,p,pp
  عكس العمل هاي نامعين استاتيكي

نيروهاي             . ابعاد هم معلوم هستند. از وزن سازه صرف نظر كرده ايم  

با توجه به اين كه سازه را دو بعدي فرض كرده ايم بنا بر اين سه  .  نيز معلومند

:معادله تعادل داريم

1P 2P 3P

D E F

B
C

A

xA

yA
yB

دياگرام آزاد  
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⇒=∑ 0AM  تنها مجهول
yy BB ⇒

⇒=∑ 0yF yy تنها مجهول  AA ⇒

⇒=∑ 0xF تنها مجهول  xx AA ⇒

تعيين ميشود

تعيين ميشود

تعيين ميشود

. از نظر استاتيكي عكس العمل ها معين اند
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1P
2P 3P

D E F

B
C

A

1P 2P 3P

D E F

B
C

A

xA

yA

xB

yB

سازه با همان شرايط قبل كه اين بار در هر دو تكيه گاه مفصل شده   
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⇒=∑ 0AM  تنها مجهول 
yy BB ⇒

⇒=∑ 0yF  تنها مجهول 
yy AA ⇒

∑ ⇒= 0Fx xx AB ,

بنابراين
 

xx AB . از نظر استاتيكي عكس العمل هاي نـامعين انـد         ,

∑ ∑∑∑∑ ===== 0,0,0,0,0 FEBCD MMMMM

تعيين ميشود

تعيين ميشود

معادله اي با دو مجهول

.  استفاده كردهيچكدام از معادلات بالا را نمي توان براي بدست آوردن مجهول جديدي     
نوشتن آنها معادله مستقلي را بدست نمي دهد



حسينی ھاشمی 111

1P 2P
3P

D E F

B
C

A

1P
2P

3P

D E F

B
C

A

yA yByC
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معادله اي با دومجهول 
yy BC ∑.  مي دهد, ⇒= 0MA

معادله اي با سه مجهول 
yyy ABC ∑.  مي دهد,, ⇒= 0Fy

∑ ⇒= 0xF yyyمعادله اي بدست مي آيد فاقد مجهولات ABC ,,

عكس العمل ها از نظر استاتيكي نا معين اند
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مي بايست نيروي 

.  باشد در امتداد بردار 

. باشد

مي بايست نيروي

∑ =×= 01FrM B

1Fr

∑ =×−=×= ∗ 022 FrFrMA

r
2F

*rB

A
r

1F

2F
 در امتداد بردار 

تعادل اجسام دو نيرويي    

B  نسبت به نقطه

A نسبت به نقطه
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:براي برقراري شرايط تعادل دوراني يعني 

:يعنيتعادل انتقاليبراي برقراري شرايط 

∑ = 0M

00 21 =+→=∑ FFF

ميبايست دو نيرو در يك امتداد باشند  

دو نيرو ميبايست مساوي و مختلف الجهت باشند   

براي تعادل كامل جسم دو نيرويي دو نيرو بايد  :  نتيجه كلي
مساوي و مختلف الجهت و نيز در يك راستا باشند   
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B

A

1F

2F C

3F

D r

. وصل مي كنيم

دو بردار  
12, FF

3F

. قطع كنندD را امتداد مي دهيم تا يكديگر را در نقطه 

 به نقطه اثر Dاز 

تعادل اجسام سه نيرويي    

∑ =×= 03FrM D

. سه نيرو مي بايست متقارب باشند 

0FFFF 321 =++=∑

سه نيرو متقارب : براي تعادل كامل جسم سه نيرويي مي بايست:  نتيجه
بوده وهمچنين شرط تعادل انتقالي نيز برقرار باشد
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1.
5m

KN2

m2

BA

KN2
1.

5m

  براي خرپاي نشان داده شده در شكل مؤلفه هاي عكس العمـل در تكيـه گـاه                 :مثال
. را بيابيدB , Aهاي 
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yA

x

y

1.
5m

KN2

m2

BA

KN2

xA

yB

1.
5m

علامت منفي نشان مي دهد جهت آن مخالف جهتي است كه 
.ما فرض كرده ايم

KNA

AF

x

xx

4

0220

−=

=++⇒=∑

( )
KNB

BM

y

yA

5.4

05.123220

=

=−×−⇒=∑

KNA

BABAF

y

yyyyy

5.4

00

−=

−=→=+⇒=∑
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.  تعيين كنيدA براي تير نشان داده شده در شكل عكس العمل ها را در   :مثال

N2000

m.N3000
BA

m3 m2
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N2000m.N3000
BA

m3 m2
yA

xA

y

xM

∑ =⇒= 00 xx AF

NAAF yyy∑ =⇒=−⇒= 2000020000

∑ =+−×⇒= 03000520000 MM A

MNM .7000−=
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در وضعيت نشان داده شده در شكل قرار گرفته است  250Nبه وزن  AB ميله:مثال  
سطوح تكيه گاهي ميله صيقلي فرض شوند مطلوبست تعيين كشش در كابلچنانچه

 . C  وAونيروها در نقاط 

m6

4m

2m

B

C

D cable

A
°50
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B

A

m6

°50

°40
C

D T
W

CR

AR

y

m4
m2

m
2

x
040cos0 =−⇒=∑ Cx RTF

025040sin0 =−+⇒=∑ ACy RRF

( )∑ =−×−⇒= 050sin250cos625080 TRM CA

 .   3141  N.RC =
  3159  N.R A =

 N.T 23108=
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 مي باشد بر روي سطح G كه مركز ثقل آن در نقطه 100N مدل ارابه اي به وزن  :مثال
 در امتداد سطح شيبدارTشيبداري مطابق شكل قرار گرفته است و به وسيله نيروي كشش  

 و عكس العمل هاي چرخ ها در صورتيكه   Tمطلوبست تعيين نيروي .  نگهداري شده است
)ابعاد بر حسب سانتيمترهستند. (از اصطكاك صرف نظر شود 

T

30A G

B

25

°25

24
25
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T

W

A

G

B1R

2R

°25 x

y

∑ ⇒= 0xF

∑ ⇒= 0AM

NT 6.90=

025sin25.025cos3.024.05.0 2 =−−+ �� WWTR NR 02.322 =⇒

∑ ⇒= 0yF

⇒=− 025cos TW

025sin21 =−+ �WRR NR 3.101 =

NW 100=

T

30A G

B

25

°25

24
25
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. م استنقطه اثر برآيند نيروهاي وارده از طرف زمين بر ذرات تشكيل دهنده جس  :  مركز ثقل

z y

1x
O

x

A

1W∆

1y

( )
11

1 wyM x ∆= ( )
11

1 wxM y ∆=

( )∑ ∑
∞

=

∆=
1i

ii
i

x wyM

( )
22

2 wyMx ∆= ( )
22

2 wxM y ∆=

( ) ∑∑
∞

=

∆=
1i

ii
i

y wxM

ثقل و حجم     : مراكز 

تعيين مراكز   -4
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i i

i

xdwx w
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w dw
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∆
∑ ∫
∑ ∫
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xwy M=∑
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ywx M= ∑

i i

i

ydwy w
y

w dw

∆
= =

∆
∑ ∫
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∫
∫

∫
∫

∫
∫ ===

dw

zdw
z

dw

ydw
y

dw

xdw
x ,,

مركز ثقل
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↵
vgwgvw ρργγ =⇒=⇒=

وزن مخصوص  

.gdvdw ρ=⇒     اگر جسم هموژن باشد

∫
∫

∫
∫

∫
∫ ===

dv

xdv

dvg

xdvg

dw

xdw
x

ρ

ρ

∫
∫

∫
∫ ==

dv

zdv
z

dv

ydv
y ,,

∫
∫=

dv

xdv
x

مركز حجم   
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Atv =
↵ سطح مقطع) ثابت(ضخامت 

xdv t xdA xdA
x

dv t dA dA
= = =∫ ∫ ∫
∫ ∫ ∫

مركز سطح و گشتاور اول سطح       

ydxdA

xdydA

=
=

dx

dy

x

y

x

y
tdAdv =
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باشد   x,y  اگرسطح در صفحه  

∫
∫

∫
∫ ==

dA

dAy
y

dA

dAx
x

elel

=∫yگشتاور اول سطح حول       xdAQ y

=∫ x  گشتاور اول سطح حول       ydAQ x

مركز سطح
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l

A

v Al=

.جسمي كه دو بعد آن درمقابل بعد سوم ناچيز باشد

∫
∫

∫
∫

∫
∫ ===

dl

xdl

dlA

xdlA

dv

xdv
x

∫
∫

∫
∫ ==

dl

zdl
z

dl

ydl
y ,

مركز خط   

,
∫
∫=

dl

xdl
x

dv Adl=



حسينی ھاشمی 131

نيروي توزيعي در واحد طول        شدت نيرو درواحد طول      ←

BA

dFdA =

dx
x

*w . استmNواحد آن در دستگاه 

( )xww ** )شدت نيرو(=

*w
(M K S)

( )dxxwdAdF *==

( )∫== dxxwAF *

سطح زير منحني تغييرات شدت نيرو برحسب طول تير

مركز نيرو  
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( )
( )

*

*

xdA xdF xw x dx
x

dA dF w x dx
⇒ = = =∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

BA

dFdA =

dx
x

*w

xdA
x

dA
= ∫
∫

xdF
x

dF
= ∫
∫

( )dxxwdAdF *==
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Popus Goldinus)(قضاياي پاپوس گلدينوس      

dl

y

A A

l
2A ydlπ= ∫

lyA π2=֏

 برابر است با Lسطح جاروب شده بوسيله دوران خط به طول   
حا صل ضرب طول خط مولد سطح در مسافتي كه مركز خط 

. در طي حادث شدن سطح مي پيمايد 

ydldA π2= قضيه يك  

ydl ydl
y

ldl
= =∫ ∫
∫
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∫= ydAv π2dA
A

A A

y

قضيه دو  

ydAdv π2=

A

ydA

dA

ydA
y ∫

∫
∫ ==

∫ = AyydA Ayv π2=֏

مركز سطح 

A برابر است با حاصل ضرب مساحت     حجم جاروب شده بوسيله دوران سطح بمساحت    

. سطح مولد حجم در مسافتي كه مركز سطح درطي حادث شدن حجم مي پيمايد 
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 براي سطح هاشور خورده مطابق شكل مختصات مركز سطح را        :مثال
. مشخص كنيد 

mx

y =

a
y

b
3kxy =

x
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b

ax
3

2
1 =

by
3

1
1 =

a x

y

)1(
dxx

x

y

)2(

-

3
33

3: x
a

b
y

a

b
kkab =⇒=⇒=

∫ ∫ ∫ =××===
a

aba
a

b
dxx

a

b
ydxdA

0

4
3

3
3 4

1

4

1

21

ba
A =)1(

)2(

42

ba
A =

ydxdA =

m
x

y =

a
y

b
3kxy =

x

 =
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∫ ∫ ∫∫ =






====
a

el baa
a

b
dxx

a

b
xydxdAxxdA

0

25
3

4
3 5

1

5

1

b

ax
3

2
1 =

by
3

1
1 =

a x

y

)1(
dxx

x

y

)2(

_

2
2 6 2

6
0

1 1 1 1

2 2 2 14

a

el

b
ydA y dA ydA y dx x dx ab

a
= = = = =∫ ∫ ∫ ∫ ∫
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b
abab

abab

AA

yAyA

A

yA
y

i

ii

21

8

42

286

22

21

2211 =
−

−
=

−
−==

∑
∑

a
abab

baba

AA

xAxA

A

xA
x

i

ii

12

8

42

15
2

3

22

21

2211 =
−

−
=

−
−==

∑
∑

∫
∫

∫
∫ ==

dA

dAy

dA

ydA
y

el

∫
∫

∫
∫ ==

dA

dAx

dA

xdA
x

el

b
ab

ab
y

7

2

4
1

14
1 2

2 ==a
ab

ba
x

5

4

4
1
5
1 2

2 ==
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ده شـده   مطلوبست تعيين بزرگي و نقطه اثر نيروي توزيعي وارد بر تير نشان دا :مثال
.B و Aدر شكل و هم چنين تعيين نيروهاي عكس العمل در نقاط 

x

m4

dx

m
N

/
14

00

m
N

/
50

0

B
A

cbxaxy ++= 2








−=→−=

=
⇒

4

225
90016

1400

aa

c

y  متقارن است  نسبت به محور

caxy += 2

( )




+×=
+×=
ca

ca

16500

01400

1400
4

225 2 +−=⇒ xy
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x

m4

dx

m
N

/
14

00

m
N

/
50

0

B
A

( ) NdxxdxxwydxAF 44001400
4

2254

0

2*
∫ ∫∫ =







 +−====

1400
4

225 2* +−== xyw

( )
( ) A

xdA

dA

xdA

dxxw

dxxxw
x ∫

∫
∫

∫
∫ ===

*

*

m
dxxx

72.1
4400

1400
4

2254

0

2

=







 +−
=
∫



حسينی ھاشمی 141

NF 4400=yA

m72.1
yB

BxA

m4

y

A

x

∑ =⇒= 00 xx AF ∑ =++−⇒= 044000 yyy ABF

∑ =−×⇒= 0472.144000 yA BM
NA

NB

y

y

2508

1892

=

=
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 حول 225×  225يك دريچه مربعي شكل اتوماتيك به ابعاد  :مثال
 مي گذرد مفصل شده اسـت بـه هنگاميكـه ارتفـاع سـيال               Oمحوري كه از    

450mm دريچه شروع به بـاز شـدن مـي كنـد مطلوبـست تعيـين       است 
h.فاصله

o

d

a

mmd 450=
mma 225=

h

2mm
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o

d
y F

a

mmd 450=
mma 225=

h

( )adg −ρ

gdρ

a
y

( )[ ]
2

2agdadg
VF

ρρ +−
==

1 1 2 2

1 2

50625 112.5 25312.5 150
125

50625 25312.5

A y A y
y mm

A A

+ × + ×= = =
+ +

gaadgA ρρ 50625)(1 =−=

ggaagaA ρρρ 5.253122
1

2
1 2

2 ==×= 2 2 / 3 150y a= =

5.1122/1 == ay

( )0 0 125OM F h y h y mm= ⇒ − = ⇒ = =∑
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براي تير مطابق شكل كه تحت تأثير نيروي توزيعي قـرار دارد، مؤلفـه               :مثال
 . تعيين كنيدB و Aهاي عكس العمل را در تكيه گاههاي 

m1m25.0

mN /20

mN /5.37

A B
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m1m25.0

mN /20

mN /5.37

A B

( ) ( )
( ) ( )

2

2

37.5 0.25 0.25

0 0.5 0.5

a b

a b

 = +


= +

( ) xxxw 300600 2 +−=

( ) ( )∫ ∫ ==+−==
25.0

0 1
2

1 255.62300 FNdxxxdxxwA

( ) ( )∫ ∫ ∫ =+−==
25.0

0

23 977.02300 dxxxdxxxwxdA

( )
( )

m
dA

xdA

dxxw

dxxxw
x 156.0

225.6

977.0
1 ====

∫
∫

∫
∫

2y ax bx= +

600 , 300a b= − =
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NA 75.8
2

15.17
2 =×=

5.17

20 ( )3

( )2

202013 =×=A m
AA

xAxA
x 448.0

32

3322*
2 =

+
+=

m1m25.0

mN /20

mN /5.37

A B

mx
3

1
2 =

mx
2

1
3 =

NAAA 75.2832
*
2 =+=
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m156.0

N258.6 N75.28

B

yB
m698.0

yA

A
xA

mx 156.01 =

11 25.6 FNA ==

mx 448.0*
2 =

75.2832
*
2 =+= AAA

NBB

M

yy

A

83.16015.025.6698.075.2825.1

0

=⇒=×−×−×

=∑

00 =⇒=∑ xx AF

NABAF yyyy 17.180258.675.280 =⇒=−−+⇒=∑
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از اعضاي مستقيم دو نيرويي تشكيل   . به منظور تحمل نيروها طراحي مي شوند 
)  مفصل(شده اند و براي تحليل فرض مي شوند كه در دو انتها به يكديگر پين 

نيروها در امتداد عضو وارد مي شوند و مساوي و مختلف الجهت در    .  شده باشند
  .دو انتها هستند

 ماشين ها   - قاب ها   -تراس ها   

تراس ها  

 سازه ها تحليل -5
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مانند تراس ها به منظور تحمل نيروها به كار  
حداقل داراي يك عضو هستند   .  گرفته مي شوند

  .كه به آن عضو چندين نيرو اعمال مي شود

به منظور انتقال و اصلاح نيروها به كار گرفته 
  .مي شوند و داراي قسمت هاي متحرك هستند 

قاب ها 

ماشين ها 
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.تراس صلب نيست 

A

C B

  .تراس صلب است و مي تواند نيرو تحمل كند  

A B

CD

تراس صلب وساده  
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BC

A

 .تراس ساده كه همچنين تراس صلب هم هست   

A

BC

m=    تعداد اعضاء 
n= تعداد مفصل ها

57

45

33

==
==
==

nm

nm

nm

32 −= nm
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تحليل تراس ها 

روش مفصل ها ) 1

 .

A

P

B

C

D
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⇒=∑ 0AM

⇒=∑ 0yF

⇒=∑ 0xF

P yByA

xA
A B

C

D

→ است Byتنها مجهول  By  تعيين مي شود

→   استAy  تنها مجهول Ay  تعيين مي شود

→   استAxتنها مجهول  Axتعيين مي شود 

از وزن تراس در مقال نيروهاي اعمالي     
. صرف نظر مي شود
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دياگرام آزاد براي تك تك گره ها     

ADF D

C

ACF

yA

A

C
DCF

DBF
D

P

ADF
A

B

∑
∑

=

=

0

0

y

x

F

F

∑
∑

=

=

0

0

y

x

F

F

P yByA

xA
A B

C

D
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BC
F

DCF

ACF

BA

D

BC
F

C

DBF
BD

yB

DCDBBCADAC:مجهولات FFFFF ,,,,

∑
∑

=

=

0

0

y

x

F

F

∑
∑

=

=

0

0

y

x

F

F

P yByA

xA
A B

C

D
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اگرنيرو به بيرون گره متوجه باشد آن عضوي كه به آن مربوط 
C. مي شود تحت تأثيركشش است 

A

A

C

A

A

اگر نيرو به طرف گره متوجه باشد آن عضوي كه به آن مربوط 
 .مي شود تحت تأثير تراكم است 
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در تراس قبلي مي خواهيم نيروي داخلي در   
: را بدست آوريم DBعضو  

روش مقاطع 

P yByA

xA
A B

C

D

P yByA

xA
A B

C

D
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~

~ BC
F

C

PyA

xA
A

*
D

DBF
B

B

~
~

BC
F

By

DBF

**

D B

C

∑ ⇒=→∗ 0CM FDB   تعيين مي شود   
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A

F

B D E

W

C

تحليل قاب ها 
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B D E

C

yF

xF

W

T

F

A

⇒=∑ 0FM →Tتنها مجهو ل

∑ ⇒= 0xF Fx  تنها مجهول Fx تعيين مي شود

∑ ⇒= 0yF Fy  تنها مجهول Fy تعيين مي شود

→

→

Tبدست مي آيد
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xB

yB

B

F

A

T

yF

xF

R

( )I

C

R

A
R

D

( )II

xB

yB

B D

R

E

W

( )III

B D E

C

yF

xF

W

T

F

A
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By,Bx,R: مجهولات

∑ ⇒=0BM Rتنها مجهول → R تعيين مي شود 

∑ ⇒= 0Fx Bx تنها مجهول Bx تعيين مي شود

∑ ⇒= 0yF By تنها مجهول Byتعيين مي شود 

. همانند تحليل قاب ها مي باشد

→

→

xB

yB

B D

R

E

W

تحليل ماشين ها 
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با استفاده از روش مفصل ها نيروهاي داخلي را در هريك از اعضاي             :  مثال 
. تراس ذيل بدست آوريد 

FE

m4

α

N600 B

m3

m3

DC

A

N600
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F
E

m4

α

N600 B

m3

m3

DC

A

N600

xE

yE yF

x

y

NE

EF

x

xx

1200

06006000

=

=+−−⇒=∑

∑ =⇒=+⇒ 13500 yyyy EFEF

0EM = ⇒∑
( ) ( )4 600 6 600 3 0yF + + =

1350yF N= −
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06000 =−⇒=∑ ABx FF

ABFA

ACF

C

BN600

ABF
A

BCF

C
D

BDF

B

α

N600 ⇒=+⇒=∑ 08.00 BCABx FFF

F
E

m4

α

N600 B

m3

m3

DC

A

N600

xE

yE yF

∑ ⇒=0yF

⇒=+⇒=∑ 06.00 BCBDy FFF

NFBC 750−=

NFAB 600=

0=ACF

NFBD 450=

8.0sin =α
6.0cos =α
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ACF

A B

BCF

CDF
CEF

C

E

N600

0 N750−

D

α

NFCD 1200=

E

DEF

BDF

C

F

DFF

D
CDF

B

N1200
N450

α

NFDF 1350=

F
E

m4

α

N600 B

m3

m3

DC

A

N600

xE

yE yF ∑ =+−⇒= 08.06000 BCCDx FFF

∑ =−+⇒= 06.00 CEACBCy FFFF

NFCE 450−=

∑ =−−⇒= 08.00 DECDx FFF NFDE 1500−=

∑ =+−−⇒= 06.00 BDDEDFy FFFF
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D
C

CEF

xE

yE

E

DEF
N1200

N1350

α
N1500−

N450−

F

yF

DFF

D

N1350−

N1350

NF

F

F

DE

DE

x

1500

08.01200

0

−=
=+

=∑

NF

FF

F

DF

DFy

y

1350

0

0

=

=+

=∑

NF

FF

F

CE

DECE

y

450

06.01350

0

−=
=++

=∑
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 و اعـضاي     براي تراس مطابق شكل نيروهاي داخلي در هر يك ازاعضا را تعيين كرده             :مثال
.كششي و فشاري را مشخص كنيد

A

N600

m25.0

m2.0

C

m6.0

B
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α

A
β

N600

m
25.

0

yC
m2.0

yA
C

m6.0

xA
B

( ) ( )

( ) ( )
78.0

25.02.0

25.0
cos

63.0
25.02.0

2.0
sin

22

22

=
+

=

=
+

=

α

α

( )0 0.2 600 0.8 0 2400A y yM C C N= ⇒ − = ⇒ =∑
NAACF yyyy∑ −=⇒=−+⇒= 180006000

∑ =⇒= 00 xx AF
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78.0cos

63.0sin

=
=

α
α

∑ =+⇒= 0sin0 αACABx FFF

xA

yA

α
ACF

ABF
B

A

C

∑ =−⇒= 0cos0 αACyy FAF

( )




=
−=

⇒=−−
NF

NF
F

AB

AC
AC 8.1435

6.2307
078.01800

α

A
β

N600

m
25.

0

yC
m2.0

yA
C

m6.0

xA
B

NAy 1800−=0=xA
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A

C

β
BCF

B

N600

ABF

( ) ( )
92.0

6.025.0

6.0
cos

22
=

+
=β

2.15800cos0 −=⇒=+⇒=∑ BCBCABx
FFFF β

α

A
β

N600

m
25.

0

yC
m2.0

yA
C

m6.0

xA
B

( ) ( )
38.0

6.025.0

25.0
sin

22
=

+
=β

NFAB 8.1435=
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A
A

C

BA A

B

B

C

NFAC 6.2307−=
xA

yA

α
ACF

ABF
B

A

C

NFAB 8.1435=

A

C

β
BCF

B

N600

ABF 2.1580−=BCF
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ا  براي تراس نشان داده شده در شكل نيروهاي داخلي را در هر يـك از اعـض                 :مثال
. مشخص كنيد

C

kN5kN20

BA

kN5

E

kN12

F

m6.1

D

m3 m3
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C

kN5kN20

BA

kN5

α

E

kN12 yF

xF

F

m6.1

D

yD
m3 m3 ∑ =⇒= 00 xx FF

( ) ( ) ( ) ( ) kNDDM yyF 2106532031260 =⇒=−−−=∑

∑ =⇒=−−−−+= kNFDFF yyyy 2105122050

( )
47.0

6.13

6.1
cos

22
=

+
=α

( )
88.0

6.13

3
sin

22
=

+
=α
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A
ABF

kN5

B

D

ADF

∑
∑

−=⇒=+⇒=

=⇒=

kNFFF

FF

ADADy

ABx

5050

00

C

kN5kN20

BA

kN5

α

E

kN12 yF

xF

F

m6.1

D

yD
m3 m3
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D

ADF

A
B

E

DBFα

yD

DEF

D
DEF

kN12

EFF
F

EBF
B

E

47.0cos =α

⇒=−⇒=∑ 00 DEEFx FFF

چون شكل متقارن است مي توانيم بقيه نيروهاي داخلي را نيز بدسـت            
.آوريم

88.0sin =α





=
−=

kNF

kNF

DE

DB

30

34

⇒=+⇒=

=++⇒=

∑
∑

0sin0

0cos0

α

α

DBDEx

DBADyy

FFF

FFDF

C

kN5kN20

BA

kN5

α

E

kN12 yF

xF

F

m6.1

D

yD
m3 m3

kNFAD 5−=
kNDy 21=

kNFEF 30=
kNFEB 12=∑ ⇒=−⇒= 0120 EBy FF
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ا تعيين   براي تراس نشان داده شده در شكل نيروهاي داخلي در هر يك از اعضا ر               :مثال
. كنيد

m3

N200
D α

mN /200

E

N100

m4 m2

Bβ

C

A
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m3

N200
D α

mN /200

E

N100

xA

yA

m4 m2

yB

Bβ

C

A

( ) NF 6006200
2

1 =×=

c 46از نقطه
3

2 =×=x

13

2
cos =α

13

3
sin =α
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600

N200
C

A
xA

yA yB

B

D

N100

E

∑ =⇒=−⇒= NAAF xxx 20002000

∑ =⇒=−−+⇒= NABAF yyyy 10001006000

( ) ( ) ( )0 200 3 4 100 6 600 4 0A yM B= ⇒ + − − = ⇒∑ NBy 600=
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EDF
α

EBF
B

D

N100

E

NFAFF ABxABx 20000 −=⇒=+⇒=∑

xA

C

ACF

ABF
B

yA

A

∑ −=⇒=+⇒= NFAFF ACyACy 10000

NFFF EBEBy 3

13
1000sin1000 −=⇒=+⇒=∑ α

∑ =⇒=+⇒= NFFFF EDEBEDx 3

200
0cos0 α

600
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C

A
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yA yB

B

D

N100

E
NAx 200=
NAy 100=

13

3
sin =α

13

2
cos =α
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B

EBFBDF
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yB

αβA

D
E

∑ =⇒=−+⇒= NFFFFF BCEBBCABx 3

500
0coscos0 αβ
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sin,

5
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cos == ββ

∑ −=⇒=+++⇒= NFFFFBF BDEBBCBDyy 6000sinsin0 αβ
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A
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D
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NFAB 200−= NFEB 3
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2
cos =α



حسينی ھاشمی 182

EDF

N600

DDCF

BDF
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C E

NFFFF DCDCEDx 3

200
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N200
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E

NFED 3
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 .يين كنيـد   براي قاب نشان داده شده در شكل نيروهاي وارده بر اعضاي  قاب را تع               :مثال
.)ا بعاد بر حسب ميليمتر هستند(

500

kN3

EDC

F

375

250
A B

500

250
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xA

yA

500

kN3

EDC

FxF

375

250
A B

500

250

( ) ( )∑ =⇒=×−⇒= kNFFM xxA 60625.025.130

∑ =→−⇒= kNAAF yyy 330

∑ −=→=+= kNAFAF xxxx 600
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yA
500

B
A

250

xA

yB

D
xD

yD

500

xB
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yA

500

kN3

EDC

FxF
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250
A B
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xC D
xD
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E
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yC

C
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xF
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xB

yB

yC
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( ) ( )∑ ⇒=−⇒= 075.035.00 yC DM

∑ =+⇒= 00 xxx CDF

⇒+−⇒=∑ yy CF 35.40

kNAy 3=kNFx 6=kNAx 6−=
yD

xC D
xD

kN3

E
500 250

yC

C

375

xC

B

C

xF

F

xB

yB

yC

250

( ) ( )∑ ⇒−⇒= 25.0625.00 xxB CFM

kNCD xx 15−=−=

∑ ⇒=−⇒= 05.10 yy BF

∑ ⇒=−+⇒= 06150 xx BF

kNDy 5.4=

kNCy 5.1−=

kNC x 15=

kNBy 5.1=

kNB x 9−=
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  گيرداراست  A داراي اتصال مفصلي ودر   B  براي تير نشان داده شده در شكل كه در   :مثال
 .عكس العمل ها در تكيه گاه ها را بدست آوريد 

B
43

kN10
mkN /4

m2m2m2

A
C
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xA

yA
m2

α

m2 yB

xB
BAM

A

kN10
kN8

yB

m1 m1

yC

xB
B C

B
43

kN10
mkN /4

m2m2m2

A
C
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kN8

yB
m1 m1

yC

xB
B C

( )∑ =⇒−→= kNCCM yyB 41820

kNBBCF yyyy 4080 −=⇒=−−→=∑
∑ =→= 00 xx BF
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xA

yA
m2

α

m2 yB

xB
BAM

A

kN10

∑ =→=−+→= kNAABF yyyy 120sin100 α

∑ =→=−+→= kNABAF xxxx 60cos100 α

∑ =⇒=+×−→= mkNMMBM AAyA .3202sin1040 α

6.0cos =α8.0sin =α
kNBy 4−=0=xB
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 قـرار دارد    750Nتحـت تـأثير نيـروي        N براي سازه نشان داده شده در شكل كه در نقطـه             :مثال
.)ا بعاد بر حسب ميليمتر هستند. ( پيدا كنيدD و Cمؤلفه هاي عكس العمل ها را در نقاط 

D

80

A B N

N750

60

C

FE

80 80 80
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D

80

A B N

N750

60

C

FE

80 80 80

α

1R 2R

BA

E F

1R 2R

α

8.0
8060

80
cos,6.0

8060

60
sin

2222
=

+
==

+
= αα

است  AE BF  و   دو عضو دو نيرويي سا زه داراي
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xC
C

N750
808080

yC

α
BA

α

1R 2R

N

( ) ( )∑ =×−×+×⇒= 008.075016.0sin24.0sin0 21 αα RRMC

∑ =++−⇒= 0sinsin7500 21 αα RRCF yy

∑ =−−⇒= 0coscos0 21 αα RRCF xx

D

80

A B N

N750

60

C

FE

80 80 80

125023 21 =+ RR

0)(6.0750 21 =++− RRC y

0)(8.0 21 =+− RRCx
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E F

yD

DxD

80160

αα
1R 2R

( ) ( )∑ =+⇒= 024.0sin16.0sin0 21 αα RRM D

∑ =−−⇒= 0sinsin0 21 αα RRDF yy

∑ =++⇒= 0coscos0 21 αα RRDF xx

D

80

A B N

N750

60

C

FE

80 80 80

032 21 =+ RR

0)(6.0 21 =+− RRD y

0)(8.0 21 =++ RRDx
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032 21 =+ RR 125023 21 =+ RR

0)(8.0 21 =+− RRCx

0)(6.0750 21 =++− RRC y

0)(6.0 21 =+− RRD y

0)(8.0 21 =++ RRDx

NR 7501 = NR 5002 −=

NCx 200=

NC y 600=NDy 150=

NDx 200−=

α

1R 2R

BA

E F

1R 2R

α

فشاري و عضو BF  .كششي است  AE عضو
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تيرها طويل .  دارد عضوي كه به منظور تحمل نيروها در سرتاسر طولش طراحي ميشود تير نام  :تير
 Lشكل، T شكل، Uدايروي، مستطيلي، چند ضلعي، (و مقاطع آنها به اشكال مختلفي ميباشد 

  ...)شكل و 

نيروها . معمولاً عمود بر محور تير اعمال مي شوند و سبب برش و خمش مي گردند  :نيروها

  .ميتوانند متمركز ويا توزيعي و يا تركيبي از متمركز و توزيعي باشند       

ارجي نيروهاي برشي و گشتاور خمشي در نقاط مختلف تير تحـت تـأثير نيروهـاي خ ـ               : قسمت اول 
)استاتيك. (اعمالي تعيين مي شود

)مقاومت مصالح (.تعيين سطح مقطع تير به منظور تحمل نيروهاي خارجي اعمالي   : قسمت دوم 

طراحي تير  

تحليل تيرها  -6
مقدمه 
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:تيرها را بر حسب تكيه گاهشان طبقه بندي مي كنند

تيري كه در دو انتها روي تكيه گاه ساده قرار دارد

تير نيمه آويزان  

تير يك سرگيردار  
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تير دو سرگيردار 

تيري كه در يك سر گيردار و در سر ديگر روي تكيه گاه             
قرار دارد

تير با تكيه گاه هاي ساده متعدد 
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نيروهاي داخلي در عضوهاي دو نيرويي

≈
A

C

B

F

F

B

C

C

F

A

F

F
F

تحليل تيرها 
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 .به صورت يك سيستم نيرو و كوپل ظاهر مي شود

≈

yA

xAA

B
1R

yC
xC

E
T

D D

xE

yE

yE
xE

xC
yC

1R
B

A

yA

xA

C

T

نيروهاي داخلي در عضوهاي چند نيرويي
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تعيين نيروي برشي و گشتاور خمشي در تيرها

1F 2F
3F

BA

1W 2W
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∑ ⇒= 0AM By تنها مجهول → By تعيين ميشود 

∑ ⇒=0yF Ay تنها مجهول Ayتعيين ميشود 

00 =⇒=∑ xx AF

→

1F 2F
3F

BA

1W 2W

xA

yA
yB
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1F 2F
3F

BA

1W 2W

xA

yA
yB

≈
C

xA

yA yB

C

V

M

V

C

M
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M=گشتاور خمشي

V= نيروي برشي 

∑ ⇒= 0yF vتنها مجهول → vتعيين مي شود

∑ ⇒= 0CM M تنها مجهول M تعيين مي شود 

. در حل مسائل رسم دياگرام آزاد سمت چپ محل بريده شده كفايت مي كند

بق شـكل   در حل مسائل تيرها همواره جهت هاي نيروي برشـي و گـشتاور خمـشي را مطـا                 
. انتخاب مي كنيم

→

xA

yA V

M

C
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xA

yA yB

C

V

M

V

C

M

≈
≈ تبثم شرب

تبثم شمخ

. مي نامند مثبت چنانچه جهت نيروي برشي و گشتاور خمشي مطابق شكل باشد برش و خمش را    
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براي هر نيروي توزيعي هم يـك       . قبل از هر اتفاق جديد و بعد از آن يك برش لازمست           
. برش لازمست

دياگرام نيروي برشي و گشتاور خمشي      

≈ ≈ ≈ ≈ ≈ ≈ ≈ ≈
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4/3L 4/L
P

4/3L 4/L

yA

yB

P

xA

⇒=∑ 0AM
4

3
0

4

3 P
B

l
PLB yy =⇒=







−

∑ =⇒=−+⇒=
4

00
P

APBAF yyyy
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4/3L 4/L

yA

x
yB

P

x
xA

≈ ≈A B

xA
C

yA V

M

x
A

C

V

M

yA

P

4/3L
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4/30 Lx ≤≤
∑ =⇒=−⇒=

4
00

P
VVAF yy

∑ =⇒=−⇒= x
P

MMxAM yC 4
00

}
xA C

yA V

M
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LxL ≤≤4/3}∑
−=⇒=−−⇒=

4

3
00

P
vvPAF yy

( )xl
P

MMP
L

xxAM yC −=⇒=−






 −−⇒=∑ 4

3
0

4

3
0

x
A

C

V

M

yA

P

4/3L
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4/P

4/3P

+
−

16/3PL

+ +

P
4/3L 4/L

yByA

xA

4

3P
v

−= ( )xl
P

M −=
4

3

4

P
V = x

P
M

4
=

4/30 Lx ≤≤

LxL ≤≤4/3
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B

( )xw→

A

x

x∆

رابطه ما بين نيروي برشي و گشتاور خمشي         

M

V

x∆

VV ∆+

MM ∆+

( )xw

∑ =∆+−∆+⇒= 00 xWVVVFy ( )xW
x

V −=
∆
∆

( )
0

lim

→∆

−==
∆
∆

x

xW
dx

dv

x

V ( )xW
dx

dv −=

شيب منحني تغييرات نيروي برشي برحسب طول تير  = منهاي شدت نيرو
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( ) ( )∫ ∫ ∫−=−⇒−=d

c

d

c

d

c

V

V

x

x

x

xcd dxxWVVdxxWdv

xdتا  xcتير در فاصله طول حسبر بشدت نيرو سطح زير منحني تغييرات

C D
B

( )xw→

A

x

x∆

( )xW
dx

dv −=

( )dxxWdv −=
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( ) ( ) 0
2

0 =∆+−






∆∆−+∆⇒=∑ MM
x

xxWMxVMO

dx

dM
V =

شيب منحني تغييرات گشتاور خمشي بر حسب طول تير  = نيروي برشي 

∫ ∫ ∫=−⇒=

⇒=
d

c

d

c

d

c

M

M

x

x

x

xcd VdxMMVdxdM

VdxdM

xdتا   xcسطح زير منحني تغييرات نيروي برشي بر حسب طول تير در فاصله 

( ) 0
2

2

=∆−∆−∆ M
x

xWxV

( ) ( )
Vx

xW

x

M

x

M
x

xW
V +∆−=

∆
∆

⇒=
∆

∆−∆−
2

0
2 0

lim
x

M dM
V

x dx∆ →

∆ = =
∆

M

V

x∆

VV ∆+

MM ∆+

( )xw

O
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w
B

l
A

ي را   براي تير نشانداده شده در شكل دياگرام هاي نيروي برشي وگشتاور خمش   :مثال
. رسم كنيد
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w
B

yB

lyA

A

xA

( )0 0
2 2A y y

l l
M LB W l B W

 = ⇒ − = ⇒ = 
 

∑

0 ( ) 0
2 2y y y y

l l
F A B W l A W

 = ⇒ + − = ⇒ = 
 

∑
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dxWdVdxWdVW
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A
x
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l

−+

2

lw
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2l
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+ +
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WV
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 :حل مسئله قبل با روش مقطع

yA
V

C
M

x
A

w
B

yB

l
x

yA

A

xA

≈
∑ =−−⇒= 00 VxWAF yy ( ) xW

l
WxWAV y −=−=

2








 −= x
l

WV
2

∑ =−






−⇒= 0
2

0 M
x

xWxAM yC

( )2
2

222
xlx

Wx
Wx

l
WM −=−=
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در  دياگرام هاي نيروي برشي و گشتاور خمشي را براي تير نشان داده شـده                :مثال
. شكل كه تحت تأثير بار توزيعي با شدت ثابت قرار گرفته است رسم كنيد

w

BA

4

l

2
l

4

l
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l



حسينی ھاشمی 222

M

cx

V

∑ −=⇒=+







⇒=

2
0

2
0
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x
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yA yBxA
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w

BA

yByA
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lw
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 دياگرام هاي نيروي برشي و گشتاور خمـشي را بـراي تيـر نـشان داده                 :مثال
شده در شكل رسم كنيد؟

A

kN5

B

kN5

m1

m1

m2m2

DE

F
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kNB

BMM

y

yA

6

0553520

=

=−+×+×⇒=∑

0=xA A

kN5

mkN.5 B

yByA

kN5

DE

12 2

kNA

BAF

y

yyy

4

0100

=

=−+⇒=∑
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0=xA A

kN5

mkN .5

B

yByA

kN5

≈ ≈ ≈x
x

x

2 21

E D
yA

A

x
M

V

C

kNvFy 40 =⇒=∑ 0 0 4C yM M A x M x= ⇒ − = ⇒ =∑
20 ≤≤ x

yA
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kN5

x
M

V

C kNvFy 10 −=⇒=∑

10

04)2(50

+−=⇒

=−−+⇒=∑
xM

xxMMC

32 ≤≤ x
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yA

A

x V

C

M

kN5 kN5

mkN.5

kNvFy 60 −=⇒=∑

306

045)2(5)3(50

+−=

=++−−−−−⇒=∑
xM

xxxMMC

53 ≤≤ x
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kN5

mkN .5

B

yByA

kN5

≈ ≈ ≈x
x

x

2 21

E D
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0=xA A

kN5

mkN.5
B

yByA

kN5

DE

2 21

6

4

12
8

4v kN= 4M x=

20 ≤≤ x

1v kN= − 10M x= − +

32 ≤≤ x

6v kN= − 6 30M x= − +

53 ≤≤ x

4yA kN= 6yB kN=
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 وصل شده است و  B و  Aكابل مقابل بين دو نقطه 
 اين كابل، .به نقاط مختلف آن نيرو اعمال مي شود

كابل قابل انعطاف است يعني مقاومت كابل در مقابل 
شكل كابل متأثر از نيروهاي . خمش، ضعيف است

 .وارد بر آن است

l

d

3p
2p

1p

1c

2c
3c

1x
2x

3x

A

B

 كابل ها با نيروي متمركز-1

  هدف تعيين مولفه هاي عكس العمل ها در تكيه گاه هاي  

هست     A C3 از  C2 و  و C1 و B فواصل قايم نقاط و  A
 

. نيروي كشش در هر قست از كابل  در امتداد آن مي باشد

تحليل كابل ها  -7
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∑ ⇒= 0BM

Ay  و Ax  معادله با دو مجهول  )(a

l

d

3p
2p

1p

1c

2c
3c

1x
2x

3x

A

B

yB

xB

xA

yA
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⇒=∑ 0DM

Ay و Ax  يك معادله با دو مجهول 

∑ ⇒= 0xF

∑ ⇒= 0yF

دو مجهول ,T θ

,T θ

. تعيين مي شوند   

)تعيين مي شوند   ) ( ), ,x ya b A A→

دو مجهول }
T,θ

)(b

l

d

3p
2p

1p

1c
2c

3c

1x
2x

3x

A

B

yB

xB

xA

yA

D

( , )x y

A
xA

yA

y

D

T

1p

1x
1c

x
θ

D با مختصات معلوم  نقطه
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∑ ⇒= 0xF Bx     مجهول

→ Bx   تعيين ميشود

∑ ⇒=0yF By    مجهول 

By    تعيين ميشود 

⇒=∑ 0
2CM مجهول     تعيين مي شود   

xA

yA

2y

2c

T
2p

2x

1x
1c

1p

A →

2y → 2y

l

d

3p
2p

1p

1c
2c

3c

1x
2x

3x

A

B

yB

xB

xA

yA

D
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( )yxD ,

d

l

A

B
y

c x

w

.  را نمي دانيم   D  برخلاف كابل قبلي، مختصات    

 .  مجهول هستند  (x,y)يعني  

. كابل تحت تاثير نيروي توزيعي ثابتي قرار دارد   

نقطه  دستگاه مختصات را بر روي پايين ترين   
. كابل انتخاب ميكنيم 

 كابل هاي سهمي   -2
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∑ =0DM

2

x

θ
( )yxD ,

x
xw

y

0T
c

2

x
T

  .معادله يك سهمي است كه رأس آن در مبدأ مختصات مي باشد    

2
0

0

0
2 2

x W
T y Wx y x

T
 − = ⇒ = 
 

( )yxD ,

d

l

A

B
y

c x

w

∑ =⇒= 0cos0 TTFx θ

0 sin 0 sinyF T Wx T Wxθ θ= ⇒ − = → =∑ 222
0

2 xWTT +=
0

tan
T

xW=θ
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( )yxD ,
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c x
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( ) ( ) ( )( )2 31 1 2
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CA  به طريق مشابه براي قسمت   
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.هدف تعيين منحني شكل كابل مي باشد

نيروي وزن كابل بر واحد طول كابل:  W

كابل تحت تاثير نيروي وزنش   -3

A

B

y

x

( )yxD ,

C

θ
( )yxD ,

0T c

T

S

SW

ds

∑ =⇒−⇒= 00 coscos0 TTTTFx θθ

∑ =⇒=−⇒= SWTTSWFy θθ sin0sin0
dx

dy

T

SW ==
0

tanθ
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0 0

sinh sinh
dy Wx Wx

dy dx
dx T T

= ⇒ =

0

0

cosh 1
T W

y x
W T

  
= −   

  

Catenary معادله 
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A B

y

x

( )yxD ,

C

( )yxD ,

120m

A
B

y

c x

40m

2 /w kN m=
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:براي كابل نشان داده در شكل مطلوبست :مثال
.كشش در پايين ترين نقطه كابل1-
.كشش ماكزيمم2-
)است پايين ترين نقطه كابل C نقطه(. كابلCBقسمت طول3-

120m

A

B
y

c x

40m

m

kN
w 2=



حسينی ھاشمی 247

2

x

θ
( )yxD ,
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xw
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∑ =⇒=






−= 2
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0 2

0
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W
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x
xWyTM D نمايشگر سهمي است

2 2
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2(3600)
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2 2 80B B B
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W W
y x T x kN

T y
= ⇒ = = =

( )yxD ,

120m
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c x

40m

2 /w kN m=
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30

θ
B

60
N120

40

0T
C

T30

∑ =⇒−⇒= 90coscos0 0 θθ TTTFx

sin 60 0 sin 120yF T W Tθ θ⇒ − = ⇒ =∑
( ) ( )2 22 90 120 150T T kN= + ⇒ =

°==⇒= − 53
3

4
tan

3

4
tan 1θθ

( )yxD ,

120m

A

B
y

c x

40m

2 /w kN m=
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30

θ
B

60
N120

40

0T
C

T30

2 4 6
2 2 4

1 ...
3 5 7

B B B
CB B

B B B

y y y
S x

x x x

      
 = + − +     
       

8 32 256
60 1 ... 76.04

27 405 5103CBS m
 = + − + + =  

( )yxD ,

120m
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y

c x

40m

2 /w kN m=
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w

N

w

N

F
p

SF

kF

F

P

ماهيت اين نيروها كاملا شناخته شده نيست اما بطور كلي فرض 
ميشود كه اين نيروها بواسطه غير منظم بودن سطوح در تماس و  

تا حدودي بواسطه جاذبه ملكولي باشند 

S S SF Nµ=

kkk NF µ=

 اصطكاك -8
مقدمه 
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هاي اعمالي به جسم تمايل به حركت دادن جسم در طول    نيروي     :حالت اول
. سطح تماس ندارند 

wp

N

0F=

0 0yF W p N= ⇒ + − =∑
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نيروهاي اعمالي به جسم تمايل به حركت دادن جسم در طول      :حالت دوم
را به  سطح تماس دارند اما به اندازه كافي بزرگ نيستند تا قادر باشند جسم   

. حركت در آورند 

θ

P

w

wθsinp

N

F
θcosp

∑ =−+⇒= 0sin0 NpWFy θ

Sx FFpFpF <=⇒=−⇒=∑ θθ cos0cos0
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.  سبب مي شود كه جسم در امتداد افقي در آستانه لغزش قرار بگيرد*Pنيروي : حالت سوم

θ

∗P

w

wθsin∗p

sN

sF
cosp θ∗

0 sin 0y sF W Np θ∗= ⇒ + − =∑
0 cos 0x SF Fp θ∗= ⇒ − =∑ SFp =∗ θcos

wθsin∗p

sN

sF
θcos∗p

sR
sϕ

SSS NFR +=
S

S
S N

F=ϕtan

S
S

SS
s N

N µµϕ ==⇒ tan زاويه اصطكاك در حالت استاتيكي    
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Pɶ  . سبب مي شود كه جسم در امتداد افقي به حركت در آيدنيروي: حالت چهارم

θ

P
~

w

wθsin~p

kN

kF
θcos~p

0sin~0 =−+⇒=∑ Ky NpWF θ

∑ = xx maF cos sp Fθ >ɶ)ديناميک (

  نيروي اصطكاك ديناميكي :  نيروي اصطكاك استاتيكي  :
sFkF

wθsin~p

kN

kF
θcos~p

kRkϕ

kkk NFR += K
K

KN

k

k
k N

N

N

F µµϕ ===tan
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. قرار مي گيرنـد   ماشين هايي ساده هستند كه براي بلندكردن اجسام سنگين مورد استفاده            
. معمولاً از وزن گوه ها صرف نظر مي شود

A

B

C

p

 بــا B را بــا گــوه Aمــي خــواهيم جــسم ســنگين 
 در آستانه ي لغزش بـه سـمت      Pاستفاده از نيروي    

 .همه سطوح اصطكاك دارند. بالا قرار دهيم

گوه ها  
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∑
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فرض مي كنيم تسمه در آسـتانه لغـزش بـه سـمت راسـت               
θ.باشد

A B

O

2T1T

2

θd

2

θd

اصطكاك تسمه ها   

2

θd

T

SdF
SdN

dTT +
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θd
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θd
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SSS dNdF µ=

( )∑ =−−+⇒= 0
2

cos
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cos0 SSx dN
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d
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( ) SSdN
d
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dT
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TdNII S +=
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و  kg  100 برابر BC و  ABبراي دستگاه نشان داده شده در شكل چنا نچه جرم ميله هاي :مثال
 باشد حداقل و حداكثر 0.5 و سطح افقي برابر C در نقطه BCضريب اصطكاك استاتيكي بين ميله  

9.81m/s2=gد؟  را براي آنكه دستگاه در حالت تعادل استاتيكي باقي بماند تعيين كنيPنيروي 

�30

P

CA

B

�30

3 m

1.5m

1.5m
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دياگرام آزاد كل دستگاه 

xA
A

yA

B
1.5

w

P
C NF SC µ=

N

�30

w

�30

1.5

1.5

∑ = 0AM

( ) ( ) 0)30cos5.1(30cos5.430sin5.1)30cos6( =−−+ ���� WWPN

4.509775.033 =+ pN

�30

P

CA

B

�30

3 m

1.5m

1.5m
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BC:دياگرام آزاد ميله 

P

w

yB

xB

1.5

�30 C
CF

N

1.5

�30

CF ′

∑ = 0BM

( ) ( )1.5cos30 1.5sin30 (3cos30 ) (3sin30 ) 0CW p N F− − + + =� � � �

2.59 0.75 1274.35 0.75 0N p N− − + =

C C SF F Nµ′= =

xA
A

yA

B
1.5

w

P
C NF SC µ=

N

�30

w

�30

1.5

1.5

2.59 0.75 1274.35 0.75 0N p N− − − =

( ) ( )1.5cos30 1.5sin30 (3cos30 ) (3sin30 ) 0CW p N F ′− − + − =� � � �

3.34 0.75 1274.35N p− =

35.127475.084.1 =− pN
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CF

CF ′

NP 4.1633=→

NP 5.524=→

746.11N N=

NPNP 4.16335.524 maxmin ==

4.509775.033 =+ pN

3.34 0.75 1274.35N p− =

35.127475.084.1 =− pN 906.3N N=

با لحاظ كردن  

با لحاظ كردن  
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 با سطح افقي در تماس    B و در نقطه  C با جعبه A مطابق شكل در نقطه Dقرقره   :مثال

را كه   Pباشد بيشترين نيروي  25N و وزن قرقره برابر 50N چنانچه وزن جعبه برابر  .است
مي توان بدون بر هم زدن تعادل دستگاه وارد كرد تعيين كنيد؟  

A

P

B

C

80
D

120

0.3sµ =

0.4sµ =

 در  Pچنانچه قرار باشد تحت تأثير نيروي   
آستانه حركت باشد مي تواند به صورت لغزش  

 و يا به صورت غلتش در  B و غلتش در Aدر  
A   و لغزش در Bباشد  .  
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AF

AN

A

BN

P
N25

B

A

AN

AF

N

cw

C

0 0 50y A c AF N w N N= ⇒ − = → =∑
0 25 0 75y A B BF N N N N= ⇒ + − = → =∑

NNF AASA 15503.0) =×== µ
( ) ( )0 40 240 0B AM P F= ⇒ − =∑ NFP A 901566 =×==

A

P

B

C

80
D

120

0.3sµ =

0.4sµ =
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AN

A

BF

BN

P
N25

B

) 0.4 75 30B S B BF N Nµ= = × =

( ) ( )0 200 240 0A BM P F= ⇒ − =∑

A

P

B

C

80
D

120

0.3sµ =

0.4sµ =

1.2 1.2(30) 36BP F N= = =
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A∆M
y x

AkyF ∆=∆

O

M

y

و تيري با مقطع   شكل مطابق شكل زير را در نظر بگيريد كـه تحـت تـأثير د                   
.گشتاور مساوي و مختلف الجهت قرار دارد

.(pure bending) اين تير تحت تأثير خمش خالص قرار گرفته 

I

ممان اينرسي  -9
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MM

y

x

.  مار بر مركز سطح مقطـع اسـت        xمحور  
 را كه مركز سـطح از آن گذشـته          xمحور  

در يـك طـرف     .محور خنثـي مـي نامنـد        
محور خنثي نيروها به صورت فشاري و در      
طرف ديگـر آن بـه صـورت كشـشي مـي            

 .باشند

A∆M
y x

AkyF ∆=∆

O

M

y
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R F= ∆∑

0== ∫
A

ydA
y

0R K ydA= =∫
AKyFyM ∆=∆=∆ 2

∑ ∫=∆= dAyKAyKM 22

∫= dAyI 2

x

گشتاور نيروها

بر آيند نيروهاي داخلي   
A∆M

y x

AkyF ∆=∆

O

M

y

K y A k ydA∆ =∑ ∫

  ممان اينرسي سطح يا گشتاور دوم سطح حول محور  
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∫= dAyI x
2y

x
yK

r y
xK

x
O

dAr

O

OK

∫= dAxI y
2

∫= dArJ O
2

xI

yI

OJ

)چرخش(ممان اينرسي سطح، ممان اينرسي قطبي و شعاع ژيراسيون           

x   ممان اينرسي سطح حول

y ممان اينرسي سطح حول

ممان اينرسي قطبي 

222 yxr +=
( )2 2 2 2 2

O x yJ r dA x y dA y dA x dA I I= = + = + = +∫ ∫ ∫ ∫
yxO IIJ +=
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A

I
KIAK x

xxx =→=2

2 y
y y y

I
AK I K

A
= → =

A

J
KJAK O

OOO =→=2 222
yxO KKK +=

x طوري انتخاب ميكنيم كه شرايط زير بر قرار باشد   فاصله اي را از محور   

x شعاع ژيراسيون سطح حول محور 

y  طوري انتخاب ميكنيم كه شرايط زير بر قرار باشد فاصله اي را از محور    

y  شعاع ژيراسيون سطح حول محور

O  طوري انتخاب ميكنيم كه شرايط زير بر قرار باشد فاصله اي را از  

شعاع ژيراسيون قطبي 

y

x
yK

r y
xK

x
O

dAr

O

OK
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y′
dA

A

y
A

d
c×

B B

C :مركز سطح

مار بر مركز سطح: AAمحور 

AAموازي محور : BBمحور 

( )∫ ∫ ∫ ∫ ∫+′+′=+′== dAddAyddAydAdydAyIBB
2222 2

IAA : ممان اينرسي نسبت به محور مار بر مركز سطح

∫
∫ =′→=

′
= 00 dAy

A

dAy
y

2AdII AABB += قضيه انتقال محورهاي موازي 

قضيه انتقال محورهاي موازي    
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حاصل ضرب اينرسي مي تواند مثبت يا منفي باشد

∫= xydAI xy

حاصل ضرب اينرسي   

y,x  حاصل ضرب اينرسي سطح نسبت به محورهاي 

y

x
r y

x
O

dA

O

dA
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y ′
x′

y

x

y

x

y ′

x′

C

x

y

dA

C

Cمركز سطح است 

( )( )xyI xydA x x y y dA′ ′= = + +∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ′′+′+′+= dAyxdAxydAyxdAyx

AyxII yxxy += ′′

قضيه انتقال براي حاصلضرب اينرسي     
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θθ sincos yxx +=′

x′
y′

y
x′

x

y′

θ
O

θθ sincos xyy −=′

( )∫ ∫ −=′=′ dAxydAyI x
22 sincos θθ

∫ ∫ ∫+−= dAxxydAdAy 2222 sincossin2cos θθθθ

دوران محورهاي مختصات   

θθθθ 22 sincossin2cos yxyxx IIII +−=′
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θθθθ 22 sincossin2cos yxyxx IIII +−=′

2

2cos1
cos2 θθ +=

2

2cos1
sin2 θθ −=

θθ 2sin2cos
22 xy

yxyx
x I

IIII
I −

−
+

+
=′

( )∫ ∫ +=′=′ dAyxdAxI y
22 sincos θθ

∫ ∫ ∫++= dAyxydAdAx 2222 sincossin2cos θθθθ

θθθθ 22 sincossin2cos xxyy III ++=
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( )( )∫ ∫ −+=′′=′′ dAxyyxdAyxI yx θθθθ sincossincos

2 2cos 2sin cos siny y xy xI I I Iθ θ θ θ′ = + +

θθ 2sin2cos
22 xy

yxyx
y I

IIII
I +

−
−

+
=′

∫ ∫−= dAxxydA 22 cossincos θθθ

∫ ∫−+ xydAdAy θθθ 22 sincossin

θθ 2sin
2

2cos yx
xyyx

II
II

−
+=′′



حسينی ھاشمی 277

θθ 2sin2cos
22 xy

yxyx
x I

IIII
I −

−
+

+
=′

θθ 2sin2cos
22 xy

yxyx
y I

IIII
I +

−
−

+
=′

θθ 2sin
2

2cos yx
xyyx

II
II

−
+=′′

yxyx IIII +=+ ′′



حسينی ھاشمی 278

{













+







 −
=+







 +
− ′′′

2

2

2

2

22 xy
yx

yx
yx

x I
II

I
II

I

θθ 2sin2cos
22 xy

yxyx
x I

IIII
I −

−
=

+
−′

θθ 2cos2sin
2 xy

yx
yx I

II
I +

−
=′′

θθ 2sin2cos
22 xy

yxyx
x I

IIII
I −

−
+

+
=′

θθ 2sin
2

2cos yx
xyyx

II
II

−
+=′′



حسينی ھاشمی 279

( ) 222 RIII yxavx =+− ′′′

2
yx

av

II
I

+
=

2

1

2

2

2 












+







 −
= xy

yx I
II

R
avI

xI

1I

xI ′

θ2

2I

yI

yI ′

yxI
yxI ′′

xyI A
B

P.I(Product Inertia)

M.I(Moment of Inertia)

RII av +=1 RII av −=2
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در  Iy در بـالاي محـور افقـي و مقـدار            Ix باشد مقدار    Ixy>0اگر  
 .پايين محور افقي نمايش داده مي شود

در بـالاي   Iy در پايين محور افقي و مقدارIx باشد مقدار Ixy<0اگر 
.محور افقي نمايش داده مي شود
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 . y و x گشتاورهاي اينرسي حول محورهاي -1

 گشتاورهاي اينرسي حـول محورهـاي مـاربر مركـز سـطح كـه بـه مـوازات                 -4
. مي باشندy و xمحورهاي 

y

b 1
2

2

2

2

=+
a

x

b

y

xaO

 :براي سطح نشان داده شده در شكل مطلوب است:مثال

 . yوx حاصل ضرب هاي اينرسي نسبت به محورهاي -2

.O و نقطه yو  x ممان اينرسي قطبي و شعاع هاي ژيراسيون حول محورهاي -3

.  حاصل ضرب اينرسي نسبت به محورهاي ماربر مركز بر سطح-5
 تعيين گشتاورهاي اينرسي نسبت به محورهاي    -6

 و a=20mmدر صورتيكه   . (ماربرمركز سطح
b=10mmباشد (
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y

b

dy

y

1
2

2

2

2

=+
a

x

b

y

dA
xaO

∫= dAyI x
2

2

2
1

y
dA xdy a dy

b
= = −

ααα d
b

dy

b

y
cossin =→=

∫ ∫==
2

0

2

0

23223 2sin
4

1
cossin

π π

ααααα dabdabIx

( )
3 3 32 2

00

1
1 cos 4 sin 4

8 8 4 16

ab ab ab
d

π π
πα α α α = − = − =  

∫
3

16x

ab
I

π=

2
2

20
1

b

x

y
I a y dy

b
= −∫
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∫= dAxI y
2

a
dx

x

b

y

x

12

2

2

2

=+
a

x

b

y

O

dx
a

x
bydxdA

2

2

1−==

dx
a

x
xbI

a

y 2

2

0

2 1−= ∫

3 3
3 2 2 22 2

0 0
sin cos sin 2

4 16y

ba ba
I ba d d

π π πα α α α α= = =∫ ∫

ααα d
a

dx

a

x
cossin =⇒=

3

16y

ba
I

π=
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dy

dx

y

x

x

y

1
2

2

2

2

=+
a

x

b

y

O

∫= xydAI xy

2

2

0

2 21
2

20 0

1
1

2 2

x
ba aa b x

xdx y x dx
a

−  
  = −  

 
∫ ∫

dxdydA =

∫ ∫ ∫ ∫
−

==
a

a

x
b

xy ydyxdxxydxdyI
0

1

0

2

2

84

1

2

1

2

22

0

2

4
2

2 ba

a

x
x

b
a

=







−=

2 2

8xy

a b
I =
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xK

yK

0K

y

x

1
2

2

2

2

=+
a

x

b

y

O

2
xx AKI =

2
2

4x

b
K = ⇒ xشعاع ژيراسيون حول  

yy AKI 2=
2

a
K y = y  شعاع ژيراسيون حول 

3
2

4 4 16x

ab ab ab
A K

π π π= ⇒ =

164

3
2 ba

K
ab

y

ππ =

2x

b
K =

( )2 2

2

4 16O

ab a bab
k

ππ +
=

2 2

2O

a b
K

+= شعاع ژيراسيون قطبي 

2
O OAK J=

( )2 2

16O x y

ab a b
J I I

π +
= + =

( )2 2

16O

ab a b
J

π +
=
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,
el elx dA y dA

x y
A A

= =∫ ∫

y

b

y′

x′

a
x

c
x

y

O

dx
a

b

x

y
1

2

2

2

2

=+
a

x

b

y

O

C :مركز سطح

∫∫ ∫ =







−==

a

el

ab
dx

a

xb
dxydAy

0

2

2

22
2

3
1

22

1

ππ 3

4

4/

3/2 b

ab

ab
y ==

dA ydx=
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2 2

20
1

3

a

el

x ba
x dA xydx b x dx

a
= = − =∫ ∫ ∫

π3

4a
x =

3 2
2

2

16

16 4 9x x x

ab ab b
I I Ay I

π π
π′ ′

 
= + ⇒ = +  

 
3

29

4

16

1
abI x π

π







 −=′

dx
a

b

x

y
1

2

2

2

2

=+
a

x

b

y

O

y

b

y′

x′

a
x

c
x

y

O

4

3

b
y

π
=

3 2
2

2

16

16 4 9y y y

ba ab a
I I Ax I

π π
π′ ′

 
= + ⇒ = +  

 

3
29

4

16

1
baI y π

π







 −=′
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AyxII yxxy += ′′

49

16

8 2

22 abab
I

ba
yx

π
π

×+= ′′

22

9

4

8

1
baI yx 







 −=′′ π

y

b

y′

x′

a
x

c
x

y

O

π3

4a
x = 4

3

b
y

π
=
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46.1097 mmI x =′
4658.8x yI mm′ ′ = −44.4390 mmI y =′

3
29

4

16

1
abI x π

π







 −=′
3

29

4

16

1
baI y π

π







 −=′

22

9

4

8

1
baI yx 







 −=′′ π
20a mm= 10b mm=
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:مثال قبل مطلوبست  براي ربع بيضي:مثال










−=

=

=

′′

′

′

4

4

4

8.658

4.4390

6.1097

mmI

mmI

mmI

yx

y

x

,1)   رسم دايره موهر و نمايش  ,x y x yI I I′ ′ ′ ′

,V UI I 0UVI =

.برروي آن

.گشتاورهاي اصلي اينرسي و راستاهاي اصلي آن ها   2)

x از دوران دستگاه مختصات  UVچنانچه دستگاه مختصات 3) y′ ′
را به طريقي تعيين كنيد كهحاصل گردد زاويه θ  به اندازه θ

. را بيابيد باشد وسپس

y

b

y′

x′

a
x

c
x

y



حسينی ھاشمی 291

IP.

xI ′

C

y′

yI ′

avI R

yxI ′′
IM .

x′

42744
2

mm
II

I yx
av =

+
= ′′

1
2 2

2 1773.32
2

x y
x y

I I
R I mm′ ′

′ ′

 − 
 = + = 
   

41097.6xI mm′ = 44390.4yI mm′ = 4658.8x yI mm′ ′ = −

اگر                  باشد مقدار        در 
پايين محور افقي و مقدار      در بالاي  

. محور افقي نمايش داده مي شود 

0x yI ′ ′ <xI ′
yI ′



حسينی ھاشمی 292

IP.

2I

xI ′

2θ

2θɶ

C

y′

yI ′

avI R

1I

( )1( )2

yxI ′′
IM .

x′

42744avI mm= 1773.32R mm=
4

1 max 4517.32avI I R I mm= = + =
4

2 min 970.68avI I I R mm= = − =

( )sin 2 0.3715 sin 21.8
x yI

R
π θ ′ ′− = = =

x′
x

y ′
y

θɶ θ

( )1

( )2

C

U

V

2 21.8 2 158.2 79.1π θ θ θ° °− = → = → =

2 2 21.8 338.2 169.1θ π θ° ° °= − = → =ɶ ɶ
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 .
V y′

U

x′θ
C

cos 2 sin 2
2 2

x y x y
U x y

I I I I
I Iθ θ′ ′ ′ ′

′ ′

+ −
= + −

cos 2 sin 2
2 2

x y x y
V x y

I I I I
I Iθ θ′ ′ ′ ′

′ ′

+ −
= − −

θθ 2cos2sin
2 yx

yx
UV I

II
I ′′

′′ +
−

=

0=UVI
2

tan 2 0.4 tan158.2 2 158.2x y

x y

I

I I
θ θ′ ′ ° °

′ ′

−
= = − = ⇒ =

−

2 158 .2 79 .1θ θ° °= ⇒ =

4
1 32.4517 mmIIU == 4

2 68.970 mmII V ==
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IP.

2VI I=

( )V

xI ′

12θ

O

y′

yI ′

avI R

1UI I=

( )1( )2 ( )U

yxI ′′
IM .

x′

4
1 32.4517 mmIIU ==

4
2 68.970 mmII V ==
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θcos. FdrrdFdU ==

rd
r+

rd

r

O

F

A

A′θ
JoulemN == MKSواحد کار     .

Ergecmdyne == CGSواحد کار      .

كار يك نيرو 

كار مجازي وپايداري  -10
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B′

F
1rd

B

θd
A′

A
1rd

F

B ′′

2rd

B′

1rd

F

B
r

θrddr =2

θθ MdFrdrdFdU === 2.

كار يك كوپل نيرو   
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rδ
1F2F

3F

nF

A
B rδ

: جا به جايي واقعي

:  جا به جايي مجازي

rd

كار مجازي 

rFrFrFrFU n δδδδδ ....... 321 ++++=

( )1 2 3 ... .nU F F F F rδ δ= + + + +

rRU δδ .=
اگر سيستم تحت تأثير نيروهاي اعمالي در حالت تعادل باشد يعني   

هر جا بجايي مجازي برابر صفر مي باشد  در اين صورت كار برآيند نيروها براي  

0 . 0R U R rδ δ= → = =

0R =

اصل كار مجازي



حسينی ھاشمی 298

l

C

θ

P

A B

θl
θ

تعيين نيروي وارده از طرف مكانيزم بر  
Pقطعه چوب با فرض معلوم بودن نيروي
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l

C

θ

P

A B

θl
θ

cy

xA

yA
A

δθθ

cxδP

cyδ
C ′

x
Bx

NF Sµ= B′
Q

N
B

Bxδ

C

y

cy

xA

yA
A

θ

P

x
Bx

NF Sµ= Q

N
B

C

y
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BBC
xQxFyPU δδδδ ... ++=

cosCy l θ= 2 s inBx l θ=

sinCy lδ θδθ= −
2 cosBx lδ θδθ=cy

xA

yA
A

δθθ

cxδP

cyδ
C ′

x
Bx

NF Sµ= B′
Q

N

B

Bxδ

C

y

P P j= −

SF Niµ= −
Q Q i= −

2 cosBx l iδ θδθ=
sin

C
y l jδ θδθ= −

( ) ( )sin 2 cos 2 cosSU Pl N l Q lδ θδθ µ θ δθ θ δθ= − −
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0=Uδ

0cos2cos2sin =−− θθµθ QNP S

N
P

Q Sµθ −= tan
2

( )sin 2 cos 2 cosSU l P N Qδ δθ θ µ θ θ= − −
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a2

θ
A

a

y a θ y
B

a

a

a2 C

θ

y

a

a

a2

پايداري

) پايدار(با ثبات  )ناپايدار(بي ثبات  خنثي

. دوباره به وضعيت اوليه يعني تعادل باز مي گردد    بعد از رها شدن از موقعيت منحرف شده

θ .به هيچ وجه به وضعيت اوليه باز نمي گردد  بعد از رها شدن از موقعيت

. در همان موقعيت باقي خواهد ماند كه قرار بگيرد    در هر وضعيت θ

θ
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( )2 cos 2 cosy a a V waθ θ= − ⇒ = −

wyV =

cos cosy a V waθ θ= ⇒ =

y a V wa= ⇒ =

a2

θ
A

a

y a θ y
B

a

a

a2 C

θ

y

a

a

a2

w تابع انرژي پتانسيلوزن ميله ها
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a2

θ
A

a

y a θ y
B

a

a

a2 C

θ

y

a

a

a2

2

2
cos

d V
wa

d
θ

θ
=( )2 cosV wa θ= −

2

2
0

d V

dθ
>

داراي كمترين انرژي پتانسيل در موقعيت تعادل ( )0=θ
2

2
cos

d V
wa

d
θ

θ
= −cosV wa θ=

داراي بيشترين انرژي پتانسيلدر موقعيت تعادل

. در هر موقعيت    انرژي پتانسيل ثابت است

2

2
0

d V

dθ
<

2

2
0

d V

dθ
=V w a=

( )0=θ

θ
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مي  w و وزن   lمكانيزم نشان داده شده در شكل شامل دو ميله همگن هر يك به طول    :مثال 
با . قرار دارد حركت مي كند   Oزير پين  1.5l در يك شيار افقي كه به فاصله   Bغلتك . باشد

 كه دستگاه را برايpاستفاده از اصل كار مجازي نيروي 
1 30θ در تعادل نگهد ارد تعيين =°

O
l

l

P

1θ
l5.1

B

A

)از اصطكاك صرفنظر كنيد. (كنيد
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B
P

N

2θ
w

1θ
O

xO

w

A

yO

l5.1

Bxδ

1y
2y

Bx

2yδ

1yδ

B ′

A ′

x

y

C

C′

D

D′

w w j P Pi= =

BxPywywU δδδδ ...
21

++=

1 11
sin

2

l
y jδ θ δθ= −

1 1cos
2

l
y θ=

1 1 1sin
2

l
yδ θ δθ= −

212 cos
2

cos θθ l
ly += 1 2cos cos 1.5l l lθ θ+ =

12 cos5.1cos θθ −= l
l

y 75.0cos
2 12 += θ

j
l

y 112
sin

2
δθθδ −=
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B
P

N

2θ
w

1θ
O

xO

w

A

yO

l5.1

Bxδ

1y
2y

Bx

2yδ

1yδ

B ′

A ′

x

y

C

C′

D

D′

1 2sin sinBx l lθ θ= +

12 cos5.1cos θθ −=

2 2 1 1sin sinθ δθ θ δθ− =

1 1 2 2cos cosBx l lδ θ δθ θ δθ= +

1
2 1

2

sin

sin

θδθ δθ
θ

−=

1
1 1 2 1

2

sin
cos cos

sinBx l l
θδ θ δθ θ δθ

θ
 −= +  
 

( )1 1 2 1cos sin cotBx l iδ θ θ θ δθ= −
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BxPywywU δδδδ ...
21

++= w w j P Pi= =

1 11
sin

2

l
y jδ θ δθ= − j

l
y 112

sin
2

δθθδ −=

( )1 1 2 1cos sin cotBx l iδ θ θ θ δθ= −

( ) 12111111 cotsincossin
2

sin
2

δθθθθδθθδθθδ −+−−= pl
l

w
l

wU

( ) 12111 cotsincossin δθθθθθδ plplwlU −+−=

0=Uδ
211

1

cotsincos

sin

θθθ
θ

−
= w

P

65.50cos5.1coscos30 2211 =⇒=+→= θθθθ �

wP 097.165.502 =⇒= �θ
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مي  w و وزن   lمكانيزم نشان داده شده در شكل شامل دو ميله همگن هر يك به طول    :مثال 
با . قرار دارد حركت مي كند   Oزير پين  1.5l در يك شيار افقي كه به فاصله   Bغلتك . باشد

 كه دستگاه را برايpاستفاده از تحليل قاب ها نيروي 
1 30θ در تعادل نگهد ارد تعيين =°

O
l

l

P

1θ
l5.1

B

A

)از اصطكاك صرفنظر كنيد. (كنيد
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 روش دوم

B
P

N

2θ
w

1θ
O

xO

w

A

yO

( )a

A
xA

yA

w

1θ

xO

yO

( )b

O

B

N

P

2θ

yA

xA
A

w

( )c
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∑ =⇒=−⇒= PAAPF xxx 00

∑ =−+⇒= 00 NwAF yy

∑ =−+⇒= 0sin
2

cossin0 222 θθθ l
wPlNlM A

2
2

22 cot2
2sin2

cos2sin θ
θ

θθ −=−= wPw
N

yA N w= −

2cot
2y

w
A N w P θ = − = − + 

 

B

N

P

2θ

yA

xA
A

w

( )c
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B
P

N

2θ
w

1θ
O

xO

w

A

yO

( )a

( ) ( )
1 1 2

1 2 1 2

0 sin sin sin
2 2

cos cos sin sin 0

O

l l
M w w l

P l l Nl

θ θ θ

θ θ θ θ

 = ⇒ + + 
 

− + − + =

∑

22cot
2

w
N θ= −

1

1 1 2

sin

cos sin cot

w
P

θ
θ θ θ

=
−

wp 097.165.5030 21 =⇒°=→°= θθ
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 را طوري تعيين كنيـد كـه سيـستم در حالـت         M براي مكانيزم مقابل گشتاور      :مثال
. از وزن ميله ها صرف نظر كنيد.تعادل باشد

.)مسئله را با استفاده از روش كار مجازي ونيز معمولي حل كنيد(

M

D

a
w

C

B

A

a

a
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D′

M
D

Dyδ a w

C

B

B′
Byδ

C′

cyδ

δθ

x
xA

A
yA

y
θ

xD

a

a

θ

θδδδ .. MywU
c

+=

jww −= kδθθδ =

kMM = 2 coscy a θ=

( ) kkMjajwU δθθδθδ .sin2. +−−=

2 sin
c

y a jδ θδθ= −

0sin2 =→+= UMawU δδθθδθδ
θsin2awM −=⇒
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روش دوم

yB

xB

θ
xD

D
M

a

( )a

B

A
xA

yA

yB

xBB
w

C

( )b

M

D

a
w

C

B

A

a

a
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yB

xB

θ
xD

D
M

a

( )a

0 0x x x x xF D B B D= ⇒ − = ⇒ =∑

∑ =⇒= 00 yy BF

0 2 sin cos 0A xM w a B aθ θ= ⇒ + =∑

0 cos 0 cosD x xM B a M M B aθ θ= ⇒ − = ⇒ =∑

A
xA

yA

yB

xBB
w

C

( )b

2 sinM aw θ= −

∑ =⇒=−−⇒= wAwBAF yyyy 00

2 tanxB w θ= − 2 tanxD w θ= −

0 0x x x x xF A B A B= ⇒ + = ⇒ = −∑ 2 tanxA w θ=
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نصب mm 300بر روي محيط ديسكي به شعاع  10kgقطعه اي به جرم  :مثال 
وضعيت يا وضعيت هاي . است فنر آزاد است به هنگامي كه.شده است

تعادل آن را تعيين كرده و در هر حالت نشان دهيد تعادل چگونه است؟  
0θ =

m

θ

4
kN

k
m

=

kgm

mma

mmb

10

80

300

=
=
=

a
b

O
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m
0=θ

ba

m
θ

LP.
b

a h

θaS =

222

2

1

2

1 θKaksVS == cosgV mgh mgb θ= =

θθ cos
2

1 22 mgbKaVVV gS +=+= 2 sin
dV

ka mgb
d

θ θ
θ

= −

20 sin
dV

ka mgb
d

θ θ
θ

= ⇒ =
2

sin
ka

mgb
θ θ=

( )2
4000 0.08

sin sin 0.87
10 9.81 0.3

θ θ θ θ= ⇒ =
× ×
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2

πO

θsin θ87.0

θπ

θθ 87.0sin =




°=
=

7.51

0

θ
θ

:

sin 51.7 0.784 51.7 0.902 0.87(0.902) 0.784

Check

rad= = =� �
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2

2
51.7 7.36 0

d v

d
θ

θ
°= → = >

2
2

2
cos

d V
ka mgb

d
θ

θ
= −

2
2

2
0 3.8 0

d V
ka mgb

d
θ

θ
= → = − = − <

2 sin
dV

ka mgb
d

θ θ
θ

= −

0 sin 0M mgb akaθ θ= ⇒ − =∑
θθ

mgb

ka 2

sin =
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m
θ

b

a
mg

kaθ

sinmgb θ 2ka θθ
0 0 0

10 5.11 4.47

20 10.06 8.93

30 14.71 13.40

40 18.92 17.87

50 22.54 22.34

60 25.48 26.81

70 27.65 31.27

0 sin 0M mgb akaθ θ= ⇒ − =∑
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