
1   يم : رجبيتنظ  ه اولخلاصه نکات  معادلات ديفرانسيل مرتب

yهر معادله به صورت -1 f (x)g(y)  ) نامیده می شود . برای حل این معادله متغیرهای تفکیک پذیر ) جداشدنی ، متغیرهای جداپذیرx وy را به صورت

 زیر تفکیک  می کنیم :

dy dy
f (x)g(y) f (x)dx

dx g(y)
  

 نتگرال گرفتن ، جواب معادله با یک ثابت به دست می آید .و پس از ا

yهر معادله به صورت -2 f (ax by c)    وb  uبا تغییر متغیر 0 ax by c   . به معادله ای تفکیک پذیر تبدیل می شود

aهر معادله خطی مرتبه اول به صورت -3 (x)y a (x) y f (x)  1 aاست که با تقسیم آن بر 0 (x)1 به صورت استانداردy p(x) y q(x)  

نوشته می شود . برای حل این معادله عامل انتگرال
p(x)dx

(x) e  را تشکیل داده و از رابطه y (x)q(x) c
(x)

  
 
1

را جواب عمومی

یم .محاسبه می کن

q(x)با فرض -4  yجواب عمومی معادله همگن 0 p(x)y   برابر است با 0
p(x)dx

y ce
.

yاگر یکی از جواب های معادله-5 p(x) y q(x)  به صورت دله عمومی این معادله از رابطه)جواب خصوصی ( حدس زدیم ، جواب معاpyرا

p(x) dx

py y ce
  : به دست می آید . به عبارت دیگر داریم

= جواب معادله غیر همگن خصوصی+ جواب  جواب معادله همگن

عادلات به صورتبرخی از معادلات مرتبه اول را با تغییر متغیر می توان به معادله خطی مرتبه اول تبدیل کرد . صورت کلی این نوع م -6

f (y) y p(x)f (y) q(x)   متغیر استفاده از تغییر که با uاست f (y)به معادله خطیu p(x)u q(x)  . شود تبدیل می

yمعادله -7 p(x) y q(x) y   وقتی,  0 تقسیم کنیم تا به معادله yحل آن کافی است دو طرف را بر معادله برنولی نامیده می شود و برای 1

yغیر خطی y p(x) y q(x)   1 تبدیل شود . سپس از تغییر متغیرz y  برسیم . در این  zاستفاده می کنیم تا به معادله ای خطی بر حسب 1

 رت داریم :صو

z y z
y p(x) y q(x) y p(x)z q(x)

 
     



1

1
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yهر معادله به شکل -8 a(x) y b(x) y c(x)   2 در حالتی کهb(x) وc(x) ناصفر هستند ، معادله ریکاتی نامیده می شود . اگر یک جواب از

yمعادله ریکاتی به شکل (x)  داده شده باشد ، برای به دست آوردن جواب معادله از تغییر متغیرy (x)
z

  
1

صورت معادله این کنیم . در استفاده می

مرتبه اول تبدیل می شود . طیخریکاتی به معادله 

tمی نامیم هرگاه برای هر را همگن از درجهfتابع -9  fداشته باشیم 0 (tx, ty) t f (x, y)  معادله دیفرانسیلی همگن است که به یکی از دو .

 صورت زیر باشد :

yالف( f (x, y)  کهf همگن از درجه 0 . است

,M(xب( y)dx N(x, y)dy 0 به شرط آن کهMوN . همگن و از درجه یکسانی باشند

برای حل معادله همگن از تغییر متغیر -10
y

u
x

یاy xuکنیم بر حسباستفاده می پذیر تفکیک به معادله ای برسیم .uتا

معادله -11
ax by c

y f
a x b y c

  
   

    
cمفروض است . در حالتی که  c  ، چون درجه صورت و مخرج برابر است این معادله همگن است و در غیر  0

این صورت :

در حالتی که الف(
a b

a b


 
axدو خط0 by c   aو0 x b y c     تلاقی داده تا0 با هم متقاطع هستند . در این صورت این دو خط را

)نقطه , )   به دست آید . سپس با انتقال محورهای مختصات به نقطه تلاقی یعنی اعمال تغییر متغیر
X x

Y y

  


 
به معادله همگن 

dY aX bY
f

dX a X b Y

 
  

  
می رسیم . 

اگر ب(
a b

a b


 
uدو خط موازیند و لذا با تغییر متغیر0 ax by وu a by  پذیربر حسب تابع تفکیک متغیuبه معادله ای مستقلو xر

 می رسیم .

ی تبدیل می شوند .است ، به معادلاتی مانند معادلات خطی یا برنول yتابعی از xیعنی با فرض این که yو xبرخی از معادلات با تعویض نقش -12

,M(xمعادله دیفرانسیل -13 y)dx N(x, y)dy 0 کامل نامیده می شود هرگاه داشته باشیم
M N

y x

 


 
 .
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,M(xاگر معادله -14 y)dx N(x, y)dy 0ته اسسببا هر یک از دو روش زیر قابل محا کامل یاشد ، پاسخ آن : 

(*N تمام جملاتی ازN است که شامل متغیرx نیست یعنی
*N

x





0           )*) Mdx N dy c  1  

(*M تمام جملاتی ازM است که شامل متغیرy نیست یعنی
*M

y





0           )*) Ndy M dx c  2  

,M(xبرای یافتن عامل انتگرال معادله -15 y)dx N(x, y)dy 0 به شرط آن که عامل انتگرال ، تابعی ازz z(x, y) باشد ، کسر

y x

x y

M N
k(z)

Nz M z





رمولرا تشکیل داده و از ف 

k(z) dz

e  . عامل انتگرال را محاسبه می کنیم 

Mdxاگر عامل انتگرال معادله -16 Ndy  zباشد یعنی xتابعی از 0 x آنگاه
y xM N

dx
N(x) e




  . 

Mdxاگر عامل انتگرال معادله -17 Ndy  zباشد یعنی yتابعی از 0 y آنگاه
y xM N

dy
M(y) e




  . 

Mdxاگر عامل انتگرال معادله -18 Ndy  zباشد یعنی xyتابعی از 0 xy آنگاه
y xM N

dz
yN xM(z) e




  . 

aهر معادله به شکل -19 b c d a b c dy(Ax y Bx y )dx x(A x y B x y )dy     xدارای عامل انتگرالی به صورت 0 y    است که با ضرب

 می آید .به دست  و و نوشتن شرط کامل بودن و مقابسه ضرایب یک دستگاه دو معادله و دو مجهولی بر حسب معادله در

 دیفرانسیل های معروف : -20

)d(xy) ydx xdy 1   

x dy ydxy
)d

x x

 
 

 
2

2   

ydx x dyx
)d

y y

  
 

 
2

3   

 
x y

)d ln (x y ) dx dy
x y x y

  
 

2 2
2 2 2 2

2 2
4   
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y y x
)d tan dx dy

x x y x y

 
   

  

1
2 2 2 2

5   

yدر صورتی که معادله دیفرانسیل به صورت -21 f (x, y ) یاx f (y, y ) باشد ، برای حل آن کافی استy p  فرض شود و پس از مشتق          

حذف  yو xبین pدر صورت امکان می بایست پارامتر به دست آورد . p) دیفرانسیل ( گرفتن از معادله داده شده ، چواب معادله را به صورت پارامتری بر حسب

fشود تا جواب به صورت صریح بر حسب (x, y) c . به دست آید 

,x)منظور از پوش دسته منحنی های -22 y,c)   منحنی ) یا منحنی هایی ( است که بر تمام منحنی ها ) و بر هر کدام فقط در یک نقطه ( مماس شود . 0

,x)برای به دست آوردن پوشش دسته منحنی های -23 y,c)   حذف کنیم . cو مشتق این معادله نسبت به را بین معادله cکافی است پارامتر0

yهر معادله به شکل -24 xy g(y )   . معادله کلرو نامیده می شود و دارای دو نوع جواب است 

yبا جایگذاری الف( c  در معادله کلرو جواب عمومی آن دسته خطوطy cx g(c)  . هستند 

 جواب تکین معادله ، پوشش جواب عمومی است . ب(

yهر معادله به شکل -25 xf (y ) g(y )    عمل می کنیم . 21مانند نکته معادله لاگرانژ نامیده می شود. برای حل این معادله 

F(yورتاگر معادله ای به ص -26 )  F(t)بوده و معادله 0  tدارای حداقل یک ریشه حقیقی به صورت 0 k باشد ، آن گاه
y c

F
x

 
 

 
جواب  0

 عمومی معادله خواهد بود .

ام به صورت nاگر معادله مرتبه اول و درجه -27 
nn

ny p (x, y) y ... p (x, y)



    

1

1 0 قابل تجزیه به صورت 0

   ny q (x, y) ... y q (x, y)   1 nyباشد ، آن گاه هر یک از معادلات 0 q (x, y),..., y q (x, y)  1  را حل کرده و اگر جواب آن ها به

,n(xصورت y,c) ,... , (x, y,c)   1 0 ,n(xباشد ، جواب عمومی معادله اولیه ضرب این جواب ها یعنی 0 y,c) ... (x, y,c)   1  است 0

,x)هر گاه دو دسته منحنی -28 y,c)  ,x)و 0 y,k)  دارای این خصوصیت باشند که تمام منحنی های یک دسته منحنی بر تمام منحنی های  0

 نامند .دسته منحنی دیگر عمود باشد ، یک دسته را مسیرهای متعامد یا قائم دسته دیگر می 

 مرحله زیر را انجام دهیم : 3کافی است  برای به دست آوردن معادله مسیرهای متعامد دسته منحنی های  -29
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 به دست آوریم . xو مشتق آن نسبت به بین معادله cرا با حذف ثابت معادله دیفرانسیل دسته منحنی های مرحله اول :

را به yمرحله دوم :
y




1
 تبدیل کنیم تا معادله دیفرانسیل مسیر متعامد به دست آید . 

 کنیم .معادله حاصل را حل  مرحله سوم :

در مختصات قطبی داده شود ، برای یافتن معادله مسیرهای متعامد ، کافی است در مرحله دوم دلهاگر معا -30
r

r
را به 

r

r


 . تبدیل کنیم 
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در صورتی که فقط شد .منظور از یک معادله دیفرانسیل رابطه ای بین یک تابع ، متغیر ) متغیرهای ( مستقل و مشتقات تابع نسبت به آن متغیر ) متغیرها ( می با -1

عادله دیفرانسیل با ا میک متغیر مستقل وجود داشته باشد ، معادله را معادله دیفرانسیل عادی یا معمولی و اگر بیش از یک متغیر مستقل داشته باشیم ، معادله ر

 ا پاره ای می نامیم .مشتقات جزئی ی

دیفرانسیل می نامیم . بالاترین مرتبه مشتق ظاهر شده در معادله را مرتبه معادله  -2

(n)هر معادله دیفرانسیل عادی به صورت -3

na (x) y ... a (x) y a (x) y f (x)   1 نامیم و در غیر این0 دیفرانسیل خطی می را یک معادله

fدر حالت خاصی که طرف دوم معادله یعنی صورت ، معادله غیر خطی نامیده می شود . (x)  بدون طرف دوم ( –تابع ثابت صفر باشد ، آن را همگن ) هموژن

 می نامیم . 

مرتبه را درجه مرتبه مشتق موجود در معادله بتوان به صورت یک چند جمله ای نوشت ، توان مشتق با بالاترین اگر یک معادله دیفرانسیل را نسبت به بالاترین -4

معادله دیفرانسیل می نامند .

هر معادله خطی ، از درجه یک است . -5

yتابع -6 (x)  را جواب معادله دیفرانسیل مرتبهn می نامیم هرگاه دارای مشتقn  کند .ام بوده و در معادله دیفرانسیل صدق

ثابت ) پارامتر ( است و در این صورت جواب عمومی نامیده می شود . nمعمولا شامل nجواب معادله دیفرانسیل از مرتبه -7

به صورت زیر است : nشرط اولبه یک معادله از مرتبه -8

(n )

ny(x ) y , y (x ) y , ..., y (x ) y


  1

0 0 0 1 0 1

گفته می شود . الت معادله دیفرانسیل را همراه با شرایط اولیه ، مسئله مقدار اولیه می نامیم . اگر شرایط در یک نقطه مطرح نشود ، یه آن شرایط مرزیحدر این 

(که آن ها را جواب غیر عادی )تکین ، ایزوله عمومی به دست نمی آیندبرخی از جواب های یک معادله دیفرانسیل از مقدار دادن به ثابت های موجود در جواب  -9

می نامیم .

در آن صدق کنند . به این صورت که کافی است  با داشتن معادله دسته منحنی ها ، می توان یک معادله دیفرانسیل به دست آورد که دسته منجنی های -11

ام ، ثابت های nتا مرتبه xی ها و مشتقات آن نسبت بهبین معادله دسته منحن
nc ,... ,c1 . را حذف کنیم
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دسته منحنی ها به صورت اگر معادله -11
n ny c f (x) ... c f (x)  1 به دست می آید : nمرتبه با بسط دترمینان زیر معادله دیفرانسیل آن ها ازباشد ،  1

n

n

(n) (n) (n) (n)

n

f (x) f (x) ... f (x) y

f (x) f (x) ... f (x) y

f (x) f (x) ... f (x) y

   


1 2

1 2

1 2

0
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