
www.omranpooya.com پویا عمران مهندسی مرجع سایت  

www.omranpooya.com 1 

 :تعاريف و كليات تحليل مسائل دو بعدي
باشد كه در آن تغيير مكانها، مؤلفه   اين حالت، تعميم حالت يك بعدي به حالت دو بعدي مي

بردار . خواهند بود( x , y)هاي نيروهاي سطحي و نيروهاي جرمي هر يك تابع موفقيت 
 .باشد تغيير مكان يك گره بصورت زير مي

v ,u   مؤلفه هاي  در جهاتx , y باشند مي  . 

 تنشها و تغيير شكلهاي نسبي

 :باشند نيز بصورت زير مي 
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 t  ضخامت جسم در
  fb , zجهت محور 

نيرو در واحد حجم  
نيرو بر واحد    fsو 

رابطه  . باشد سطح مي
تغيير شكل نسبي و 

تغيير شكلها نيز 
 .بصورت زير است

 رابطه تغيير شكل نسبي و تغيير شكلها نيز 
 .بصورت زير است

 : تغيير شكل نسبي -رابطه  تنش 

بوده كه  سه ضلعو  سه گرهدهند و هر مثلث داراي  تشكيل مي گره هاگوشه مثلثها را 
اجزاء تمامي سطح جسم را بجز قطعاتي كوچك در مرزهاي  . شود ناميده مي يك جزء

 .نمايند باشند پر مي جسم كه محدود به لبه هاي منحني شكل مي
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را نيز  نواحي پر نشده مرزي
توان با انتخاب تعداد بيشتري   مي

جزء مثلث شكل پر نمود و يا حتي  
با مثلثهايي كه كناره هاي منحني  

روش . دارند اين كار را انجام داد
اجزاء محدود حل تقريبي و  

پيوسته اجزاء فرضي برروي جسم  
است كه طبيعتا قدري تقريب را  

در نظر . در برخواهد داشت
نگرفتن بخشي از سطح جسم نيز  
 .باعث افزايش خطا خواهد گرديد
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در اين حالت براي هر گره تنها امكان  . شودهر گره و نيز هر جزء با شماره اي مشخص مي
بنابراين هر گره داراي دو درجه آزادي . گرددمنظور مي x , yدو تغيير مكان در جهات 

توان تغيير مكانهاي           در نيز مي jگره مشابه بحث در خرپاي دو بعدي براي . باشدمي
 .به اين ترتيب بردار كلي تغيير مكان گره ها بشكل زير خواهد بود. در نظر گرفت yجهت 

N تعداد كل درجات 

 .آزادي است 

 

 
 وضعيت عمومي يك جزء

 : با درجات آزادي 
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اطلاعات . باشدمي 3و2و1جزء فوق در دستگاه موضعي داراي گره هاي 
(  شماره گره ها)توان در ماتريس با سه ستون مربوط به وضعيت اجزاء را مي

 .كه به تعداد كل اجزاء سطر دارد دخيره ساخت
جهت جلوگيري از منفي شدن سطح اجزاء ترتيب شماره گذاري اجزاء اغلب 

مؤلفه هاي تغيير مكان گره ها در  .باشددر جهت خلاف عقربه هاي ساعت مي
نشان  x , yبراي جهات              مختصات موضعي مطابق شكل بصورت     

 .توان با بردار زير نشان دادداده شده اند اين تغيير مكانها را مي

توان رابطه بردار       را با بردار       در  با توجه به شماره گره ها مي
همانگونه كه نشان داده شده است، . مختصات كلي بدست آورد

در دستگاه مختصات                               مختصات گره ها با        
مشخصات گره ها در مختصات موضعي و . كلي مشخص شده اند
 .توان به سادگي بدست آورد درجات آزادي را مي
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ê ̂

     112233 ,,,,, yxyxyx



www.omranpooya.com پویا عمران مهندسی مرجع سایت  

www.omranpooya.com 3 

 (CST)مثلث با تغيير شكل نسبي ثابت 
تغيير مكان نقاط داخلي مثلث را در حالت عمومي بايد بتوان با توجه به موقعيت گره      

همانگونه كه قبلا بحث گرديد اين كار در روش  . ها به تغيير مكان آنها مرتبط نمود
 .اجزاء محدود به كمك توابع شكل امكان پذير است

در صورتيكه در پهنه اجزاي مثلث شكل، تغيير نسبي ثابت فرض گردد، لازم است     
سه تابع شكل   كه مربوط به گره هاي . توابع شكل بصورت خطي انتخاب گردند

مطابق تعريف تابع شكل لازم است . باشند در شكل  نشان داده شده اند مي 3و2و1
با اين تعريف تابع . برابر واحد و در ساير گره ها صفر باشد 1در نقطه  N1مقدار تابع 

سطوح  N3 , N2بطور مشابه . كند يك سطح تخت را بر روي جزء ايجاد مي N1شكل 
در حالت عمومي مقادير توابع شكل در ضلع مقابل به . ديگري را تشكيل خواهند داد

هر تركيب خطي  اين توابع شكل نيز خود تشكيل يك سطح . گره مربوطه صفر است
عبارت                                     نشان دهنده . تخت برروي سطح جزء را خواهند داد

است كه به ناچار اين صفحه با توجه به  3و2و1در گره هاي  1يك صفحه به ارتفاع 
 بنابراين با هر انتخاب. لزوم مسطح بودن، موازي صفحه جزء خواهد بود

 :توان نوشت خطي  مي 

1321  NNN

1321  NNN

مستقل خطي نخواهند بود يعني  N3 , N2 , N1توان گفت علاوه بر آن مي
توابع شكل مستقل و ساده را . توانند مستقل باشندتنها دو تاي آنها مي

 .توان بر حسب          با روابط زير ارائه نمودمي

منطبق بر محور      xمحور مختصات     
 x , yاست و در اين حالت مختصات 

بايستي بر مختصات موضعي  تطبيق 
 به اين ترتيب توابع شكل بر . نمايد

  .حسب          تشكيل خواهند گرديد   
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توان بوسيله مساحتهايي در دستگاه مختصات انتخاب  توابع شكل را مي: ارتباط هندسي 
آنرا به سه قسمت تقسيم نموده ( جزء)در داخل مثلث ( x , y)نقطه .  شده نشان داد

 .  توان بسادگي با روابط صفحه بعد نشان دادرا مي            بطوريكه سه سطح      . است
A باشدكل مساحت جزء است  و رابطه ساده فوق در هر نقطه از مثلث بر قرار مي. 
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  :اجزاء ايزوپارامتريك يا همگام

 توان به  تغيير مكانهاي نقاط داخلي مثلث را مي

 كمك توابع شكل و مقادير تغيير مكان در 

 .  گره ها بدست آورد

 :توان نوشت بدين ترتيب مي
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 : رابطه كلي تغييرات مكان در سطح جزء و تغيير مكان گره

با توجه به ارتباط يكسان دستگاه مختصات موضعي وكلي، در مورد اجزاء 
را بر حسب مختصات موضعي و  x , yتوان مختصات  مثلث شكل نيز مي

استفاده . شود اين روش ايزوپارامتري ناميده مي. توابع شكل ارائه نمود
توان  گردد، و مي از اين روش باعث سهولت و يكنواختي در محاسبات مي

 :بر اين اساس نوشت
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 :مثال 
با توجه به شكل در حالت  Pرا در نقطه   N2 ,N1  N3 ,مقادير توابع شكل

 .ايزوپارامتري بدست آوريد
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 : (   Jacobian Matrix)ماتريس يعقوبي 
نسبت  v , uدر بدست آوردن تغيير شكلهاي نسبي لازم است مشتقات پاره اي 

باشند  توابعي از          مي x , yهمچنين    v , uاما   . تعيين گردند x , yبه 
 :توان نوشت بطوريكه مي

 با استفاده از قاعده زنجيره اي ديفرانسيل ها
 توان چنين  مي 

 :نوشت
 

 فوق ماتريس انتقال يا( 2 × 2)ماتريس واسطه 

  .شود نشان داده مي Jماتريس يعقوبي ناميده  با  
J-1  معكوس ماتريسJ است بطوريكه: 

 در اين حالت تمامي جملات اين ماتريس بر حسب
 .مختصات گره ها و ثابت مي باشند 

     ,,, yxuu 

     ,,, yx

 ,

 



















 y

y

ux

x

uu
..

 



















 y

y

ux

x

uu
..






















































































y

u
x

u

yx

yx

u

u





















































2323

1313

yx

yx

yx

yx

J



















1323

13231

det

1

xx

yy

J
J

 : مقادير ديفرانسيل در مخصات كلي و موضعي

 بنابراين  . . . .  توان نشان داد كه  و  مي  yij , xijبا توجه به تعريف 
 :توان بصورت زير در آورد معادله فوق را مي

 بوده و آنرا( 6×3)يك ماتريس  Bماتريس 
 تغيير مكان  –ماتريس تغيير شكل نسبي  

 نامند اين ماتريس سه تغيير براي جزء مي
 .دهد تغيير مكان ارتباط مي 6شكل نسبي در جزء را به  
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 .را براي اجزاء شكل زير بدست آوريد Beماتريس : 1 مثال

توان نشان داد كه دترمينان  مي
دو برابر مساحت مثلث  Jماتريس 

 3و2و1بين گره هاي  ساخته شده
البته لازم است شماره . )است

گذاري در جهت خلاف عقره هاي 
ساعت انجام شده باشد كه در اين 

  (مثبت خواهد بود Jصورت 
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دو برابر مساحت مثلث ساخته شده بين   Jدترمينان ماتريس  
البته لازم است شماره گذاري در . )است 3و2و1گره هاي 

جهت خلاف عقره هاي ساعت انجام شده باشد كه در اين 
 :يعني( مثبت خواهد بود Jصورت 
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 :ثابت كنيد
 .مورد نظر باشد  v , uاز مختصات كلي به تغيير مكانهاي  x , yدر صورتيكه تطبيق مختصات 

 
 

 .حاصل گردند و جوابها يگانه باشند x , yبر حسب   v , uحالا لازم است 
تغيير نمايد و بطور   uثابت بماند و  vتغيير مكان دهد بطوري كه  Pنقطه . شود در دو فضاي فوق فرض مي

تغيير نمايد در دو حالت منحني   vثابت باشد و  uتوان در نظر گرفت كه  مشابه در قسمت بعدي مي
 .در اثر تغيير مكان حاصل خواهند گرديد  v , uهاي    

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 :باشد در اين صورت Pبردار مكان نقطه  r اگر
j , i   بردارهاي يكه در جهت هايx , y مشتقات پاره اي . هستندr  توان بشكل زير بدست آورد را مي: 

 ddJdA det
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است زيرا  vمماس بر منحني   T2 , uمماس بر منحني  T1توان نشان داد كه بردار  مي
 :طبق تعريف

 
و از . است uمماس بر منحني      و در حالت حدي                              در صورتيكه  

باشند براي بدست آوردن طول اين بردارها   بردارهاي يكه مي       و يا        طرفي 
 :توان نوشت مي

S1  طول قوس در امتدادdS1 , u   ديفرانسيل طول قوس است. 
 باشد ديفرانسيل فوق حد نسبت طول قوس است كه برابر واحد مي

 است      برابر     توان نتيجه گرفت كه بردار  بنابراين مي 

  :بنابراين
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t2 , t1  باشند كه مماس برمنحنيهاي بردارهاي يكه ميv , u  با توجه به معادلات . هستند
بشكل . است  dS2 , dS1كه طول هايشان برابر ( S2 ,S1ديفرانسيل هاي )  dS2 , dS1فوق 

 .باشندزير مي

برداري است با بزرگي . شود مشخص مي dAكه با  Aديفرانسيل مساحت 
dA باشد، بردار  و با جهتي عمود بر مساحت جزء كه در جهت  مي
dA توان بصورت زير نوشت را مي: 

 

 

 

  :تعريف ماتريس يعقوبي بصورت

 
 :را بصورت زير نوشت dAيعني     توان بزرگي بردار  مي

 

  :جاگزين شوند       مقادير   v , uدر صورتيكه بجاي 
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 :شود درحالت سه بعدي مسأله قابل تعميم بوده و بشكل زير نوشته مي
 

ماتريس يعقوبي را براي جزء مثلث شكل نشان   :3مثال 
 :را پيدا كنيد 1داده شده در مثال 

 
 .باشد مقدار بدست آمده براي دترمينان دو برابر مساحت مثلث ياد شده مي

 

 

 ddJdA ..det

 dddJdA ...det

75.23det
5.33

55.2

2323

1313






















 J

yx

yx
J

  3و2و1در صورتيكه شماره گره هاي 
در جهت خلاف عقربه هاي ساعت  

 .منفي خواهد شد Jانتخاب نشوند، 
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 انرژي پتانسيل 
 :توان درحالت عمومي بصورت زير در نظر گرفت انرژي پتانسيل يك جزء را مي

 
 

 باشد بطوريكه                 مي Piنمايانگر نقطه اعمال بار  iدر جمله آخر سمت راست، 

و علامت جمع بخاطر حاصل شدن جمع شدن كل انرژي در اثر بارهاي متمركز وارده    
 .است

 :توان نوشت براي بدست آوردن كل انرژي پتانسيل در جسم مورد نظر مي
 
 
 

 
 

در صورتيكه                                        انرژي ذخيره شده در اثر تغيير شكلهاي نسبي در 
 .جزء است
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  :ماتريس سختي جزء
تغيير مكان در جمله انرژي  –در صورتيكه ماتريس تغيير شكل نسبي 

 : توان نوشت تغيير شكل نسبي جزء جايگزين شود مي
 
 

ثابت   B , Dثابت در نظر گرفته شود و ماتريسها ( ضخامت جزء) teدر صورتيكه 
 :باشند رابطه فوق بشكل زير است

   :با فرض                  نتيجه بصورت زير است
 

 : ماتريس سختي جزء
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 .باشدقرينه مي Dيك ماتريس قرينه است زيرا ماتريس  Keماتريس 
توان از جدول اطلاعات مربوط به اتصالات و  مي Kدر ماتريس  Keبراي جايگزيني ماتريس 

درجات آزادي گره ها استفاده نمود در صورتيكه جمله انرژي در دستگاه مختصات 
 :توان نوشتموضعي و كلي مورد مقايسه قرار گيرند مي

 در دستگاه مختصات كلي نيز يك ماتريس قرينه Kماتريس 
 در Kijتوان گفت جملات  به عبارتي مي. و نواري است 
در  . باشند در معرض اتصال هيچ جزئي نباشند، برابر صفر مي  j , iصورتيكه درجات آزادي  

در معرض اتصال يك جزء يا اجزايي باشند جملات ماتريس سختي    j , iصورتيكه 
در اين ماتريس عرض نوار قطري . مربوطه در ماتريس سختي كلي شركت خواهند نمود

در صورتيكه  شماره گره . بستگي به اختلاف شماره گره هاي بكار رفته در اجزاء دارد
 :گردد باشند حداكثر اختلاف شماره گره هاي جزء از رابطه زير حاصل مي eهاي جزء 

 
 :نصف عرض نوار 

 
NE  بخاطر تعداد درجات آزادي در يك گره است 2تعداد اجزاء و عدد. 

 .  در حالت عمومي مربوط به شرايط محدود نبودن تمامي درجات آزادي است Kماتريس 
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 : جمله نيروهاي معادل گرهي جرمي
جمله نيروهاي جرمي براي يك جزء بصورت                        در انرژي 

 :پتانسيل حاصل گرديد، اين جمله بصورت زير قابل بسط است
 
 

  :در پهنه جزء ثابت باشند te , fbدر صورتيكه 
 
 
 

و ارتفاع  Aeبا توجه به تعريف تابع شكل،              برابر حجم هرم باقاعده 
سطح قاعده ضربدر ارتفاع هرم  1/3باشد اين حجم برابر  مي 1در گره  1

 :است بنابراين
   :بطور مشابه
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  :آيدبه اين ترتيب رابطه بدست آمده براي نيروي جرمي بشكل زير در مي

 :باشد بطوريكه مي eبردار نيروي جرمي در جزء             

F
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نيروهاي بدست آمده گرهي بشكل فوق  
در مختصات كلي   Fتوانند در بردار نيروي  مي

با توجه به چگونگي اتصال گره ها  . وارد شوند
در      توان        را به بردار نيروي   مي

داراي      بردار   . مختصات كلي وارد نمود
 در صورتيكه. است( 1×6)اندازه 

بطور كلي  .باشد مي( N×1)داراي اندازه         
 :توان نوشت مي

e

bf '

e

bf '

F

 
e

e

b Ff

 :سطحي معادل گرهيجمله نيروهاي 

گردند با انتخاب جزء مثلث شكل و با   نيروهاي سطحي كه قاعدتا بر سطح جزء وارد مي
تواند به لبه هاي جزء وارد شوند و در   ناگزير تنها مي x , yدرجات آزادي در جهت 

               جمله كلي براي اين نيروي سطحي بصورت   . صفحه جزء قرار داشته باشند
بر حسب نيرو بر واحد طول  fsy  , fsxدر عرض  l1 -2باشد در صورتيكه لبه جزء مثلا  مي

 :توان نوشت باشد مي

 :بصورت زير خواهد بود   l1-2جمله مربوط به  
 
 

N3  برابر صفر و  2-1در طول ضلعN2 , N1   
 :باشد بطوريكه  مشابه به حالت يك بعدي مي

N1 + N2 = 1  
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   :انتگرال هاي جملات بدست آمده فوق هر كدام برابر حاصل ضرب
le  × باشند يعنيمي  1/2×ارتفاع: 

 : جمله نيروي سطحي
 باشد  نمايانگر بردار تغيير مكان گره هاي جزء مي        

 :بطوريكه در اين حالت
 

 بارهاي ناشي از نيروهاي سطحي نيز لازم است
 Fبه بردار نيروها در مختصات كلي يعني  
 .شوند وارد مي 
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 :جمله بارهاي معادل گرهي متمركز

شود در نقطه اعمال نيرو يك گره  در صورت وجود چنين نيروهايي عموما سعي مي
بر آن وارد شده              گرهي باشد كه نيروي          iدر صورتيكه . تعريف گردد

 :توان نوشت است در اين صورت مي
 

باشند بايستي در مؤلفه هاي   مي x , yدر جهات  Pi كه مؤلفه هاي نيروي Py , Pxبنابراين 
(2i-1) 2ام وi ام بردار نيروي كليF جمع شوند. 

  Fتجمع آثار نيروهاي جرمي و نيروهاي سطحي و بارهاي متمركز در بردار نيروهاي كلي 
 .توان بشكل زير نشان داد را مي

 
انرژي ناشي از تغيير شكلهاي نسبي و نيرها كه انرژي پتانسيل كل است بشكل زير 

 :باشد مي
 و بردار  نتيجه كار Kبا اعمال شرايط حدي در ماتريس 

 :بصورت زير خواهد بود 
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مشابه با مسائل يك بعدي، روش گلركين را در حل مسائل دو بعدي با اجزاء 
توان بكار گرفت در اين حالت تابع تغيير مكان بشكل  مثلث شكل نيز مي

 :گردد زير فرض مي
 : تغيير شكل نسبي

 
بجاي تابع  ( ريتز -براساس قانون ريلي)تابع     يك تابع اختياري است كه بطور مجازي 

ميزان انرژي در اثر اين تغيير شكل مجازي . اصلي تغيير مكان انتخاب گرديده است
 :بصورت زير است

 
 

جمله اول معرف كار مجازي داخلي است جملات داخل پرانتز نيز تعريف كار خارجي  
توان رابطه فوق را بشكل زير در نظر  با توجه به تقسيم جسم به اجزاء مي. باشند مي

 :گرفت
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 :در صورتيكه تساوي هاي زير در نظر گرفته شوند

در دستگاه مختصات . باشد مي eتابع      معرف تغيير مكانهاي فرضي در گره هاي جزء 
 :شوند كلي اين تغيير مكانها بصورت زير نوشته مي

 
 :شود جمله مربوط به انرژي داخلي جسم بصورت زير نوشته مي

 
ثابت   D , B، ماتريس هاي CSTبا شرط رفتار ارتجاعي خطي ماده و استفاده از جزء مثلث 

 :توان نوشت باشند مي سطح جزء مي Aeضخامت و  teبا فرض اينكه . خواهند بود
 

 : ماتريس سختي جزء
نتيجتا ماتريس سختي  . ميباشد يك ماتريس قرينه است Dماتريس رفتار مكانيكي ماده كه 

را در ماتريس  Keتوان ماتريسهاي  با توجه به اتصال اجزاء مي. جزء قرينه خواهد بود
  :بنابراين. جايگزين نمود Kكلي 
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 .باشددر رابطه فوق ماتريس نواري و قرينه مي Kماتريس 
توان در جمله انرژي پتانسيل دريافت كه       با ملاحظه كار مجازي خارجي در جمله نيرو مي

 .با     جايگزين گرديده است

 :توان نتيجه گرفت كه مي
 كار مجازي داخلي                                                                                         
 كار مجازي خارجي                                                                                         

با توجه به آزاد بودن كليه درجات آزادي حاصل   Fو بردار  Kدر حالت عمومي ماتريس 
گردند اما با اعمال شرايط حدي لازم است ماتريس و بردار ياد شده تغيير كنند   مي

 .گردد نتيجتا با توجه به تابع اختياري  رابطه كلي زير حاصل مي

ê
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 :محاسبه تنشها
با توجه به ثابت بودن تغيير شكلهاي نسبي در پهنه هر جزء تنشهاي حاصله 

بنابراين جهت محاسبه تنشها در هر جزء . نيز ناگزير ثابت خواهند بود
 :توان رابطه زير را بكار گرفت مي

 

 
و ( تغيير شكل گره ها در دستگاه مختصات كلي)     پس از بدست آوردن 

(  تغيير مكانهاي گره هاي جزء در دستگاه مختصات موضعي)     مقادير 
بطور )تنشها را بدست آورد براي سادگي عمل تنش را در مركز جزء 

 .گيرند در نظر مي( متوسط
توان با كاربرد اصول حاكم بر دايره موهر و  تنشهاي اصلي و جهاتشان را مي

 .روابط مربوطه بدست آورد
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 4مثال 
  2و1تغيير مكانهاي گره هاي . صفحه اي بشكل زير از دو جزء مثلث تشكيل گرديده است

فرض كنيد  . و تنشهاي حاصله در جزء را با فرض حالت تنشهاي مسطح بدست آوريد
 .باشندنيروهاي جرمي نسبت به نيروهاي خارجي ناچيز مي

 : DBeحاصلضرب ماتريس 
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توان به سادگي در عبارت                   بكار گرفت از طرف دو ماتريس بدست آمده را مي
 .توان آنها را در رابطه                                   نيز مورد استفاده قرار داردديگر مي

درماتريسهاي سختي اجزاء بدست آمده         
شماره درجات آزادي با توجه به اينكه                   

منظور شوند، در  iدرجات آزادي گره 
دستگاه مختصات كلي در بالاي  

.  ستونهاي ماتريس نوشته شده اند
 درمسأله مورد نظر مقادير                                   

 
باشند بنابراين ميتوان سطرها و  مي    

را   Kستونهاي مربوطه در ماتريس كلي 
به اين ترتيب ماتريس . حذف نمود

اصلي باقيمانده تنها براي درجات آزادي                    
با توجه به ناچيز بودن  . خواهد بود

نيروهاي جرمي تنها نيروي باقيمانده  
بنابراين  . است F4 = 1000lbبصورت 

 :باشند معادلات باقيمانده بشكل زير مي
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  :بردار تغيير شكلها گره ها بقرار زير است 1براي جزء 

 .باشد با استفاده از جمله               بصورت زير مي      
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 :اثر تغيير درجه حرارت
تغيير شكلهاي نسبي ناشي از تغيير درجه حرارت مشابه تغيير شكلهاي نسبي اوليه         

در صورتيكه تغيير درجه حرارت بصورت                 منظور شود در . گردند منظور مي
 :توان نوشت مي تنشهاي مسطححالت 

 : كرنشهاي مسطحدر حالت 
باعث افزايش كرنش به   zبه عبارتي جلوگيري از افزايش كرنش حرارتي در جهت 

 .شده است x , yبرابر در جهات   vميزان 
 :تغيير شكل نسبي نيز بصورت زير است -رابطه تنش

0

 yxt ,

 Ttt 0,,0  

  Ttt 0,,10  

 0  D

  اثر تغيير درجه حرارت در رابطه انرژي ناشي از تغيير شكلهاي نسبي

آخرين جمله نيز مقداري ثابت و مشتق آن . نمايد اولين جمله ماتريس سختي را ارائه مي
تغيير مكان نخواهد   -باشد و اثري در حداقل شدن ميزان انرژي و يا رابطه نيرو صفر مي

.  باشد اما جمله مياني ارائه كننده نيروهاي معادل ناشي از تغيير درجه حرارت مي. داشت
 تغيير مكان در اين جمله جايگزين گردد،  -در صورتيكه رابطه تغيير شكل نسبي

 :توان نوشت مي 
 : نيروي ناشي از تغيير درجه حرارت در جزء
 تانسور       در اصل تغيير شكل نسبي در اثر تغيير

 درجه حرارت متوسط در جزء بوده و         نمايانگر 
 نيروهاي گرهي ناشي از اين تغييرات در جزء   

خواهد بود كه بايستي در بردار اصلي نيرو با توجه به اطلاعات مربوط به اتصال گره ها،  
البته در اين حالت چون محورهاي دو دستگاه مختصات موضعي و كلي  . جايگزين گردد

 .باشد موازي هستند نيازي به انتقال اين نيروها از دستگاه مختصات موضعي به كلي نمي
 .تنش حاصله در جزء از رابطه زير بدست خواهد آمد 0
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 مدل حل مسائل با استفاده از تقارن و شرايط حدي در محورهاي تقارن

تقارن هاي هندسي و بارگذاري در اين . يك صفحه تحت تأثير بار متقارن قرار گرفته است       
محورهاي تقارن اختيار شوند،   x , yدر صورتيكه محورهاي . باشند مورد حائز اهميت مي

توان حركت آنها را در  را دارند و مي xتنها امكان حركت در جهت  xنقاط در طول محور 
و  yحالت مشابهي را در طول محور  yنقاط روي محور . محدود شده تلقي نمود yجهت 

كه . كند بدين ترتيب اين شرايط ايجاب مي. باشند را دارا مي xمحدوديت حركت در جهت 
زيرا . نمايد حل ربع اين صفحه به تنهايي اطلاعات كافي در مورد تمام صفحه را ارائه مي

 .ساير تنشها با در نظر گرفتن تقارن وضعيت مشابهي را دارا خواهند بود

BIG FLAP-GATE IN MASJED-E-SOLEIMAN DAM  
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Half of steel lining symmetrical mesh  

 

 

Flap gate leaf mesh including restrained points  
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Combined stress due to internal pressure  

Deformed mesh due to external pressure  
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اين لوله . توان لوله اي با مرز خارجي هشت وجهي با مرز داخلي دايره را در نظر گرفتبعنوان مثالي ديگر مي
توان تنها بخشي از سطح مقطع، كه در گستره  با توجه به تقارن مي. فرض شود Piتواند تحت فشار داخلي مي

و  xفرض معقول حركت نقاط روي محور . قرار گرفته را مورد بررسي قرار داد ˚22.5زاويه اي معادل 
بطور مشابه امكان حركت نقاط روي  . باشدروي اين محور، علت اين انتخاب مي yمحدوديت حركت در جهت 

 .و محدوديت حركت در جهت عمود بر اين محور وجود دارد nمحور 
البته در صورتيكه مرز خارجي سطح مقطع نيز دايره باشد، فرض موجوديت تنها تغيير شكلهاي شعاعي صحيح 

در نظر گرفته شود، اين گره در حالت عمومي   iمانند  nدر صورتيكه يك گره بر روي محور . خواهد بود
 .تواند حركت نمايدمي nداراي دو درجه آزادي   بوده و در جهت 

 :توان نوشتمي. با  نشان داده شود xبا محور  nدر صورتيكه زاويه امتداد 

بوده به گونه اي كه حركتي عمود بر  iرابطه فوق بيانگر ارتباط بين درجات آزادي 
بدين ترتيب شرايط حدي در حركت اين نقطه . گردد سطح غلطك حاصل  مي

در اين مورد ساده تر . باشد داراي محدوديتي نسبت به درجات آزادي ممكن مي
در نظر  Cاست كه در مقابله با محدوديت حركت ياد شده فنري فرضي با سختي 

 :شود در اين صورت جمله انرژي پتانسيل بشكل زير نوشته مي. گرفته شود

0cossin 212   ii

 2212 cossin
2

1

2

1
 ii

TT cFK  

 .معرف سختي ساير قسمتهاي سازه مي باشد Kدر عبارت فوق 
 :جمله مربع شده در رابطه فوق را ميتوان بصورت زير نوشت
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همچنين  در نهايت با جملات ماتريس سختي               و                         جملات 
جمع شده و ماتريس حاصل جهت بدست   nمربوط به گره هاي واقع برروي محور 

 .آوردن تغيير مكانها به كار گرفته خواهد شد
اما بر اساس روش فنر توجيهي براي منظور نمودن اين گونه شرايط حدي رابطه  

 :توان در نظر گرفتمي iكلي زير را در ارتباط تغيير مكانهاي درجات آزادي گروه 

 :جمله انرژي ناشي از فنر توجيهي برابر است با            با توجه به ثابت بودن مقادير        

 :  مقادير ضرائب
 شود، مقدار نسبتا بزرگي فرض مي Cبا توجه به اينكه 

 انرژي پتانسيل هنگامي به حداقل خواهد رسيد   
 :كه مقدار عددي جمله                                    بسيار كوچك باشد يعني

 در اين صورت، ماتريس سختي براي دو درجه آزادي
 2i , 2i-1 تغييرات زير را خواهد داشت: 

  :همچنين بردار نيرو نيز بشكل زير تغيير خواهد كرد

 sin,cossin CC2cosC
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 :بردار نيرو نيز بشكل زير تغيير خواهد كرد
 معادلات حاصله با توجه به برقراري شرايط   

  :بشكل زير در خواهند آمد

j شمارشگر عددي تمامي درجات آزادي است كه در ماتريس 
در اين صورت نيروهاي  . تعريف شده اند 2i , 2i-1سختي ارتباطش با درجات آزادي  

باشد از روابط   مي 2i , 2i-1كه در جهت درجات آزادي  R2i , R2i-1عكس العمل 
 :آيند زير بدست مي
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  محدوديتهاي اجزاء مثلث شكل
در صورتيكه سطح جسم به اجزاء مثلث شكل تقسيم شود، لازم است كه از ايجاد تغيير 

توان بعنوان حاصل تقسيم ابعاد   نسبت فوق را مي. با نسبتهاي بزرگ خودداري گردد
بطور كلي هر چه مثلثها به فرم مثلث متساوي  . حداكثر به حداقل در نظر گرفت

الاضلاع نزديكتر باشند وضعيت مناسبتري حاصل خواهد گرديد اما اغلب ايجاد اين  
  ˚30 , ˚120در حالت عمومي انتخاب مثلث با زوايايي بين . حالت كار دشواري است

در صورتيكه اجسام گوشه دار مورد بحث باشند، جهت رعايت حدود  . مناسب است
در  . استفاده كرد در نواحي گوشه و دندانه از اجزاء با ابعاد كوچكترفوق بهتر است 

 .اين صورت گسترش تنش در اين نواحي طبيعي تر حاصل خواهد گرديد
انتخاب شود، نتيجتا توزيع   (CST)تغيير شكل نسبي ثابت در صورتيكه جزء مثلث با 

در اين شرايط انتخاب مثلثهاي  . تنش يكنواخت در پهنه اجزاء حاصل خواهد گرديد
در صورتيكه تنها مقادير حداكثر  . كوچكتر جوابهاي دقيق تري را ارائه خواهد نمود

توان با در نظر گرفتن   تنشها مورد نظر باشد، حتي با انتخاب اجزاء بزرگتر، مي
مقادير متوسط تنشها در مركز اجزاء و رسم منحني تراز تنش، نتايج بهتري حاصل  

 .نمود
از فوايد اين  . عموما انتخاب اجزاء بزرگتر براي بدست آوردن تخمين اوليه مناسب است

 .كار از بين بردن خطاها قبل از محاسبات طولاني با اجزاء كوچك است

  جزء مثلثي با چهار گره

گاهي اوقات ناچارا در حين تقسيم جسم به اجزاء چهار ضلعي ممكن است 
يك جزء مثلثي بشكل  حاصل گردد، يعني دو ضلع جزء چهار ضلعي در 

  ˚180زواياي چهار ضلعي برابر يا يكي از . امتداد يكديگر قرار گيرند
 .گردد

.  در چنين حالتي محاسبه انتگرال عددي با مشكل روبرو نخواهد شد
بنابراين انتخاب چنين جزيي اگرچه از نظر فرم كلي مجاز نيست ولي با 

پذيرش قدري خطاي بيشتر با پذيرش اين جزء مثلثي در قالب يك 
 .جزء چهار ضلعي با چهار گره امكان پذير است
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  ( Quadratic triangle)گره 6جزء مثلث شكل با 
 دستگاه مختصات موضعي اين جزء همانند 

 دستگاه مختصات موضعي در مثلث سه گرهي
 توان به صورت توابع شكل را مي. است 
 :زير در نظر گرفت 

 .باشد مي                        
      با توجه به حضور جملاتي مانند     

 2جزء مثلثي درجه اين نوع جزء بنام   
 .معروف است 

 در صورتيكه در اين مورد از انتقال مختصات 
 :توان نوشت همگام استفاده شود، مي

 
 
  











4

4

4

12

12

12

6

5

4

3

2

1













N

N

N

N

N

N

 1

22 , 

 
i i

iiii

ee yNyxNxN ,,̂

 : ماتريس سختي جزء
در مورد ماتريس سختي جزء كه لازم است با روش انتگرال گيري عددي محاسبه گردد، 

توان در جهت كوتاه شدن محاسبات مقادير ماتريسها را براي يك جزء مثلث سه   مي
 :محاسبه نمود و نوشت در مركز جزءگرهي 

 
توان چنين عنوان نمود كه با توجه به اختلافاتي كه در سيستم مثلث شكل و  به عبارتي مي

چهار ضلعي موجود است، براي مقادير متغير در پهنه جزء مقدار متوسط كه مناسب  
توان  مي در مركز مثلث. ترين آنها مقدار متغير در مركز مثلث است، در نظر گرفت
 .مقادير مختصات و ضريب وزنه را بصورت زير منظور نمود

 در رابطه ماتريس سختي جزء مقادير          در
 در صورتيكه . نقطه مبناي گاوسي محاسبه شده اند 

مقادير . توان از جدول كمك گرفت تعداد نقاط مبناي گاوسي بيش از يك در نظر باشد، مي
با توجه به چگونگي تقارن در . ارائه شده در اين جدول با توجه به تقارن تهيه شده اند

مثلث، نقاط مبناي گاوسي در گروههاي چندگانه اعم از يك و سه و شش گانه ارائه شده  
مثلا            در حالت سه گانه چنانچه اولين مختصات  نقاط مبناي گاوس ،      . اند

و  ( 1/6 , 2/3 , 1/6)دومين و سومين مختصات بصورتهاي ( 1/6, 1/6 , 2/3)بصورت 
 ..باشد مي      لازم به ذكر است كه                . خواهند بود( 2/3 , 1/6 , 1/6)
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 نقاط مبناي گاوسي

 .بكار گرفته شوند                  هر شش حالت از مختصات. در حالت شش گانه لازم است  ,,

 (همگام)ايزوپارامتري  چهار ضلعياجزاء 
، جزء چهار (دو لبه اي)يكي از متداولترين نوع در ميان اجزاء صفحه اي 

عموما شماره گذاري اين . ضلعي با چهار گره در چهار گوشه آنست
 .  گيرد گونه اجزاء در جهت خلاف عقربه هاي ساعت صورت مي

 در صورتي كه هر گره در صفحه 
 جزء داراي دو درجه آزادي باشد، 

 بردار تغيير مكان گره ها بصورت زير
 .شود نوشته مي 

 با مختصات  Pموقعيت يك نقطه مانند 
(x , y ) مشخص شده و تغيير مكان آنرا 

 .نشان داد توان با دو مؤلفه مي

 Teeeee

8321
ˆ,....,ˆ,ˆ,ˆˆ  

    Te

p yxyxu ,,,ˆ  



www.omranpooya.com پویا عمران مهندسی مرجع سایت  

www.omranpooya.com 26 

 دستگاه مختصات محلي 
براي تعريف توابع شكل برروي اين گونه اجزاء عموما يك دستگاه مختصات محلي                                                    

 در دستگاه مختصات محلي. شود انتخاب و توابع شكل در اين دستگاه تعريف مي
با تعريف چهار گره بر روي جزء براي هر گره يك تابع  . باشند مي                                               

 .واحد و در ساير گره ها صفر است iگردد، مقدار آن بر روي گره  مشخص مي Niشكل 
 

 عبارت زير را در 1توان براي گره  تابع شكل مي
 (:خانواده توابع شكل لاگرانژي)نظر گرفت  
 
 

C در عبارت فوق يك عدد ثابت است. 
  2 , 3 , 4در گره هاي  N1با توجه به اينكه  

 توان چنين بيان نمود بايستي صفر گردد، مي
 .  صفر است N1كه در                    مقدار  

 .  بنابراين فرم فوق مناسب انتخاب شده است

11,11  

     111 cN

1,1  

 توابع شكل
كه در حالت                            صادق است، را   1در گره  N1 = 1از طرف ديگر شرط 

 :توان بصورت زير نوشت مي
 

جهت چهار  . شود تابع شكل كامل و بصورت                              حاصل مي Cبا جايگزيني 
 :توان به همين ترتيب روابط زير را در نظر گرفت گره جزء مي

 
 توان توابع شكل فوق را در حالت عمومي مي

 :به فرم زير ارائه نمود 
 

 .باشد مي iمختصات هر نقطه مانند               در اين رابطه
 توان طيف  تعريف گردد، مي            در صورتيكه  تغيير مكان هر نقطه بصورت    

.  تغيير شكل در پهنه جزء را بر حسب توابع شكل و تغيير شكل    گره ها بدست آورد
 .  باشد مي( 1×8)بردار تغيير شكل گره ها در اين حالت يك بردار 
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 تغيير شكل هر نقطه با مختصات 

 .گردد بيان مي              روابط فوق بشكل ماتريسي 
 :بصورت زير خواهد بود Nماتريس 

 
براي بدست آوردن مختصات در دستگاه ( همگام)با تعريف اجزاء ايزوپارامتري 

استفاده شده و روابط زير بين مختصات هر  Niمختصات كلي از توابع شكل يكسان 
 :نقطه و مختصات گره ها حاكم

 

 

 جهت بدست آوردن مشتقات در دستگاه مختصات

 x , y   توان استفاده نمود مي  از روش مشتق گيري زنجيره اي            بر حسب . 
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.  باشندمي        خود تابع             x , y بصورت زير تعريف شده باشد،   fدر صورتيكه تابع 
 :بنابراين
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J در عبارت فوق ماتريس تعقوبي است  
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رابطه مشتقات در دستگاه مختصات موضعي و كلي به شكل زير 
  :شوندنوشته مي
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 :ماتريس سختي جزء
توان از اولين جمله در رابطه انرژي   بطريق مشابه ماتريس سختي جزء چهار ضلعي را مي

بدست  ( انرژي ناشي از تغيير شكل نسبي)پتانسيل يعني جمله مربوط به انرژي داخلي 
 :اين جمله بصورت زير است. آورد

 

te رابطه تغيير شكل نسبي و . ضخامت جزء است كه در پهنه جزء ثابت فرض شده است
 :تغيير مكان بصورت زير است
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رابطه تغيير شكل نسبي و تغيير مكان را با 
توجه به اينكه كرنش تابعي از مشتقات تغيير 

مي باشد،        مكان هر نقطه نسبت به 
 :توان نوشتبصورت زير مي

لازم است پاسخگوي ارتباط  Aماتريس    
كرنش با مشتقات تغيير مكان باشد، اين 

ماتريس به جملات ماتريس يعقوبي 
 .بستگي داشته و بشكل زير خواهد بود

 

 براي ارتباط با مشتقات تغيير مكانها در

 دستگاه مختصات محلي با تغيير مكان   

 :توان نوشت گره ها مي
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 :توان نتيجه گرفت مي           با توجه به رابطه كلي
 

براساس روابط فوق رابطه تغيير شكل نسبي در پهنه جزء بر حسب تغيير مكانهاي  
توان   با بدست آوردن تغيير مكان در گره ها مي. آيد گره هاي جزء بدست مي

 :بسادگي تنش را از رابطه زير بدست آورد

و معرف رفتار مكانيكي مواد بكار ( 3×3)ماتريس  Dدر اين حالت 
اولين جمله در رابطه انرژي كلي پتانسيل كه . رفته در جزء است

مربوط به انرژي داخلي در اثر تغيير شكلهاي نسبي در تمام اجزاء 
 :مي باشد، بصورت زير است
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است بدست ( 8×8)ماتريس سختي جزء كه يك ماتريس 
 تابع   det J , Bدر رابطه بدست آمده ماتريس . آيد مي

انتگرال گيري در روابط فوق معمولا بطريق عددي . مي باشند 
 .  شود انجام  مي
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 :نيروهاي جرمي
باشد، در جمله كلي   نيروي جرمي كه بر حسب نيرو بر واحد حجم مي

جمله انرژي پتانسيل  . گردد انرژي ناشي از نيروي جرمي جايگزين مي
                 و               مربوط به نيروي جرمي با توجه به روابط 

 :بصورت زير است
 

باشد به شكل زير صورت  مي( 1×8)بردار نيروهاي جرمي كه يك بردار 
  :گيرد مي

 
عمليات انتگرال گيري نيز در محاسبه نيروهاي جرمي بطريقه 

 .شود عددي محاسبه مي
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 :نيروهاي سطحي

بر حسب نيرو بر . باشد مي               اين نيرو كه مانند حالت قبل بصورت 
تواند بر لبه هاي جزء و در  واحد سطح بوده و تنها در حالت ياد شده مي

براي اعمال ( 3-2)در صورتيكه لبه . صفحه جزء به جزء وارد گردد
در . باشد مي        نيروهاي سطحي در نظر گرفته شود، براي لبه ياد شده 

 :توان نوشت صورتيكه توابع شكل خطي انتخاب گردد، مي
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 :در اين حالت بردار نيروي سطحي براي جزء مورد نظر بصورت زير است

در صورتيكه نيروي  . باشد طول لبه جزء در زير بار مي       
سطحي بصورت يكنواخت اعمال شده باشد، بار معادل در گره  

 .گردد هاي دو سر لبه زير بار بصورت برابر اعمال مي
 

 
توان نقطه   در صورتيكه بار متمركز به جزء وارد شده باشد، مي

زير بار را در هنگام انتخاب گره هاي المان منظور نموده و يا  
 .اينكه بارهاي معادل را در گره هاي جزء محاسبه نمود
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 توابع شكل با درجات بالاتر
ايجاد پيوستگي قوي تر در و  افزايش دقت در جوابهابراي 

  درجات بالاتريتوان توابع شكل را از  مي كناره هاي جزء
اين كار اگرچه حجم محاسبات را افزايش  . انتخاب نمود

دهد، ولي بدون افزايش تعداد اجزاء نتايج دقيق تري   مي
توان بدون افزايش تعداد   گاهي نيز مي. نمايد را حاصل مي

  .گره در اجزاء از توابع شكل با درجات بالا استفاده نمود

 :گره 9جزء چهار ضلعي با 
گره يكي از حالتهاي متداول در انتخاب   9جزء چهار ضلعي با 

توان شماره گذاري   در اين حالت مي. جزء چهار ضلعي است
 .گره ها را بشكل انتخاب نمود
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توان با انتخاب جزء بصورت نشان داده شده، براي تعيين توابع شكل مي
 :بشكل زير عمل نمود

را   1 , 2 , 3توان براي مثال روي يك محور گره هاي  را در نظر گرفته مي   ابتدا محور 
براي گره هاي مورد نظر     در اين صورت مقادير. بطور موضعي منظور نمود

حال اگر توابع شكل براي سه گره ياد . خواهند بود                            بصورت 
طبق تعريف تابع شكل، مقدار اين  . در نظر گرفته شوند L3 ,L2 ,L1شده بصورت 

 .توابع بايستي در نقطه مربوطه برابر واحد و در ساير گره ها برابر صفر شوند
                      داراي مقدار واحد و گره هاي 1بايستي در گره   L1در اين صورت 

 .مقدارش صفر گردد
در . خواهد بود                      نزديك ترين فرم كه مناسب حالت فوق باشد، بصورت 

توان   مقدار اي ثابت را از اطلاعات موجود مي. يك مقدار ثابت است Cاين رابطه 
  C = - 1/2بنابراين . باشد L1 = 1مقدار           يعني در نقطه . استخراج كرد

 :توان نوشت خواهد بود، كه در نتيجه مي
 

 : بطور مشابه
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  .نيز عمل نمود     توان در جهت نظير روش فوق، مي
با توجه به اينكه مختصات نقاط مهم بر روي جزء     

توان  هستند، مي 0 , 1- , 1+تنها داراي مقادير 
بسادگي با حاصلضرب توابع مستقل، توابع شكل 

گره،  9را حاصل نمود با انتخاب ( دو بعدي)اصلي 
.  تابع شكل مورد نياز هستند 9بر روي جزء تعداد 

 .باشند اين توابع بصورت زير مي
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برابر   Iدر نقطه  Niتوان نشان داد كه مقدار تابع شكل  با پيگيري روش فوق به آساني مي
 .واحد و در ساير گره ها برابر صفر ميباشد
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با انتخاب نماي بزرگتر براي تابع شكل در اصل تقريب بهتري براي تابع تغيير 
شكل بر روي جزء انتخاب شده است، كه در حالت عمومي بصورت زير 

 :است
 

 :، بصورت زير] parametric -ISo[ از طرفي با توجه به انتخاب اجزاء همگام 
 

در دستگاه مختصات كلي حاصل   ارائه هندسه جسمتقريب دقيقتري براي 
در صورتيكه در انتخاب توابع شكل مورد استفاده در انتقال . گشته است

مختصات، درجه پايين تري براي توابع شكل انتخاب گردد، انتقال مختصات  
 :همگام نبوده و بصورت

اما در صورتيكه تابع شكل  . خواهد بود [Sub - parametric]همگام -زير 
انتقال . انتخاب شده داراي نماي بزرگتري از تابع شكل اصلي در جزء باشد

 .خواهد بود [Super - parametric]همگام -مختصات به روش فوق 
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 مثلث پاسكال
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 :گره 8جزء چهار ضلعي با 
يكي ديگر از شكلهاي انتخاب گره براي اجزاء چهار ضلعي، جزء هشت گرهي  

اين روش از انتخاب گره از گره گزيني هاي خانواده . است
در اين حالت گره ها روي مرزهاي جزء، . باشد مي  [Serendipity]سرنديپتي

توان  براي تعيين توابع شكل مي. گيرند در گوشه ها و در ميان اضلاع قرار مي
 .بطور مشابه به تعريف تابع شكل و شرايط آن رجوع نمود

داراي مقدار واحد و در  1لازم است اين تابع در گره  N1براي بدست آوردن 
 بنابراين فرم زير را كه قابليت صفر شدن روي خط . ساير گره ها صفر شود

 .را دارد و در نظر گرفت                
 

بدست  C = -1/4را بصورت  Cتوان مقدار ثابت  مي 1با توجه به شرايط تابع فوق در نقطه 
 .آورد
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 , N8 ,N7شوند، يعني براي تعيين توابع شكل براي گره هايي كه در وسط اضلاع واقع مي
N6 , N5  ميتوان بصورت زير عمل نمود: 

توان فرم كلي زير را صفر شود، مي                   بايد درنيز كه مي N5براي بدست آوردن 
 :در نظر گرفت

 
.  گرددحاصل مي  C = 1/2بصورت  5در گره  N5را شرايط  Cمقدار پارامتر 
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 توابع شكل سرنديپيتي

 توابع شكل استاندارد يك بعدي

 دراين قالب درمرزهاي بين
 از درجه  پيوستگياجزاء  
  C0   ضمانت مي شود. 
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 Hierarchical)مؤلفه هاي توابع شكل يك بعدي هيرآركي 

S.F.) 

 توابع شكل هيرآركي

(aخطي 

(bسهمي 

(cدرجه سه 

 (.Hierarchical S.F)توابع شكل هيرآركي 
 .توابع شكل گوشه ها همان توابع شكل خطي قبلي است•
مؤلفه هاي توابع شكل توابع هيرآركي در توابع شكل گوشه ها •

 .صفراست

))(1(
6

1
),(

32)1)(1(
2

1
),(

)1)(1(
4

1
),(

3

)32(3

2

)32(3

3

















e

e

e

N

Nلبه

Nگوشه



www.omranpooya.com پویا عمران مهندسی مرجع سایت  

www.omranpooya.com 39 
















pفرد
p

pزوج
p

N
p

p

e

p

),(
!

1

),1(
!

1

)(







)(
120

1
)(),1(

24

1
)(

)(
6

1
)(),1(

2

1
)(

5

5

4

4

3

3

2

2









ee

ee

NN

NN





3107)(),31815(
4

1
)(

)(2)(,1)(

35

5

24

4

3

3

2

2





ee

ee

NN

NN

لازم به ذكر است كه 
مشتقات       ازدرجات 

 ξ 0=دو و بالاتردر 
 .صفراست

البته مشتق            
درخود نقطه برابر واحد 

 .است

 

 

چندجمله اي هاي 
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 توابع شكل
 :ارتوگونال 
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 : محل مناسب نقاط مياني در لبه اجزاء

با توابع شكل از درجات بالا مورد استفاده  گام -اجزاء همدر صورتيكه    
در اين صورت . باشند واقع شوند، گاها وجود نقاط مياني اجتناب ناپذير مي

بيشتر در اگر نقطه مياني يكي است، لازم خواهد بود كه اين نقطه هر چه 
در اين مورد بهر طريق نبايستي . قرار داشته باشند وسط ضلع مربوطه

تنها در . واقع گردد( مطابق شكل)                نقطه مياني خارج از فاصله  
 اين حالت خواهد بود كه

  det J مطلقا در جزء صفر شده و 

 .خطا قابل پذيرش است 

4341  S

 .را در اجزاء زير بدست آوريد Jماتريس يعقوبي : مثال

 توان براي حل عمومي اين گونه مسائل مي
 در صورتيكه امتدادها در دستگاه: گفت 
 مختصات موضعي            به موازات 
 (x , y  )باشند، ماتريس يعقوبي براي 
 انتقال از هر دستگاه به دستگاه ديگر 
 .يكسان خواهد بود 

 

 : براي انتقال
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 در صورتيكه شكل جزء در  
 اثر تغيير مكان گره ها بطور

 نا مناسب تغيير شكل پيدا نمايند،   
ايجاد شده و يا لبه جزء تا گردد، ديگر براي هر نقطه  ˚180يعني مثلا زاويه اي بزرگتر از 

در اين حالت ها ماتريس يعقوبي  مفرد . گردد در انتقال مسأله، يگانگي رعايت نمي
[Singular] شده و امكان معكوس نمودن را نخواهد داشت. 
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 :توان نوشت، مي1براي جزء 

 : ماتريس يعقوبي
 :توان نوشت مي 2بطور مشابه براي جزء
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 : 3براي جزء

  1 , 2در دو جزء . است( 2×2)در سه حالت فوق ماتريس يعقوبي    
چون محل دستگاه  . بستگي به موقعيت           ندارد Jماتريس 

  Jماتريس  3در جزء . مختصات در مركز جزء قرار گرفته است
 .بستگي به موقعيت          دستگاه مختصات  خواهد داشت
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و  2توابع شكل مختلف بصورت خطي، درجه. جزء چهار ضلعي زير مورد نظر است:مثال
 .توابع شكل را براي جزء زير بنويسيد. براي گره هاي مختلف بكار گرفته شده اند 3درجه
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 .تركيبي بصورت زير را داراست 1شكل توابع براي گره 
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  .ماتريس سختي جزء چهار ضلعي و چهار گرهي زير را بدست آوريد:مثال

 : توابع شكل
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 :توان نوشت جهت انتقال مي
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تغيير شكل نسبي در پهنه جزء داراي سه مؤلفه بصورت                          
 :بطوريكه.  است

 براي بدست آوردن جملات فوق
 .لازم است، روابط انتقال زير در نظر گرفته شوند
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مشتقات پاره اي تغيير شكلها در دستگاه مختصات موضعي به شكل زير 
 :است

 :در حالي كه

        4321 1
4

1
1

4

1
1

4

1
1

4

1
uuuu

u









        4321 1
4

1
1

4

1
1

4

1
1

4

1
uuuu

u









        4321 1
4

1
1

4

1
1

4

1
1

4

1











        4321 1
4

1
1

4

1
1

4

1
1

4

1











ee J

xy

u

y

x

u












 ˆ

11111111

10101010

01010101

4

1 1





































































 

 Te uuuu 44332211
ˆ  

توان با توجه به مقايسه رابطه بدست آمده براي  و مقايسه آن با رابطه  مي
 :را در دستگاه مختصات كلي بصورت زير نوشت Bماتريس 

 :است توان اين ماتريس را در دستگاه مختصات موضعي بصورت زير بطور كلي مي
 
 
 
 

 :ماتريس سختي جزء در مختصات كلي بصورت زيراست 
 

t با توجه به دو بعدي بودن آن و در نظر . در عبارت فوق ضخامت يكنواخت جزء است
 .لازم است tوجود ( 2×2)بصورت ماتريس  Jگرفتن 
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بارهاي معادل  . مورد نظر است pجزء زير با چهار گره و جرم مخصوص :مثال
نشان داده شده در اصل . درگره ها در اثر نيروي جذب به مركز بدست آوريد

 .آيدبدست مي yمقطع حاصل از جسمي است كه از دوران اين سطح حول محور 

 :بردار نيروهاي جرمي 
 : توابع شكل

 شعاع نقاط نيز بصورت يك متغير در
 :شود پهنه جزء بصورت زير نوشته مي 
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 : ماتريس توابع شكل و ماتريس يعقوبي
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يك جزء چهار ضلعي با چهار گره در حالت تنشهاي مسطح مورد نظر است كه در 
در صورتيكه درجه اوليه  . آن درجه حرارت در گره ها بشكل زير تغيير نموده است

t0  و با فرض عدم امكان تغيير مكان گره ها در صفحه جزء، نيروهاي ايجاد . باشد
 .شده در گره ها را در اثر تغيير درجه حرارت بدست آوريد

و   = Eو مدول الاستيسيته   = vو ضريب پواسن   = αضريب انبساط حرارتي 
= 1 cm تغيير شكل نسبي در حالت  -رابطه تنش  .باشندضخامت جسم  مي

 :عموميبه شكل زير است

 : تغيير شكلهاي نسبي حرارتي
 با توجه به عدم امكان تغيير مكان گره ها در اثر  

 تغيير شكلهاي  نسبي حرارتي در صفحه جزء،
 :گردد يك بردار نيرو بصورت زير در جزء حاصل مي 

 : انرژي مؤثر در اثر تغيير درجه حرارت

 : تغيير درجه حرارت در پهنه جزء
با توجه به رفتار خطي مواد و فرض انجام كرنشهاي حرارتي و برگرداندن آنها به حالت اول  

 توان تنشهايي بوسيله اعمال تنش مي
 را كه باعث  حذف كرنشهاي حرارتي 

  :شوند،  بصورت زير بدست آورد مي 
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 : ماتريس يعقوبي
 بصورت زير  Bماتريس 

  B = AL. آيد بدست مي
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 : Ftنتيجتا بردار نيروي معادل گرهي حرارتي 
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در جزء زير نيروهاي معادل گرهي را در اثر بارهاي سطحي نشان داده شده  : مثال
 .فشار را مثبت فرض كنيد. بدست آوريد

 
 .لازم است در اصل بردار نيروهاي سطحي كه بشكل زير است محاسبه شود -الف 

 :توان بكار گرفتكه  است، توابع شكل زير را مي 1-2در لبه 
 توابع شكل مقابل در اصل توابع شكل جزء روي ضلع زير بار با سه 

 در مورد مؤلفه هاي تغيير مكان هر گره در حالت . باشند گره مي

  :توان نوشت كلي، در اثر بارهاي سطحي، مي
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 توان در حالت بطريق مشابه مي
 براي جزء سه بعدي نيز ( ب) 

 با توجه به. مسأله را حل نمود
 تخت بودن سطح جزء و عمود 
 بودن بار سطحي بر آن نيروهاي   

 معادل گرهي، تنها عمود بر سطح 
بوده و از طرف ديگر بخاطر وجود تقارن،  

با   4و3و2و1نيروهاي معادل گرهي در گره هاي 
نيز   8و7و6و5هم برابر و همچنين در گره هاي 

 .با هم برابرند
با توجه به توابع شكل ارائه شده براي جزء چهار  

توان نتايج زير را   ضلعي تحت بار نهشت گره، مي
 .حاصل نمود
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بردار تغيير مكان  . مختصات گره هاي جزء چهار ضلعي، در شكل نشان داده شده است
 :گره هاي جزء نيز بصورت                                                          است

 را كه مختصات موضعي آن بصورت    Pنقطه  y  x ,مختصات ( الف
 .داده شده است       بدست آوريد 

 .را بدست آوريد Pنقطه  u ,vتغيير مكان ( ب
 :حل

 :توان نوشتدر حالت همگام بودن جزء مي

 Tmme 05.0,0,10.0,15.0,0,20.0,0,0ˆ
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نقطه  xمختصات . مختصات گره هاي جزء مثلثي، در شكل نشان داده شده است: مثال
 .را بدست آوريد Pنقطه  yو مختصات  N3 , N2. است N1 = .0.3 , 3.3برابر با   Pداخلي 

  3.3451 321332211  NNNxNxNxNx

   321332211 632 NNNyNyNyNy

1321  NNN

 : حل همزمان سه معادله و سه مجهول

2.45.02.0 23  yNN

 .مختصات گره ها در جزء مثلثي درشكل نشان داده شده است:مثال
ماتريس تعقوبي را براي انتقال دستگاه مختصات عمومي و موضعي به دست ( الف

 .آوريد
 .مساحت جزء را بدست آوريد( ب
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  0.15 , 0.25در جزء مثلثي نشان داده شده، بترتيب   N2 , N1توابع شكل :مثال
 .را بدست آوريد Pمختصات نقطه داخلي . است

6.025.015.011 213  NNN

95.236.0425.0115.0332211  xNxNxNx

65.356.0225.0115.0332211  yNyNyNy

در جزء مثلثي نشان داده شده، توابع شكل را با استفاده از مساحت سه ناحيه  :مثال
 .داخلي مثلثي بدست آوريد
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.  تغيير مكان گره هاي شكل داده شده را در شرايط تنش مسطح بدست آوريد:مثال
 .در اينجا، از دو جزء مثلثي جهت تقسيم بندي سطح استفاده شود
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.  شكل نشان داده شده، تغيير توزيع بار بصورت خطي است 1-2بر روي لبه :مثال
را بر حسب  بدست آوريد در اين حال،  در   F2 ,F1 F4 ,F3,بارهاي گره اي         

 .نظر گرفته شود

 :با حذف سطر و ستون گره هاي مسدود
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 انتگرال عددي
پيچيدگي محاسبه در استخراج ماتريسهاي مربوط به جزء، با افزايش نماي توابع شكل      

علاوه بر آن با تغيير شكلهاي حاصله در اثر انتقال و  . يابد نيز افزايش مي انتگرالها
بدست آوردن ديفرانسيلها و معكوس ماتريس يعقوبي و همچنين بدست آوردن 

انتگرالها، جملگي گاهي مسأله را پيچيده نموده، بطوريكه دقت هم در محاسبات ناچارا  
روش عددي مناسب براي در چنين مواردي بكارگيري يك . كاهش خواهد يافت
با اين روش عمليات انتگرال گيري تبديل باشد و  اجتناب ناپذير مي محاسبه انتگرالها

 .به محاسبه يك مجموعه خواهد شد
فضاهاي يك بعدي، دو بعدي، و تواند براي انتگرال ها در  مي اين روش عدديعموما      

آن در يك  ضرب نمودنبا بكارگيري هر يك از جملات سري مربوطه و  حتي سه بعدي
 .بدست آيد ضريب وزنه

اساسا هدف از حل عددي يك انتگرال تبديل آن در ابتدا به سري شكل زير و سپس       
محاسبه مجموعه تا حد مورد نياز است لازم به ذكر است كه غالبا دامنه انتگرالهاي  

  .باشد مي 1+تا  1-عددي در روش اجزاء محدود در فاصله از   
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در . در دامنه انتگرال اختيار شوند [Sampling Points]براي اينكار، بايستي نقاطي بصورت مبنا
سپس لازم است مقادير . شوندفضاي يك بعدي اين نقاط                                ناميده مي

 nچند جمله اي در اين نقاط بصورت تقريبي          كه بصورت يك چند جمله اي از درجه 
 بنابراين  . باشد و تقريبا برابر           در هر نقطه مبنا است، محاسبه گرددمي

 :توان بصورت زير در نظر گرفترا در حالت عمومي مي                  
 

 توان از معادلات را مي ضرايب مجهول
 :زير بدست آورد 
 .(تعداد معادلات و مجهولات برابرند)
 
 

 :بصورت زير است مقدار انتگرال

 
 

در صورتيكه مقادير مجهول بدست آمده       تا       در رابطه فوق قرار گيرند،     
  .انتگرال عددي محاسبه شده است
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در اين حالت لازم است  . توان به سادگي از معادلات بدست آورداين ضرائب را مي
تا               تعداد ضرايب مجهولتعداد جملات سري به گونه اي انتخاب گردد كه 

معلوم است باشد، تا بتوان معادلات را           كه در آنها تابع تعداد نقاط مبنابرابر 
قانون  در اين حالت ساده . توان شكل زير را در نظر گرفتبراي مثال مي. حل نمود

.  باشندمي          بكار گرفته شده است، بطوريكه                  تقريب ذوزنقه اي
 :توان نوشتبنابراين مي

  ضرايب وزنه و مقادير در نقاط مبنا در تقريب ذوزنقه اي
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براساس اين تقريب بين دو نقطه مبنا تغييرات تابع خطي در نظر گرفته 
 .باشندمي      دقيقا برابر مقادير تابع     مقدار تابع در نقاط مبناشده و 

 .است n = 1رابطه فوق رابطه عمومي ارائه شده در شرايط      
اين روش با خطاي   nدر مورد چند جمله اي تا درجه . عددي فرد باشد nدر صورتيكه      

زوج باشد، براي چند جمله   nدر صورتيكه . نمايد بسيار كم جواب انتگرال را حاصل مي
 .جواب نسبتا دقيق حاصل خواهد شد n + 1اي تا درجه 

در نظر گرفته شوند، اين روش  فواصل نقاط مبنا مساويدر صورتيكه    
در اين روش به تعداد . شود ناميده مي [Newton - Cotes]كوتس -نيوتن

يعني در . ، نقطه مبنا مورد نياز است     جملات استفاده شده در جمله    
 .معلوم باشند         اين نقاط بايستي مقادير  
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 انتگرال عددي بروش گاوس
   Gaussion – quadrature  

تواند در جهت كاستن خطاي  بروش ديگري انتگرال گيري عددي نيز مي    
.  بين مقدار حقيقي انتگرال و ميزان محاسبه شده، مورد محاسبه قرار داد
 pدر اين روش تابع چند جمله اي بكار رفته بجاي تابع        كه درجه آن 

 :توان به شكل زير در نظر گرفت منظور شده است را مي
 

 :شود پاسخ انتگرال در قالب سري عددي بشكل زير نوشته مي
 
 

در حاليكه بصورت تحليلي، رابطه ارائه شده         بصورت زير محاسبه 
  :شود مي
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 :توان نتيجه گرفتبا مقايسه ضرايب دوسري معادلات مي

 معادله براي بدست آوردن مقادير p + 1به اين ترتيب      
از طرفي مسلم است تعداد معادلات بايستي برابر  . باشند حاصل شده اند كه مجهولات  مي   

 :يعني. با تعداد مجهولات باشند
 

.  يك عدد فرد خواهد بود pتوان گفت هميشه  يك عدد صحيح است مي nاز آنجائيكه     
 :يعني براي مثال
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مورد      مقدار مبنا از تابع       n + 1، تعداد  Pاز درجه          در اين روش با در اختيار گذاشتن تابع  
در چنين حالتي كليه مجهولات كه شامل اطلاعات مربوط به موقعيت نقاط مبنا ضرايب . باشندنياز مي
  .باشند حاصل خواهد گرديدوزنه مي

 :توان نوشت مي. باشد n = 0صورتيكه 
2(n+1)=2 

(  يك نقطه)مسلما با در نظر گرفتن يك مقدار 
مبنا بهترين جواب را در حالتي كه نقطه در 

ورد
 
در اين . وسط محيط قرار گيرد بدست ا

صورت انتگرال چند جمله اي درجه اول 
 در اين حالت. شود محاسبه مي مطابق شكل

 .است                              

 PF
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 :توان نوشت مي. باشد n = 1صورتيكه 

2(n+1)=4 

 توان   با حل سري معادله غير خطي حاصل مي
  :جوابهاي زير را بدست آورد

 
 
 

 به اين ترتيب انتگرال به كمك 
 مطابق شكل  3چند جمله اي درجه 

 .حاصل شده است
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 باشد، n = 2در صورتيكه 
2(n+1)=6       

جوابها در اين حالت بصورت زير . شش معادله در عمليات محاسبه                        حاصل خواهد شد
 :باشندمي

iji WW ,,

0,7745966692.0
2

3
120  

8888888889.0
9

8
,5555555556.0

5
120  W

a
WW

 انتگرال عددي در حالت دو و سه بعدي
له منجر به محاسبه يك انتگرال

 
 در حالت دو بعدي مسا

 :يعني. با تابع دو متغيره خواهد شد 

له يك بعدي در دو جهت  درصورتيكه دامنه انتگرال يك مستطيل باشد، به سادگي مي    
 
توان روش حل را به حالت مسا

له در پيش برد       متعامد تعميم داده و در دو جهت     
 
 بنابراين در حالت . بطور مستقل مسا

 :توان نوشت عمومي مي

 

له در جهت     و ثابت ماندن
 
 با منظور نمودن تغييرات مسا

  :توان نوشت تغييرات در جهت     مي 
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نها براساس روش انتخاب               بدين ترتيب اگر موقعيت نقاط مبنا به صورت
 
نشان داده شوند، موقعيت دقيق ا

  P2 , P1در صورتيكه چند جمله اي بكار گرفته شده در دو بعد به ترتيب از درجات . گردندشده مشخص مي
 .هستند، مورد محاسبه قرار داد       ، در صورتيكه                    توان انتگرالها را با جملات كلي        باشند، مي

يندبا كاربرد روش گوس براي اجزاء دو بعدي بصورت شكل نتايج نشان داده شده بدست مي
 
 .ا

9

8

9

5

111422

120 



WWW

WWWWW jijiji

 
ji  ,

21 PP PPP 21 ,

در حالت سه بعدي جهت محاسبه انتگرالها برروي محيط منشور مانند در فضاي سه 
 زير                         بعدي بصورت

 :گرددحاصل مي 

در اين حالت نيز همانند حالت 
توان عمل  دو بعدي  مي

 نموده و نهايتا با تعيين 
نقاط مبنا و ضرايب وزنه 

 انتگرال عددي
 .را محاسبه نمود 
 

روابط حاكم براي انتگرال 
عددي مثلث در تعداد 

 مختلف نقاط مبنا
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 روابط حاكم براي انتگرال عددي چهار وجهي
 در تعداد مختلف نقاط مبنا 

 :مقدار انتگرال زير را با انتخاب يك و دو نقطه مبنا پيدا كنيد : 1مثال 

 :باشد n = 1در صورتيكه 

  :باشد n = 2درصورتيكه 
  :مقدار دقيق انتگرال فوق بصورت زير است
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 انتگرال گيري  براي بدست آوردن ماتريس سختي جزء

 : ماتريس سختي جزء
براي . باشند هر دو توابعي از          مي Jدترمينان  Bدر رابطه فوق ماتريس     

.  باشد مي 8×8جزء چهار ضلعي حاصل انتگرال فوق بصورت يك ماتريس 
به عبارتي در . اين انتگرال بايستي برروي هر جزء مورد محاسبه قرار گيرد

حالت عمومي اگر همه مؤلفه هاي ماتريس سختي مخالف صفر باشند لازم 
 Keجهت سهولت كار، با توجه به اينكه . انتگرال محاسبه گردد بار 64است 

توان تنها در عمليات، حاصل انتگرال جملات بالاي  ماتريسي قرينه است، مي
 .قطر و خود قطر ماتريس را بدست آورد

   ijدر صورتيكه تابع مورد انتگرال گيري             براي جزء    
 :فرض گردد

 :انتخاب شود 2×2و در صورتيكه در مورد تعداد نقاط مبنا حالت 
 

  :مقادير مجهولات بصورت زير خواهند بود
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  Keمحاسبه جملات ماتريس 
 توان براي محاسبه جملات   در حالت عمومي رابطه زير را مي

  :در نظر گرفت Keماتريس 
لازم به ذكر است كه . است iPدر رابطه فوق       مقدار تابع                ضريب وزنه در نقطه 

 :توان نوشت نقطه مبنا مي   2×2در حالت استفاده از 
 در حالت فوق   1 , 2 , 3 , 4نقاط گاوسي

 :در شكل نشان داده شده اند( 2×2)
 براين اساس چهار مقدار تابع  در نقاط گاوسي

 نماينده كلي تغييرات اين تابع در پهنه جزء   
 .خواهند بود
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 تحليل مسائل اجسام با تقارن محوري
 :تعاريف و كليات

داراي  رفتاارواا  از نظرو  بارگذارياز نظر و همچنين  هندسياز نظر اجسام سه بعدي كه       
با توجهه بهه   . توان مشابه مسائل دو بعدي، مورد بحث قرار داد باشند را مي تقارن محوري

كليه تغيير شكلها ( مطابق شكل زير zمثلا محور )تقارن اين گونه اجسام حول يك محور 
توان اين گونهه مسهائل را،    بنابراين مي. و تنشها به زاويه چرخش  بستگي نخواهند داشت

درصورت وجود نيروههاي ققلهي بهتهر    . در نظر گرفت r – zمسائلي دو بعدي در صفحه 
است براي از دست ندادن تقارن، دستگاه مختصات را طوري انتخاب كرد كه اين نيروها 

مسائلي نظير چرخهاي دوار همراه با نيروههاي جه ب بهه مركه      . قرار گيرند zدر جهت 
 .باشند از اين گونه مسائل مي( نيروهاي جرمي)

 

 :روابط حاكم 
در صورتي كه يك ج ء كوچك با شرايط ياد شده در نظر گرفته شود، 

 :توان بصورت زير در نظر گرفت انرژي پتانسيل را مي
 
 

يك نيروي گسترده  Piبرابر سطح ج ء بوده و نيروي  dr.dlدر صورتيكه
لازم به توضيح . بر روي محيط يك دايره روي سطح جانبي جسم است

باشند بنابراين  مي   θاست كه در اين حالت كليه متغيرها مستقل از  
 :شود رابطه بشكل زير نوشته مي

 
 
 

 : رابطه تغيير شكل نسبي و تغيير مكان
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تنها مؤلفه چهارم . سه مؤلفه اول تانسور كرنش مطابق تعريفهاي قبل است
 .باشداين مؤلفه مطابق رابطه زير قابل استخراج مي. داراي قالبي ديگر است

 تغيير  -تانسور تنش و روابط تنش
 :شكل نسبي بشكل زير است

 D  بفرم زير است  ( 4×4)يك ماتريس 
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 مدل نمودن سطح دو بعدي با اج اء مثلث
بر اساس فرضيات انجام شده       

سطح مقطع جسم لازم است  
مثلا مثلث  )به اج اء دو بعدي 

تقسيم شود، سطح ( شكل
تقسيم شده، سطحي است كه  

، zاز دوران آن حول محور 
شرايط  . گردد جسم حاصل مي

شماره گ اري گره ها و نحوه  
اتصال اج اء مشابه حالت دو 

شكل زير نمونه  . بعدي است
اي از تقسيم سطح به تعدادي  
مثلث و موقعيت يك ج ء را  

تنها فرق اين  . دهد نشان مي
دو بعدي ساده،    حالت  

 x ,yبجاي     z ,rجايگ يني 
  .است
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توان معرفي شوند مي  N3 , N2 , N1در صورتيكه سه تابع شكل مربوط به سه گره مثلث با 
  نوشت

 :در اين صورت. است eتغيير مكان گره هاي ج ء             تغيير مكان ج ء               
 

 در صورتيكه از ج ء مثلث با تغيير شكل نسبي قابت  
 در  CSTفرضي استفاده شود، همانند ج ء مثلثي 

 حالت دو بعدي توابع شكل از درجه يك و 
 :بصورت زير خواهند بود

 :باشند بنابراين مؤلفه هاي تغيير شكل بصورت زير مي
 :بودن اج اء ( همگام)با فرض اي وپارامتري 

 
 

 جهت بدست آوردن مشتقات پاره اي
 توان از قاعده مؤلفه هاي تغيير مكان مي 
 :در اين صورت. مشتقات زنجيره اي استفاده نمود 
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 در ماتريس فوق                                                  
 :شود دترمينان اين ماتريس بصورت زير محاسبه مي. تعريف شده اند

 
 
 

 در صورتيكه روابط انتقال فوق در رابطه 

 : تغيير مكان جايگ ين شوند -تغيير شكل نسبي
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 : توان بشكل ماتريسرابطه بدست آمده را مي
 :بشكل زير است( 6×4)در اندازه  Bتغيير مكان ج ء يعني  -ماتريس تغيير شكل نسبي

 
 
 
 

 : انرژي پتانسيل كلي روي جسم
 
 
 

 : Ueانرژي پتانسيل ناشي از تغيير شكلهاي نسبي يعني 
 :جمله داخل پرانت  در اصل همان ماتريس سختي ج ء است
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از طرفي در جمله  . باشدمي Niداراي جمله اي بصورت  Bدر ماتريس  رديف چهارم
اين . باشندمي rهر دو تابع  Ke , Bدر واقع ماتريس . ظاهر شده است rانتگرال فوق 

براي سهولت در محاسبات  . گرددتغيير باعث طولاني شدن عمل انتگرال  گيري مي
بطور متوسط در مرك  ج ء محاسبه    Ke , Bعموما بصورت تقريبي مقدار ماتريس هاي 

 :توان نوشتدر مرك  ج ء مي. گردندمي
 در صورتيكه ماتريس     براي  . شعاع مرك  ج ء مثلث است     

 :مرك  مثلث تعريف شود
 برابر حجم           در رابطه بدست آمده براي سختي ج ء، جمله

 .  باشد كه در شكل نشان داده شده است ج ء حلقه  مانند مي
 نصف دترمينان ماتريس يعقوبيبرابر  Aeهمچنين مقدار 

 توان مقادير بردار نيروهاي جرمي بطور مشابه مي .است 
 لازم به. و نيروهاي سطحي را بطور متوسط در مرك  ج ء بدست آورد 
ذكر است كه براي حاصل شدن دقت بيشتر اج اء ن ديك به محور تقارن را   

 :توان نوشت مي rعلاوه بر اين در محاسبه . بايستي كوچكتر انتخاب نمود
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 : نيروهاي جرمي 
اين جمله  . باشد جمله انرژي ناشي از نيروهاي جرمي بصورت                             مي

 .توان به صورت زير بسط داد را مي
 

 
 

 با تقريب زدن متغيرها بر روي ج ء بصورت مقدار متوسط آن  

  .توان مقادير متغير را در مرك  ج ء بدست آورد متغير، مي
اين نيروها براي  . در حاليكه        بردار نيروهاي معادل گرهي نيروي جرمي است

 :يك ج ء بصورت زير است
 

 روي حروف به من له مقدار( -)علامت 
 .  متوسط آن متغير يعني مي ان متغير در مرك  مثلث است 
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 :چرخش ديسك
توان نيروهاي وارد بر  چرخش داشته باشد، مي zدر صورتيكه ديسك حول محور        

نيروي . اج اء آنرا در حالت تعادل، همراه با اقر نيروهاي ج ب به مرك  بدست آورد
 ρج ب به مرك  بصورت  است، كه بر حسب نيرو بر واحد حجم بوده و در اين جمله 

در صورتيكه  . باشند مي rad/sجرم مخصوص و  سرعت زاويه اي جسم بر حسب 
  :توان نوشت نيروهاي ققلي ني  در جهت منفي اقر نمايند مي

 :باشد مقدار متوسط آن ني  بشكل زير مي
r توان از رابطه زير و انتگرال گيري را مي 
 :عددي بدست آورد 
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 :نيروهاي سطحي
 1-2لبه همانند شكل زير بر    fsz  fsrدر صورتيكه نيروي سطحي با دو مؤلفه 

 :توان نوشت اقر نمايد، مي
 

 

 




dlrNrNNf

dlrNrNfNfrdLf

T

s

eT

le
s

TeTe

s

eT

s

eT

2211

2211

ˆ2

ˆ2ˆ2





 Teeeee

4321
ˆ,ˆ,ˆ,ˆˆ  

 T

szsrszsr

e

s bfbfafaff ,,,2ˆ
21 

6

2 21 rr
a




6

2 21 rr
b




   212

2

1221 zzrr 

را از رابطه  و  rتوان  در جملات بالا مي
در صورتيكه خط  . انتگرال گيري بدست آورد

كه    r1 = r2. باشد zبه موازات محور   1-2
  :در اين صورت

15.0 rba 

بر  zدر مورد بارهاي خطي كه بر روي محيط يك دايره حول محور 
توان اقر آن را بصورت دو مؤلفه در جهات جسم اعمال شده باشند، مي

  .درجات آزادي يك نقطه در نظر گرفت

با اعمال بارها و اعمال شرايط حدي و تغيير ماتريس سختي و ح ف سطر و         
، در نهايت  حداقل رسانيدن انرژي پتانسيل سيستمستونهاي قابل ح ف و به 

 :نتيجه ها بصورت يك سري معادله بصورت زير خواهد بود
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در داخل  mm 120و قطر خارجي  mm 80سيلندر طولاني با قطر داخلي : 1مثال 
 2اين استوانه تحت اقر فشار داخلي . سوراخي هم اندازه طول آن جايگرفته است

Mpa 10ج ء به طول  2مقطع را به . قرار دارد mm   تقسيم و تغيير شكل شعاع
  .داخلي را بدست آوريد

E=200 GPa.                  

=200000  MPa. 

ν=0.3 

  ,  Ae = 100 mm2براي هر دو ج ء 

det J = 200 mm2  
 
 
 
 

 :براي دو ج ء Bماتريس 
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توان بدست  براي هر ج ء مي                                            ماتريس هاي سختي را با استفاده از رابطه
 :آورد
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 , 3با اعمال شرايط حدي تنها سطر و ستون مربوط به دو درجه آزادي 
 :باقيمانده و دستگاه معادلات حاصل بشكل زير خواهد بود  1
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 :وحاسبه تنشها
با بدست آمدن بردار تغيير شكل گره ها و كاربرد رابطه تنش شكل نسبي از رابطه زير 

   .آيند تنشها بدست  مي
 

لازم به توضيح است كه در  . باشد است كه در مرك  قابل محاسبه مي Bمقدار متوسط          
 ميان تنشها       تنش اصلي است و تنش اصلي ديگر يعني              كه در ميدان

 .توان با استفاده از روابط حاكم بر دايره موهر بدست آورد باشند را مي مي                               
 :تانسور تنشها در اين حالت براي هر ج ء بصورت زير است
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 2مثال 
 .تنشها را در مثال قبل محاسبه كنيد

 
 
 
 

 :توان نوشتبا توجه به چگونگي ترتيب شماره گ اري گره ها مي

 :باشند تنشها قابل محاسبه مي    با بكارگيري ماتريس            

  mm
Te 2

1 100,0,0,0133.0,0,014.0ˆ 

  mm
Te 2

2 100,0,0,0,0,0133.0ˆ 

ee DB,̂

eee BD  ˆˆ 
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Te

Te

2

2

2

1

101.54,0,9.66,3.169ˆ

104.28,4.5,2.58,166ˆ












 :اقر تغيير درجه حرارت
تغيير يكنواخت درجه حرارت به مي ان  همانند حالتهاي قبلي بصورت  در نظر 

  .شود گرفته مي
 

 : رابطه تنش تغيير شكل نسبي
 .باشد تغيير شكل نسبي كلي مي      

 

 
در صورتيكه روابط اخير در جمله انرژي ناشي از تغيير شكل نسبي قرار گيرد، 

 :مانند حالت قبل دومين جمله بصورت  خواهد بود
 

 :بنابراين. متوسط تغيير شكلهاي نسبي اوليه در مرك  ج ء است   تانسور  
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  مدل نمودن مسائل و استفاده از تقارن و اعمال شرايط حدي

  تقارن محوريبا  تحليل مسائل سه بعديبا توجه به امكان 
شرايط حدي تنها در مرزهاي سطح  مسائل دو بعديبصورت 

به عبارت ديگر اين  . قابل اعمال خواهند بود دوران كننده
همچنين در اين  . شرايط به دوران  بستگي نخواهد داشت

 .داراي شعاع قابت صفر است zحالت هر نقطه روي محور 
 

  

 استوانه تو خالي تحت اقر فشار داخلي
تحت اقر فشارهاي داخلي بوده و از يكطرف در  Lبراي مثال استوانه تو خالي بطول 

 .توان در نظر گرفت تكيه گاه گيردار و از طرف ديگر آزاد است را مي
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.  شوداست، در نظر گرفته مي مقطع جداره لولهدر صورتيكه مستطيلي كه در اصل 
گره هاي انتخاب شده بر روي  . است   ri , roو ضخامت آن اختلاف  Lطول اين مقطع 

در صورتيكه . باشندحركتشان محدود شده و برابر صفر مي  z , rتكيه گاه در جهات 
توان مقطع طول استوانه بلند بود و در معرض فشارهاي خارجي قرار گرفته باشد، مي

در اين حالت واحد طول لوله در نظر . زير را بعنوان سطح دوران كننده در نظر گرفت
تغيير شكلهاي  گرفته شده و با صرف نظر كردن از تغيير طول لوله، مسأله به حالت 

  .گرددتبديل مي مسطح

  واشر محدود بين دو سطح بصورت پرس شده
مانند   roو شعاع خارجي    riو شعاع داخلي  Lدر صورتيكه حلقه اي بطول      

.  موجود است zشكل زير در نظر گرفته شود، تقارن محوري حول محور 
بست بوده و تنها گره ها در  zدر اين حالت تغيير مكان گره ها در جهت 

توان نصف  در اين حالت مي. جهت شعاعي تغيير شكل خواهند داد
ضخامت واشر را در نظر گرفته و سطح مقطع حاصل را مطابق شكل مدل 

 :نمود
 
 
 
 
 

و اف دون  روش فنر تاجيهييك راه ساده جهت حل اين مسأله استفاده از    
به عناصر قطري مربوط به درجه ( يك مقدار نسبتا ب رگ) Cسختي فنر 

در بردار نيرو براي سطرهاي م كور نيروي  اضافه . آزادي شعاعي است
  پس از انجام اين كار مسأله قابل حل خواهد بود. خواهد گرديد
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استوانه تو خالي پرس شده ارتجاعي در غلاف 
  (بوش)

در صورتيكه يك غلاف ارتجاعي در معرض پرس شدن استوانه تو خالي ارتجاعي در    
هنگام انتخاب گره ها دو گره در (. قطرها تقريبا برابر باشند)داخلش قرار گيرد 

هر يك از اين جفت گره ها بصورت يك  . مجاور هم در سطح تماس قرار خوان گرفت
تغيير               در صورتيكه . باشند گره بر روي شفت و يك گره برروي غلاف مي

 .لازم است شرط زير ارضاء گردد. مكانهاي جفت گره مربوطه در جهت شعاعي باشند
 

 

به جمله انرژي پتانسيل                          توان بصورت  اقر اين نوع تغيير مكان را مي
  .اضافه نمود
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 واشر مخروطي
بارهاي وارد . باشند مي وخروط ناقص تا خالي و خاصيت فنرياين واشرها داراي شكل     

شده از پايين به لبه دايره خارجي مقطع و در بالا به لبه دايره داخلي مقطع وارد 
متقارن   zشوند با توجه به آنكه بارهاي وارده و عكس العمل ها نسبت به محور  مي

در اقر اعمال بار بر لبه هاي دايره . است تقارن وحارياين سيستم داراي . هستند
فقط سطح مقطع توان  در اين صورت مي. كند محيط قاعده بصورت شعاعي حركت مي

در گوشه   Pيك با . را مطابق شكل براي تحليل كل واشر مخروطي انتخاب نمود واشر
بالا بصورت متمرك  و بار ديگري بعنوان عكس العمل بر لبه قاعده پايين منظور 

 .بدون حركت است zنقطه تكيه گاه بر روي قاعده در جهت . گردد مي

 : Pرفتار اين واشر در برابر بار 
و مطابق شكل سمت راست در بالا   غير خطيبصورت  Pعموما رفتار اين واشر در برابر بار     

ماتريس سختي بستگي به شكل هندسي واشر  به اين ترتيب . باشد نشان داده شده مي
.  مناسب است روش نما تدريجي بارگذاريدر اين حالت استفاده از . خواهد داشت

(increamental method ) در اين صورت ماتريس سختي بصورتK(δ) و 
 :رابطه نيرو و تغيير مكان به شكل زير خواهدبود 

 اف ايش تغيير مكان ني  داراي دو مؤلفه بصورت     

 در اين حالت لازم است  . باشد مي                          

 ماتريس سختي در هر مرحله از بارگ اري به 

 تدريج محاسبه گرديده تا در مرحله بعد به كار  

 يابد، به اين ترتيب اعمال بار ادامه مي. گرفته شود

 .تا بار نهايي بصورت كامل به سازه اعمال گردد 

  FK 

 wu  ,
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 :تنشهاي حرارتي
مطابق شكل زير يك استوانه تو خالي ارتجاعي در يك استوانه تو خالي صلب كه قطر      

حال  . خارجي استوانه داخلي برابر قطعه داخلي استوانه صلب است قرار گرفته است
با اف ايش درجه حرارت به مي ان  تنشهاي حاصله در استوانه خارجي بخاطر 

سطح مقطع مورد نياز در تحليل . يابد جلوگيري از انبساط استوانه داخلي اف ايش مي
باشد، كه  مي  roو شعاع خارجي    riو شعاعي داخلي  L/2اين مسأله داراي طولي برابر 

با استفاده از . ني  از طرف خارج حركتهاي نقاط تماس بسته شده اند  r , zدر جهت 
 .توان ماتريس سختي بخش ارتجاعي را بدست آورد روش فني توجيهي مي

و با تأقير بردار نيرو  
معادلات            را حل 
نمود و جوابهاي مورد  
نياز مسأله را بدست  

  .آورد

FK ̂

  تيرها
  تير سازه اي است لاغر كه براي نگهداري بارهاي عما  بر وحار آنمطابق تعريف      

اين سازه ها در ساختمانها، پلها، تكيه گاههاي  . شود بكار گرفته مي( بارهاي عرضي)
از اتصال تيرها با اتصالات شوند،  مختلف براي ساير سازه ها و غيره به كار گرفته مي

توان كاربرد اين نوع سازه ها را در   كه مي. شا  صلب يا نيمه صلب قاب ساخته وي
 .، مثالهاي فراواني نام برد. . . اتومبيل، هواپيما و سازه هاي ايستا و 

تئوري ساده  . را در صفحه مورد بحث در نظر گرفت تير و قابتوان  در حالت ساده مي     
 :شود تير در حالت دو بعدي عموما بصورت زير نوشته مي

 
     
 

كنند،  تنش در مقطع تير                       را بيان مي تير در صفحهسه رابطه فوق كه روابط كلي براي      
 yگشتاور خمشي در مقطع و  Mتغيير شكلهاي نسبي در جهت عمود بر سطح مقطع، 

گشتاور   Iگ رد و  تغيير مكان جانبي محور طولي تير كه از مرك  سطح مقطع مي
  .باشند مي( كه تار خنثي در سطح مقطع است) zاينرسي سطح مقطه حول محور 

y
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 :معرفي شود dUبا  dxدر صورتيكه انرژي در اقر كرنش در طول كوچك 

مشخص شده و  Iاست با  گشتاور ماند سطح مقطعجمله انتگرال كه 
  :توان نوشتمي

بصورت انرژيهاي داخلي و خارجي  كل انرژي پتانسيلبه اين ترتيب 
 :در تير بصورت زير خواهد بود
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 و نيروهاي وارد بر قطعه اي از تير تعادل

 تعريف اج اء
در اين  . گردد به اين منظور تير به اج اء متعددي، حداقل در امتداد طول آن تقسيم مي   

توان براي   با اين تعريف مي. توان براي هر گره دو درجه آزادي در نظر گرفت حالت مي
درجه آزادي           تغيير مكان . درجات آزادي                   را در نظر گرفت  iگره 

بنابراين بردار تغيير مكان گره ها شكل  . توان شيب تير منظور نمود قائم و          را مي
 :عبارت خواهند بود از

 
 

 بردار تغيير مكان گره ها       

 .در دستگاه مختصات كلي است

122 , ii 12 i

i

 1021
~

,...,,  

~
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را  كليو  دستگاه مختصات موضعيارتباط شماره گره ها در  
 :دهدنشان مي

 :شماره گره در دستگاه مختصات موضعي

در دستگاه مختصات موضعي در نظر گرفته شود،   1در صورتيكه يك ج ء مثلا ج ء
درجات آزادي مطابق آنچه در ج ء نشان داده شده بوده و بردار تغيير مكان       را  

 توان در دستگاه مختصات موضعي بصورت زير مي
 :بيان نمود 
 

را  چرخش گره ها 4و2 رجات آزا ي و  بين تغيير وكان عرضي 3و1 رجه آزا ي دو 
 .دهند نشان مي

 .از طرفي بردار      در واقع همان                                             است

 Teeeee

4321
ˆ,ˆ,ˆ,ˆˆ  

ê

ê T
yyyy 2211 ,,, 

   [Hermite]توابع شكل هرميت
توان با فرض اينكه در دو سر ج ء            را مي yبراي ساخت تابع  تابع شكل   

اما لازم به توضيح است كه تعريف تابع شكل براي . باشد، انتخاب نمود
 تير در اين حالت با حالتهاي تغيير شكل ساده انتقالي در هر گره بصورت        

در اين حالت لازم است، توابع شكل معرف تغيير مكان و تغيير . فرق دارد    
 تاابع شكل هرويتمعمولا در اعضاء خمشي از . شيب در يك گره باشند

اين توابع شكل ضمن حفظ استقلال عملكرد درجات . شود استفاده مي
آزادي در يك گره، تطبيق بهتري از تغيير مكان و شيب را در گره ها 

اين توابع در حالت چند جمله اي ساده  3 رجه در حالت . نمايند ارائه  مي
 :شوند بشكل زير تعريف مي

1









v

u

4,3,2,132  idcbaN iiiii 
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 :يعني. تابع عمومي فوق لازم است شرايط جدول زير را ارضاء نمايد

 :براي تعريف شيب در يك گره لازم است از تابع شكل مشتق گرفته شود

232  .كنند توابع هرميت اين شرايط را تأمين مي 
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به عبارتي  . در هر گره حفظ گردد استقلال درجات آزاديتوابع شكل بايستي طوري باشند كه 
با استفاده از . نگردد و بالعكس شيبباعث دخالت در تابع شكل  تغيير مكانمشتق تابع شكل 

iiii .توان بسادگي حاصل نمودرا مي          اطلاعات جدول ارائه شده ضرايب               abcd ,,,

     32

1 32
4

1
21

4

1
 N

     322

2 1
4

1
11

4

1
 N

     32

3 32
4

1
21

4

1
 N

     322

4 1
4

1
11

4

1
 N

  

 

 2

2

2

1

321
4

1

33
4

1









N

N

 

 2

4

2

3

321
4

1

33
4

1









N

N



www.omranpooya.com پویا عمران مهندسی مرجع سایت  

www.omranpooya.com 19 

 :را بصورت زير نوشت yتوان تابع با اين تعريف مي

با توجه به يك محوري بودن تير، انتقال از ايستگاه مختصات موضعي به مختصات كلي       
بصورت زير در نظر  1توان با استفاده از توابع شكل درجه  را مي غير هم گامبصورت 
 .گرفت

 ( زيرهم گام)
 

 :توان نوشت است، مي    le = x2 – x1با توجه به اينكه در تير 
 :توان نوشت با استفاده از قانون مشتق زنجيره اي مي

 بصورت                 2, 1از آنجائيكه     در گره هاي 
 :توان نتيجه گرفت نامگ اري شده بودند، مي
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در . توان بشكل عمومي                 بيان نموداين رابطه را مي
 :شودنتيجه ماتريس توابع شكل بصورت زير حاصل مي
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 ماتريس سختي

، جمله اول كه جمله انرژي پتانسيل يك جزء از تيرمشابه حالات قبلي در     
 :شود است، بصورت زير بيان مي انرژي  ر اثر تغيير شكلهاي نسبي

 
 
 

 :بصورت زير قابل ارائه است yمشتقات تابع 
 

 :توان نوشت با توجه به رابطه               مي

   با جايگ ين كردن

  


















eA A

T

e dx
dx

yd
EIdxdAy

EI

M
dAdxU

2

2

2
2

2

2

2

1

2

1

2

1


2

2

22

2 4
,

2

 d

yd

dx

yd

d

dy

dx

dy

ee 


eNy ̂

e

T

e

eT

d

Nd

d

Nd

dx

yd



 ˆ16ˆ

2

2

2

2

4

2

2

2



































 





22

31
,

2

3
,

22

31
,

2

3
2

2

ee

d

Nd  







d
le

dx 









2

y
I

M


E


 

EI

M

dx

yd


2

2

 انرژي كرنشي

با توجه به وجود علامت انتگرال در جلو ماتريس، از تمامي جملات ماتريس بايستي       
   :توان از روابط زير استفاده نمود در اين كار مي. تك تك انتگرال گيري نمود
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توان  با مقايسه نتيجه حاصل از انتگرال گيري و مقايسه آن با جمله كلي               مي
 :ماتريس سختي ج ء را بصورت زير حاصل نمود

اين عبارت نشانگر سختي برشي و خمشي يك ج ء با دو  
 .گره و چهار درجه آزادي است كه ماتريسي قرينه است
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 :بردار نيروها
توان با فرض يكنواخت بودن بار  وارد بر تير، مي  wدر مورد بار گسترده

 :در طول ج ء نوشت
 

توان توابع شكل مختلف را در جمله انتگرال قرار داده و  در رابطه فوق مي
 :توان نوشت در نتيجه مي. انتگرال گيري را انجام داد
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بر روي تير مشخص  wنيروي گسترده را در اقر  نيروهاي وعا ل گرهيبردار فوق     
توان اين روش را در مورد بارهاي   بطور مشابه مي. است چهار مؤلفهنموده كه داراي 

در صورتي كه اين بارها به گره وارد نشده باشند بكار گرفته و   Mk  , Pmمتمرك  
  .نيروهاي معادل گرهي را بدست آورد

ميتوان رابطه   Fبا بدست آوردن نيروهاي معادل گرهي و جايگ اري آنها در بردار     
 :عمومي انرژي زير را در دستگاه مختصات كلي نوشت

 
 

همانند حالات قبلي، براي استخراج شرط ايستايي، لازم است نمو انرژي پتانسيل كل      
نتيجه اين حالت برقراري رابطه  . نسبت به بردار تغيير مكان برابر صفر قرار داده شود

 :زير است
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 : اعمال شرايط حدي
در درجه   aدر صورتيكه در دامنه تغيير شكل حاصل براي سازه محدوديتي مانند مقدار     

 [Penaly approach]روش فنر فرضيتوان با استفاده از  وجود داشته باشد، مي rآزادي 
در اين صورت جمله  به كل انرژي پتانسيل اضافه  . اين شرط حدي را اعمال نمود

 .شود مي
نسبت به ساير سختي هاي   Cدر اين روش با فرض ب رگ بودن سختي فنر فرضي، يعني     

و   Kmبه جملات ماتريس سختي  Cبا اجراي اين روش، جمله . باشد مختلف سازه مي
 .  اضافه خواهند شد Frبه جملات بردار نيروي  Caجمله 

 

.  مقدار محدود در بردار تغيير شكل تعريف شده در شرايط حدي است aدر دو شكل فوق 
FK .قابل حل خواهند بود          پس از اجراي روش فوق نهايتا معادلات بصورت كلي   
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 : نيروهاي و گشتاورهاي خمشي
در تئوري تيرها و همچنين رابطه تغيير  نيروهاي برشي و گشتاورهاي خمشيروابط     

 :باشند شكل در پهنه ج ء بشكل زير مي
 

 

 :توان نوشت با قرار دادن مقادير بر حسب توابع شكل مي
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 : (عكس العملها)بارهاي تعادل 
نامگ اري شوند، رابطه  Rدر انتهاي اج اء با ( عكس العملها)در صورتيكه بارهاي تعادل      

 :شود تعادل نيروها بصورت زير نوشته مي
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است و دومين جمله بارهاي معادل گرهي در         جمله اول سمت راست در اصل همان 
مسلما در صورتي كه روي ج ء بار گسترده . باشد بر روي ج ء مي wاقر وجود بار گسترده 

در حالت ساده دو سرگيردار جملات موجود در بردار . نباشد، جمله دوم ح ف خواهد شد
برش در  .آيند نيروهاي معادل گرهي، همان نيروهاي عكس العمل تيرگيردار بدست مي

             گشتاور ني  بصورت  و                                   انتهاي اج اء در اصل همان 

 .باشند مي                               

eeK ̂

1132 , RVRV 

2142 , RMRM 
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و همچنين تغيير  3و2براي تير نشان داده شده در شكل زير شيب در نقاط :  1مثال 
 .مكان را در وسط بار گسترده وارده بدست آوريد

 طبق روابط بدست آمده نيروهاي معادل  

 :باشند گرهي بصورت زير مي
 

 

از                                        لازم به ت كر است كه نيروهاي معادل گرهي بصورت
 .بدست آمده اند      رابطه 

 .بايستي محاسبه شوند          و تنها                          با توجه به شرايط حدي
 :توان نوشت با توجه به يكسان بودن سطح مقطع و جنس تير مي

 

 :ماتريس سختي براي هر دو ج ء بصورت زير است
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با ح ف سطر و ستونهاي زايد، باقيمانده ماتريس سختي كل سازه بصورت زير 
 :است

 :بنابراين معادلات بشكل زير خواهند بود
 

 

 

   :2براي ج ء 
با توجه              توان از رابطه  مي 2براي بدست آوردن تغيير شكل در وسط دهانه ج ء 

 .استفاده نمود

mN
k

k

k

kk
k 
















 


42

28
108 5

2

44

2

24

2

42

2

22

1

44




























1000

1000

42

28
108

6

45




m


























4

4

6

4

10464.4

10674.2





643421
ˆ,0ˆ,ˆ,0ˆ   eeee

eNy ̂

0

eeee NNy 6442
ˆ

2
0ˆ

2
0 




    my 544 1093.810464.4
4

1

2

1
10679.2

4

1

2

1  




















www.omranpooya.com پویا عمران مهندسی مرجع سایت  

www.omranpooya.com 25 

 تير متكي بر بستر ارتجاعي
  كليه فنداسيونها، تكيه تير بر روي تكيه گاه. باشد نمونه اين موارد در صنعت فراوان مي    

و   بلبرينگهامانند  تكيه گاه شفتهاو  فنداسيونهاي نواري متكي بر زمينبخصوص 
 .باشند از اين قبيل مي. . .  و  ياتاقانها

 در صورتيكه تكيه گاه بلبرينگ در    

 توان يك نقطه يك رديف باشند، مي

 تكيه گاهي براي تكيه گاه ارتجاعي در 

 تكيه گاه مربوطه  نظر گرفت و سختي 

 منظور و آنرا بر جملات قطري   KBرا  

  مربوط به درجه  ماتريس در رديفهاي

 زير اين حالت  شكل. آزاديش اف ود 

 .دهد را نشان مي 

 : سختي تكيه گاه
عموما سختي تكيه ( درحالت دو بعدي) فنداسيون هاو  ياتاقانهاي عريضدر     

در اين صورت جمله اي . شود بيان مي (S)سختي بر واحد طول گاه بصورت 
شود، بصورت  كه بخاطر وجود اين سختي بر انرژي پتانسيل كل اضافه مي

 :زير است
 تغيير مكان تير به بستر ارتجاعي yدر جمله فوق     
          با جايگ اري  . مي ان سختي بر واحد طول بستر ارتجاعي است sو  

 :توان جمله انرژي ناشي از بستر ارتجاعي را بصورت زير نوشت مي
 

 در اين صورت زير ماتريس سختي ناشي از اقر
 .تكيه گاه  ارتجاعي بصورت زير بدست خواهد آمد 

 با اجراي انتگرال گيري زير ماتريس سختي
 در اقر وجود بستر ارتجاعي بصورت زير  

 .خواهد بود
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.  است اقر تكيه گاه ارتجاعيماتريس سختي بدست آمده بيانگر 
بايد با رعايت درجات آزادي  اين زير ماتريس سختي حاصله مي

ماتريس سختي عمومي اج اء تير در نواحي تكيه گاه  مربوطه به 
تنها اقر سختي  در اين زير ماتريس . ارتجاعي اضافه شود

در . منظور شده است تير yارتجاعي بستر در مقابل تغيير مكان 
صورتيكه بستر ارتجاعي در مقابل ساير درجات آزادي سختي  
 .ايجاد نمايد لازم است انرژيهاي مربوطه در نظر گرفته شوند

 :قابهاي صفحه اي
حاصل  از اتصال تيرها با اتصالات صلب يا نيمه صلباين گونه سازه ها كه     

تنها اختلاف اين سازه ها با تير معمولي . باشند شوند، مشابه تيرها مي مي
.  باشد در اج اء تير مي نيروهاي وحاري و تغيير شكلهاي وحاريحضور 

نشان  x – yشكل  نمونه اي از يك ج ء قاب صفحه اي را در صفحه 
 .دهد مي

 و در اين حالت براي هر گره 
  تغيير وكان و يك چرخش

در نظر   رجات آزا يبصورت 
بنابراين بردار . گرفته شده است

 :تغيير مكان بشكل زير است

 654321
ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆˆ  
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در طول  ’xتعريف شده، بطوريكه  ’x’-yبصورت  دستگاه مختصات موضعيدر صورتيكه 
تعريف                          توان باتير باشد، كسينوسهاي هادي امتداد طول ج ء را مي

 :در اين صورت بردار تغيير مكان در مختصات موضعي بصورت زير است. نمود

در هر دو دستگاه مختصات موضعي و كلي يكسان   تغيير شكلهاي چرخشيمؤلفه هاي     
باشند، كه اين دو درجه آزادي مربوط به چرخشهاي دو  مي                    يعني  .هستند

 .گره ابتدا و انتهاي ج ء در صفحه هستند
 بطور مشابه با حالتهاي قبلي رابطه دو دستگاه مختصات موضعي و كلي      

 :بشكل زير خواهد بود
 يك ويله از خرپاي صفحه ايمشابه در نظر گرفتن     
 :بشكل زير است L، ماتريس x – yدر صفحه  

   ,sin,cos mm  

 654321
ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆˆ  

6633
ˆˆ,ˆˆ  
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مشابه         و  تيرمانند درجات آزادي                از ميان درجات آزادي تعريف شده      
سطر و ستونهاي ماتريس سختي تير و ميله   تركيببا . است ج ء ميله ايتغيير مكانهاي 

 :مطابق درجات آزادي فوق ال كر ماتريس سختي عضو قاب بشكل زير خواهد بود

 ناشي اين تغيير شكل نسبي  انرژي

 بوده و در دو  عد ي اسكالركه 

 دستگاه موضعي و كلي يكسان

 باشد را مطابق رابطه كلي ارائه مي 

 :توان بشكل زير نوشت شده مي 
 

 واتريس سختي جزء  ر  ستگاه  با مقايسه روابط فوق، 

 :توان بدست آورد را مي وخصات كلي
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توان تساوي انرژيها  بطور مشابه در صورتيكه بار گسترده بر روي ج ء اعمال شده باشد، مي
  :را بصورت زير نوشت

 در اقر نيروهاي وعا ل گرهيبنابراين بردار 

  .گردد بارگسترده از رابطه زير حاصل مي 

 توان با توجه به ترتيب جملات و درجات آزادي مربوطه، به   را مي      

لازم به ت كر است كه در  . در دستگاه مختصات كلي اضافه نمود Fماتريس نيروهاي كلي 
در صورتيكه  . است( عمودبرامتدادتير)  ’yهمان جهت مثبت  wاين حالت جهت مثبت 

 با متمرك  با گشتاور متمرك  برگره ها وارد شده  
 باشند، مستقيما به محل خود در بردار 

 .كلي نيرو اف ود خواهند شد
 با انجام عمليات فوق بطور مشابه سيستم

 شود كه تشكيل مي             معادلات   

 .به راحتي قابل حل خواهند بود 
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تغيير مكان و چرخش در گره هاي قاب نشان داده شده را بدست  -2مثال 
 .آوريد

 :باشند بارهاي معادل گرهي بصورت زير مي
E = 206×103        KN/m2 

I = 2705×104         mm4 

A = 43×102             mm2  

 :ماتريس سختي اعضاء































































EIEIEIEI

EIEIEIEI

EAEA

EIEIEIEI

EIEIEIEI

EAEA

k e

46
0

26
0

612
0

612
0

0000

26
0

46
0

612
0

612
0

0000

22

2323

22

2323



www.omranpooya.com پویا عمران مهندسی مرجع سایت  

www.omranpooya.com 29 

توان مي          با استفاده از ماتريس داده شده و توجه به اين مطلب كه : 1عضو
 :نوشت

  :  6              4           5   3براي ج ء                                                            

 3             1            2    :2براي ج ء                                                            

11 KK 
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10206 32k

 2 , 3در عضو . است        ، 1مشاهده شد كه در عضو : براي اعضاء Lماتريس انتقال 
است،     m =1 , l = 0 , x , yباشند، بر حسب محورهاي كه امتداد يكساني را دارا مي

   :بنابراين
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 است،                  و با توجه به اينكه 

 :توان نوشت مي 
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K :بنابراين. در مختصات عمومي داده شده اند    همه عناصر ماتريس  
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دو   A , B. در شكل داده شده، خي  در زير بار، و شيب در دو انتها را پيدا كنيد: مثال
 .باشندتكيه گاه ساده مي
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  مسائل در فضاي هندسي سه بعدي
حجمي را    زيرا تمامي اجسام و سازه ها. باشند همه مسائل مهندسي در واقع از اين نوع مي    

در قالب روش اج اء محدود لازم است اين حجم ج ء بندي   .كنند در فضا اشغال مي
در اين  . باشد مي جزء چهار وجهي با چهار گرهساده ترين نوع ج ء در اين حالت . شود

مورد نظر باشد، بردار تغيير  تنها تغيير وكانهاي انتقالي هر گرهحالت در صورتيكه 
 مكان براي

 :هر گره بصورت زير است 
    w , v , u    تغيير مكانهاي طولي در سه جهتz , x , y در حالت سه بعدي،  . باشند مي

 تانسور تنش تغيير شكل نسبي
 :ني  بصورت زير است 

 در اين حالت ني  رابطه تنش و تغيير شكل       
 Cدر اين رابطه ماتريس  .نمايد نسبي رفتار مكانيكي ماده بكار رفته در سازه را مشخص مي 

با توجه به تعريف تغيير شكل نسبي، . خواهند بود( 6×6)ني  هر كدام يك ماتريس  Dيا 
 رابطه آنرا 

 با تغيير مكانها ميتوان
 :بصورت زير نوشت

 Twvu ,,

 T
yzxzxyzyx  ,,,,,

 T
yzxzxyzyx  ,,,,,

T

x
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y
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zxy

u
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w
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u
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هر كدام از نيروهاي جرمي و سطحي در حالت سه بعدي، 
 :توانند داراي سه مؤلفه بصورت زير باشندمي

روابط انرژي ني  مانند حالت دو بعدي است، انتگرالهاي  
 .گسترانند موجود و روابط، در سه جهت دامنه خود را مي

 T
bzbybxb ffff ,,

 T
szsysxs ffff ,,
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 :ج ء سه بعدي چهار وجهي
بين هر چهار گره موجود     

در فضا كه در يك صفحه 
توان يك  نباشند، مي

ج ء چهار وجهي مطابق 
.  شكل زير بنا نمود

موقعيت هر يك از گره 
  z , x , yها با مختصات 

آن نقطه مشخص 
 .شود مي

هر  . توان روش زير را جهت ترتيب اتصال گره ها در نظر گرفتيك ج ء مي براي ساختن
اين حالت در . داراي درجات آزادي                       در مختصات موضعي خواهد بود iگره 

 يعني درجات آزادي در اين حالت بصورت  . موجود است Iمختصات كلي ني  براي گره 
در اين صورت بردار تغيير مكانهاي ج ء در دو دستگاه  . باشندمي                                     

 .باشندمختصات موضعي و كلي بصورت زير مي

N و . باشد تعداد كل درجات آزادي در سازه مي
 هر سه جمله  

با در نظر . بردار  مربوط به يك گره خواهد بود
 N4 , N3تابع شكل گرفتن چنين ج ئي چهار 

, N2 ,N1  مطابق معمول  . مورد نياز است
مقدار اين توابع شكل در گره مربوطه برابر  
واحد و در ساير گره ها برابر صفر خواهند  

جهت ارضاء شرط ياد شده و مشابه با  . بود
، توابع شكل CSTتوابع شكل ج ء مثلث 

 :توان در نظر گرفت خطي زير را مي

iii 31323 ,,  

III 31323 ,,  

 Teeeee

12321
ˆ,...,ˆ,ˆ,ˆˆ  

 T

N ,...,,, 321

  1,,, 4321 NNNN
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 .توان از رابطه زير بدست آوردتغيير مكان هر نقطه در فضاي ج ء را مي

 :ماتريس توابع شكل بصورت زير خواهد بود Nدر اين رابطه 
 

 

 

 :توان نوشت مي( اي وپارامتريك)در صورت انتخاب ج ء همگام 
 

 در صورتيكه از توابع شكل خطي استفاده شده و

        همچنين مفروضات  

 :در روابط فوق جايگ ين شوند، نتيجه بصورت زير است                   

 ˆN
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 با كار برد روش مشتق گيري زنجيره اي براي تغيير مكانها  
 :توان نوشتمي( uمثلا )

   z , x , yبر حسب               مشتقات پاره اي بر حسب  
 در رابطه فوق ني  بصورت   Jماتريس . حاصل خواهند شد

 :باشد زير مي
 

  :حجم ج ء

 

 

 
 :توان نوشت مي det Jبا توجه به قابت بودن 
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 :توان استفاده از رابطه عمومي زير بدست آورداين انتگرال را مي

 ارتباط ديفرانسيلها در دو دستگاه مختصات موضعي و كلي را  

  :توان بشكل زير در آورد مي

 

 

 :در اين صورت
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را               و همچنين  z , x , yمشتقات تغيير مكانها در دو دستگاه مختصات 
در اين  . بدست آورد         توان حاصل نموده و تغيير شكلهاي نسبي را از رابطه  مي

 :توان نوشتبوده و مي( 12×6)در اندازه  Bصورت ماتريس 

 :در صورتيكه 
 

 
در نتيجه . باشند قابت مي Bدر اين حالت تمامي جملات ماتريس 

 .تغيير شكل نسبي در فضاي ج ء قابت خواهد بود
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 :ماتريس سختي ج ء

مشابه حالات قبل، انرژي در اقر تغيير شكلهاي نسبي در ج ء  
 :توان بصورت زير در نظر گرفت را مي( انرژي داخلي)

 
توان  در فضاي ج ء مي Bبا توجه به قابت بودن تغيير شكل نسبي و 

 :انرژي فوق را بصورت زير در نظر گرفت
 

 

 :شود در اين صورت ماتريس سختي ج ء بشكل زير حاصل مي
 

Ve  1/6حجم ج ء است كه برابر | det J| باشد مي. 
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 :نيروهاي جرمي 
  :جمله انرژي مربوط به نيروهاي جرمي در رابطه انرژي پتانسيل كل بصورت زير است

 

 
 :و انتگرال گيري به كمك رابطه زير Nبا قرار دادن جملات ماتريس 

 

 

 توان نيروهاي معادل گرهي را  مي

 :بشرح زير بدست آورد fbبراي 
 1×12بردار بدست آمده داراي اندازه 

 xمؤلفه نيروهاي معادل گرهي جرمي در امتداد   Ve fbxتوان گفت  از طرفي مي. مي باشد 
استفاده از توابع شكل خطي منجر به تقسيم . باشند يعني در امتداد درجه آزادي  مي

  .مساوي كل نيروي جرمي به چهار گره ج ء شده است
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 :نيروهاي سطحي 

در صورتيكه نيروهاي سطحي بطور يكنواخت بر روي سطوح مثلث يعني 
بعنوان مساحت يكي از   Aeجوانب چهار وجهي اعمال شده باشند، با فرض 

توان گره ها را در دستگاه مختصات موضعي بصورت  مثلث هاي نامبرده مي
در اين صورت جمله انرژي ناشي از نيروهاي . شماره گ اري نمود 3و2و1

 :سطحي بصورت زير خواهد بود
 

 :بطور مشابه نيروهاي معادل گرهي عبارت خواهند بود
 

 
توان ماتريسهاي سختي بدست آمده براي اج اء را در ماتريس سختي كل و نيروهاي   مي 

 .گرهي اج اء را در بردار نيروي كل جايگ ين نمود
بدست آمده كه پس از اعمال شرايط حدي              بدنبال تركيب معادلات حاصله رابطه  

 .باشد براحتي قابل حل مي

  
e eA A
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T fdAfNdAf  ˆˆ

 T
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ee

s fffffffff
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FK 

 :محاسبه تنشها در حالت سه بعدي
توان با بكار بستن دو   مي    با حل معادلات كلي و بدست آوردن بردار تغيير مكان 

 :تنشها را از رابطه زير بدست آورد          و          رابطه
 

  [Stress Invariants]توان مستقل هاي تنشي براي بدست آوردن تنشهاي اصلي مي
 :زير را بدست آورد

 

 

 

 :بصورت زير تعريف شوند              اگر ضرايب 
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 :گردنددر اين صورت تنشهاي اصلي بصورت زير محاسبه مي

 cos.
3

1
1 c

I












3

2
cos.

3

1
2


 c

I
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4
cos.

3

1
3


 c

I

 :روش تهيه سلولهاي اج اء 
در صورتيكه فضاي سه بعدي يك سازه 

نياز داشته باشد،    به ج ء بندي
يك   وشابه جزءبندي وثلثيتوان  مي

 . صفحه، اين كار را انجام داد
سپس مشابه همين ج ء بندي را 

درجهت عمود برصفحه يادشده با  
شماره هاي جديد و هم فاز 

 .تكرارنمود
البته در صورتيكه اين كار با دست  

صورت گيرد، كاري پيچيده خواهد  
يك روش ساده در اين مورد . بود

آن است كه ابتدا جسم را به  
بلاكهاي وكعب وستطيل هشت  

تقسيم نموده، هر مكعب  گرهي
مطابق   پنج چهار وجهيمستطيل را به 

تبديل مكعب . شكل زير تقسيم نمود
مستطيل به پنج چهار وجهي با رسم  

 :اقطار وجوه آن امكان پ ير است
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با رعايت  تقسيم يك حجم به تعدادي شش وجهيلازم به ذكر است كه 
 .روش زير آسان است

انتخاب نموده و در ( تخت و يا داراي انحناء) يك سطح مرجعابتدا بايستي  
اف ايش شماره گره هاي آن در جهت كوتاه شبكه اي روي آن بصورتي كه 

سپس . ، ايجاد نمودتعداد گره ها در هر رديف شبكه برابر باشدبوده و  تر
توان سطوح مشابهي با فواصل مختلف و مشابه سطح مرجع در فضاي مي

حال با وصل . سازه فرض نموده همانند سطح اول آنرا شبكه بندي نمود
نمودن نقاط متناظر از هر سطح به سطح بعدي تمامي حجم سازه را به 

با توجه به نظم موجود در اف ايش شماره . تعدادي شش وجهي تقسيم كرد
توان گره ها در هر سطح و مشابه بودن اين روش در كليه سطوح مي

 .ج ءبندي را به كمك برنامه كامپيوتري توليد نمود

 : پنج چهار وجهي

در اين تقسيم بندي در 
 شش وجهي وبناصورتيكه 

چهار ج ء مكعب باشد، 
 حاصله اوليه حجمي برابر

ج ء پنجم خواهند داشت و 
ساير اج اء  حجمي دو برابر

 .را دارا خواهد بود
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توان يك به روشي ديگر مي
شش عدد چهار مكعب را به 

با حجم هاي برابر تقسيم  وجهي
در اين حالت علاوه بر رسم . نمود

قطر اقطار، وجوه جانبي، يك 
 .ني  رسم گرديده است مكعب

 ج ء شش وجهي
در اين گونه اج اء ترتيب 

شماره گ اري از 
اهميت خاصي  
در . برخوردار است

جزء شش وجهي  مورد 
توان   مي با هشت گره

جهت سهولت مكعبي  
كه هر لبه آن برابر دو  

واحد بوده و حول  
           محورهاي  

تقارن دارد را مطابق  
شكل زير در نظر 

چنين ج ئي در . گرفت
دو جهت داراي اج اء  
چهار ضلعي يا چهار  
 .گرهي خواهد بود

 ,,
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با استفاده از توابع شكل خانواده لاگرانژ براي شش وجهي مورد نظر 
 :توان رابطه كلي تابع شكل بفرم زير را در نظر گرفتمي

ارائه            را در دستگاه مختصات  iمختصات گره                در تابع شكل ارائه شده 
 .نمايند مي

 :باشند تغيير مكانهاي ج ء ني  بصورت بردار زير مي
 

استفاده   Niتوان از توابع شكل  جهت بدست آرودن مقادير تغيير مكان در فضاي ج ء مي
  :نمود، يعني

 
 (  اي وپارامتريك)از طرف ديگر با استفاده از انتقال همگام 

 :توان نوشت مي

      8~1111
8

1
 iN iiii 

iii  ,,  ,,

 Teeeee

24321

ˆ,...,ˆ,ˆ,ˆˆ  

eee NNNu
2241
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eee NNN
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eee NNNw
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ˆ,...ˆˆ
821  

882211 ,... xNxNxNx 

882211 ,... yNyNyNy 

882211 ,... zNzNzNz 

همانند حالت دو بعدي، تغيير شكلهاي نسبي از رابطه زير بدست 
 :آيدمي

 همچنين بطور مشابه ماتريس سختي ج ء كه ماتريس در

 :شود است، بفرم زير حاصل مي   24×24اندازه  
 
 
 
 

 ماتريس يعقوبي   Jكه . آيد بدست مي                                       حجم ج ء ني  از رابطه
 .باشد مي 3×3و در اندازه 

ee B ˆ
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 :ج ء بندي مسائل سه بعدي
يكبار وسأله را با اجزاء بزرگ جهت دستيابي به نتيجه مناسب ابتدا بايستي    

اطلاعات مورد نياز در اين مورد . تحليل قرار گردد و گره هاي اصلي و كم
مختصات گره ها، اتصال گره ها، خواص مكانيكي مصالح، تغيير مكانهاي 

براي مثال، تحليل تير يك . باشند محدود در گره ها و نيرو در گره ها مي
سرگيردار به شكل زير نياز به استفاده از تحليل در فضاي سه بعدي 

چهار بلاك توان كل جسم را به  جهت ح ءبندي، ابتدا مي. خواهد داشت
بلوك در مجاورت تكيه گاه گيردار با گره هاي . تقسيم نمود شش وجهي

بلوك هاي بعدي با . شماره گ اري شده است 8-7-4-3-5-6-1-2
توجه به رعايت نظم در شماره گ اري گره ها، به ترتيب با اف ايش عدد 

براي تعيين . چهار به شماره گره مشابه در بلوك قبل حاصل خواهند شد
 :توان از فرم كلي توابع شكل يك بلوك شش وجهي ني  مي

  .استفاده نمود   
      8~1111

8

1
 iN iiii 

توان هر بلوك را به در صورت تصميم استفاده از ج ء چهار وجهي مي
توان هر بلوك را در حالتي ديگر مي. تعدادي چهار وجهي تقسيم نمود

 .تقسيم نمود( مطابق آنچه قبلا عنوان شد)به شش چهار وجهي 
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 اعمال محدوديت ها در تغيير مكان گره ها و شرايط حدي تكيه گاهها

، تعميم روش فنر تاجيهيجهت اعمال محدوديت ها در شرايط حدي مسأله    
در . يافته همان شرايط از حالت يك و دو بعدي به حالت سه بعدي     است

توان  ، مي[Restraint]  اين حالت نقطه اي را كه مطلقا امكان جابجايي ندارد
كه در جهات آزادي به گره  Cدر اتصال با فنرهاي فرضي با سختي ب رگ 

به جملات  Cوقدار با اين فرض . مربوطه وصل هستند، در نظر گرفت
 قطري بخشي از واتريس سختي كه ورباط به  رجات آزا ي وار  نظر

در صورتيكه براي هر يك از درجات آزادي، . باشند، اضافه خواهد شد مي
به نيروي گرهي آن  رجه  Caتعريف شا ، جمله  aتغيير وكان وحدو  

به اين ترتيب مسأله با وجود فنرهاي فرضي . آزا ي اضافه خااهد گر يد
 .مشابه حالت دو بعدي حل خواهند شد

 
 

 :تغيير ماتريس سختي در شرايط حدي فضايي خاص
 tدر صورتيكه يك گره تكيه گاهي تنها امكان حركت در يك جهت بخصوص 

را داشته باشد، اقر فنرهاي فرضي در گره ( l , n , m)با كسينوسهاي هادي 
توان  در اين صورت مي. ياد شده بصورت اف ودن يك ماتريس خواهد بود

برابر صفر  tحاصلضرب بردار تغيير مكان در جهات درجات آزادي و بردار 
 :يعني.  قرار داد

 ،كه مشابه   است iاين رابطه بيانگر وابستگي سه درجه آزادي در گره 

 توان انرژي از سوي ديگر مشابه حالات قبل مي. با حالت دو بعدي است

  :تغيير شكل فنرهاي توجيهي را بصورت زير در نظر گرفت 

0tT

nm

kji

iii


31323  
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31323
2

1
nmlc iii   
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با اف ودن جمله انرژي ياد شده، به جمله انرژي ياد شده به جمله كلي نمو انرژي پتانسيل 
سازه و انجام عمليات لازم، اقر فنرهاي توجيهي به صورت ياد شده به شكل يك زير 

در جملات مربوط به درجات آزادي مربوط به ماتريس كلي اضافه خواهند   3×3ماتريس 
 .شد

در حالتي كه حركت يك گره تكيه گاهي در يك صفحه آزاد فرض شود و امتداد عمود بر  
تعريف شود، اقر استفاده از فنرهاي فرضي به  ( l , n ,m)صفحه با  با كسينوسهاي هاي 

 .صورت زير ماتريس زير خواهد بود
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 :شرايط حدي پس از استفاده از تقارن
در شكل زير سقف هرم 

شكلي نشان داده شده  
 B , Aدر نقاط . است

تكيه گاهها محدود به  
حركت بر روي يك  

 , Dنقاط . باشند خط مي
C   ني  داراي

محدوديت حركت در 
صفحه هستند، با در 
نظر گرفتن شرايط  
حقيقي اين تكيه 

توان مدل   گاهها، مي
صحيح اين مسأله را 

 :حاصل نمود
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• (Equelibrium Problems)        

• (Eigen Value Problems)    

(Propagation Problems)          

 

 Equelibrium Problems 
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Eigen Value Problems  

 

 

 Propagation Problems 
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كاربریهاي 

دیگرروش 

اجزائ 

 محدود

تصاویر )

(ماهواره اي  
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 دیسك چرخان
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