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فهرست عناوين         

مقدمه  )١
خواص مکانيکی اجسام ساده     )٢
… تعاريف، قراردادها روابط و              :  تنش )٣
… تعارف، قراردادها روابط و             :  آرنش  )۴
.روابط بين تنشها و آرنشها و معادلات حاآم          )۵
… تنش سطح ، آرنش سطح و            :  مسائل دو بعدي تئوري ارتجاعي شامل              )۶
حل مسائل تئوري ارتجاعي          )٧
...های فون ميزز؛ترسکا و         تئوري  پدیده پلاستيسته،     :  پلاستيسته    )٨
 پلاستيسته     تئوري  بعضی از کاربردهای          )٩
 پلا ستيسته دو بعدی        ) ١٠



تــنـــش تــنـــش 

ي هوممفهوم تنش براي يك جسم مف  : مفهوم تنش   
مشابه مفهوم.  مجازي است 

 شناخته شده آشش براي تار  



  مي نامند M را تنش در نقطهss وارد بر جز سطح  Fبردار

      و يا                                                                         بردار تنش 

       
 نقطه مي تنش تابعي است از نقطه در نظر گرفته شده و امتداد جز سطحي آه از آن               

متداد مماس  به دو مولفه              در امتدا قائم بر جز سطح و          در ا                                                  تنش    .   گذرد
.به جز سطح تجزيه مي شود  



   مفهوم تنش در فضا 

نظريه مربوطه نشان مي دهد آه براي تعيين، تنشهاي وارد
 آافيست آه در   Mبر تمامي جزء سطوح مختلف گذرا از نقطه       

 مكعبي درنظر بگيريم و ببينيم بر آليه سطوح آن چه Aنقطه 
 نيروهايي و بالطبع چه تنشهايي وارد مي شود



  قرارداد تعيين علامت تنش        
      
  بر آن ، در        فوق آه بردار يكه عمود          سطوحي از مكعب      )   علامت تعيين سطح        ( 

 اينصورت سطح          سطح مثبت مي باشد و در غير           جهت مثبت محورها باشد،      
منفي است      

 در    اگر مولفه هاي بردار تنش را روي سطح مثبت                    )   تعيين شماره انديسها        (
اولي    نظر بگيريم و در صورتيكه صفحه مثبت مذآور عمود بر سطح باشد، انديس                         

، مولفه توسط اين صفحه مشخص مي گردد و در صورتيكه موازي هر عددي باشد                               
انديس دوم مولفه تشكيل مي شود            



مولفه هاي مثبت مولفه هايي مي باشند آه بر روي          
سطوح   سطوح مثبت همجهت محورها هستند و در روي  

منفي خلاف مطلب فوق صادق است 



نـــشکر نـــشکر

مفهوم تغيير شكل  
مي   هنگاميكه جامدي تحت پوشش اثر نيروهايي قرار گرفته باشد، تغيير شكل                         

به همان ترتيب آه حالت تنشهاي مدل يك نقطه بررسي شد، در اينجا به                           . دهد
تعريف و بررسي حالت تغيير شكلها پيرامون، يك نقطه پرداخته مي شود                        

 را قبل و بعد از تغيير شكل در نظر ميگيريم. جزء Sجامد
 تبديل ميشودA'1A'2 پس از تغيير شكل به  A1A2آوچك خطي



  از دو قسمت تشكيل شده اند، آه قبلاً در مقاومت مصالحA1A2تغيير شكلهاي جزء 
 با آن آشنا شده ايم 



تغيير شكل خطي تغيير شكل زاويه أي

   بصورت زير تعريف مي شودو A1A2تغيير شكل خطي يا تغيير طول        )١

 آه بوسيله زاويه A1A2يك تغيير شكل زاويه أي يعني تغيير امتداد )2
γ تعريف مي شود 



خواص مكانيكي اجسام ساده خواص مكانيكي اجسام ساده 

اجسام ارتجاعي)١

شان اجسام ارتجاعي اجسامي هستند آه تحت اثر نيرو رفتارهاي خطي از خود ن    
:اين اجسام بر دو نوعند ) …مانند فلزات و . (مي دهند

اجسام ارتجاعي خطي معمولي

فنر: مثال



اجسام ارتجاعي غير خطي  

   متغير است   در اين اجسام                         آه    

اجسام پلاستيك  ) ٢
اين اجسام داراي تغيير شكل صفر هستند تا يك نيروي حدي                      و اين    

 تجاوز نخواهد S، بي نهايت مي شود و نيرو از S معادل Fتغيير شكل براي نيروي،
 نمود



 مانند جسمي آه بر روي زمين قرار گرفته است ونيروی  :مثال
اصطكاك مانع حرآت آن مي شود، تا زمانيكه نيروي وارده از نيروی   

اصطكاك تجاوز نمايد   



اجسام ويسكوز )٣

 آمك فنر:مثال 

سام در اين اجسام نيروي وارده با سرعت تغيير شكل مرتبط مي باشد، اين اج 
توسط مدل زير بيان مي شوند 

x& : مشتق نسبت به زمانx

µ :       ضريب ويسكوزيته يا ضريب كمك فنري



اجسام الاستوپلاستيک   )١

اتصال سری) ١-١



اتصال موازی ) ٢-١



منحني باربرداري جسم الاستوپلاستيك در حالت اتصال سري١)



منحني باربرداري جسم الاستوپلاستيك در حالت اتصال موازي    )٢

حالت بدون بار

حالت بارگذاري 

حالت باربرداري 



:در حالت باربرداري، دو حالت خواهيم داشت   

فنر حرآت ميكند تا به    
 وضعيت تعادل برسد 



اجسام ويسکوالاستيک  )٢
درحالت سری)١-٢



 :معادله تغيير مكان نسبي در انتهاي فترويسكوز به صورت زير خواهد بود 

 باشد t = 0 در صورتيكه x=0در 



اجسام ويسکوپلاستيک) ٣



  خواهيم x & t = 0=0با شرايط 
    C1=0       داشت     













معادله حرآت مدل زير را بنويسيد•



تانسور تنش تانسور تنش 

:تانسور تنش در فضا بصورت زير تعريف مي گردد   



اگر در مختصات فوق محورها را دوران، بدهيم 

 تانسور تنش جديد در مختصات   

 يا ترانسپوزه ماتريس تبديل 



تانسور تنش نسبت به قطر اصلي متقارن است

:مان را آنترل آنيمي براي اثبات اين موضوع، آافي است تعادل مكعب قبل 

x1 تعادل لنگر نسبت به محور



تنش برشي در دو صفحه بي نهايت آوچك عمود بر يك يال    
) قضيه آوشي (   مشترك برابرند

شوند اين تنشهاي برشي يا از فصل مشترك دور مي شوند و يا به هم نزديك مي 



→

زيرنويسهاي اينشتين 

ري پس از اين در صورتيكه انديسهاي حرفي يكسان باشند، مفهوم مجموع عناص    
با انديسهاي يكسان را مي دهند

 مثال در مورد ضرب دو ماتريس



دلتای کرونکر 

تعريف

: مثال 



 تعريف قضايای تنشها با استفاده از تعاريف فوق  :مثال

تانسور تنش معمولاً به دو تانسور زير تجزيه مي شود: 
تانسور فشار هيدروستاتيكي. )        1
   (Deviator)تانسور انحراف آور تانسور تنش. ) 2



 )P(تعريف پارامتر فشار هيدروستاتيكي

عناصر تانسور انحراف آور تانسور تنش هستند آه در خواص مكانيكي 
اجسام وارد مي شوند  

تانسور انحراف آور تانسورتنش 

تانسورفشار هيدروستاتيكيتانسور انحراف آور تانسور تنش



مولفه هاي بردار تنش وارده بر يك سطح دلخواه

گيريم  را در فضا درنظر ميABCسطح دلخواه    



←

 را که  برPنيروی 
 وارد می شود ABC سطح  

مؤلفه های آن درامتداد محور   
 به ترتيب با  x1,x2,x3های 

p1,p2,p3  نشان  داده  می  
شوند 

0ABCتعادل هرم

:ويا به عبارت ديگر 



→

← مؤلفه عمودی نيروی





←

تعريف تنشهاي اصلي و صفحه هاي اصليتعريف تنشهاي اصلي و صفحه هاي اصلي

:اگر تانسور تنس را به اين صورت تعريف نماييم

اگر 

x1,x2,x3در مختصات فضايی  sسطح 



& →

  را داشته باشيم، مولفه nσدر صورتيكه بر روي سطح فقط تنش عمودي
 بر روي محورهاي مختصات nσ در موقعيت تصاويرP1  ،P2  ، P3هاي 

 خواهند بود

n1که بی معناست چون   استn1=n2=n3=0يکی از پاسخها  
2+n2

2+n3
2=1



    لذا بايد دترمينان ماتريس
 ضرايب مساوی صفر باشد

بردار واين درحقيقت همان معادله مشخصه يک ماتريس است و يا به عبارت ديگر 

بردار ويژه تانسور تنش می باشد 

 را به ما خواهد داد  σ1,σ2,σ3 مقادير خاص σnحل اين معادله برای 



به ازاء هر تنش  اصلی يک بردار     
خاص وجوددارد صفحه ای که از دو   

 صفحهبردار خاص تشکيل گردد را  
 می نامنداصلی

:و اما در معادله ارائه شده، سه پارامتر ذيل قابل تعريف مي باشند 

مجموع دترمينان آوفاآتورهاي قطر اصلي تانسور تنش

 مستقل از دستگاه محورهاي مختصات بوده و به تغيير J1 ، J2،  J3مقادير 
 ناپذيرهاي تانسور تنش موسومند



تاثير تغيير دستگاه محورهاي مختصات بر روي تانسور تنش



:از يكه بودن بردارها نتيجه مي گيريم

:و از تعامد بردارها نتيجه مي گيريم 

: را فرض نمائيم، داريمS=1حال اگر مجدداً  



معادل مجموع تصاوير x1′بر روي Pهمانطور آه مي دانيم تصوير 
:  مولفه هايش مي باشد، لذا



ماتريس تبديل 

:تنش در مختصات جديد از رابطه زير حاصل مي شود    



: دو خاصيت زير جهت تانسور تنش تحقيق مي گردد

تانسور تنش ، در آليه مختصات ، تانسوريست متقارن    



→

بررسي تغيير ناپذيري تغيير ناپذيرهاي تانسور تنش      بررسي تغيير ناپذيري تغيير ناپذيرهاي تانسور تنش      



← با توجه به يكه بودن بردارها 

و با توجه به عمود بودن دو به دوي 
: بردارهاي يكه، ضرب داخلي بايد صفر باشد

:وبه همين ترتيب



تنشهاي برشي ماآزيمم و مينيمم

 S=1 داراي مساحت ABCاگر مثلث 
باشد وتنشهاي عمود بر سه وجه تصوير شده بر 
سه صفحه دستگاه مختصات و همچنين نيروي 

 باشد كه داراي مولفه Pمتعادل با اين تنشها 
 است خواهيم داشت: 3P و 1P ، 2Pهاي 



n3حذف 

n1حذف 

n2حذف 



ذا نتيجه مي گيريم آه در سطوحيكه نيمساز سطوح اصلي     ل
هستند، تنشهاي برشي حداآثر و حداقل هستند  



دواير موهردواير موهر

  را به عنوان مجهولات در نظر بگيريم، خواهيم داشت3n و1n، 2nاگر



321در صورتيكه فرض كنيم  σσσ ff :باشد ، خواهيم داشت 

 Aدايره  



معادله يك دايره است جراکه 

Bدايره

Cدايره 



حال اگر به بررسي اين تنشها و و ترسيم دواير موهر در 
:صفحه بپردازيم، مي توانيم موضوع را به صورت زير تشريح آنيم    

 معرفي 3Pدر صفحه، صفحه أي كه بر روي آن تنشها اصلي مي باشند با خط   

   خط    نرمال اين    بردار         ميسازد .      1x با محور θ   θمي گردد، كه زاويه

),,0( مختصات     θθ CosSinn −
→

 : را دارا مي باشد، لذا      



: وبه همين ترتيب



ملاحظه مي شود كه
2

21 σσ 21 مركز دايره ايست به قطر  + σσ كه شعاع آن از−
2

21 σσ −

 روي اين θ2 دو نقطه تحت زاويه  θ2Sin   محاسبه مي گردد و يا ضرب شعاع و
ان تنشهاي برشي حداكثر و حداقل هستند  . دايره مشخص مي شود كه هم

بايد اضافه نمود كه افزودن ميزان تنش ثابتي به مقادير تنشهاي اصلي دايره موهر به  
 به سمت راست انتقال مي يابد و در تنش برشي ماكزيمم و مينيمم oσاندازه يك 

oσσتغييري حاصل نمي شود.  +3 ، oσσ +2 ، oσσ +1 . 
 زيرا فقط فشار هيدروستاتيكي اضافه شده است.     

      
3

332211 σσσ ++
=P 

: فشار هيدروستاتيكي تاثيري روي مقدار حداكثر و حداقل   لذا نتيجه مي گيريم كه
 تنش برشي ندارد



تغيير ناپذيرهاي 
 تانسور تنش 

بررسی تغيير ناپذيرها 



تغيير ناپذيرهاي 
تانسور انحراف 
آور تانسور تنش 

تغيير ناپذيرهاي
 فشار تانسور

 هيدروستاتيکی

  تغيير ناپذيرند، 3J و 1J ،2Jو چون 
1θ ، 2θ 3 وθ    هم تغيير ناپذير مي باشند  



 وجهي) 8تنشهاي اكتاهدرال (
 

321اگر محورهاي مختصات در امتداد عمود بر صفحات اصلي باشند، (دستگاه اصلي σσσ (
در اينصورت در بين سطوحيكه در اين دستگاه تعريف مي شوند، سطوحي وجود دارد كه 

(كسينوسهاي هادي آنها برابر است با 
3

1,
3

1,
3

1(
→

n يا برداريكه صفحه اصلي ، مقدار اين سطوح 
 هشت عدد است كه نسبت به يكديگر مورب بوده و يك هشت وجهي منتظم را تشكيل مي دهند

 
 تنش در روي اين سطوح به تنش هشت وجهي (اكتا هدرال) موسوم است    



نام دارند» تنشهاي اآتاهدرال«تنشهاي قائم و مماسي بر روي اين صفحه    



: داريم (S=1)براي سطح واحد   

:مولفه عمودي تنش اآتاهدرال 

:تنش اآتاهدرالمماسی   مولفه 



: ثابت کنيد•

22kSS ijij ≤    :در مورد فولاد نرم و خاك چسبنده و پلاستيكها داريم

 مقاومت برشي ماده در آزمايش برش مستقيم است Kآه در آن ، 

تانسور تنش 

تانسور انحراف آور



(اين نامعادله سطح استوانه أي به مركز خط  
3
3,

3
3,

3
 را مشخص كنيد ، كه از مركز )3

. است2Kمختصات عبور كرده و مشخص كننده قطر



معادلات تعادل بر حسب تنشهامعادلات تعادل بر حسب تنشها

براي اينكه جسمي در حال تعادل باشد، بايد
0&0داشته باشيم:  =Σ=Σ MF 

به عبارت ديگر بايد كليه ذرات جسم در حال تعادل باشند، مي توان نوشت : 

0=−Σ
→→

γMF    يا    γ
→→

=Σ .MF  ( فرمول دالامبر) 



   :فرض می کنيم که جسمی با شتاب    حرکت می کند

 به صورت شکل بالا١در اينصورت تغييرات تنشها بر سطوح مکعب در جهت      
 فرض نماييم ونيروی وارده ρ تصوير می شوند  اگر حجم مخصوص مصالح را 

:بر واحد جرم جسم    باشد

نيروی وارده بر واحد جرم جسم 



:  به صورت زير نوشته می شودx1معادله تعادل در جهت  

:لذا خواهيم داشت 

معادلات  
تعادل بر 
حسب 
تنشها



:سه رابطه فوق به صورت انديس چنين نوشته می شوند

می باشدنسبت بهنشانگر مشتق

مثال:

:خواهيم داشت ) يعنی          (حال اگر جسم ما در حال سکون باشد،   



معادلات تعادل در مختصات استوانه ای بر حسب تنشهامعادلات تعادل در مختصات استوانه ای بر حسب تنشها

 :تنشهای زير در مختصات استوانه ای وارد می شود



)١(وضعيت تنشها در صفحه موازی با صفحه 

در حالتيکه در صفحه اين مکعب را تصوير نماييم،
می توان   به سادگی  تنشها را) بصورت روبرو( 

تصوير نمود 



rدرجهت  rتعادل نيرو برصفحه 

r در جهت  θتعادل نيروبرصفحه 

r درجهت  σθθاثرجزيی تنش 

r در جهت  zتعادل نيروبرصفحه 

اثرنيروی حجمی

اثرحرکت 



:له ساده زير نتيجه مي شود مانند حالت قبل از بي نهايت آوچكهاي مرتبه بالا صرفنظر آرده ، معاد     



: ها نتيجه مي شودzو از تعادل در امتداد محور 



.معادلات تعادل را در دستگاه مختصات آروي بنويسيد     •



تعادل تنشها با نيروهاي سطحي

در اين شكل : 
 =Tنيروهاي وارده بر واحد سطح

                         ( )321 ,, TTTT 
 برداريكه عمود بر سطح به سمت خارج جسم است. nو

هرم كوچك مطابق شكل روبرو از جسم جدا مي كنيم. 



jijiاز تعادل هرم نتيجه مي شود:   nT σ= 
اين جسم به شرطي در حال تعادل است كه داشته باشيم : 

ijij(در كليه نقاط متعلق به سطح)  Tn =σ 
در اينصورت جسم تعادل دارد . 

)نيروي وارد بر واحد حجم (شدت نيروي حجمي 

: µدر كليه نقاط  داريم



 در نظرqمثالي در اين مورد بيان مي آنيم، يك تير آنسول را تحت باريكنواخت  
: مي گيريم، خواهيم داشت



 مي شود،اين معادلات بي نهايت جواب دارند و هر جواب آه از اين معادلات حاصل
)بطور استاتيكي. ( قابل قبول است 

:به روش مشابه نتيجه مي شود

:در داخل نيز خواهيم داشت 



:در جسمي توزيع تنش زير وجود دارد•

ست؟اگر نيرو هاي حجمي قابل صرفنظر آردن باشند، آيا جسم در حال تعادل ا  

 باشد جسم در حال تعادلست و گرنه جسم در حال تعادل نمي باشد. sC=0لذا اگر



آيا جسمي با توزيع تنش زير، در حال تعادل است؟•

.چون معادلات فوق صحيح مي باشند، لذا جسم در حال تعادل است 



:پخش تنش در جسمي به صورت زير است•

 را حساب كنيد تا جسم در حال تعادل باشد. (از نيروي حجي صرفنظر كنيم) b و aالف) 
ب) در اينحالت تنشهاي اصلي را در كليه نقاط جسم بدست آوريد. 

21250ج) اگر حداكثر تنش برشي اكتاهدرال را به     cm
kg محدود كنيم، تعيين نمائيد چه نقاطي از جسم اين 

محدوديت را اقناع مي كند: 

:حل الف



:تانسور تنش در نقطه از جسم بصورت زير است•

.تنشهاي اصلي و جهات آنها را تعيين نمائيد: الف
هر تنشهاي اآتاهدرال را تعيين و آنرا نيروي مختصات مربوطه به دواير مو  : ب

.نشان دهيد
ر تغيير ناپذيري هاي تانسور تنش، انحراف آور تانسور تنش و تانسور فشا : ج

.هيدروستاتيكي را بدست آوريد

     د: تانسور تنش را در دستگاه مختصات جديد 

)1,0,0).(0,
2
2,

2
2(),0.

2
2,

2
2(  بنويسيد. −



:با استفاده از داوير موهر در حالت تنشهاي در بعدي ، نشان دهيد آه    •

.دو تغيير ناپذير تانسور تنش هستند



 کرنش کرنش

 آرنش   مصالح مقاومت در         
 آوچك  سيار ب   شكلهاي   تغيير  در

دارد لذا به تعريف اين آرنش    مفهوم
 و تئوري   دو عنوان مهندسي  تحت

ارتجاعي مي پردازيم   



)مقاومت مصالح(آرنش مهندسي ١)

    و        |'AA|اين آرنش وقتي معني دارد آه         
|BB'|       بسيار آوچك باشند .

: به صورت زير تعريف مي گردد    ABآرنش در امتداد   



آرنش تئوري ارتجاعي )٢

 حتي زمانيكه در آليه موقعيتها مفهوم دارد،
تغيير شكلها بزرگ باشند



بيان کرنش در مختصات سه بعدی 



 به صورت زير ساده مي گردد: 11εدر حد ،

:و در حالتي آه تغيير شكلها آوچك باشند   

 :و با استفاده از بسط تيلور 

 رتجاعي برابرندپس ملاحظه مي گردد آه در تغيير شكلهاي آوچك، آرنش مهندسي و تئوري ا  



کرنشها در ديگر امتدادها 

 :x2در امتداد محور  

 :x3در امتداد محور  

  فرمول آلي



 رابطه بين دونوع آرنش     



آرنشهاي برشي آرنشهاي برشي 

نصف اختلاف اين دو  
 آرنش برشي  رازاويه 

مهندسي تعريف مي آنيم

 آرنش مهندسي)١

   آرنش برشي در تئوري ارتجاعي)٢



محاسبه آرنش برشي تئوري ارتجاعي بر حسب آرنش مهندسي  

:اما از طرف ديگر داريم 

:و به همين ترتيب 
:لذا خواهيم داشت 



محاسبه آرنشهاي برشي بر حسب تغيير مكانها محاسبه آرنشهاي برشي بر حسب تغيير مكانها 





آرنش برشي محور يك نسبت به محور سه

:و در حالت آلي 



:در مورد آرنش مهندسي داريم



 

[T]    تانسور تبديل دستگاه مختصات باشد، خواهيم داشت :

 ماتريس چون آليه عناصري آه خواص فوق را دارند، تانسور ناميده مي شوند، لذا 
.آنها هر يك تانسور بوده و از خواص تانسور بهره مي برد 



آه قسمت اول آن مربوط به آرنش مهندسي است، يعني  



 ای روابط بين آرنشها و تغيير مكانها در مختصات استوانه  ای روابط بين آرنشها و تغيير مكانها در مختصات استوانه 



: هاz آرنش محوري در امتداد )الف



:ها r آرنش محوري در امتداد محور )ب

 : ها θ  كرنش محوري در امتداد محور ) ج

ba baba مي باشد يعنيab به موازات′′ ′′′≈′′ 

Ab=rdθ





 rθ: كرنش برشي موازي صفحه)د





 :هاzθ كرنش برشي موازي صفحه)هـ 



مبحث تانسور آرنش

:تانسور آرنش نيز مانند تانسور آرنش به دو تانسور تجزيه مي شود
تانسور ازدياد حجم)١ 
 تانسور برش)٢

کرنش حجمی

خواهيم داشت:



اولين تغيير ناپذير تانسور آرنش     

بعد از تغيير شکل



: در مختصات آروي روابط زير حاصل مي شوند



روابط سازگاري آرنشها   





 مشتق بگيريم، خواهيم داشت : 1x دوبار نسبت به 23eهمينطور اگر از  



 : و حذف عوامل مثبت و منفي يكسان از طرف راست، داريمc, b, a رابطه ٣با جمع  



 فقط در     روابط سازگاري بين آرنشها         
 صورتكيه    در   برقرارند،  پيوسته   محيطهاي    

 ايجاد ترك    محيط غير پيوسته باشد،به معناي        
 براي    توابع پيوسته     است، آه نتيجتاً روابط     

مي توانيم بگوئيم     آنها صادق نخواهد بود، لذا      
محيط       سازگاري برقرار باشد    آه اگر رابطه 
.پيوسته است  



: اند مولفه هاي بردار تغيير مكان در يك جسم پيوسته به شرح زير داده شده •

(0,2,1)مطلوبست محاسبه تانسور آرنش در نقطه أي به مختصات   -

آرنشهاي اصلي و صفحات اصلي را در اين نقطه بدست آوريد -



: آيا توزيع آرنش زير امكانپذير است  •



معادلات سازگاري در مختصات استوانه أي 



روابط بين تنشها و آرنشها

خارجي انجام مي دهند  آه آاري آه نيروهاي  به آمك اين مطلب  
 آه آنيم   اثبات مي  در جسم است،شدهذخيره  انرژي مساوي 

رابطه أي بين آرنش و تنش وجود دارد 



فرض مي آنيم هيچ انرژي تلف شده اي نداشته باشيم

م ذخيره مي گرددهمانطور آه مي دانيم، آار نيروهاي خارجي به صورت انرژي داخلي در جس  

: بگوئيمچگالي انرژي داخلي و يا انرژي داخلي واحد حجم جسم باشد، مي توانيم   : Uاگر 

آل انرژي داخلي ساختمان =  قضيه آار مجازي

: انجام مي دهند عبارتند از   Tآاري آه نيروهاي سطحي 

:آار نيروهاي حجمي همه عبارتست از  

 :بردار تغيير مكان



 :آار انجام شده توسط نيروهاي حجمي 



 اتحاد گرين در رياضي

  آه برداريكه نرمال آنS و سطح V در يك جسم به حجم 

:باشد، داريم

)

 

  φوϕ    توابعي از اجزاء اين جسم هستند



Tdw  مشابه اتحاد گرين است اگر فرض كنيم كه ، :

لذا خواهيم داشت 



:بنابراين داريم

:از طرفي چون 



 روابط تعادلمان به صورت زير است،  Vلذا در حجم   
: اگر حجم ساآن باشد   

ويا 

مشتق انرژي داخلي = تنش  × ديفرانسيل آرنش 



:از مقايسه دو رابطه فوق داريم   

: تابعي از آرنش مي باشد، لذا داريم Uو از طرفي

 Cو تعداد ضرايب 
C0تعداد  = ١
Cijتعداد  = ٩
Cijhkتعداد   = ٨١



شتجسمي آه هيچ نوع آرنشي در آن وجود ندارد، تنش در آن وجود نخواهد دا   

 هم صفرمي باشدUهنگاميكه آرنشها صفر باشند، 
  باشدijσ=0 بايدije=0به ازاء

گردد ضريب بايد شناخته شود تا رابطه تنشها و آرنشها تعيين 81بنابراين 



 جسمي   يمهبخواه حال، در صورتيك
ارتجاعي خطي را در حالت اول معادله     

 آزمايش 81بدست آوريم، بايد  رااش 
 معادله 81 ضريب از  81انجام دهيم و 

اما قابل  و مجهول آن بدست آوريم   
 ضريب به را  81مشاهده است آه اين  

 ضريب قابل آاهش مي  27حتي به 
باشند



 بعلت تقارن تانسور تنش

:اگر فرض آنيم 

lkmnklmnاز تساوي  ee 2793، نتيجه مي شود كه : =  ضريب به صورت متقارن پيدا مي شوند و×=
mkklmn ضريب كاسته مي شود. از تساوي  27 ضريب مورد نياز 81از   cc ln= ،1836 =× 

2781   ضريب داراي قرينه شده و لزومي به مشخص كردن آن نيست، لذا از   ضريب 18 ضريب ، −
 ديگر نيز كاسته خواهد شد





:روابط زير بين تغيير مكانها و آرنشها برقرارند

:لذا داريم



 ضريب ديگر نيز از اين طريق حذف مي شوند   15تعداد  اين رابطه نشان مي دهد كه ضرايب نسبت به قطر قرينه اند، لذا
و تعداد ضرايب مورد نياز عبارت خواهد بود از      : 

2115182781    ضريب       =−−−



: اين تعداد ضرايب نيز در حالات زير مجدداً تقليل خواهند نمود     

اجسامي آه نسبت به يك       ( در مورد اجسام مونوآلينيك      - 
 تعداد  )خاك ، چوب: صفحه داراي تقارن مي باشند، مانند   

 ضريب13ضرايب به  
در مورد اجسام ارتوتروپيك آه نسبت به دو سطح عمود          - 

ضريب 9بر هم متقارنند، تعداد ضرايب به    
در مورد اجسام ايزوتروپ محوري آه نسبت به يك محور       - 

 ضريب 5متقارنند، تعداد ضرايب به    
در مورد اجسام ايزوتروپ آه نسبت به دو محور عمود بر       -

ضرايب    آه همان   ضريب، به دو  تقليل    دارند،  تقارن هم 
پوآسون و يانگ هستند       



 تغيير دستگاه مختصات

گانه٢١مشاهده مي شود آه در مختصات جديد ضرايب 
:همان ضرايب قبلي نخواهند بود، يعني اينكه  



اجسام مونوآلينيك   

تقارن نسبت به آليه سطوح موازي با سطحي مشخص

قطعه  اگر يك  طور مثال به     
 چوب را در نظر بگيريم، نسبت 

بر امتداد   عمود به سطوحي آه
 الياف ها مي باشد، تقارن آامل

 در چوب وجود دارد





:و همينطور 

 باشدox1x2 درتقارن نسبت به سطوحی که موازی سطح  رابطه بين آرنش و تنش را در اجسام مونوآلينيك



32تقارن خواص مكانيكي نسبت به سطوح به موازات سطح xox، 

ضريب براي تشريح رابطه آرنش ، تنش در اجسام مونوآلينيك، نياز است ١٣فلذا به 



اجسام ارتوتروپ 

داراي دو صفحه تقارن عمود بر هم مي باشند

مثلاً يك دال بتني به شكل روبرو   
خوانده مي شود،     آه دال ساندويچي

داراي دو سطح تقارن مي باشد 



 خواص مكانيكي مشابه داشته  32xox سطوح به موازات   21xox و فرضاً اگر جسم ما نسبت به سطوح به موازات  
باشند ماتريس سختي به صورت زير خواهد بود: 

  تا آاهش پيدا مي آند9بنابراين ضرايب رابطه بين تنش و آرنش در چنين اجسامي به  



اجسام ايزوتروپ محوري 

 مي باشد. (Axisymetric)خواص مكانيكي اين اجسام نسبت به يك سري محورهاي موازي داراي تقارن محوري
به عنوان مثال لايه هاي رسوبي، لاستيك و يا چوب پنبه و يا بتن كه لايه لايه ريخته مي شود، نسبت به هر محور عمود بر

 لايه ها داراي تقارن مي باشند
 
 

   3oxمحور تقارن





:اگر رابطه بين تنش و آرنش عبارت باشد از 

:در مختصات جديد درست مشابه روابط آرنشها را داريم

 و همچنين كرنشها صادق باشد. θكه اين رابطه مي بايست به ازاء كليه مقادير

طرف دوم



بنابراين در اين حالت پنج ضريب بايد تعيين شود   



اجسام ايزوتروپ 

عبارت اينگونه اجسام نسبت به آليه جهات داراي رفتار يكسان مي باشند و به 
.ديگر نسبت به هر سه محور تقارن دارند

اگر ماتريس بدست آمده اخير آه مربوط به 
 به  داشتيم، x3  تقارن محوري نسبت حالتي بود آه

x1 به   محوري نسبت  تقارن  بر آن داراي علاوه
:باشد، خواهيم داشت



بنابراين جسمي آه نسبت به هر سه محور دستگاه محورهاي مختصات رفتار    
 ضرايب تغيير ناپذير از خود نشان مي دهد، ايزوتروپ ناميده مي شودو ماتريس

 وc1111ماتريسی تنها با دو  مجهول  به صورت )  عضوي ٨١ماتريس  ( در آن 
c1122تعريف مي گردد    

: دو ضريب فوق را بصورت زير نمايش دادلامهشخصي بنام 

 مشهور شدندلامهآه از آن پس به نام وي به ضرايب 







روابط لامه 



 قرار pاگر آزمايشي را در نظر بگيريم آه آليه وجوه يك مكعب تحت تنش    
 تانسور  ديگر  است به عبارت  تحت اثر فشار هيدروستاتيكي (  گرفته است،

:خواهيم داشت) آور تانسور تنش يك تانسور صفر است انحراف



فرض نمائيمآرنش حجمي متناسب با فشارهيدروستاتيكي مي باشد، اگر  

Kرا ضريب تغيير شكل حجمي  

 رابطه بين ضرايب لامه و هوك

ضرايب هوک



:  قرار گرفته است، روابط ذيل را خواهيم داشت σxx  اگر فرض آنيم جسم تنها تحت اثر تنش



  روابط  تنش  و کرنش
بر حسب ضرايب هوک





υو kتعيين حدود 
:باشدp>0اگر 

بی نهايت باشد چراکه  k  اگرقرارباشد تغييرحجم پيدانشود، لازمست ضريب     

k
p

ev :لذااگرمصالح ارتجاعی باشند ولی تراکم ناپذير، در اينصورت داريم=

∞=⇒=∀ kep v 0:
 را دارا ميباشد وقتيکه مصالح  h و 0 مقاديری بين kلذامعمولاً   

0OkOh:      تراکم پذير وارتجاعی باشند



2υ=0-1      ):مانندمايعات(درمصالح تراکم ناپذير
2
1

=υ

 همهe12 باشد، آنگاه کرنش برشی σ12>0درصورتيکه 
مثبت خواهد بود 

 شده ولذا ضريب برشی هميشه مثبت است µ>0 هم علامتند، بالنتيجه σ12 و e12چون 



کنون در طبيعت مصالحی پيدا نشده اند که ضريب       وچون تا   
 پواسون منفی داشته باشند،      

: به صورت زير تعريف می گردد  υفلذا حدود 
 

2
10 ≤≤υ

:پس در حالت کلی ضريب پواسون دارای محدوديت زير می باشد 

2
11 ≤≤− υ



برای نوشتن روابط بين تنش و کرنش درمختصات   :تذکر
استوانه ای يا مختصات کروی 

 جانشين کنيم  ρ،θ،φ يا x،θ،z را با x،y،zکافيست انديسهای   

مصالح ارتجاعی خطی ايزوتروپ   

از اين پس مباحثی که مطرح می گردند، درمورد اين اجسام می باشد 



روابط ترموالاستيک بين تنش و کرنش    

 برسدT1 به T0 از دمای lفرض نماييد ميله ای به طول 
ازدياد طول ميلهازدياد طول ميله بر اثر حرارت عبارت خواهد بوداز    

کرنش حرارتی ميله

αضريب انبساط حرارتی جسم است ،

 داشته باشيم، کرنشbوaحال اگر جسم دوبعدی مانند صفحه ای به ابعاد 
غيير شکلايجاد شده در صفحه در هر دو جهت يکسان باشد، به عبارت ديگر پس از ت

، خواهيم)کرنش برشی در صفحه ايجاد نشود(زوايای داخلی صفحه ثابت باقی بمانند،
:داشت



:شتدر موردمکعبی که تحت تأثير کرنش حرارتی قرار گرفته باشد، خواهيم دا



:رابطه معکوس به صورت زير تعريف خواهد شد

)Duhamel-Nuemannرابطه : (يا به صورت کلی 

 صادق خواهد بود jو iسب بجای اين روابط جهت مختصات کروی واستوانه ای نيز با جايگذاری علامت متنا   



چگالی انرژی
:چگالی انرژی ياانرژی واحد حجم جسم ارتجاعی عبارتست از

رتيکه درمورداجسام ارتجاعی خطی،درمورداجسام ارتجاعی خطی ديديم که بقيه جملات صفر خواهند بود ودرصو
 صفرميباشدوبرای اينکه رابطه کرنش و تنش هم خطی باشدc0ضريب 

 خواهد بود لذاخواهيم داشتcij=0)  باشدσij=0(فرض نماييم که جسم تحت تأثيرهيچ تنشی نباشد،

اگر رابطه را عکس نماييم

 در کرنشهای آن تنشهاچگالی انرژی در جسم ارتجاعی خطی مساويست با نصف حاصلضرب کليه تنشها  

رابطه کاستيگليانو



 معروف بوده و می گويد که مشتق هر چگالیکاستيگليانواين رابطه به رابطه 
انرژی نسبت به تنش، مساوی کرنش ناشی از همان تنش می باشد

چگالی انرژی بر حسب 
کرنشها و ضرايب لامه



Uبرقرار است، مشاهده می شود که جمله فوق يعنی         
:هميشه مثبت است وتنها درصورتی صفراست که داشته باشيم

:ودرحالت کلی  

وچون لذا  است وk>0وچون  



    وری ارتجاعی   ئتل ئمسا    



وری ارتجاعی تئل ئ مسا

جهت تعيين توزيع تنشهای داخل ساختمان بايد ازروابط تنش و کرنش     
 رااشغال کرده    v استفاده کنيم، فرض می کنيم ساختمانی داريم که حجم      

:  بر آن وارد می شودT است و نيروهای سطحی 



:برای کليه نقاط داخلی اين جسم مجهولاتی داريم که عبارتند از    
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 تغيير مکانUiمؤلفه  ٣

V مجهول برای هر نقطه متعلق به حجم         ١۵
:تعداد معادلات عبارتند از 
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 معادله در هر   ١۵ معادله داريم که بااستفاده از اين            ١۵بنابراين جمعاً     
چون معادلات شامل معادلات     مجهول را بدست آوريم ١۵بايد بتوانيم    نقطه

)ثابتهای انتگرال گيری  ( ثابتهای حاصله را     بايد  ديفرانسيل هم ميباشند،    
 بدست آوردδvحدی روی بااستفاده از شرايط      

 eij  را مجهول اصلی مسأله فرض نماييم؟، می توانيم       ui(x,y,z)اگر 
  راازروی آن بدست آوريم    σij وبعد 



ازدودسته معادله 





















































































































مسايل تنش مسطح   

ته باشد و نيروهای حجمی  فرض می کنيم که سطح نازکی تحت تأثير نيروهايی در سطح صفحه قرار گرف 
:ها  ندارند، لذا   zمؤلفه های در امتداد   

ها صفر است z چون ضخامت صفحه ناچيز است، از اينرو تغييرات تنشها در امتداد محور    

:  می باشندx,yتنشها تابع  

 :نيروهای حجمی نيز به همين ترتيب عبارت خواهند بود از   



: روابط تعادل به صورت ذيل نوشته می شوند )١

: روابط بين تنش و کرنش)٢

:لذا مجهولات مسأله عبارت خواهند بود از      

 بودند۵ مجهول داريم و تعداد معادلات بيان شده تا کنون       ٨



تنش مسطح
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:شرح زيرندسه رابطه ديگر که به روابط بين تغيير مکانها و کرنشها موسومند، به   
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: کرنش که در کرنش مسطح به صورت زير است -همه روابط فوق مشابه روابط کرنش مسطح است، به جز رابطه تنش    
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کرنش مسطح 
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)و           ضرايب ارتجاعی کرنش مسطح می باشند   �( ν

وشت که مشابه حالت    اگر بتوان رابطه بين تنش و کرنش در حالت کرنش مسطح را به گونه ای ن      
تنش مسطح باشد، مسأله را می توان در حالت تنش مسطح طل نمود   

:و           ضرايب ارتجاعی کرنش مسطح عبارتند از       � ν
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پلاستيسيته











تنش گواه    















هده کرد که در ترسکا در طی آزمايشهايی فلزات را تحت فشار از حديده عبور داد و مشا     
ند کليه موارد در آغاز تسليم تنش برشی حداکثر مقدار معينی را کسب می ک        















































پلاستيسيته دو بعدي



تئوري پلاستيسيته دو بعدي آه اينجا به آن اشاره   
خواهد شد در حالت آرنش مسطح به صورت ذيل    

.است 
 – افزايش حرآت يك ماده صلب     –تئوري ميدان خط  (

)مطلقاَ پلاستيك  

:فرضيه هاي زير جهت اين تئوري مدنظر قرار مي گيرند             

 آرنش ارتجاعي آه قبل از آغاز تسليم رخ مي      –الف   
. دهد ناچيز فرض شده و از آن صرف نظر مي گردد   

.  ماده بدون لخت شدن تغيير شكل پلاستيك مي دهد  -ب



علاوه بر اين در آاربرد تئوري در مسائل صنعتي از دو اثر                   
:ديگر نيزصرفنظر شده است        

از اثرات احتمالي        :  اثرات ميدان زماني تغيير شكل نسبي               -١
يكسان نبودن ميزان زماني تغير شكل در نواحي مختلف جسم                           

.صرفنظر مي شود    
بخشي از آار نيروهاي خارجي            :  اثرات تغيير درجه حرارت        -٢ 

موجب تغيير شكل شده و بخشي ديگر مبدل به حرارت                     
گرديده و موجب تغيير دماي جسم مي شود از اثرات احتمالي                       

تغيير درجه حرارت بر خواص مكانيكي ماده صرفنظر مي                    
.شود 
ته مسطح     س  در نظر گرفته مي شود و چون پلاستي             x-yصفحه   

 سرعت مستقل      Vyو   Vxمورد بحث است بنابراين مولفه هاي               
.  ، صفر است  Vz بوده و مولفه      zاز 



معادلات قواعد جريان پلاستيك خواهد بود      ) Levy-Von mises (روابط زير  

 آرنش برشي باوميزان زماني آرنش عمودي با    

مشخص مي شوند   

ورد نظر صلب آاملاَ پلاستيك فرض گرديده است   م با توجه به اينكه ماده    

oλd تغيير مي آند يك ضريب متناسب است آه مقدار آن بطور آلي از نقطه أي به نقطه ديگر  آه در آن 



: فرض گرديده لذا zمستقل از Vyو Vxو Vz=0  چون

:ولذا

علاوه  مي باشدσy=σz   ، مثلاًك تنش اصليي σz بدين ترتيب بنا به تعريف 
: خواهيم داشتبر اين بر مبناي فرض تراآم ناپذيري ماده 

                                 ex+ْey+ْez=ْ0      

ex=ْ-eyْ استولذا

وخواهيد داشت 

)(
2
1

yxz σσσ +=0=ze
o



:و مقدار دو تنش اصلي ديگرعبارت خواهد بود   

استفاده نمائيم روابط بالا به صورت                و اگر از رابطه  )(
2
1

3 yx σσσ +=

.ونددر مي آيند و حالا مقادير تنش هاي اصلي در تئوري فوق نيز وارد مي ش 



 مي باشدKملاحظه مي شود آه آرنش پلاستيك، برش خالص در تنش برش   

.حالت تنش مزبور را مي توان با دايره موهر تنش تصوير نمود   
z
yk
2

2 =



تنش برشي حداآثر   ) ) a(شكل (  B و Aدر فاصله     
Kبرابر با تنش تسليم در برش  بديهي است .  مي باشد

حداآثر   آه ميزان زماني تغيير شكل نسبي در اين نقاط   
با توجه به  . بوده و آشيدگي و فشردگي رخ نمي دهد

 نسبي   نكات دايره موهر ميزان زماني تغيير شكل   اين 
مرآز  صرفنظر از منطبق بودن    رامي توان رسم آرد، 

دايره با مرآز مختصات دايره موهر ميزان زماني تغيير 
نسبي مشابه با دايره موثر تنش مي باشد جهات     شكل

 در B و A افزايش نامگذاري شده است نماهاي  –تنش برشي حداآثر، خطوط     خطوط   
 از يك ديگر جدا شده اند بنابراين در صفحه فيزيكي زاويه  ١٨٠دايره موهر با زاويه 

  مجزا می باشد  مي باشد بعبارت ديگر خطوط لغزش شامل دو فايل٩٠هاي مذآور 



در اين شكل با توجه  (اگر جهت تنش اصلي بزرگتر مطابق شكل زير انتخاب شوند     
و  α   خطوط لغزش    )است σ2به دايره موهرترسيمي ، تنش اصلي بزرگتر همان 

، به ترتيبي آه در آن شكل نمايش داده شده است، نام گذاري شده    βخطوط لغزش  
.اند



معادلات اساسی 



فنظر آنيم اگر جسمي تحت اثر تنش دو بعدي بصورت فوق باشد و از نيروهاي حجمي صر     
: خواهد بود  xتعادل در جهت   

: داريم  (Limit)در حد 

: داريم  yو بطور مشابه در جهت 

: با استفاده از دايره موهر ترسيمي قبلي داريم  
 باشد σ3=σz=pاگر



و در صورت جايگذاري روابط فوق در معادلات بدست آمده      

 yو   xبه ترتيب با خطوط    β  و  α  دوران داده شدند خطوط   φ حال اگر محورهاي مختصات به مقدار       
:در روابط فوق صفر مي شود و خواهيم داشت   φ منطبق مي گردند و لذا

:آه از انتگرال گيري از دو رابطه فوق دو رابطه زير بدست مي آيد  

يك ثابت در امتداد خط  

يك ثابت در امتداد خط  



از يك   C2 و C1 های مشهورند ثابت Henckyاين معادلات به معادلات   
: مي آنند خط لغزش به خط لغزش ديگر تغيير  

مي   بعضي موارد  و معادلات مقابل در    ترسکابا استفاده از تئوري       
را از شرايط مرزي محاسبه نمود  τxy  و σy  و  σx توان مولفه هاي تنش 

.آه در اين صورت مسئله معين ناميده مي شود 
 سرعتها قدار  م از  ملاحظه مي شود آه در اين مسائل معين اطلاع     

ولی در غالب مسايل مهندسی شرايط مرزی فقط بر حسب  . دارد  ضرورت
تنشها تعريف نشده بلکه بر حسب کرنشها و تنشها بيان می گردد لذا     

نام گذاري    در اين صورت مسائل فامين. بررسی سرعت ضرورت دارد 
 .مي شوند



 و با توجه به اينكه خطوط لغزش تشكيل              Henckyاز قضيه     *  
مي دهند مي توان نتيجه گرفت آه ساده ترين ميدان                      يك شبكه   

  β     و  α    خط لغزش ميداني است آه در آن آليه خطوط         
.مستقيم و متعامد باشند       

* .  چنين ميداني ، ميدان يكنواخت ناميده مي شود                 


