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:مقدمه
بر فرآيندهاي مهندسي در قرون ) ديفرانسيل(ابداع اصول و مفاهيم اوليه و معادلات حاكم 

17‐18
حل معادلات ساده شده –عدم امكان حل معادلات ديفرانسيل بدليل پيچيدگي آنها  ‐
رعلوم رايج مهندسي از جمله مهندسي آب محصول مشترك تجربيات آزمايشگاهي بهمراه  ‐ به ي ي ز جربي ر ول ب ي ه ج ز ي ه يج ر وم

اصول و مفاهيم اوليه
ريعدم قابليت علوم رايج براي جوابگويي به نيازهاي بشري ‐ ي ز ي و و ي ر ج ر وم م
عدم امكان تجربه همه پديده ها براي شكل گيري علم در زمينه مربوطه ‐
زضرورت كم كردن ضرايب اطمينان جهت كاهش هزينه ها ‐ ش ه ن ر ن ر م رور
عدم برخورداري از دقت كافي براي تحليل فرآيندهاي پيچيده ‐

و فراهم آمدن امكان حل معادلات حاكم19ابداع كامپيوتر در قرن رن ر ر پيو ع مب ل ن ن م ر و
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(Finite Differences)تفاضلهاي محدود 
محدود Finite)احجام Volume) (Finite Volume)احجام محدود  

(Finite Elements)اجزاء محدود   
(Boundary Elements)اجزاء مرزي  
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:جريانهاي آبهاي كم عمق
آن غ ق ع ك احل ها دخانه كانالها د ان .جريان در كانالها، رودخانه ها، سواحل كم عمق و غير آنج

ضرورت تعيين مشخصات سيل همچون سرعت جبهه موج و تغييرات ارتفاع موج سيل در طول رودخانه در  
.اثر افزايش دبي رودخانه رو بي يش ز ر

:فرضيات
ناچيز بودن  صرفنظر كردن از تأثيرات فشارهاي هيدروديناميكي    شيب ملايم سطح آزاد آب  

جريان يك بعديسرعت قائم
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:ناويراستوكسمعادلات
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bz :نيرو در واحد جرم سيال(مؤلفه هاي نيروي كالبدي(
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تقسيم بندي معادلات حاكم
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م ي م
معادله اي كه رابطه بين متغير مجهول و مشتقهاي آن را با متغيرهاي مستقل تعريف  :معادله ديفرانسيل

.معادلات ديفرانسيل را مي توان از منظرهاي مختلفي تقسيم بندي كرد. مي كند
ل1 ا كاا ا )ا t) (x,y,z,t)مختصات زماني و مكاني:تعداد متغيرهاي مستقل ‐ 1

يك متغير مستقل: معادلات ديفرانسيل  معمولي
نسب ديفرانسيل مستقل:معادلات متغير چند چند متغير مستقل:معادلات ديفرانسيل نسبي

ناهمگن و غيره در ذيل تقسيم بندي بالا صورت مي   ‐ غير خطي، همگن –تقسيمات ديگر همچون خطي 
.گيرد

يك متغير مستقل :معادلات ديفرانسيل معمولي
     tfy ay  .....ay ay a 01

1-n
1n

n
n  

t متغير مستقل
y(t)      متغير وابسته(t) f  جمله و اداري(forcing term)

t به نسبتy ام n مشتق  
n

n
n

dt
ydy 

لت لا ان لالاف لا ا .ديفرانسيلمعادلهدرموجود مشتقبالاترين:ديفرانسيلمعادلهمرتبه



خط ته:معادله واب متغ از تقل م ل ان ديف معادله ايب آنyض مشتقات و
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.و مشتقات آنyضرايب معادله ديفرانسيل مستقل از متغير وابسته :معادله خطي
ضرايب معادله ديفرانسيل مستقل از بالاترين مشتق :معادله شبه خطي

.معادله اي خطي كه ضرايب آن تابعي از متغير مستقل است:معادله با ضرايب متغير ر رر ي ن ر ي
.معادله اي كه ضرايب آن ثابت است :معادله با ضرايب ثابت

ا ا ا ل ا خط ل ا dy معادله خطي مرتبه اول با ضرايب ثابت tfyα
dt
dy



معادله خطي مرتبه اول با ضرايب متغير tf tyα
dt
dy

 ر ر ول ر ي

معادله مرتبه اول غير خطي

dt

 tfy α
dt
dy 2









d معادله مرتبه اول شبه خطي tfy α
dt
dyy 

همه جملات معادله ديفرانسيل تابعي از متغير وابسته و يا يكي از مشتقات آن:معادله همگن نن ز ي و و ر ز ي ل ر
  ( f (t) = 0)

:معادله غير همگن  0tf 



هادلاتعت لت :دا
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:دوم واولمرتبهمعادلاتعموميصورت

 ty,f
dt
dy

      xfyx,Q
dx
dyyx, P
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yd
2

2



تقسيم بندي از منظر نوع شرايط كمكي :معادلات آغاز مقداري و مرز مقداري ‐ 
برابر مرتبه معادله ديفرانسيل :تعداد شرايط كمكي

ا ق آغا لا لا ا ط ك ك ك ط اا آ ط ا شرايط آغازين ←شرايط كمكي در يك نقطه از حوزه مسئله تعريف مي شوند :معادلات آغاز مقداري
شرايط مرزي ←شرايط كمكي در حداقل دو نقطه متفاوت تعريف مي شوند  :معادلات مرز مقداري

.معادلات آغاز مقداري داراي حوزه اي باز و معادلات مرز مقداري داراي حوزه اي بسته اند



نسب ديفرانسيل :معادلات
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:معادلات ديفرانسيل نسبي
.اكثر معادلات ديفرانسيل حاكم بر پديده ها از نوع نسبي اند

.اين معادلات با استفاده از فرضيات ساده كننده به معادلات معمولي تبديل مي شوند و ي ل ي و ر ز ن
.ضرورت مدلسازي فرآيندهاي فيزيكي نياز به حل معادلات ديفرانسيل نسبي را تشديد مي كند

:نمونهديفرانسيلمعادلات ور

GFfEfDfCfBfAfمعادله مرتبه دوم yxyyxyxx 

معادله مرتبه اول

ل ا ه ت ادلات تگا edgcgbfafد xtxt 

cbfaf xt 

ggffدستگاه معادلات مرتبه اول xtxt

egdgcfbfa xtxt 

:نسبييفرانسيلمعادلاتبنديتقسيم
GFfEfDfCfBfAf yxyyxyxx  معادله شبه خطي

4ACB2 
(Hyperbolic)هذلولوي  ‐ 3       (Parabolic)سهموي  ‐2 (Elliptic)بيضوي  ‐1



ط خ قاط ل ان ف ل ا شا
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تشابه بين معادله ديفرانسيل و مقاطع مخروطي

:ضرورت و اهميت تقسيم بندي
اين تقسيم بندي بيانگر نحوه انتشار اطلاعات در حوزه فيزيكي مسئله است و معياري براي انتخاب روش حل  

.عددي است
ي1 ل ل ه:هذ شخ ط خط ه ط )خط Characteristic lines)كه ند دا د وجود دارند كه  (Characteristic lines )خطوطي موسوم به خطوط مشخصه:هذ لولوي ‐1

در نقطه اي ناپيوسته  fبه ويژه اگر متغير . بر روي آن ها منتشر مي شود fاطلاعات مربوط به متغير مجهول 
.باشد، اين ناپيوستگي از طريق اين خطوط به ساير نقاط حوزه منتشر مي شود و ي ر وز ير ب و ين ريق ز ي پيو ين ب

:معادله خطوط مشخصه
2A

4ACBB
dx
dy 2 



دو خط مشخصه مجزا
.خطوط مشخصه مكرر دارند:سهموي

.خطوط مشخصه ندارند:بيضوي 
:(Domain of influence & dependence ) حوزه تأثير و حوزه وابستگي

ا گ ا تأث ا شخ ط .وجود خطوط مشخصه به معني وجود حوزه هايي موسوم به حوزه تأثير و وابستگي استخط
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:معادلات ديفرانسيل مرتبه اول

cbfafمعادله ديفرانسيل مرتبه اول اسكالر xt  ر ول ر ل ر

:بررسي امكان وجود خطوط مشخصه  dx fdt ffd xt 

xt bfafc 
در نتيجه


























df
c

f
f

 
dxdt
b     a t

 dffdx  dt x

tx f&f كه ماتريس ضرايب تكين باشد) چند مقداره(در صورتي مي توانند ناپيوسته باشند.


a
b

dt
dx              0

f   f
b    a

det
xt










.اند هذلولوي نوع از و مشخصه خطوط داراي همواره اول مرتبه معادلات



تگا لادلاتد ان ف هد لت :ا
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:اولمرتبهديفرانسيلمعادلاتدستگاه
edgcgbfaf xtxt 

egdgcfbfa xtxt  xtxt

با فرض
 dbdbC  bccbdadaB  cacaA 

.كند مي پيروي دوم مرتبه معادلات شرط همان از

لات لا ان نف آنائلن :آبمهندسي مسائلدرنمونهديفرانسيلمعادلات

Poisson):پواسونمعادله1. equation)f2

2

2

2







  ون )پو q )

y x 22 

f
y 

 k 
y x

 k 
x yx 


























 

yy 

منبع جريان آب:  f     ضرايب نفوذپذيري  ky & kxارتفاع هيدروليكي،  φ: معادله تراوش

ا kاا & kا ا اfا منبع توليد حرارت:fضرايب هدايت حرارتي ky & kxدرجه حرارت،φ:معادله هدايت حرارت



:مرزي شرايط
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 Γ                   

qn Γ             q  k- 



:شرط مرزي ديريچله

ط qn)ق(ش q
n

  Mn Γ               q-α  
n

  k-  

 

):مشتقي(شرط مرزي نيومن

:شرط مرزي مختلط

. حداكثر دو شرط از شرطهاي بالا را مي توان بر روي مرزها تعريف كرد
 2121 ΓΓ  و Γ ΓΓ

)شرط مرزي ضروري(بايد داراي شرايط مرزي ديريلچه باشد"مسئله حتما 

(Pure Convection):معادله جابه جايي خالص ص يي ج ب )ج )
0uff xt 

u  :سرعت جابجايي
uمعادله اي هذلولوي با خط مشخصه

dt
dx

 ب وي و dtي

معادله ديفرانسيل معمولي بر روي خطوط مشخصه 

          0
dt
df  f (x,t)= ثابت 



:شرايط آغازين و شرايط مرزي
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مرزي راي و زين آ راي
.و نيازمند شرايط مرزي و آغازين است) مكان و زمان(معادله اي مرتبه اول بر حسب دو مختصات مستقل 

تعريف شرايط آغازين بديهي و روشن است   xfx 0f    xfx,0f 

معادله جابجايي خالص
0ff  ΓxΓ 0uff xt  RL ΓxΓ 

نيازمند شرط مرزي ديريچله  در يك نقطه از نقاط مرزي ‐ 1
بودن‐2 مثبت فرض نقطهuبا در تعريف خوش مرزي شرط ،. .، شرط مرزي خوش تعريف در نقطهuبا فرض مثبت بودن  2

.در حالت كلي شرط مرزي در مرز ورودي تعريف مي شود

مسئله باز:حوزه باز:حوزه مسئله
رژه در زمان: روش حل

ff  LΓ

fآزاد = Γ

ff 

Γا fآ

RΓ

f = RΓآزاد LΓآزادf = 



0u L 
Γ

ff  :خطشبهديفرانسيلمعادله
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0u L LΓ  = fآزاد 

Γ 0u  fآزاد =

:خطيشبهديفرانسيلمعادله

RΓ 0u R 

0u R  ff 

  fآزاد

معادله اي سهموي:(diffusion)پخشمعادله ش )پ )
xxt f α f  α : پخشودگي ضريب (diffusion coefficient)

ان ز د ل ا ه ن:ت آغاز ط ش ند از ن نيازمند شرط آغازين:مرتبه اول در زمان
نيازمند دو شرط مرزي در مرزهاي حوزه: مرتبه دوم در مكان

ويشرط مرزي از نوع شرايط مرزي مسائل بيضوي بي ل رزي ي ر وع ز رزي ر
باز: حوزه فيزيكي

روش رژه اي در زمان: روش حل

:پخش –معادله جابه جايي 
xxxt f αfu f 

.است پخشودگي ضريب و جايي جابه سرعت از تابعي معادله رفتار



:معادله مرتبه دوم هذلولوي: معادله موج
2

tt faf 

دريادرياروشهاي عددي در مهندسي روشهاي عددي در مهندسي دانشكده عمران دانشگاه علم و صنعت ايران                                                              دانشكده عمران دانشگاه علم و صنعت ايران                                                              

xxtt faf

0g af xt 

0f 0afg xt 










g
f

 با معرفي تابع برداري 
0A xt   










0a
a  0

A0A xt    0 a

aدو خط مشخصه با شيبهاي مخالف
dt
dx



انتشار اطلاعات در هر دو جهت مثبت و منفي
:شرايط آغازين و شرايط مرزي

شرايط آغازين بديهي و روشن
:شرايط مرزي

معادله نيازمند دو شرط مرزي
LΓffدر هر يك از مرزها تنها يك شرط مرزي 

RΓgg 
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مبتني بر بسط سري تيلور :روش تفاضلهاي محدود

           1n0
n

n

0

2

000 Rxf
n!
Δx.........xf

2
Δxx f ΔxxfΔxxf 

جمله باقيمانده
 
 

    Δxxζ      x                    ζf
!1n

ΔxR 00
1n

1n

1n 


 




1nR 

 

خطاي بريدن           به بسط سري تيلور بريده شده منجر مي شود كه در اين صورت         حذف جمله 1nR  1n

1nΔx   1nΔx O  Δx
ور ن ر و ي ر ر ور نر ر

             كاهش مي يابد و لذا مرتبه خطا          خطاي بريدن متناسب با       با كاهش . ناميده مي شود
.خواهد بود



ل ا ت ق ش د ا تفاضل تق
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:تقريب تفاضلهاي محدود مشتق مرتبه اول

   2 xffΔxOdfΔxff     ii
i

i1i xff                                                 ΔxO
dx

Δxff 

(forward difference) تقريب تفاضلهاي پيشرو Δx O           
Δx

ff
dx
df i1i

i


 

بروشي مشابه  2

i
i1i ΔxO    

dx
dfΔxff 

ffdf  Δx O           
Δx

ff
dx
df 1-ii

i


 (backward difference) تقريب تفاضلهاي پسرو

ل ا شتق م د ه ت يب :تق 3
22 fdΔxdf :تقريب مرتبه دوم مشتق اول 3

i
2

i
i1i ΔxO

dx
fd

2
Δx

dx
dfΔxff 

 3
2

22

i
i1i Δx O

dx
fd

2
Δx

dx
dfΔxff 

ا iiا dx2dx پس از تفريق داريم
 211

i

Δx O             
2dx

df
x
ff ii




 

مركزي تفاضلهاي Central)تقريب difference) .(Central difference)تقريب تفاضلهاي مركزي



دوم مرتبه مشتق :تقريب
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:تقريب مشتق مرتبه دوم

 4

i
3

33

i
2

22

i
i1i ΔxO   

dx
fd

3!
Δx

dx
fd

2
Δx

dx
dfΔx ff 

 4

i
3

33

i
2

22

i
i1i ΔxO   

dx
fd

3!
Δx

dx
fd

2
Δx

dx
dfΔx ff 

روبا جمع روابط بالا ع
 2

2
1ii1i

i
2

2

x O      
Δx

f2ff
dx

fd



 

ل ا قا ف ط ك O)ق id d diff ) (One sided difference):تقريب يك طرفه مشتقات اول و دوم

:مورد نياز براي اعمال شرايط مرزي رز ر ل ر ز ور

2i1ii
i

CfBfAf
dx

fd
 

ABCا الا ا اا  i A  وBوCباشد                       چنان تعريف مي شوند تا تقريب بالا از مرتبه  2ΔxO

جايگذاريوبسط و دوم مرتبه تا 2if1if تا مرتبه دوم و جايگذاري       و            بسط  2if 1if 

         3

i
2

2
2

i
i

i

Δx O            CB
dx

fdΔx 2c2
B

dx
dfΔx2CBCBAf

dx
fd





0CBAبنابراين  02CB
 Δx

1
C

2B 
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براين 0CBAب  02C
2
 ΔxC

تقريب يكطرفه پيشرو 22i1ii

i

ΔxO             
x2

f4f3f
dx
df




 

i

مشابهبروشي

پسرو يكطرفه تقريب 22i1ii ΔxO
f4f3fdf 

  تقريب يكطرفه پسرو 
i

ΔxO            
x2dx 

:دوممشتقيكطرفهتقريب

تقريب يكطرفه پيشرو ΔxO             
x

f2ff
dx

fd
2

2i1ii

i
2

2




 

تقريب يكطرفه پسرو ΔxO             
x

f2ff
dx

fd
2

2i1ii

i
2

2




 



روشهاي تفاضلهاي محدود
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دود م ي ه ي ه رو

:حوزه فيزيكي (discretization)گسسته سازي : گام اول
موردنظر حوزه روي بر نقاطي محدود–انتخاب تفاضلهاي شبكه به موسوم نقاط از–مجموعه يك هر هر يك از  مجموعه نقاط موسوم به شبكه تفاضلهاي محدود  انتخاب نقاطي بر روي حوزه موردنظر

نقاط بنام نقطه شبكه  

ان ك نقاط ل ا اخت←ف كن كه uniform)ش mesh or grid) (uniform mesh or grid)شبكه يكنواخت←فواصل نقاط يكسان
– non)شبكه غير يكنواخت  ←فواصل غير يكسان   uniform mesh or grid)

گسسته سازي معادله ديفرانسيل و شرايط مرزي:گام دوم وم رزيم ي ر و يل ر ي زي
نقاط داخلي، و اعمال شرايط مرزي در نقاط مرزي" اعمال معادله ديفرانسيل در نقاط شبكه، معمولا

تشكيل معادلات تفاضلهاي محدود: گام سوم
آ ا جايگزيني مشتقات موجود در معادلات و شرايط مرزي با روابط تفاضلهاي محدود مناسب و بدست آوردن  ا

معادلاتي جبري بر حسب متغير مجهول
چهارم معادله:گام معادلات(حل محدود)دستگاه تفاضلهاي تفاضلهاي محدود)دستگاه معادلات(حل معادله:گام چهارم

)روش مستقيم يا تكراري(حل معادله يا معادلات از طريق روشهاي مناسب 



معمول ديفرانسيل معادلات حل وش
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روش حل معادلات ديفرانسيل معمولي

)آغاز مقداري(معادله مرتبه اول  yt, f
dt
dy



fQ)مرز مقداري(معادله مرتبه دوم 
dx
dP

dx
d

2

2




:مسائل آغاز مقداري مرتبه اول    yty                           yt, f
dt
dy

0 

است باز اي زه ح ئله زه حلح زنش آغازينگام ط ش از ع ش با  yty  با شروع از شرط آغازينگام زنیروش حل.حوزه مسئله حوزه اي باز است  yty 0 

recursive) بازگشتي رابطه relation): مجهول مقدار كه اي رابطه y در آن مقدار حسب بر را  
لنقاطانقطه فق كندت .كندميتعريفقبلينقاطيانقطه

explicit) صريح اولر روش Euler): 
ndy    nf

dt
dy

    n
nn

n
n tyy   y,tff 

تقريب تفاضلهاي پيشرو
 ΔtO              fyy n

n1n




n1n ttΔt   
Δt

  1,2......,0n               ΔtO         f Δtyy 2nn1n 



نيازمند حل معادله جبري خطي:روش صريح
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 ynمستلزم استفاده از يك نقطه  yn+1محاسبه : روش تك نقطه اي
حل معادله جبري در يك مرحله: تك مرحله اي

1nd 

implicit) ضمني اولر روش Euler):
1nf

dt
dy 

تفاضلهاي n1nتق تقريب تفاضلهاي پسرو
 ΔtO             f

Δt
yy 1n

n1n







 21nn1n ΔtO        fΔt  yy   اي مرحله تك اي، نقطه تك ضمني، روش ضمني، تك نقطه اي، تك مرحله ايروش

Local) :كلي خطاي و موضعي خطاي & global error)

خطاي موضعي روش اولر صريح از مرتبه 2Δt O

گام در روش از حاصل قبل=امnخطاي گامهاي موضع خطاهاي مجموع مجموع خطاهاي موضعي گامهاي قبليامnخطاي حاصل از روش در گام
   2

1n

0i

i1i0n Δt On       yyyy  






tt                     
Δt

tt
n 0n 


 خطاي كلي      Δt O   ΔtOtt 0n 

)اول مرتبه معادلات( است موضعي خطاي مرتبه از كمتر از يكي همواره كلي خطاي مرتبه



الات ه ت ا :ش
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:روشهاي مرتبه بالاتر
هاي بسيار كوچك t Δدقت مناسب روش هاي مرتبه اول مستلزم استفاده از 

ربراي افزايش دقت مي توان از روشهاي مرتبه بالاتر استفاده كرد ا ر ب ب ر ي ه رو از وان ي زايش ا براي
ابداع روشهاي مرتبه بالاتر از طريق تقريب تفاضلهاي محدود مرتبه بالاتر براي مشتق اول

:روشهاي مرتبه بالاتر
 (Multi point methods)روشهاي چند نقطه اي

(multistep methods)روشهاي چند مرحله اي  

– modified Euler or Predictor)روش اولر اصلاح شده يا حدس و اصلاح 
Corrector method):    ytytyfdy Corrector method):    yty           ty,f

dt
y

0 

2گسسته سازي در زمان 
1n 1/2n

2/1

f
dt
dy 




n

تقريب تفاضلهاي مركزي  21/2n
n1n

Δt O             f
Δt

yy 





      1/2n
1/2n

1/2n21/2nn1n y , tff        ΔtO      f t Δyy 


 
شامل دو مجهول  اي معادله



با جايگزيني 1nn1/2n ff2
1f  
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ي زي ي ج ب 2

 1nnn1n ff tΔ2
1yy  

fروشي ضمني در صورت غير خطي بودن تابع 
دقت بالاتر و هزينه حل بيشتر

:اصلاحوحدسروش حوسروش

nn1n f t yy  )اولر صريح(روش حدس 
 1 لا ا ل(ل )ا 1nnn1n fft2

1yy    )اولر ضمني(مرحله اصلاح 
صريح و دو مرحله اي يروش



runge)كوتاانگوشهايخانواده – Cutla family):
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runge)كوتارانگروشهايخانواده – Cutla family):

.براي دقتهاي بالاتر مي توان از خانواده روشهاي رانگ كوتا استفاده كرد
متداول وشهاي از يك م چها ه ت م كوتاي انگ روش رانگ كوتاي مرتبه چهارم يكي از روشهاي متداولوش

    00 yty     yt, f
dt
dy



1 Δyyy n1n 

معادله تفاضلهاي محدود
44332211 ΔyCΔyCΔyCΔyCΔy 

   nn   2
n

 2n2
n

n1 βy , αtfΔy                                        y,tfΔt  Δy 

   4
n

 4n43
n

3n3 βy  ,  αtfΔy                            βy,αtfΔt  Δy 

مقادير پارامترها بگونه اي انتخاب مي شود كه رابطه تفاضلهاي محدود بالا معادل بسط سري تيلور مرتبه 
.باشد               چهارم  4321

n1n ΔyΔy2Δy2Δy 6
1yy 



1ny 

  





 

2
Δy

y  ,2
 tΔtfΔt Δy                                          y,tfΔt  Δy 1n

n2
n

n1

 3
n

n4
2n

n3 Δyy  ,Δt  t f t ΔΔy                     
2

Δy
y,

2
 tΔtfΔt  Δy 






 



 كلي خطاي و          موضعي خطاي با اي مرحله چهار و صريح اي، نقطه تك روشي 5Δt O 4Δt O



همگراي و پايداري Consistency)سازگاري، Stability & Convergence):
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:(Consistency, Stability & Convergence)سازگاري، پايداري و همگرايي
اعتبار نتايج حاصل از بكارگيري روش تفاضلهاي محدود منوط به تأمين خواص سازگاري، پايداري و 

.همگرايي است ي ر
با كاهش اندازه شبكه ) خطاي بريدن(تفاوت بين معادله ديفرانسيل و معادله تفاضلهاي محدود : سازگاري

.به سمت صفر ميل كند
ا اا ا ا ا ك ا ا ا ق ط .طرح وقتي پايدار است كه ناپايدار نباشد:پايداري

.جواب حاصل از معادله تفاضلهاي محدود عليرغم كراندر بودن جواب دقيق بي كران باشد: ناپايداري
جواب:همگراي سمت به صفر سمت به شبكه اندازه ميل با محدود تفاضلهاي معادلات از حاصل جواب جواب حاصل از معادلات تفاضلهاي محدود با ميل اندازه شبكه به سمت صفر به سمت جواب  :همگرايي

.روشهاي سازگار و پايدار همواره همگرا هستند. دقيق ميل كند
.سازگاري را مي توان با وارسي خطاي بريدن كنترل كرد:كنترل سازگاري ر ز ر

خطاي بريدن را مي توان با استفاده از بسط تيلور همه جملات معادله تفاضلهاي محدود حول
.نقطه اي نمونه بدست آورد

 tfy α
dt
dy



صريح اولر روش اولر صريحروش
  nn1n f t ΔyΔt α1y 



1nyبسط 
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ب
n

2

22n
n1n

dt
yd 

2
Δt

dt
dyΔtyy 

y

زبروند حذف و جايگذاري 2با با جايگذاري و حذف زبروند
2

2

dt
yd 

2
Δtfy α

dt
dy



.كرد خواهد ميل صفر سمت به        ميل با                 بريدن خطاي  tΔ 2

2

dt
yd 

2
Δt

:تحليل پايداري
بي كران بودن جواب حاصل از روش تفاضلهاي محدود عليرغم كران دار بودن جواب دقيق: مفهوم ناپايداري

:مثال
0y α

dt
dy

 1y0  0α 
t αey  جواب دقيق

روش اولر صريح  n1n y Δt α1y 

amplification)پايداري روشهاي تفاضلهاي محدود را مي توان با استفاده از روش ضريب تقويت Factor)  
.وارسي كرد

1nn yG y 
0

در نتيجه
0nn y Gy 

براي پايداري
1G 



:مثال
0dy


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0αy
dt
y



روش اولر صريح  n1n yΔt α1y 

2Δtα                   1Δt α11براي پايداري 

α
2t Δ      0α 

اولر صريح پايدار مشروط
α

ن ض ل ا 1nn1n:ش ytΔαyy  ytΔαyy:روش اولر ضمني 

n1n y1y  y
Δt α1

y




1
tΔα1

11 




.همواره صادق است               با فرض 0α 

.استمشروطغيرپايدارروشيضمنياولرروش رروش ييو ررو ي رويرپ



Second)دوممرتبهمرزيمقدارمسائل order B VP):
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Second)دوممرتبهمرزيمقدارمسائل order B.V.P):
fQ

dx
dP

dx
d

2

2

 

ئلهحوزه تهايحوزهم ئلهكمكشرايطاستب )حوزهمرز(مجزانقطهدودركهاستديريچلهنوعازم  )حوزه مرز(مجزا نقطه دو دركهاستديريچلهنوعازمسئله كمكيشرايط.استبستهايحوزهمسئله حوزه
.شود مي تعريف

شرط مرزي ديريچله 
d

چ ر رز ر
q)نيومن(شرط مرزي مشتقي 

dx
d




fQ
dx
dP

dx
d

2

2

 

ax

bxa 

a       x         a  

b       x          b  
داخل نقاط در سازي گسسته سازي در نقاط داخليگسسته

1-n2,3,....,i              fQ
dx
dP

dx
d

ii
ii

2

2

 

مركزيتفاضلهايروابطبااولودوممشتقهايجايگزيني مركزيتفاضلهايروابطبااولودوممشتقهايجايگزيني
 2

iii
1i1i

i2
1ii1i  xΔ O                        fQ

2ΔΔ
P

Δx
2





  





)معادله نمونه(مرتب سازي   422 xΔΔx











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زي ب )مو(ر   4
i

2
1iiii

2
1ii ΔxO   fΔxP

2
xΔ1QΔx2P

2
Δx1 






 






   

معادلهحلامكانعدموومجهولسه 1ii , 1i .معادلهحلامكان عدمو         و                  مجهول سه 1ii , 1i

  n-2 دستگاهي به               شبكه داخلي نقاط تمامي در نمونه معادله كردن منظور
ل لاا

12,3,....ni 

با منظور كردن شرايط مرزي

.شودميمنجرمجهوليnوايمعادله
 a1   b n

F   Kمجهولي nمعادله و   nدستگاه معادلات  







































 i
2

a

2

1

222

f x ΔF          
    R      D      L

1

K






































b

i

n

n1-n1-n1-n

φ1                                                    
  R       D      L                 








 xΔ   



 PxΔ1L






  ii P

2
xΔ1R  i

2
i QxΔ2D  






  ii P

2
1L

متقارن و سه قطري



:شرايط مرزي نيومن
dd 2
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ن يو رزي ي ر
f Q

dx
d P

dx
d

2

2

 

a   x          

b     xq
dx
d




نمونه محدود تفاضلهاي رابطه
  1-2 nifxΔx Δ1QxΔ2Px Δ1 22 



 



     1-2,...ni      fxΔ

2
1QxΔ2P

2
1 i1iii1ii 











 

شرط مرزي ديريچله 1

معادله اضافي از طريق گسسته سازي شرط مرزي نيومن.مجهولnمعادله و 

q:اولمرتبهتقريب
dx
d


 بريب dxولر n

تقريب تفاضلهاي پسرو Δx O                   Δxq1nn  

n ومعادلهnقطريسه كماكانمعادلهدستگاه.مجهول

محاسباتدقتكاهش                               مرتبهازنيومنمرزيشرطتقريب دقت  Δx O          نرزيرريب بزيو بشر



:دوممرتبهتقريب
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:دوممرتبهتقريب

دوم مرتبه يكطرفه تفاضلهاي تقريب 22n1nn  xΔ O         q
x2

43



  

x2

 3
2n1nn x O    qx 243   

افزايش هزينه محاسباتي←از بين رفتن خاصيت سه قطري ر ن ر ن يز ز ش ز
ام با يكي از معادلات ديگر nبازيافت خاصيت سه قطري از طريق تركيب معادله  

:روشهاي مرتبه بالاتر
.افزايش مرتبه خطاي تقريب مشتقهاي اول و دوم

fQ:اينقطهپنچروش
d
dP

d
d

2

2

 
dxdx 2
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 بگيريدنظردرآنهاچهارممرتبهتارابسطها
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 مجهولمشتقچهاربامعادله چهار
چهارم و سوم و دوم مشتق سه جذف 42i1i1i2i
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 .بگيريد نظر در كامل بطور را بسطها
  مجهول مشتق چهار با معادله چهار 4
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پنجموچهارمسوم،مشتقسهحذف 

.شودميمنجر زيراينقطهپنجروشبهمشتقهاجايگزيني ي جوشهز ويررپ
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مجهول منجر مي  nمعادله و  n-4به دستگاهي متشكل از  i = 3,4,…n-2منظور كردن معادله در نقاط 
.شود

= iدو معادله مربوط به شرايط مرزي ديريچله در نقاط  n   &   i = 1  
نقاط در ل ديفرانس معادله يكطرفه سازي گسسته طريق از مانده باق معادله iدو = n-1 & i = 2 i nدو معادله باقيمانده از طريق گسسته سازي يكطرفه معادله ديفرانسيل در نقاط 1   &   i  2
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:روش حل معادلات ديفرانسيل نسبي
(equilibrium Problem)) معادلات ديفرانسيل بيضوي(مسائل تعادلي 
(Propagation Problem))معادلات ديفرانسيل سهموي و هذلولوي(مسائل انتشاري ري وي(ل و و وي ه ل ))ر p g )

):معادلات ديفرانسيل بيضوي(‐مسائل تعادلي
همه حوزه مسئله نمايشگر حوزه تأثير و  –بدون خطوط مشخصه  –حوزه بسته  –بيانگر مسائل مرز مقداري 

گ وابستگيا
نيازمند شرايط مرزي در همه مرزهاي حوزه –پيوستگي جواب در همه حوزه و عدم وجود ناپيوستگي 

مرزي شرايط ومن‐ديريچله(انواع )مختلط‐ن )مختلطنيومنديريچله(انواع شرايط مرزي

معادله حاكم بر تراوش دايمي  :مثال
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:روش تفاضلهاي محدود
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و ي ه روش
زسم خطوطي به موازات محورها و تشكيل شبكه تفاضلهاي محدود  :گسسته سازي حوزه فيزيكي ‐1
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:تشكيل معادلات تفاضلهاي محدود ‐ 
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مجهولJ×Iمعادله و (J-2) (I-2)دستگاه معادله اي متشكل از
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ز ل )ي ) (J جهولJو(
ديريچله: شرايط مرزي
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.است موجودمعادلهJ-1×I)(:نيومنمرزيشرايط
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ري ل يل ر ي ل
)معادلات سهموي و هذلولوي(

:معادلات نمونه

xxtمعادله پخش f αf 
0ff  معادله جابه جايي

      پخش   –معادله جابه جايي 
ادله

xxxt f αfu f 

0fu f xt 

0faf 2 0f af  معادله موج xxtt 

:(dispersion)و پراكندگي  (diffusion)و پخش  (Convection)جابه جايي 
ت ط د انتشا گانه ه اشكال سه گانه انتشار در طبيعتاشكال

.مشابه رفتار پخش و پراكندگي است (Truncation error)رفتار خطاي بريدن 



:جاييجابه
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0fu f xt 

          0
dt
df

 u
dt
dx


dt

منتشر مي شود  x+در جهت   uبدون تغيير شكل و با سرعت توزيع اوليه )g(x0

:(diffusion) پخش
xxt f αf 

جواب دقيق معادله ديفرانسيل   x k itαk e e ctx,f
2

ik ا اااآاكافلا tk2
ikxe .نمايي صورتبهزمانبا آندامنه كاهشوفوريهمولفهانتشار عدم tkα 2

ce



fβf:(dispersion)پراكندگي 
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ي د d)پرا spe s o )
xxxt fβf 

   t k  xik 2

cetx,f 
جواب دقيق معادله ديفرانسيل 

هلفهانتشا ندنتشتالاتدداهالفهتاف ش ik2kβ .شوندمي منتشر سريعتربالاترموجعددباهايمولفه .  سرعتبافوريهمولفهانتشار
 زمان در اوليه توزيع شكل تغيير

ikxe
2kβ



ف ش
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روشهاي تفاضلهاي محدود براي حل مسائل انتشاري
تقسيم بندي شده و سپس با جايگزيني  t , xمورد نظر بوسيله خطوطي موازي با محورهاي  (x,t)حوزه 

محدود تفاضلهاي ادلات م مناس محدود تفاضلهاي وابط له بوس ل ان ديف ادله م د موجود مشتقهاي موجود در معادله ديفرانسيل بوسيله روابط تفاضلهاي محدود مناسبي، معادلات تفاضلهاي محدود  مشتقهاي
  nرا با استفاده از مقادير معلوم در زمان  n+1چنان بدست مي آيد تا بتوان مقدار تابع مجهول در زمان 

.بدست آورد ور
معادله غير دائمي پخش يك بعدي

xxt ff  xxt ff

n,ixxn,it ff 

دوم مشتقبرايمركزيتفاضلهايتقريب واولمشتقبرايپيشروتفاضلهايتقريب
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2xtd  ) Diffusion Number(عدد پخش 



-Forward-Time ,Centered)روش فوق بنام Space) FTCS  ناميده مي شود و نمودار يك
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ق
.روش صريح مي باشد

0fu fمعادله جابه جايي خالص    xt 

(i,n+1) نقطه در فوق معادله نمودن منظور
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تقريب تفاضلهاي پسرو براي مشتق زماني و تقريب تفاضلهاي مركزي براي مشتق مكاني 
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روش فوق نمودار  . خوانده مي شود (Convection Number)عدد جا به جايي   كه در آن
Lك l M th d)(Tا ل Si)ك l x

tuc




 Single)روش تك مرحله اي ،– Level Method)(Twoروش دو زماني،يك روش ضمني

Step Method) روشهايي كه در آنها از دو يا چند مرحله براي محاسبه جواب در زمان . استn+1  ام
اي مرحله چند يا دو روشهاي بنام شود م Levelاستفاده Methods)Or Multi -(Two

x

   Level Methods)Or Multi (Two      استفاده مي شود بنام روشهاي دو يا چند مرحله اي
.ناميده مي شوند



و همگرايي (Stability)، پايداري (Consistency)، سازگاري(Order)مرتبه
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ب O)مر de ري( Co)ز s ste cy)يداري Stab)پ ty)رايي م و
(Convergence)  

:روشهاي تفاضلهاي محدود
در بكارگيري روش تفاضلهاي محدود براي حل مسائل لازم است كه مرتبه روش مورد استفاده را جهت  

اطمينان ) سازگاري و پايداري(حصول اطمينان از دقت مناسب جوابها مورد نظر قرار داده و از همگرايي روش 
ائ ن ل حاصل نمائيما

سازگاري روش مورد  . مرتبه روش تفاضلهاي محدود را مي توان با منظور كردن خطاي بريدن بدست آورد 
خاصيت پايداري از اهميت خاصي .استفاده را مي توان با استفاده از معادله ديفرانسيل هم ارز كنترل كرد ر رل رز م يل ر ي ز ب ن و ي ير ي ز ري ي پ ي

.  براي معادلات ديفرانسيل هذلولي و سهموي برخودار است 
 :FTCSمرتبه روش

براي معادله پخشFTCSروش
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براي معادله پخش   FTCSمعادله تفاضلهاي محدود حاصل از روش 

 n
i

n
i

n
i

n
i

n
i fffdff 11

1 2
   iiiii fffff 11 

1 معادله در آن جايگذاري و (i,n) نقطه حول  مقادير تيلور بسط
1 , 


n
i

n
i ff

   



  54

xxxx
2

xx2
32

ttt xOf2-x f
12
1xff2

x
tftOtf

2
1tff 




دنسادهبا ادلهك قم يف دا داريمفوقمعادلهكردنساده با 
 322 ,tO                 x

12
1

2
1 xftfff xxxxttxxt  

.اصلي ديفرانسيل معادله از استفاده با  مشتق ttf

ارز هم ديفرانسيل Equivalent(معادله Differential Equation(روشFTCS

    xxxxxxttxxtt ffff 2 

 FTCSروش )Equivalent Differential Equation(معادله ديفرانسيل هم ارز

 32
xxxx

2
xxxxxx

2
xxxx

2
xxt x,tO                  fd

6
1x

2
1ftf

2
1fx

12
1ff  






 

62212 
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  برای FTCSروش و لذا ,، جمله خطا در معادله فوق بسمت صفر ميل خواهد نمودبا ميل
،   d=1/6علاوه بر اين مي توان مشاهده نمود كه با انتخاب . معادله ديفرانسيل پخش سازگار خواهد بود

. افزايش خواهد يافت به مرتبه بالاتراز مقدار اوليه FTCSخطاي روش

,

 2, xtO  32 , xtO  روش وي ر رز ور ش ز
مقدار ثابتي باشد   چنان بسمت صفر ميل كنند بطوريكه نسبت  بديهي است در صورتيكه 

.در اين صورت معادله ديفرانسيل هم ارز بصورت زير خواهد بود
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  :FTCSپايداري روش
  (Matrix Method) و روش ماتريسي   Method) (Von –Newmannدو روش ون نيومن  

ن V)ش N M th d) :  (Von –Newmann Method)روش ون نيومن
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 FTCSلذا شرط پايداري روش
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هذلول ديفرانسيل Hyperbolic(معادلات Partial Differentiol Equations(
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)Hyperbolic Partial Differentiol Equations(معادلات ديفرانسيل هذلولي
بعنوان نمونه اي از معادلات   (Pure –Convection)حل عددي معادله ديفرانسيل جا به جايي خالص 

هذلولي ديفرانسيل هذلوليديفرانسيل
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و انتقال   (MassTransfer)معادلاتي از نوع فوق را مي توان مكرراً در مكانيك سيالات ، انتقال جرم 
ت ا Heat)ح Transfer)د ن شاهده .مشاهده نمود(Heat Transfer)حرارت

uيك خط مشخصه با معادله 
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بدون تغيير  f(x)اين بدان معناست كه توزيع آغازين .داده مي شود ut)f(x-جواب دقيق معادله فوق با
.ها منتقل مي گرددxشكل و تغيير اندازه با سرعت در جهت مثبت محور 



–FTCS (Forwardروش  Time ,Cetered – Spase) :
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مي باشدFTCSروشي صريح براي حل معادله جا به جايي روش
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: Laxروش 
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براي معادله جا به جايي FTCSروش
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: (Numerical Diffusion)پخش عددي 
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به هموار نمودن غير  )پخش جرم، پخش ممنتم، پخش حرارت(پديده پخش در يك فرآيند فيزيكي
.يكنواختي هاي موجود در توزيع كميت فيزيكي منجر مي گردد

ع ن از اق پخش هاي xxfپديده پديده هاي پخش واقعي از نوع  
جملاتي از خطاي بريدن كه شامل مشتقات مكاني مرتبه زوج هستند داراي تأثيراتي مشابه پخش فيزيكي 

Implicit Numerical Diffusion)بوده و لذا بعنوان پخش عددي ضمني
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ي ي ش پ ن و ب و )بو p
منجر مي گردد در   به بروز پخش عددي از نوع  تقريبهاي مرتبه اول جمله    

.حاليكه تقريب مرتبه دوم اين مشتقها به بروز پراكندگي عددي منجر مي شود
tx ff xxf و  

وقتي روشي شامل پخش عددي مرتبه دوم باشد در اين صورت جوابهاي عددي حاصل از اين روش بميزان 
.قابل توجهي همواره شده و لذا جواب حاصل داراي خطاي زيادي خواهد بود

ود ن عددي پخش حذف يا و كاهش د سع ت باي عددي وش يك ي گ بكا و ابداع د اين . بنابراين در ابداع و بكار گيري يك روش عددي بايستي سعي در كاهش و يا حذف پخش عددي نمود بناب
  Laxمعادله ديفرانسيل هم ارز روش 
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معادله حاصل به معادله پخش تبديل شده و در نتيجه جواب هاي حاصل نيز نتايج حاصل از حل  cبا كاهش
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ج
.معادله پخش خواهند بود

همواره داراي مقداري منفي خواهند بود كه خود به معني ايجاد   c>1ضريب پخش عددي بازاي مقادير 
اش ا ا .ناپايداري مي باشدا

هموار كردن نوسانات از طريق افزودن مستقيم يك جمله پخش به معادله ديفرانسيل  

)  Explicit Numerical Diffusion(عددي صريح   پخش
 صريح عددي پخش انواع  
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و يا تابعي از مجهول ويا x,tكه در آن ضرايب پخش مي توانند ثابت بوده و يا تابعي از اندازه شبكه
.مشتقهاي آن باشند



:Upwindروشهاي 
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در معادله جا به جايي انتقال اطلاعات همواره در جهت سرعت و از بالادست به پايين دست صورت مي  
.پذيرد

آن:Upwindروشهاي از و نموده منظور را اطلاعات انتشار خاصيت اين كه محدودي تفاضلهاي روشهاي روشهاي تفاضلهاي محدودي كه اين خاصيت انتشار اطلاعات را منظور نموده و از آن :Upwindروشهاي
)از نظر فيزيكي سازگار با پديده انتقال (استفاده مي نمايند 
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-Laxروش Wendroff تك گامي (One Step Lax- Wendroff Method)
قال ان ل ان ف ل ا
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روش ون نيومن براي تحليل پايداري 
 I)1(G 22

دريادرياروشهاي عددي در مهندسي روشهاي عددي در مهندسي دانشكده عمران دانشگاه علم و صنعت ايران                                                              دانشكده عمران دانشگاه علم و صنعت ايران                                                              

 sinIccosc)c1(G 22 

  محورهاي جهت در آن محورهاي و شده واقع  مختصات در آن مركز كه است بيضي يك نمودار
ق لق اااا كالا(G<1)ا

)0,1( 2c
2   مورد بيضيكهاست لازم (G<1)پايداريبراي.باشدميcو معادلبترتيبموهوميوحقيقي

)c≤1( باشد داشته قرار واحد بشعاع دايره داخل كاملاً نظر
2c
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-Laxروش Wendroffدو گامي(Two Step Lax- Wendroff Method):
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يروش و
-Laxروش  Wendroff  دو قدمي براي حل معادله انتقال خطي
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بنظر مي رسد كه روش مورد نظر بدليل استفاده از تقريب تفاضلهاي يك طرفه براي مشتقهاي مكاني داراي  
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.مي باشد از جملات خطا حذف شده و خطاي روش در واقع  خطاي بريدن 
.  كنترل نمود Mac-Cormackاين امر را مي توان با بدست آوردن معادله ديفرانسيل هم ارز روش   
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Lax روش با خطي انتقال معادله براي Mac-Cormack روش –Wendroff در .باشد مي يكسان 
-Mac روش يكساني بدليل .بود خواهند يكديگر از متفاوت خطي غير مسائل براي فوق روش دو حال عين

C kL W d ffلا اكگاطا CornackروشوLax –Wendroff نيز حاضرروشكه گرفت نتيجهتوانميخطيمسائلبراي 
.باشد مي مشروط پايدار و سازگار ، مرتبه از روش همچون  22 , xtO  1c



(Characteristic Method)روش خطوط مشخصه 
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كه بنام دستگاه   (X,t)در روش خطوط مشخصه، معادلات ديفرانسيل مورد نظر در دستگاه مختصات
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.مختصات مشخصه معـروف اسـت حـل مي شـود
رسم خطوط مشخصه مربوط به نقاط  :   (Direct Marching Method)روش رژه اي مســتقيم

)ك t)ط ط ا ل ا ا ا و محاسبه مقدار تابع مجهول بر روي اين خطوط (x,t)در صفحهxشبكه موجود بر روي محور
بكارگيري   ثابت بر روي هر يك از خطوط  ‐ محاسبه جوابها بدقت و بدون تقريب :محاسن و معايب

متفاوت هاي زمان در مشخصه خطوط از يك هر روي بر جواب يافتن و خطوط‐مشخصه صورتيكه در در صورتيكه خطوط    مشخصه و يافتن جواب بر روي هر يك از خطوط مشخصه در زمان هاي متفاوت
 ‐ مشخصه بهم نزديك و يا دور شوند در اين صورت شبكه تفاضلهاي محدود مكاني غير يكنواخت شده

امكان استفاده از اين روش براي دستگاه معادلاتي با بيش از دو متغير وابسته وجود ندارد
  



محاسبه خطوط مشخصه نقطه مورد نظر  (Inverse Marching Method): روش رژه اي معكوس 
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شبكه و يافتن جواب در نقطه مورد نظر با استفاده از فرض ثابت بودن اطلاعات بر روي اين خطوط
 ‐ مهمترين حسن اين روش امكان استفاده از شبكه تفاضلهاي محدود مكاني يكنواخت :محاسن و معايب

ا ن ي گ كا تلز ش ن ا از تفاد ا(Interpolation)ا ن (Extrapolation)ا   (Extrapolation)و يا برونيابي(Interpolation)استفاده از اين روش مستلزم بكارگيري رو نيابي 
براي محاسبه جوابها
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.مرتبه اول مي باشد Upwindاين روش در واقع معادل روش
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به جوابهايي  ، بديهي است كه انتخاب  بزرگبا توجه به مرتبه پخش عددي اين روش
.با خطاي زياد منجر مي گردد
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) :Multidimentional(و مسائل چند بعدي)Nonlinear(مسائل غير خطي
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ي ير چ و
در مسائل غير خطي تنها بايد به اين نكته توجه نمود كه مقدار ضرائب غير خطي را بايستي در همان نقطه 

.منظور گردندشبكه كه معادلات ديفرانسيل در آ ن تقريب مي شوند،اي از
ط ل معادله پخش غير خطيا

xxt ff 
.مي باشدfضريب پخش تابعي ازكه در آن ن زر ي ش پ ير

 FTCSكاربرد روش

ر Newton-Raphson) (و يا روش نيوتن رافسون)lteration Simple(استفاده از روش تكرار ساده ر روش ون)p(ز ر ن و روش )(و p
.  براي حل معادله غير خطي حاصل 



.استفاده از روشهاي صريح براي حل مسائل چند بعدي عيناً مطابق مسائل يك بعدي صورت مي گيرد
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ق ح
روشهاي ضمني در مسائل چند بعدي مستلزم حل دستگاه معادلاتي با ابعاد نسبتاً بزرگ و در نتيجه صرف 

بخصوص ماتريسهاي حاصل در اين مسائل ديگر سه قطري نبوده و نمي  . وقت و محاسبات زيادي مي باشد
ا ا لا ا ل ا ا ا ا ا اا كا ظ بمنظور كاهش ميزان .توان از روش خاص چنين ماتريسهايي براي حل سريع معادلات استفاده نمود

.محاسبات مي توان استفاده از روشهاي ارائه شده براي مسائل بيضوي استفاده نمود
):ADI)Alternating-Direction-Implicitروش ADI)Alternatingروش Direction Implicit:(

و در مرحله دوم xدر گام اول از روش ضمني در يكي از جهات مثلاً . حل معادله ديفرانسيل دردوگام زماني
.استفاده مي گرددyدر جهت

: معادله پخش دو بعدي
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گADIكا كل ل ا ا ل S(ا i Di ti d(آ آن بصورت زير  )Semi-Discretized(براي حل اين معادله در شكل نيمه گسستهADIكاربرد روش
:نوشته مي شود
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): Approximate-Factorization-Implicit) AFIروش
دريادرياروشهاي عددي در مهندسي روشهاي عددي در مهندسي دانشكده عمران دانشگاه علم و صنعت ايران                                                              دانشكده عمران دانشگاه علم و صنعت ايران                                                              

.اساس اين روش بر مبناي تبديل مسائل چند بعدي به سلسله اي از مسائل يك بعدي مي باشد
براي معادله پخش دو بعدي در شكل نيمه گسسته  BTCSروش  
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سهموي–معادلات ديفرانسيلي هذلولي
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ي و ي وير ه
( Convection – Diffusion PDE ) 

– Convection)پخش –حل معادله جابجايي  Diffusion PDE )   بعنوان نمونه اي از معادلات
ل ذل ل سهموي–ديفرانسيل هذلوليا

معادله جابه جايي پخش  
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. ضريب پخش مي باشدسرعت جابه جايي و   uكه در آن 
وجود جمله مرتبه اول انتقال تأثير زيادي در رفتار اين معادله و انتخاب روش  .معادله ديفرانسيلي سهموي


و ه ي روشر و ن ر ر ر ز ر ل ول ر و و

پخش ناميده مي شود تا وجود ‐ مورد استفاده براي حل اين نوع معادلات داشته و لذا به نام معادله جابه جايي 
. پديده جابه جايي در آن بصورت صريح مورد تأكيد قرار گرفته شود

ل ا ا ا ا ط ا ك ا ط ا آ ط ك ا ل ا حل معادله نيازمند يك شرط آغازين و دو شرط مرزي مي باشد كه اين شرط مرزي مي تواند از انواع مختلف ل
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جايي جابه معادله پكلت–جواب عدد از تابعي دائمي پخش پخش دائمي تابعي از عدد پكلتجواب معادله جابه جايي

وقتي عدد پكلت داراي مقادير بزرگ ولي متناهي است در اين   
گ ا ا ا1ا ا دارايy = 1صورت توزيع درجه حرارت تنها در همسايگي مرز

تغييرات شديدي بوده و در بقيه حوزه داراي توزيع يكنواختي مي 
مرزيباشد لايه بنام ناحيه )اين Boundary Layer ) ( Boundary  Layer )اين ناحيه بنام لايه مرزي.باشد

.خوانده مي شود
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تفاضل پيشرو براي مشتق زماني و تفاضل مركزي براي مشتقهاي مكاني : FTCSروش 
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تفاضل يكطرفه مناسبي براي مشتقهاي اول و تفاضل مركزي براي مشتق دوم
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 .نمايد نمي ايجاد d پخش عدد براي محدوديتي هيچگونه و بوده c<1 رابطه برقراري مستلزم روش پايداري
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.تفاضلهاي مركزي تقريب شده باشد

يسادگي تعميم براي مسائل غير خطي ير ل ي بر يم ي
براي مسائل غير خطي با ضرايب ثابت   : مرحله حدس
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.مي باشد                         روش فوق يك روش سازگار مي باشد و ميزان خطاي بريدن روش 
– Macمحدوده پايداري روش                                     و    Cormack  
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.يكي از روشهاي كارا و معمول براي حل معادله جابه جايي ـ پخش مي باشد
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Left Running )نيز خوانده مي شوند.
مي باشد را بايستي با   a=a(x,t,f,g)معادلات خطوط مشخصه براي يك مسئله غير خطي كه در آن 
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Totally  Hyperbolic )ناميده مي شود.
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معادلات ناويراستوكس

بيضوي بوده و لذا بنظر مي رسد كه بااستفاده از روشهاي   –معادلات ناويراستوكس معادلاتي از نوع سهموي 
. مطرح شده در بخشهاي قبل مي توان اين معادلات را حل نمود

ا ل ا گ لا ا ا ل ا ط ا

س و ر و

.چه نيازي به طرح روشهاي حل اين معادلات بگونه اي مستقل مي باشد
مشكل اساسي در حل معادلات ناويراستوكس، و در حقيقت معادلات ممنتم، وجود جمله فشار در معادلات   

آن به مربوط اي معادله وجود بدون است نيست-ممنتم روشن و واضح چندان فشارها پيداكردن نحوه .نحوه پيداكردن فشارها چندان واضح و روشن نيستممنتم است بدون وجود معادله اي مربوط به آن
محاسبه ميدان فشار بصورتي غير مستقيم با استفاده از معادله پيوستگي  
استفاده ا ز اين روش غير مستقيم براي محاسبه فشار به معني لزوم حل تمامي معادلات گسسته سازي شده    

بطور همزمان در تمامي نقاط شبكه مي باشد كه اين خود مستلزم حل دستگاه معادلاتي با ابعاد بسيار بزرگ  
.  مي باشد

ا ا لاش ا ل كا ا ا ك ذف لا ا ا ا ا ف ورتيستي فشار را از معادلات ممنتم حذف كرده تابدين ترتيب امكان حل معادلات ممنتم ‐روش تابع جريان
با مشكلاتي در اعمال شرايط مرزي  ولي اين روش. صرفنظر از معلوم يا مجهول بودن فشار فراهم گردد

سه جريانهاي كه زيرا ندارد وجود بعدي سه جريانهاي براي آن تعميم امكان همه از مهمتر و بوده مواجه بوده و مهمتر از همه امكان تعميم آن براي جريانهاي سه بعدي وجود ندارد زيرا كه جريانهاي سه مواجه
در عين حال امكان تعميم روش با استفاده از تابع پتانسيل بجاي تابع  . بعدي داراي تابع جريان نمي باشند

  3جريان موجود بوده ولي پيچيدگي روش افزايش يافته وعلاوه بر اين در چنين حالتي بايستي شش معادله، 
معادله ممنتم و يك معادله 3معادله براي تابع پتانسيل، را بجاي چهار معادله ،3معادله براي ورتيستي و

.پيوستگي، حل نمود
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يك ميدان سرعت زيگزاگي نيز معادله پيوستگي را تأمين مي نمايد و از نظر معادله پيوستگي بعنوان يك  
.ميدان سرعت يكنواخت منظور مي شود

شده جا به جا كه Staggered)ش Grid): :(Staggered Grid)شبكه جا به جا شده
آن استفاده از شبكه هاي متفاوتي براي هر يك از متغيرهاي مستقل  

بترتيب درشبكه مولفه هاي سرعت به اندازه  2
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جهت مولفه هاي سرعت نسبت به شبكه مورد استفاده براي فشار  
.  جابجا شده اند
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نقاط شبكه مولفه هاي سرعت برنقاط مياني وجوه حجم كنترل
مربوط به هر يك از نقاط شبكه اصلي كه فشار در آنها محاسبه مي 

د اندش فته گ ا ق .قرار گرفته اند. شود
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:محاسن
ورودي از طريق هر يك از وجوه حجم كنترل به داخل آن را مي توان   (Mass Flux)شار جرمي  

.مستقيماً و بدون نياز به درونيابي مولفه هاي سرعت محاسبه كرد ر ب ر ي و بي ي رو ب ز ي ون ب و يم
معادل پيوستگي گسسته سازي شده در چنين شبكه اي بر حسب مولفه هاي سرعت در نقاط مجاور شبكه  

.  نوشته خواهد شد ولذا از بوجود آمدن توزيع موجي يا زيگزاگي سرعتها جلوگيري مي نمايد
تفاوت فشار بين دو نقطه مجاور نقش نيروي رانش براي مولفه هاي سرعت بين اين نقاط فشار را خواهد   

.داشت و لذا در چنين شبكه اي امكان بوجود آمدن توزيع موجي يا زيگزاگي فشار نيز وجود نخواهد داشت

:(Poisson Equation for Pressure)روش معادله پواسون فشار
ياستفاده از معادله پواسون فشار كه با استفاده از معادلات ممنتم وپيوستگي وپيو م ز ب ر ون پو ز
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ن يبر ن جري ب ر مو
معادلات ممنتم از نوع معادله ورتيستي ومعادله فشار از نوع معادله تابع جريان  

در رابطه فوق اين است كه چون معادلات فوق غيرخطي بوده ولذا    Dعلت منظور نمودن جمله انبساطي
ً
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از روشهاي تكراري براي حل معادلات تفاضلهاي محدود آنها استفاده مي شود لذا جوابهاي حاصل عموماً  
در رابطه فشار باعث مي شود تا تأثيرات  Dمنظور كردن . را تأمين نمي نمايند رابطة 

از ددناش گ نظ فشا قدا الد اD=0ا ان ه ت ا ك فشا طه ا د
0

,


ji
D

0D در رابطه فشار ممكن است به انبار    D=0اعمال.در مقدار فشار منظور گرددناشي از
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.شرايط مرزي يك ديوار سر بسادگي با صفر بودن سرعت در جهت عمود بر ديوار بيان مي شود
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.جريان را فراهم مي سازد
0



x
v


ز ي م ر ر ن جري

در اين مرز  در مرز خروجي معلوم باشد در اين صورت مي توان از آن به همراهuاگر توزيع  
.در مرز خروجي به رابطه مرتبه اول زير منجر مي گردد در غير اين صورت شرط . استفاده نمود

0


x
v

0


x
v



vv0v
I1I 



دريادرياروشهاي عددي در مهندسي روشهاي عددي در مهندسي دانشكده عمران دانشگاه علم و صنعت ايران                                                              دانشكده عمران دانشگاه علم و صنعت ايران                                                              

مي گردد منجرزيررابطهبهفوقشرطديگرطرف از
 vv0

x I1I
I


 

11II
vvv 







حال با استفاده از  . معادله فوق را مي توان با استفاده از مقادير جواب در نقاط داخلي شبكه محاسبه نمود

2
1I1II yyy  

معادله پيوستگي داريم
1I

2
1I2

1I y
v

y
v

x
u

 










)vv(در نتيجه
y2

xuu 1j,1I1j,1Ij,1Ij,I  



 .نمود محاسبه v,u داخليمقاديرازاستفادهبامي توانراu مرزيشرطكهمي شودمشاهدهترتيباين به

ط ا اكافشازش هك طشا ا لاتاشدتشفشازش تا اتات   جريان تابع‐ورتيستي معادلاتبرايشدهتشريحفشارمرزي شرايطمشابهكماكانفشارمرزيشرايط
  .مي باشد



:MAC(Marker and Cell)روش

دريادرياروشهاي عددي در مهندسي روشهاي عددي در مهندسي دانشكده عمران دانشگاه علم و صنعت ايران                                                              دانشكده عمران دانشگاه علم و صنعت ايران                                                              

روش
معادلات مورد استفاده در اين روش معادلات ممنتم ومعادله پواسون فشار مي باشد و روش گسسته سازي  

.مي باشد FTCSمعادلات مورد نظر اساساً همان روش 

.  فشار در مركز سلول بعنوان نقاط شبكه  :شبكه تفاضلهاي محدود 
ؤلفههايuعتهاي ل ل چ ت ا ه ج ط طvد د در وسطvدر وسط وجوه راست وچپ سلول ومؤلفه هايuسرعتهاي

وجوه بالا وپايين سلول تعريف مي شوند
زيمشتقهاي معادلات با استفاده از تفاضلهاي پيشرو وتفاضلهاي مركزي ر ي ه و رو پ ي ه ز ي ه

.محاسبه مي شوند
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را اعمال  در نقطه موهومي داخل ديوار مي توان شرط مرزيvبدين ترتيب با تعريف سرعت
.  بقيه شرايط مرزي مشابه شرايط مرزي تشريح شده در شبكه غيرجابجا شده مي باشد. نمود
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  روي بر عملگرديورجنس اعمال با منظور بدين .مي باشد محاسبه مستلزم فوق رابطه از استفاده
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.بدين ترتيب با داشتن معادلات اصلاح فشار وسرعت مي توان بصورت زير عمل نمود
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Compressible NS Equations:Compressible NS Equations:

-The advection term is non-linear
-The mass and momentum equations are coupled (via the velocity)
-The pressure appears only as a source term in the momentum equation
-No evolution equation for the pressure
-There are four equations and five unknowns ( ρ, V, p)q ( ρ p)
- Pressure can be related to density and velocity in compressible and  
incompressible flow respectively
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Solution of NS equations:

-Pressure-velocity coupling Method(unsteady problems)
- EXPLICIT scheme
- IMPLICIT scheme

-Pressure correction schemes (steady problems)
-SIMPLE
-SIMPLEC
-PISO
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Explicit scheme for NS equationsExplicit scheme for NS equations

Semi-discrete form of the NS

Explicit time integration

h l f ld d fThe n+1 velocity field is NOT divergence free

Take the divergence of the momentumTake the divergence of the momentum

Elliptic equation for the pressure
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Implicit scheme for NS equationsImplicit scheme for NS equations

-Semi-discrete form of the NS

-Implicit time integration

-Take the divergence of the momentum

The equations are coupled and non linearThe equations are coupled and non-linear
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Steady state solution of NSteady state solution of N--S equations:S equations:

Mom. Equations

Reference QuantitiesReference Quantities

Non dimensional Eqn
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Implicit scheme for steady NS equations

Compute an intermediate velocity field
(eqns are STILL non linear)(eqns are STILL non-linear)

Define a velocity and a pressure correctionDefine a velocity and a pressure correction

U i th d fi iti d bi iUsing the definition and combining
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Derive an equation for u’

Taking the divergence…g g

We obtain a Poisson system for the pressure correction…
Solving it and computing a gradient:

A d l th t th t l lAnd also the pressure at the next level
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