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تحليل الگوريتمها 
براي محاسبه پيچيدگي الگوريتمها، تعداد دفعات تكرار                        

 را مشخص مي كنيم             عمل اصلي      
در الگوريتمها، معمولاً عمل اصلي طوري انتخاب مي شود                              

تكرار مي شود       از ساير دستورات          بيشتر   كه   
چنانچه اجراي يك الگوريتم، فقط به اندازه مسئله بستگي                                 

با هم برابرند        O ،θ  ،Ωداشته باشد، آنگاه هر سه نماد            
اگر اجراي الگوريتم به شرايطي ديگر به جز اندازه مسئله                                   

، ممكن      )مانند مقدار و نوع پارامترها              (بستگي داشته باشد         
است مقدار اين سه نماد متفاوت باشد                 
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مثال
S:=0;

for(i=1;i<=n;i++)

s=s+i;

O=θ=Ω=n
s=0;i=1;

while(i<=n){

s=s+i;

i=i+5;

}

O=θ=Ω=n تعداد دفعات اجراي بدنه 
 مي باشد n/5حلقه 

s=0;i=1;

while(i<=n){

s=s+i;

i=i*5;

}

i:  1    5    25     125 … n
x5...5555 3210

x=log nتعداد دفعات تكرار  
O=θ=Ω=log n
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مثال
در الگوريتمهايي  مانند الگوريتم زير بسته به پارامتر                                

void  f(intمسئله زمان اجرا متفاوت است                  n)

{    if(n%2==0)

return;

else

for(i=1;i<=n;i++)

cout<<“hello”;

}

Ω(1)

O(n)

Ω(1)

Θ(n)

O(n)
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مثال
يهترين و    .  عنصر باشد   n داراي       Aفرض كنيد كه آرايه           

بدترين زمان اجراي الگوريتم زير را تعيين كنيد                           
void f(int A[],int n)

{  i=0;

while(A[i]>A[i+1]){

swap(A[i],A[i+1]);

i++;

}

}

3,6,2,1,7
بهترين حالت زماني است كه اولين        

عنصر آرايه از دومين عنصر كوچكتر   
باشد

7,6,3,2,1
بدترين حالت زماني است كه هر عنصر از عنصر بعدي       

در ) آرايه صعودي مرتب شده باشد   (خود بزرگتر باشد  
 n به  iاين حالت شرط حلقه هميشه درست است تا         

برسد
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) Bubble sortمرتب سازي حبابي           (مثال
void Bubble_sort(int A[], int n) 

{   for(i=0;i<=n-2;i++)

{   for(j=n-1;j>=i+1;j--)

{   if(A[j-1]>A[j])

{   temp=A[j-1];

A[j-1]=A[j];

A[j]=temp;

}

}

}

}

O=Ω=θ= 2n

بهترين  (اگر آرايه صعودي مرتب شده باشد    
 هيچگاه صحيح ifدر اين صورت شرط     ) حالت

نيست و دستورات درون مستطيل هيچگاه اجرا       
نمي شوند 

آنگاه در ) بدترين حالت (اگر آرايه نزولي مرتب شده باشد     
تعداد .  اجرا مي شوندif دستورات شرط  forهر تكرار حلقه   

 n(n-1)/2دفعات اجراي اين دستورات در اين حالت دقيقاً   
مي باشد  
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Insertion  مرتب سازي درجي   (مثال sort (

2n

void  insertion_sort(int A[], int n)

{   for(i=1;i<n;i++)

{   j=i;

while(A[j]<A[j-1] && j>0)

{    swap(A[j],A[j-1]);

j=j-1;

}

}

}

اگر آرايه صعودي مرتب شده باشد، شرط    
 هميشه نادرست است و بدنه     whileحلقه 

Ω(n)آن اجرا نمي شود در اين حالت    

اگر آرايه به صورت نزولي مرتب شده      
 شرط حلقه  forباشد، در هر تكرار حلقه   

while   درست بوده و به اندازه i   بار تكرار 
(   )Oدر اين حالت . مي شود 

است   (   )θدر حالت متوسط، اين الگوريتم از       2n
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مثالي از مرتب سازي درجي  
6, 3, 5,7,1

3,6, 5,7,1

3,5, 6,7,1

3,5,6,7,1

1,3,5,6,7

براي آرايه زير مراحل   : تمرين 
اجراي الگوريتم مرتب سازي     

درجي را نشان دهيد 
8,6,5,4,2,1
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مثال
order                  الگوريتم زير را حساب كنيد 

void  f(int n,int m)

{   for(i=1;i<=n;i++)

cout<<“hello”;

for(j=1;j<=m;j++)

cout<<“hello”;

}

O(n)

O(m)
O(n+m)

 باشد، پيچيدگي تابع فوق چقدر است؟   m=log nاگر  : تمرين 
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مثال
order     الگوريتم زير را حساب كنيد 

void  f(int n,int m)

{  for(i=1;i<=n;i++)

cout<<“hello”;

for(j=1;j<=m;j++)

for(k=1;k<=m;k++)

cout<<“hello”;

}

O(n)

O(m2)
O(n+m2)
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مثال
 خانه باشد و در هر خانه اي                n داراي        Aفرض كنيد آرايه         

عددي صحيح بزرگتر يا مساوي صفر ذخيره شده به                      
به عنوان     . باشد mقسمي كه مجموع عناصر ذخيره شده                 

 مي باشد    m=4 و  n=5مثال در آرايه مقابل              
 چند بار چاپ مي شود؟           helloبا مفروضات فوق پيام          

 مي باشد     mطبق فرض مسئله اين مجموع برابر                    

1,0,0,2,1

for(i=0;i<n;i++)

for(j=0;j<=A[i];j++)

cout<<“hello”;

i
0
1
2

n-1

coutدفعات اجراي 
A[0] بار

A[1] بار 
A[2] بار 

ََA[n-1] بار 

 است O(n+m) اين الگوريتم    orderنشان دهيد  : تمرين 
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تحليل الگوريتمهاي بازگشتي               
روش تحليل الگوريتمهاي بازگشتي با روش تحليل                       

الگوريتمهاي غير بازگشتي متفاوت است                   
يك روش براي تحليل الگوريتمهاي بازگشتي تحليل آنها                          

از روي درخت بازگشت است                
روش فوق هميشه عملي نيست             

int pow(int a,int n)

{  if (n==0) return 1;

else return a*pow(a,n-1);

}

int pow(int a,int n)

{   if(n==0) return 1;

else return pow(a,n/2)*pow(a,(n+1)/2);

}
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يك روش مناسب براي تحليل الگوريتمهاي    
) 1(بازگشتي

بر اساس سايز مسئله، تابعي تشكيل مي دهيم كه سايز                            
مسئله پارامتر آن باشد            

 باشد تابع مورد نظر         nبه عنوان مثال، اگر سايز مسئله                  
T(n)     خواهد بود 

 زمان اجراي الگوريتم براي مسئله                        T(n)فرض مي كنيم          
 باشد nاي با سايز        

بر اساس فرض فوق و با استفاده از بدنه الگوريتم يك                           
 ارائه داده و آنرا حل مي كنيم                   T(n)رابطه بازگشتي براي              
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يك روش مناسب براي تحليل الگوريتمهاي    
) 2(بازگشتي

 نوشته شده     n به توان       aدر دو تابع زير كه براي محاسبه                 
: اند، روابط بازگشتي عبارتند از             

int pow(int a,int n)

{  if (n==0) return 1;

else return a*pow(a,n-1);

}
int pow(int a,int n)

{   if(n==0) return 1;

else return pow(a,n/2)*pow(a,(n+1)/2);

}

T(n)
T(0)=1

T(n-1)

T(n)=T(n-1)+1

T(0)=1

T(n)
T(0)=1

T(n/2) T((n+1)/2)

T(n)=T(n/2)+T((n+1)/2)+1

T(0)=1
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حل روابط بازگشتي           
پس از تعيين رابطه بازگشتي مورد نظر، براي تحليل                           

الگوريتم، بايد آن رابطه را حل نمود                    
 روش وجود دارد      3براي حل روابط بازگشتي                 

)حدس و استقرا ( جايگذاري با تكرار     –
استفاده از معادلات مشخصه      –
استفاده از سريهاي مولد     –
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روش جايگذاري با تكرار           
در اين روش به جاي هر جمله در رابطه بازگشتي مقدار                                 

آنرا بر اساس رابطه اوليه قرار مي دهيم و اين كار را آنقدر                                
ادامه مي دهيم تا به كران رابطه برسيم                       

 مناسب است       1اين روش براي حل روابط بازگشتي درجه                      
 به رابطه اي گفته مي شود كه                    1رابطه بازگشتي درجه            

 ام فقط بر اساس يك جمله ديگر بيان شده                     nجمله    
 مي باشند     1هر يك از روابط زير درجه              .باشد

T(n)=T(n-1)+1

T(1)=1
T(n)=T(n-2)+n

T(1)=0

T(n)=T(n/2)+1

T(1)=1

T(n)=2T(n/3)+n

T(1)=1
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مثال
: رابطه بازگشتي مقابل را حل كنيد                    

 با توجه به رابطه مقابل             T(n-1)مقدار     
 مي باشد پس     T(n-2)+1    برابر         

  T(n-3)+1 بر اساس رابطه برابر است با                 T(n-2)مقدار     
پس

: اگر به همين صورت ادامه دهيم                  

T(n)=T(n-1)+1

T(0)=1

T(n)=T(n-1)+1={T(n-2)+1}+1=T(n-2)+2

T(n)=T(n-2)+2={T(n-3)+1}+2=T(n-3)+3

T(n)=T(n-3)+3=T(n-4)+4=…=T(n-(n-1))+(n-1)=T(1)+n-1=T(0)+n=

1+n T(n)=n+1 T(n)=O(n)
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مثال
: رابطه بازگشتي مقابل را حل كنيد    

 را تواني ازnبراي راحتي حل مسئله   
مثلاً )   قابل تقسيم باشد  2 به راحتي بر nتا   ( در نظر مي گيريم   2    

:  فرض مي كنيم   
: پس2T(n/4)+1 برابر است با  T(n/2)با توجه به رابطه فوق  

1212212
12...2212...22)2/(2

...122)2/(212}1)2/(2{2
12)2/(21}1)2/(2{21)2/(2)(
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121

23332

222
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=++++=+++++

==+++=+++

=++=++=+=
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T(n)=2T(n/2)+1

T(1)=1

mn 2=

T(n)=2n-1 T(n)=O(n)



ن می باشدکليه حقوق مادی  و معنوی اين اثر متعلق به دانشگاه علم و صنعت ايرا      19

قضيه اصلي براي حل روابط بازگشتي                   
روابط بازگشتي كه به صورت مقابل باشند را مي توان با استفاده           
از قضيه زير پيچيدگي آنها را بدست آورد بدون اينكه آنها را حل     

نمود 
اين روابط را روابط تقسيم و غلبه گويند   
knT(n)=aT(n/b)+C aو b وC وk  اعداد مثبت و a>=1 و b>1

T(1)=c

T(n)=θ(          )    log a

bn

kn

knT(n)=θ(   log n)

T(n)=θ(    )

:، در اينصورت a <اگر     kb
: در اينصورت a=اگر      kb
:، در اينصورت a >اگر     kb
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مثال
با استفاده از قضيه اصلي پيچيدگي تابع زير چقدر است؟       

با استفاده از قضيه اصلي پيچيدگي تابع زير چقدر است؟       

kb

T(n)=2T(n/2)+1

T(1)=1
a=2, b=2, k=0

a>
T(n)=θ(n)

T(n)=2T(n/2)+5n

T(1)=3
a=2, b=2, c=5, k=1

a= kb
T(n)=θ(n log n)
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) 1(استفاده از روش معادله مشخصه          
 به كار مي رود    2معمولاً براي حل معادلات درجه       

 به صورت زير مي باشد   2شكل كلي يك رابطه بازگشتي درجه       

 يك چند جمله اي از    f(n) اعداد حقيقي بوده و     a,b,cكه در آن    
 مي باشد  dدرجه   

براي حل اين رابطه ابتدا بايد ريشه هاي آنرا بدست آورد، سپس       
هر تركيب خطي اين ريشه ها پاسخ رابطه خواهد بود  

ريشه هاي قسمت همگن و    : ريشه هاي اين روابط دو دسته اند    
ريشه هاي قسمت ناهمگن  

)()2()1()( nfcnbTnaTnT n=−+−+
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) 2(استفاده از روش معادله مشخصه          
براي بدست آوردن ريشه هاي قسمت همگن، جملات                        
رابطه بازگشتي را يك طرف و برابر صفر قرار مي دهيم                             

 به صورت عددي حقيقي به               T(n)با فرض اينكه پاسخ          
، به جاي آن قرار داده و به يك               )rمثلاً    (  است    nتوان   

 مي رسند     2معادله درجه      

 ريشه هاي قسمت همگن               2ريشه هاي اين معادله درجه                
مي باشند    

021 =++ −− nnn brarr 02 =++ barr
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) 3(استفاده از روش معادله مشخصه          
سپس ريشه هاي قسمت ناهمگن را از فرمول زير محاسبه مي     

كنيم   
 ريشه مضاعف مي باشد   d+1معادله فوق داراي      

تركيب خطي ريشه هاي قسمت همگن و ناهمگن جواب مسئله      
است

 در    nچنانچه ريشه اي تكراري باشد، به ازاي هر تكرار يك ضريب     
تركيب خطي به آن اضافه مي شود    

براي محاسبه ضرايب ثابت در تركيب خطي از مقادير كران در       
رابطه بازگشتي استفاده كرده و با تشكيل دستگاههاي معادله و                     

مجهول آنها را محاسبه مي كنيم    

0)( 1 =− +dcr
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مثال
: رابطه بازگشتي مقابل را حل كنيد    

: ابتدا ريشه هاي قسمت همگن 

قسمت ناهمگن را مي توان به صورت مقابل نوشت   
، درنتيجه ريشه هاي قسمت ناهمگن برابر      d=1 و   c=1درنتيجه 
است با

023 21 =+− −− nnn rrr

T(n)-3T(n-1)+2T(n-2)=n+3

T(1)=T(2)=1

T(n)-3T(n-1)+2T(n-2)=0

0232 =+− rr 2
1

2

1

=
=

r
r

)1(1 +nn

143 == rr
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) ادامه (مثال
تركيب خطي اين ريشه ها پاسخ مسئله است  

 داريم، در تركيب خطي مورد نظر       1 ريشه تكراري برابر با  3چون 
 اضافه گردد   nبه ازهي هر كدام بايد يك ضريب     

پاسخ به صورت زير خواهد بود 

كه در آن ضرايب          ، مقادير ثابتي هستند كه با تشكيل يك              
دستگاه معادله مي توان آنها را محاسبه كرد            

چون هدف تعيين پيچيدگي الگوريتمها مي باشد، نيازي به       
محاسبه آنها نيست 

nnnn ncncccnT 1112)( 2
4321 +++=

4321 ,,, cccc

T(n)=O(    )n2
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مثال
(?)T(n)=Oبا توجه به رابطه بازگشتي مقابل،تعيين كنيد كه      

چنانچه با روش توضيح داده شده ريشه هاي قسمت همگن را        
3 و  2بدست آوريم عبارتند از   

 6 برابر f(n)چون  ( است1ريشه قسمت غير همگن نيز برابر 
)است و در نتيجه درجه آن صفر است  

nnn: جواب  cccnT 132)( 321 ++=

T(n)-5T(n-1)+6T(n-2)=6

T(0)=T(1)=0

T(n)=O(     )n3
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استفاده از تغيير متغير براي حل روابط بازگشتي               
در مواردي كه تابع بازگشتي پيچيده تر باشد، روشهاي                          

فوق قادر به حل آن نخواهد بود            
در برخي موارد مي توان با تغيير متغير، شكل رابطه                             

بازگشتي را به گونه اي تغيير داد كه با استفاده از روشهاي                                   
گفته شده بتوان آنرا حل نمود               

نحوه تغيير متغير در هر مسئله اي متفاوت است و نياز به                                
تمرين دارد      
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مثال
  (?)T(n)=Oدر رابطه مقابل مشخص كنيد   

m2T(n)=T(n/2)+log n

T(1)=1
   =nفرض كنيد   

T(    )=T(      )+log m2 12 −m m2

F(m)=F(m-1)+m F(m)=F(m-2)+(m-1)+m

F(m)=F(0)+1+2+…+(m-1)+m
T(1)=1

F(0)=1
F(m)=1+(m(m+1)/2)

F(m)=O(    )2m T(n)=F(m)=O(     )2m
m=log n T(n)=O(           )2)(logn

T(     )=F(m)m2
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مثال
(?)T(n)=Oدر رابطه مقابل مشخص كنيد   
mnnnTnT 2,log)(2)( =+=

T(1)=1

T(n)=T(     )=F(m)         ,m2 m=log n, 222
m

mn ==

F(m)=2F(m/2)+m F(m)=O(m log m)

T(n)=F(m)=O(m log m)=O((log n)*(log log n))
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مثال
(?)T(n)=Oدر رابطه مقابل مشخص كنيد   
mnnnTnnT 2,)()( =+=

1)()(
+=

n
nT

n
nT

)()( nF
n
nT

= 1)()( += nFnF

F(n)=F(     )=S(m)m2 S(m)=S(m/2)+1

S(m)=O(log m) F(n)=S(m)=O(log m)=O(log log n)

)()( nF
n
nT

= T(n)=nF(n)=O(n log logn)
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مثال
رابطه بازگشتي مقابل را حل كنيد    

1)1(

)()(
1

1

=

=∑
−

=

T

iTnT
n

i
T(n)=T(n-1)+T(n-2)+…+T(1)

T(n-1)=T(n-2)+T(n-3)+…+T(1)

T(n)-T(n-1)=T(n-1)

T(n)=2T(n-1)

T(1)=1

رابطه فوق را با روش جايگذاري با تكرار حل كنيد  :  تمرين 


