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) 1(مقدمه
ارتباط تنگاتنگي بين استقرا و روابط بازگشتي، تقسيم                            

وغلبه و ساير روشهاي طراحي الگوريتم وجود دارد                  
استقرا در فرايند ساخت و اثبات درستي بسياري از                             

الگوريتمها استفاده مي شود             
 قضيه يا عبارتي است كه مي خواهيم آنرا                       Pفرض كنيد      

 است كه مي تواند            nاثبات كنيم و شامل پارامتري مانند                  
. هر مقدار عدد طبيعي به خود بگيرد                

  n به ازاي همه مقادير                P(n)براي اينكه ثابت كنيم              
درست كار مي كند، كافي است دو شرط را اثبات كنيم                          
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) 2(مقدمه
يعني مسئله به           .    درست است    P(1)ابتدا بايد ثابت كنيم            

)مبناي استقرا        ( درست مي باشد         n=1ازاي      
 صحيح      P(n-1)، با فرض اينكه         n>=1سپس براي هر        

 صحيح است        P(n) بايد ثابت كنيم          ) فرض استقرا     (است    
) حكم استقرا      (
n                                 در مسئله اي كه صرفاً يك پارامتر دارد، عبارت است از

) اكثر مسائل       (همان پارامتر        
 نياز     nدر مسايلي كه بيشتر از يك پارامتر دارند، انتخاب                               

به دقت بيشتري دارد           
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مثال
.  تساوي زير برقرار است          n>=1ثابت كنيد براي هر           

1+2+3+…+n=n(n+1)/2
 آنگاه تساوي مقابل برقرار است              n=1اگر  :   مبناي استقرا        
 تساوي بالا برقرار          n=kفرض كنيم به ازاي              :  فرض استقرا      
   k=k(k+1)/2+…+2+1:   باشد، يعني   

 نيز     n=k+1حالا بايد ثابت كنيم تساوي فوق به ازاي                      
k+(k+1)=(k+1)(k+2)/2+…+2+1برقرار است، يعني            
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) ادامه (مثال  
:سمت چپ تساوي فوق را در نظر بگيريد                   

1+2+…+k+(k+1)=k(k+1)/2+(k+1)=
[k(k+1)+2(k+1)]/2=[(k+1)(k+2)]/2

 اثبات شد، پس تساوي       n=k+1چون تساوي فوق براي           
فوق هميشه برقرار است           
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شمارش نواحي در صفحه         
مجموعه اي از خطوط كه دو به دو متقاطع مي باشند                         

را در نظر بگيريد و          )   هيچ دو خطي موازي نيست             (
 خطي در نقطه مشتركي همديگر را قطع                     3همچنين هيچ       

هدف محاسبه تعداد نواحي تشكيل شده                .  نمي كنند     
 خط در صفحه مي باشد             nتوسط  
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) ادامه (شمارش نواحي در صفحه        
  n-1 خط به     1به نظر مي رسد كه اضافه كردن              :  حدس

 ناحيه به نواحي موجود افزوده               nخط، باعث مي شود كه          
مي شود   

 خط    n-1 تعداد نواحي ايجاد شده توسط             S(n-1)اگر    
S(1)=2 و       S(n)=S(n-1)+nباشد آنگاه  

حال حدس فوق را با استقرا اثبات مي كنيم                       
 رابطه فوق صادق است     n<=3ديديم كه براي    :  مبناي استقرا –

S(3)=7 و   S(2)=4 يعني   S(2)=S(1)+2يعني   
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) ادامه (شمارش نواحي در صفحه        
اضافه كردن يك خط جديد يا باعث تقسيم شدن يك                        

ناحيه به دو ناحيه جديد مي شود يا با آن هيچ وجه                      
اشتراكي نخواهد داشت            

خط با شرايط ذكر شده در مسئله موجود                  nفرض كنيد      
  n-1.   يكي از آن خطوط را به دلخواه برمي داريم                        .  باشد

طبق  ( ناحيه را ميدهد         S(n-1)خط باقيمانده تشكيل        
)فرض استقرا      

 ام را مجدداً سرجاي خودش قرار مي دهيم                      nحال خط     
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) ادامه (شمارش نواحي در صفحه        
 خط    n-1 ام بايد همه         nطبق مفروضات مسئله خط           

.باقيمانده را قطع كند        
 نيم خط بر         2 پاره خط و      n-2پس در اثر اين تقاطع ها،             

 ام تشكيل مي شود كه هركدام از اين پاره                          nروي خط     
خطها يا نيم خطها در درون يكي از نواحي قبلي قرار مي                               
گيرد و بنا براين هركدام از آنها را به دو ناحيه تقسيم مي                                

 ناحيه جديد اضافه شده است          nكند پس دقيقاً       
اگر رابطه بازگشتي را با روش جايگذاري با تكرار حل                                  

S(n)=n(n+1)/2 + 1:       كنيم داريم       
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مثال
 خط به     1چنانكه در شكل زير ديده مي شود اضافه كردن                     

 ناحيه جديد اضافه مي            4)   خط چهارم  (  خط موجود،      3
كند 

خط چهارم 
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مسئله رنگ آميزي       
n        را در صفحه در نظر             )   موازي يا متقاطع          (  خط متمايز

  2مي خواهيم نواحي ايجاد شده را با استفاده از                              .  بگيريد  
 ناحيه مجاوري        2رنگ طوري رنگ آميزي كنيم كه هيچ                   

دو ناحيه مجاور است اگر در يالي مشترك                        (همرنگ نباشد      
)باشند

ثابت كنيد رنگ آميزي نواحي تشكيل شده به وسيله هر                       
 رنگ با شرايط          2تعداد از خطوط در صفحه، تنها توسط             

فوق امكان پذير است          
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) ادامه(مسئله رنگ آميزي       
 انجام مي شود       nاثبات از طريق استقرا و روي               

، رنگ آميزي با دو          n=1بديهي است براي           :  مبناي استقرا        
رنگ امكان پذير است          

 خط    n-1فرض مي كنيم رنگ آميزي براي                    :  فرض استقرا      
با دو رنگ امكان پذير است             

.  ام را اضافه مي كنيم              nخط   
حالا بايد ثابت كنيم رنگ آميزي با دو رنگ                       :   حكم استقرا      

 خط نيز امكان پذير است              nبراي     
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) ادامه(مسئله رنگ آميزي       
 ام    nنواحي موجود را بر اساس اينكه در كدام طرف خط                          

باشند به دو دسته تقسيم مي كنيم                
 ام را به         nسپس رنگ همه نواحي واقع در يك سمت خط                        

همان صورت قبلي نگاه داشته و رنگ نواحي موجود در                           
 ام را معكوس مي نماييم                  nسمت ديگر خط        

براي اينكه ثابت كنيم اين رنگ آميزي صحيح است دو                             
 را در نظر بگيريد        B و  Aناحيه مجاور و دلخواه          
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) ادامه(مسئله رنگ آميزي       
 ام باشند چون قبل          nاگر اين دو ناحيه در يك طرف خط                 

 ام رنگ آميزي شده بودند، طبق          nاز اضافه كردن خط            
اگر چه ممكن          ( فرض استقرا داراي دو رنگ متفاوت اند                    

)است رنگها معكوس شده باشند          
  ام باشد      nاما اگر يال بين اين دو ناحيه قسمتي از خط                              

 ام اين دو ناحيه متعلق             nآنگاه قبل از اضافه كردن خط              
به يك ناحيه بوده و درنتيجه همرنگ بوده اند و چون ما                          
رنگ يكي از اين دو ناحيه را معكوس كرده ايم پس هم                                 

اكنون آنها داراي دو رنگ متفاوت مي باشند                   
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فرمول اولر   
يك گراف همبند و مسطح را در نظر بگيريد                 

گراف همبند گرافي است كه بين هر دو گره آن يك مسير                               
وجود داشته باشد    

گراف مسطح گرافي است كه يالهاي آن را بتوان به شكلي                                
روي صفحه رسم كرد كه همديگر را قطع نكنند                      

 وجه   f يال و     e راس،     vفرض كنيد گراف مورد نظر داراي                   
ناحيه خارجي به عنوان يك وجه در نظر گرفته مي                       (باشد
)شود
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) ادامه(فرمول اولر   
، تعداد وجوه    )v( ثابت كنيد رابطه زير بين تعداد رئوس                   

)f (     و تعداد يالها )e (                  در يك گراف همبند و مسطح برقرار
v+f=e+2:                         است 

41
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2 به عنوان مثال در گراف  
 f=7 و v=9, e=14مقابل 

در اين مثال چنانكه ديده   
2+14=7+9مي شود  
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) ادامه(فرمول اولر   
براي اثبات اين مسئله از استقراي مضاعف استفاده مي                               

كنيم   
در استقراي مضاعف، به جاي يك پارامتر از دو پارامتر                            

براي تعريف استقرا استفاده مي كنيم                     
گاهي استقراي مضاعف بر مبناي تركيبي از مقادير                            

چندين پارامتر استوار است و گاهي نيز به طور همزمان بر                                
روي دو پارامتر مختلف استوار است                

در اين مثال استقرا را بر روي دو پارامتر تعداد رئوس و                                
تعداد يالها تعريف مي كنيم               



 مي باشد كليه حقوق مادي و معنوي اين اثر متعلق به دانشگاه علم و صنعت ايران  19

) ادامه(فرمول اولر   
در اين مثال براي مبناي استقرا از تعداد رئوس استفاده                                   

مي كنيم و براي حكم استقرا از تعداد وجوه                        
 در نظر بگيريد،      1گرا في با تعداد وجه برابر              :   مبناي استقرا        

گرافي     (  چنين گرافي اصطلاحاً درخت ناميده مي شود                   
) همبند و فاقد دور   

    e راس و      vحال در چنين گرافي اگر               :   فرض استقراي اول         
v+1=e+2يال موجود باشد، بايد داشته باشيم             
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) ادامه(فرمول اولر   
اما در اين مثال، فرض استقرا خود نياز به اثبات دارد، چون                                   

  e و  v بديهي نيست و به پارامترهاي                v+1=e+2رابطه    
بستگي دارد       

پس ابتدا با روش استقرا فرض مسئله را اثبات مي كنيم                               
اگر رابطه فوق را ساده كنيم به صورت مقابل تبديل مي                                

، پس بايد حالا ثابت كنيم در هر درخت                       v=e+1شود  
) هر گرافي كه يك وجه دارد            (رابطه فوق بر قرار است             

درخت فقط يك گره داشته              ( باشد   v=1اگر    :   مبناي استقرا        
تعداد يالها صفر است و در رابطه فوق صادق است                       )  باشد
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) ادامه(فرمول اولر   
 گره، تعداد     nفرض كنيد در هر درخت با               :  فرض استقرا      

e=n-1 صدق كند يا به عبارتي            n=e+1يالها در رابطه        
  n+1حال بايد ثابت كنيم درختي كه داراي                       :   حكم استقرا      

 يال مي باشد       nراس است داراي            
چون    (  وجود دارد      1در هر درخت حتماً يك گره از درجه                       
)در غير اينصورت دور ايجاد مي شود               

حال فرض كنيد اين گره را به همراه يال متصل به آن از                                
 گره خواهد بود      nگراف حاصل داراي             .   درخت حذف كنيم        
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) ادامه(فرمول اولر   
 گره همچنان يك درخت است با اين                       nگراف حاصل با          

تفاوت كه يك يال و يك گره كمتر دارد                   
  راس طبق مفروضات مسئله در                  nيعني تفاوت درخت با            

پس حكم ثابت شد      .   يك يال و يك گره است          
حالا در اصل مي توان گفت مبناي استقراي اول صحيح                                    

  v+1=e+2است يعني در هر گراف با يك وجه داريم                         
) )تعداد وجوه استوار است         ( fاين استقرا بر           (
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) ادامه(فرمول اولر   
 وجه   fفرض كنيد براي گراف مسطح با                :  فرض استقرا      

v+f=e+2:   داريم   
  f+1بايد ثابت كنيم براي گراف مسطحي با                     :   حكم استقرا      

وجه نيز رابطه گفته شده برقرار است              
 است كه       F وجه داراي وجه خاصي مثلاً                f+1گراف با      

اين ناحيه توسط يك دور           .   مجاور با ناحيه خارجي است             
احاطه شده است    

در اين ناحيه، يالي را حذف مي كنيم كه با ناحيه خارجي                                   
همجوار است          
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 و ناحيه خارجي در هم               Fدر اثر حذف اين يال، دو ناحيه              
ادغام مي شوند، يعني از گراف فوق دقيقاً يك يال و يك                          

وجه كم شد   
 وجه داريم        fاما طبق فرض استقرا براي گرافي با                       

v+f=e+2              يعني در گرافي با ،f+1           وجه نيز اين رابطه 
 وجه كم كنيم، يك يال هم                1چون اگر از آن          . برقرار است    

كم مي شود و درنتيجه تساوي بازهم برقرار خواهد بود و                         
حكم ثابت مي شود        

) ادامه(فرمول اولر   
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كدهاي خاكستري      
 شئ داده شده و مي خواهيم آنها را                  nمجموعه اي از          
كدگذاري كنيم      

تعداد    يك روش براي كدگذاري به اين صورت است كه از                          
    نماييم به قسمي كه              براي كد گذاري استفاده             ثابتي بيت       
 شئ را به گونه اي بر روي يك ليست مدور                          nبتوان اين        

قرار دهيم كه كد هر شئ را بتوان از روي كد شئ قبلي                               
آن و با تغيير دادن صرفاً يك بيت بدست آورد                 

 بيت براي كدگذاري استفاده                 2به عنوان مثال اگر از               
00,01,11,10نماييم آنگاه كدها عبارتند از             
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) Gray Codes(كدهاي خاكستري      

 يك كد      k>0ثابت كنيد براي هر عدد صحيح               : قضيه
)  تعداد اشياء است      2K(  وجود دارد    2kخاكستري به طول          

00

11

10 01

000

100
101

111

110

010

011

001

 شئ  4كد خاكستري براي 

 شئ  8كد خاكستري براي 
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) ادامه(كدهاي خاكستري      
 چنانكه ديديم كد خاكستري               k=1براي     :  مبناي استقرا        

 شئ وجود دارد       2براي     
 شئ، كدهاي      2kفرض كنيد براي         :  فرض استقرا      

خاكستري وجود دارد         
 نيز    (k+1)2بايد ثابت كنيم براي            :   حكم استقرا      

كدخاكستري وجود دارد          
فرض   .   شئ وجود دارد       2kطبق فرض كد خاكستري براي                

S1،S2،S3، ...،S2k: كنيد اين كدها عبارتند از           
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) ادامه(كدهاي خاكستري      
 اضافه     1اگر به ابتداي اين كدها صرفاً يك صفر يا يك                          

كنيم باز هم يك كدخاكستري خواهند بود                     
حال كدهاي قبلي را كنار هم قرار مي دهيم و هر كد را                               

براي يكي از آنها صفر و براي                   .   دو بار تكرار مي كنيم            
 به ابتداي آن اضافه مي كنيم                    1ديگري   

0s1,1s1,1s2,0s2,0s3,1s3,…,0s2k

  (k+1)2كدهاي فوق يك دنباله كدخاكستري به طول                    
خواهد بود    
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استقرا قوي   
در استقرا قوي مبناي استقرا مانند استقرا معمولي است                                  

اما در فرض استقرا فرض مي كنيم كه مسئله براي                                
 برقرار است      kمقاديري تا مثلاً          

 نيز     n>kدر حكم استقرا بايد ثابت كنيم كه مسئله براي                             
 نيست    k+1 الزاماً       nبرقرار است كه         

در بعضي مواقع براي محاسبه پيچيدگي توابع مجبوريم                              
ابتدا پاسخ را حدس بزنيم و سپس با استقرا قوي آنرا ثابت                              

كنيم   
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) ادامه (استقرا قوي   
O(nبا استقرا قوي ثابت كنيد تابع زير از                       logn)   است 

T(n)<=C.n: يعني بايد ثابت كنيم            logn
 اما     =T(1)+2=3   T(4) آنگاه n=4اگر    :   مبناي استقرا        
C.n logn         به ازاي n=4          برابر است با C.8        ًاگر مثلا 

C=4                  انتخاب شود آنگاه نامساوي فوق برابر خواهد بود 
فرض كنيم رابطه فوق براي مقادير كوچكتر                        :  فرض استقرا      

.T(n/4)<=C.n/4 برقرار است يعني          n/4مساوي     logn/4

T(n)=T(n/4)+n logn,  است 4توانی از n

T(1)=1
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) ادامه (استقرا قوي   
 نيز    nبايد ثابت كنيم رابطه فوق به ازاي                   :   حكم استقرا      

T(n)<=C.nبرقرار است يعني            logn
T(n/4)<=C.n/4.log n/4 

T(n/4)+nlogn<= C.n/4.log n/4 + nlogn

T(n)<= C.n/4.log n/4 + nlogn

T(n)<= C.n/4(logn-2)+nlogn  

T(n)<=C.n/4.logn+nlogn-2    

T(n)<=(C/4+1)nlogn-2
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) ادامه (استقرا قوي   
    nlogn-2<=C.nlogn(C/4+1)حالا اگر ثابت كنيم           

 چون ديديم كه          T(n)<=C.nlognعملاً ثابت كرده ايم           
T(n)<=(C/4+1)nlogn-2  

 يعني      T(n)<=C.nlognدر نتيجه عملاً ثابت شد           
T(n)=O(nlogn)

 برقرار است  n>=1رابطه فوق به ازاي هر  

(C/4+1)nlogn-2 <= C.nlogn C=4
2nlogn-2<=4nlogn  -2<=2nlogn 


