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مركز آموزش الكترونيكي دانشگاه علم و  
صنعت ايران  

طراحي و تحليل الگوريتمها          
روشهاي تقسيم و غلبه       :  فصل سوم 

)جلسه اول    (
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اهداف يادگيري 
آشنايي با اصول كلي روشهاي تقسيم و غلبه           

آشنايي با نحوه محاسبه پيچيدگي زماني روشهاي تقسيم و غلبه             
:بررسي مسائلي چون  

جستجوي دودويي –
يافتن بزرگترين و كوچكترين عنصر در آرايه        –
ضرب چند جمله ايها    –
(Merge Sort)مرتب سازي ادغامي       –
(Quick Sort)مرتب سازي سريع     –
 امين عنصر در يك آرايه نامرتب       kانتخاب –
ضرب ماتريسها به روش استراسن       –
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كليات   
اين روش از ضرب المثل معروف تفرقه بينداز و حكومت                          

كن نشات گرفته است         
      )    ( k، به   nدر اين روش مسئله اي به اندازه                     

. زير مسئله تفكيك مي شود             
هر يك از زير مسائل جداگانه حل شده و پاسخ هر كدام                            

. تعيين مي گردد      
سپس از تركيب اين پاسخها جواب نهايي مسئله تعيين                        

. مي شود   

nk ≤<1
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) ادامه (كليات   
اگر اندازه هر يك از زير مسائل بزرگ باشد، به طوريكه                             

حل آنها بديهي نباشد، هر يك از آنها نيز با همين روش                       
.  حل مي شوند       

به شيوه     ) اگر اندازه آنها بزرگ باشد           (هر يك از زير مسائل               
. بازگشتي حل مي شوند            

 و كوچكتر از         0تعداد اعداد اول بزرگتر مساوي            :   مثال  
 چند تاست؟    100

تعداد اعدادي كه بايد بين آنها به              :   (n)اندازه مسئله         
100در اين مسئله          .   دنبال عدد اول بگرديم       
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) ادامه (كليات   
 عدد   100. پاسخ بديهي نباشد     : بزرگ بودن مسئله 

بنابراين   . فوق، براي تعيين جواب بايد جستجو شوند  
.پاسخ بديهي نيست    

اگر صرفاً :  كوچك بودن مسئله يا بديهي بودن پاسخ      
يك عدد در اختيار داشته باشيم، به سرعت مي توان     

56 يا  13مانند  . گفت اول است يا خير 
:  تعيين كوچك بودن يا بزرگ بودن اندازه مسئله  

ولي معمولاً مسئله اي به   . بستگي به نوع مسئله دارد    
.، به عنوان مسئله كوچك شناخته مي شود         1اندازه 
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) ادامه (كليات   
تفكيك ورودي به بخشهاي كوچكتر                :  تقسيم مسئله       

در مثال قبل مي توان اعداد را به                       .  جدا از هم      )   معمولاً   (
 مي     10به جاي      :(   دسته به صورت زير تقسيم كرد               10

)توان از هر عدد ديگري استفاده كرد               
0-9, 10-19, …, 80-89, 90-99

هر زير مسئله جدا از ساير زير مسائل                         :   حل هر زير مسئله           
به عنوان مثال مي خواهيم تعداد اعداد                      :   بررسي مي شود      

.   را حساب كنيم        )   دسته اول    (   0-9اول در بازه           
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) ادامه (كليات   
 دسته  10چون باز هم جواب بديهي نيست آن را به    
 عدد  1تقسيم مي كنيم كه اينبار هر دسته دقيقاً        

دارد و به سرعت مي توان تشخيص داد اول است يا  
خير

پس از حل هر زير مسئله، براي بدست آوردن                      :   تركيب 
. جواب نهايي، اين پاسخها بايد با هم تركيب شوند                  

.تركيب در هر مسئله اي ممكن است متفاوت باشد                        
(+) جمع    در مثال ارائه شده، تركيب عبارتست از عملگر                      
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يك الگوريتم كلي براي روش تقسيم و غلبه  
َAlgorithm  D&C(low, high)
{  if small(low, high) then

  return G(low, high)
else {

      mid=Divide (low, high)
     return combine(D&C(low, mid),          
  D&C(mid+1, high))
}

} 
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محاسبه پيچيدگي زماني الگوريتمهاي     
تقسيم و غلبه 

  D&C(1,n) زمان اجراي الگوريتم                T(n)فرض كنيد      
.)  اندازه مسئله است          nمنظور از       .  (باشد

.   زمان تركيب پاسخها باشد         f(n)همچنين فرض كنيد          
) در الگوريتم قبل          combineتابع   (

 كه در آن       D&C(1,mid)در اين صورت زمان اجراي                 
mid=n/2             است، عبارت خواهد بود از T(n/2) 
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محاسبه پيچيدگي زماني الگوريتمهاي                
) ادامه  (تقسيم و غلبه     

 و هر بار با انداره           ()D&C بار     2و چون در الگوريتم قبل             
  فراخواني شده بود، پس         n/2ورودي 

T(n)=T(n/2)+T(n/2)+f(n)=2 T(n/2)+f(n)
 عدد كوچكي باشد و فرض كنيم پاسخ آن در زمان                      nو اگر    
g(n)      قابل محاسبه باشد، آنگاه T(n)=g(n)
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چند نكته     
  2در يك الگوريتم تقسيم و غلبه، هميشه مسئله به                          

مانند مثال تعيين تعداد اول            .   قسمت تقسيم نمي شود             
. قسمت تقسيم شد          10كه مسئله به        

در اين حالت باز هم هر يك از زير مسايل جداگانه و به                                   
.صورت بازگشتي حل مي شوند               

-1اگر همان مثال تعيين اعداد اول را اين بار براي بازه                                
n       در نظر بگيريم  :

T(n)=10 T(n/10)+1
T(n)=g(n)  n=1
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جستجوي دودويي    
)   فرض كنيد به صورت صعودي           (آرايه مرتب شده       :  مسئله   

A[1..n]    و كليد x      هدف يافتن   .    مفروض استx       در اين 
 در    xآرايه است به قسمي كه اگر بود، انديس خانه اي كه                           

-1آن است مشخص شود و در غير اينصورت                
  ! O(n)جستجوي خطي با           :   راه حل اول       –
(   استفاده از روش تقسيم و غلبه               :  راه حل دوم     –

) جستجوي دودويي      
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) ادامه(جستجوي دودويي    
:  مقايسه مي كنيم    xابتدا عنصر وسط آرايه را تعيين و با  

 باشد، پاسخ مسئله مشخص شده و انديس خانه    xاگر عنصر وسط برابر با  –
.وسط به عنوان جواب تعيين مي شود    

 نمي تواند در نيمه   x بزرگتر از عنصر وسط باشد، پس به طور حتم      xاگر –
لذا جستجو با همين   ) چون آرايه مرتب است   (سمت چپ آرايه باشد   

.روش در نيمه سمت راست ادامه مي يابد       
 در نيمه سمت چپ است، و نيمه سمت چپ بايد به        xدر غير اينصورت   –

همين شيوه بررسي شود      
 پيدا شود و يا اينكه     xفرايند فوق آنقدر ادامه پيدا مي كند تا يا      

 در آرايه وجود      xبازه مورد جستجو خالي شود كه در اين صورت           
ندارد
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الگوريتم جستجوي دودويي         
int bin-search(int A[],int n,int x,int low, int high)
{ if (low>high) return -1;
else{

int mid=(low+high)/2;
if(A[mid]==x) return mid;
else if(A[mid]<x) 

return bin-search(A,n,x,mid+1,high);
else return bin-search(A,n,x,low,mid-1);
}

} 



15

2,6,9

مثال
2,6,9,12,14,18,22,27             x=6

6

:جستجوي موفق 

جستجوي ناموفق   
2,6,9,12,14,18,22,27 X=1

2,6,96

22 -1

1
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تحليل زماني الگوريتم جستجوي دودويي   
: يك درخت دودويي جستجو براي مثال قبل                    

 است   1 برابر     12تعداد جستجوها براي يافتن              
.  است   2 برابر    6تعداد جستجوها براي يافتن              

: ميانگين جستجوي موفق          
    

(1+2+2+3+3+3+3+4)/8=2.7
:ميانگين جستجوي ناموفق            

(3+3+3+3+3+3+3+4+4)/9=3.2 

12

27

142

18

9 22

6
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12

27

142

18

9 22

6

تحليل زماني الگوريتم جستجوي دودويي   
)1(حداقل تعداد مقايسه براي جستجوي موفق؟ 
حداكثر تعداد مقايسه براي جستجوي موفق؟ 

   
.)  مي باشد  k  ،kبراي درختي به ارتفاع     (

Ω(1):  بهترين زمان اجرا در جستجوي موفق 
O(log:  بدترين زمان اجرا در جستجوي موفق  n)

در جستجوي ناموفق هميشه بايد تا پايين ترين سطح پيش رفت    
θ(log n):  زمان اجراي الگوريتم در جستجوي ناموفق    

kk n 22 1 <≤−
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محاسبه ميانگين زمان اجراي الگوريتم      
جستجوي دودويي

گرهي كه برگ نباشد       :    در يك درخت دودويي          گره داخلي     
هر گرهي كه برگ باشد           :   در درخت دودويي        گره خارجي      

I  :          مجموع فاصله هر گره داخلي تا                ( طول مسيرهاي داخلي
 =I)                                                         ريشه  

E  :           مجموع فاصله هر گره            (طول مسيرهاي خارجي
∑    =E  ) خارجي تا ريشه        )(xd

∑ )(xd
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)ادامه(محاسبه ميانگين زمان اجراي
 گره    nرابطه مقابل در يك درخت جستجوي دودويي با                           

E=I+2n:                                         برقرار است    
 ميانگين تعداد مقايسه براي جستجوي                       S(n)فرض كنيد      
موفق باشد  

 ميانگين تعداد مقايسه براي جستجوي                     U(n)فرض كنيد      
ناموفق باشد   

S(n)=                         U(n)=                  n
xd∑ + ]1)([

1
)(

+
∑

n
xd
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12

27

142

18

9 22

6

)ادامه (محاسبه ميانگين زمان اجراي     
S(n)=                         U(n)=                 

S(n)=(I+n)/n U(n)=E/(n+1)
S(n)=(1+1/n)U(n)-1

U(n)=θ(log n)           S(n)=O(log n)
E=I+2n

n
xd∑ + ]1)([

1
)(

+
∑

n
xd
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تحليل زماني جستجوي دودويي

O(log n)Θ(log n)Ω(log n)  جستجوي
ناموفق

O(log n)Θ(log n)Ω(1)  جستجوي
موفق

بهترين حالت  حالت ميانگين بدترين حالت  
مرتبه زماني

          حالتها         
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يافتن كوچكترين و بزرگترين عنصر يك آرايه     
: يك الگوريتم ساده     

Void  simple_max_min(int A[],int n,int &max,int &min)
{ max=min=A[0];
for(int i=1;i<n;i++)
{ if(A[i]>max) max=A[i];
if(A[i]<min) min=A[i];

} 
}

حداقل، حداكثر و ميانگين مقايسه ها چه موقع اتفاق مي افتد؟       

θ(n)

  (n-1)2:تعداد مقايسه ها    

If (A[i]>max) max=A[i]
else if(A[i]<min) min=A[i]

n-1:حداقل مقايسه ها  

(n-1)2: حداكثر مقايسه ها  

3n/2 -1: ميانگين مقايسه ها   
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يافتن كوچكترين و بزرگترين عنصر با روش تقسيم و    
غلبه  :ايده 

 تقسيم كن دو نيم آرايه را به –
 را محاسبه كن سمت چپ نيمهبزرگترين و كوچكترين عنصر  –

  min1 و   max1و آنها را به ترتيب  )  با روش تقسيم و غلبه  (
بنام 

 را محاسبه   سمت راستبزرگترين و كوچكترين عنصر نيمه  –
 و   max2و آنها را به ترتيب   ) با روش تقسيم و غلبه  (كن 

min2 بنام 
 و  MAX(max1,max2) برابر است با  بزرگترين عدد –

MIN(min1, min2) برابر است با   كوچكترين عدد  
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مثال 

2,9,3,11,89,12,4,122,90

2,9,3,11 89,12,4,122,90

2,9 3,11 89,12 4,122,90

4 122,90

Min=2

Max=9

Min=3

Max=11

Min=2
Max=11

Min=12

Max=89
Min=4

Max=4

Min=90

Max=122

Min=4

Max=122

Min=4
Max=122

Min=2

Max=122
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الگوريتم تقسيم و غلبه براي اين مسئله   

Void Find_min_max(int low,int high, int min, int max)

If (low=high) min=max=A[low];

else if (high==low+1){

if(A[low]<A[high]) { max=A[high]; min=A[low];}

else  max=A[low]; min=A[high];

}

else

{  int mid,min1,min2,max1,max2;

mid=(low+high)/2;

Find_min_max(low,mid,min1,max1);

Find_min_max(mid+1,high,min2,max2);

If(max1>max2) max=max1;

else  max=max2;

If(min1<min2) min=min1;

else min=min2;

}
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تحليل زماني الگوريتم تقسيم و غلبه 

{  int mid,min1,min2,max1,max2;

mid=(low+high)/2;

Find_min_max(low,mid,min1,max1);

Find_min_max(mid+1,high,min2,max2);

T(n/2)

T(n/2)

If(max1>max2) max=max1;

else  max=max2;

If(min1<min2) min=min1;

else min=min2;

}

O(1)If (low=high) min=max=A[low];

else if (high==low+1){

if(A[low]<A[high]) { max=A[high]; min=A[low];}

else  max=A[low]; min=A[high];

}

else

T(1)=T(2)=1

 به ازاي   Find_min_max زمان اجراي T(n)فرض كنيد  
low=0   و high=n-1  آرايه اي به طول      ( باشدn(

T(n)=2T(n/2)
T(n)=2T(n/2)+1

T(n)=2T(n/2)+1
T(1)=T(2)=1

T(n)=θ(n)
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محاسبه تعداد مقايسه ها در الگوريتم     
Find_min_max

 تعداد مقايسه هاي انجام شده در                 T(n)فرض كنيد      
 و  low=0 به ازاي         Find_min_maxالگوريتم      

high=n-1  آرايه اي به طول           ( باشدn(
T(n)=2T(n/2)+2
T(1)=0
T(2)=1

T(n)=3n/2 -2


