
مركز آموزش الكترونيكي دانشگاه علم و  
صنعت ايران  

طراحي و تحليل الگوريتمها          
روشهاي تقسيم و غلبه       :  فصل سوم 

)جلسه سوم   (



(selection)  انتخاب 

هدف مشخص     .    را در نظر بگيريد        A عنصري و نامرتب       nآرايه   *
. مي باشد     A امين عنصر كوچكتر آرايه              kكردن    

  6 عنصر كوچكتر آرايه مقابل               (k=3)به عنوان مثال سومين          *
     9,3,7,1,8,6.  مي باشد    

به صورت     (يك راه حل ساده عبارت است از مرتب كردن آرايه                         *
 امين خانه آرايه حاوي پاسخ                kپس از مرتب سازي         ).   صعودي  

. است 
.مي باشد    θ(n logn)اما زمان راه حل فوق از                   *



انتخاب با استفاده از افراز          
 كه در الگوريتم مرتب سازي سريع مورد                       partitionالگوريتم      *

استفاده قرار گرفت را مي توان براي اين مسئله نيز به كار برد                                     
:ايده *

 قرار داشته باشد   A[j] در خانه     (v)فرض كنيد عنصر افراز 
 آنگاه    k<j هستند و اگر    v كوچكتر از  A[1..j-1]در اينصورت عناصر    

k امين عنصر زير آرايه A[1..j-1]   جواب است 
 جواب است  A[j+1..n] امين عنصر زير آرايه  k-jدر غير اينصورت   



select1 الگوريتم   

 عمليات افراز را           j!=kبر اساس ايده فوق مي توان تا زماني كه                    *
تكرار كرد    

كمتر مي شود و هم اگر               )   آرايه  (در هر مرحله هم طول بازه           *
k>j      باشد مقدار k        كمتر مي شود 

پاسخ است    )   يعني عنصر افراز        ( در بهترين حالت اولين عنصر          *
در بدترين حالت همه عناصر يكي يكي به عنوان عنصر افراز                            *

انتخاب مي شوند و آخرين عنصر پاسخ مسئله است                   



) select1 )2 الگوريتم   
int select1(int A[],int n,int k)
{  low=0; up=n-1;

do{
j=partition(A,low,up);
if(k==j)  return A[j];
else if(k<j) up=j;
else  low=j+1;
}while(1)

}



مثال
در آرايه زير هفتمين عنصر را بيابيد 
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) 2(مثال
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) 3(مثال
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) 3(مثال
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select1 تحليل الگوريتم       

 باشد، بلافاصله    j=k اگر     partitionدر اولين فراخواني تابع             
در اين حالت زمان اجراي تابع                     . اجراي تابع پايان مي يابد               

select1               برابر زمان اجراي partition              مي باشد يعني زمان 
Ω(n)آن  

در بدترين حالت هر عنصر آرايه يكي يكي به عنوان عنصر افراز                               
 بار تكرار مي           do-while  nيعني حلقه        .   انتخاب مي شوند       
پس  .  بارفراخواني مي گردد            n  نيز     partitionشود و در نتيجه        

O(n2) با مثالي نشان دهيد بدترين حالت اجراي اين الگوريتم       : تمرين
 چه موقع مي تواند باشد؟  



)ادامه(select1 تحليل الگوريتم       

مانند الگوريتم مرتب سازي سريع مي توان ثابت كرد زمان                               *   
مي باشد    θ(n)اجراي ميانگين اين الگوريتم                   

 چه مقداري دارد زمان اجراي تابع متفاوت                           kبسته به اينكه           *   
است  

براي محاسبه حالت ميانگين بايد همه مقادير را با هم                                *   
 تقسيم كرد       nجمع و بر تعداد حالات يعني                

پس از محاسبه تابع ميانگين با استفاده از استقرا قوي مي                                 *   
مي باشد     θ(n)توان ثابت كرد كه تابع از              



الگوريتم بهينه براي مسئله انتخاب                 
اگر عنصر افراز با دقت بيشتري انتخاب شود، مي توان به                             * 

 باشد  O(n)الگوريتمي رسيد كه مرتبه زماني آن                    
عنصر افراز بايد به گونه اي انتخاب شود كه چند درصد از                              *

عناصر كوچكتر از آن و چند درصد بزرگتر از آن باشند                        
براي اين منظور از قاعده ميانه ميانه ها استفاده مي شود                            *



قاعده ميانه ميانه ها       
 عنصر، عنصري است كه از نيمي از عناصر بزرگتر و از                             nميانه    * 

نيمي ديگر كوچكتر باشد          
 تايي تقسيم مي شوند              r دسته     [n/r] عنصر به     nدر اين قاعده      *

 عناصر استفاده نمي شود           n-r[n/r]و از    
تعداد اين       .   دسته محاسبه مي شود          [n/r]ميانه هر كدام از اين              * 

([n/r])ميانه ها برابر با تعداد دسته ها است                   
سپس ميانه اين ميانه ها را محاسبه مي كنيم                          *



مثال
N=25, r=5.  ميانه ميانه ها را براي عناصر زير محاسبه كنيد                        *

34, 12, 23, 9, 24, 1, 56, 22, 11, 90, 32, 2, 46, 37, 
52, 81,29, 30, 88, 39, 7, 49, 71, 66, 92

 تايي تقسيم مي شوند            5 دسته   5اين عناصر به       *   
34, 12, 23, 9, 24 1, 56, 22, 11, 90 32, 2, 46, 37, 52 81,29, 30, 88, 39

7, 49, 71, 66, 92

ميانه ها
9, 22, 37, 39, 66

ميانه ميانه ها 
37



) ادامه (الگوريتم بهينه براي مسئله انتخاب                
اگر ميانه ميانه ها به عنوان عنصر افراز انتخاب شود، نتيجه مي شود          * 

)  يا بزرگتر مساوي  (     تعداد عنصر كوچكتر مساوي      [2/[n/r]]حداقل
ميانه ميانه ها مي باشند  

ر   حالا با يك الگوريتم بازگشتي مي توان الگوريتم انتخاب را نوشت كه د            * 
آن ميانه ميانه ها به عنوان عنصر افراز انتخاب مي شود     

⎡ ⎤2/r



) ادامه (الگوريتم بهينه براي مسئله انتخاب                
Select2(int A[], int k, int low, int up)
n=up-low+1;
if(n<=r) sort A[low..up] and return A[k] else
Divide A into [n/r] sub array with size r
Insert the median elements in array m
v=select2(m,[n/r]/2,1,[n/r])
Call partition for A with v as pivot element
If k=j-low+1 then return v
else if k<j-low+1 then return select2(A,k,low,j-1)
else return select2(A,k-(j-low+1),j+1,up)



مثال 
در   )   بهينه( امين كوچكترين عنصر را با الگوريتم انتخاب                          4*  

ميان عناصر زير بيابيد         
34, 12, 23, 9, 24, 1, 56, 22, 11, 90, 32, 2, 46, 37, 

52, 81,29, 30, 88, 39, 7, 49, 71, 66, 92

37, 12, 23, 9, 24, 1, 56, 22, 11, 90, 32, 2, 46,34, 
52, 81,29, 30, 88, 39, 7, 49, 71, 66, 92

ميانه ميانه ها 
37



)ادامه (مثال  
12, 23, 9, 24, 1, 22, 11 , 32, 2, 34,29, 30, 7, 37, 
56, 90, 46, 52, 81, 88, 39, 49, 71, 66, 92

12, 23, 9, 24, 1, 22, 11 , 32, 2, 34,29, 30, 7
j=14

12 22

ميانه ميانه ها 
12



)ادامه (مثال  
12, 23, 9, 24, 1, 22, 11 , 32, 2, 34,29, 30, 7

9, 1, 11, 2, 7, 12, 23, 24, 22, 32, 34, 29, 30

9, 1, 11, 2, 7
j=6

9 چهارمين کوچکترين عنصر



select2تحليل الگوريتم 
 باشد  select2(A,k,1,n) زمان اجراي           t(n)فرض كنيد       *  
 مي باشد     O(1)زمان يافتن هر ميانه از               *   
  select2(m,[n/5]/2,1,[n/5]) زمان      r=5با فرض اينكه         *   

 مي باشد    t(n/5)برابر    
  0.7n+1.2 حداكثر      A[j+1..up] و  A[low..j-1]اندازه     *   

) چرا؟  (مي باشد     



)ادامه (select2تحليل الگوريتم 
 بيشتر نيست پس          3n/4 از     n>=24 براي     0.7n+1.2مقدار     *   
   *t(n)<=t(n/5)+t(3n/4)+cn
t(n)=O(n)با استفاده از استقراء قوي مي توان نشان داد كه                               *   
 از     select2پس مي توان گفت در بدترين حالت زمان اجراي                            *   

O(n)     مي باشد 



مسئله ضرب دو ماتريس  
 p*m و n*p دو ماتريس به ترتيب با اندازه هاي     B و   Aفرض كنيد * 

 خواهد بود n*m يك ماتريس  C=A*Bحاصلضرب آنها     .  باشند 
 Aحالتي را در نظر بگيريد كه ماتريسها مربعي باشند، يعني دو ماتريس              * 

 مي  n*nدر نتيجه ماتريس حاصلضرب نيز     .   باشند n*n هردو  Bو  
باشد 

  B را در هر ستون از    Aبراي ضرب اين دو ماتريس بايد هر سطر از     * 
ضرب كرد  



الگوريتم معمولي ضرب دو ماتريس  
void mul(A,B,C)
{  for(i=1;i<=n;i++)

for(j=1;j<=n;j++)
{  C[i,j]=0;

for(k=1;k<=n;k++)
C[i,j]=C[i,j]+A[i,k]*B[k,j];

}
}

θ(n3)



روش تقسيم و غلبه معمولي  
 زير ماتريس با اندازه 4 به B و  Aدر اين روش هر كدام از ماتريسهاي      * 

:  تقسيم مي شوند به صورت زير n/2*n/2هاي  

: در اينصورت مي توان نشان داد       * 
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تحليل الگوريتم تقسيم و حل 
در نتيجه زمان .    باشد n*n زمان ضرب دو ماتريس    t(n)فرض كنيد * 

 خواهد بود t(n/2) برابر  n/2*n/2ضرب دو ماتريس   
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t(n)=8t(n/2)+4n2

t(n)=O(n3)



روش استراسن براي ضرب دو ماتريس  
را مي توان به صورت زير به                    Cijولكر استراسن نشان داد كه                *  

: دست آورد  
C11=P+S-T+V
C12=R+T
C21=Q+S
C22=P+R-Q+U

P,Q,R,S,T,U,V متغير 7كه در اين فرمولها     
 هستند كه نحوه محاسبه آن     n/2*n/2ماترسهاي    

ها توضيح داده مي شود 



)ادامه (روش استراسن  
 ماتريس 7محاسبه هر يك از اين  * 

 دارد   n/2*n/2   نياز به يك عمل ضرب   
در اين فرمولها تعداد جمع و تفريقهاي      * 

 مي باشد 10 برابر n/2*n/2   ماتريسهاي    
 عمل جمع و تفريق ماتريسهاي  8ضمناً تعداد   * 
   n/2*n/2    براي محاسبه  Cij  ها

  لازم است  
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تحليل الگوريتم ضرب استراسن 
 با روش استراسن          n *n  زمان ضرب دو ماتريس           t(n)اگر    *   

:باشد
t(n)=7t(n/2)+18n2

T(n)=O(nlog7)=O(n2.81)



)1( تمرين حل شده 
  8*8با استفاده از روش استراسن براي محاسبه حاصلضرب دو ماتريس         * 

چند عمل ضرب نياز است؟ تعداد ضربها در حالت كلي براي يك          
 چقدر مي باشد؟    n*nماتريس 

اگر فرض كنيم  .  در اين سوال فقط تعداد ضربها مد نظر است       :  پاسخ * 
F(n)     تعداد ضربها براي ضرب دو ماتريس n*n   با روش استراسن 
: باشد 

F(n)=7F(n/2)
F(1)=1 F(n)=7logn F(8)=73



)2( تمرين حل شده 
. پيچيدگي آنرا حساب كنيد     :  به صورت زير است    Aالگوريتم هوارد براي مرتب سازي عناصر آرايه                     * 

Algorithm stooge_sort(low,high)
if A[low]>A[high] then swap(A[low],A[high]);
if low+1<high then
{ k=[high-low+1/3]

stooge_sort(low,high-k);
stooge_sort(low+k,high);
stooge_sort(low,high-k);

}

T(n)=3T(2n/3)+1

T(1)=1

a=3

b=3/2
T(n)=O(n2.7)


