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: مراحل طراحي    

 

 

1) Conceptual design                            مفهومي طراحي           

2) Preliminary design                                                        اوليه طراحي  

3) Detail design                         جزئيات طراحي    
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 رستـفه

  

  خمش در مقاطع نا متقارن )1

  ممان اينرسي -

  خمش دو محوري -

 ...و  ينثو محور خ يمحور هاي اصل -

 خمش تير هاي خميده -

  

  توزيع جريان برش ناشي از بار برشي )2

  توزيع جريان برش -

 كز برشمر -

  

  تنش برشي ناشي از پيچش )3

  توزيع جريان برش -

  )بسته / باز : جدار نازك( مقاطع غير مدور -

  مقاطع تك سلولي -

 مقاطع چند سلولي-
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 ايده آل سازي مقاطع بال وبدنه )4

 

   كمانش و پايداري سازه )5

  )كمانش كلي( نيرو ها وستون ها -

  كمانش موضعي -

 عرض موثر پوسته -

  

  حي سازه مقطع بدنهطرا )6

  رينگر هابررسي مقطع مورد نياز براي است -

  رينگر هابررسي چيدمان است -
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 (Moment of Inertia) : ممان اينرسي سطح
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  (Radius of Gyration):  ژيراسيونشعاع 

گشتاور حول آن نقطه با گشتاور كل جسم مركز سطح نقطه اي است كه اگر كل جرم متمركز در يك نقطه شود 

  .معادل شود
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)1-2(شكل   

)1- 1(شكل   

) 1- 1(فرمول   

) 1- 2(فرمول   

) 1- 3(فرمول   
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  :قضيه انتقال محورهاي موازي
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  :دوران محورهاي مختصات 
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)1- 3( شكل  
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) 1-  4(فرمول   
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  :محورهاي اصلي اينرسي 

  

 . رسند هاي اينرسي روي آنها به اكسترمم ميمحورهايي هستند كه ممان 

  .هاي اينرسي نسبت به مركز جرم اند اين ممان :توجه
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  .محور تقارن حتما يكي از محور هاي اصلي است : نكته

)1- 5(شكل   

) 1- 6(فرمول   
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 .محل محورهاي اصلي را بدست آوريد):  1 -1(  مثال

  .در ابتدا مختصات مركز سطح را بدست مي آوريم تا محورهاي مركزي تعيين شوند:لح

 

7 1 1 1 9
1.25  ( )x.dA 8 4 8 4 4

x
1 1 9dA 1.25 ( )
4 4 4

x 0.39285

1 1 9 9 1
1.25  ( )y.dA 8 4 8 4 4

y  
1 1 9dA 1.25 ( )
4 4 4

y 0.767857142

in

in

 × × + × × 
 = =

 × + × 
 

=

 × × + × × 
 = =

 × + × 
 

=

∫
∫

∫
∫

 

)1-6(شكل   

)1-7(شكل   
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  . حال ممان اينرسي را در محورهاي مركزي بدست مي آوريم
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درجه1 دقيقه 60   
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ل زير اطلاعات مورد نياز براي در جدو. شكل زير سطح مقطع يك بال را نشان مي دهد : )  1 -2(  مثال

.مطلوب است ممان اينرسي محورهاي اصلي براي اين سطح مقطع. داده شده است 16تا  1استرينگر هاي   

 

 

  .براي محاسبه ممان اينرسي به مركز سطح هر كدام از اين استرينگر ها نياز داريم
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 :مش خالص براي تير هاي با مقطع دلخواهخ

  

 .استy-z     مقطع صفحه

 
 

 

 

 

 

  ،گذرد  مركز سطح جايي است كه محوري كه از آن مي:  نكته

 .گشتاور اول سطح نسبت به آن محور صفر است

توان از  چون الاستيك و خطي فرض كرديم مي

 .سوپر پوزيشن استفاده نمود
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)1-9(شكل   

)1-10(شكل   

) 1- 7(فرمول   

) 1-  8(فرمول   
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 روش هاي محاسبه ي تنش ناشي از خمش

 

   Principal Axis Methodاستفاده از محورهاي اصلي : روش اول 

  

  

 

 

 

 

  .همان محور اصلي است محورتقارن ، محور تقارن داشته باشيم دانيم كه اگر مي

خواهيم ببينيم كه محور خنثي لزوما از  مي

  .گذرد يا خير ميمحور تقارن  
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)1-12(شكل   

)1-11(شكل   
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  :دل بايدبراي تعا
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بنابراين حتي اگر مقطع نا متقارن بود . گشتاور اول سطح نسبت به محور خنثي حتما بايد از مركز سطح بگذرد

  .محور خنثي از مركز سطح مي گذرد

  .گذرد مركز سطح مي در مقاطع متقارن محور خنثي لزوما از: نكته
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)1-13(شكل   
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  .دهيم قرار مي 4و در رابطه   ، از دو معادله بالا را بدست مي آوريم

 

 (y,z)محاسبه تنش براي هر نقطه

 

در اين روش نيازي به محاسبه محورهاي اصلي نداريم و 

  .فقط كافي است كه محور اصلي باشد

 

  k-methodروش  :روش دوم 

  )باشد اي غيراصلي مركزي مياين روش بر اساس محوره(
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) 1-  10(فرمول   

) 1- 11(فرمول   

) 1-  12(فرمول   
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   Natural Axis method     : روش سوم

N N

N

M Y
σ

I
=  

  

  .خمش را در اين مقطع با استفاده از اين سه روش حساب كنيد :)  1 -3(  مثال

                       bd = 8 , bc = 16 , ac = 12  
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S

=
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 .كنيم در ابتدا مركز سطح مقطع را پيدا مي

  .اثر فلنچ هاي روي محور خنثي صفر مي شود

  .مقطع نامتقارن است و محل محور خنثي معين نيست

  

( )a b a b d s *12 s *8 s s s s  5.926c y y in+ = + + + ⇒ = �� 	
��z ′  

( )a c a b d  s *16 s *16 s s s s  10.667 inc z z+ = + + + ⇒ = �� 	
��y ′  

  : سي حول محور مركزي را لازم داريماكنون ممان اينر
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∑ ∑
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) 1- 13(فرمول   

)1-14(شكل   

a 

c d 

b 



16 

 

2 2 2 4

4

(16) (16)  153.58 

*16*12  21.32 

1600 * 50 80000 lb.in

6000 * 50 300000 lb.in

2 2*21.53
tan 2 0.589
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pθ بايد علامت منفي قرار داده شود.  

4

4
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2 2

cos 2 sin 2
2 2
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 =


=
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ن، ممان اينرسي و مختصات، همه بايد به اگر بخواهيم در سيستم اصلي ادامه دهيم، تمامي پارامترهاي مما

  .محورهاي اصلي بروند
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)1-15(شكل   
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pحال بايد مختصات هر فلنچ را در محور  pz y−  بدست آوريم تاxσ بدست آيد.  

 

2

2

cos sin
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  استفاده از محور خنثي: روش دوم
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)1-16(شكل   
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  (k-method) :ومروش س
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  :خمش تيرهاي خميده 

  

  در اين بخش مي.آمدندوجود ميهايي بود كه از خمش عضوهاي راست بهي تنشتحليل ما تا كنون درباره

خواهيم تنشهايي را بررسي كنيم كه از وارد كردن كوپلهاي برابر و مخالف بر عضوهايي كه شكل منحني يا 

  .گذرد و با آن فاصله دارددر اين صورت،محور خنثي ديگر از مركز سطح نمي.آيندوجود ميخميده دارند،به

  

  
:شعاع خارجي or  

شعاع داخلي  : ir  

شعاع مرز سطح  : r  

:شعاع محور خنثي r  

مورد نظر نشعاع الما  :ρ  
 

 
( ) ( )

     (1)

r d
r d

E

E

ρ ϕ
ρ ϕε

σρϕ
ρϕ

σ ε

− 
−= 

→ =
= 

)1-17(شكل   

=طول اوليه المان ρϕ  

=تغيير طول المان ( )yd r dϕ ρ ϕ= −  
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( )

( )

0 0 0

0 0

0

r d
F dA E dA

rE E dA
d dA d r dA

dAdA
r dA r

dA

ρ ϕ
σ

ρϕ

ρ
ϕ ϕ

ϕ ρ ϕ ρ

ρ
ρ

−
= → = → =

−  
→ = → − = 

 

− = → =

∑ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫
∫ ∫

∫

 

( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

2
(1)

2

2

2

2 2 2

2
2

0

M= 2

(1)   
2

r  
   =   

 

i or r

E r d
M M r dA dA

rEd
M dA r dA

M dA r r dA dA
r rEd

r r r r

dA
r dA rA M r

M A r r
r A r r

dA rA

ρ

ρ ϕ
σ ρ

ρϕ

ρϕ
ρσρ σρϕ ρ ρ

ρ ρ ρ ρϕ σρ
ϕ ρ ρ ρ ρ

ρσρρ σ
ρ ρρ

< <

−
= → = − =

− =  −  
→ = → − +   − −   → =  − − = − + 


= = −

= − → →
− −= 

∑ ∫ ∫

∫
∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫
 =  

My

Ae
σ

ρ

 

 

  )تنش كششي(ي دروني تنش در لايه

  

  

  )تنش فشاري( ي بيرونيتنش در لايه

  

  

 

 

 وضعيت در دروني ي لايه ، است مشخص بالا درنمودار طوركه همان

  .دارد قرار خارجي ي لايه به نسبت بدتري تنش

  

( )i
i

i

M r r

r Ae
σ

−
=

( )o
o

o

M r r

r Ae
σ

−
=

)1- 18(شكل   

) 1-  14(فرمول   

) 1- 15(فرمول   
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 يك اثر ،تحت رو روبه شكل مانند 50mm  ضلع طول با مربعي مقطع سطح با اي خميده تير: )  1 -4(  مثال

M 2083مقدار به كوپل Nm= نماييد بررسي زير درحالات را تنشها شرايط .قراردارد:  

) 250

) 75

) 

a r mm

b r mm

c r

=

=

= ∞

  

   

 

( )
2

ln( )ln( )

50
) r 250 225 (mm)

2 2
50

     r 250 275 (mm)
2 2

50
     r = 249.16 (mm)

275
ln( )

225

2083(249.16 225)
    107 (MPa)

225 50

     

o

i

r
oo

r
ii

i

o

i
i

i

o

dA bh h h
r

dA bdl rr
rr

h
a r

h
r

M r r

r Ae

ρρ ρ

σ

σ

= = = =

= − = − =

= + = + =

=

− −
= = =

× ×(250− 249.16)

∫
∫ ∫

( )
2

2083(275 249.16)
93.6 (MPa)

275 50
o

o

M r r

r Ae

− −
= = =

× ×(250 − 249.16)

 

  

  

)1-19(شكل   

i

o

3

b) r 50   (mm)

    r 100  (mm)

    r=72.13  (mm)

    σ =128   (MPa)

    σ =80.9  (MPa)

c) 

2   100  (MPa)

12

i

o

i o

r

h
M

Mc

I bh
σ σ

=

=

→∞

= = = =
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  ي تنش خمشي در تير خميدهروش ساده براي محاسبه

 

 

ck باعث ميشود تير خميده به مستقيم تبديل شود .  

ck : correction factor for curvature 

Section R

C
 Factor ck  

R

ρ
 

ib  ob  

Inside fiber Outside fiber 

 

١.٢ 
١.� 
١.� 
١.٨ 
٢ 
٣ 
� 
� 
٨ 
١٠ 

٢.٨٩ 
٢.١٣ 
١.٧٩ 
١.٨٣ 
١.�٢ 
١.٣ 
١.٢ 
١.١٢ 
١.٠٩ 
١.٠٧ 

٠.�٧ 
٠.�٣ 
٠.�٧ 
٠.٧ 
٠.٧٣ 
٠.٨١ 
٠.٨� 
٠.٩ 
٠.٩٢ 
٠.٩� 

٠.٣٠� 
٠.٢٠� 
٠.١�٩ 
٠.١١٢ 
٠.٠٩ 
٠.٠�١ 
٠.٠٢١ 
٠.٠٠٩٣ 
٠.٠٠�٢ 
٠.٠٠٣٣ 

 

١.٢ 
١.� 
١.� 
١.٨ 
٢ 
٣ 
� 
� 
٨ 
١٠ 

٣.١� 
٢.٢٩ 
١.٩٣ 
١.٧� 
١.�١ 
١.٣� 
١.٢� 
١.١� 
1.12 

١.١٢ 

٠.�٢ 
٠.�� 
٠.�٢ 
٠.�� 
٠.�٨ 
٠.٧� 
٠.٨٢ 
٠.٨٧ 
0.91 

٠.٩٣ 

٠.٣�٢ 
٠.٢�٣ 
٠.١٧٩ 
٠.١٣٨ 
٠.١١ 
٠.٠� 
٠.٠٢٨ 
٠.٠١٢ 
0.008 

٠.٠٠٣٩ 

)1- 20(شكل   

) 1- 13(فرمول   c

MC
k

I
σ =  
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  .عددهاي مورد نظر وجود دارد (A13.3)جدول  ،"Bending Stress"براي مقاطع زير نيز در كتاب براون بخش

هر چقدر نسبت 
R

C
  .شودتر ميبيشتر باشد، تير به تير مستقيم نزديك 

 

  

  هاي اصلياز محورتعيين محل محور خنثي در مقاطع دلخواه با استفاده 

 

yz
x

z y

M zM y

I I
σ

−
= +

cos

sin
z

y

M M

M M

θ

θ

=
 =

 

  :در محل محور خنثي خواهيم داشت

0xσ = ⇒
cos sin

z y

M M
y z

I I

θ θ  
=        

 

'tan tanz

y

Iy

z I
ϕ θ= =  

zI وyI هستند بنابراين،  همواره مثبت'ϕ وθ علامتندهميشه هم.  

zI وyI   باشندماكزيمم و مينيمم سطح ميدر روابط فوق ممان اينرسي.  

  .است) باشدمي yIكه در اينجا (و ممان اينرسي مينيمم  )M(محور خنثي همواره بين محور گشتاور

z yI If ⇒ 'ϕ θf  

z yI Ip ⇒ 'ϕ θp  

  .هاي اصلي همان محور تقارن استرن داريم يكي از محوروقتي در شكل تقا:  نكته

  

)1-22(شكل   

)1-21(شكل   
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 :توزيع جريان برش در يك مقطع دلخواه

  

0MΣ =  

2

( ) 0
2

wdx
M V dV dx M dM− − + + + + = ⇒ 0Vdx dM− + = ⇒

dM
V

dx
=  

2

2
( )

d M
w x

dx
=  

 

  .در جاهايي كه تغييرات ممان داريم حتما بار برشي وجود خواهد داشت: نكته

  .كنندها تنش نرمال ايجاد ميخمش

 .يك نيروي برشي ست dHماهيت 

  

  

)2- 1(شكل   

)2-2(شكل   

z
y

y
z

dM
V

dx
dM

V
dx

 = −

 =


) 2- 1(فرمول   
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0xFΣ =  

( ) 0x x xdA d dA dHσ σ σ− + + + =∫ ∫ ⇒ ( )xdH d dAσ= −∫  

  :K-Methodمحاسبه جريان برشي به روش ) الف

( )2 1 3 1( )x z y y zM K M K y M K M K zσ = − + + +  

( )2 1 3 1( )x z y y zd dM K dM K y dM K dM K zσ = − + + +  

z

y

Q ydA

Q zdA

 =


=

∫
∫

 

2 1 3 1( ) ( )y yz z
z y

dM dMdM dMdH
K K Q K K Q

dx dx dx dx dx

 
= − − + + + 

 
 

z
y

y
z

dM
V

dx
dM

V
dx

 = −

 =


 

2 1 3 1( ) ( )y z z z y y

dH
V K V K Q V K V K Q

dx
 = − − − + + −   

  q: جريان برشي)Shear Flow( 

dH
q

dx
≡  

2 1 3 1( ) ( )x y z z z y yq V K V K Q V K V K Q= − − − −  

  ):Principal Axis Method(محاسبه جريان برشي به روش محورهاي اصلي) ب

 
yp zp zp yp

x
zp yp

V Q V Q
q

I I
= − −

 

) 2- 3(فرمول   

) 2-  4(فرمول   
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  .را پيدا كنيد Cو Bدر  يجريان برش) :  2 -1(  مثال 

  

اگر محور تقارن داشته باشيم آن محور، محور اصلي ست كه : توجه

  .در اين سوال نداريم

  

  :خواهيم داشت K-Methodبا توجه به روش  

 

0.9 0.1 0.05 0.9 0.1 2.95 0.1 3 1.5
1.5"

0.9 0.1 0.9 0.1 0.1 3

0.95"

ydA
y

dA

zdA
z

dA

× × + × × + × ×
= = =

× + × + ×

= =

∫
∫
∫
∫

 

  :حال ممان حول مركز سطح را بدست مي آوريم

 

( )

( ) ( )

2
32

'

3 2 3

3 22
'

3 2 3

1 0.9
0.1 0.9 0.1 0.9 0.95

12 2

1 0.9 1
0.1 (0.9) 0.1 0.9 ( 0.05) 3 0.1 0

12 2 12
  0.0574

1
0.9 0.1 0.1 0.9 1.5 0.05

12
1 1

0.9 (0.1) 0.1 0.9 (1.5 0.05) 0.1 3
12 12

y y

y

z z

I I Ad

I

I I Ad

 = + = × × + × × − 
 

+ × × + × × + + × × +

→ =

= + = × × + × × −

+ × × + × × − + × ×

∑ ∑

∑ ∑

( )

0

  0.6036

0.9
0 0.9 0.1 1.5 0.05 0.95

2

0.1305

z

yz yz y z

yz

I

I I Ad d

I

+

→ =

 = + = + × × − − 
 

=

∑ ∑

 

)2- 3(شكل   
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  .بدست مي آيد xqها را بدست مي آوريم و در رابطه قرار داده و Kمتد، Kسپس از روش 

  .را بدست آوريم yQو  zQحال بايد 

2 4

4

4

0.0574( )

0.6035( )

0.1305( )

y y

z

yz

I I Az in

I in

I in

= Σ +Σ =

=

=

 

1 2
7.704yz

y z yz

I
K

I I I
= =

−
 2 2

3.257y

y z yz

I
K

I I I
= =

−
 3 2

34.25z

y z yz

I
K

I I I
= =

−
 

10000cos30 8660

10000cos30 5000

y

z

V lb

V lb

= =


= − = −
 

(8660 3.257 5000 7.406) ( 5000 34.25 8660 7.406)x z yq Q Q= − × + × − − × − ×  

65235.6 235385.9x z yq Q Q= − +  

 

  :Bي برا

1 0.1 1.45 0.145

1 0.1 0.45 0.045
z

y

Q

Q

= × × =
 = × × =
  

 

  :Cبراي 

  

1.4
0.145 (0.1 1.4)( ) 0.243

2
0.45 0 0.45

z

y

Q

Q

 = + × =

 = + =

 

 

 

)2- 5(شكل   

)2-4(شكل   
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 ):shear center(مركز برش

  

در اينجا در جهت بارگذاري تير تقارن ندارد، علاوه بر خمش پيچش هم 

  .داريم

كنيم، جريان برش ابتدا صفر است و رفته شروع به حركت مي 1از نقطه 

  .شودرفته زياد مي

در نتيجه  ،گيرد كه اين نيرو به سمت پايين استقرار مي Pر تحت بار تي

  ،العمل به سمت بالا خواهد بودعكس

  .يعني در جان تير بايد نيروها به سمت بالا باشد تا آن را خنثي كند

  

  

  

VQ
q

I
←) ثابتند Vو  Iدر اين فرمول( = q  بهQ گي داردبست.  

Q Ay Sty=   كندكند در نتيجه خطي تغيير ميتغيير ميSثابت است، فقط  tوy، 3و  1ناحيه  كه در =

  .در نتيجه تغييرات به صورت سهمي است) ثابت است t(متغيير از جنس طول دارد  2Q ،2اما در ناحيه 

  .كندكند ولي در مقطع عمودي فاصله تغيير ميتغييري نمي yمقاطع افقي در 

  )2-6(شكل 

)2-7(شكل   
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كنند در نتيجه تعادل نيرويي برقرار است ولي يك كوپل همديگر را خنثي مي Fنيروي  2از نظر تعادل نيرويي 

  )P=V:وجهت(را خنثي كندTاي باشند كه كوپل بايد در فاصله Vو Pكنند ايجاد مي

e فاصله خواسته شده است  

q نيروي برشي بر واحد طول است و مساحت زير نمودار q ، دهدنيرو مي )qds∫(  

1

2 aF q b=  

  Fh=كوپل

.
2

( )
2

a

a
a

q b
Fh h

h
V btVQ

q
I I

= 




= = 


=كوپل→ Pe →
2

VQbh
Pe

I
= →  

  .گيردهمواره روي محور تقارن قرار مي eاگر تقارن داشتيم 

  .اي است كه اگر برآيند بارهاي خارجي از آن رد شود پيچش صفر استمركز برش نقطه: نكته

مشخص كرده سپس بر حسب گشتاورها با صفر كردن براي تعيين مركز برش ابتدا بايد جريان برش را :  نكته

  .شودپيچش مركز برش پيدا مي

  .كندشود و گشتاور را نيز تحمل مياستيرينگر باعث تقويت پوسته مي

  

)2-8(شكل   

2 2

4

b h t
e

I
= ) 2- 5(فرمول   
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دهد كه تعدادي فلنج به پوسته وصل شده است، تعداد و شكل شكل زير يك مقطع را نشان مي) :  2 -2(  مثال

  .مركز برش را براي اين مقطع بيابيدفلنجها در شكل زير آمده است 

 
2

2

2

0.1

0.4

0.2

a d e h

b c

g f

A A A A in

A A in

A A in

 = = = =


= =
 = =

 

 

 

اند مركز سطح روي متقارن Zنسبت به هاچون مساحت

:اين محور است اما بايد بررسي شود كه در كجاي آن است  

1

1

2 7.5 2.5 2.5 7.5
 1.875

2

n

b a h gi ii
n

a b h gii

A A A AA Z
z z

A A A AA
=

=

 + − − = = ⇒ =
 + + + 

∑
∑

 

از نظر . ر اين جا مقطع متقارن نيستگيرد اما داگر در شكل تقارن داشتيم مركز برش روي محور تقارن قرار مي

  .توزيع جريان برش غيرمتقارن است زيرا در بالا باز و در پايين بسته است

yرا  zوسط محور  كنيم، چون هاي اينرسي را نسبت به محورهاي مركزي حساب ميگيريم حال ممانمي′

  :سه با ابعاد كل مقطع ناچيز است داريمابعادفلنج در مقاي

0

2 4

1

2 4

1

I 0

64.4  

40  

n

y i i
i

n

z i i
i

I A z in

I A y in

=

=

= ⇒


= =



 = =


∑

∑

 

2 2
0 iAy I A d

0

ź z

yz

I I

I

= += +

=
∑ ∑  

.مركز برش جايي است كه اگر بار خارجي در آن وارد شود پيچش نداريم  

)2-9(شكل   
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گذرد و مقدار آن اهميت ندارد چون از مركز برش مي(گيريم حال يك بار خارجي به صورت پارامتري در نظر مي

.)آن صفر است كوپل  

y z z y
x

z y

V Q V Q
q

I I

−
= − −  

yV  :اعمال شود اگر فقط    

0

y z
x

z

a

V Q
q

I

q

= −

=

 

0.1 5

5 0.4

5 0.1

0.5

2.5

0.5

0

0.5

1.5

0.5

a

c

d

Q
y a y

ab a ab
z z

y b y
bc ab

z z

Q
y c y

cd bc cd
Z z

Q
y d

de cd de
z

y e y
ef de

z z

y f y
fg ef

z z

y g y
gh fg

z z

y h
ha gh

V Q V
q q q

I I

V Q V
q q

I I

V Q V
q q q

I I

V Q
q q q

I

V Q V
q q

I I

V Q V
q q

I I

V Q V
q q

I I

V Q
q q

= ×

=− ×

=− ×

= − ⇒ = −

= − = −

= − ⇒ = −

= − ⇒ =

= − =

= − =

= − =

= − ( )0.5 0.1 5y y

z z z

V V

I I I
= − ×
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( ) ( )1 1

1

0

0.5 5 2.5 10 7.5 1.5 5 5 1.5 10 7.5

0.5 5 5 0.5 5 5 0 1.875

scM

V V V V
e e

I I I I

V V
e

I I

=

       ⇒ − × − × − + × × + × + +       
       

   × × − × × = ⇒ =   
   

∑

 

  :اعمال شود  zVاگر فقط

0

0.0625

2.3125

4.5625

4.625

4.1875

2.3125

z y
x

y

a

z a z
ab a

y y

z b z
bc ab

y y

z c z
cd bc

y y

z d z
de cd

y y

z e
ef de

y

z f z
fg ef

y y

V Q
q

I

q

V Q V
q q

I I

V Q V
q q

I I

V Q V
q q

I I

V Q V
q q

I I

V Q
q q

I

V Q V
q q

I I

=

= −

=

= − = −

= − = −

= − = −

− = −

= − = −

= − = −
 

0.437

0

z g z
gh fg

y y

ha

V Q V
q q

I I

q

= − =

=
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 20 6.43"= → =∑ scM       l  

0jM(صفر مي شود  jنقطه دلخواه مثل    حول هر ∑Mوقتي مقطع پيچش ندارد : توجه =∑(  

  

سبات محل دقيق آن بعد از انجام محا. را در ابتدا در هر جاي دلخواه مي توانيم در نظر بگيريم Aنقطه : نكته

  .معلوم مي شود

  

 :مقاطع غير مدور -تنش برشي ناشي از پيچش

 

  

  

 

  .تنش برشي به صورت خطي از مركز به سمت محيط تغيير مي كند و به المان بستگي ندارد

 

 

 

)2-11(شكل   

( )4 4π
j R r    

2
= − براي مقاطع مدور توخالي

 

3j 2πtR  =  براي مقاطع دايره اي جدار نازك
) 3-  4(فرمول   

               max

Tl Tc TR
or

j j j
τ τ= → =

 

) 3- 3(فرمول   

L   	��� ��� ���� ��:&�%$" �  #�" � ��رد  ��   

L   ز� ا��
:,�ل *(�    

    

  
Tl

Gj
θ =

 

) 3- 1(فرمول   

) 3- 2(فرمول   



34 

 

>> 

� �⁄  �� �� 

1 0.208 0.1406 

1.2 0.219 0.1661 

1.5 0.231 0.1958 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

5 0.291 0.291 

10 0.312 0.312 ∞ 0.333… 0.333… 

  

  

  :در مقاطع مستطيلي

  

( )

max b 2
2

1

3
2

1 2

max 2

3
3

T
τ τ

c bt

Tl
                  

c bt G

1bif      c ct 3
3T

τ                                            
bt
3Tl 1 b

  ;  t       1
bt G 3 t

j b if

θ

∞

θ

 = =

 =


→ → = =

 =

 = =


�

 

 

) ٣- .(&���ل   
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را به ترتيبي كه در شكل هاي زير مشخص است يافته و از معادلات داده  tو  bبراي مقاطع جدار نازك باز مقادير 

  :شده در زير استفاده مي كنيم

i
max

3
i i

Tt
τ

j1
j b t         

Tl3
         

Gj
θ

 =
= → 

 =


∑  

  ) :  3 - 1( مثال 

  تفاوت رفتار دو قطعه زير در مقابل پيچش چيست؟

 3
1

2 1
3

1 22

2 0.02474
θ j

          θ      5501 Gj θ jj t 0.000045
3

j tr
Tl

b

π = =
 → = → = =

= =

 

  .با اين مثال مشاهده مي كنيم كه يك شيار كوچك چه تأثير بزرگي روي سختي پيچشي دارد

)3- 1(شكل   

)3-2(شكل   

) 3- 6(فرمول   
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  :پيچش در مقاطع جدار نازك بسته 

 

( )

. .
2 0

2

2 2

2

t q

o
o o

o A

dF tds dF qds

dM dF h qds h
dM qdA M

hds dA

dM T qdA T T Aq

q T

t At

ττ

τ

== → =

= = 
→ = → =

= 

→ = → = → =

= =

∑

∫ ∫

 

 

 :محاسبه زاويه پيچش

2 2
2

2 2

1
. (1)

2

: 1

1
(1)

2 8 8

T
q

A

dU dF

q
if

G tG

T T
q ds dU ds U ds

A Gt A Gt

δ

δ
τ

δ

δ
=

=

= Γ

= → = Γ = =

→ → = → = ∫

l

l

�

 

تئوري كاستليانو
24

U T
ds

T A Gt
θ

∂
→ = →

∂ ∫�  

�طول 
24

T ds

A G t
θ→ = ∫

l

�  

2
2

2

q cte

i

i

q ds
T Aq

AG t
q

AG t

θ

θ

== → =

=

∫

∑

l

l l

�
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  :مقاطع بسته چند سلولي جدار نازك

 

 :اگر ضخامت در كل مقطع برابر باشد داريم 

1 12 2 23 3

1 2 3

1 1 1 2 2 2 3 3 3

1 1 2 2 3 3

    

  

 2            ,     2          ,   2

  2  2  2

t t t t t t

T T T T

T A q T A q T A q

T A q A q A q

= = = = =

= + +

= = =

= + +

 

  L =طول تير          :از پيوستگي استفاده مي كنيم 

  

 

 

)3- 5(شكل   

3 2 1

1 2
1 2

1 1 10 1 2 12
1

2 2 20 2 1 12 2 3 23
2

3 3 30 3 2 23
3

   

, ,...
2 2

[ ( ) ]
2

[ ( ) ( ) ]
2

[ ( ) ]
2

i iq ds q ds

A G t A G t

q q q
A Gt

q q q q q
A Gt

q q q
A Gt

θ θ θ θ

θ θ

θ

θ

θ

= = =

= =

= + −

= + − + −

= + −

∫ ∫

∫

∫

∫

l l

l
l l

l
l l l

l
l l
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  :براي مقاطع دو سلولي

  :توزيع تنش و زاويه پيچش در مقاطع دو سلولي بسته جدار نازك 

 

10
10 1 2

10

20 1 12
1 2 2 2

20 1 12 10 2

10 12
2 2 2

20 1 12 10

2
2

2

          ,       

 
  ]

2   

 
  ]

2  

[

[
 

a A A A
t

a A a AT
q

a A a A a A

a A a AT
q

a A a A a A

= = +

+
=

+ +

+
=

+ +

l

 

  ) :  3 -2( مثال  

  جريان برش را در مقطع زير بدست آوريد؟

 

 

2
1

2
2

  83450 

 105.8 

 387.4 

inT lb

A in

A in

=

=

=

 

 

 

 

)3-6(شكل   

) 3-  10(فرمول   
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10 12

20

   ,  26.9 /  0.025  1075      ,  335

25.25 15.7 25.3
   1735,    1

0.04 0.05 0.032

ij
ij

ij

a a a
t

a L
t

= = = =

= ∑ = + + = =

l

l

 

1 1 10 2 1 12
1

1 1 2 1

2 2 2 1

1
[ ( ) ]

2

1
[ (1075) ( )(335)]

2 (105.8)

1
[ (1735) ( )(335)]

2 (387.4)

q a q q a
A G

q q q
G

q q q
G

θ

θ

θ

= + −

= − + −

= − − −

∫

∫

∫

 

پيوستگي ( )1 2 1 214.195 8.505  0     1q qθ θ→ = →− + =  

( )
( ) ( )

1 1 2 2 1 2

1 2

  2  2          83450  2 *105.8*  2*387.4*         2

1 & 2     55.6 /              &            92.5 /

T A q A q q q

q lb in q lb in

= + → = +

→ = =
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  جريان برش در مقاطع بسته جدار نازك تحت نيروي برشي

  :راه حل مقاطع بسته   -

 فرض مي كنيم جريان برش در يك نقطه برابر صفر باشد به عبارت ديگر در آن نقطه مقطع زده و سلول) 1

  .بسته را به مقطع باز تبديل مي كنيم 

بدست ) و روش محورهاي اصلي   k-method( محاسبه جريان برش در مقطع باز با استفاده از روابط قبلي ) 2

اما تعادل گشتاورها لزوماُ برقرار .با محاسبه جريان برشي اوليه ، شرايط تعادل نيروها بايد برقرار باشند. مي آوريم

 . نيست

تعين محل مركز برش بايد انجام ( ه لنگر نيروهاي حاصل ار جريان برش، حول مركز برش مقطع محاسب) 3

  )شود

�توزيع اين لنگر اضافي در جهت عكس توسط يك جريان برش ثابت كه از رابطه ) 4 � محاسبه مي  ���2

  .گردد

  محاسبه برآيند جريان برشي در مقطع) 5

 .ريم و تنش هم از جريان برش بدست مي آيدبراي طراحي پوسته به تنش نياز دا -

  مراحل محاسبه مركز برش

 .از مقطع صفر باشد) يا نقاطي(فرض مي كنيم جريان برش در نقطه  )1

 محاسبه جريان برش در مقطع باز شده )2

: محاسبه ميزان دوران مقطع در اثر اين جريان برش با استفاده از رابطه  )3
2

l qds

AG t
θ = ∫ 

در اين مرحله . اني در خلاف جهت و محاسبه جريان برشي كه اين دوران را تامين مي كنداعمال دور )4

هم از رابطه 
2

l qds

AG t
θ =  .استفاده مي شود∫

S.با در نظر گرفتن نقطه فرضي ) مركز برش(محاسبه محل اثل نيروهاي ناشي از جريان برش كل  )5 C و

SCطوري كه eتعيين  0M  .شود ∑=
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  ) :  3 - 3( مثال 

تيري با سطح مقطع مستطيلي تحت بار برشي 

100lb  مطلوبست . قرار گرفته است:  

  تعيين مركز برش اين مقطع) الف 

  جريان برش كامل در مقطع) ب 

  

  

 

  : 2و  1مراحل 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

i i

i

A z
z

A

y z
x

z

V Q
q

I

=

−
=

∑
∑

 

( )

( )

'

'

3 3
2 40.1 10 0.5 10 0.5 20

2 0.5 20 5   62.5
12 12 12

50 0.1 5 1.252

1.25 0.05 20 5 6.25

6.875

6.25

1.25

z z

y OA y y
A

z z z

y AB y y
B A

z z z

y yBO
BO

z z

y
C B

z

y
D A

z

I I in

V Q V V
q

I I I

V Q V V
q q

I I I

V Q V
q q

I I

V
q q

I

V
q q

I

+ + × = + + + × × → =  
− −

= − = × × = −

− −
= − = + × × = −

−
= − = −

= = −

= = −
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  .ها پروفيل خطي و عمود بر آن سهمي استzموازي محور   yVبراي در نظر گرفتن  

 .مي رسد 0qمعادله اين خط را يافته و مي بينيم كه در چه فاصله اي به 

  

 

  )كل هدف اين است كه جسم نچرخد(زاويه دوران  – 4و 3مرحله 

( )

( )

( ) 0

0

2
1

1 
3
2

2 
3

1 1 1
5 1.25 0.1 1.25 6.25 20

3 2 0.05
2

2 1 2 1
6.25 5 6.875 6.25 5

0.05 3 0.05

4375
2

4375
2 2

10
  

y y y

z z z

y

z

y

z

y

z

l qds

AG t

S ab

S ab

V V V

I I Il

AG V

I

Vl

AG I

V q dsl l

AG I AG t

q

θ

θ

θ

θ θ

=

→ =

→ =

    
× × + + × ×    

    = ×   + × × + − × ×    

=

= = =

→

∫

∫

0

20 10 20
4375    3.977   

0.1 0.05 0.05 0.05
y y

z z

V V
q

I I
 + + + = → =  
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 .پيدا كرد 0qاصله را مي توان از نوشتن معادله خط در قسمت قبل و تلاقي دادن آن با مقدار اين ف

 

  

 

  تعيين محل مركز برش) 5مرحله 

 

0zF.  تعادل نيروها بايد برقرار باشد كه برقرار است =∑ 

( )

( )

35.5625 26.9375 62.5  

0 35.5625 26.9375 20

14.875 10.3625 10 0

y y y
y y y

z z z

y y
SC

z z

y

z

V V V
F F V

I I I

V V
M e e

I I

V

I

= + = → =

= → × − −

+ − × =

∑ ∑

∑  

)3-11(شكل   
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 وزيع نهايي جريان برشت) 6مرحله 

790 .M V e lb in= × =  پادساعتگرد

790 .T lb in= −  ساعتگرد

' '
0 02     1.98 

100
1.6

62.5
y

z

lbT Aq q in
V

I

= → = −

= =
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  بدون استفاده از مركز برش: راه حل دوم

  .داشتيمOبا توجه به حل قسمت قبل براي توزيع اوليه با فرض صفر بودن جريان برش در نقطه 

  

 .جه به شكل بالا و توزيع جريان برش، نيروي برشي هر قسمت را محاسبه مي كنيماكنون با تو

( )1.25 6.25 20 752

2
6.25 10 6.25 10 66.67

3

2
 1.25 5 4.167

3

ab dc

bc

ad

V V
F F

I I
V V V

F
I I I

V V
F

I I

+= = =

   = × + × =   
   

 = × = 
 

 

  :بررسي تعادل نيروها و گشتاورها

0zF =∑  

(66.67 4.167) 62.5      ,    62.5   
V V

Fy I Fy V
I I

= − = = → =∑ ∑  خارجي

  :مي نويسيم dه بايد تعادل ممان نيز در مقطع وجود داشته باشد،پس گشتاور ها را حول نقط

(75 10) 66.67 20 2083.4        2083.4d

V V V V
M T

I I I I
 = × + × = → = − 
 

∑ 

)3-14(شكل   
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0

2083.4 
5.2085

2 2(200)

VT VIq
A I

−
= = = −  

با اضافه كردن جريان برش حاصل از گشتاور به جريان برش اوليه، مقادير و شكل جريان برش نهايي كه در 

  .قسمت قبل حل كرديم، حاصل مي شود

  

  :جريان برش در مقطع بسته جدار نازك چند سلولي

اين مقطع نسبت به محور افقي . يك مقطع بال كه شامل چند سلول است را مشاهده مي كنيمدر شكل زير 

براي محاسبه جريان برش در هر سلول يك مقطه مي زنيم و جريان را در آن قسمت برابر صفر . متقارن مي باشد

بل به استخراج گشتاور در ادامه مانند حالت ق. گام دوم محاسبه توزيع جريان اوليه در هر سلول است. مي گيريم

نيرو هاي حاصل از جريان برش و سپس 

توزيع گشتاور اضافي حاصل از رابطه 

  .پيچش مي پردازيم

 

 

 

 

  

)3-15(شكل   

0

0

0

a

b

c

q

q

q

=


=
 =
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  .در هر مقطع سلول يك برش مي زنيم) 1مرحله ي 

  .محاسبه ي توزييع جريان برش در هر سلول )2مرحله ي 

  .لنگر حاصل از جريان برشحوي مركز برش )3مرحله ي 

 توزيع اين لنگر اضافي در خلاف جهت ، توسط چند جريان برش حاصل از رابطه ي برش )4ي  مرحله

  :بايد توجه داشت كه در مقطع چند سلولي شرايط زير اعمال شود

( )
( )

1 1 2 2

1 2 3

1       2 2 2

2      

n n

n

T A q A q A q

θ θ θ θ θ

= + + +

= = = = =

L

L  
 

  ) :  3 - 4( مثال 

براي ساده . ه شده استتقويت كننده است، نشان داد 10در شكل زير يك تير با مقطع دو سلولي كه شامل 

ضخامت پوسته هاي . سازي مسئله ضخامت موثر پوسته ها بر مساحت مقطع تقويت كننده ها اضافه نموده ايم

به ازاي . متقارن است zمقطع بال نسبت به محور . و ساير پوسته ها در شكل مشخص شدا است 0.03افقي 

شود، جريان برش در مقطع سلول ها چگونه خواهد مطابق شكل بر آن وارد  Ib 1000اطلاعات موجود، اگر بار

  بود؟

  

  

 

    

q 1 , q 2 , … , q n = ? 

2
'

2
' '

2
' '

2                           

0.5                  ;                1000 

1      

a a

b b d d y

c c e e

A A in

A A A A in V Ib

A A A A in

 = =


= = = = =
 = = = =
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:روند حل  

 

( )2 2 2

4

2 5 5 250 

1000
  4  

250

z

y

z

I Ad in

V V Ib
inI I

= = × =

−
= = = −

∑
 

 

  بدون استفاده از مركز برش: روش اول

  

0qدو قسمت مشخص شده را مقطع مي زنيم و =  

  اكنون به محاسبه توزيع جريان برش . قرار مي دهيم

  .اوليه مي پردازيم

  

  

( )2 1 3 1( )

. 
 0     

x y z z z y y

y z
yz x

z

q V k V k Q V k V k Q

V Q
I q

I

= − − − −

−
= → =

 

0cbq   :  فرض  =  

( )2 1 3 1( )

. 
 0     

 0

x y z z z y y

y z
yz x

z

cb

q V k V k Q V k V k Q

V Q
I q

I

q

= − − − −

−
= → =

=
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. 
 0 –   4*  0.5*5 10 /

. 
 –   10  4*2*5  50 /

. 
 –   10 /  

. 
 –   10  4*0.5*5  0 /

. 
 0 –   4*1*5  20 /

y b
ab

z
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b c a b

z

a

a

y
cc

z

e

c

d

b

V Q
q lb in

I

V Q
q q lb in
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1 2

1 1 2 2

1533 1583 10840 0(1)
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q q

q q
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= −
→ 
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  استفاده از مركز برش :روش دوم

  

  :داشتيم 

1 2 0θ θ= =  

  

  

' '
1 1 2

1

' '
2 1 2

2

'
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'
2

1
θ 1200q 333q 6670 0
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1
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2A G
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
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  :محاسبه نيرو در مقاطع خميده 
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d
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  .در مبدا مختصات باشد 3اگر نقطه 
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=
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  ) :  3 - 5( مثال 

  .جريان برش را در شكل نشان داده شده بدست آوريد

 

 

 

  فرض اوليه 
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=
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∑
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  بررسي تعادل ها
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  :توزيع نهايي جريان برش
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  ايده آل سازي مقاطع بال و بدنه

شده به بوم ها و تنش برشي را به صورت تركيب تنش محوري داده ) الف( فرض كنيد مي خواهيم قاب شكل زير

تنش ) الف(زير در شكل. كنيم نشان داده شده ايده ال سازي ) ب(وارد شده به پوسته ، همانطور كه در شكل 

Dtمحوري كه به پوسته با ضخامت 
 

گرفته مي شود ، در برابر  tوارد مي شود با پوسته ي به ضخامت واقعي 

0Dt، )ب( حاليكه در شكل =
 

  .مي باشد

  

  

نين فرض كنيد كه توزيع تنش محوري در قاب واقعي به صورت خطي از يك مقدار نا معلوم همچ
1σ  تا مقدار نا

را اگر چه توزيع آنها 2σو 1σبديهي است كه تحليل ها بايد مقدار نهايي تنش هاي . تغيير مي كند2σمعلوم 

  .نا معلوم است ، پيش بيني كنند

د بايد يكسان و ايده آل سازي شده توليد مي كن از آنجاييكه باري كه تنش هاي محوري را در قاب هاي واقعي

در همچنين .بدست آوريم) B1,B2(براي مساحت بوم ها باشد ، مي توانيم گشتاورها را برابر گرفته تا عبارت هايي 

  تنش ها بايد ثابت نگه داشته شوند) گوشه اي كه مي خواهيم مساحت را متمركز كنيم( محل پروفيل طولي 

  :در نتيجه با گرفتن گشتاورها حول لبه راستي هر قاب داريم

( )1 2
1 1 2 2

σ σ
bt  σ B σ B     

2

+
= + :تعادل نيروها                                            

( ) ( )1 2
1 1 1

σ σb 2
σ bt   bt b σ B b  

2 2 3

−   + =   
   

  2Bتعادل گشتاورها حول 

)4-  1(شكل   
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  .اگر نا معلوم باشد ، معمولاً مقداري براي آن فرض مي شود2σو 1σنسبت  در معادله هاي بالا

براي بار محوري . از تركيب بار محوري و گشتاور خمشي ناشي مي شود) فال(توزيع تنش محوري در شكل

1

2

σ
 1
σ

1و در نتيجه  = 2 
2

Dbt
B B= 1و براي خمش خالص   =

2

σ
 1
σ

= 1و در نتيجه − 2 6
Dbt

B B= = .  

  .ا شرايط بارگذاري متفاوت نياز استبنابراين ايده آل سازي متفاوتي براي يك سازه ب

  

  ) :  4 - 1( مثال 

 Sparكه در آن هر . نشان داده شده است) الف(به صورت يك جعبه دوسلولي در شكلزير قسمتي از مقطع بال

ميلي متر مربع  300عمودي به وسيله پروفيل هايي به پوسته بال متصل شده كه سطح مقطع هر پروفيل برابر

را به صورت تركيبي از تنش محوري وارد شده به بوم ها و تنش برشي وارد شده به قاب ها  اين مقطع. مي باشد

بوم ها را . ايده آل سازي كنيد به گونه اي كه در مقابل گشتاور خمشي وارد شده در صفحه عمودي مقاومت كند

  .و پوسته قرار دهيد Sparدر محل تقاطع

  

  

2
1

1

1
2

2

2  
6

2  
6

bt
B

bt
B

σ
σ

σ
σ

 
= + 

 

 
= + 

 

) 4- 1(فرمول   

)4- 2(شكل   
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  :حل

و B2=B5و  B1=B6: نشان داده شده است كه در آن از تقارن داريم ) ب(بالا مقطع ايده آل سازي شده در شكل 

B3=B4  از آنجاييكه مقطع بايد در مقابل گشتاور خمشي در صفحه عمودي مقاومت كند ، تنش محوري در هر

بعلاوه ، توزيع تنش . نقطه از مقطع واقعي بال مستقيماً با فاصله ان نقطه از محور تقارن افقي متناسب است

بايد توجه كرد كه در وارد نمودن قسمت مشترك بين قاب ها . حوري در همه قاب ها خطي خواهد بودم

  .ها نيز مي شود Sparمساحت بوم ها شامل فلنج 

 :بنابراين داريم

2
1

1

2  
6

bt
B

σ
σ

 
= + 

 
 

    1سطح مؤثر در نقطه  B1= سطح استرينگر+  1-2سهم از پوسته +  1-6سهم از پوسته 

2 2
1

1 1

2 600 3 400
300 2  2  

6 6
B

σ σ
σ σ

   × ×
= + + + +   

   
 

 

 

1` 1

2 2

2
1

2 600 150 3 400 200
300 2  2  1050 

6 200 6 200

y

y

B mm

σ
σ

=

× × −   = + + + + =   
     
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  B2= مساحت استرينگر  × 1- 2سهم از پوسته +  2-3سهم از پوسته +  2-5سهم از پوسته 

2

2

2
3 3 4 5 2 6 7

2 400 200 1.5 600 100
600 2  2  

6 150 6 150

2.5 300 150
2  179

, ,

5 
6 150

89 ,1.7

B

mm

B mm B B B B B B

× ×   = + + + + +   
   

× − + = 
 

= = = =
  

  

  ) :  4 - 2( مثال 

كيلو نيوتن در  100ميلي متر تحت بار برشي به مقدار  0.8ميلي متر و ضخامت 381مقطع بدنه هواپيما با شعاع 

با ايده آل .ميلي متري از محور تقارن عمودي همانطور كه در شكل نشان داده شده،قرار گرفته است 150فاصله

ميلي متر مربع  100سطح مقطع هر استرينگر .(سازي مناسب توزيع جريان برشي را در اين مقطع تعيين نماييد

  .)مي باشد

  

  

  

قطع به محاسبه با برش زدن در يكي از قسمتهاي م

در جدول زير  جريان .جريان برش مي پردازيم

برش و مقادير ايده آل سازي شده در هر قسمت 

 .مقطع بدست آمده است

 

 

   

)4- 4(شكل   
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2
1

1

σbt
B 2  

6 σ

 
= + 

 
 

B1= سطح استرينگر  + 1-2سهم از پوسته  1-16سهم از پوسته  +    

2 2
1

1 1

1

2
1

2 2
2 3

2
4

2
5

B 100 2 2  
6 6

149.6 0.8 352 149.6 0.8 352
B 100 2  2  

6 381 6 381

B 216.6 

B 216.6 B 216.6  

B 216.6 

B 100 0 10  

,

0

bt bt

mm

mm mm

mm

mm

σ σ
σ σ

   
= + + + +   

   
× ×   = + + + +   

   

=

= =

=

= + =

 

 نكته : پروفيل هاي روي محور خنثي سهمي از پوسته نمي برند.
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( )
( )

3
,0

2 5 2

3
12 ,12 23 ,23 161 ,161 ,0

3 5
,12 ,23 ,161 ,0

3 5
,0

10 10 150 2

(381.0) 4.56 10

10 10 150 2 2 2 2

10 10 150 2 28500 2 4.56 10

10 10 150 2 28500 262.4 2 4.56 10

b s

b b b s

b b b s

s

q pds Aq
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A q A q A q Aq

q q q q

q

π

× × = +

= × = ×

× × = − − −…− − +

× × = × − − −…− + × ×

× × = × − + × ×

∮
 

,0 32.8s

N
q

mm
=  پادساعتگرد

با افزودن اين مقدار جريان برش بدست آمده با جريان برش حاصل شده از برش زدن مقطع توزيع نهايي جريان 

.برش بدست خواهد آمد  

( ) ( )
( ) ( )

3
98.8 66.0 145.8 86.3 53.5 123.7

2 10 99.96kN
63.1 30.3 82.5 32.8 0 29.0

−
+ + + 

× = 
+ + + −  

 

:برش توزيع نهايي جريان  
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  :هاها و ستونكمانش تير

 

ها تقويت شده ها و استرينگرگژرونهاي نازكي است كه توسط لانها متشكل از سيم سهم بزرگي از سازه هواپيما

  .كه هر دو در معرض شكست بر اثر كمانش به خاطر يك تنش كمانش يا تنش بحراني قرار دارند. اند

بيني بارهاي از اين رو پيش. ترين حالت منجر به تخريب استبحرانيمشخصا براي اين نوع سازه، كمانش 

در اين بخش به بررسي . ها، صفحات نازك و صفحات تقويت شده در طراحي هواپيما مهم استكمانش در ستون

  .پردازيمها ميكمانش تمامي اين سازه

  

  . اي وجود دارددونوع ناپايداري سازه

   (Primary Instability)ناپايداري كلي

  (Secondary Instability)ناپايداري موضعي

  

  

در حالي كه طول موج . در حالت اوليه كل جزء تحت تاثير قرار دارد و تغييري در مساحت مقطع وجود ندارد

  .كمانش و طول جزء در يك مبنا هستند

ويه مساحت سطح در حالت ثان. عموما ستون هاي با ديوار ضخيم و سخت، اين نوع شكست را تجربه ميكنند

ستون هاي ديوار نازك و . مقطع تغيير ميكند و طول موج كمانش با ابعاد سطح مقطع جزء هم مبنا است

  .شوندصفحات تقويت شده در اين حالت دچارشكست مي

  

  

  

)5-  1(شكل   
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  :انواع تعادل ها

  

  

  

  

  

  

  
  

P  cr Kl=بار بحراني  

 P Kl<پايدار   
 P Kl⇒ ≤   P Kl>ناپايدار  

 P Kl=حالت گذار  

  

   .در طراحي ما هميشه به دنبال بار بحراني هستيم

)5- 2(شكل   

)5-  3(شكل   

06   sinθ θ θ≤ ⇒ =  

2Klθ  گشتاور ناشي از نيروي فنر

Plθ %$ر"!گشتاور ناشي از نيروي   

  .گردد از گشتاور ناشي از وزن صرف نظر مي

2: شرط پايداري   Kl Plθ θ≥  

) 5- 1(فرمول   
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ه در دانيم كه اگر يك نيروي فشاري محوري به يك ستون باريك وارد شود، مقداري براي بار وجود دارد ك مي

  .كند كمانش مي آن ستون به صورت ناگهاني در جهتي نامشخص

  .اين بار همان بار كمانش يا باري بسيار نزديك به آن است

ي كمانش است كه علت اين جابه جايي نشان دهنده عدم تقارن موجود در صفحه

اما در . آن نقص هاي هندسي و جنس ستون و عدم تقارن نحوه ي اعمال بار است

ري ، يك ستون بدون نقص و متقارن را درنظر ميگيريم كه از ديد تئوري فرض تئو

  .شود دچار كمانش ناگهاني نمي

بنابراين به تعريفي دقيق از بار كمانش براي استفاده در تحليل ستون بي نقص 

  .خود نياز داريم

  ).شود فشرده مي( شود ستون كم ميقرار گيرد طول pاگر يك ستون بي نقص در معرض بار فشاري

  

با اين وجود اگر تير بر اثر يك نيروي جانبي 

                                                         ، برداشتن نيروي جانبي crPمقدار كمي جابه جا شود، در بارهايي كمتر از 

  .دشو اوليه مي باعث برگشت تير به حالت

از اين رو بار كمانش با تعادل بي تفاوت . ماندشود و باقي مي در بار بحراني، جابه جايي ايجاد شده برطرف نمي

crPاگر . ارتباط دارد P> شود شود و تير ناپايدار مي جابه جايي جانبي تير زياد مي.  

  Kθ=ممان ناشي از فنر

  

  

K : شرط پايداري فنر پيچشي Plθ θ≥  
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  .با انتهاي مفصلي) تير(براي ستون : فرمول اويلر

  

crPفرض ميكنيم كه . ن درسر مفصل را در نظر بگيريدستو P=داريم. باشد:  

2

2

2

2 cr

d V
EI M

dz

d V
EI P V

dz

= −

= −

 

  :معادله ديفرانسيل آن به صورت زير است

2

2
V 0crPd V

dz EI
+ = 

  :كه پاسخ آن به صورت زير است

  " " "M
M Py 0

EI
M Pyy EIy EIy=−= → = → + =  

): شرايط مرزي  ) ( )0 0, 0y y l= =  

2 : فرض  " 2 0
P

y y
EI

λ λ= → + =  

( ) ( )y Asin x Bcos xλ λ→ = +  

( )

( ) ( )

 

 

0 0   0 0 0 0

0  
0   0 0

( ) 0

y Asin Bcos B

A wrong
y l Asin l

sin l
λ

λ

= → = + ⇒ =

=
= → = + →⇒

=

 

( )
1

 
sin 0     

n

l l n lλ λ π λ π
=

= ⇒ = → =  

 : داشتيم 
2   

2
               cr

P P EI
l P

EI EI l

π
λ π= ⇒ = ⇒ = →  
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 ( )
2 2  

2
sin 0        cr

n EI
l l n P

l

π
λ λ π= ⇒ = ⇒ =                            بار بحراني اويلر براي ستون با دو انتهاي مفصلي

    

 : نكته 

:n تعداد نيم موج در شكل كمانش يافته  

  

cr:  نكته  (mi   n)          ,    

           

cr min

cr

I P P I

I P

→↑ → ↑

↓ → ↓  

 

  minIپيدا كردن : نكته 

  

  

2

2cr min

E
P I

l

π
=  

  :تنش بحراني

2

2 2 2

2
2

  

                  
( )

cr
cr cr cr

I Ar

P EAr E
lA l A
r

π π
σ σ σ

=

= → = → =  

:  ع ژيراسيوننسبت طول تير به شعا
r
l

  )ضريب رعنايي يا نسبت لاغري(  

2

2( )
cr

E
l

r

π
σ =  
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  پوسته دايروي 
4πميله 

 I r
4

31مستطيلي  =

12
I bh= 

     

  

  ) :  5 -1( مثال 

E 12.5تير چوبي با مقطع مربعي با مشخصات GPa= 12و all MPaσ   .داريم=

  :ابعاد مقطع براي تحمل نيروهاي زير را بدست آوريد

P 100)الف KN=         200)ب P KN= 
. 2.5F S =  

   
 

 

 

 

 

 

  

  

3I πR t= 
)5- 10(شكل   

( )
2

2
6 4

2

4

3

2

3
3 2

6

2.5 200 500 

16.21 10  

1
 118.1 

12

200 10
14.34   12 

118.1

200 10
16.67 10         129.1 

12 10

cr

cr

all

A a

all

P KN

P l
I m

E

I a a mm

MPa MPa

P
A m a mm

π

σ σ

σ

−

=
−

= × =

= = ×

= =

×
= = > =

×
= = = × →

→

=
×  

( )

2

2

2 9
  

3 6 4
2

4 6 4

3

2

 ,  2.5 100 250 

12.5 10
250 10         8.106 10  

2
1

    8.106 10           99.3 100 0.1 
12
100 10

10   
(0.1)

cr cr

all

EI
P P KN

l

I
I mm

I a m a mm m

P
MPa

A

π

π

σ σ

−

−

= = × =

×
⇒ × = ⇒ = ×

→ = = × → = ≅ =

×
= = = <

 
 ا23

 ب
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2 2

1

2

2 2
2

2

2

2

0 0

(0) 0
'

(0) 0 0

cos

(cos 1)

(cos 1)

cos 0
2

4 4

2

x

cr
cr

cr e
e

y A y A A

y c
BC S

y c

y x

x

y

p EI
p

EI

EI
p

λ λ

λ
λ

λ

π
λ λ

π π

π

=

′′= → = → + = − ∆→ = −∆

= → = ∆
 ′ = → =

→ = ∆ − ∆

= ∆ −

= −∆→ ∆ − = ∆

→ = → =

→ = → =

→ = ⇒ =

l
l

l l

l
l

l l
l

  بسط فرمول اويلر به ستون هايي با اتصالات ديگر

  

١ (  
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2 2 2

1 2

( )

cos sin

EIy M x p py

p p
y y

EI EI
y c x c x A

λ λ λ

λ λ

′′ = = − ∆ −

∆′′= → + = − = − ∆

= + +
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1

2 1

1 2

1

cos sin

EIy M py

M
y y

EI
y c x c x A

M
A

p

λ

λ λ

′′ = − −

′′ + = −

= + +

= −

 

1
1

2

1

2
2 2

2

2

2

(0) 0
'

(0) 0 0

(cos 1)

0 cos 1 2

4
4

0.5

x

cr
cr

cr e
e

M
y c

BC S P
y c

M
y x

p

y

p EI
p

EI

EI
p

λ

λ λ π

π
π

π

=

 = → =

 ′ = → =

→ = −

= → = → =

→ = → =

→ = ⇒ =

l
l l

l
l

l l
l

 

دو سرگيردار)  2  
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1 1

2 1

1 2

1

1
1 2

,

cos sin

cos sin

M R EIy M Rx M py

Rx M
y y

EI EI
y c x c x A Bx

M
A

p M Rx
y c x c x

R p p
B

p

λ

λ λ

λ λ

′′= = = − −

′′ + = −

= + + +

= − 
→ = + − +

=


l

 

1
1

2

1 1

2
2 2

2

2

2

(0) 0
'

(0) 0

cos sin

0 tan 4.49

(4.49)
(4.49)

0.7

x

cr
cr

cr e
e

M
y c

P
BC S

R
y c

p

M R M Rx
y x x

p p p p

y

p EI
p

EI

EI
p

λ

λ λ
λ

λ λ λ

π

=

 = → =

 ′ = → = −


= − − +

= → = → =

→ = → =

→ = ⇒ =

l
l l l

l
l

l l
l  

يك سر مفصل –يك سر گيردار ) 3  

)5-  14(شكل   

مقداري كه بايد (طول موثر 

)در فرمول قرار داده شود  



74 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

دوسر مفصل ) 4  

 مقادير طول موثر براي حالات مختلف

.در حالت ، دوسر مفصل طول موثر ، همان طول ميله مي باشد   
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  ) :  5 -2(  مثال

  بار مجاز قابل اعمال؟

  

3

4

4

2

 6 15

24"

29 10  60 

29.1 

 6 15 9.32  

4.34   

st y

x

y

W

L

E ksi ksi

I in

W I in

A in

σ

×

=

= × =

 =


× → =
 =  

 

  ):دو سر مفصل( x-xدر جهت 

e

2

2

0.5 12"

401.7 x
cr

e

l l

EI
P kip

l

π

= =

= =
 

  ):يك سر ثابت يك سر مفصل(y-yدر جهت 

( )

'

'
e

2

2

cr

12"2
0.7 0.7 12 8.4

262.5 

262.5
σ 59.3 60 

A 4.43

x
cr

e

y

ll

l l

EI
P kip

l

P
ksi ksi

π

σ

= =

= = =

= =

= = = < =
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  :كمانش موضعي

دهند كه مقطع طولي اند، نشان ميصفحه تشكيل شده-هاي كوتاهي از مقاطع كه از اجزاي فلنجآزمايش بر طول

به عبارت ديگر . ز شكست يا تخريب داردپس از كمانش موضعي، هنوز توانايي تحمل بار بيشتري را پيش ا

هاي در مواردي كه كمانش موضعي در تنش. شكست يا تخريب موضعي و كمانش موضعي با هم تفاوت دارند

 0.7Fcyهاي زماني كه كمانش موضعي در تنش. باشديا شكست بيشتر مي Cripplingافتد، تنش پايين اتفاق مي

  .در عمل يكسان هستند Cripplingرخ دهد تنش كمانش و  0.8Fcyتا 

  .دهديا شكست نشان مي Cripplingتوزيع تنش را بر يك مقطع پس از كمانش موضعي و قبل از شكل زير 

  

  

  

  

  

  

هاي قسمتشود اما بيشتر بار فزاينده بر با افزايش بار بر مقطع طولي، كمانش در قسمت هاي صاف بيشتر مي

  .ش به حدي برسد كه باعث خيز قابل ملاحظه و شكست شودشود، تا زماني كه تنتر منتقل ميگوشه

ها وجود ندارد، از آن جهت كه قيدهاي مرزي بين فلنج و در تمام شكل Cripplingيك پاسخ تئوري براي تنش 

  .ها معلوم نيستصفحه و چگونگي افزايش تنش در گوشه

دو روش . انديق آزمايش به اثبات رسيدهها از طرهاي حل نيمه تجربي هستند و نتايج اين روشدر نتيجه، روش

  .شوندي تنش در اين بخش نشان داده ميبراي محاسبه

  

  

)5-  17(شكل   
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  يا روش گوشه Angle، روش Needhamروش .  1روش

  

هاي برابر يا نابرابر نشان داده شده به گوشهصفحه قبلدر اين روش، هر قطعه، همانطور كه در شكل   

استحكام نهايي يا استحكام . توان از آزمايش يا تئوري محاسبه كردمياستحكام اين قطعات را . شودتقسيم مي

  .دهند محاسبه كردها كه مقطع مجموع را تشكيل ميتوان با جمع كردن استحكام گوشهشكست را مي

ها و ديگر نتايج ها انجام داد و با استفاده از نتايج اين آزمايشهاي زيادي بر گوشهنيدهام آزمايش  

، او براي تنش كمانش يا تنش شكست ...اي و هاي مربعي، مستطيلي، كانالي، ميلهدر باره شكل منتشرشده

  .هاي گوشه به معادله زير رسيدبخش

  

 جج

 

  :كه در آن

csσ = تنش كمانش يك گوشه)psi(  

ycσ= تنش تسليم فشاري)psi(  

'b
t= هم ارزb/t  در قطعه =(a+b)/2t 

E = مدول يانگ الاستيسته در فشار)psi(  

cc =ها وابسته استضريبي كه به درجه آزاد بودن هر گوشه از كناره.  

0.5
cs yc c '

0.75

1
σ (σ E) c

b
( )

t

 
 

=  
  
 
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اسبه مح صفحه قبل را مي توان از طريق فرمول... و  هاي مستطيليها، شكلها، كانالتنش كمانش براي گوشه

  :محاسبه مي شود زيرنيروي كمانش براي يك گوشه از رابطه . كرد

cs csP σ A= ×  

  .مساحت يك گوشه است Aكه در آن 

) نيروي(اي با تقسيم كردن آن شكل به تعدادي گوشه و محاسبه بار هاي سازهتنش كمانش در ديگر شكل

  :آيدكمانش براي تمام سازه از معادله زير بدست مي تنش. آيدها بدست ميكمانش براي تك تك اين گوشه

 ( )  ( ) ( )( )cs cs i cs i iP P Aσ= = ×∑ ∑  ��� ����� � ∑ ∑نيروي كرنش تمام گوشه ها مساحت تمام گوشه ها  
  

  هاي طراحيمنحني

 C7.4دهد و شكل به ما مي C7.1هايي براي محاسبه تنش هر گوشه براساس معادله منحني C7.3شكل 

 ها و معادله با استفاده از اين منحني. دهديي براي محاسبه نيروي كمانش براي هر گوشه به ما ميهامنحني

C7.3توان به راحتي محاسبه كردها را ميهاي مستطيلي، لولهها، شكلهاي مركب، كانال، تنش شكل.  

  

  

  )است��σهمان Fcrاست و ��σهمان  Fcc: توضيح(  

  b'/t بعد برحسبتنش كمانش بي C7.3شكل 

)5- 20(شكل   
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در آخر بايد  با توجه به مقطع سازه ، مقدار تنش بدست آمده را با مقدار ماكزيمم تنش ، كه در جدول داده شده 

  .است ، مقايسه كرد 

  .از اين دو مقدار ، هر كدام كدام كوچكتر بودند ، جواب مسئله خواهد بود 

  

  

  توضيحات
حداكثر تنش مجاز 

Crippling  
)σ��Max(  

  نوع پروفيل

Angles 0.7 σ��   
V Groove Plates V  

Multi-Corner Sections, Including Tubes 0.8 σ��  چندگوشه و قوطي  

Stiffened Panels بند تقويتيصفحات با پشت  

Tee, Cruciform and H Sections 0.8 σ��  T , H , t 

2 Corner Sections, Zee, J, Channels 0.9 σ��  اي، گوشهدوU ،Z  ،J 

  )است Pcsهمان  Pcc: توضيح(

 b'/tبعد برحسب نيروي كمانش بيC7.4 شكل 

)5-  21(شكل   
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  Gerardوش ر. 2روش 

در شكل زير نحوه پخش تنش بر يك سطح صاف . تر از روش نيدهام استتر و كاربردياين روش، روشي عمومي

  .شودبعد از كمانش در شرايط يكنواخت در انتها، ديده مي

  

  .گيردهاي آزاد بدون بار را بر استحكام شكست اعضا در نظر مي روش جرارد تاثير اعوجاج لبه

  

  

 
  ابجايي سطح صاف بعد از كمانش در شرايط يكنواخت در انتهاتنش و ج

)a (بار، هاي صاف بيلبه)b (تنش آماده پيچش در صفحاتبار بيهاي بيلبه  

  

  

  :در ادامه آمده است Cripplingمعادلات جرارد براي تنش 
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  بند تقويتي، صفحات چندگوشه و پشتL ،���� ،Vمقاطع ) الف

  ()معادله 

0.850.5
2

cs ycσ 0.56 σ    %10 
yc

gt E
error

A σ

    = →       

 

  

  ي مستقيمو صفحه با لبه H ،T ،tمقاطع ) ب

  ()معادله 

0.40.5
2

cs ycσ 0.67 σ    %5 
yc

gt E
error

A σ

    = →       

  

  

  U ،Z ،Jاي، مقاطع دوگوشه) ج

  ()معادله 

0.751
2 3

cs ycσ 3.2 σ    %10 
yc

t E
error

A σ

 
   = →        

 

 
  
 

 

  :فرمول بالا مطابق با زير حاصل مي شود  t , Aديراكه مق

 =t(in)ضخامت پروفيل

  =Aيلسطح مقطع كل پروف

 =gتعداد برش+تعداد بال آزاد
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  :براي المان هاي ساده  gروش بدست آوردن 

 

 

مي توان به جاي استفاده از فرمول  شوداستفاده  Cripplingبراي بدست آوردن تنش  Gerardزماني كه از روش 

 .درا بدست آور Cripplingاز نمودار زير مقاديرتنش 

 

 

 

 

 

 
 

  

  ضريب تصحيح براي روكش فلزي

در صورتي كه جسم داراي روكش فلزي باشد مي توان با استفاده از ضريب تصحيح زير تنش كمانش را بدست  

  . آورد

 

  

 

 
g = 2 g = 4 g = 6+1 

= 7 

g = 3         g =8+4 = 12 ������ 

 � ���������� �� ��  

ζ :ضريب تصحيح 

clσ :تنش تسليم  پوسته  

crσ :Buckingتنش 

 

1 3( / )

1 3
cl cr f

f

σ σ
ζ

+
=

+  
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