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در جدول ذیل دروس به سرفصلهاي مهم آن طبقه بندي شده و مشخص شده است که در هر سال از هر مبحث چند تست سوال 
  .شده است و دانشجوي محترم می تواند زمان باقیمانده تا کنکور را با توجه به اهمیت مباحث مدیریت نماید

 ندسي       آمار و احتمال مه: مهندسي صنايع                  درس: رشته
 مبحث رديف ۱۳۸۹ ۱۳۸۸ ۱۳۸۷ ۱۳۸۶ ۱۳۸۵

 تعداد تست  تعداد تست  تعداد تست  تعداد تست  تعداد تست 
مجموع 

  سال۵
نسبت 
 از کل

 %0 0 0 0 0 0 0 آنالیز ترکیبی و ترکیب ها 1
 %2 2 1 1 0 0 0 مدل توپ و جعبه 2
 %3 3 0 1 1 0 1 خواص تابع احتمال 3
 %2 2 0 0 0 0 2 ال یکنواختمحاسبه احتم 4
 %5 6 0 1 0 2 3 احتمال شرطی و قانون بیز 5
 %6 7 2 0 2 2 1 استقلال پیشامد ها 6
 %0 0 0 0 0 0 0 تابع احتمال و تابع چگالی 7
 %3 4 0 0 0 2 2 تابع توزیع تجمعی و خواص 8
 %4 5 1 2 0 0 2 امید ریاضی و واریانس 9
 %3 4 0 2 0 0 2 همتغیر توام گسسته و پیوست 10
 %3 3 0 1 2 0 0 توابع احتمال شرطی و امید شرطی 11
 %1 1 0 0 0 1 0 کواریانس و ضریب همبستگی 12
 %0 0 0 0 0 0 0 تابع مولد گشتاور 13
 %1 1 0 1 0 0 0 نامساوي مارکوف و چبی شف 14
 %0 0 0 0 0 0 0 توزیع یکتواخت گسسته 15
 %8 9 4 2 2 1 0  و چند جمله ايتوزیع دو جمله اي و برنولی 16
 %3 3 1 0 1 1 0 توریع پواسن 17
 %1 1 0 0 0 0 1 توزیع هندسی و دوجمله اي منفی 18
 %1 1 1 0 0 0 0 توزیع فوق هندسی 19
 %1 1 0 0 0 1 0 توزیع یکتواخت پیوسته 20
 %3 3 1 0 0 2 0 توریع نرمال 21
 %3 3 2 0 0 1 0 توزیع گاما و مربع کاي 22
 %3 4 1 1 1 1 0 توزیع نمایی 23
 %1 1 0 0 0 0 1 توزیع کوشی و بتا 24
 %3 4 1 0 1 2 0 روابط بین توزیع ها 25
 %1 1 0 0 1 0 0 قضیه حد مرکزي و واریانس میانگین 26
 %0 0 0 0 0 0 0  و ساختار آنTتوزیع  27
 %0 0 0 0 0 0 0  و ساختار آن Fتوزیع مربع کاي و  28
 MME 0 1 1 0 0 2 2%تاورها روش گش 29
 MLE 2 1 1 2 0 6 5%روش  30
 MSE 1 1 0 1 0 3 3%نا اریبی و سازگاري و  31
 ρ 1 1 1 1 1 5 4% و σ وµبرآورد فاصله اي  32
 %4 5 1 1 1 0 2  و توانβ وαتعریف  33
 %2 2 0 0 0 1 1 لم نیمن پیرسون و نسبت درستنمایی 34
 ρ 0 0 1 0 0 1 1% و σ وµانواع آزمون  35
 %1 1 0 0 0 0 1 آزمون انطباق و استقلال 36
 P-value 1 1 0 1 1 4 3%روش  37
 n 0 0 1 0 0 1 1%برآورد  38
 %12 14 2 1 1 7 3 رگرسیون و همبستگی 39
 %4 5 0 1 1 1 2 آنالیز واریانس 40
 %2 2 0 0 1 0 1 آمار توصیفی 41

 %100 120 20 20 20 30 30 جمع 
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   آمار و احتمالخلاصه درس
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  آناليز تركيبي
  ترتيب

r شيء متمايز انتخاب كرد با nتوان از ميان   تايي متمايز و با رعايت ترتيب را كه ميrهاي  تعداد گروه
nPبراي به . دهند   نشان مي

rدست آوردن 
nPبا استفاده از اصل ضرب داريم :  

( ) ( ) ( ) { }
r
n

r nn!P n n 1 ... n r 1
r , n N 0n r !

≤
= − − + =

∈− 
  

گوييم ترتيب مهم است يا رعايت  به طور كلي هر وقت بتوان لااقل دو گروه متمايز تشكيل داد كه اعضاي دو گروه يكسان باشند، مي
  .شده است

n شيء متمايز داراي n!جايگشت هستند .  

 .مكان در آن براي قطعات وجود دارد قرار دارد 10متمايز را در دستگاهي كه  قطعه 4توان  به چند طريق مي  : مثال
 شود  مكان را با ترتيب انتخاب كنيم كه مي10 مكان از 4بايد  : حل

  4
10

10!P
6!

=  

  جايگشت تكراري

كه   عضو نامتمايز باشد به طوري in ام شامل iاند موجود باشد و نوع  بندي شده  نوع متمايز تقسيمk شيء كه به nهرگاه 
1 2 kn n ... n n+ + +   : شيء برابر است باnهاي اين  ، تعداد جايگشت=

  
1 k

n!
n ! ...n !

  

  .كنيم ها تقسيم مي  را بر فاكتوريل تكراري!nدر واقع 
  

هاي اول و آخر قرمز  دهيم در چند حالت توپ  توپ قرمز متمايز را در كنار هم قرار مي5ز و فرض كنيد ده توپ سفيد و نامتماي  : مثال
 .هستند

 .شود ماند كه ده عدد نامتمايزند پس جواب مي  توپ باقي مي13شود   طريق انتخاب مي4 و آخر به 5توپ اول به  : حل

  ( ) ( )( )( )13!5 4 20 13 12 11
10!

= 
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  ۲ آمار و احتمال

  جايگشت دوري

)شيء متمايز برابر  nهاي دوري  تعداد جايگشت )n 1   . است−!

 .توانند دور يك ميز بنشينند طوري كه هيچ دو نفري از يك جنسيت كنار هم نباشند  مرد مي6 زن و 6به چند طريق   : مثال
 !6!5شود  نشينند پس جواب مي ها مي آن بين !6 مردها به سپسنشينند   طريق مي!5ها به  ابتدا زن : حل

  تركيب

r شيء متمايز انتخاب كرد با nتوان از ميان   تايي متمايز بدون رعايت ترتيب را كه ميrهاي  تعداد گروه
nC يا n

r
 
 
 

  دهند و   نشان مي

  :نندك به صورت زير حساب مي

    يا
r

r n
n

P
C

r!
=  

{ }r , n N 0∈ و
( )

n n! r n
r r! n r !

 
= ≤  − 

  

  .لازم به ذكر است در تركيب، دو گروه تنها در صورتي متمايزند كه لااقل يكي از اعضاي دو گروه متفاوت باشند

 كان داد؟ نفره نامتمايز اس4 اتاق 5 دانشجو را در 20توان  به چند طريق مي  : مثال
 :توجه شود كه : حل

  20 16 12 8 4 20
4 4 4 4 4 4,4,4,4,4

       
=       

       
  

  .شود جواب ميها نامتمايزند  كه اتاق حال ها متمايز باشند گروه نفره كه 4 گروه 5 نفر است به 20تعداد طرق تقسيم 

  
( ) 5

20
4,4,4,4,4 20!

5! 4! 5!

 
 
  =  

  .شوند موضوعات زير به طور يكسان محاسبه مي  : نكته
) ه متغيرn از تابع rتعداد مشتق جزئي مرتبه  )1 nf x , , x  

1تعداد جواب معادله  nx x r+ + =با متغيرهاي صحيح نامنفي   

)تعداد جملات بسط  )r
1 nx x+ +  

r n 1
n 1




 + −  =  − 




  

   جعبهn توپ نامتمايز در rتعداد طرق توزيع 
  

)از تابع ) الف  : مثال )1 10h x ,..., x بار مشتق بگيريم4توان گرفت كه نسبت به مشتق اول   مي8 چند مشتق جزئي مرتبه . 

1هاي معادله  تعداد جواب) ب 10x ... x 8+ + 1x وقتي =   . چند است=4

)بسط ) ج ) 8
1 nx ... x+   . است4 برابر 1x چند جمله دارد كه توان +

  . توپ داشته باشد4 توپ نامتمايز را در ده جعبه توزيع كرد كه جعبه اول 8توان  به چند طريق مي) د
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  ۳  آناليز تركيبي

4شود جواب همه طبق نكته بالا مي : حل 9 1 12
9 1 8
+ −   

=   −   
 8 واحد از 4شود و   است يكي از ده كم مي4 چون يكي از متغيرها برابر 

 .شود  ستون داشته باشد تعداد طرق انتقال بدون برگشت از يك سر قطر تا سر ديگر ميn سطر و mاي  اگر شبكه  : نكته

  ( )m n !
m!n!

+  

 ).شود هربار يك قدم به راست يا بالا برداشته مي(.  رفتB به نقطه Aتوان از نقطه  به چند طريق مي  : مثال
 :طبق نكته بالا : حل

  ( )

B

5 4 !
5!4!

A

+  

   آناليز تركيبيادهاي مهمتحدي از اتعدا

r

k 0

m n m n
r k r k

=

+    
=    −    
∑  

2n

r 0

n 2n
r n

=

   
=   

   
∑  n n

r n r
   

=   −   
  

n
n 1

i 1

n
i n2

i
−

=

 
= 

 
∑  n n 1

r n
r r 1

−   
=   −   

  n n r n r
r r r 1

− −     
= +     −     

  

( )
n

r

r 0

n
1 0

r
=

 
− = 

 
∑  

n
n

i 0

n
2

i
=

 
= 

 
∑  n n r n 2 n 2

2
r r r 2 r 1

− − −       
= + +       − −       

  

8حاصل   : مثال 8 8
2 4 6

     
+ +     

     
  چقدر است؟

 : جدول فوقاتحادآخرين بنا به  : حل

  78 8 8 8 8 8 8 8 8
2

0 2 4 6 8 1 3 5 7
                 

+ + + + = + + + =                 
                 

  

  :پس

  78 8 8
2 2

2 4 6
     

+ + = −     
     

 

5عدد   : مثال 2 27200 2 .3  عليه دارد؟  چند مقسوم=5.

 . حاصل را در هم حساب كنيمكافي است به توان يك واحد اضافه كرده و : حل
  ( )6 3 3 54= ×   عليه  تعداد مقسوم=
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  اصول احتمال و احتمال شرطي
  اصول احتمال

  .شود  گفته ميپيشامد سادهعضوي  به پيشامدهاي تك
)گاه   دو پيشامد دلخواه باشند آنB و Aاگر  ) ( ) ( )P B A P B P A B− = − .  
  :دلخواه باشند دو پيشامد B و Aاگر 

  ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A B= + −   

  تفاضل متقارن دو پيشامد

A باشندSاي  دو پيشامد از فضاي نمونهB وAاگر B∆تفاضل متقارن Aو Bدهد كه فقط يكي از شود و زماني رخ مي  ناميده ميA 
  . رخ دهندBو

  :به عبارت ديگر
  ( ) ( ) ( ) ( )A B A B A B A B B A∆ = − = − −    

  پس
  ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B 2P A B∆ = + −   

  

ها رخ  يك از آن ها رخ دهد چقدر احتمال دارد هيچ  فقط يكي از آن0.4با احتمال  با هم رخ دهند و 0.3 با احتمال B و A اگر   : مثال
 ندهند؟

   : حل
  ( ) ( )P A B 1 P A B′ ′ = −   

  اما
  ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A B P A B 0.4 3 0.7 P A B 1 0.7 0.3′ ′= ∆ + = + = ⇒ = − =    

)فرض كنيد   : مثال ) ( )P A B 0.4 , P A B 0.1= =  حاصل ( )P A B | A B∆ چقدر است؟  
  : حل

  ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

P A B P A B P A B 0.4 0.1P A B | A B 0.75
P A B P A B 0.4

∆ − −
∆ = = = =

 


 
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  ۶ آمار و احتمال

 جعبه، در هر جعبه حداكثر يكي برود يعني تكرار nرون  توپ متمايز دrحالت كلي مسئله روز تولد احتمال آن است كه در توزيع 
 .مجاز نباشد، مثال زير يك نوع بيان ديگر از اين مسئله است

به عبارت ديگر در هر (ر يك ايستگاه پياده نشوند؟  ايستگاه توقف دارد چقدر احتمال دارد هيچ دو نفري دn مسافر در rاتوبوسي با 
  )ايستگاه حداكثر يكي پياده شود

جواب عبارت است از 
r
n
r

P

n
r كه  n≤  

 هم ريخته و به ها را به او كلاه. دهند كه نگهداري كند  نفر كلاه خود را در يك مهماني به شخصي ميnفرض كنيد ) مسئله جورها(
حساب كنيد احتمال .  رخ داده استجورگويند يك  اگر كسي كلاه خود را دريافت كند مي. دهد هر نفر به طور تصادفي كلاهي مي

  :آنكه
  .دهد لااقل يك جور رخ ) الف(

( ) ( ) ( )
n n

k 1 n 1 i 1 1
i

i 1i 1

1 1 1 1 1P A 1 ... 1 ... 1 1 1 e
2! 3! k! n! i!

+ + + −

==

 
  = − + − + − + + − = − → −
 
 

∑  

  .هيچ جوري رخ ندهد) ب(

( ) ( )n in
1

i 0

1 11 1 ... e
2! 3! n! i!

−

=

− −
− + + = →∑  

( )in k

1
i 0

1
i! e

k! k!

−

−
=

−

= →
∑

) kجور  (P  

nتواند  تعداد جورها نمي) الف  : نكته تعداد حالاتي كه در ) ب. ( باشد چون در اين صورت فقط بايد يك نفر كلاه خود را نگيرد−1
 : است از ارتكدام در جاي خود نيستند عب شيء متمايز هيچnجايگشت 

  ( ) in

i 0

1
n!

i!
=

−∑  

  )ها سئله كفشم(
m 2kn n k

2
k m 2k

2n
m

−−  
  −  

 
 
 

) = k جفت در ميان انتخاب m لنگه از nجفت  (P  

  يك خط راست باشند چقدر است؟كه روي هاي شطرنج قرار داده شوند احتمال آن  توپ يكسان به تصادف روي خانه8اگر   : مثال

64كل حالات  : حل
8

 
 
 

18 تا پس جواب عبارت است از 18شود   قطر است كه مي2 ستون و 8 سطر و 8 است و حالات مطلوب 
64
8

 
 
 

 

يد از اين ده كليد گم شود چقدر  كليدي است كه همراه ماست اگر دو كل10سه قفل بر يك در زده شده و كليد هر قفل در بين   : مثال
 احتمال دارد در را بتوانيم باز كنيم اگر دو كليد از اين ده كليد گم شود چقدر احتمال دارد در را بتوانيم باز كنيم؟
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  ۷  اصول احتمال و احتمال شرطي

كند يعني   كليدي باشد كه در را باز نمي7بايد اين دو كليد گم شده از  : حل
7
2

10
2

 
 
 
 
 
 

  

  زاحتمال شرطي و فرمول بي

)  )قانون ضرب احتمال( ) ( ) ( ) ( )
n 1

1 2 3 1 2 1 3 1 2 n i
i 1

P A A A P A P A A P A A A ... P A A
−

=

 
 =
 
 

     

شده قبلي اطلاع نداشته باشيم احتمال  هاي استخراج اگر از رنگ توپ.  توپ قرمز داردb توپ سفيد و aاي  جعبه )قاعدة پواسون(

aاي  سفيد بودن توپ در هر مرحله
a b+

اين نتيجه براي تعداد مراحل بيشتر هم درست . ست است كه همان احتمال سفيد بودن اولي ا

 .است مثلاً احتمال سفيد بودن توپ در هر دو مرحله برابر احتمال سفيد بودن اولي و دومي است

)  فرمول بيز ) ( ) ( )

( ) ( )

k k
k n

i i
i 1

P A P EA
P A E

P A P E A
=

=

∑
  

ه احتمال يكي از اين پيشامدهاي اي توسط چند پيشامد افراز شود و سؤال مربوط ب اساساً در مسايل فرمول بيز بايستي فضاي نمونه
  .افراز به شرط رخ دادن پيشامدي است كه با عناصر افراز اشتراك دارد

 افراد سالم را 2%اين فرد را با يك آزمايش سرطان كه .  است0.6فرض كنيد احتمال آنكه يك بيمار به سرطان مبتلا باشد   : مثال
اگر اين آزمايش فرد مورد نظر را مبتلا تشخيص داده . دهيم ايش قرار ميدهد مورد آزم  افراد مبتلا را سالم تشخيص مي1%مبتلا و 

  باشد، چقدر احتمال دارد او واقعاً مبتلا باشد؟
 :قرار دهيد : حل

  E: پيشامد تشخيص مبتلا بودن به سرطان
  A: پيشامد واقعاً سالم بودن
  ′A:پيشامد واقعاً مبتلا بودن

  :زپس بنا به فرمول بي

  ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

P A P E | A 0.6 0.99
P A | E 0.98

P A P E | A P A P E | A 0.4 0.02 0.6 0.99
′ ′

′ = = =
′ ′+ +

  

اگر او به . شود اگر نداند به شانس متوسل مي. داند  ميpاي را با احتمال   گزينهkفرض كنيد شخصي جواب درست يك تست   : مثال
  دانسته است؟ سؤالي جواب درست داده باشد چقدر احتمال دارد او واقعاً جواب را مي

  :قرار دهيد : حل
  E  :پيشامد جواب درست دادن

 A  :امد جواب درست را دانستنپيش
  ′A  :پيشامد جواب درست را ندانستن
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  ۸ آمار و احتمال

  :بنا به فرمول بيز

  ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

P A P E | A p.1 kpP A| E
1P A P E | A P A P E | A k p 1 pp.1 1 p
k

= = =
′ ′+ + −+ −

  

 كنيم چقدر احتمال دارد نفرات دوم و چهارم زن باشند؟  نفر را انتخاب مي5 زن به ترتيب بدون جاگذاري 5 مرد و 10 از ميان   : مثال
 :شود يابيم كه اولي و دومي زن باشند كه بنا به قانون ضرب مي اعده پواسون احتمال آن را مي بنا به ق : حل

  5 4
15 14

  

 بدون جايگذاري توپ خارج كنند چقدر متوالياً قرمز دارد به ترتيب و 2 سفيد و 4اي كه  فرض كنيد حسن و حسين از جعبه  : مثال
 .ج كنداحتمال دارد حسن زودتر از حسين خار

 شود يا بار دوم حسن يا بار اول موفق مي : حل

  4 2 1 4 4 2 20 2 22 11
6 6 5 4 6 30 30 30 15

+
+ = + = = =  

  استقلال پيشامدها

  :ها نكته
Bگاه   مستقل باشند آنB , Aاگر  ـ ۱ , A′اند  نيز مستقل.  
  .اند   نيز مستقل′B و ′Aگاه   مستقل باشند آنB و Aاگر  ـ ۲
   غيرتهي باشند A , Bاگر  ـ ۳

  A , B مستقل نيستند ⇒ A , Bناسازگار   
  A , B ناسازگار نيستند ⇒ A , Bمستقل   

n2 پيشامد بايد به تعداد nدن براي تحقيق مستقل بو ـ ۴ n 1−   . تساوي مورد بررسي قرار گيرند−
 :گاه  مستقل باشند آنC و B و Aاگر  ـ ۵

B وA) الف Cب                  (Aو B C∆   
  .اند مستقل

 دو پيشامد ممكن براي اين آزمايش باشند B و Aاگر . كنيم لي و مستقل از هم تكرار ميفرض كنيد يك آزمايش را به طور متوا ـ ۶
  .را پيدا كنيد B قبل از Aاحتمال وقوع 

( )
( )
P A

P A B
=






B قبل از Aوقوع 



 P  

  :  ناسازگار باشندB و Aحالت خاص كه 
( )

( ) ( )
P A

P A P B
=

+
  B (P قبل از Aوقوع ( 

 كنند چقدر احتمال دارد حسن قبل از حسين جفت شير بياورد؟  حسن و حسين هر كدام مستقلاً يك جفت سكه را پرتاب مي  : مثال
  موفقيت حسين باشدB موفقيت حسن و A اگر 6 بنا به نكته  : حل
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  ۹  اصول احتمال و احتمال شرطي

  ( )
( )

( )
( )

P A P A
P A B 1 P A B

= =
′ ′− 

)A قبل از B (P  

  ( )
( ) ( )

1
P A 44

3 31 P A P B 71
4 4

= = =
′ ′− −

  

 )استقلال مشروط (  : مثال

1فرض كنيد با احتمال 
4

3 و با احتمال Aاز كارخانه 
4

2 با احتمال Aتوليدات . كنيم  خريد ميB از 
100

 با احتمال Bو توليدات  

3
100

  ايم اگر اولي خراب باشد چقدر احتمال دارد و دومي خراب باشد؟ دو توليد از يك كارخانه خريده.  خراب هستند

   : حل

  ( ) ( )
( )

1 2
2 1

1

P F F
P F F

P F
=

  

  .كنيم ها مشروط مي حال صورت و مخرج را به كارخانه

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2

1 2 1 2

1 1

1 2 3 3
P A P F A P F A P B P F A P F B 4 100 4 100

1 2 3 3P A P F A P B P F B
4 100 4 100

   +   +    = =
   + +   
   

  

) مستقل باشند و C,B,Aاگر   : مثال ) ( ) ( )P C P A P B 0.4= = = ،( )P A B C∆  چقدر است؟  

A مستقلند C,B,Aدانيم وقتي  مي : حل B∆ با Cمستقل از هم هستند پس  
  پس

  ( )( ) ( ) ( ) ( )( )P A B C P A B P C 0.48 0.4 0.192∆ ∆ = ∆ = =  
  چون

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B 2P A B 0.8 2 0.16 0.8 0.32 0.48∆ = + − = − = − =  
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  رهاي تصادفي و اميد رياضيمتغي
  تابع توزيع تجمعي

  : عبارت است ازXتابع توزيع تجمعي ) اعم از گسسته يا پيوسته (Xبراي هر متغير تصادفي 

[ ]XF : R 0,1→  
( ) ( )XF x P X x= ≤  

  .ع متغيرهاي پيوسته همواره پيوسته است است و نمودار تابع توزياي پلهنمودار تابع توزيع متغيرهاي گسسته همواره به صورت 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x X XP a X b F b F a , P a X b F b F a−< ≤ = − ≤ ≤ = −  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )X X X XP a X b F b F a , P a X b F b F a− − −≤ < = − < < = −  

) اگر   : مثال )
2

0 x 2

7 x 2 x 0F x 10
0.8 0 x 1
1 x 1

< −


− − ≤ <= 
 ≤ <

≥

) باشد Xتابع توزيع   )P 2 X 1− ≤   چقدر است؟>

 : بنابه نكته بالا : حل

  ( ) ( ) ( )P 2 X 1 F 1 F 2 0.8 0 0.8− −− ≤ < = − − = − =  

  اميد رياضي

) را باXيانگين متغير تصادفي اميد رياضي يا م )E X يا µكنيم دهيم و به صورت زير تعريف مي  نشان مي:  

   گسسته باشدXاگر 
  

   پيوسته باشدXاگر 
( )

( )

( )

x

x P X x

E X

x f x dx
+∞

−∞

 =

= µ = 



∑

∫   
)دقت شود  )E Xدر اين كتاب . شود و وجود دارد ري يا انتگرال بالا تعريف مي در صورت همگراي مطلق بودن س( )E X متناهي فرض 

  .شود مي
بايد اميد رياضي بخش پيوسته و بخش گسسته را جداگانه ) يعني بعضي جاها گسسته و بعضي جاها پيوسته بود( آميخته بود Xاگر 

  .حساب كرده، باهم جمع كنيم

x اگر   : مثال 0≥ ( ) xf x xe−= تابع چگالي X باشد اميد رياضي Xرا بيابيد؟  
   : حل

  ( ) ( ) 2 x 2 x x x
0 0 0

E X xf x dx x e dx x e 2xe 2e 2
∞∞ ∞ − − − − = = = − − − =∫ ∫  

  .رو استفاده شده است گيري جزء به جزء از روش جدولي روبه براي انتگرال

2 x

x

x

x

x e

2x e

2 e

0 e

−

−

−

−

−

+

−
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  ۱۱  متغيرهاي تصادفي و اميد رياضي

) داراي تابع احتمال Xاگر   : مثال )
xqf x x 1,2,

xLnp
−

= =  باشد ( )E Xچقدر است؟  

  ( )
x

x

x 1 x 1

q 1 1 q qE X x q
xLnp Lnp Lnp 1 q pLnp

∞ ∞

= =

 − − −
= = − = =   − 
∑ ∑  

  چقدر است؟X به صورت زير باشد اميد رياضي Xاگر تابع توزيع   : مثال

  ( )
2

X

0 x 1

x 6F x 1 x 2
10
1 x 2

<


+= ≤ <


≥


  

 . آميخته است يعني در يك نقطه گسسته و در يك فاصله چگالي پيوسته داردX : حل

  ( ) ( ) ( ) ( )7 7 7 7: P X 1 F 1 F 1 0 E X 1
10 10 10 10

 = = − = − = → = = 
 

   بخش گسسته

  ( ) ( ) 2x xf x F x 1 x 2
10 5

′= = = <     بخش پيوسته>

  
( )

( )

22 32

1
1

x x 8 1 7E X dx
5 15 15 15

7 7 21 14 35 7E X
10 15 30 30 5

 −
= = = =



+
= + = = =

∫  

  مد و ميانه

)  : نكته ) ( ) 2g a E X a= a به ازاي − =µشود يعني  مينيمم مي:  
  ( ) ( ) ( )2 2a ; E X a E X V ar X∀ − ≥ − µ =  

( )g a E X a= a به ازاي − m=شود يعني  مينيمم مي:  
  a ; E X a E X m∀ − ≥ −  

  . استX ميانه توزيع mكه 
  : است اگرX ميانه توزيع پيوسته mطبق تعريف عدد 

  ( )X
1F m
2

=  

  : گويند اگرX را ميانه توزيع mالبته در حالت كلي عدد 

  ( ) ( )1 1P X m , P X m
2 2

≥ ≥ ≤ ≥  

  : مد است اگر تابع چگالي را ماكزيمم كند يعنيaمتغيرهاي پيوسته در 
  ( ) ( )f x f a≤  

  . از بقيه بيشتر باشدa مد است اگر احتمال aو در متغيرهاي گسسته 

)چگالي  مد توزيع با تابع   : مثال ) ( )2
1f x

1 x
=

π +
  كدام است؟
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  ۱۲ آمار و احتمال

)  با توجه به آنكه : حل ) ( ) 1f x f 0< =
π

xپس توزيع در     . مد دارد=0

) ميانه توزيع با تابع چگالي   : مثال ) ( )2
1f x x R

1 x
= ∈

π +
  كدام است؟

) بايد  : حل ) 1F m
2

) اما = ) ( )
1mm 4

1
2

tan m1 tan x 1 12F m dx tan m
2 21 x

−
−

−∞
−∞

π
+

= = = = + =
π ππ + ∫1  پسtan m 0− = 

mيعني   .يع استميانه توز =0

  شف بي هنامساوي ماركوف ـ نامساوي چ

)به  )( ) ( )( )E g X
P g X c

c
≥ )شود و به   نامساوي ماركوف گفته مي≥ ) 2

1P X k
k

− µ ≥ σ ) يا ≥ ) 2
1P X k 1

k
− µ < σ ≥  k كه −

  .اوي را پيدا كنيد را بيابيد تا سمت راست نامسkكافي است  .شود شف گفته مي بي عدد مثبت دلخواه است نامساوي چه
پس موقعي بايد از . دست آورد توان به شود بلكه كران احتمال را مي ها دقت كنيد احتمال با اين نامساوي ها پيدا نمي درمورد نامساوي

  .ها كمك گرفت كه درصورت سؤال حداقل يا حداكثر احتمال را بخواهند اين نامساوي

)اگر   : مثال )E X ) و =8 )Var X ) حداقل =9 )P 2 X 14<   كدام است؟>
   : حل

  ( ) ( ) ( ) ( )P 2 X 14 P 2 8 X 8 14 8 P 6 X 8 6 P X 8 6< < = − < − < − = − < − < = − <  

( )6 k k 3= σ k پس = ) شف بي ه و طبق نامساوي چ=2 ) 1 3P X 8 6 1
4 4

− < ≥ − =  

)ي  است كران بالايي برا4 و واريانس 1 داراي ميانگين X  : مثال )P X   چقدر است؟≤3
  : حل

  ( ) ( ) ( )2
2

E X 5P X 3 P X 9
9 9

≥ = ≥ ≤ =  

  زيرا
  ( )2 2 2E X 1 4 5=µ + σ = + = 

 به هم وابسته نباشند Y,Xاند، اگر حدود تغييرات  وقتي حدود تغييرات دو متغير به هم وابسته باشد آن دو متغير وابسته  : نكته
  .گاه اين دو متغير مستقل هستند  تجزيه شود، آنY,Xو تابع چگالي توأم به صورت دو تابع مجزا از ) دناحيه مستطيلي باش(

) با تابع چگالي توأمY و X  : مثال ) 2f x , y kx y= 0 كه x 1< 0 و > y 1 x< <  .اند وابسته −
   : حل
0  چگالي تابعدراما  y 2< )و > ) 2f x , y kx y 0 x 1= < <     X و Yمستقلند چون ( ) ( ) ( ) ( )2

1 2f x , y kx y g x g y=  xو حدود  =

  . به هم ربطي نداردyو 
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  ۱۳  متغيرهاي تصادفي و اميد رياضي

) باشد و 5 و 2 به ترتيب Xاگر اميد رياضي و واريانس   : مثال ) ( )Var Y | X 2 , E Y | X 1=   چقدر است؟XY واريانس =
  : حل

  
( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

2

2

Var XY E Var XY | X Var E XY | X

E X Var Y | X Var XE(Y | X)

E 2X Var X 2 4 5 5 23

= +

= +

= + = + + =

  

  محاسبه احتمال توام ـ تابع توزيع توأم و خواص آن
  : عبارتست ازY و Xتابع توزيع توأم 

( ) ( )x, yF x, y P X x,Y y= ≤ ≤  
  :كه داراي خواص زير است

( ) ( ) ( )X,Y Ya F , y F y+∞ =  
( ) ( ) ( )X,Y Xb F x , F x+∞ =  

( ) ( ) ( )X,Y X YX,Y F x , y F x F y⇔ )اند  مستقل= )c   

( ) ( )
( )2

X,Y
X,Y

F x , y
d f x , y

x y
∂

=
∂ ∂

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )X Y X,Y X Ye F x F y 1 F x , y F x F y+ − ≤ ≤  
 چگونگي يافتن تابع dدهد رابطه   را نشان ميY و X تعريف استقلال cشوند و رابطه   پيدا ميb و a از روابط Y و Xتوابع توزيع كناري 

  .دهد هايي براي تابع توزيع نشان مي  كرانe  و رابطه چگالي توأم از روي تابع توزيع توأم است

)اگر   : مثال )P X 1.2 0.4≤ ) و = )P Y 2 0.1> − )حداقل و حداكثر ، آنگاه = )x, yF 1.2,   چقدر است؟ −2
) چون e طبق رابطه  : حل )yF 2 0.9− ):  پس= )x,y0.3 F 1.2, 2 0.36 0.6≤ − ≤ = 

  رياضي شرطي ـ اميد رياضي مضاعف ـ واريانس شرطياميد 

 معمولاً در صورت مسئله واضح است كه اميد رياضي يك متغير را به شرط آنكه .كنند را پيدا مياميد رياضي شرطي  g و fهاي  فرمول
  .خواهند متغير ديگر مقدار معلومي بگيرد مي

( ) [ ] f (x, y)f E X | Y y xf (x | y)dx x dx
f (y)

+∞ +∞

−∞ −∞
= = =∫ ∫  

( ) [ ] ( ) ( )
( )y y

P X x , Y y
g E Y | X x y P Y y | X x y

P X x
= =

= = = = =
=∑ ∑  

)به  )h اميد رياضي مضاعف و به( )kفرمول واريانس شرطي گويند .  ( )
( )

( )( ) ( )
E E(Y | X) E(Y)

h
E E X Y E X

 =


=
  

( ) ( ) ( ) ( )k V ar X E V ar X | Y V ar E X | Y= +        

Y را وقتي Xاميد رياضي . صورت زير باشد  بهY و Xاگر تابع احتمال توأم   : مثال  . پيدا كنيد=0
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  ۱۴ آمار و احتمال

  
X

Y
1 2 3

0 0.1 0.2 0
1 0.3 0.2 0.2

−

  

  :يابيم  را مي0 در نقطه Y ابتدا احتمال  : حل
  ( ) ( )yf 0 P Y 0 0.1 0.2 0.3= = = + =  

  ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
y x 1,2,3

f x ,0 f x ,0 f x ,0 0.1 0.2 0f X| y 0 E X| y 0 x 1 2 3 1
f 0 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3

=−

= = = → = = = − + + =∑  

 از متغيرهاي تصادفي تعدادي تصادفياميد رياضي و واريانس   : نكته

  ( ) ( )
N

i i
i 1

E X E X E N
=

 
  =
 
 
∑  

  ( ) ( ) ( ) ( )( )
N 2

i i i
i 1

Var X Var X E N Var N E X
=

 
  = +
 
 
∑  

شوند هر مشتري داراي خريد با   نفر وارد يك فروشگاه مي200رض كنيد روزانه تعدادي مشتري با ميانگين و واريانس برابر ف  : مثال
  فروشگاه چقدر است؟ دلاردارد ميانگين و واريانس فروش روزانه10 دلار و انحراف معيار 180ميانگين 

   : حل
  چون

  ( ) ( ) ( ) ( )i iE X 180 , Var X 100 , E N Var N 200= = = =  

 پس اگر
N

i
i 1

Y x
=

=   : فروش روزانه باشد∑

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2E Y 180 200 36000 , Var Y 100 200 200 180 6500000= = = + =  

  كوواريانس و ضريب همبستگي

  : عبارت است ازY,Xكوواريانس دو متغير تصادفي 
( ) ( )( )xy X YCov X,Y E X Yσ = = − µ − µ    

 دارند، يعني با افزايش يكي ديگري كاهش پيدا اثر معكوسمنفي بودن كوواريانس نشان دهنده آن است كه دو متغير بر روي هم 
  .كند و برعكس مي

( ) ( )Cov X,Y Cov Y,X=  
( ) ( )Cov X ,X Var X=  
( )Cov a,X 0=  
( ) ( )Cov aX,bY abCov X,Y=  

( )
n m n m

i j i j
i 1 j 1 i 1 j 1

Cov X , Y Cov X ,Y
= = = =

 
  =
 
 
∑ ∑ ∑∑  

( ) ( ) ( ) ( )Var X Y Var X Var Y 2Cov X,Y+ = + +  
( )X,Y Cov X,Y 0⇒   مستقل=
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  ۱۵  متغيرهاي تصادفي و اميد رياضي

)ضريب همبستگي  )
( ) ( )X,Y

Cov X,Y

Var X Var Y
ρ 1ρ در نامساوي = 1يعني ، ≥ 1− ≤ ρ   .كند  صدق مي≥

 شود، آن است كه دو متغير رابطة خطي داشته 1- يا 1ر شرط لازم و كافي براي آنكه ضريب همبستگي بين دو متغير براب  : نكته
  .باشند

aY aX b ; a 0
a

= + ⇔ ρ= ≠  

. شود ها صفر است اما اگر ضريب همبستگي صفر باشد، استقلال دو متغير نتيجه نمي  مستقل باشند، ضريب همبستگي آنY و Xاگر 
  .داند، يعني رابطة خطي ندارن  ناهمبستهY و Xدر اين حالت گويند 

Wاگر  cY d , U aX b= + =  از نظر مقداري با ضريب همبستگي W و U باشند، ضريب همبستگي Y و X دو تركيب خطي از +
X و Yبرابر است .  

  :يعني
a و cعلامت باشند  هم  

  
A و cعلامت نباشند  هم  

X,Y

aX b,cY d x, y

X,Y

ac
ac+ +

ρ

ρ



ρ = ρ = 


−

  

 ) مستقل هستندY و Xوقتي  (XYواريانس   : نكته

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )222 2 2 2 2 2 2 2
X X Y Y X YVar XY E X Y E X E Y= − = µ + σ µ + σ −σ σ  

4Xاگر   : مثال Y 2
Y 4X

+ =   كدام است؟Y و X آنگاه ضريب همبستگي −

2داريم : حل 216X Y 8XY+ = ا − )ي ) 24X Y 0− Yپس = 4X=و لذا Xا و ضريب همبستگي يك  رابطه خطي دارد Y ب
  .شود مي

1X باشد ضريب همبستگي −0.4 برابر 2T و 1Tاگر ضريب همبستگي   : مثال 2T 4= 2Y و − 3 2T=  چقدر است؟ −

 .شود  مي0.4بنا به نكته بالا ضريب همبستگي  : حل

)اگر   : مثال ) ( ) ( ) ( )E X 4 , E Y 2 , Var X 3 , Var Y 5= = − =    كدام است؟XY مستقل باشند واريانس Y و X و =
   : حل

  ( ) ( ) ( ) ( )2Var XY 16 5 3 2 3 5 107= + − + =  

  تابع مولد گشتاورها

)به تابع  ) ( )tX
XM t E e=ن گشتاور مرتبه براي يافت. شود  تابع مولد گشتاورها گفته ميk ام يعني( )kE X بايد kاز  بار ( )XM t 

  :يعني.  عدد صفر را قرار دادtمشتق گرفت و بازاي 

  ( )( ) ( )k k
XM 0 E X=  

    : نكته
  ( ) ( )bt

aX b XM t e M at+ =  
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  ۱۶ آمار و احتمال

)اگر   : مثال )
( ) 4t

X 4

1 2e
M t

3

+
Y و = 3X 2=   . كدام استYگشتاور تابع مولد  −

   : حل

( ) ( )
( ) 43t

2t 2t
Y X 4

1 2e
M t e M 3t e

3
− −

+
= =  

 .توان به توزيع اصلي پي برد با داشتن تابع مولد مي  : نكته

) اگر   : مثال ) 3t 4t
XM t 0.2e 0.3e 0.5−= +   كدام است؟X تابع احتمال +

Xباتوجه به آنكه اگر  : حل 3 4 0
0.2 0.3 0.5
) پس − ) 3t 4t

XM t 0.2e 0.3e 0.5−= +   .شد پيدا x پس توزيع +
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  ها توزيع 
  توزيع يكنواخت گسسته

1 مقاديرXاگر  , 2 ,...., nرا با احتمالات ( ) 1P X x
n

= } بر  توزيع يكنواخت گسستهXگويند   اختيار كند، مي= }1 , 2 , ..., nدارد .  

  :گشتاورها عبارت است از مولد تابع

  ( )
( )

( )
n t n 1tx t 2t tn t

x t
x 1

e e e ... e e eM t
n n n 1 e

+

=

+ + + −
= = =

−
∑  

) : برابر است بارياضيو اميد  )
n

x 1

x n 1E X
n 2

=

+
= )و واريانس اين توزيع،  ∑= )

2n 1Var X
12

−
  . است=

  در پرتاب يك تاس واريانس شماره ظاهر شده چقدر است؟  : مثال

} شماره ظاهر شده باشد توزيع يكنواخت بر xاگر  : حل ) دارد و 6,..,1,2{ )
26 1 35Var x
12 12

−
= =   

  توزيع برنولي

  .گويند آزمايش برنوليبه هر آزمايشي كه بتوان نتيجه آن را به دو صورت پيروزي و شكست بيان كرد 

( ) ( )1 xxP X x p 1 p x 0 , 1−= = − =  
  :است از  عبارت Xتابع توزيع تجمعي 

( )X

0 x 0
F x q 0 x 1

1 1 x

<
= ≤ <
 ≤

  

  :توان به صورت زير يافت   را ميXتابع مولد گشتاورهاي 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

tX tx t t
X

x 0
M t E e e P X x P X 0 e P X 1 q pe

=

= = = = = + = = +∑  

( ) ( ) ( )( )22Var X E X E X pq= − ) و = ) ( ) ( )2 22E X q 0 p 1 p= + ) و = ) ( ) ( )E X q 0 p 1 p= + =  

  :نكات
kY داشته باشد p توزيع برنولي با پارامتر Xاگر  ـ ۱ X=نيز همان توزيع را دارد يعني :  

( ) ( )k
k 0

X b p Y X b p
>

⇒ =   

Y داشته باشد p توزيع برنولي با پارامتر Xاگر  ـ ۲ 1 X=   : دارد يعنيq توزيع برنولي با پارامتر −
( ) ( )X b p Y 1 X b q⇒ = −   

  : دارد يعنيnp توزيع برنولي با پارامتر p برنولي با پارامتر i.i.d متغير nضرب  حاصل ـ ۳

( ) ( )
ni.i.d

n
1 n i

i 1
X , ,X b p Y X b p

=

⇒ = ∏    

www.ieun.ir


  ۱۸ آمار و احتمال

  :دارد يعني np توزيع برنولي با پارامتر p برنولي با پارامتر i.i.d متغير nمينيمم  ـ ۴

( ) { } ( )
i.i.d

n
1 n i

i
X , ,X b p Y min X b p⇒ =    

n1 توزيع برنولي با پارامتر p برنولي با پارامتر i.i.d متغير nماكزيموم  ـ ۵ q−دارد يعني :  

( ) { } ( )
i .i.d

n
1 n i

i
X , ,X b p Y max X b 1 q⇒ = −    

1اگر   : مثال 5X ,...,X مستقلاً توزيع برنولي با پارامتر p ) داشته باشند تابع مولد گشتاورهاي =0.2 ) { }i5X max X=كدام است؟  

 :دانيم  مي٥ بنا به نكته  : حل

  ( ) ( )( )5
5X ~ b p 1 0.8= −  

  ( ) ( ) ( ) ( )( )5 5t t
yM t q pe 0.8 1 0.8 e= + = + −  

)اگر   : مثال )
i .i.d

1 nX , ,X b p  و ( ) { } ( ) { }i i1 nX min X ,X max X= ) و = ) ( )( )1 nE X Xرا پيدا كنيد . 

   : حل
( ) ( )1 n1 X X 1= = 

) 0در غير اين صورت           ) ( )1 nX X 
=


  

  ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )

1 n 1 n

n
1 2 n

E X X P X X 1

P X X X 1 p

= = =

= = = = = =
  

)دقت شود  ) ( )n 1X ,Xاند و   وابسته( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 n 1 nE X X E X E X≠  

)اگر  :مثال ) ( )2 1Y ~ b n ,q ,X ~ b n ,p 1 كه 2p q 1,n n n+ = + X چقدر احتمال  دارد = Y=  
   : حل

  

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 1
1 2 2 1

2 1 2 1

n n

x 0 x 0
n n

1 2 1 2n x n x n nx x

x 0 x 0

1 2n n n n

22

P X Y P X x ,Y x P X x P Y x

n n n n
p q q p p q

x x x x

n n n
p q p q

nn

= =

− −

= =

= = = = = = =

      
= =      

      

+   
= =   

  

∑ ∑

∑ ∑  

 داريم چقدر احتمال دارد تعداد توپ سفيد خارج شده زوج باشد  سفيد دارد با جاگذاري بر مي6 سياه و 3 توپ از ظرفي كه 5  : مثال

) تعداد سفيد خارج شده باشد Xاگر  : حل ) ( )
5

n
111 q p 121 23P X , X ~ b 5,

2 2 243 3

 + − + −   = = =  
 

  

  اي دوجملهتوزيع 

  : تعداد پيروزي را بشمارد، پسX بار به طور متوالي و مستقل از هم تكرار كنيم و متغير تصادفي nفرض كنيد يك آزمايش برنولي را 
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  ۱۹  ها توزيع

( ) ( )n xxn
P X x p 1 p

x
− 

= = − 
 

  

x 0,1, 2,...., n=  

( ) ( ) ( ) ( )
nt

XM t q pe , E X np , Var X npq= + = =  

)دقت شود  )
( )

Var X
q

E X
  . را يافتp و nتوان   و با داشتن اميد رياضي و واريانس مي=

  :نكات
  : دارد يعنيq و nها توزيع برنولي با پارامتر  ـ تعداد شكست۱

( ) ( )X n,p Y n X b n,q⇒ = −   

X,Y 1ρ = −  

  .است −1 ها برابر ها و تعداد شكست ضريب همبستگي تعداد پيروزي
( ) ( ) ( )Cov X,Y Cov X,n X Var X npq= − = − = −  

)ـ اگر۲ )X b n,p تابع احتمال ،Xيعني ( )P X x=را در نقطه بيشترين مقدار خود ( )0x n 1 p= +  كند يا به عبارتي  اختيار مي:  

( ) ( )0x ;P X x P X x∀ = ≥ =  
)اگر )0x n 1 p= 0x و در0x عدد صحيح بشود، تابع احتمال در+  xبراي هريعني در اين حال . داراي بيشترين احتمال است−1

  :داريم

( ) ( ) ( )0 0P X x P X x 1 P X x= = = − ≥ =  
  . برنولي تشكيل شده استi.i.d متغير nاي از مجموع  هر متغير دوجمله ـ ۳

ها شكست  ها پيروزي يا تمام آن  برابر واريانس باشد چقدر احتمال دارد تمام آزمايش4  اي اميد رياضي اگر در يك توزيع دوجمله  : مثال
 .باشد

)ازآنجاكه   : حل )
( )

Var X 1 3q p
E X 4 4

= = → ) پس = ) ( )
n n

n n 1 3P X 0 P X n q p
4 4

   = + = = + = +   
   

  

1Xاگر   : مثال ~ b 10,
3

 
 
 

2Y و  ~ b 11,
3

 
 
 

Y مستقل باشند  X Y 11= −  . چه توزيعي دارد+

111  اولاً  : حل Y ~ b 11,
3

 −  
 

1T پس  11 Y X ~ b 21,
3

 = − +  
 

 

nاي با پارامترهاي   توزيع  دوجملهXاگر   : مثال 2p و =59
3

 . داراي احتمال ماكزيمم استxداشته باشد كدام مقدار =

 40 و 39فقط ) ۴  20فقط ) ۳  39فقط ) ۲  40فقط ) ۱
 .  درست است٤ بنا به نكته بالا گزينه  : حل

)چون  )n 1 p 40+  .باشد  عدد صحيح مي=
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  ۲۰ آمار و احتمال

 

  توزيع پواسون

( )
xeP X x x 0,1,2,....

x!

−λλ
= = =  

0λ توزيع پواسون با پارامتر Xگويند  )نويسند   دارد و مي< )X P λ.  

( ) ( )E X Var X= = λ   و   ( ) ( )te 1
XM t e

λ −
=  

  :نكات
]ون در ـ تابع احتمال پواس۱ ]0x = λ بيشترين احتمال را دارد يعني اگر X توزيع پواسون با پارامتر λگاه  داشته باشد آن:  

( ) ( )x 0; P X x P X x∀ = ≤ =  
0xو نيز اگر  = λ،عددي طبيعي باشد   

( ) ( ) ( )x; P X x P X P X 1∀ = ≤ = λ = = λ −  

) مقادير صحيح نامنفي بگيرد وX متغير تصادفي ـ اگر۲ )
( )

P X x 1
P X x x 1

= + λ
=

= +
0 توزيع پواسون با پارامترXگاه   آن > λدارد .  

  متغيرهاي شرطي پواسون به شرط معلوم بودن مجموع
)د و  مستقل باشنY و Xـ اگر ۳ ) ( )1 2X P ,Y Pλ λ گاه  آن:  

  ( )
x n x

1 1

1 2 1 2

n
P X x X Y n

x

−
   λ λ 

= + = =        λ + λ λ + λ    
  

  .اي دارند ها توزيع دوجمله اگر مجموع دو متغير مستقل پواسون معلوم باشد هر يك از آن

1ترتيب با  اگر تعداد زنان و مردان ورودي به يك فروشگاه در روز مستقل از هم توزيع پواسون به  : مثال 100λ 2 و = 200λ  داشته =
 . نفر بوده است599ها  باشد كدام عدد براي تعداد زنان احتمال ماكزيمم دارد اگر بدانيم تعداد كل مشتري

1 دانيم مي : حل

1 2
X| X Y n ~ b n,

 λ
+ =   λ + λ 

1Xپس   ~ b 599,
3

 
 
 

  تعداد زنان

)و  )0n n 1 p 200= + =  ًداراي بيشترين احتمال است ضمنا  ( ) ( )P X 199 P X 200= = = 

) اگر در يك توزيع پواسون   : مثال ) ( )P X 4 P X 5= = ) پس = )P X   چقدر است؟≥0
 : داريم۲ بنا به نكته  : حل

  ( ) ( ) 5P X 0 P X 0 e , 5−≤ = = = λ =  

)داراي توزيع پواسون با  Xاگر   : مثال )P X 0 a= ) باشد = )E X!چقدر است؟  

)دانيم  مي : حل ) x

x 0

eE X! e
1

∞ −λ
−λ

=

= λ =
− λ∑ اما a e−λ= پس Lnaλ = − 

aشود  لذا جواب مي
1 Lna+
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  ۲۱  ها توزيع

2λ تعداد تصادف روزانه چهارراهي با Xاگر   : مثال  ها زوج باشد  روز تعداد تصادف5 باشد چقدر احتمال دارد در =

)اگر  : حل )X ~ P λ پس 
21 e

2

− λ+
=) Xزوج (P 10 روز 5 اما درλ  لذا =

201 e
2

−+
 X(Pزوج(=

  توزيع هندسي

.  تعداد تكرار لازم را بشماردXا آنقدر به طور متوالي و مستقل از هم تكرار كنيم تا به نخستين پيروزي برسيم و يك آزمايش برنولي ر
  :پس

( ) x 1P X x pq x 1,2,3,....−= = =  

( ) ( ) ( )
t

X t 2
pe 1 qM t , t L n q , E X , Var X

p1 qe p
= < − = =

−
  

  :ها نكته

  بودن حافظه ـ بي۱

 : داشته باشدp توزيع هندسي با پارامتر Xاگر 

( ) ( )P X a b | X a P X b ; a ,b= + > = = ∈  
( ) ( )P X m n X m P X n> + > = >  

 ها ـ مينيمم هندسي۲

)اگر )
i.i.d

1 nX ,...,X G p~گاه  آن: 

    { } ( )n
i

i
Y min X G 1 q= −  

  ـ مد در توزيع هندسي۳

)با توجه به آنكه در توزيع هندسي  ) ( ) ( )P X 1 P X 2 P X 3= ≥ = ≥ = ≥شود براي هر  نتيجه ميx N∈ ؛( ) ( )P X 1 P X x= ≥ = 
xيعني توزيع هندسي در    . مد دارد=1

  ـ متغيرهاي شرطي هندسي به شرط معلوم بودن مجموع۴

)اگر  )
i.i.d

X,Y G p~گاه   آن( ) 1P X x X Y n , x 1,2, , n 1
n 1

= + = = = −
−

  

Xدر واقع وقتي  Y n+ = ،X داراي توزيع يكنواخت گسسته بر مجموعه { }1,2, , n 1−است .  

  كدام است؟X داشته باشد انحراف معيار 5 توزيع هندسي با ميانگين Xاگر   : مثال
    : حل

  ( ) ( )2
2

4
1 1 q 5E X 5 p Var X 20 20

1p 5 p
25

= = ⇒ = ⇒ σ = = = = ⇒ σ =  
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  ۲۲ آمار و احتمال

2P مستقل هندسي با Y,Xاگر   : مثال
5

X باشند چقدر احتمال دارد = Y= 

  : حل

  ( )
2

p p 2 15P X Y
32 p 1 q 8 41
5

= = = = = =
− + +

  

 A پرتاب هردو موفق شده باشند چقدر احتمال دارد 20 بيابيد و در مجموع با 6 مستقلاً تاسي را پرتاب كنند تا B  و Aاگر   : مثال
  . پرتاب كرده باشدBبيشتر از 

 :بنا به نكته بالا : حل

  ( ) 1P X x |X Y 20
19

= + = =  

  x 1, 2,...,19=  

  ( )
19

x 10

1 10P X Y
19 19

=

> = =∑  

  )پاسكال (اي منفي توزيع دوجمله

 Xامين پيروزي برسيم و متغير تصادفي rقدر به طور متوالي و مستقل از هم تكرار كنيم تا به  فرض كنيد يك آزمايش برنولي را آن
  :پس. تعداد تكرار لازم را بشمارد

( ) r x rx 1
P X x p q x r, r 1,...

r 1
−− 

= = = + − 
  

,pاي منفي با پارامترهاي   توزيع دوجملهXگويند  الت ميدر اين ح rنويسند   دارد و مي( )X ~ Nb r,p  

( ) 2
rqVar X
p

) و = ) rE X
p

) و = )
rt

X t
peM t

1 qe

 
=  

−  
  

  . عدد گل داشته باشد7طور متوسط چند پنالتي بزند تا  كند به ي پنالتي را گل م0.6 با احتمال هيك فوتباليست ك  : مثال

  ( ) r 7 70E x
p 0.6 6

= = =  

)يك عدد از بازده   : مثال   وجود دارد؟6 امين 4كنيم در بسط اعشاري اين عدد به طور متوسط چند رقم قبل از   انتخاب مي0,1(
 باشد پس 6امين 4ها تا رسيدن به   تعداد رقمXاگر  : حل

  
( )

( )

X ~ Nb r 4,p 0.1
r 4E X 40

1p
10

= =

= = =  

  .شود  مي39 جواب 6چون گفته قبل از چهارمين 
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  ۲۳  ها توزيع

 

  توزيع فوق هندسي
 تعداد توپ سفيد Xكنيم و   توپ خارج ميnاز اين جعبه بدون جايگذاري .  عدد آن سفيدندa توپ دارد كه Nاي  فرض كنيد جعبه

  :پس. شماريم شده را مي خارج

( )

a N a
x n x

P X x x 0,1,2,...., n
N
n

−  
  −  = = =

 
 
   

( ) aE X n
N

=  

( ) a a N nVar X n 1
N N N 1

−  = −  −  
  

 ها اي به شرط معلوم بودن مجموع آن متغيرهاي شرطي دوجمله  : نكته

)اگر  ) ( )2 1Y ~ b n ,p , X ~ b n ,pگاه  مستقل باشند آن:  

( )

1 2

1 2

n n

x m x
P X x X Y m

n n

m

  
    −  = + = =

+ 
  
 

  

1در واقع به شرط آنكه ( 2X X m+ = ،1X 1 توزيع فوق هندسي با پارامترهاي 2N n n= n و + m= 1 وa n=دارد (  

ترتيب با  اي به فرض كنيد تعداد زنان و مردان داراي تحصيلات عاليه يك شركت مستقل از هم توزيع دوجمله  : مثال

1
1n 100,p
4

= 2 و =
1n 200,p
4

=  نفر زن 20اند چقدر احتمال دارد   نفر تحصيلات عاليه داشته80اگر بدانيم  . داشته باشد=

  .باشند
  :بنا به نكته بالا  : حل

  ( )

100 200
20 60

P X 20| X Y 80
300
80

  
  
  = + = =

 
 
 
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  ۲۴ آمار و احتمال

 

  توزيع يكنواخت پيوسته

  : به صورت زير باشدXسته فرض كنيد تابع چگالي متغير پيو

( )
1 a x b

f x b a
0

 ≤ ≤= −


  

] توزيع يكنواخت بر بازه Xگويند  مي ]a , bنويسند   دارد و مي[ ]a,bX ~ U.  

( ) ( ) ( ) ( )2

X an
b ax a a bF x , E X , V X

b a 2 12
−− +

= = =
−

  

) متغيري پيوسته باشد كه Xاگر   : نكته )xF tًصعودي و تابع توزيع آن است، متغير  تابعي اكيدا ( )Y F X= داراي توزيع 

]يكنواخت بر بازه    . است0,1[

)اگر   : مثال )XF t تابع توزيع متغير و پيوسته X باشد واريانس ( )Y F X=كدام است؟   

)بنا به نكته بالا : حل )Y ~ U ) و 0,1 ) ( ) 2b a 1Var Y
12 12
−

= = 

  توزيع نرمال

( )
( )2

2
x
21f x e x R

2

−µ
−

σ= ∈
σ π

  

X2 توزيع نرمال با پارامترهاي , Rσ µ   . دارد∋

  :تابع توزيع تجمعي نرمال استاندارد

( ) ( )
2zx

21x P Z x e dz
2

−

−∞
Φ = ≤ =

π∫  

( ) 10
2

Φ )  و  = ) ( )x 1 xΦ − = − Φ  

( ) ( )2 XX N , Z N 0,1~ ~− µ
µ σ ⇔ =

σ
  

( ) ( ) ( )
2 2tt 22XM t e , E X , Var X

σ
µ +

= = µ = σ  
  .شوند  مركزي مرتبه فرد توزيع نرمال همواره صفر ميگشتاورهاي  : نكته

  :و گشتاورهاي زوج عبارتند از

( ) ( ) 2k
2k

2k k
2k !

E X
k!2

σ
µ = − µ =  

  :نرمال دومتغيره  : نكته
0ρ مستقلند اگر و تنها اگر Y و Xشرطي نيز نرمال هستند و هاي   توزيع نيز نرمال هستند وY و Xهاي كناري  توزيع =  

  صورت اين در غير 
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  ۲۵  ها توزيع

 .هر تركيب خطي از متغيرهاي تصادفي مستقل نرمال داراي توزيع نرمال است  : نكته

n n n
2 2

i i i i i i
i 1 i 1 i 1

Y c X ~ N c , c
= = =

 
 = µ σ
 
 

∑ ∑ ∑  

) داراي تابع مولد گشتاور Xاگر   : مثال ) ( )t t 1
XM t e ) باشد =− )P X   . كدام است>1

  :با تابع مولد گشتاور نرمال داريمبنا بر تطبيق  : حل

  ( )
2 2

2
ttt t 2XM t e e

σ
µ +− += =  

2پس  2σ 1µ و = =   : و لذا−

  ( ) ( ) ( )1 1P X 1 P Z P Z 2 2
2

+ 
< = < = < = Φ 

 
 

)اگر  : مثال )2
iX ~ N i ,i  كهi 1, تقل باشند آنگاه وقتي مس =2,3

3

i
i 1

X i X
=

= ∑ ،( )P X     چقدر است؟>10

   : حل
)  :درواقع ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 2 3X X 2X 3X ~ N 1 2 2 3 3 ,1 4 4 9 9 N 14,98= + + + + + + ≈  

2 توزيع نرمال با Xاگر   : مثال 1 , 2σ = µ  .شود  مي−4xe داشته باشد اميد رياضي =
   : حل

  ( ) ( )
( ) ( )2 16 12t 2 44x 8 8 02 2XE e M 4 e e e e 1

σ +
µ + − +− − += − = = = = =  

  تابع گاما

) تابع :تعريف ) 1 x

0
x e dx

∞
α− −Γ α =  .گويند  را تابع گاما مي∫

)تابع ) الف )Γ α 0 به ازاي هرα   . همگرا است<
1αبراي هر ) ب( ) داريم < ) ( ) ( )1 1Γ α = α − Γ α −  

1 برابر يك و مقدار تابع گاما در نقطه 1 گاما در نقطه مقدر تابع) ج(
2

n است ضمناً وقتي π برابر  N∈داريم  :( ) ( )n n 1 !Γ = −  

  توزيع گاما

( ) ( )
1 xf x x e x 0

α
α− −ββ

= >
Γ α

  

( )X ~ G ,α β  

( ) ( ) ( ) ( )tX
X 2M t E e t , E X , Var X

t

α
 β α α

= = β > = = β − β β 
  

)اگر   : نكته )X ~ G ,α βو k Y و <0 kx= پس Y ~ G ,
k
β α 

 
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  ۲۶ آمار و احتمال

  .شود اگر متغيري را كه داراي توزيع گاما است در عددي مثبت ضرب كنيم باز هم توزيع گاما برقرار مي

)  اماگشتاورهاي گ ) ( )
( )

k
k

k
E X k 0

Γ α +
= α + >

β Γ α
  

)اگر از جامعه با چگالي   : مثال ) 2xf x 2e−= 1 تايي 2 نمونه 2X ,X را بگيريم 
1 2

1E
X X

 
 + 

 . را بيابيد

1چون  : حل 2X X+ 2 توزيع گاما با, 2β = α  دارد پس =
1 2

1E 2
X X 1

  β
= = + α − 

 

Y داشته باشد 4 و 4توزيع گاما با پارامترهاي  Xاگر   : مثال 4X=چه توزيعي  دارد؟   

) بنا به نكته بالا : حل )Y ~ G )  : عبارتست ازYكه چگالي  4,1 )
3 y

Y
y ef y y 0

6

−
= >  

4Y در مثال بالا اميد رياضي   : مثال X=چقدر است؟  
   : حل

  ( ) ( )
( ) ( )

4
4 4

8 7! 210E X
644 4 4 3!

Γ
= = =

Γ
  

  )حالت خاص گاما(توزيع نمايي 

1αاگر در توزيع گاما قرار دهيم  β و = = λپس :  
( ) xf x e x 0−λ= λ >  

X 0 با پارامتر )منفي( توزيع نمايي < λهاي توزيع گاما  دارد بديهي است با توجه به ويژگي:  

( ) ( ) ( )X 2
1 1M t t , E X , Var X

t
λ

= λ > = =
λ − λ λ

  

0λ توزيع نمايي با پارامتر Xاگر  ) داشته باشد < )kE X گشتاورهاي مرتبه ( عبارت است ازkام توزيع نمايي( 

( ) ( )
( )

k
k k
k 1 k!E X k N

1

Γ +
= = ∈

λ Γ λ
  

) خاصيت فاقد حافظه بودن ) ( )P X a b X a P X b> + > =   .استها فقط براي نمايي برقرار   در ميان پيوسته<

]اگر   : نكته ]0,1X ~ U متغير Ln XY −
=

λ
0λكه     . استλداراي توزيع نمايي با پارامتر  است <

)ها مستقل و iXاگر   : نكته )i iX ~ Exp λپس : 

( ) { }
n

1 i xp i1 i i 1
X Y min X E

=

 
 = = λ
 
 
∑  

)توزيع ارلنگ   : نكته )G n ,λتوزيع زمان انتظار براي وقوع nامين پيروزي در يك فرايند پواسون است.  

)اگر   : مثال )1 XpX ~ E ) و 2 )2 XpX ~ E ) و 3 )3 XpX ~ E  مستقل از هم باشد چقدر احتمال آن متغيري كه از بقيه كوچكتر 4
  . كوچكتر باشد3از ) Min(است 
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  ۲۷  ها توزيع

) به نكته بالابنا  : حل ) { } ( )i i Xp1X min X ~ E 2 3 4= + ) و + )( )
3

9x 2v
1

0
P X 3 9e dX 1 e− −< = = −∫ 

 ساعت عمر كرده 500 دارد چقدر احتمال دارد يك لامپ كه ساعت 2000ها توزيع نمايي با ميانگين   كنيد عمر لامپفرض  : مثال
 . ساعت عمر كند1500حداقل 

   : حل

  ( ) ( )
1 11000

2000 2P X 1500 X 500 P X 1000 e e
 − − 
 > > = > = =  

  )حالت خاص گاما(توزيع مربع كاي 

  :اگر در توزيع گاما قرار دهيم
v 1,
2 2

α = β =  

( )
( )

( ) ( )

v
2

X v
2

1
1 12M t t , E X v , Var X 2v

1 2t 1 2t2

 
 

= = < = = 
 −  − 

  

2Y توزيع نرمال استاندارد داشته باشد Xاگر   : نكته X= داراي توزيع مربع كاي با v   . درجه آزادي است=1

)اگر   : نكته )X ~ G ,α β 2 پس
2

12 X ~ G ,
2 α

 β α ≡ 
 

χربع كاي تبديل كردتوان به م  بر اين اساس هر توزيع گاما را مي. 

  رابطه مربع كاي و نمايي

( )
2

xp2
1E
2

 χ ≡  
 

  

1 درجه آزادي همان نمايي با پارامتر 2توزيع مربع كاي با 
2

  . است

) توزيع يكنواخت بر بازه xاگر   : مثال nY داشته باشد 0,1( 2L X=  .وزيعي  دارد چه ت−

1نمايي با ميانگين ) ۱
2

)يكنواخت بر ) ۴   درجه آزادي2 با مربع كاي) ۳  4 نمايي با ميانگين) ۲   )0,∞  

 . درست است٢گزينه  : حل

  ( )
2
2

Ln X 1Y 2Ln X ~ Exp X
1 2
2

−  = − = ≡ 
 
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  ۲۸ آمار و احتمال

 

  توزيع بتا

( ) ( ) ( )b 1a 11f x x 1 x 0 x 1
B a,b

−−= − < <  

)  :كه در آن ) ( ) ( ) ( )
( )

1
b 1a 1

0

a b
B a,b x 1 x dx

a b
−− Γ Γ

= − =
Γ +∫  

( ) ( )
( ) ( )2

a abE X , Var X
a b a b a b 1

= =
+ + + +

  

)اگر   : مثال ) ( ) 32f x K x 1 x ,0 x 1= − <  . چقدر استX تابع چگالي باشد اميد رياضي و واريانس >

)دقت شود   : حل )X ~ B a 3,b 4= ) لذا = ) a 3E X
a b 7

= =
+

) و  )
( ) ( ) ( )2 2

ab 12 3Var x
987 8a b a b 1

= = =
+ + +

  

  توزيع كوشي

  : به صورت زير باشدXاگر تابع چگالي متغير پيوسته 

( ) 2
1 1f x x R

x1

= ∈
πσ  − µ +  σ   

  

0 توزيع كوشي با پارامترهاي Xگويند  مي , Rσ > µ 0µدر حالت خاص كه .  دارد∋ 1σ و =   : داريم=

( ) 2
1 1f x x R

1 x
= ∈

π +
  

  . داردكوشي استاندارد توزيع Xگويند  مي
اگر   : نكته

,
2 2

X ~ U π π − 
 

Y و  tg X= آنگاه Yتوزيع كوشي استاندارد دارد .  

1Y كوشي استاندارد داشته باشد، آنگاه Xاگر   : نكته
X

 .دارد نيز همان توزيع را =

اگر   : نكته
i.i.dX,Y N(0,1)گاه  آن   X X | X |, ,

Y | Y | Y
  . داراي توزيع كوشي استاندارد هستند

  

 مستقل باشندYو X داشته باشد 1 و واريانس 2 توزيع نرمال با ميانگين Y  و توزيع نرمال استانداردx اگر   : مثال
( )2

XP 1
Y 2

 
 < 
 − 

 

 چقدر است؟

)  چون : حل )2Y 2 Y 2− =  :پس −

  
( )

11 1

2
X dt tan t 1P 1

Y 2 41 t

−

−∞ −∞

 
< = = =  − ππ +  ∫  
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  ۲۹  ها توزيع

  X از روي تابع چگالي Yروش يافتن تابع چگالي   : نكته

)  :گاه  تابعي اكيداً يكنوا باشد، آنg پيوسته و Xاگر  ) ( )( ) ( )1
1

Y X
dg y

f y f g y
dy

−
−=  

2λ داراي توزيع نمايي با پارامتر Xاگر   : مثال 2XY داشته باشد = e=چه توزيعي دارد . 

12x  .كنيم  پيدا ميy را برحسب xبنا به نكته بالا ابتدا  : حل Ln y x L n y
2

= ⇒ =  

dxگيريم  سپس از آن مشتق مي 1
dy 2y

) حال در تابع چگالي نمايي = ) 2xf x 2e 1گذاريم  ميx به جاي =− Ln y
2

 و حاصل را در 

) .كنيم مشتق ضرب مي ) Ln y
2

1 1 1f y f Ln y 2e y 1
2 2y y

− = = = > 
 

  

  قضية حد مركزي

)ها مستقل و داراي توزيع يكسان باشند وiXاگر )iE X =µو ( ) 2
a r iV X = σ <  و∞

n

i
i 1

X

X
n

==

∑
  : پس

( )
2

n

i zani 1 2

X n
X 1P a P a a e d z

n 2
n

−
→∞=

−∞

 
  − µ
   −µ  ≤ = ≤ →Φ =

σ  σ π
  
  

 

∑
∫  

 متغير مستقل از هر توزيعي، داراي توزيع حدي nمجموع قضية حد مركزي يك بيان احتمالي دارد و آن بيان اين است كه 
چون . اي منفي و مربع كاي داراي توزيع تقريبي نرمال هستند اي، پواسون، گاما، دوجمله هاي دوجمله  بنابراين توزيع.نرمال است

توان متغير پواسون را به صورت مجموع متغيرهاي پواسون و  توان به صورت مجموع متغيرهاي برنولي نوشت، مي اي را مي جمله متغير دو
اي منفي را به صورت مجموع متغيرهاي هندسي و متغير مربع كاي را  متغير گاما را به صورت مجموع متغيرهاي نمايي و متغير دوجمله

  .ع متغيرهاي مربع كاي نوشتبه صورت مجمو

فرض كنيد زمان لازم براي پاسخگويي به هر سؤال توزيع نمايي با ميانگين يك دقيقه دارد چقدر احتمال دارد مجموع زمان   : مثال
 . دقيقه بشود90 سؤالي كمتر از ۱۰۰لازم براي امتحان 

 :بنا به قضيه حد مركزي : حل

  
100

i
i 1

X X
=

=   د توزيع حدي نرمال دار∑

  ( ) ( ) ( )
90 100 1

P X 90 P Z P Z 1 0.1587
1 100
− 

< = < = < − = 
 
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  ۳۰ آمار و احتمال

 
  ها كردن توزيع قطع  : نكته

 Aدارند كه به آن   را نگه ميxد و بخشي از مقادير ممكن نكن  را حذف ميxهاي معروف بخشي از مقادير ممكن  بعضي مواقع در توزيع
)تابع احتمال جديد همان تابع احمال قبلي است كه بر . گوييم مي )P Aشود مثلاً  تقسيم مي:  

Xاگر توزيع پواسون را براي    :شود ر نظر بگيريم تابع احتمال مي د≠0

( )

x xe e
x! x! x 1,2,...

P X 0 1 e

−λ −λ

λ

λ λ

= =
≠ −

  

xيا در توزيع نمايي براي  a>شود  تابع احتمال مي:  

( )
x x

a
e e x a

P x a e

− λ −λ

−λ
λ λ

= >
>

  

( )x ae x a−λ −= λ >  

) مثلاً .شود اميد رياضي و واريانس هم براين اساس گرفته مي ) ( ) 1X ~ Exp E X | X a aλ ⇒ > = +
λ
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  ۳۱  ها توزيع

  ها جدول خلاصه توزيع

  تابع احتمال  نام توزيع  رديف
تابع مولد 
  گشتاورها

  واريانس  اميدرياضي
توضيحات 

  )هاي خاص حالت(

۱  
اي  دوجمله
( )b n ,p  

x n xn
p q

x
− 

 
 

  

x 0,1, 2,..., n=  

( ) ntq pe+

  
np  npq  

nاگر   توزيع =1
برنولي بوجود 

  .آيد مي

)پواسون   ۲ )P λ  
xe

x!

−λ λ  ( )te 1
e

λ −  λ  λ  ـ  

۳  
اي منفي  دوجمله

( )Nb r ,p  
r x rx 1

p q
r 1

−− 
 − 

  

rt

t
pe

1 qe

 
  − 

  

r
p

  rq
p

  
rاگر   توزيع =1

هندسي بوجود 
  .آيد مي

۴  
  فوق هندسي

( )HG N,n ,a  

a N a
x n x

N
n

−  
  −  

 
 
 

an  ـ  
N

  a a N nn 1
N N N 1

−  −  −  
  ـ  

۵  
يكنواخت پيوسته 

[ ]U a,b  

x 0, 1,..., n
1 a x b

b a

=

≤ ≤
−

  
( )
tb tae e

t b a
−
−

  a b
2
+  ( ) 2b a

12
  ـ  −

)گاما   ۶ )G ,α β  
( )

1 xx e x 0
α

α− −ββ
>

Γ α
  

t

α
 β
 β − 

  
α
β

  2
α

β
  

1αاگر   توزيع =
آيد  نمايي بوجود مي

v اگر
2

α  و =

1
2

β  توزيع =

 بوجود كايمربع 
  .آيد مي

)نرمال   ۷ )2N ,µ σ  
( ) 2

2
x
21 e

2

−µ
−

σ

σ π
  

2 2tt
2e

σ
µ +

  
µ  2σ    

)بتا   ۸ )B a,b  
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

b 1a 11 x 1 x
B a,b

a b
B a ,b

a b

−− −

Γ Γ
=

Γ +

a  ـ  
a b+

  
( ) ( )2

ab

a b a b 1+ + +
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  اي هاي نمونه ها و توزيع آوردكننده  بر
  MMEروش گشتاوري 

)داشته باشد كافي است مجهول ر يك پارامت ،توزيعدر روش گشتاوري اگر  )E X) ميانگين جامعه ( را باX) برابر قرار ) ميانگين نمونه
  . پيدا كنيدXداده پارامتر را برحسب 

) داراي چگالي Xاگر   : مثال ) ( ) ( ) 1f x 1 x 1 x
0 x 1

θ−= θ θ + −

< <

 .را بيابيدθش گشتاوري برآورد رو.  باشد

   : حل

2α توزيع بتا با Xشود اما  گيري هم جواب پيدا مي هر چند با انتگرال βو  = = θ دارد پس ( ) 2E X X
2

= =
+ θ

و  

( ) 2 2XMME
X

−
θ = 

  MLEي روش ماكزيمم درستنماي

)در روش ماكزيموم درستنمايي بايد تابع  ) ( )
n

i
i 1

L f x ,
=

θ = θ∏ را به عنوان تابعي از θماكزيموم كنيد .  

)  :ـ در روش ماكزيموم درستنمايي داريم )( ) ( )( )MLE g g MLEθ = θ  
)يعني براي يافتن  )( )MLE g θ بايد ( )MLE θ را درون تابع gبه همين دليل بايد اغلب . قرار داد MLE باشيد هاي معروف را حفظ.  

) وابسته نباشد مشتق θ به xـ اگر  )nL L θدهيد   را گرفته صفر قرار ميθيابيد  را مي.  
) وابسته باشد برحسب آنكه θ  بهxـ اگر  )f x ,θ تابعي صعودي يا نزولي از θ است و با توجه به xθ xθ يا ≥  به ترتيب ≤

( ) i1X min X= و ( ) inX max X=مفيد خواهند بود .  

) تايي از چگالي nنمونه براساس   : مثال ) 1f x, x 0 x 1θ−θ = θ <  .د بسازيدرستنماييماكزيمم  برآورد e−θ براي >
   : حل

  ( ) ( ) ( )
1n n

n
n n n i

i 1 i 1
L xi L L nL 1 L x

θ−

= =

 
 θ = θ → θ = θ + θ −
 
 
∏ ∏  

  ( ) ( )
n

n
n i n

i 1
n i

i 1

dL L n nˆL x 0 MLE
d

L x=

=

θ −
→ = + = → θ = θ =

θ θ ∏
∏

  

  :پس

  ( )
n

n i
i 1

n

L x
MLE e e =

−

−θ ∏
=  
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  ۳۳  اي هاي نمونه ها و توزيع برآوردكننده

) تايي از جامعه با تابع احتمال n نمونه اگر  : مثال ) ( ) x2 1
P X x

2 2
− θ θ = =   − θ − θ  

 ،x 0,1, 2, ,0 1= < θ< بگيريم ( )MME θ را 

 .بيابيد

Xدانيم  مي : حل ~ G p
2

 θ
= − θ 

  چون

  ( )2 12q 1 p 1
2 2 2

− θθ − θ − θ
= − = − = =

− θ − θ − θ
  

)در توزيع هندسي  ) 1E X
p

1 و = X
p

) پس = ) 1MME p
X

  . پس كافي است=

  2 1
X

− θ
=

θ
  

  شود  حل كنيم كه ميθرا بر حسب 

  ( ) 2MME
2 X

θ =
+

  

) تايي از جامعه با چگالي nاي  اگر نمونه  : مثال )
1 x
11f x e , x 0, 0

1

− θ
−

+ θ− θ
= > θ>

+ θ
) باشد  )MLE θرا بيابيد . 

1Xدانيم  مي : حل ~ Exp
1

− θ 
 + θ 

) و در توزيع نمايي  ) 1MLE
X

λ ) پس = )
( )

1 MLE 1
1 MLE X

− θ
=

+ θ
) كه داريم  ) X 1MLE

X 1
−

θ =
+

 البته 

Xاگر  ) بايستي ≥1 )MLE 0θ = 

]اگر   : مثال ]1 n 0 ,X , . . . ,X i.i.d U~ θ مطلوبست: ( )( )MLE E X    

   : حل

  ( )i i
1f x 0 x= ≤ ≤ θ
θ

  

 مقدار نمونه است پس ينتر ين مقدار ممكن باشد كه بزرگكمترθبايد  است پس θ از نزولي وابسته است و تابعي θ به xچون حدود 

( ) ( )nMLE Xθ ) لذا چون = )E X
2
θ

) پس = )nX
MLE

2 2
θ  = 

 
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  ۳۴ آمار و احتمال

   هاي معروفMLE و MMEجدول 

  MME  MLE  پارامتر  توزيع

p  Xp̂  برنولي
n

=  Xp̂
n

=  

λ  پواسون  X  X  

p  1  )مدل تكرار(هندسي 
X

  1
X

  

p  1  )مدل شكست(هندسي 
1 X+

  1
1 X+

  

λ  1  )نوع اول(نمايي 
X

  1
X

  

  λ  X  X  )نوع دوم(نمايي 

]يكنواخت  ]a ,θ  θ  2X a−  ( ) { }in i
X max X=  

 

  ها خواص برآوردكننده

  .يابيد را يافته با سعي و خطا گزينه صحيح را ميها  در گزينهرك ـ اگر از نااريبي سؤال آمد، اميد رياضي برآورد مشت

) براي Xضمناً توجه كنيد  )E Xµ Xp̂ و =
n

) و p براي = )2
i2 X X

S
n 1

−
=

−
) براي ∑ )2 Var Xσ   .د همواره نااريب هستن=

)اگر از جامعه يكنواخت بر   : مثال )0,θاي   نمونهn تايي بگيريم و ( )nXها باشد بازاي كدام مقدار   ماكزيموم نمونهC آماره ( )nCX 
 . نااريب استθبراي 

)ها به صورت زير است  ونهدانيم چگالي ماكزيموم نم مي : حل )
( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )

n

n 1
n 1

x

n

n nn0

t 1f t n F t f t n 0 t

nt n n 1 n 1E X dt E X C
n 1 n n

−
−

θ

 = = < < θ θ θ 

+ + = = θ→ =θ→ = +  θ∫
 

 (MSE)ـ معيار ميانگين مجذور خطا 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )2 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆMSE E E E Van bθ = θ − θ + θ − θ = θ + θ  

 MSEهاي اريب و نااريب را با هم مقايسه كند، ضمناً تواند برآوردكننده مي:  
MSEواريانس+)اريبي (2 =  

اما اين مطلب عموميت . است  كاراترين برآوردكنندة ميانگين جامعهλ (Xبا ميانگين (نرمال ـ پواسون ـ نمايي  ـ هاي برنولي توزيعدر 
  .ندارد
 :فرم هاي به   در ميان برآوردكنندهMSEگيري از جامعة نرمال كمترين مقدار  در نمونه  : نكته
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  ۳۵  اي هاي نمونه ها و توزيع برآوردكننده

( )
n

2
i

2 i 1
X X

ˆ
k

=

−

σ =
∑

  

k زماني است كه2σبراي n 1= +. 

θ،nXز جامعه نمايي با ميانگين ا  : نكته
n 1+

  . استCXهاي به صورت  در ميان برآوردكنندهMSE داراي كمترين مقدار 

)گيري از جامعه نرمال  در نمونه  : مثال )( )2MSE MLE σرا بيابيد . 

   : حل

)دانيم  مي )
( )2

i
2 2 2

X X
n 1ˆ MLE S

n n

−
−

σ = σ = =
∑

 :و پس 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 4
2 2 2 2 2 2

an ar2 2
n 1 n 1n 1 1 2ˆ ˆb , V V S

n n n 1n n

−− −− σ
σ = σ − σ = − σ σ = =

−
  

 :پس

  ( ) ( )( ) ( )2 4
2 2 4 4

2 2 2
n 11 2 2n 1ˆMSE MSE MLE s

n 1n n n

− σ −
σ = σ = σ + = σ

−
 

 ايم مطلوب است  گرفتهλ تايي از جامعه نمايي با پارامتر 5نمونه   : مثال

  
5

i
i 1

1MSE i X
15

=

 
 
 
 

∑  

  : حل

))پس اين برآورد نااريب است(   ) ( )
5 5 5

i i
i 1 i 1 i 1

1 1E iX iE X i 15
15 15 15 15

= = =

  λ λ  = = = = λ
 
 

∑ ∑ ∑  

  :در نتيجه

  ( )
5 5 5 52 2 2

2 2
i i i

i 1 i 1 i 1 i 1

1 1 1 55MSE iX Var iX i Var X i
15 15 225 225 225 225

= = = =

    λ λ λ   = = = = =
   
   

∑ ∑ ∑ ∑  

  Xميانگين و واريانس 

)در هر حال  )E X = µگيري با جايگذاري  نه و اگر جامعه نامتناهي و نمو( )i.i.dداريم ( ) ( )2 Var X
Var X

n n
σ

= =  

  : تايي بدون جايگذاري باشدnگيري   و نمونه2σ تايي با وايانس Nاگر جامعه متناهي 

( )
2 N nVar X

n N 1
σ −

=
−

  

)اي با چگالي   تايي از جامعه6گيري  در نمونه  : مثال ) ( )23f x kx 1 x
0 x 1

= −

< <

  واريانس ميانگين نمونه چقدر است؟

 i.i.d در نمونه  : حل
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  ۳۶ آمار و احتمال

  ( ) ( ) 2Var X
Var X

n n
σ

= =  

)اما  )X B a 4 , b 3~ = )س پ = )
( ) ( )2

12 1Var X
1966 7 8

= =  

 انس ميانگين نمونه چقدر است؟ واري4 و 5 و 6اي شامل  گيري دوتايي و بدون جايگذاري از جامعه در نمونه  : مثال
   : حل

) طبق نكته بالا )
2 2 2N n 3 2 1Var X

n N 1 2 3 1 4 6
σ − σ − σ

= = = =
− −

2 اما  2 2 16 25 36 77 75 2X X 25
3 3 3

+ + −
σ = − = − = =  

  قضيه حد مركزي

)شود  اي به طور تقريبي نرمال مي  از هر جامعهXـ در قضيه حد مركزي توزيع  )
( )

X E XXZ
Var X

n

−− µ
= =

σ
 استاندارد   توزيع حدي نرمال

  .دارد
  . برقرار استnگيري از جامعه نرمال لازم نيست و حكم براي هر  ضمناً قضيه حد مركزي در نمونه

  :گيري از جامعه نرمال ـ در نمونه
( )

( )

2
2
n 12

n 1 S
~ −

−
χ

σ
  

  :بارت است ازع 2Sتوزيع پس 

( )2 2E S = σو( )
4

2 2
2

n 1 n 1 2S ~ G , Var S
2 n 12

 − − σ
⇒ =   −σ 

  

گذاريم   در روابط بالا مي2S در جامعه نرمال معلوم باشد به جاي µاگر 
( )

n 2
i

2 i 1
X

S*
n

=

− µ

=
∑

nو هر جا     nشود   بود مي−1

,10بازه  نقطه كه به تصادف از 100كه ميانگين  احتمال آن  : مثال
3

 
  
 

 از نقطه مياني بازه قرار گيرد 0.032 انتخاب شود در فاصله 

 تقريباً چقدر است؟
 دانيم مي : حل

  ( )

1 0
3 1E X
2 2 3

+

= =  

  ( )

2
1 0
3 1Var X
12 36

 
−  

 = =  
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  ۳۷  اي هاي نمونه ها و توزيع برآوردكننده

  ( ) ( )

1X
2 31 0.032P X 0.032 P P Z 1.92 2 1.92 1 0.9452
1 12 3
6 60
100

 
 

−     − < = < = < = − =  
   

 
 
 

  

   :Tتوزيع 

  :يم دارTبراي ساختن توزيع 
( )

( ) ( )
2

vv

Z ~ N 0,1
ZY ~ T ~ t
Y

Y, Z v


χ ⇒ =



  

) تايي nاي  اگر از جامعه نرمال نمونه )n )  بگيريم آنگاه>30 )n 1
XT ~ t

S
n

−
− µ

)براي  ضمناً = )E T 0 V 1=  و براي <

( ) VVar T V 2
V 2

= >
−

 

 به 2S و Xدهنده  هاي تشكيل خصوصاً وقتي نمونه. ميكن كاي مخرج كسر پيدا مي را از روي درجه آزادي مربع Tدرجه آزادي توزيع 
  . تايي و مستقل از هم باشندm و nترتيب 

m 1
XT ~ t

S
n

−
− µ

=  

)ضمناً  ) ( )1t C   .توان از توزيع كوشي استاندارد انتگرال گرفت  جدول لازم نيست و مي با يك درجه آزاديtيعني براي توزيع  ≡0,1

) اگر   : مثال )2
1 10X , . . . ,X i.id N 0 ,~ σ 1 واريانس 2 3

10
2

i
i 4

X 2X X
W

X
=

− +
=

∑
  چقدر است؟

   : حل

  ( ) ( )2 1 2 3
1 2 3

X 2X X
X 2X X 0 , 6 Z 0 , 1

6
N N~ ~− +

− + σ ⇒ =
σ

  

  ( ) ( )

210
i

2i 4
77

X

Z 6Y X T W t
7 76

7

~=

 
 σ 

= = → = =
∑

  

  :پس

  ( )ar
6V W
5

=  

 مستقل
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  ۳۸ آمار و احتمال

1 نمونه دوتايي 2σبا ميانگين صفر و واريانس اگر از جامعه نرمال   : مثال 2X ,X 1 را بگيريم توزيع 2

1 2

X X
Y

X X
+

=
−

 . را تعيين كنيد

  : حل

  ( ) ( )

1 2

1 2
1

1 21 2

X X
2X X ZY C 0,1 T

X XX X Z
2

+

+
= = = = ≡

−−
  

   :Fتوزيع 

  .بريم كار مي  را بهFنرمال توزيع و اي از دو جامعه مستقل  هاي نمونه براي نسبت واريانس

نرمال

1n

2
1 1X ,S

2
2
2

µ

σ

2n

نرمال
1
2
1

µ

σ

2
2 2X , S

ستقل
م

  

2

2 2
1 2

n , 1 ,n 12 2
2 1

S
~ F

S
− −

σ

σ
  

  :و در حالت كلي

1

1 2

2

2
1 v 1 2

v ,v2 2 12 v

X ~ X v
~ F

X vX ~

χ
 ⇒

χ 


  

a,bXاگر  : نكته ~ Fگاه  آنb,a
1Y ~ F
X

=  

a, اگر:نتيجه ,bfαعددي باشد كه مساحت زير منحني a,bFدر سمت راست آن αگاه  بشود، آن:  

1 ,b,a
,a,b

1f
f−α

α

=  

  . برابر يك استa و a با درجه آزادي F ميانه توزيع :نتيجه
vXاگر  : نكته t2 پس

1,vY X F= )  رابطهF با T(  

v )الف(نتيجه  v,12

1X t Y F
X

⇒ =   

2گاه  شود، آنα در سمت راست آنT عددي باشد كه مساحت زير منحني vtα,اگر
,1,v,v

2

t fα α=  

nاي   ميانگين و واريانس نمونه2Sو X اگر   : مثال تايي از جامعه نرمال باشد =2
( )
SW

n X
=

− µ
  چه توزيعي دارد؟

1Wقرار دهيد   : حل
T

 : پس=

  ( ) ( ) ( )1
XT C 0 , 1 W C 0 ,1

S
2

t~ ~− µ
= ≡ →  
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  ۳۹  اي هاي نمونه ها و توزيع برآوردكننده

  .دانيم معكوس كوشي توزيع كوشي دارد ميچون 

V با t توزيع X فرض كنيد   : مثال 2درجه آزادي داشته باشد =8
1Y

X
  چه توزيعي دارد؟=

   : حل

  2
1,8 8,12

1X
X

F F~ ~→  

  :Fرابطة گاما با 

  :كه آنجا از
    2

(2 )X G( , ) 2 X αα β ⇒ β χ  

)يعني اگر .  نشان دادF گاما را به صورت i.i.dتوان نسبت هر دو متغير  پس مي )
i.i.d

X,Y G ,~ α βپس :  

    2 ,2
X F
Y α α  

   باشندλ به طور مستقل داراي توزيع نمايي با پارامتر يكسانY و Xدر حالت خاص اگر 

    2,2
X F
Y
  

)گيري از جامعه نرمال با ميانگين صفر اگر  در نمونه  : مثال )P 4X 2.131S 0.025> = ،0.05,1,15 0.95,1F Fچقدر است؟  

   : حل
  

  ( ) ( )15
X 0P 4X 2.131S P 2.131 P T 2.131 0.025

S
16

 
 − > = > = > =
 
 
 

  

0.025,15tپس  ) لذا =2.131 )2
0.05,1,15f 2.131=  
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  ضاي و آزمون فر آوردهاي فاصله بر
  µ براي فاصله اطمينان

  رديف
تعداد 
  جامعه

توزيع 
  جامعه

   دو طرفهاي برآورد فاصله  پارامتر  نمونهتعداد   واريانس

μ  α  دلخواه  معلوم  نرمال  يك  ۱
2

σX Z
n

±  

μ  α  بزرگ  معلوم  دلخواه  يك  ۲
2

σX Z
n

±  

μ  α  كوچك  مجهول  نرمال  يك  ۳ , n 1
2

SX t
n −

±  

μ  α  بزرگ  مجهول  نرمال  يك  ۴
2

SX Z
n

±  

  دو  ۵
نرمال و 
  مستقل

1  دلخواه  معلوم 2μ μ−  ( )
2 2
1 2

1 2 α
1 2 2

σ σ
X X Z

n n
− ± +  

  دو  ۶
نرمال و 
  مستقل

  مجهول
هر دو نمونة 
1  بزرگ 2μ μ−  ( )

2 2
1 2

1 2 α
1 2 2

S S
X X Z

n n
− ± +  

  دو  ۷
نرمال و 
  مستقل

مجهول اما 
  برابر

1  كوچك 2μ μ−  
( )

1 2
1 2 p α , n n 21 2 2

1 1X X S t
n n + −

− ± +  

( ) ( )2 2
1 1 2 22

P
1 2

n 1 S n 1 S
S

n n 2

− + −
=

+ −
   واريانس آميخته

ها كافي است  براي يك طرفه نمودن آن  : نكته
2

Z α به Z α تبديل شود و همان جهت كه لازم است بماند مثلاً يك طرفه از پايين 

  :شود  مي در جدول بالا۱ رديفبراي 

  X Z ,
n α

 σ
− + ∞  

 
  

) تايي از جامعه نرمال nدر نمونه   : مثال )2N ,θ θاي   برآورد فاصلهθ در سطوح ( )1 100− α؟؟  

   : حل

  
2 2

n X n XXZ n Z n Z

n

α α
− θ

= = − → − < − <
θ θ θ

  

كه پس از ساده كردن داريم 
2 2

X X
Z Z

1 1
n n

α α
<θ<

+ −
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  ۴۱  اي و آزمون فرض برآوردهاي فاصله

 pفاصله اطمينان براي 

)اي در سطح  برآورد فاصله )% 1 α   : p براي −100

α
2

ˆ ˆpqp̂ Z
n

±  

1و برآورد مذكور براي  2p p−عبارت است از :  

( ) 1 1 2 2
1 2 α

1 2 2

ˆ ˆ ˆ ˆp q p q
ˆ ˆp p Z

n n
− ± +  

)اي تقريبي به صورت   برآورد فاصلهθتوان براي  ميدر حالت كلي  ) α
2

ˆ ˆθ g θ Z± تشكيل داد كه ( )g θ واريانس θ̂باشد  مي.  

 يك طرفه از پايين براي نسبت واقعي دانشجويان سيگاري %99اي   نفر سيگاري باشند برآورد فاصله20 دانشجو 100اگر از   : مثال
 .بسازيد

Xچون كه  : حل 20p̂ 0.2
n 100

= = ˆ پس داريم= ˆpqp̂ Z ,1
n

 
− α  

 
) يا  )( )0.2 0.8

0.2 2.33,
100

 
 − + ∞
 
 

0.40.2 و يا  2.33,
10

 − + ∞ 
 

لذا 

)داريم  )0.2932, 1+  

%در سطح λاي براي   باشد برآورد فاصله4 تايي از توزيع پواسون ميانگين 100اي   اگر در نمونه  : مثال   . و يك طرفه از بالا را بيابيد95

ˆ چون  : حل X 4λ − ) و = )arV X
n
λ

 :شود  ميپس برآورد مذكور =

  
2

X0 , X Z
n α

 
 +
 
 

  

  :يا

  ( )40 , 4 1.96 0 , 0.392
100

 
λ ∈ + =  

 
  

  واريانسفاصله اطمينان براي 

)      2σبراي  ) 2

2
α1 , n 1
2

n 1 S

χ
− −


− 




)  و   ) 2

2
α , n 1
2

n 1 S

χ
−


 −




 و براي 
2
1
2
2

σ

σ
      

1 2 1 2

2 2
1 1

2 2
2 α 2 α, n 1 , n 1 1 , n 1 , n 1

2 2

S S
,

S f S f
− − − − −

 
 
 
 
 
 
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  ۴۲ آمار و احتمال

 

  )pفاصله اطمينان (فرمول تعداد نمونه 

  
با نمونة مقدماتي 

2
α
2

Z

ˆ ˆpq
e

 
 
 
 
 

    

  
بدون نمونة مقدماتي 

2
α
2

Z
1
4 e

 
 
 
 
 

    

  

n



 =



  

تعداد نمونة لازم براي آنكه در سطح اطمينان 
( )1 α حداكثر خطاي ناشي از جايگزيني % −100

p̂جاي   بهp برابرeشود.  

  
چقدر  به تعداد نمونه لازم باشد 3%حداكثر خطاي ناشي از برآورد نسبت بيكاران كشور 98% اگر بخواهيم در سطح اطمينان   : مثال

 است؟
     : حل

  
21 2.33n 1509

4 0.03
 = = 
 

  

1فاصله اطمينان (فرمول تعداد نمونه  2p p−(  

) :هاي مقدماتي گيري با نمونه )
2

α
2

1 1 2 2

Z

ˆ ˆ ˆ ˆn p q p q
e

 
 

= +  
 
 

1 وقتي  2n n n= : هاي مقدماتي يريگ  داريم و بدون نمونه=

2
α
2

Z
1n
2 e

 
 

=  
 
 

  

  

  )µفاصله اطمينان (فرمول تعداد نمونه 

    
2

α
2

σn Z
e

 
 =
 
 

  

2اي نرمال با  خواهد از جامعه محققي مي  : مثال 25σ  اطمينان حداكثر خطاي برآورد يك شود چه 95%اي انتخاب كند كه با   نمونه=
 .تعداد نمونه لازم دارد

 : حل

2 2

2

5n Z 1.96 97
e 1α

 σ   = = ≅     
  

)فاصله اطمينان (فرمول تعداد نمونه  )1 2µ − µ(  

    ( )
2

α
2 2 2
1 2

Z

n σ σ
e

 
 

= +  
 
 
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  ۴۳  اي و آزمون فرض برآوردهاي فاصله

2 هاي دو جامعه طول قد زنان و مردان كشور به ترتيب اگر بدانيم واريانس  : مثال
1 1.8σ 2 و =

2 4.2σ باشد و بخواهيم در سطح   مي=
 هاي دو جامعه را برآورد كنيم و از هر جامعه تعداد مساوي نمونه بگيريم ضل ميانگين تفا2%و با حداكثر خطاي 95%اطمينان 

  م چقدر است؟تعداد نمونه هر كدا
 :به نكته بالا  بنا : حل

  ( )
21.96n 1.8 4.2 57624

0.02
 = + = 
 

  

α ,βخطاهاي آماري و توان آزمون :  

  . است0H قبول به ناحق (II) و خطاي نوع دوم 0H، رد به ناحق (I)هر آزمون دو نوع خطاي آماري دارد؛ خطاي نوع اول 
  : ها را يافت توان احتمال آن هاي تصادفي هستند و مي اين خطاها پيشامدهاي تصادفي ناشي از انتخاب نمونه

I( αخطاي نوع   0H (=  P)رد   |     0Hدرستي (     P=  
II( βخطاي نوع   0H(=  P )قبول   |  0Hنادرستي (     P=  

 مقدار موجب  متمم نيستند اما به دليل مكمل بودن نواحي رد و قبول در حجم نمونة ثابت، كاهش يكي از اين دوβ و αهرچند 
α :شود همواره ثابت مي .شود افزايش ديگري مي β 1+ <  

0 در آزمون :تابع توان ـ توان آزمون 0

1 1

H : θ ω

H : θ ω

∈
 ∈

) به طوري كه  )0 1ω ω φ=تابع توان عبارت است از  ، :  

  ( )
( )

0

1

α θ θ ω

1 β θ θ ω

∈= 
− ∈

)رد(    ) 0Π θ P ( H=  

1مقدار تابع توان به ازاي  1θ ω∈ 1 توان آزمون در راθ1ازاي  در حقيقت توان آزمون به .  نامند  ميθ ω∈ . 0احتمال رد صحيحH 
  .است

Hداريم اگر هر دو سفيد بود فرض   توپ با جاگذاري بر مي2ها سفيدند   عدد از آن4 كه دارد توپ Nاي  جعبه   : مثال : N  را به =8
1Hنفع  : N   و توان آزمون چقدر است؟βو αكنيم   رد مي =10

     : حل

  
24 1 0.25

8 4
 = = = 
 

)N Pα)هر دو سفيد=4 =  

1توان        0.16→ − β =
241 0.84

10
 = − = 
 

)N 1)هر دو سفيد=10 Pβ = −  

) باشد λ>0ارامتر  داراي توزيع نمايي با پXاگر   : مثال )( )xf x e x 0−λ=λ 0H براي آزمون < : 1λ 1H در برابر = : 2λ در سطوح =

α احتمال خطاي نوع دوم يعني βچقدر است؟  

Xشود بايد به صورت   بزرگتر ميλكه  رخلاف آنجهت ناحيه رد ب : حل ) باشد چون >2 ) 1E X =
λ

) X با λرابطه عكس دارد  (

 .كنيم  پيدا ميα را بر حسب Cحال 

  ( ) ( )cP X C | 1 1 e C Ln 1−α = < λ = = − → = − − α  
  حال
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  ۴۴ آمار و احتمال

  ( )( ) ( )2P X Ln 1 | 2 1 aβ = ≥ − − α λ = = −  

0 بگيريم و p تايي از جامعه برنولي با پارامتر nاي  اگر نمونه  : مثال
1H : p
3

1 را در برابر =
2H : p
3

كنيم و ناحيه رد به  آزمون =

صورت 
10

i
i 1

X 9
=

  باشد توان ازمون چقدر است؟∑≤

  : حل

  
10 9 11

i 9
102 2 2 1 21 P X 9 P
93 3 3 3 3

        = − β= ≥ = = + =        
        

  توان∑

  .ها دو مطلب اساسي وجود دارد  فرضدر مورد انجام آزمون  : نكته
  . توزيع معلوم دارد0Hاول يافتن عبارتي كه براساس 

  .شود  تعيين مي1H كه با توجه به دوم يافتن ناحيه رد
−1تر است و داراي اندازه   و كوچك باشد ناحيه قبول كه متمم رد و بزرگبوده αبه طور كلي ناحيه رد بايد داراي مساحتي اندازه  α 

  .باشد ها مي است مانند فاصله اطمينان

2مثلاً اگر 
0H : 4σ 2 در برابر =

1H : 4σ n  و< Sو  =11 )بايد ابتدا  =3 ) ( )2
2
0

n 1 S 10 9
X 22.5

4

2−
= = =

σ
چون  را به دست آوريم 

)  داريم0Hدانيم درصورت درستي  مي )
22
n 1X ~ −χ 1با توجه به جهت  پسH اي به بعد است  در توزيع مربع كاي ناحيه رد از نقطه

  : شودα  آنكه مساحت

  
2شود اگر   رد مي0Hپس  22

,n 1 0.05,10X α −> χ = χ 2 و چون
0.05,1022.5 18.3> χ   .شود  رد مي0H پس =

 F و tاي نرمال و مربع كاي و  هاي نمونه  البته اگر به توزيع.كند توجه كنيد به جداول زير كه نواحي رد و آماره آزمون را تنظيم مي
  .آيند ضرورت ندارد ر جداول بعدي ميهايي كه د  اين فرمولحفظ كردنكار برد  تسلط داشته باشيد و روش بالا را به
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  ۴۵  اي و آزمون فرض برآوردهاي فاصله

   جامعه نرمالانواع آزمون براي ميانگين

ف
ردي

  

تعداد   واريانس  تعداد جامعه
  آمارة آزمون  0H  1H  نمونه

  :ناحية بحراني

0Hشود اگر  رد مي  

0μ  دلخواه  معلوم  يك  ۱ μ=  
0

0

0

μ μ

μ μ

μ μ

<

>

≠

  
0X μ

Z
σ
n

−
=  

α

α

α
2

Z z

Z z

Z z

< −

>

>

  

0μ  كوچك  مجهول  يك  ۲ μ=  
0

0

0

μ μ

μ μ

μ μ

<

>

≠

  
0X μ

T
S
n

v n 1

−
=

= −

  

α

α

α
2

T t

T t

T t

< −

>

>

  

۳  
دو جامعة 

  مستقل
1  دلخواه  علومم 2 0μ μ d− =  

1 2 0

1 2 0

1 2 0

μ μ d

μ μ d

μ μ d

− <

− >

− ≠

  
1 2 0

2 2
1 2

1 2

X X d
Z

σ σ
n n

− −
=

+

  
α

α

α
2

Z z

Z z

Z z

< −

>

>

۴  
دو جامعة 

  مستقل
مجهول  
  اما برابر

1  كوچك 2 0μ μ d− =  
1 2 0

1 2 0

1 2 0

μ μ d

μ μ d

μ μ d

− <

− >

− ≠

  

1 2 0

P
1 1

X X d
T

1 1S
n n

− −
=

+
 

( ) ( )2 2
1 1 2 22

P
1 2

1 2

n 1 S n 1 S
S

n n 2

v n n 2

− + −
=

+ −

= + −

 

α

α

α
2

T t

T t

T t

< −

>

>

  

۵  

دو جامعة 
وابسته 

مشاهدات (
  )زوجي

d  كوچك  مجهول 0μ d=  
d 0

d 0

d 0

μ d

μ d

μ d

<

>

≠

  

0

d

d d
T

S
n

v n 1

−
=

= −

  
α

α

α
2

T t

T t

T t

< −

>

>

  .رود با اين حال به مثال زير توجه كنيد كار مي بعد از يك رخداد به آزمون مشاهدات زوجي غالباً براي مقايسه قبل و :تذكر

اند مقدار آماره آزمون براي مقايسه ميانگين وزني   وزن شدهBقطعه يكبار ديگر با ترازوي  5 و همان A قطعه يكبار با ترازوي 5  : مثال
 .دهند پيدا كنيد كه دو ترازو نشان مي

  A 110 99 112 85 99
B 112 101 113 88 101  

 : وابسته بودن مشاهدات به طور زوجي داريمبا توجه به : حل

  ( )
i

2
i2

x

d 2 2 1 3 2

d 2 1d 2 , S
n 1 2

=

−
= = =

−
∑  
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  ۴۶ آمار و احتمال

2و لذا  0T 2 10
1
2
5

−
=   .شود  يعني فرض برابري دقت دو ترازو رد مي=

  انواع آزمون براي واريانس

ف
ردي

  

  آمارة آزمون  0H  1H  ميانگين  توزيع جامعه  تعداد جامعه
  :ناحية بحراني

 0Hشود اگر  رد مي  

2  مجهول  نرمال  يك  ۱ 2
0σ σ=  

2 2
0

2 2
0

2 2
0

σ σ

σ σ

σ σ

<

>

≠

  

( )

( )

2
2

2
0

n 2
i

2 i 1

n 1 S
X

σ

X X

S
n 1

v n 1

=

−
=

−

=
−

= −

∑
  

2 2
1 α , n 1

2 2
α , n 1

X χ

X χ

− −

−

<

>
  

2 2
α1 , n 1
2

X χ
− −

<  

2يا  2
α , n 1
2

X χ
−

>  

2  معلوم  نرمال  يك  ۲ 2
0σ σ=  

2 2
0

2 2
0

2 2
0

σ σ

σ σ

σ σ

<

>

≠

  

( )
2

2
*

2
2
0

n 2
i

* i 1

nSX
σ

X μ

S
n

v n

=

=

−

=

=

∑
  

2 2
1 α , n

2 2
α , n

X χ

X χ

−<

>
  

2 2
α , n
2

X χ<  

2يا  2
α1 , n
2

X χ
−

<  

2  مجهول  نرمال  دو جامعة مستقل  ۳ 2
1 2σ σ=  

2 2
1 2

2 2
1 2

2 2
1 2

σ σ

σ σ

σ σ

<

>

≠

  

2
1
2
2

1 1

2 2

S
F

S
v n 1 ,

v n 1

=

= −

= −

  

1 2

1 2

1 2

1 α , n 1 , n 1

α , n 1 , n 1

α , n 1 , n 1
2

F F

F F

F F

− − −

− −

− −

<

>

>

  

يا 

1 2
α1 , n 1 , n 1
2

F F
− − −

<  

 تايي از جامعه نرمال و مستقل از اولي حداقل چقدر 6اي   بوده است واريانس نمونه12 تايي از جامعه نرمال 8واريانس نمونه   : مثال
2باشد تا فرض  2

0 1 2H : 2σ = σ 2 در برابر 2
1 1 2H : 2σ < σ 0.01 در سطحα  شود؟  رد مي=

 :ناحيه رد عبارت است از : حل

  
1 2

2 2 2
1 2 1

1 ,n 1,n 12 2 2
2 1 2

S S
f

S 2S
−α − −

σ
= <

σ
0.99,7,52 يا 

2

12 1f
7.462S

< =  

  :در نتيجه

  
( )2

2
2
2

S 6 7.46

S 44.76

>

>
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  ۴۷  اي و آزمون فرض برآوردهاي فاصله

  ه برنوليها درجامع انواع آزمون براي نسبت پيروزي

ف
ردي

  

  تعداد جامعه
توزيع 
  )تقريبي(آمارة آزمون   0H  1H  جامعه

  :ناحية بحراني
  0Hشود اگر  رد مي  

0p  برنولي  يك  ۱ p=  
0

0

0

p p

p p

p p

<

>

≠

  

0 0

0 0 0 0

ˆX n p p p
Z

n p q p q
n

− −
= =  

X تعداد پيروزي در نمونه nتايي است  .  

α

α

α
2

Z Z

Z Z

Z Z

< −

>

>

  

1  برنولي  دو جامعة مستقل  ۲ 2p p=  
1 2

1 2

1 2

p p

p p

p p

<

>

≠

  

1 2

1 2

1 2
1 2

1 2

1 2

1 2

ˆ ˆp p
Z

1 1ˆ ˆpq
n n

X X
ˆ ˆp p

n n

X X
p̂

n n

−
=

 
+  

 

= =

+
=

+

  

α

α

α
2

Z Z

Z Z

Z Z

< −

>

>

  

۳  k1  برنولي   جامعة مستقل k 0p p p= = =  
حداقل يك جامعه 

 0pنسبت نابرابر با 
  . دارد

( )
k 2

i i 0
2 i 1

i 0 0

X n p

X
n p q

=

−

=
∑

  
2 2

α , kX χ>  

۴  k1  برنولي   جامعة مستقل kp p= =  
حداقل دو جامعه 
  .نسبت نابرابر دارند

( )
k 2

i i
2 i 1

i

ˆX n p

X
ˆ ˆn pq

=

−

=
∑

 

كه 

k

i
i 1
k

i
i 1

X

p̂

n

=

=

=
∑

∑
 

2 2
α , k 1X χ −>  

 . دارند يا نه چه توزيعي مناسب است14%كاري يكسان و برابر   شهر يك استان نرخ بي18كه آيا تماس  اينبراي آزمون   : مثال
 . درجه آزادي بر اساس پندسوم جدول بالا18توزيع مربع كاي با  : حل

 پنالتي حداكثر چند عدد را گل كند كه ادعايش در سطح 100كند از  ا گل نميها ر  از پنالتي20%حسن مدعي است حداكثر   : مثال
0.05α  . رد بشود=

 شود گيريم ناحيه رد مي گل نكردن پنالتي را پيروزي مي : حل

  0

1

H : p 0.20
H :p 0.20

≤

>
  

0
0.05

0 0

X np X 20 Z 1.645
np g 16
− −

= > X در = 20 6.580> +  

X 100 پس بايد ≤27 X 73−   .د را گل كند عد≥
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  ۴۸ آمار و احتمال

  

Pـ روش  value−  

Pگيرد و سپس   مقدار ابتدا مشاهده انجام ميPدر روش  value−شود  به صورت زير تعريف و محاسبه مي :  
            
   مشاهده مجدد مشاهده اوليه يا   
  
  

درستي 

0H  

  

  0Hموارد بدتر از آن براي 

  
P value P− =  

Pشود اگر   رد مي0Hو  value α− <.  
)كه  تيصور  معلوم باشد درαدر واقع اگر )P value 0 ,α− ∈ ،0Hشود؛ به عبارت ديگر  رد ميP - value حداكثر مقدار ممكنα 

  . پذيرفته شود0Hاست كه
Pجهت نامساوي در محاسبه  value− 1 معمولاً در جهتHهاي دو طرفه  باشد و در فرض  مي(  به صورت دو برابر احتمال كمتر ≠(

  .شود محاسبه مي

 به دست آمده است براي آزمون 12.5ايم و ميانگين نمونه  تايي گرفته100اي   نمونه10اي نرمال با انحراف معيار    از جامعه  : مثال
H : 14µ = 1 در برابرH : 14µ P مقدار احتمال > value−؟ چقدر است 

    : حل

  ( ) ( )12.5 14P value P X 12.5 14 P Z 1.5 0.0668
10
10

 
 −

− = ≤ µ = = ≤ = φ − = 
  
 

  

1Hاگر  : 14µ )بود بايستي  ≠ )P X ) و ≥12.5 )P X   .كرديم تر بود دو برابر مي  را محاسبه و آن يكي را كه كوچك≤12.5

0 موشك يكي به هدف خورد آيا 6از   : مثال
3H :p
4

1 در برابر =
3H : p
4

0.027α در سطح >  شود د مي ر=

Pبا روش  : حل Value−داريم : 

  6 5

3 3 3P Value P X 1 p P X 0 p P X 1 p
4 4 4

61 1 3 1 18 19 0.00928 0.027
14 4 4 2048 2048

     
− = ≤ = = = = + = =     

     

  +     = + = = = <α =      
      

  

  .شود  رد مي0Hپس 

0هاي تواناترين مطرح شدة بالا به صورت توان نشان داد ناحية رد آزمون مي: تذكر 0

1 0

H :θ θ

H :θ θ

=
 >

0هاي  با ناحية رد آزمون 0

1 0

H :θ θ

H :θ θ

≤
 >

 

0هاي ساده به صورت0Hتماممعادل است پس در  0H :θ θ=0توان  ميH0طرفه مثل  مركب يك 0H :θ θ≤در نظر گرفت .  

  . معلوم است2σاند و   را دادهβ و α وقتي nـ تعداد نمونه 

( )
( )

22

2
1 0

Z Z
n

α βσ +
=

µ − µ
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  ۴۹  اي و آزمون فرض برآوردهاي فاصله

0كه  0

1 1

H :

H :

µ = µ

µ = µ
1 ضمناً اين فرمول براي  0H : µ < µ 1 و 0H : µ > µنيز برقرار است .  

1به علاوه وقتي  0H : µ ≠ µ تنها تغيير در فرمول Z α به 
2

Z αشود در همه اين موارد وقتي   تبديل ميβ1دهند بايد   را ميµ را نيز 

  .ستجدول زير اطلاعات فوق را تنظيم كرده ا. اعلام كنند

   معلومβ و α با هاي ميانگين هاي تعداد نمونه در آزمون جدول فرمول

  n  واريانس  0H  1H  α  β  رديف

۱  0μ μ=  1μ μ=  معلوم  معلوم  معلوم  ( )
( )

22
α β

2
0 1

σ Z Z
n

μ μ

+
=

−
  

۲  0μ μ=  0μ μ<  1به ازاي   معلوم 0μ μ< ،  
βمعلوم  وم است معل  ( )

( )

22
α β

2
0 1

σ Z Z
n

μ μ

+
=

−
  

۳  0μ μ=  0μ μ≠  1به ازاي   معلوم 0μ μ< ،
βمعلوم   معلوم است  

( )

2
2

α β
2

2
0 1

σ Z Z

n
μ μ

 
 +
 
 =

−
  

۴  1 2 0μ μ d− =  1 2 0μ μ d− 1به ازاي   معلوم  > 0d d< ،  
βمعلوم است   

در دو جامعة 
  معلوم

( )( )
( )

22 2
α β1 2

2
0 1

σ σ Z Z
n

d d

+ +
=

−
  

  به طور مساوي در هر جامعه

۵  1 2 0μ μ d− =  1 2 0μ μ d− 1به ازاي   معلوم  ≠ 0d d< ،
βمعلوم است  

در دو جامعة 
  معلوم

( )
( )

2
2 2

α β1 2
2

2
0 1

σ σ Z Z

n
d d

 
 + +
 
 =
−

  

  به طور مساوي در هر جامعه

0Hدر آزمون   : مثال : 4µ 1H در برابر = : 4µ 0.05α اگر بخواهيم ≠ 7µ بازاري βو مقدار =  باشد و بدانيم واريانس 0.01برابر =
  است چه مقدار نمونه لازم است؟25جامعه برابر 

   : حل

  
( )

( )
( )

2
2

22

2
1 0

Z Z

25 1.96 2.33
n 52

7 4

α β
 + σ
  + = = =
µ − µ −
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  ۵۰ آمار و احتمال

  )تست انطباق(آزمون نيكويي برازش 

به طور بديهي اين يك روش ناپارامتري است، چون از توزيع . كنيم بر جامعه را تست ميشده  در اين آزمون، انطباق يك توزيع ادعا
  .اطلاع هستيم جامعه بي

  0H:  شده است   جامعه داراي توزيع ادعا

  1H:  شده نيست  جامعه داراي توزيع ادعا







  

  :دهيم سپس قرار مي. كنيم  طبقه تقسيم ميk تايي از جامعه، جامعه را به nبر اساس نمونة 
  iO:                                                   ام  iتعداد مشاهده از طبقة   
  0H  :  ipم باشد طبق فرض اiشده از طبقة احتمال آنكه نمونه مشاهده  
0H  :  i                    تعداد مشاهده مورد انتظار طبق فرض    ie n p=  

)ها بزرگ باشد  توان نشان داد وقتي تعداد نمونه مي ) 2k i i2

ii 1

O e
X

e
=

−
k داراي توزيع تقريبي مربع كاي با ∑=   . درجة آزادي است−1

2شود اگر   رد مي0Hپس  2
α , k 1X χ −>.  

طبقه در طبقات مجاور ادغام و يك واحد از شود آن   كمتر باشد براي دقت بيشتر توصيه مي5وقتي تعداد مشاهدات يك طبقه از 
  .درجة آزادي كسر شود

  .شده از درجة آزادي كاسته شود در اين آزمون اگر لازم باشد تعدادي پارامتر برآورد شوند، بايد به تعداد پارامتر برآورد

اند نرمال بودن جامعه را آزمون كنيم توزيع مناسب كدام  شده دسته تنظيم 7 تايي كه در 200اي  اگر بخواهيم و بر اساس نمونه  : مثال
 است؟

 باشد كه  توزيع مربع كاي مي : حل

  V k t 1 7 2 1 4= − − = − − =  
σ, پارامتر 2چون توزيع نرمال  µها لازم است  دارد و برآورد آن.  
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  ۵۱  اي و آزمون فرض برآوردهاي فاصله

  آزمون استقلال

  .دهد  ارائه ميتقلال دو متغير تصادفي كه توزيعشان معلوم نيستيك روش ناپارامتري براي بررسي اسآزمون زير 
  0H:  اند    مستقلY  و  Xدو متغير 

  1H:   اند   وابستهY  و Xدو متغير 






  

توانيم تشكيل    طبقه تقسيم كنيم، جدول زير را ميr به Y طبقه و برحسب  c  به X تايي جامعه را برحسب nاگر بر اساس نمونة 
  :دهيم

  
  :كه در اين جدول

j:  i ستون iتعداد مشاهدات خانه سطر  jO  

    :iتعداد مشاهدات سطر 
c

i j i
j 1

O O
=

=∑   

    :jتعداد مشاهدات ستون 
r

i j j
i 1

O O
=

=∑   

O  :تعداد كل مشاهدات  n•• =  
  : عبارت است ازj و ستون iداند تعداد مشاهدات خانه سطر  ها را مستقل مي  كه سطرها و ستون0Hبا درستي 

   i j i j
i j i j

O O O O
ˆ ˆe n np p

n n n
= = =      

  :كنيم حال آمارة آزمون را به صورت زير تعريف مي

  ( ) 2r c i j i j2

i ji 1 j 1

O e
X

e
= =

−
= ∑ ∑  

  .شود  رد مي0Hو 
  ( )( )

2 2
, r 1 c 1X α − −>χ  

 . نفر از ساكنان يك شهر است200اعداد زير مربوط به استفاده از وسيله شحصي و وضع جسماني   : مثال
  .آماره ازمون استقلال دو متغير را پيدا كنيد

www.ieun.ir


  ۵۲ آمار و احتمال

   استفاده                                      
    كنند مي  كنند نمي  

  80    20 
100 

60   40   
  )مناسب(لاغر 

  40   60 
100 

60   40    
  چاق

n=200 120  80   

  وضع جسماني

  
( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

2 20 40 80 60 60 40 40 60
X

40 60 40 60
20 2010 10 33.33
3 3

− − − −
= + + +

= + + + =
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  رگرسيون
  :ترين مربعات  در روش كمB و Aروابط 

  :ضرايب خط رگرسيون عبارتند از

A Y Bx= و−

n

i i
xyi 1

n
xx2 2

i
i 1

x Y n x Y
S

B
S

x nx

=

=

−

= =

−

∑

∑
  

 مشاهده شده است، يعني x به ازاي هر y با مقدار Yدقت شود عامل خطا در اينجا تفاضل  ii ie y Y= −.  

  :ها نكته

ـ همواره ۱
n

i
i 1

e 0
=

همواره :  در نتيجه∑=
n n

i i
i 1 i 1

Y Y
= =

=∑  چون ∑ ii ie Y Y= −   

ـ همواره ۲
n

i i
i 1

x e 0
=

همواره :  در نتيجه∑=
n n

i i i i
i 1 i 1

x Y x Y
= =

=∑ ∑  

*xy را بخواهند Y روي Xـ وقتي خط رگرسيون ۳ * *

yy

S
A x B Y,B

S
= −   .كار ببريد  را به=

) برآورد رگرسيوني از نقطةوطـ خط۴ )x ,Yكند  عبور مي.  
  .گذرد ـ در حالت خاص كه خط از مبدأ مي۵

n

i i
i 1

n
2
i

i 1

x Y

β̂ B

x

=

=

= =
∑

∑
  

)  : هاSS ار روي ساير SSEـ محاسبه ۵ )
2n 2 xY2

i i YY xY YY xx YY
xxi 1

S
SSE Y A Bx S BS S B S S

S
=

 = − + = − = − = − ∑  

xبراساس مشاهدات   : مثال 2 1 0 1 2
y 4 3 0 1 1

− −
− −

 : ضرايب خط رگرسوني را برآورد كنيد

i     : حل ix y 8 3 1 2 14= − − − − = 2 و ∑−
ix y و ∑=10 x و =1 n و =0   :پس =5

y  :شود پس خط برآورد رگرسيوني مي A BX 1 1.4x= + = 14  و  − 0B 1.4 A 1
10 0
− −

= = − =
−

  

iحاصل   : مثال i
ˆe Y∑است؟ چقدر  
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  ۵۴ آمار و احتمال

i:   با توجه به تعريف : حل iŶ A Bx= ) پس + )i i i i ie A Bx A e B x e+ = +∑ ∑ ∑ 

  ( ) ( )A 0 B 0 0= + =  
 .  را ببينيد۵۶۹ صفحه ۲ و ۱مسايل 

  Bها با  ضريب همبستگي ـ ضريب تعيين و رابطه آن

( ) ( )
( )( )

n

i i
XYi 1

n n XX YY2 2 2 2
i i

i 1 i 1

X X Y Y
S

MME ρ MLE ρ r
S S

X n X Y n Y

=

= =

− −

= = = =
   
   − −
      

∑

∑ ∑
  

xx  پس x

YY y

S S
r B B

S S
=   .علامت هستند  همB و rدهد   مي نشان=

2
xY xY xY 2

xx YY xx YY

SS S
BB* . r

S S S .S
= = =  

)به )2 2R r توضيح  قابل X واسطة داشتن رابطه با  است كه به Yدهندة درصدي از تغييرات  نشان2R.گويند  ميضريب تعيين =100
  .است
 .ها را مقايسه كند تواند شدت همبستگي  مي2R  : نكته

)اي مربوط به فرض كنيم ضريب همبستگي نمونه  : نكته )i iX ,Yها برابرX,Yrحال اگر.   باشدi i i iT aX b , W a Y b′ ′= + = + 

)اي مربوط به  ضريب همبستگي نمونه )i iT , Wعبارت است از : 

T , W X,Y
aar r
aa

′
=

′
  

 باشد شيب خط 3 برابر Y و انحراف معيار مشاهدات 2 برابر xات و انحراف معيار مشاهد−0.4اي   اگر ضريب همبستگي نمونه  : مثال
  كدام است؟x روي Yرگرسيوني 

 دانيم  مي : حل

   Sy 3B r 0.4 .6
Sx 2

= = − = − 

X,Yrاگر   : مثال Tو =0.4 , Wr    است؟Y و Xتر از رابطه   چند برابر قويT,Wرابطه =0.8

با توجه به آنكه  : حل
2
T, W
2
X,Y

R 0.64 4
0.16R

=   . استY و Xتر از رابطه   برابر قويT ،4 و W رابطه پس =

1Xيب همبستگي  باشد ضر−0.3برابر 2T و 1T اگر ضريب همبستگي   : مثال 2T 1= 2Y و − 3.2T=چقدر است؟  
   بنا به نكته بالا : حل

  x,yr 0.32= +  
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  ۵۵  رگرسيون

  در جامعه نرمالr و B و Aهاي مربوط به  آزمون

β, براي B , A  : نكته αنااريب هستند   
n

2
i

2i 1

x x

x

A N α , σ
nS

~ =

 
 
 
 
 
  
 

∑
و

2

x x

σB N β ,
S

 
  
 

  

) تايي nدر مدل رگرسيوني نرمال بر اساس نمونة  : نكته )
2
n 22

SSE χ
σ −.  

2بر اين اساس .  مستقل استB و از A از SSEعلاوه  به SSEˆ
n 1

σ =
−

  . است2σاريب براي برآورد نا 

r  1اي تقريبي  توزيع نمونه 1 r 1 1 ρ 1Ln N Ln ,
2 1 r 2 1 ρ n 3

 + +
 − − − 

  

1حال با توجه به اينكه  1 1 xtgh x Ln
2 1 x

− +
=

−
  :توان نتيجه گرفت  مي

 ( )
1 1

ntg h r tgh ρZ N 0,1
1
n 3

− −
→∞−

=

−

  

  . گويندρ آزمون معني داري آزمون مربوط اگر بخواهيم صفر بودن يا نبودن ضريب همبستگي جامعه را تست كنيم، به  : نكته
)ρ0) دار نيست  معنيH :ρ 0=  

)ρ1) دار است  معنيH :ρ 0≠  




  

 رد 0Hتوان نشان داد اگر جامعه نرمال باشد،  مي.  استيودنت استفاده كردt –توان از توزيع  هاي كوچك مي نمونهبراي اين آزمون در 
  :شود اگر مي

α2 , n 2
2

r n 2
T t

1 r −

−
= >

−
  

 چقدر است؟ρدار بودن   شود آماره آزمون معني0.6 – تايي 18اي   اگر ضريب همبستگي نمونه  : مثال
  بنا به نكته بالا  : حل

  0.6 18 2T 3
1 0.36

− −
= = −

−
  

1 تايي از جامعه نرمال باشد 53اي   ضريب همبستگي نمونهrاگر   : مثال rVar Ln
1 r

+ 
 − 

  تقريباً چقدر است؟

 : حل
1 1 r 1Var Ln
2 1 r n 3

+  ≈ − − 
1 پس  r 4 4Var Ln 0.08

1 r n 3 50
 +

= = = − − 
  

  

www.ieun.ir


  

  آناليز واريانس
  .باشد هاي زير راهگشا مي خواهند كه فرمول دهند و آماره آزمون يا يكي از اجزاء آن را مي مشاهدات را مي:  ۱نكته 

k

2

µ

σ
  . . .  2

2

µ

σ
 1

2

µ

σ
 

 

1k

2 k

n k

X
X

X


    

. . .  

. . .  
  

. . .  

12

2 2

n 2

X
X

X


  

11

21

n1

X
X

X


  








 ها  نمونه

kX     . . .  2X   1X   جمع 

kX    . . .  2X  1X  ميانگين  
  

    ANOVA     
C . R T . S M .  S D . F S . S S . V 

  منابع تغيير  مجموع مربعات  درجة آزادي  ميانگين مربعات  آمارة آزمون  )بحراني(ناحية رد 

r
r

SST
MST

k 1
=

−
  k – 1 SST r Trتيمار  

0Hشود اگر   رد مي  

, k 1, N kF f α − −>  
rMST

F
MSE

=  
SSEMSE
N k

=
−

  N k−  SSE Eخطا   

N  ـ  ـ  ـ 1−  SS جمع 

ضريب تصحيح 
2X

Cf
k n

=  و 
k n

2
i j

j 1 i 1
SS X Cf

= =

=  و ∑∑−
2k
. j

r
j 1

X
SST Cf

n=

= rSSE و ∑− SS SST= −  

  .نااريب است 2σبراي  درست باشد 0H وقتي rMST نااريب است اما 2σ همواره براي MSEضمناً توجه كنيد 

 . نوع ماده اوليه است4اعداد زير مربوط به كاركرد كالا با   : مثال

  :جدول آناليز واريانس را رسم كنيد

A B C D
4 3 2 5
6 3 2 5

4 6

→

  

..X دانيم مي  : حل 10 10 10 10 40≡ + + + N و = 2 3 3 2 10= + + +  پس =
2X..Cf 160

N
=   :و =

  180 160 20= − =2 2 2 2 2 2 2 2 2 2SS 4 6 3 3 4 2 2 6 5 5 Cf = + + + + + + + + + −   

  
2 2 2 2

r
10 10 10 10SST Cf 166.6 160 6.6 SSE 20 6.6 13.4

2 3 3 2

 
= + + + − = − = ⇒ = − =  

 
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  ۵۷  آمار توصيفي|پارسه مؤسسة آموزش عالي آزاد

 
ANOVA 

C , R T . S M . S d-f  S.S S.V 
0.05 , 3.61 f≤ F  تيمار 6.6 3 2.2 =1

  خطا 13.4 6 2.23    دار نيست  معنيها شود و اختلاف ميانگين رد نمي 0Hپس 
  كل 20 9     

  
خواهند  ره آزمون با يكي از اجزاء آن را ميدهند و آما ها را مي ها و واريانس نمونه ها و ميانگين نمونه نوع دوم تعداد نمونه:  ۲نكته 

  :باشد هاي زير راهگشا مي كه فرمول
دkفرض شود براي 1 جامعه به ترتيب به تعدا kn , , n1اي به ترتيب هاي نمونه ايم كه ميانگين  نمونه گرفته kX , ,X و 

2اي به ترتيب  مونههاي ن واريانس 2
1 kS , ,Sهستند .  

  : جدول اطلاعات زير را داريميعني
kn  . . .  1n  jnتعداد نمونه   
kX   . . .  1X   jX ميانگين نمونه  

2
kS  . . .  2

1S  2
jSواريانس نمونه   

k

j j
j 1

k

j
j 1

n X

X
n

=

=

=
∑

∑



 ميانگين كل و( ) ( )
jnk k 22

r j j j
j 1 i 1 j 1

SST X X n X X
= = =

= − = −∑∑ ∑   و ( ) ( )
k n k2 2

ij j j j
j 1 i 1 j 1

SSE X X n 1 S
= = =

= − = −∑∑ ∑  

k

J
j 1

N n
=

=  و ∑
rSSTd.f k 1= SSd.f و − N 10= SSEd.f و − N K= −  

 .كنيدپيدا  اگر اطلاعات زير موجود باشد آماره آزمون آناليز واريانس را   : مثال

  
i

i
2

i

n 4 3 8 5

X 4 1 2 5

S 1 1 2 3

  

   : حل

  ( ) ( ) ( ) ( )4 4 3 1 8 2 5 5
X 3

4 3 8 5
+ + +

= =
+ + +  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2
r i iSST n X X 4 4 3 3 1 3 8 2 3 5 5 3 44= − = − + − + − + − =∑   

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
i iSSE n 1 S 3 1 2 1 7 2 4 3 31 , N 20 , K 4= − = + + + = = =∑  

  
rSST 44

3k 1F 7.57
SSE 31

N K 16

−= = =

−
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  ۵۸ آمار و احتمال

  فيآمار توصي
  هاي آن ميانگين هندسي و نكته

1ـ به طور كلي اگر ۱ nX , ,X مقادير مثبت و متوالي باشند، چون  G كمك فرمول زير پيدا  شود به ها محاسبه مي براي نسبت
 :شود مي

n 2 3 nn 1 n 1

1 1 2

X X X X
G ...

X X X X n 1
− −= =

−
  

ـ اگر مشاهدات به صورت درصد رشد مطرح شوند، براي محاسبة ميانگين هندسي بايد درصدها را ابتدا بر صد تقسيم كنيم سپس ۲
1 يعني اگر .ها اضافه كنيم و در نهايت ميانگين هندسي بگيريم يك واحد به آن na , ,a درصدهاي رشد باشند و بخواهيم ميانگين 

 :بگيريم بايد از فرمول زير استفاده كنيم

    
n

in

i 1

a
G 1

100
=

 
= +  

 
∏  

2نامساوي rH G X Q Q≤ ≤ ≤ r كه ≥   .ها برقرار است  بين ميانگين≤2

  سال بر حسب صد هزار تن به صورت زير باشد متوسط رشد سالانه چقدر است؟5ه در اگر توليد يك كارخان  : مثال
    

  سال  ۸۳  ۸۴  ۸۵  ۸۶  ۸۷
  توليد  ۶  ۱۰  ۸  ۱۴  ۱۸

  بر اساس نكته بالا  : حل

44متوسط رشد سالانه→31%درصد متوسط رشد سالانه    18G 3 1.31 G 1 0.31
6

= = = → − =   

 بوده باشد متوسط رشد سالانه تورم در اين دو سال چند −4%و 18% سال متوالي 2رم در  اگر درصدهاي رشد سالانه تو  : مثال
 درصد است؟

  بنا به نكته بالا  : حل

)متوسط رشد سالانه→6%درصد رشد سالانه    )( )G 1.18 0.96 1.06 G 1 0.06= = → − =  

  شده بندي هاي دسته نه براي دادهروش يافتن ميا

ها بيشتر شود؛ پس ميانه را از فرمول  شود كه فراواني تجمعي آن از نصف تعداد داده اي گفته مي دستة شامل ميانه، به نخستين دسته
  :كنيم زير حساب مي

m 1

e m m
m

n F
2M L w

f

−
 − 
 = +  

mميانه و ، كران پايين دسته شامل mLكه در آن  1F ، فراواني مطلق دسته mf، فراواني تجمعي دسته قبل از دسته شامل ميانه و −
  . طول دسته ميانه استmwو شامل ميانه 
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  ۵۹  آمار توصيفي|پارسه مؤسسة آموزش عالي آزاد

 . در جدول زير ميانه را پيدا كنيد  : مثال
      : حل

iF  if  ها دسته  
8 8 2 5− 
20 12 5 10−  
30 10 10 20−  

      : حل

e

nn 100 50
2
50 30M 20 21.42

70

= → =

−
= + =

  

100 70 20    شامل ميانه−25
  

  شده بندي هاي دسته در داده) امkصدك ( kPروش يافتن 

nkاي گويند كه فراواني تجمعي آن از  به نخستين دستهkPدسته شامل. كنيم  را تعيين ميkPابتدا دسته شامل
100

  : بيشتر شود پس

k 1

k k k
k

nk F
100P L w

f

−
 − 
 = +  

  :كه در آن
kL كران پايين دسته شامل،kP و k 1F  و kPمل ، فراواني مطلق دسته شاkf و kP، فراواني تجمعي دسته قبل از دسته شامل −

kw طول دسته شامل ،kPاست .  
صدك "رو به ميانه   گويند و از اينچاركل را  باشد اعداد حاص25 و اگر مضرب دهك باشد اعداد حاصل را 10 مضرب k اگر :تذكر

  .شود   نيز گفته مي" چارك دوم" و "دهك پنجم " و "پنجاهم
  

  شده بندي هاي دسته روش يافتن مد در داده

  :سپس با فرمول. كنيم اي را كه فراواني مطلق ماكزيمم دارد، تعيين مي ابتدا دستة مددار، يعني دسته
1

m m
1 2

d
Mo L W

d d
= +

+
  

  :كنيم كه در آن مد را حساب مي
ML 1 كران پايين دستة مددار وd اختلاف فراواني مطلق دستة مددار از دسته قبلي ( )1 m m 1d f f −=  اختلاف فراواني مطلق 2d و −

) دستة مددار از دستة بعدي )2 m m 1d f f +=   . طول دستة مددار استmW و −

 . در جدول زير مد را بيابيد  : مثال

  if  ها دسته  
  8 2-5  
  12 5-10  
  10 10-20  

   : حل
60Mo 20 5 22.3

60 70
= + =

+
  

  25-20 70 شامل مد
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  ۶۰ آمار و احتمال

 

  مقايسه پارامترهاي مركزي

  گينميان
  . داردoM و eMدهد اعتبار بيشتري از  ها را مشاركت مي  همه دادهXـ ازآنجاكه ۱

)يعني. ها از ميانگين همواره صفر است هاست چون مجموع انحراف ـ مركز ثقل داده۲ )
n

i
i 1

X X 0
=

− =∑  

  .ها معين نباشد ميانگين قابل محاسبه نيست شده اگر ابتدا يا انتهاي داده بندي هاي دسته ـ در داده۳
  .گيرد هاي پرت خيلي تأثير مي ـ از داده۴
  .فرد است به ـ همواره وجود دارد و منحصر۵

  ميانه
  .دهد و به بقيه كاري ندارد ـ فقط چند داده را مورد توجه قرار مي۱
  .فرد است به دارد و منحصرـ همواره وجود ۲
  .هاي پرت نيست ـ تحت تأثير داده۳

  مد
  .كند ها استفاده نمي ـ از تمام داده۱
  .فرد نباشد به ـ ممكن است وجود نداشته باشد و يا منحصر۲
  .هاي پرت نيست ـ تحت تأثير داده۳
  .رود كار مي هاي كيفي به  ـ براي داده۴

  

  پارامترهاي پراكندگي

)كيدامنة چار ميان )IQR  

3دهند؛ يعني   نشان ميIQRگويند و آن را با   ميدامنة چاركي ميانبه تفاضل چارك اول از چارك سوم  1IQR Q Q= اين معيار . −
توان انحراف چاركي را  دامنة چاركي مي از روي ميان. هاي پرت بر آن كمتر است  پراكندگي از دامنه تغييرات بهتر است چون تأثير داده

3حساب كرد؛ به  1Q Q
SIQR

2
−

  .گويند  ميانحراف چاركي =

  ضريب تغييرات

 واريانس يك سري عدد مثلاً. تواند گوياي پراكندگي باشد گيري، واريانس به تنهايي نمي  به واحد اندازه2σبه دليل وابسته بودن مقدار 
تر است؛ پس بهتر است معياري ارائه شود كه به طور مطلق  بر حسب كيلومتر به مراتب از واريانس همان اعداد بر حسب متر بزرگ

  :ضريب تغييرات عبارت است از.  پراكندگي را توصيف كندگيري بدون واحد اندازهيعني 

    σC.V
X

=  

C.Vواحد ندارد چون از تقسيم دو كميت با واحد يكسان پديد آمده است .  
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  ۶۱  آمار توصيفي|پارسه مؤسسة آموزش عالي آزاد

 )۸۸سيستم (   كدام است؟(IQR)ها  ها به شكل زير باشد دامنه چارك اي داده اگر نمودار جعبه  : مثال
۱ (30  ۲ (50  
۳ (40  ۴ (60  80 90 100 120 130 140 150

1Q m 3Q

AL
1Q m 3Q AU  

 .  درست است٣گزينه  : حل
eM ميانه 1Q چارك اول AL نقطه مهم وجود دارد كران پايين ۵اي  در نمودار جعبه m= 3 چارك سومQ و كران بالا AU كه در 

3 شكل پيداست ضمناً 1IQR Q Q= IQR .شود پس جواب مي − 140 100 40= − = 

  

  ضريب چولگي

1هاي خام  براي داده nX , ,Xضريب چولگي گشتاوري عبارت است از :  

    3
3

μ
S

σ
=  

كه 
( )

n 2
i

i 1
3

X X

μ
n

=

−

=
∑

)و ) گشتاور مركزي مرتبه سوم ( )
( )

3
n 22

i3
3 2 i 12

X X

σ σ
n

=

 
 −
 

= = 
 
  
 

∑
  . است

  :افتد مدي معمولاً يكي از سه حالت زير اتفاق مي در مورد نمودارهاي پيوسته تك
Sچوله به راست  Sمتقارن   <0 Sپ چوله به چ  =0 0<  

      
   ميانگين> ميانه >مد   ميانگين= ميانه = مد    مد> ميانه >ميانگين 

Sحالت وقتي  پس در اين  eMo نمودار چوله به راست است و <0 M X< S و وقتي > پ است و در اين حالت  نمودار چوله به چ>0

eMo M X> >.  
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  ۶۲ آمار و احتمال

 

  ضريب كشيدگي

1هاي خام  براي داده nX , ,Xضريب كشيدگي عبارت است از :  
4
4

μ
K

σ
=  

( )
2n 2

i
4 i 1

X X

σ
2

=

 
 −
 

= 
 
  
 

∑
 و 

( )
n 4

i
i 1

4

X X

μ
n

=

−

=
∑

   گشتاور مركزي مرتبه چهارم هستند

*K از Kجاي  مولاً بهمع K 3= اين ضريب از نمودارهاي متقارن . شود  براي نمودار نرمال استاندارد است استفاده ميK  مقدار 3 كه −
Kاگر .  استاندارد استتر بودن منحني نسبت به منحني نرمال دهندة بالاتر يا پايين مدي نشان تك * ، كشيدگي نمودار تقريباً ≥0.1
Kشود و اگر  اندازه نرمال مي هم *   .، نمودار با نرمال اختلاف كشيدگي فاحشي خواهد داشت<0.5

  
  

  ها تبديل خطي بر داده

iداشته باشيم و تبديل خطي  را iXهاي  اگرپارامترهاي داده iY aX b=   .كند كار بريم پارامترها براساس جدول زير تغيير مي  را به+
iX  i  پارامتر iY aX b= +  

X  Y  ميانگين aX b= +  
X  Y  ميانه aX b= +   
X    مد Y aX b= +  

2  واريانس
xσ  2 2 2

xYσ a σ=  

xσ  Y  انحراف معيار xσ a σ=  

xC.V  x  ضريب تغييرات
Y

X a C.V
C.V

aX b
=

+
  

xS  Y  ضريب چولگي x
aS S
a

=  

xK  Y  ضريب كشيدگي xK K=  
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  هاي كليدي توصيه
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  ۶۳  هاي كليدي توصيه

  آناليز تركيبي :فصل اول
استفاده از فرمول جايگشت تكراري و ترين بحث اين فصل   احتمال آمدن سؤال مستقيم از اين فصل زياد نيست و مهم،در مجموع
r n 1

n 1
+ − 

 − 
  . و كاربردهاي آن است

   سال اخير۵ در سؤالات ۱جدول توزيع موضوعات فصل 

  سال
  رشته

۸۴  ۸۵  ۸۶  ۸۷  ۸۸  ۸۹  

)   مدل توپ و جعبهVIبند   ـ  ـ  ـ  ـ  صنايع )n A B  

  -  ـ  ـ  ـ  ـ  تركيب
  سيستم

  -          جايگشت تكراري
  -  ـ  ـ  ـ  ـ  ـ  رياضي

  اصول احتمال و احتمال شرطي: فصل دوم
ز ـ استقلال پيشامدها و ترين مطالب اين فصل احتمال شرطي و فرمول بي آيد كه مهم  سؤال مي۳ يا ۲  به طور متوسطاز اين فصل

  .باشد ها مفيد مي  مطالعه مسايل معروف احتمال مثل مسئله جورها ـ روز تولد ـ كفش.باشد هاي احتمال مي كران

   سال اخير۵ در سؤالات ۲جدول توزيع موضوعات فصل 

  سال
  رشته

۸۴  ۸۵  ۸۶  ۸۷  ۸۸  ۸۹  

  استقلال  ختاحتمال يكنوا  استقلال  استقلال  استقلال مشروط  فرمول بيز

  احتمال يكنواخت  استقلال و تفاضل متقارن  احتمال يكنواخت  فرمول بيز
احتمال و تفاضل 

  متقارن
  استقلال

  مشروط كردن    استقلال مشروط  فرمول بيز  قاعده پواسون  
        فرمول بيز  قانون ضرب احتمال  

  صنايع

          قانون احتمال كل  
  فرمول بيز  احتمال يكنواخت  احتمال يكنواخت  استقلال  نامساوي بن فروني  قانون ضرب

  استقلال  نامساوي بن فروني  فرمول بينر  استقلال و تفاضل متقارن  احتمال شرطي  احتمال شرطي
    نامساوي بن فروني  تفاضل متقارن  احتمال و تفاضل متقارن  احتمال شرطي  قانون احتمال كل

  سيستم

    زفرمول بي    احتمال شرطي  احتمال يكنواخت  فرمول بيز
  احتمال يكنواخت      فرمول بيز    

  استقلال  تفاضل متقارن احتمال يكنواخت  فرمول بيز  احتمال يكنواخت  تفاضل متقارن

 قبل از Aاستقلال و احتمال   فرمول بيز  احتمال شرطي
B  

   كلحتمالقانون ا  فرمول بيز  احتمال يكنواخت

  تاحتمال يكنواخ  احتمال يكنواخت      احتمال يكنواخت  

  رياضي

  فرمول بيز  احتمال يكنواخت        
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  ۶۴ آمار و احتمال

  متغيرهاي تصادفي و اميد رياضي: فصل سوم
شف و ماركوف ـ  بي ترين مطالب اين فصل محاسبه اميد رياضي ـ نامساوي چه آيد كه مهم  سؤال مي۴ يا ۳از اين فصل به طور متوسط 

تمال توأم از روي تابع چگالي توأم و مطالعه خواص  محاسبه اح.باشد خواص كوواريانس و اميد رياضي مضاعف و واريانس شرطي مي
  .باشد تابع توزيع مفيد مي

   سال اخير۵ در سؤالات ۳جدول توزيع موضوعات فصل 

  سال
  رشته

۸۴  ۸۵  ۸۶  ۸۷  ۸۸  ۸۹  

  -  اميد رياضي  كوواريانس  تابع توزيع  نرخ خرابي  اميد رياضي
  -  اميد رياضي  واريانس شرطي  ميانه و مد  اميد شرطي  ضريب همبستگي

  -  واريانس شرطي      ماكزيمم و مينيمم  
  -  شف بي نامساوي چه      تابع توزيع  
  -  احتمال توأم      احتمال توأم  

  صنايع

  -  احتمال توأم      اميد رياضي توأم  
  نامساوي ماركوف  نامساوي ماركوف    تابع احتمال  استقلال متغيرها  اميد رياضي

  سيستم  كوواريانس  احتمال توأم    و ميانهمد   نرخ خرابي  ضريب همبستگي
          تابع احتمالي  

  تابع احتمال  تابع احتمال  استقلال متغيرها  احتمال توأم  نامساوي ماركوف  واريانس
  تابع احتمال  واريانس مجموع XYواريانس   ميانه و مد  كوواريانس  اميد رياضي

  نامساوي ماركوف  وأماميد ت  شف بي نامساوي چه  چگالي شرطي   واريانس مجموع  
  احتمال توام  واريانس مجموع    احتمال توأم  اميد شرطي  
  اميد توام      احتمال يك متغيره  اميد رياضي  
  استقلال      احتمال توأم  XYواريانس   
        واريانس    
        اميد شرطي    

  رياضي

        نامساوي ماركوف    
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  ۶۵  هاي كليدي توصيه

  ها توزيع :فصل چهارم 
  .باشند تر نمايي ـ نرمال ـ دوجمله ـ پواسون و هندسي مي هاي مهم آيد كه توزيع  سؤال مي۵ تا ۳  به طور متوسطاز اين فصل

). اي مشروط با فوق هندسي مهم هستند اي ـ هندسي مشروط با يكنواخت و دوجمله هاي پواسون مشروط با دوجمله رابطه )P X Y=  در
ها  جدول خلاصه توزيعمحتواي ن نستدا. ها مهم هستند ها و برنولي نيمم هندسي و نماييمي. هاي هندسي و دوجمله مهم هستند توزيع

  .ضروري است

   سال اخير۵ در سؤالات ۴ جدول توزيع موضوعات فصل

  سال
  رشته

۸۴  ۸۵  ۸۶  ۸۷  ۸۸  ۸۹  

)  ها جمع پواسون  پواسون  اي منفي دوجمله  رابطه پواسون با گاما )P X Y= 
  اي وجملهد

ماكزيموم و 
  مينيموم برنولي

( )P X Y= 
  اي دوجمله

فاقد حافظه 
  نمايي

)  گاما  اي دوجمله  اي به پواسون تقريب دوجمله )P X Y= 
   مينيموماي دوجمله

  رابطه مربع كاي با نمايي
اميد رياضي 

  نرمال
  اميد نمايي بريده  نمايي

تعداد شكست 
  )اي دوجمله(

  مينيموم نمايي

  ضريب همبستگي
  پيروزي و شكست

)  )يكنواخت(بتا    )P X Y= 
  اي دوجمله

  پواسون  

    شرطي گاما به پواسون  اي تركيبي دوجمله    قضيه حد مركزي
رابطه نمايي و 

  پواسون
  ضريب همبستگي
  پيروزي و شكست

      اميد مينيمم و ماكزيمم  
هندسي تقريب فوق 

  اي به دوجمله

  صنايع

  تابع مولد احتمال      )برنولي(اي  دوجمله    گشتاورهاي نرمال

          
تابع احتمال شرطي 

  و توام
  خواص توزيع گاما          
  اميد بتا          
  اي دوجمله          

  اي دوجمله  احتمال شرطي گاما  نرمال و مربع كاي  اميد نمايي  نرمال  پواسون

)توزيع   يوستهيكنواخت پ  پواسون )F X  برنولي شرطي  يكنواخت بريده  
تقريب فوق هندسي 

  اي به دوجمله

  رابطه والد  اي دوجمله
اي مشروط و فوق  دوجمله

  هندسي
  تابع مولد پواسون  بتا  

  سيستم

  احتمال در نمايي    اميد هندسي  ها مجموع نمايي  اميد يكنواخت گسسته
احتمال زوج بودن 

  يا دوجمله
  اي دوجمله  پواسون بريده      يكنواخت پيوسته  اي اميد دوجمله  
          نرمال  پواسون  
            برنولي  
            مولد گشتاور نرمال  
            هندسي  
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  ۶۶ آمار و احتمال

 
  سال
  رشته

۸۴  ۸۵  ۸۶  ۸۷  ۸۸  ۸۹  

  يكنواخت  گاما و مربع كاي  اي دوجمله  هندسي  نرمال  پواسون

)توزيع  )F X  
مولد گشتاور 

  نرمال
اي مشروط و فوق  دوجمله

  هندسي
  اميد مضاعف  ايينممولد گشتاور   پواسون

  يكنواخت
مينيمم 
  ها هندسي

)  هندسي  پواسون )P X Y=هندسي   
فرمول واريانس 

  شرطي
  ضريب همبستگي
  پيروزي و شكست

)  مجموع هندسي  قضيه حد مركزي  ها مينيمم نمايي )P X Y<توزيع    نمايي( )F X  

  رابطه پواسون و نمايي
فاقد حافظه 

  نمايي
  يكنواخت  اي منفي دوجمله

  هندسي مشروط و
  يكنواخت گسسته

  

  قضيه حد مركزي
هندسي 

  )شكست(
      نمايي  تقريب دوجمله پواسون

      نرمال  اي دوجمله  يكنواخت  
      اي جملهنرمال و دو    برنولي  
      پواسون    پواسون  

  رياضي

      نرمال    نمايي  

  اي هاي نمونه ها و توزيع آوردكننده  بر:صل پنجمف
هاي معروف و MLEها و MMEجدول . باشد  ميMLE و MMEآيد كه معمولاً از   سؤال مي۳ يا ۲  به طور متوسطاز اين فصل

  .باشند مفيد مي F و Tهاي  روابط توزيع.  در دو حالت ضروري استX واريانس دانستن. باشند خواص اين دو مهم مي
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  ۶۷  هاي كليدي توصيه

   سال اخير۵ در سؤالات ۵جدول توزيع موضوعات فصل 

  سال
  رشته

۸۴  ۸۵  ۸۶  ۸۷  ۸۸  ۸۹  

    هندسيِ شكستMLE  قضيه حد مركزي  نااريبي  T  MLEتوزيع 

)واريانس           )iid X  MLE 
MME 
    يكنواختMLE   فوق هندسيMME  اي دوجمله

)واريانس           )iid X  MSE MLEپواسون   MLEـ   پواسون   

MME  ـ  ـ  ـ ـ   
MME ـ ـ ـ ـ   
   ـ ـ ـ ـ نااريبي

  صنايع

   ـ ـ ـ ـ  )بدون جايگذاري (Xواريانس 

  p̂واريانس   يكنواخت X  MLEواريانس 
  جدول نرمال

MLE) پواسون(  
  Xواريانس 

 )جاگذاري بدون(
  واريانس نمونه

)         Xواريانس  )i.i.d  MME MLE MLE MMEتوزيع    نماييX 

MMEيكنواخت   MLE ـ ـ MLE اي حد مركزي دوجمله 

MLE نمايي   MLE استاندارد كردن ـ ـ توزيع مربع كاي  

  سيستم

MLEـ ـ  نااريبي  برنولي   
  قضيه حد مركزي قضيه حد مركزي   نرمالMLE MLE   گاماMLE نااريبي

MME) نااريب  )بتا MME  MME MMEهندسي   MMEهندسي  

 MLE   نرمالMLE   گاماMME ـ  ـ Xتوزيع 
 نااريبي   نماييMLE نااريبي ـ  ـ  ـ

  رياضي

     و كوشيtرابطه توزيع  MLE ـ  ـ  ـ
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  ۶۸ آمار و احتمال

  اي و آزمون فرض آوردهاي فاصله بر:فصل ششم
Pآيد كه دانستن و حل كردن چند مثال از   سؤال مي۴ يا ۳به طور متوسط از اين فصل  Value− و β و α و توان و تعداد نمونه 

  .باشد  ضروري ميβ و αبراساس فاصله اطمينان و براساس 
 همان جهت مطرح 0Hهاي نرمال و برنولي جهت رد  هاي مهم مفيد است، يعني در توزيع  در توزيع1Hتشكيل ناحيه رد براساس 

  . است1Hشده در 
   سال اخير۵ در سؤالات ۶جدول توزيع موضوعات فصل 

  سال
  رشته

۸۴  ۸۵  ۸۶  ۸۷  ۸۸  ۸۹  

فاصله اطمينان نرمال 

( )2,θ θ  

فاصله اطمينان نرمال 

( )2,θ θ  
فاصله (تعداد نمونه 
  )pاطمينان 

آزمون (تعداد نمونه 
α,با  β(  

P-value 
  )اي دوجمله(

فاصلمه اطمينان 
 σتقريبي 

,α βبرنولي   
فاصله (تعداد نمونه 
  )µاطمينان 

   در توزيع هندسيα لم نيمن پيرسون  )نمايي (p βآزمون 

αن آزمونتوا   برنولي  
 µفاصله اطمينان 

  دوطرفه
P   در آزمون بتاp  αفاصله اطمينان  Value− 

  اي دوجمله

P  آزمون برابري دو ميانگين value− 
  دوطرفه

    ـ  نيكويي برازش  ـ

  2σآزمون 
 ۲آزمون ميانگين 

  جامعه
    ـ  ـ  ـ

  صنايع

    ـ  ـ  ـ  آزمون يك جامعه  آزمون

β,رابطه  α  
با (تعداد نمونه 

,β α(  
فاصله (تعداد نمونه 
  )pاطمينان

فاصله اطمينان يك 
  )يكنواخت(طرفه 

فاصله اطمينان 

  µدوطرفه 
  µفاصله اطمينان 

t Pآزمون  value−) ساده(  P value− 
  دوطرفه

فاصله اطمينان يك 
  )نمايي(طرفه 

P value− 
  اي دوجمله

فاصله اطمينان 

1 2µ − µ  

α)برنولي(  β)  برايp(  
فاصله اطمينان 

  µدوطرفه 
فاصله اطمينان 

  تقريبي
  µفاصله اطمينان   ـ

  لم نيمن پيرسون  آزمون زوجي
فاصله اطمينان نرمال 

( )2,θ θ  

 اطمينان فاصله
2
1
2
2

σ

σ
  

  µطرفه  آزمون يك  ـ

  ـ  آماره آزمون واريانس
با (تعداد نمونه 

,β α(  
1آزمون  2θ = θ 

  نرمال
   در توزيع نماييα  ـ

  سيستم

    ـ    ون استقلالآزم  ـ  آزمون ميانگين

α   آزمونµ  α) برنولي(  βتوان    يكنواخت)فاصله اطمينان   )برنوليσ  

βبرنولي   
اطمينان فاصله 

  )يكنواخت(
فاصله اطمينان يك 

  )نمايي(طرفه 
,α β2فاصله اطمينان   اي  دوجملهσ  

α در توزيع فوق 
  هندسي

P  ـ  )يكنواخت (α  ـ value−ابع توان در برنوليت  ـ   نمايي  
  رياضي

α,  ـ  ـ  ـ β  ـ  P Value−نرمال   
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  ۶۹  هاي كليدي توصيه

  رگرسيون: فصل هفتم
ها ضروري است، همچنين مطالعه   و حل چند مثال از آنr و B و Aآيد كه دانستن روابط  ميسؤال  ۲ يا ۱به طور متوسط از اين فصل 

  .باشد  مفيد ميρداري   معنيو كار با ضريب تعيين و آزمون

   سال اخير۵ در سؤالات ۷فصل موضوعات جدول توزيع 

  سال
  رشته

۸۴  ۸۵  ۸۶  ۸۷  ۸۸  ۸۹  

B, A   رابطهB با r  ax b ,cy dr + +  2Rضريب تعيين   A) خط از مبدأ(  B,A آزمون ρ 

B  B , A   رابطهr با B      

      )خط از مبدأ (B فاصله پيشگويي 
   2σ̂      
   B     

   2Rضريب تعيين      

    SSE      

  صنايع

    B      

,x  ـ yr  B   رابطهr  باB  ـ x,yr  

 A , B A   آزمونρ   A , B سيستم  

      2R rSSEضريب تعيين  

A , B A  ـ  ـ ـ  ـ  رياضي , B 

  آناليز واريانس: فصل هشتم
  .باشد ها مي  مطرح شده در خلاصه درس۲ و ۱هاي  آيد كه از نكته  سؤال مي۲ يا ۱ به طور متوسطاز اين فصل 

   سال اخير۵ در سؤالات ۸جدول توزيع موضوعات فصل 

  سال
  رشته

۸۴  ۸۵  ۸۶  ۸۷  ۸۸  ۸۹  

F ۱ با نكته  F ۲ با نكته  F ۲ با نكته  F ۲ با نكته  F ۱ با نكته  - 
  صنايع

 X.. ۲ با نكته    - 

F ۲ با نكته  X.. ۲ با نكته X.. رابطه  ۲ با نكتهSS ۱نكته ( ها(  rSST ۱ با نكته -  

   SSE ۲ با نكته  F ۲ با نكته    -  

   rSST۲كته  با ن      -  
  سيستم

   F ۲ با نكته  P-value   -  
 -  ۲ با نكته SSE  ـ  ـ ـ ـ  رياضي
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  ۷۰ آمار و احتمال

  آمار توصيفي: فصل نهم
  .باشد  ميميانگين هندسي و تبديل خطي و صدك ها مفيدكشيدگي و چولگي و تغييرات و  آيد اما دانستن ضرايب ؤال زياد نمياز اين فصل س

  .وگرام را ملاحظه بفرماييداي و هيست ضمناً نمودارهاي شاخه و برگ ـ جعبه

   سال اخير۵ در سؤالات ۹جدول توزيع موضوعات فصل 

  سال
  رشته

۸۴  ۸۵  ۸۶  ۸۷  ۸۸  ۸۹  

  -  ـ  صدك بيستم  ـ  )نمودار شاخه و برگ(ها  چارك  ـ  صنايع

  سيستم
ميانگين 
  آميخته

رابطه ميانگين ميانه و مد 
  )ضريب چولگي(

ضريب 
  تغييرات

ميانگين 
  هندسي

 IQRاي و  نمودار جعبه
  ميانگين انحراف از ميانه

-  

  رياضي
ضريب 
  تغييرات

  واريانس  چارك سوم  ـ  ـ
 نمودارها در  چارك

  ساقه و برگ

  

  :تذكر
براي دانشجويان رشته رياضي چون . باشد هاي صنايع و سيستم مي بيني شده مربوط به رشته تعداد سؤالاتي كه براي هر فصل پيش

توزيع تعداد سؤالات از . آيد هاي سوم و چهارم از تعداد مطرح شده بيشتر مي  تعداد سؤالات فصلباشد معمولاً  عدد مي۲۵تعداد سؤالات 
  :هاي اول تا نهم براي دانشجويان رشته رياضي عبارت است از فصل

   سؤال۱ يا ۰  فصل اول يا نهم
   سؤال۴ يا ۳  فصل دوم
   سؤال۷ يا ۶  فصل سوم

   سؤال۶ يا ۵  فصل چهارم
  سؤال ۴ يا ۳  فصل پنجم
   سؤال۴ يا ۳  فصل ششم
   سؤال۱ يا ۰  فصل هفتم
   سؤال ۱ يا ۰  فصل هشتم
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  سازي شده امتحان نمونه سؤالات شبيه
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  ۷۱  آمار و احتمال

)خواهيم از تابع      فرض كنيد مي     ـ ۱ )1 2 ky tan x x . . . x= + +  بـار   kحداقل   kx بگيريم طوري كه نسبت به       r مرتبه مشتق جزئي    +
  پذير است؟  به چند طريق اين كار امكان. باشيممشتق گرفته

۱( r 1
k 1

− 
 − 

  ۲ (r 2
k 2

− 
 − 

  ۳ (r 3
k 2

− 
 − 

  ۴ (k 2
r 1

− 
 − 

.  

) اگر    ـ ۲ )P A ) و =0.4 )P B ) و =0.3 )P A B 0.1= حاصل ( )P A B A B∆ چقدر است؟   

  صفر ) ۴  0.7) ۳  0.3) ۲  0.1) ۱

} را از مجموعه     A فرض كنيد عدد       ـ ۳ }1 , 2 , 3 , }را از مجموعه     B انتخاب نموده عدد     4 }1 , 2 , . . . ,A  كنـيم احتمـال       انتخاب مي
Aكه  آن Bيم كه بدان  به شرط آن=2    چقدر است؟=2

۱ (5
12

  ۲ (1
4

  ۳ (6
13

  ۴ (
13
7  

) فرض كنيد زمان توليد يك كالا داراي تابع چگالي             ـ ۴ ) 0.1xf x 0.1e x 0−= ساعت  aدستمزد تا   . شدبا   بر حسب ساعت مي    ≤
گردد متوسـط دسـتمزد        تومان پرداخت مي   a دستمزد   aشود و براي زمان بيشتر از         بر حسب هر ساعت يك تومان پرداخت مي       

  پرداختي چقدر است؟

۱ (10a10 e−−  ۲ (10a10 10e−−  ۳ (10ae−  ۴ (a
2

  

به صورت   Y و   X اگر تابع احتمال توام        ـ ۵
X

Y
1 0 4

2 0.2 0.1 0.3
5 0.4 0 0

−

X اميـد رياضـي       باشد  a−         بـه ازاي كـدام مقـدارa 

  گردد؟ مم ميينيم
۱ (1  ۲ (0  ۳ (1−  ۴ (0.5−  

1 اگر     ـ ۶ 10X , . . . . , X  1اشـند ضـريب همبسـتگي    ب 3 و واريـانس  4 مستقل از هم داراي اميد رياضي 1 5 6T X . . . X X= + +  و +

2 3 10T X . . . X= +   است؟ كدام +

۱ (3  ۲ (1.2
3

  ۳ (3
3

  ۴ (1
6

  

Eباشد  2 داراي توزيع پواسون با انحراف معيار X اگر    ـ ۷ X    چقدر است؟−2

۱ (2  ۲ (412e 2− −  ۳ (412e 2− +  ۴ (4e 1− +  

 5 چقـدر احتمـال دارد در        . دقيقه دارد  2 با ميانگين    تي توزيع نمايي  س فرض كنيد زمان انتظار براي ورود مشتري در يك باجه پ             ـ ۸
    مشتري وارد شود؟2دقيقه حداقل  

۱ (2.51 1.5e−−  ۲ (2.51 3.5e−−  ۳ (63.5e−  ۴ (101 11e−−  

)به صورت  Xاگر تابع مولد گشتاورهاي    ـ ۹ )
2t t

XM t 2 e= باشد ميانه توزيع Xكدام است؟  
nL) ۳  2) ۲  صفر ) ۱ 2  ۴ (2  
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  ۷۲ سازي شده امتحان نمونه سوالات شبيه

)كست برآورد روش ماكزيمم درستنمايي ضريب تغييرات هندسي با مدل شتايي از جامعه n در نمونه    ـ ۱۰ )C . Vكدام است؟   

۱ (1 X+  ۲ (1
1 X+

  ۳ (X
1 X+

  ۴ (1 X
X
+  

) فرض كنيد از جامعه با چگالي         ـ ۱۱ )
X

1f x , e x R
2

−
θθ = ∈

θ
 θايم برآورد كننده روش گشتاوري        تايي گرفته nاي     نمونه 

  كدام است؟

۱ (

n
2
i

i 1
X

2n
=
∑

  ۲ (

n
2
i

i 1
X

n
=
∑

  ۳ (X  ۴ (

n

i
i 1

X

n
=
∑

  

ــر    ـ ۱۲ 1 اگ 5X , . . . , Xــه ــانس     نمون ــفر و واري ــانگين ص ــا مي ــال ب ــه نرم ــادفي از جامع ــد 2σاي تص ــا  C باش ــد ت ــه باش چ

5 1
2 2 2
2 3 4

X 3X
T C

X X X

−
=

+ +
   گردد؟ استيودنت−t داراي توزيع 

۱ (1  ۲ (2
3

  ۳ (10
3

  ۴ (3
10

  

%اي     به دست آمده است برآورد فاصله      4اي برابر     تايي از جامعه نرمال انحراف معيار نمونه      11اي     بر اساس نمونه    ـ ۱۳ اطمينـان   99
  براي واريانس جامعه يك طرفه از بالا كدام است؟

۱ (( )0 , 6.9  ۲ (( )( )20 , 6.9  ۳ (( )0 , 6.9  ۴ (( )0 ,16  

 باشـد و بخـواهيم      9اگـر واريـانس جامعـه       . بـه دسـت آمـد     14 تايي از جامعه نرمال برابر       25اي     فرض كنيد ميانگين نمونه      ـ ۱۴
H : 15µ =  1 در برابرراH : 15µ P آزمون كنيم ≠ Value−كدام است؟   

۱ (0.095  ۲ (0.0475  ۳ (0.05  ۴ (0.1  

17µ و احتمال خطاي نوع دوم به ازاي         0.05اگر بخواهيم احتمال خطاي نوع اول        14 با اطلاعات سؤال       ـ ۱۵  باشد چه   0.01 برابر   =
  تعداد نمونه بايد بگيريم؟

۱ (23  ۲ (41  ۳ (42  ۴ (24  

) تايي از جامعه داراي توزيع يكنواخت بر بازه          1X و   2X اگر براساس نمونه       ـ ۱۶ )0 , θ 0 بخواهيمH : 2θ 1H را در برابر     = : 1θ = 
1موقعي قبول كنيم كه  2X X 1.5+    توان آزمون چقدر است؟>

۱ (1
2

  ۲ (1
4

  ۳ (1
8

  ۴ (1
16
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  ۷۳  متحانسازي شده ا سؤالات شبيه نمونه

2 اگر در مدل رگرسيون نرمال با واريانس           ـ ۱۷ 4σ x صـورت     تايي به 5اي     نمونه = 2 2 4 3 3
y 1 2 1 3 0

−
−

داشـته باشـيم مقـدار       

  كوورايانس ضرايب خط برآورد رگرسيوني چقدر است؟
۱ (2

15
  ۲ (4

11
  ۳ (4

11
−  ۴ (2

15
−  

Yتايي  18 اي  نمونهاگر با      ـ ۱۸ A 04X= X* و   + A 0.9Y=  باشند آماره آزمـون معنـي داري ضـريب          ني خطوط برآورد رگرسيو   +
  همبستگي جامعه كدام است؟

۱ (3−  ۲ (3  ۳ (3 17
4

  ۴ (3 17
4

−  

3nهاي    اليز واريانس يك طرفه براي نمونه      اگر در يك مدل آن       ـ ۱۹ 2n و   =5 1n و   =8 3Xتايي داشته باشيم    =7 2X و   =1  و  =3
1X   مجموع مربعات تيمار كدام است؟ =3
۱ (12  ۲ (12.25  ۳ (15  ۴ (14.25  

1 اگر    ـ ۲۰
1X ~ b 10 ,
3

 
 
 

2 و 
2X ~ b 20 ,
3

 
 
 

2 مستقل باشند و بدانيم  1X X 7−   چه مقداري باشد؟1X انتظار داريد =

۱ (10
3

  ۲ (17
3

  ۳ (13
3

  ۴ (16
3

  

  .سوالات زير براي دانشجويان رياضي در نظر گرفته شده است

  كدام است؟Xاميد رياضي . صورت زير است به Y و Xتابع چگالي توأم متغيرهاي تصادفي  ـ ٢١

y 0,1,..., x= و; x 1, 2,3, 4,5=  
   صورت در غير اين

( )
xx 1 x

f x , y y 2 15
0

          =      



  

۱(3
11

  ۲ (3  ۳(11
3

  ۴ (11  

nاگر  ـ ٢٢ 2 1X ,...,X ,X ،n متغير تصادفي باشند، به طوري كه i 1 , 2 , ..., n= و ( )1
i

1P X e
2

−= ) و = )2
i

1P X e
2

= = 

مقدار 
n

i
i 1

E Ln X
=

 
 
 
 

  كدام است؟∏

۱(n
1

2
    ۲ (

( ) n3

n n

e e

2 e

−
  

۳(( )2n n ln 2 n ln e 1− − −  ۴ (n
2

  

  :  داراي تابع توزيع احتمال به صورت زير استXمتغير تصادفي  ـ ٢٣

2

X

0 x 1

xF (x) 1 x 2
5

1 x 2

<

= ≤ <


≥


 

  : برابر است باXواريانس متغير تصادفي 

۱( 140
450

  ۲(67
450

    ۳(67
225

  ۴( 32
225
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  ۷۴ سازي شده امتحان نمونه سوالات شبيه

,  باشد tµ وtλدارای توزيع پواسون به ترتيب با پارامترهای مستقلاً  تعداد مشتريان مرد و زن يک فروشگاه tاگر تا لحظه  ـ ٢٤
  : احتمال اينکه اولين مشتری فروشگاه مرد باشد برابر است با

۱ (1 e
−λ
µ−  ۲ (λ

λ + µ
  ۳ (

( )
!

!
λ

λ + µ
  ۴ (!e

!

λ
−

µλ
µ

  

)فرض كنيد  ـ ٢٥ )2X N 0,σ . ضريب اطمينان فاصله( )X ,10 X براي σكدام است؟   
۱ (( )Φ 1.1  ۲ (( ) ( )Φ 1 Φ 0.1−  ۳ (( ) ( )Φ 0.1 Φ 1+  ۴ (( ) ( )( )2 Φ 1 Φ 0.1−  
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  ۷۵  متحانسازي شده ا سؤالات شبيه نمونه

  حل تشريحي

 . درست است۱گزينه    ـ ۱

1در واقع بايد تعداد جواب معادله  kx . . . x r k+ + =   :شود  را بيابيم كه مي−

  r k k 1 r 1
k 1 k 1

− + − −   
=   − −   

 

 . است درست۴ گزينه    ـ ۲

)  طبق تعريف ) ( ) ( )
( )

( )
( )

P A B A B P
P A B A B 0

P A B P A B
∆ φ

∆ = = =
 


 

  

  :زيرا
  ( ) ( )B A B A BΑ ∆ = −   

 . درست است۳ گزينه    ـ ۳

  :بنا به فرمول بيز

  ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
4

i 1

1 1 1
P A 2 P B 2 A 2 64 2 2P A 2 B 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 130P A i P B 2 A i 4 4 2 4 3 4 4 2 3 4
=

= = =
= = = = = =

+ + + + += = =∑
  

 . درست است۳ گزينه    ـ ۴

  : است چونa و X مينيموم Y دستمزد باشد پس Yدر واقع اگر 

  X X a
Y

a X a
≤

=  >
  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )E Y E x P X a E a P X a= ≤ + >  

  
a

x x

0 a
x e dx a e dx

∞
−λ −λ= λ + λ∫ ∫  

  
a a

x x a a

0

1 1 1 1 exe e ae e
−λ

−λ −λ −λ −λ −= − − + = − =λ λ λ λ
  

 . درست است۳ گزينه    ـ ۵

X است از عبارتX تابع احتمال كناري زيرا 1 0 4
0.6 0.1 0.3
E و − X a−گردد و ميانه اين توزيع   به ازاي ميانه توزيع مينيموم مي

) است چون −1 ) 1P X 1
2

≥ − ) و ≤ ) 1P X 1
2

≤ − ≥   

 . درست است۳گزينه    ـ ۶

  3 4 5 6 7 8 9 10X X X X X X X X )+ + + + + + ) و+ )1 2 1 2 3 4 5 6Cov T , T Cov(X X X X X X= + + + + +  
  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 4 5 6Var X Var X Var X Var X 4 3 12= + + + = =  

  ( ) ( ) ( ) ( )1 2Var T 6 3 18 , Var T 8 3 24= = = =  
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  ۷۶ سازي شده امتحان نمونه سوالات شبيه

  :پس

  
( )

12 1
318 24

ρ = =  

 . درست است۳ گزينه    ـ ۷

  ( )
4 x 4 1 4 x

4

x 0 x 3

e 4 e 4 e 4E X 2 x 2 2e 0 x 2
x! 1! x!

∞ ∞− − −
−

= =

− = − = + + + −∑ ∑  

  ( ) ( )
4 x

4 4 4 4 4 4

x 0

e 42e 4e 2e 4e x 2 12 E X 2 12e 4 2 12e 2
x!

∞ −
− − − − − −

=

= + + + + − = + − = + − = +∑  

 . درست است۲گزينه    ـ ۸

1مشتري ورودي در هر دقيقه توزيع پواسون با بنا به رابطه پواسون با نمايي تعداد 
2

λ 5دقيقه 5 دارد و در =
2

λ   : حال=

  ( ) ( ) ( ) 2.5 2.5 2.5P X 2 1 P X 0 P X 1 1 e 2.5e 1 3.5e− − −≥ = − = − = = − − = −  

 . درست است۳گزينه    ـ ۹

  ( )
22

ntL 2 tt t
XM t 2 e e += =  

  :يمكه با تطبيق مولد گشتاورهاي نرمال دار
  2

nL 2 , 2µ = σ =  
  .و در توزيع نرمال ميانه و ميانگين برابرند

 . درست است۴گزينه    ـ ۱۰

Cدانيم  مي . V σ
=

µ
  : و در توزيع هندسي با مدل شكست

  ( ) ( )an 2
q qE X , V X
p p

= =  

  
2

q
1 1PC . V

q q 1 p
p

= = =
−

  

)اما  ) 1MLE p
1 X

=
+

1 پس  1 XMLE
X11

1 X

 σ +
= = µ  −

+

  

 . درست است۱گزينه   ـ ۱۱

)كه  با توجه به آن )E X   : پس=0

  ( )
x x2 2

2 2

0

x xE X e dx e dx 2
2

−+∞ ∞−
θ θ

−∞
= = = θ

θ θ∫ ∫  
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  ۷۷  متحانسازي شده ا سؤالات شبيه نمونه

2حال از  22 Xθ =  
  :داريم

  ( )

n
2

i2
i 1

X
XˆMME
2 2n

=θ = θ = =
∑

  

 . درست است۴گزينه    ـ ۱۲

)چون  ) ( )25 1
5 1

X 3X
Z ~ N 0 ,1 , X 3X ~ N 0 ,10

10
−

= − σ
σ

) و  )

2 2 2
22 3 4
32

X X X
Y ~

+ +
= χ

σ
  : لذا

  ( )
5 1

32 2 2
2 3 4

X 3XZ 3T ~ t
10Y X X X

3

−
= =

+ +
  

3Cو درنتيجه 
10

=  

 . درست است۱گزينه   ـ ۱۳

)برآورد مذكور عبارتست از  ) 2

2
1 , n 1

n 1 S
0 ,

−α −

 − 
 χ 

2 كه چون 
0.99 ,10 23.2χ )شود   پس جواب مي= )210 4

0 ,
23.2

 
 
 
 

) يا  )0 , 6.9  

 . درست است۱گزينه    ـ ۱۴

  ( )
( )

( ) ( )
P X 14 15 X 14 15 5P value 2min 2P 2P Z 2 1.67 2 0.0478 0.0950

3 3P X 14 15
5n

 
   ≤ µ = − µ − −    − = = ≤ = ≤ = Φ − = =   σ   ≥ µ =    

 

  

 . درست است۳گزينه    ـ ۱۵

17µ 1 نقش = 17µ   كند پس  را بازي مي=

  
( )

( )
( )

( )
( )

2
2

2 22 0.025 0.01
2 2 2

1 0

Z Z
9 Z Z 9 1.96 2.33

n 41.4 42
17 15 2

α β
 

+ σ
  + + = = = = ≈

−µ − µ
  

 . درست است۳گزينه    ـ ۱۶

  طبق تعريف 
  ( )1 2) P X X 1.5 1= + ≥ θ H1)0رد|0H نادرستي= P= − β    توان=

  
A

1
S 18
S 1 8

= = =
  مربع
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  ۷۸ سازي شده امتحان نمونه سوالات شبيه

  
 . درست است۳گزينه    ـ ۱۷

  دانيم مي

  ( ) ( ) ( )
2

xx

xCov A , B Cov Y Bx , B 0 x Var B
S
σ

= − = − = −  

2كه چون 
ix 2 و ∑=42 2 4 3 3x 2

5
− + + + +

= ) پس = )2
xxS 42 5 2 22= −   :شود  لذا جواب مي=

  ( ) ( )2 4 4
22 11

− = −  

 . درست است۲گزينه    ـ ۱۸

)كه  با توجه به آن )( )2 *r BB 0.4 0.9 0.36= = r پس = Bچون  (=0.6   :، لذا)<0

  
2

r n 2 0.6 16T 3
0.641 r

−
= = =

−
  

 . درست است۳ گزينه    ـ ۱۹

  :اولاً
i i

i

n X
21 24 5 5X 2.5
7 8 5 20

n

+ +
= = = =

+ +

∑

∑
  

)  ثانياً ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
r i iSST n X X 7 0.5 8 0.5 5 1.5 1.75 2 11.25 15= − = + + − = + + =∑   

 . درست است۳گزينه    ـ ۲۰

1دانيم  مي 1
2Y 10 X ~ b 10 ,
3

 = −  
 

2p مستقلند با 2Xو 1Y لذا 
3

  :اي مشروط با فوق هندسي  لذا بنا به رابطه دو جمله=

  2 1 2 1X Y X 10 X 17 m+ = + − = =  

  ( ) ( ) ( )1 2 1 1
a 10 17Y X Y m ~ HG N 30 , n m , a 10 E Y m 17
N 30 3

+ = = = = → = = =  

  :پس

  ( ) ( )1 1
13E X 10 E Y
3

= − =  
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  ۷۹  متحانسازي شده ا سؤالات شبيه نمونه

 حل تشريحي سوالات اضافي رشته رياضي

 .  درست است۳گزينة   ـ ۲۱

,1 مقادير Xمتغير تصادفي  2,3,   : برابر است باXاي  كند و توزيع حاشيه  را اختيار مي4,5

  ( ) ( )
x x xx x x

x

y 0 y 0 y 0

x x1 x 1 x 1 x xf x f x, y 2
y y2 15 2 15 2 15 15

= = =

              = = = = =              
              

∑ ∑ ∑  

  : برابر است باXبنابراين اميد رياضي متغير تصادفي 

  ( ) ( ) ( )( )5 5 5
2

x 1 x 1 x 1

5 6 11x 1 1 11E X xf x x x
15 15 15 6 3

= = =

 
= = = = = 

 
∑ ∑ ∑  

 .  درست است۴گزينة   ـ ۲۲

  ( )
n n n

i i i
i 1 i 1i 1

E Ln X E Ln X E Ln X
= ==

   
   = =
   

  
∑ ∑∏  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
i

1 1 2 2
i i i i i i

x
E L n X L n X P X x L n e P X e Ln e P X e− −= = = = + =∑  

  ( ) ( ) ( )
n n n

1 2
i i

i 1 i 1i 1

1 1 1 1 1 nLn e L n e 1 E L n X E L n X
2 2 2 2 2 2

−

= ==

 
 = + = − + = ⇒ = = =
 
 

∑ ∑∏ 

  .  درست است۲گزينة   ـ ۲۳
Xاي نيست و نقطه گسستگي دارد ميخته است چون پله متغيري آ.  

  ( ) ( ) ( ) 1 1P X 1 F 1 F 1 0
5 5

−= = − = − =  

  ( ) ( ) ( ) 4 1P X 2 F 2 F 2 1
5 5

−= = − = − =  

  ( ) 2xf x , 1 x 2
5

= < <  

  ( )
2 2

1

1 1 2x 3 14 23E X 1 2 dx
5 5 5 5 5 15

   = + + = + =   
    ∫  

  ( )
2 3

2 2 2

1

1 1 2x 15 25E X 1 2 dx 1
5 5 5 10 10

   + = + =   
   ∫  

  ( )
225 23 67Var X

10 15 450
 = − = 
 

 

  .درست است ٢گزينة  ـ ٢٤

  : به ترتيب مدت زمان انتظار براي ورود اولين مشتري باشد، با توجه به رابطه نمايي و پواسون داريم Y و Xاگر 
  ( ) ( )X Exp , Y ~ Expλ µ  
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  ۸۰ سازي شده امتحان نمونه سوالات شبيه

  : مستقل هستند Y و Xتوان ديد وقتي  در توزيع نمايي مي

  ( )P X Y λ
< =

λ +µ
  

  .درست است ۴گزينة  ـ ٢٥

)بنا به فرض  )2X ~ N 0,σ پس ( )X ~ N 0,1
σ

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )P X σ 10 X P 0.1 Z 1 P 1 Z 0.1 P 0.1 Z 1 2 Φ 1 Φ 0.1< < = < < = − < < − + < < = −  
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