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  ول توزیع فراوانی طبقه بندي نشدهجد -1
کنند و فراوانی  ا اندك است استفاده میاز این جدول براي تنظیم داده هاي گسسته که تنوع داده ه

  .هر داده در مقابل آن ثبت می شود

  : نفري داریم30 براي نمرات یک کلاس  .1مثال 

 Xi= نمرات  Fi= تعداد دانش آموزان

2  
1  
6  
5  
6  
8  
2  

8  
10  
12  
13  
17  
19  
20  

 

   دامنه تغییرات-2

                      .ترین داده آماري را دامنه تغییرات گوینداختلاف بین بزرگترین داده آماري و کوچک

                                                                                minmax XXR  

  :چنانچه داده هاي آماري با تقریب کمتر از واحد گرد شده باشند دامنه تغییرات برابر است با

1 minmax XXR  

  هاي مرکزي یا پارامترهاي مکانیشاخص -3

  )Mean( حسابیمیانگین -3-1

  ها تکراري نباشند   اگر داده- الف 

n
X

X i  

  ک از داده ها تکراري باشنداگر هر ی - ب

                                                         
N

XF
X ii  
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081350            : در جدول زیر مطلوبست میانگین حسابی.2مثال
654 /X    

  نماینده طبقات
iiXF  Xi حدود طبقات  فراوانی  

6  
18  
45  
120  
375  
90  

3  
6  
9  

12  
15  
18  

2  
3  
5  

10  
25  
5  

4 -2  
7 -5  

10 -8  
13 -11  
16-14  
19 -17  

  654ii XF  50iF  

  )Median( میانه-2 -3

. عددي را که در یک مجموعه از اعداد مرتب شده آماري درست در وسط داده ها قرار گیرد، میانه گویند 

در . براي تعیین میانه در یک سري داده هاي آماري ابتدا داده ها را به ترتیب صعودي یا نزولی مرتب می کنیم

تعداد داده اد داده ها فرد باشد، عددي که در وسط قرار می گیرد عدد میانه بوده و اگر صورتیکه تعد

 ا میانه را ب، کندعددي که در وسط قرار گرفته عدد میانه را مشخص میو ها زوج باشد نصف مجموع د
~
X نشان می دهیم.  

  .3مثال

5132
1412

26161412105
52614161210

/X

,,,,,
,,,,,

~





      
5

9765431
3519674


~
X

,,,,,,
,,,,,,

  

  )طبقه بندي نشده(دسته بندي نشده تعیین میانه در جدول توزیع فراوانی  - لف ا

ابتدا،  iF را به دست آورده و Nسپس اولین ردیفی را که فراوانی تجمعی آن بزرگتر یا .  می نامیم

2مساوي 
Nداده مربوط به این ردیف میانه خواهد بود. کنیم  ردیف میانه معین می است را به عنوان.  
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  .4مثال

CFi  Fi  Xi 

3  
5  
9  
10  
13  
15  
16  

3  
2  
4  
1  
3  
2  
1  

4  
6  
7  
10  
11  
16  
20  

 

16 iFN                       82 
N                            7

~
X  

  دول توزیع فراوانی طبقه بندي شدهتعیین میانه در ج - ب

در جدول توزیع فراوانی دسته بندي شده ابتدا مثل قبل ردیف میانه را مشخص کرده و سپس میانه 

      :ول زیر به دست می آوریمرمرا از ف

        C
F

CF
2
N

LX
i

1i~





  

  لکه در این فرمو
~
X =میانه  

L =در صفات پیوسته کرانه پایین و در صفات گسسته حد پایین (دار کوچکترین عدد طبقه میانه

  )طبقه میانه دار

1iCF  =میانه دار ماقبل طبقهفراوانی تجمعی طبقه   

Fi =فراوانی طبقه میانه دار  

C =حد بالا-حد پایین + 1( طبقات جدولفاصله (  

  

  

  ←میانه ردیف
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  . میانه را مشخص کنیدذیل در جدول .5ثالم

  .ها پیوسته باشند  اگر داده–الف 

 
665356

2025549

252
50

2

//X

N

~






 

  .ها گسسته باشند  اگر داده- ب

1675456
202550

252
50

2

.X

N

~







  

2 در ردیف فراوانی هاي تجمعی عدد اگر: نکته
N عیناً وجود داشته باشد آنگاه کرانه بالاي طبقه 

  .میانه دار را میانه بدانید

  .6مثال

19-17  16-14  13-11  10-8  7-5  4-2    
5  20  15  5  3  2  Fi 

50  45  25  10  5  2  FCi 

513

252
50

2
/X

N

~


  

ط به صفات پیوسته، مجموع اگر در یک جدول توزیع فراوانیهاي طبقه بندي شده مربو: نکته

دار باشد آنگاه نماینده  هاي طبقات ما بعد طبقه میانه برابر فراوانیهاي طبقه ماقبل میانه دارفراوانی

  .ه میانه دار را میانه خواهیم دانستطبق

  .میانه را مشخص کنید. به اندازه قد دانشجویان یک کلاس می باشد جدول زیر مربوط .7مثال

69 -35  34-30  29-25  24-20  19-15  14-10    
8  12  16  6  10  4  Fi 

56  48  36  20  14  4  CFi 

  

282
56

2 
N  

FCi  Fi   
12  
20  
26  
36  
40  
50  

12  
8  
6  

10  
4  
10  

44 -40  
49 -45  
54 -50  
59 -55  
64-60  
69-65  

 ↑ دارطبقه میانه

 ↑ دارطبقه میانه

  ←نهمیا ردیف
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27
2

2925
20812

206104 ~








X   

  مد یا نما -3-3

لذا یک .  داشته باشند، نما نامیده می شودرا) فراوانی(در اعداد آماري، عددي که بیشترین تکرار 

  .نمونه آماري می تواند نما داشته باشد یا بیش از یک نما داشته باشد

  .8مثال

333222111
21

5543222111

,,,,,,,,
,Mode

,,,,,,,,,
      

7654321
2
4322211

,,,,,,
Mode

,,,,,,
  

  

  توزیع فراوانی هاي دسته بندي شدهتعیین مد در جدول  -

شترین فراوانی را دارد به عنوان طبقه نمادار مشخص می کنیم و سپس مـد را از  ابتدا طبقه اي که بی 

                                                                     :رابطه زیر به دست می آوریم

C
dd

d
LMode 




21
1  

  که در آن 

M =نما  
1d =بلتفاضل فراوانی طبقه نمادار با فراوانی طبقه ما ق  
2d =تفاضل فراوانی طبقه نمادار با فراوانی طبقه ما بعد  

C =فاصله طبقات  
L = کرانه پایین(کوچکترین عدد طبقه نمادار(  

  .9مثال

59-50  49-40  39-30  29-20  19-10    
10  40  20  17  12  Fi 

  

54310
3020

20539 //Mode 


  

  

  مجموع فراوانی هاي قبل از طبقه میانه دار

  مجموع فراوانی هاي بعد از طبقه میانه دار

 مد ندارد مد ندارد

 ↑مد دارطبقه 
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وانی طبقات ماقبل و مابعد طبقه نمادار مساوي باشند، اگر در جدول توزیع فراوانی ها فرا: نکته

  .نماینده طبقه نمادار را نما بدانید

  فراوانی طبقه مابعد= فراوانی طبقه مابعد

  .10مثال

24-22  21-19  18-16  15-13  12-10    
8  16  8  12  10  Fi 

202
2119




Mode  

  )Quantile(چارك ها -3-4

  )3Q(و چارك سوم ) 2Q(، چارك دوم  )1Q(چارك اول : ارك داریمسه نوع چ

داده هـا را  % 25عددي که در یک مجموعه از داده هاي آمـاري مرتـب شـده، مـرز        : چارك اول  -الف

و  کـوچکتر    1Qداده هـا از نقطـه       % 25بنابراین می توان ادعا کرد که       . مشخص کند چارك اول است    

  .دداده ها از این نقطه بزرگتران% 75

  .همان میانه است: چارك دوم -ب

داده هـا را    % 75نقطه یا عددي که در یک مجموعه از اعداد مرتب شده آماري مـرز               : چارك سوم  -ج

داده از آن % 25داده هـا از آن کـوچکتر و   % 75یعنـی نقطـه اي کـه     . نشان دهد چارك سـوم اسـت      

  .بزرگتراند

  ک سري دادهتعیین چارك اول و سوم در ی -3-4-1

 نیم 2سپس اعداد را به . ا داده هاي آماري را به صورت صعودي از چپ به راست مرتب می کنیم          ابتد

میانه اعداد سمت راست را چارك سوم می نامنـد و  میانه نیمه سمت چپ را چارك اول و        . تقسیم می کنیم  

  .خود میانه اعداد همان چارك دوم می باشد

  

 

 ↑نما دارطبقه 
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  .11مثال 

                                                          
1851612 321

20191817171614121110
18101117192017121614










Q/QQ

,,,,,,,,,
,,,,,,,,,

            

642 321

7654321
6531247










QQQ

,,,,,,
,,,,,,

  

  ول توزیع فراوانی طبقه بندي نشدهچارك ها در جدتعیین  -الف 

4سپس اولین طبقه اي که فراوانی تجمعی آن بیـشتر از  . ابتدا فراوانی تجمعی را حساب می کنیم   
N 

سپس اولین طبقه اي که فراوانی تجمعی آن        به آن چارك اول،    است طبقه چارك اول و داده مربوط      

2بیشتر از   
N      اولین طبقـه اي کـه فراوانـی        و  داده مربوط به آن چارك دوم      و است طبقه چارك دوم 

4تجمعی آن 
3N داده مربوط به آن چارك سوم استو  است طبقه چارك سوم.  

  .12مثال
42  40  28  20  16  15  10  8  Xi 

10  24  23  12  13  7  8  3  Fi 

100  90  66  43  31  18  11  3  CFi 

  

  

754
3502254100 

NNNN  

  دول توزیع فراوانی طبقه بندي شدهتعیین چارك ها در ج -ب

4ه اي را که فراوانی تجمعی آن بیشتر از براي تعیین چارك اول ابتدا اولین طبق
N است را به عنوان 

  :طبقه چارك اول تعیین کرده و چارك اول را از فرمول زیر به دست می آوریم

C
F

CFN

LQ
i

i





1
1 4  

  .چارك دوم را از تعریف میانه به دست می آوریم

 ↑طبقه چارك سوم

40=3Q 

 

  ↑دومطبقه چارك 

282 
~
XQ 

 ↑طبقه چارك اول

16=1Q 
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4 که فراوانی تجمعی آن بیشتر از براي تعیین چارك سوم ابتدا اولین طبقه اي را
3N است را به 

  :عنوان طبقه چارك سوم تعیین کرده و چارك سوم را از فرمول زیر به دست می آوریم

و اگر داده ها از نوع گسسته بود . کرانه پایین طبقه چارك دار است Lاگر داده ها از نوع پیوسته بود 

  Lار استحد پایین طبقه چارك د.                                         C
F

CFN

LQ
i

i





1
3 4

3
  

  .13مثال

39-35  34-30  29-25  24-20  19-15  14-10   

3  7  14  6  8  2  Fi 

40  37  30  16  10  2  CFi 

  

  

304
320210440 

NNNN  

9225514
16205242 //XQ

~



  

104چون : نکته 
N 1 دقیقاً در ستون فراوانی تجمعی می باشد لذاQ استطبقه چارك اول کرانه بالاي . 

  .همین نکته در مورد چارك سوم صدق می کند

  

  
  

 ↑ سومطبقه چارك دوم و
5/29=3Q 

 ↑اولطبقه چارك 
5/19=1Q 
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  تعاریف -1

  )Population(تعریف جامعه -1- 1

مـثلاً  . جامعه مجموعه عناصر مورد مطالعه است که ممکن است تعداد آن محدود یا نامحـدود باشـد               

  .طول زمان معینجامعه متولدین در یک سال و یا قیمت یک کالا در 

  )Parameter(تعریف پارامتر -2- 1

مـثلاً  . مقدار ثابتی مربوط به جامعه آماري است که معمولاً مورد علاقه بررسی کننده واقع مـی شـود          

  .در مورد لامپ ها، متوسط طول عمر لامپ ها

  .موقعی روش هاي آماري مفید است که پارامتر مجهول داشته باشیم: نکته

2  1  0  X  

2  1  2  P  

  

2  1  0  X  

41  21  41  P  

  

  )Sample(تعریف نمونه -3- 1

ه و مطالع ـبناچار ،  هزینهدر حالاتی که به جامعه دسترسی نداریم و یا به علت محدودیت در زمان و          

اي باشد کـه معـرف    به گونهباید نمونه . شود نجام میبه عنوان نمونه ا  از جامعهبخشیبررسی بر روي    

  .قابل تعمیم به جامعه برگرفته از آن باشدجامعه اصلی بوده و نتایج حاصل از آن بتواند 

   نمونه تصادفی از جامعه متناهی بدون جاگذاري-الف

. هاي ممکـن برابـر باشـد      اب شود که احتمال انتخاب تمام نمونه      در این حالت نمونه باید طوري انتخ      

 مدل آمار

مــــــــدل 
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تایی با احتمال  n عضو است انتخاب هرنمونه Nمثلا اگر جامعه داراي 








n
N
  .دهد  رخ می1

معمولا اگر در جریان انتخاب هیچ عاملی یا محدودیت و شرطی دخالت نکند نمونـه تـصادفی                 : تذکر

  .خواهد بود

  )متناهی با جاگذاري(نه تصادفی از جامعه نامتناهی نمو-ب

شود مربوط به یک متغیر تصادفی است و ایـن متغیـر    مقدار هر متغیر که در نمونه تصادفی ظاهر می     

  .داراي یک توزیع است

  )Sample Size( نمونهاندازه -4- 1

  .تعداد افراد نمونه را حجم نمونه یا اندازه نمونه می نامند

  )Random Sample(تعریف نمونه تصادفی - 5- 1

nx,.....,x,xمتغیرهاي تصادفی    :  می دهند اگرn تشکیل یک نمونه تصادفی به اندازه 21

  .هم توزیع باشند -1

  .از یکدیگر مستقل باشند -2

  توزیع نمونه -6- 1

nx,.....,x,xاگــر   باشــد بنــا بــه تعریــف، تــابع توزیــع تــوام nاي بــه حجــم   نــشان دهنــده نمونــه21

nx,.....,x,x nx,.....,x,xلذا اگر   .  را تابع توزیع نمونه می نامند      21  از n یک نمونه تصادفی به حجـم    21

جامعه  xf x باشد در این صورت توزیع نمونه تصادفی nx,.....,x,x   : عبارتست از21

            
nn

i
xixnxxxn xfxfxf....xf.xfx,.......,x,xf

in 



1

2121 21
  

  تعریف آماره -7- 1

به پارامترهاي نامعلوم (ت از نمونه تصادفی قابل مشاهده که شامل پارامتر مجهولی نیست تابعی اس
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توزیع در این ارتباط  .اند  همه آمارهS و n ،X ،2Sمثلاً در یک نمونه گیري به اندازه ) بستگی ندارد

  .ها متکی است استنباطهاي آماري معمولا بر آماره و گویند اي می ها را توزیع نمونه آماره

  میانگین نمونه -8- 1

nx,.....,x,xاگر    : باشدn یک نمونه تصادفی از جامعه اي به حجم 21





n

1i
iX

n
1X  

  گشتاور نمونه -9- 1

nx,.....,x,xفرض می کنیم      یک نمونه تصادفی از جامعه با تابع چگالی احتمال        21 xf x در .  باشـند

  : مین گشتاور نمونه حول مبدا برابر است باrاین صورت 





n

1i

r
ir X

n
1M  

  .، میانگین نمونه بدست می آیدr=1که در حالت خاص 

   ام حول میانگینrگشتاور  -10- 1

  :برابر است با  ام حول میانگینrگشتاور  
rn

1i
ir XX

n
1M 



  

nx,.....,x,xفرض کنید    :1 قضیه  یـک نمونـه تـصادفی از جامعـه بـا تـابع چگـالی           21 xf x  باشـد و 





n

1i
iX

n
1Xمیانگین نمونه باشد در این صورت :                        

n
XVar,µXE

2
  

  .گین و واریانس جامعه هستند به ترتیب میان2 و µ  در آنکه

  :اثبات

   

   
n

n.
n

xVar
n

xVar
n

x
n

VarXVar

n.
n

XE
n

xE
n

x
n

EXE

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i
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  واریانس نمونه -11- 1

nx,.....,x,xفرض کنید   یک نمونه تصادفی از جامعه 21 xf xباشد در این صورت :  

  11
1

1

22 


 


n;XX
n

S
n

i
i  

  .واریانس نمونه نامیده می شود

  نمونهانحراف معیار -12- 1

nx,.....,x,x مشاهده nانحراف معیار    : را به عنوان ریشه دوم واریانسهایشان تعریف می کنیم21

 

1
1

2









n

XX

S

n

i
i

  

 2 و واریـانس  µ از یک جامعه نرمـال بـا میـانگین    nاگر تمام نمونه هاي تصادفی به حجم         :2قضیه

 و واریانس µ داراي توزیع نرمال با میانگین Xباشددر اینصورت 
n

2است .  

)n/(ttn)n/t(/)n/t(n
xixx e)e())n/t(M(]t)n/x[(MM

2
22 2

1
21     

 بـا  2 و واریـانس  µ از یـک جامعـه بـا میـانگین         nاگر تمام نمونه هاي تصادفی بـه حجـم           :3قضیه

 و واریـانس  µ تقریباً داراي توزیـع نرمـال بـا میـانگین        Xه  جایگذاري انتخاب شود، توزیع نمون    
n

2 

  .است

  :نکته

30nاگر   باشد، بدون توجه به نوع توزیع جامعه، توزیع Xنرمال است .  

30nاگر   باشد، توزیع Xتقریباً نرمال است اگر توزیع جامعه تقریباً نرمال باشد .  
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   حد مرکزيقضیه - 13- 1

nx,.....,x,xاگر     باشد2 و واریانس µبا میانگین  نامتناهی  اي تصادفی از یک جامعه     نمونه 21

  در این صورت توزیع حدي متغیر 

  

  

  . توزیع نرمال استاندارد است،nوقتی 

 Gammaتوزیع  -14- 1

  :اگر متغیر تصادفی گاما داراي تابع چگالی ذیل است

  0
1








x;
)s(

)x(exf
sx

x  

2









s)x(Var;s]x[E;)

t
()t( s  

n/
XZ
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 )Chi Square ( کاي  مربعتوزیع -2

 حالت خاصی از توزیع گاماست که در آن       کاي  مربعتوزیع  
22

1 
 s;تـابع  بـر ایـن اسـاس     سـت و ا

  .بشرح ذیل است کاي مربع متغیر تصادفی احتمال چگالی 

  0x;ex

2
2

1xf 2
x

2
2

2/
x 







 









 



  

   و   معرف تابع گاما و  معرف درجه آزادي استکه 

         222 212


 )t()t()t(M , Var,E x  

 داراي 21Z داراي توزیع نرمال استاندارد باشد، آنگـاه متغیـر تـصادفی     1Zاگر متغیر تصادفی     :4قضیه

  .این قضیه در واقع بیانگر اهمیت توزیع مربع کاي است.  درجه آزادي خواهد بود1 با کاي مربعتوزیع 

2 اگر   :5قضیه
1

2
2

2
k ,,.....,       بـا درجـات     کـاي   مربـع راي توزیع    متغیرهاي تصادفی مستقل هر یک دا 

12آزادي به ترتیب    ,,.....,k    2 باشند، آنگـاه متغیـر تـصادفی
k

2
2

2
1

2 .......    نیـز یـک 

 با کاي مربعتوزیع 



k

1i
iدرجه آزادي دارد .  

  : اثبات








   2

1

22 212121 /
n

i

/
x

/
x iii

i
)t()t()t(M;)t()t(M  

12مستقل  اگر متغیرهاي تصادفی     :6قضیه Z,Z,.....,Z  توزیع نرمال استاندارد باشـند، آنگـاه      داراي 

22متغیر تصادفی 
2

2
1

2 Z......ZZ  با  کاي مربع یک توزیع  بود درجه آزادي خواهد.   

ــذکر ــر : ت 12اگ x,x,.....,x   ــانگی ــا می ــب ب ــه ترتی ــال ب ــستقل نرم ــصادفی م ــاي ت ــاي  ن متغیره ه

12 ,,.....,  21222 و واریانسهاي    .کاي ندارد ها یک توزیع مربعX باشند، جمع مربعات .........,,,

12اگــر متغیرهــاي تــصادفی  :7قــضیه x,x,.....,x هــاي   داراي توزیــع نرمــال مــستقل بــا میــانگین

12 ,,.....,      21222 و واریانس هاي   باشند در این صورت متغیر تـصادفی         .........,,,
i

iix
Z
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براي  ,....,2,1iداراي توزیع نرمال استاندارد می باشد و متغیر تصادفی :  
2

1i i

ii2 x














  

  . درجه آزادي است با کاي مربعداراي توزیع 

12nاگر   :8قضیه Z,Z,.....,Z        نمونه هاي تصادفی حاصل از توزیع نرمال استاندارد  1,0N  باشـند در 

  :این صورت

1-Z داراي توزیع نرمال 







n
1,0Nاست .  

2-Z و  



n

1i

2
i ZZهم مستقلند از .  

3- 



n

1i

2
i ZZ داراي توزیعChi Square با n-1درجه آزادي است  .  

12nاگر : نتیجه x,x,.....,x نمونه تصادفی حاصل از جامعه  2,Nمتغیر  باشد در این صورت 

تصادفی














n

i

i XX

1

2
  .آزادي است درجه n- 1 با کاي مربعداراي توزیع  2

12nاگر  :9قضیه x,x,.....,x یک نمونه تصادفی به اندازه n از یک جامعه نرمال با میانگین µ 

 باشد در این صورت 2و واریانس  
2

21


 Sn 1  باکاي مربع یک توزیع-n استزادي آ درجه.  

1nپذیریم که هرگاه  ثبات می بدون ا در ابتدا    :اثبات x,.....,x یک نمونه تصادفی n تایی از یک جامعه 

 که به ترتیب میـانگین و واریـانس   X,S2 باشند آنگاه توزیع هاي 2 و واریانس µنرمال با میانگین    

  :حال داریم. نمونه است از یکدیگر مستقل هستند
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i
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n

i
i

n

i
i

n

i
i

n/
XXSn

XX
Xn

xXX
Sn

XX
Sn

XX
n

S

  

  
  

 بزرگتر از عدد    کاي  مربعدر یک نمونه تصادفی، احتمال اینکه مقدار عددي یک متغیر تصادفی            : تذکر

 سمت راست آن عدد مشخص و ایـن عـدد   م دکاي مربعمشخصی شود عبارتست از سطح زیر چگالی  

2معمولاً توسط   
   سطح زیر چگالی توزیع مربع کاي واقع در سـمت    بطوري که  شود  نمایش داده می 

  . αراست آن عبارتست از 

  .مثال توزیع مربع کاي با چهار درجه آزادي

0 5 10 15
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

0.18

0.2

  

توزیع مربع کاي با 
 یک درجه آزادي

 n با توزیع مربع کاي
 درجه آزادي

www.qie.ir



  زاده احمد کوچک  اي توزیع نمونه
 

 9

1n اگر :10قضیه x,.....,xنامشخص اي  یک نمونه تصادفی از جامعه  xf x22: باشد آنگاه ]S[E  

  :اثبات

       

      

       

 

         

      

222

1

2

1

22

1

22

1

222

1 1
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1 1

22
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XnVar
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XnEXE
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XnXE
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n
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n

XXXXE
n

XXE
n

XX
n

SE

n

i

n

i
i

n

i
i

n

i
ii

n

i

Xn

n

i
ii

n

i

n

i
ii

n

i
i

n

i
i



  

1nاگر  :11قضیه x,.....,x یک نمونه تصادفی از یک جامعه نرمال  2,Nباشد آنگاه   :  

  1
2 42




n

SVar  

  :اثبات

   11 2
2

2




 nSn  

   121
2

2
















 nSnVar  

        1
2121 422

4
2








n

SVarnSVarn  
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 t_student توزیع -3

 حاصل از تقسیم دو متغیر تصادفی است که صورت کسر متغیر تصادفی نرمال استاندارد و tتوزیع 

  :مخرج کسر جذر یک متغیر تصادفی داراي توزیع مربع کاي تقسیم بر درجه آزادي آن است یعنی

 
 








 2

Zt  

 تـابع چگـالی احتمـال    ،ز یک متغیر تصادفی   با استفاده از تکنیک تبدیل متغیر در تابع توزیع تابعی ا          

  .بشرح ذیل خواهد بود t-studentمتغیر تصادفی 

 

22

0

1

2

2
1

1 2
1

2

































 







 












 





;)x(Var

]x[E

x;xf t

  

  .حول نقطه صفر متقارن است   ، مانند توزیع نرمال با میانگین صفر      tشکل تابع چگالی متغیر تصادفی      

 بـا  tدر توزیـع  .  اسـت وزیع نرمالاز ت کمی پهن ترt با توزیع نرمال در آنست که توزیع      tتفاوت توزیع   

  . واریانس کمتر می شود،افزایش درجه آزادي

   درجه آزادي5 با tتوزیع : مثال

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

  
 بزرگتـر از عـدد   tدر یک نمونه تصادفی، احتمـال اینکـه مقـدار عـددي یـک متغیـر تـصادفی                   : نکته

معمـولاً   در سمت راست آن عدد مشخص و این عـدد   tمشخصی باشد عبارتست از سطح زیر چگالی        
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  .α عبارتست از t واقع در سمت راست tطوري که سطح زیر چگالی ب نمایش داده می شود tبا 

 
     
      50152

58121
555
51010

%tTP.TP

%tTP.TP

tTP

,%

,%

,





 

  

 به سمت توزیع نرمـال اسـتاندارد میـل خواهـد     t بزرگتر باشد، توزیع  هر چه   tدر توزیع    :12قضیه

  :یعنی.  همان توزیع نرمال استاندارد استt باشد توزیع وقتیکه و کرد 

  Ztlim 
  

  

  tاهمیت توزیع 

 معلوم باشد بر اساس قضیه حد مرکزي، متغیر تـصادفی       در حالتیکه   
n/

X


   داراي توزیـع نرمـال 

گیري لازم است توزیع متغیر تـصادفی          مجهول است لذا براي تصمیم     استاندارد  است اما در عمل       

n/S
X  را داشته باشیم که این مهم بر اساس توزیع tو قضیه ذیل برآورده می شود .  

12nاگر  :13قضیه x,x,.....,x نمونه تصادفی حاصل از جامعه  2,N  وX و S بترتیب 

اشد در این صورت متغیر تصادفیمیانگین و انحراف معیار نمونه مزبور ب
n/S

X  داراي 

  . درجه آزادي استn-1 با tتوزیع 

 

   
n/S

X
S

n/
X

n/Sn

n/
X

t

n

Zt

)n(

n

)n(































11

1

2
21

2
1

1

  

لذا متغیر تصادفی 
n/

X


 داراي توزیع t با )n-1 (درجه آزادي است.  

اگر از یک جامعه نرمال      : نکته ,N~X    1 یک نمونهn     تایی بگیریم و X  را بر اساس این نمونه 

1n     2 تایی تعریف کنیم و پس یک نمونهn 1 تایی مستقل ازn 2 گرفته وS   را بر اسـاس آن تعریـف 

,t 
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  : آنگاهکنیم داریم

 1n
1

2
t~

n/S
X


  

 

    1
1

22
22

1
1

2
1

1

11

1

1 n/S
X

S
n/

X

n/
Sn

n/
X

t

n

Zt

)n(

n

)n(


































  

ز جامعه    ا 1nاگر یک نمونه    : نکته 11,N~X  گرفته و X   را از روي آن تعریف کنـیم و سـپس 

 از جامعه    2nیک نمونه    22 ,N~Y    مستقل از X 2 گرفته و
yS     را بـر اسـاس آن تعریـف کنـیم 

  :داریم

 1n
1y

1

1

2
2

t~
n/S

X. 



  

توزیـع کوشـی داراي میـانگین نیـست         .  با یک درجه آزادي یـک توزیـع کوشـی اسـت            tتوزیع  : نکته

    .همچنین این توزیع داراي واریانس نیست

    


 x;
x1

1f 2t 1
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  توزیع تفاوت بین دو میانگین نمونه -4

12nفرض کنید    X,X,....,X
x

قل بـا توزیـع    متغیـر تـصادفی مـست   nx یک نمونه تصادفی متـشکل از      

12n باشد و فرض کنید  2 و واریانس    xنرمال هر یک با میانگین       Y,Y,....,Y
x

 یک نمونه تصادفی 

.   باشـد 2 و واریـانس  y متغیر تصادفی مستقل با توزیع نرمال هر یک بـا میـانگین       nyمتشکل از   

  : ها مستقل باشند در این صورتYها، Xهمچنین فرض کنید که تمام 

  : معلوم باشد اگر -الف
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آنگاه متغیر تصادفی    
Z

nn

YX

yx

yx 
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  داراي  توزیع نرمال استاندارد است

  :جهول باشد ماگر  -ب
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n
xx
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 با استفاده از خاصیت جمع در توزیع مربع کاي، متغیر تصادفی          آنگاه     
2

2

2
2 11








 yyxx SnSn  داراي

2nnتوزیع مربع کاي با      yx    از طرفی توزیع آن از     .  درجه آزادي استYX بنا .  مستقل است

  : داریمtیر تصادفی به تعریف متغ

   

     

   
   

yxyx

yyxx

yx

yx
yyxx
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yx

nnnn
SnSn

YX

nn/
SnSn

nn

YX
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2

11
2
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 لذا متغیر تصادفی    
   

yxyx

2
yy

2
xx

yx

n
1

n
1

2nn
S1nS1n

YX






  داراي توزیـعt  2 بـاnn yx   درجـه 

  آزادي است

30n1نمونه هاي تصادفی مستقل به اندازه  : مثال  50 وn 2 هـاي   از دو جامعه نرمال با میانگین 

781    752 و  15021 و واریانس هاي  20022 و احتمال اینکـه میـانگین   .  اختیار شده اند

   بیشتر باشد چقدر است؟8.4نمونه اول از میانگین نمونه دوم حداقل 

   

         530

50
200

30
150

757884

50
200

30
150

757884 2121

1

22
1

21

2121

.ZP.XX
P.XXP

Z~

nn

XX






































  

 50 و انحـراف معیـار آن   540میانگین نمرات تست هوش دانشجویان سال اول یـک دانـشکده      : مثال

32n1دو نمونه تصادفی با حجـم       . است    50 وn 2            انتخـاب مـی کنـیم احتمـال اینکـه تفاضـل 

  :میانگین نمرات این دو نمونه

   باشد چقدر است؟20بیش از -الف
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   باشد چقدر است؟ 10 و 5بین -ب

   88.0Z44.0P
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1
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5P10XX5P 21 
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21نتایج بدست آمده از توزیع نمونه   : نکته XX  ،  نیز براي جمعیتهاي محدود وقتیکه نمونه گیـري 

 1Nت هـا یعنـی   به روش بدون جایگذاري انجام می پذیرد صادق باشد، مشروط بر آنکه اندازه جمعی 

بهرحال اگر جمعیت ها کوچـک     . بزرگ باشد  2n و   1n به ترتیب در مقابل اندازه نمونه یعنی         2Nو  

باشند و نمونه گیري به روش بـدون جایگـذاري انجـام پـذیرد در آنـصورت مـا بایـد                      
1x  و 

2x را 

  :بتوسط رابطه زیر محاسبه نمائیم

1N
nN.

n

2
2
x 
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  Fتوزیع -5

2اگر متغیرهاي تصادفی مستقل     
1   2 و

2     داراي توزیع هاي مربع کاي بـا درجـات آزادي بـه ترتیـب 

1 2 ومتغیر تصادفی  باشند:  

2
2
2

1
2
1

/
/F



  

 ذیـل  بـه صـورت   Fتابع چگالی متغیر تصادفی بر این اساس  .  درجه آزادي دارد   2 و   1 با   Fتوزیع  

  :است

     
 

0x;
x

x

22

2f
212

1
2

2221
21

21

xF 21

1

21

2,1











 






 







 


 







 





  

 Fشـکل تـابع چگـالی متغیـر تـصادفی            .استصورت و مخرج    درجه آزادي   بترتیب   2 و   1که در   

 در آنست که براي مقایسه واریانـسهاي دو جامعـه بکـار           Fاهمیت توزیع   . کاي است  مانند توزیع مربع  

  : به ترتیب برابر است با2 و 1 با درجات آزادي Fمیانگین و واریانس توزیع . رود می

 

   
   

4
42

422

22

2
2221

1222

2
2

2













;xVar

;xE

  

   درجه آزادي در مخرج3 درجه آزادي در صورت و 5با  Fتوزیع : مثال 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7
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 بزرگتـر از عـدد      Fدر یک نمونه تصادفی، احتمال اینکـه مقـدار عـددي یـک متغیـر تـصادفی                  : نکته

 در سمت راست آن عدد مشخص و این عدد معمـولاً      Fی  مشخصی باشد عبارتست از سطح زیر چگال      

با   ,,F
21

 واقع در سمت راست آن عبارتـست       F نمایش داده می شود بطوري که سطح زیر چگالی           

 یعنی αاز     21 ,;FFP  

11mاگر   :14قضیه X,....,X     یک نمونه تصادفی به حجم m+1ز یک توزیع نرمال  ا 2 ,N x  ،باشـد 

11nهمچنین اگر    Y,....,Y         یک نمونه تصادفی به حجم  n+1 از یک توزیع نرمال  2 ,N y  باشـد و 

  :بسته باشند در این صورتهمنمونه هاي تصادفی نا

   

   

 

 
n,mn

i
i

m

i
i

n

i
ni

m

i
mi

F~

n/YY

m/XX

~YY

~XX



































1

1

1

1

1

1

22
2

1

1

22
2

1

1

  

12nفرض کنید   ) ع نسبت دو واریانس     توزی( :15قضیه   X,X,......,X
x

 یک نمونه تصادفی متـشکل از      

xn           متغیر تصادفی با توزیع نرمال هر یک با میانگین x   2 و واریانس
xهمچنین فرض کنید .  باشد

12n Y,Y,......,Y
x

 متغیـر تـصادفی بـا توزیـع نرمـال هـر یـک بـا          ynونه تصادفی متشکل از      یک نم  

2 و واریانس yمیانگین 
yهمچنین فرض کنید تمام .  باشدX ها و Yها مستقل باشند لذا :  

 
 

 
 
2

12

2

2
12

2

1

1















y

x

n
y

yy

n
x

xx

~
Sn

~Sn

  

  .هستنداز هم این دو متغیر تصادفی مربع کاي مستقل  ها مستقل اند پس Y ها و Xچون 

  : داریمFطبق تعریف متغیر تصادفی : اثبات
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2لذا متغیر تصادفی

2

2
2

x

y

y

x .
S

S



   داراي توزیعF 1 با درجات آزاديn x  1 وn y است .  

  چند نکته مهم

 داراي توزیع x اگر -1
21 ,F  باشد آنگاه متغیر 

X
1Y  نیز داراي توزیع 

12 ,F است .  

مربع توزیع  -2 t داراي توزیع F 1 با درجات آزادي,است .  

 
 

 
  













 /
1/ZtZt 2

2
2

2
  

3- 
12

21
,;1

,, F
1F


  یا 

21

12
,,

,;1 F
1F


  

 یک نمونه تصادفی از پخـش   X2 و   X1 اگر   -4  0x;exf x     باشـد آنگـاه 
2

1

x
xZ  داراي 

  : به صورت زیر است2 و 2 با درجات آزادي F توزیع . است2,2Fپخش 

 
 2z z1

1zf
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  یع میانگین جامعه هاي متناهیتوز -6

 اگر آزمایش متشکل از انتخاب یک مقدار یا بیـشتر از مجموعـه اي متنـاهی از اعـداد              n1 c,........c 

 x1اري باشـد و  ذاگر انتخاب بدون جایگ.  می نامندNاي متناهی با اندازه  باشد این مجموعه را جامعه   

می شوند، این متغیرهاي تصادفی، نمونه اي تصادفی بـه       امین عددي باشد که استخراج      xn nاولین و   

 این جامعه متناهی را تشکیل می دهند مشروط بر آنکه توزیع احتمال توأم آنها بـه ازاي هـر     nاندازه  

n تایی مرتب مقادیر انتخاب شده از مجموعه  n1 c,........cبه صورت زیر باشد :  

     

  n,......,1i,c.,.........cx,
N
1xf

1nN.....1NN
1x,.......,xf

N1ii

n1






  

یعنـی میـانگین و واریـانس       . واریانس آنرا میانگین و واریانس جامعه متنـاهی مـی نـامیم           میانگین و   

جامعه متناهی  N1 c.......,,.........c عبارتست از :  

 

N

c
,

N

c
N

1i

2
i

2

N

1i
i 




  

براي هر زوج مرتب از مقـادیر جامعـه          nx,...,x1ام هر دوتا از متغیرهاي تصادفی       توزیع حاشیه اي تو   

  :و برابر است باتناهی است م

)N(N
)x,x(g ji 1

1


  

  :و کوواریانس آنها عبارتست از

 
1N

x,xCov
2

ji 


  

 و µ بـا میـانگین      N از جامعه اي متنـاهی بـه انـدازه           nمیانگین یک نمونه تصادفی به اندازه        Xاگر  

  : باشد آنگاهσ2واریانس 

    1
2





N

nN.
n

xVar,xE  
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 تـایی ممکنـه بـا روش بـدون جایگـذاري از یـک جمعیـت                 n اگر تمام نمونه هاي تصادفی       :16قضیه

 بیرون کشیده شود در آنصورت توزیـع نمونـه اي      σ و انحراف معیار     µ تایی با حد متوسط      Nمحدود  

Xف معیار زیر خواهد بود به طور تقریبی یک توزیع نرمال با حد متوسط و انحرا.  

 
1N
nN.

n
xVar

2

x








  

  :مثال

 جـایگزین  تایی بـه روش  36نمونه تصادفی .  داده شده است 7و6و6و6 و   5و4و3 و   1و1و1جمعیت  

   باشد چقدر است؟5/4 و کوچکتر از 8/3احتمال  اینکه میانگین نمونه بیشتر از . انتخاب شده است

  :ر استتوزیع احتمال جمعیت مربوط به صورت زی

7  6  5  4  3  1  x  
0.1  0.3  0.1  0.1  0.1  0.3  P(x)  

  

 
 

    54530216140505483
36
54

5
4
2

..z.P.x.P

,N~x

xVar

xE















  

 عدد بزرگی هستند، ضریب      nهایی که در مقابل تعداد نمونه       Nبراي  : نکته
1N
nN


    میـل   1 به سمت 

  .کند می

 عدد صحیح مثبـت  Nاهی که متشکل از  از جامعه اي متن  n اگر نمونه اي تصادفی به اندازه        :17قضیه

  :آنگاهاست انتخاب شود 

 

    
n

nNNxVar

NxE

12
1

2
1







  

   

    
12
1

2
1

nNNnyVar

NnyE
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  هاي ترتیبی آماره -7

انتخـاب  nX,......,X1 تـایی بـشرح   nفرض کنید از یک جامعه نامتناهی پیوسته یک نمونـه تـصادفی            

 و بـه همـین ترتیـب    Y2 ، بزرگتـرین مقـدار بعـد از آن را     Y1 ها را    xکترین مقدار   اگر کوچ . ایم  کرده

NY...YY بنامیم در این صورت Ynبزرگترین آنها را     .نامیم را آماره تریبی می21

.  اسـت f(x)اي نامتناهی که که داراي تابع چگـالی    از جامعهn براي نمونه تصادفی به اندازه    :18قضیه

، به ازاي yr امین آماره ترتیبی ،rچگالی  ryعبارتست از:  
11

1






 
































 

n

y
r

ry

rr

r

r

dx)x(f)y(fdx)x(f
)!rn()!r(

!n)y(g  

 yr از دومـی ، yrتا یکی از ایم  فرض کنید که محور اعداد حقیقی را به سه بازه تقسیم کرده      : اثبات

اي کـه از   در اینصورت اگر چگـالی جامعـه  . تا    yr+hی از   و سوم ) ثابت است  hکه در آن    (yr+hتا  

از نمونه ها در اولین بـاز قـرار بگیـرد ،           تا   r-1 باشد، احتمال اینکه     f(x) آن نمونه برگرفته شده است    

   اي عبارتست از ازه سوم قرار بگیرند طبق فرمول توزیع چند جملهبتا در  n-rیکی در بازه دوم و 
111

11







 
















































 

n
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ry
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r

r

r

r

dx)x(fdx)x(fdx)x(f
)!rn(!)!r(

!n)y(g  

  :با استفاده از قضیه میانگین در حسابان داریم

hyy              h).(fdx)x(f rr

hy

y

r

r





















  

   خواهیم داشت0hو در زمانی که 

0




h

)y(fdx)x(flim r

hy

y

r

r

  

   و سرانجام
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dx)x(f)y(fdx)x(f
)!rn()!r(

!n)y(g  

   و میانه آماره ترتیبی عبارتست ازبر این اساس توزیع اولین، آخرین

   اولین آماره ترتیبی توزیع–الف 






















 1

n

y

y-         dx)x(f)y(nf)y(g

1

111
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   آخرین آماره ترتیبی توزیع-ب






















 n
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nn y-       dx)x(f)ny(nf)y(g
n

1

  

1 توزیع n=2m+1اي تصادفی به اندازه   در نمونه–ج  myx~هاي ترتیبی عبارتست از  میانه آماره  





























 





x~-        dx)x(f)x~(fdx)x(f
!m!m
)!m()x~(h

m

x~

mx~12  

  هاي ترتیبی عبارتست از  میانه آماره~x توزیع n=2mاي تصادفی به اندازه  در نمونه -د 

2
11 )y(g)y(g)x~(h mmmm 

  

y,y(g( چگالی توام -ه jj,r   عبارتست از1
jn
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jy

y
r

ry

jrj,r
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dx)x(f)y(fdx)x(f)y(fdx)x(f
)!jn()!rj()!r(
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11  

تـابع  . باشـد  1اي نمایی با      تایی از یک جامعه   nه تصادفی    یک نمون  nX,......,X1فرض کنید   : مثال
  .چگالی اولین و اخرین آماره ترتیبی  را بدست آورید

111

1

1 1
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11 nynyy

n

y

xy ne)e(nedxene)y(g 




 















   

1-nyy

ny
xy

nn )e-(1ne  dxene)y(g nn

n

n 





 















 

1

 

www.qie.ir

www.qie.ir



  فهرست

 1....................................................................................................................... مقدمه -1
 Point Estimator(....................................................................................1( يا برآورد نقطه -2
 1.................................................................... برآوردکننده هاسهی مقاایننده  زنی تخمکی یابی ارز-3

 2.................................................... آنهای نسبیی سنجش کارآقی دو برآوردکننده از طر سهی مقا- 3-1
 2.........................................................................................نهی زننده بهنی تخمفی تعر- 3-2
 2............................................................................................بی نااري برآوردکننده ها- 3-3
 5........................................................................................... سازگاري برآوردکننده ها- 3-4
 7..................................................................................... کارابی نااري زننده هانی تخم- 3-5

 9..................................................................................................ي ا  برآورد نقطههاي  روش-4
 9...................................................................................................... روش گشتاورها- 4-1
 MLE(......................................................................11روش   (ییش حداکثر درستنما رو- 4-2

 14..................................................................................................ی کافي برآوردکننده ها-5

  

  
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 

www.qie.ir

www.qie.ir



  زاده احمد کوچک  نظریه برآورد
 

 1

  مقدمه -1

ي یک آماره، ا در برآورد نقطه. پردازد اي می اي و برآورد فاصله نظریه برآورد به دو موضوع برآورد نقطه
رود تا بتوان به کمک آن یک پارامتر بخصوصی از جامعه را برآورد  تنها یک مقدار عددي بکار می
گردد که مقدار واقعی پارامتر در  اي، یک فاصله مخصوصی معین می نمود در حالیکه در برآورد فاصله

  .داخل این فاصله قرار دارد
  

 )Point Estimator(اي برآورد نقطه -2

رود به نام برآورد   به خصوصی از یک آماره که براي برآورد یک پارامتر مشخص به کار مییک مقدار
  :اي را به شرح ذیل بیان کرد می توان مساله کلی برآورد نقطه. نقطه اي نامیده می شود

 چگالی احتمال، با تابع Xمتغیر تصادفی  ;xfX  پارامتر در آن که مفروض استθ مجهول 
12nیک نمونه تصادفی، . باشد می x,x,.....,x تابعی از این بر اساس  و نماییم از این جامعه انتخاب می

  تصادفی،نمونه n21 x,.....,x,xˆˆ پارامتر ، مقدار θ متغیر در این صورت . کنیم را برآورد می
 نامیده θاي  گیرد برآورد نقطه  می̂ و مقداري که θبراي پارامتر  یک برآورد کننده ̂تصادفی 

  . شود می
یک برآوردکننده خوب آن  اما .، تعداد زیادي برآوردکننده وجود داردθبراي پارامتر بدیهی است، 

از  شود که  در اینجا این سوال مطرح می.است که تا حد ممکن به مقدار واقعی پارامتر نزدیک باشد
   کدام بهتر است؟θهاي مختلف براي پارامتر  ین تخمین زنندهب

توان براي یک   متغیرهاي تصادفی هستند پس عملکرد آنها را نمی،ها از آنجایی که تخمین زننده
ها باید براساس عملکردشان در بلندمدت مورد  بنابراین برآوردکننده. مورد خاص مدنظر قرار دارد

  .ارزیابی قرار گیرند

  زننده یا مقایسه برآوردکننده های یک تخمین ارزیاب -3

به صورت ) زیان(تابع ضرر  اساس مقادیر نمونه تعیین می شود، در ابتدا  که برθدر برآورد پارامتر 
  : تعریف می کنیمذیل

   2ˆ,ˆ   
اضی تابع رسد از امید ری منطقی بنظر میاز آنجایی که تابع زیان یک متغیر تصادفی است بنابراین 
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  :تابع ریسک عبارتست از. شودارزیابی بهتر استفاده نیل به تابع ریسک براي زیان تحت عنوان 
      2ˆE,ˆEMSE,ˆR    

   طریق سنجش کارآیی نسبی آنهامقایسه دو برآوردکننده از -3-1

 داراي میانگین مربع خطاي  1̂ اگر برآورد کننده  21ˆE )  که آنرا باMSE1و ) دهند  نشان می
 داراي میانگین مربع خطاي 2̂برآوردکننده  22ˆE )  که آنرا باMSE2باشد در ) دهند  نشان می

 بصورت 1̂ نسبت به 2̂این صورت کارایی 
2
1

MSE
MSE یا  

 22

2
1

ˆE

ˆE



2اگر کارایی . شود  تعریف می̂ 

در غیر .  به شمار می آیدθ براي 2̂ برآورد کننده اي بهتر از 1̂ کمتر از یک باشد، 1̂نسبت به 
  . استθ براي 1̂ برآوردکننده اي بهتر از 2̂این صورت 

  تعریف تخمین زننده بهینه - 3-2

 سایر MSE  از، مربوط به آنMSEشود که  اي گفته می  تخمین زننده بهینه به تخمین زننده
 µ یک تخمین زننده بهینه Xبه عنوان مثال  . کمتر باشدθتخمین زننده ها به ازاي تمام مقادیر 

  .مربوط به توزیع نرمال می باشد

  برآوردکننده هاي نااریب -3-3

̂ یک برآوردکننده نااریب براي θریاضی آن با   است اگر امیدθیعنی اگر به ازاي تمام .  مساوي شود
  : داشته باشیمθمقادیر 

 ̂E  
ده ناریب نباشد، اریب نامیده می شود و مقدار اگر یک برآوردکنن  ˆEb به عنوان اریبی 

0bاگر  در اینصورت، .شناخته می شود  0 باشد اریبی مثبت و اگرb در . باشد اریبی منفی است 
  :رتست ازاینصورت میانگین مربعات خطا بر حسب مقدار اریبی عبا

    22
bˆVarˆEˆMSE   

 باشد و θ یک برآوردکننده نااریب براي پارامتر مجهول Tاگر متغیر تصادفی : نکته  0TVar  در 
  . اریب است2 همواره براي T2این صورت 

  : بیان شده استذیل به شرح θ براي پارامتر 2̂ و 1̂دو برآوردکننده : مثال
 
 

 

 





















3ˆVar

3
2ˆE

7ˆVar

ˆE

2

2

1

1  
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  . این دو تخمین زننده را مقایسه کنیدθبر حسب مقادیر مختلف 

  
      

     2
2

2

222

22

111

2

9
13

3
23ˆE3ˆMSE

707ˆE7ˆMSE

bˆVarˆMSE







 





  

  : باشد آنگاهθ برآورد کننده بهتري براي 2̂اگر 

   

66
9

37

ˆMSEˆMSE

2

21







  

یک . است 2 و واریانس مجهول µتوزیع نرمال با میانگین مجهول داراي  Xمتغیر تصادفی  :1مثال 

اي   برآورد کننده نقطه2گیریم و   تایی می9نمونه تصادفی  
29

1i
i1 xx1.0T 



 و 

 
29

1i
i2 xx125.0T 



 2 را براياگر کنیم   تعریف می  4
1 16.0TVar  و 

  4
2 25.0TVar کارایی .  باشدT1 نسبت به T2برابر است با :  

    
     25.1

04.016.0
25.0

TETVar
TETVar

MSE
MSE

44

4

22
11

22
22

1

2 










T1کارایی 

  T2کارایی 
 

  22
2

22
1

8125.0TE

8.081.0TE





  
 ، باشند2واریانس  و µ یک نمونه تصادفی از جامعه نرمال با میانگین X3 و X2 و X1اگر  :2مثال 

نسبت به برآوردکننده ) میانگین نمونه (Xکارائی نسبی برآورد کننده 
4

xx2x 321   چقدر

  است؟

 
 

 
  8

9

3

6
16
1

xVar
yVar

xMSE
yMSE

2

2







xکارایی 

  yکارایی 

  :شوند بیان می  هستند و بصورت زیرθکننده هاي  برآوردT2 و T1 فرض کنید  :3مثال 
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2TVar

TE

4TVar

TE

2

2

1

1  

و    7TE 2
2 کدام برآوردکننده بهتري براي .  استθاست؟   

 

     972TETVarMSE

404bTVarMSE

2
22T

2
1T

2

1




  

1چون 
MSE
MSE

2

1

T

T  است لذا T1 برآوردکننده بهتري براي θاست .  

اگر .  باشدθاي براي   تایی، برآوردکنندهn بر اساس یک نمونه تصادفی Tنید  فرض ک :4مثال 

  ixE و  iixaTباشد  .ai ها چه محدودیتی باید داشته باشند تا T یک برآوردکننده 

   شود؟θناریب 

           iiiiiiii xEaxaExaETExaT  

  : است لذاθ یک برآوردکننده ناریب Tچون 

  1aaa iii    

N~X),( فرض کنید  :5مثال  21اگر .  باشد̂2 و̂2  دو تخمین زننده براي پارامترآنها ،دنباش 

  .را مقایسه کنید

   
1n

xxˆ,
1n

xxˆ
2

i
2

2
i

1 







   

         
1n

2ˆMSE,
1n

2SVarˆVar,SEˆE
4

1
4

2
1

22
1 







  

   
 

   
 

 
 

   
  1n

2
1n
1n

1n

1n2ˆMSE

1n

1n2S
1n
1nVarˆVar

1n
1n

1n
S1nEˆE

42
224

22

4
2

2
2

2
2

2








 


















































  

2̂ 1 برآورد کننده بهتر از̂ 2 براي پارامتر است     21 ˆMSEˆMSE  
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  ننده هاي سازگاربرآوردک - 3-4

گاري مربوط به رفتار یک  خاصیت ساز اماها بیان شده است خاصیت نااریبی بر حسب تکرار آزمایش

  .یک آزمایش است وقتیکه حجم نمونه اجازه یابد بسیار بزرگ شود تخمین زننده در

گفته می شود برآورد کننده : تعریف n̂یک برآورد کننده سازگار است هرگاه :  

1 - n̂نااریب باشد .  

  :داشته باشیم) n(با بزرگ شدن اندازه نمونه - 2

     0ˆVarlim,ˆlim nnnn



  

نماد  n̂به کار می رود تا نشان دهد که ممکن است برآوردکننده تابعی از نمونه تصادفی باشد .  

 با بزرگ شدن اندازه نمونه به سمت صفر میل  آنها،هایی که تابع ریسک برآوردکنندهبطور کلی 

  . ازگارند برآوردکننده هاي سگراید، می

  . آنها نیز به سمت صفر میل می کندیاریبمقدار اگر این برآوردکننده ها اریب باشند، 

  0MSElim nn


  

1n نمونه تصادفی :6مثال  x,.....,x را از متغیر تصادفی دلخواه X با میانگین µ 2 واریانس در نظر 

1xx                                                         :فرض کنید. گیریممی 
n
1x nnU       ;in    

  . می باشدµ یک برآوردکننده ناسازگار براي nU یک برآوردکننده سازگار و nXنشان دهید که 

nXننده سازگار نااریب براي  یک برآوردکµاست .      0
n

limXVarlim,XE
2

n
n

n
n 





  

nUیک برآوردکننده ناسازگار است .      11XEUE nn   

بـه عبـارت   . سازگاري یک خاصیت مجانبی است یعنی خاصیت حدي یک برآوردکننـده اسـت             :نکته

 مطمـئن باشـیم کـه خطـایی کـه بـا یـک         به حد کافی بزرگ است مـی تـوانیم عمـلاً           nدیگر وقتی   

  .برآوردکننده سازگار صورت می گیرد از هر ثابت مثبت مفروضی کمتر خواهد بود

 باشـد ایـن اسـت    θ یک برآوردکننده سازگار پـارامتر  ̂براي اینکه آماده   ) نه لازم (شرط کافی   : نکته

  :که
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1( ̂نااریب باشد .  

n ،وقتی )2 0ˆVar   

لذا یک برآوردکننده می تواند سـازگار باشـد بـدون       . این شرط، شرط کافی است و شرط لازم نیست        

  .اینکه نااریب باشد

 نشان دهید برآوردکننده     :7مثال  
2n
1x


       متر   یک برآوردکننـده سـازگار پـاراθ     جامعـه دو جملـه اي 

  .است

یک برآوردکننده اریب تنها وقتی می تواند سازگار باشد که بطور مجانبی نااریـب باشـد یعنـی                  : نکته

  . نااریب باشدnوقتی 

 ي دو جمله اي یعنی θ برآوردکننده مینیماکس پارامتر :8مثال 
nn

n
2
1X




  .جانباً نااریب است م

 


























































 nn

n
2
1n

lim
nn

n
2
1x

Elim

nn

n
2
1n

nn

n
2
1xE

nn

n
2
1x

E

nn

  

 براي یک نمونـه تـصادفی از   2، برآوردکننده سازگار 2S نشان دهید که واریانس نمونه اي      :9مثال  

  .جامعه هاي نرمال است
2Sنااریب است     22SE ) 1  

 
1n

2SVar
4

2




)2  

  0
1n

2limSVarlim
4

n

2

n








  

  . است2 یک برآوردکننده مجانباً نااریب 2x نشان دهید که :10مثال 
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  22
2

n

2

n

2
2

2

22

n
limxElim

n
xE

xExVarxE























  

  . نااریب است یک برآوردکننده مجانبا2xًپس 

  تخمین زننده هاي نااریب کارا -3-5

 متعلق به طبقه برآوردکننده نااریب باشند تابع ریسک، همان واریانس θهاي پارامتر  اگر برآوردکننده

، در میان این طبقه برآوردکننده اي 0̂در صورت وجود، برآوردکننده بهینه، . شود برآوردکننده می

.  واریانس آن از واریانس هیچ برآوردکننده نااریب دیگر تجاوز نکندθاست که به ازاي تمام مقادیر 

 به تخمین زننده نااریب با حداقل 0̂اگر چنین تخمین زننده اي وجود داشته باشد تخمین زننده

  .ز در این طبقه از همه کاراتر است معروف بوده و نیθواریانس 

اي، تعیین یک حد پائین براي واریانس تمام  براي جستجو براي یک چنین برآورد کننده

یک چنین حدي بوسیله یک نامساوي مشهور به نامساوي . برآوردکننده هاي نااریب مفید خواهد بود

  . رائو ارائه می شود- یمراکر

اي با تابع چگالی  از جامعه θپارامتر براي برآورد کننده نااریب  یک ،̂فرض کنید  ;xf xباشد .

  .کند  در نامساوي ذیل صدق می̂تحت شرایط بسیار کلی 


 




























2
;xLnfnE

1ˆVar  

 گسسته باشد، Xاگر . است ;xf x آن از  را برداشته و به جاي ,xPاستفاده می کنیم .  

اما در .  رائو باشد وجود ندارد- اي که عملاً داراي حد پائین کریمر متاسفانه همواره برآوردکننده

 داراي چنین حدي است در این 0̂اي مانند  توان نشان داد که برآوردکننده بسیاري از موارد می

 رائو متعلق به - به عبارت دیگر حد پائین کریمر.  باید برآوردکننده بهینه نااریب باشد0̂صورت 
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  .تخمین زننده نااریب بهینه است

 باشد و θ یک برآوردکننده نااریب ̂اگر : قضیه
 




























2
;xLnfnE

1ˆVar باشد، آنگاه ̂ یک 

  . استθ واریانس از نبرآوردکننده نااریب با کمتری

  

  

  

  

  

  .میانگین جامعه نرمال استبراي  یک برآوردکننده نااریب با کمترین واریانس Xنشان دهید  :11مثال

 
 

 

   

 

   

 

 
(2)(1)

(2)       
n

xVar

(1)     
n

d
;xfLnd

nE

1

1xE
d

;xfLnd
E

x
d

;xfLnd

x
2

1
2

1Ln;xfLn

x;e
2

1;xf

,N~X

2

2

2
x

24

2

4

22
x

2
x

2
2x

x
2

1

x

2

2
2








































































  

 برآوردکننده نااریب Xبنابراین . درائو می رس- لذا واریانس میانگین نمونه به حد پائین کریمر

  .کمترین واریانس براي میانگین توزیع نرمال با واریانس معلوم است
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  اي  برآورد نقطههاي روش -4

  روش گشتاورها -4-1

1nفرض کنید  x,.....,x یک نمونه تصادفی n در اینصورت. دلخواه باشد تایی از یک توزیع k امین 

عبارتست از  بترتیب امین گشتاور توزیع حول مبدا حول مبدا kMور نمونه گشتا
n

X
M

n

1i

k
i

k


 

و kXE ،عموماً توابعی از  که گشتاور توزیع حول مبداpروش گشتاورها در .  پارامتر مجهول است 

  ا گشتاورهاي نظیر نمونه گشتاور اول توزیع بp برابر قرار دادن با

   

   

   P
p
iP

P

2
2
i2

2

1

xE
n
x

xEM

xE
n
x

xEM

xExxEM













  

این روش عبارتست از : بطور خلاصه. آید جامعه بدست می مجهول هايپارامتردستگاه حاصل و حل 

  .معادلات حاصلدستگاه مساوي قرار دادن گشتاورهاي جامعه با گشتاورهاي نمونه و بعد حل 

  2 و واریانس مجهول یک جامعه نرمال با میانگین مجهول 2 و برآورد کننده هاي  :12مثال

  .را به روش گشتاورها تعیین کنید

  :براي یک متغیر تصادفی با توزیع نرمال داریم
 
  222xE

xE



  

   :داریماوي قرار دادن دو گشتاور اول نمونه با دو گشتاور اول توزیع مسدر این صورت با 







n

1i

222
ix

n
1

x
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  :عبارتند ازحل توام این معادلات، برآورد کننده هاي روش گشتاورها از . می انجامد

 

n

xx

x
n

x

ˆ

xˆ
n

1i

2
i

2

n

1i

2
i

2









  

1n اگر :13مثال  x,.....,xه تصادفی به اندازه  مقادیر یک نمونnاي با چگالی   از جامعه

 
 







 





0

x0;x2
;xf   . به روش گشتاورها پیدا کنیدθبرآورد کننده اي براي .  باشد2

     

 

x3ˆ
3
1x

xEM
3
1

6
1.2

3
1

2
12x

3
1x

2
12dxxx2dxx2xxE

1

3
2

33
2

0 00

32
2

2
22














 






 










  
 

  

1n اگر :14مثال x,.....,x مقادیر یک نمونه تصادفی به اندازه nرد کننده برآو.  از جامعه هندسی باشد

  . ي توزیع را به روش گشتاورها بدست آوریدθپارامتر 

   

 
x
11x1xE

1;xf 1x
x









 

  

 روش β و αبراي برآورد کردن پارامترهاي .  از جامعه گاما داریمn نمونه تصادفی به اندازه :15مثال

  .گشتاورها را بکار ببرید

  

  

1nاگر  :16مثال x,.....,x مقادیر یک نمونه تصادفی به اندازه n 1 از جامعه بتا با باشد برآوردي 

  . به روش گشتاورها بدست آوریدαبراي پارامتر 

 سایر مقادیر

 
 

xn

xxˆ,
xx

xnˆ
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x1

xˆ
1

xxE

x1xxf 11
x

















 

  

روش  را به θ.  پارامتر مجهول می باشدθ تابع چگالی زیر داده شده است که در آن :17مثال

  .گشتاورها تخمن بزنید

    0;1x0;xxf 1
x  

   

x1
xˆx

1

1
x

1
dxxdxxxxE

1

0

1
0

1
1

0

1














  

  

  )MLEروش (روش حداکثر درستنمایی  -4-2

کردن درست نمایی احتمال بدست آوردن یک مجموعه از مقادیر از حداکثر  این روش عبارتست 

12nفرض کنید  .نمونه تصادفی x,x,.....,x یک نمونه به حجم n جامعه پیوسته با چگالی  از یک

احتمال  ,xf x یا گسسته با احتمال  ,xPx باشد که θ یک پارامتر مجهول است و باید برآورد 

، آن تابعی از مشاهدات نمونه اي را قرار دهیم که θدر حقیقت می خواهیم بجاي برآورنده . شود

  : را بصورتLتابع احتمال .  شودرحداکثاحتمال نمونه به ازاي آن 

   

   











n

1i
ixn21x

n

1i
iin21

,xfx,....,x,xfL

xxPx,....,x,xPL

  

اي صورت   باید به گونهθتخمین  .تعریف می کنیم که همان احتمال توام براي مشاهدات نمونه است

12nپذیرد که بیشترین احتمال براي مشاهده مقادیر  x,x,.....,xبه عبارت دیگر تخمین .  حاصل شود

، تابع Lبه تابع .  حداکثر شودL مقداري خواهد بود که به ازاي آن تابع ̂مال زننده بیشترین احت

 حاصل از این روش را با نماد ̂  وگویند میدرست نمایی   MLEˆ نمایش می دهیم. 

اغلب در حداکثر کردن تابع : توجه n1 x,....,xfکه استتر  ت راح Lnآن حداکثر شود زیرا  
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Ln(L) یک تابع صعودي یکنواخت از L است و θ که Lکند   را ماکزیمم میLn(L) را نیز ماکزیمم 

  .می کند

12n اگر :18مثال x,x,.....,x مقادیر یک نمونه تصادفی به اندازه n از یک جامعه نرمال  2,N  

  . بیابید و باشد، برآورد کننده اي براي 
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 پارامتر MLE.  از جامعه برنولی باشدn مقادیر یک نمونه تصادفی به اندازه x1 .. . xnاگر  :19مثال

  .بدست آوریدبرنولی را 
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 MLE.  باشدp از جامعه دو جمله اي با پارامتر n نمونه اي به اندازه x2و...  وx1 اگر :20مثال
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  . را بدست آوریداي دوجملهپارامتر 

  : راه حل اول      xnx 1
n
n

;xfL 







   

       01xn1x
x
nf 1xnxxn1x 










    

     
n
xˆnx0

1
xnx

01xnx;xf 11
x







 

   

  :راه حل دوم

     

 
n
xˆ0

1
xnx

d
dLnL

1LnxnxLn
x
n

LnLLn























   

  MLEخواص 

 توزیع نرمال n,MLEزمانیکه و در کند توزیع نرمال میل میبه  MLE توزیع  n افزایش با - 1

  . دارد

  .  نااریب استو به تبعست سازگار ا n  ،MLEدر زمانیکه - 2

.  میل کند به سمت n باشد و   برايحداکثر درست نماییبرآورد کننده به روش  ̂ اگر - 3

  . رائو خواهد شد– حد پایین نامساوي کرایمر برابر̂واریانس انگاه 

4-MLE ی است یعنی اگر فرض کنید ی داراي خاصیت پایا k1
ˆ,...,ˆˆ  که در آن 

 n1j x,...,xf̂ˆ مایی ماکزیمم تن درسکننده است که برآورد 41 ,..., در چگالی 

 n1,...,f آنگاه برآوردکننده درستنمایی ماکزیمم باشد ،        r1  برابر است با ,...,

    ˆ,...,ˆˆ
r1   

 فرض کنید :21مثال 1,N~x  برآورد کننده MLE 2 پارامتررا پیدا کنید  .  

22 xˆˆxˆ    
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  برآوردکننده هاي کافی -5

 را کافی می نامیم در صورتی که از همه اطلاعات یـک نمونـه، مربـوط بـه             ̂برآورد کننده اي مانند     

یعنی اگر تمام دانشی را کـه مـی تـوانیم بـا مـشخص            . برداري کند   یک جامعه بهره   برآورد پارامتر   

 هـم  ̂مـاره  کردن مقادیر فردي نمونه ها و ترتیب آنها بدست آوریم، بتوانیم تنها با مشاهده مقدار آ               

این کمیـت  .  بیان کرد̂این را می توان بر حسب توزیع شرطی مقادیر نمونه به فرض    .بدست آوریم 

  .با عبارت زیر داده می شود

   
 


 ˆg

ˆ,x....,x,xfˆx......,x,xf n21
n21  

12nخاص   بستگی داشته باشد، مقادیر      ̂اگر این عبارت به      x,x,.....,x   که ̂    را بدست مـی دهنـد 

 کمـک  θ محتملتر از سایر مقادیرند و دانستن این مقادیر نمونـه اي بـه بـرآورد      θبراي برخی مقادیر    

12n بستگی نداشته باشد، مقادیر خاص     θاگر این عبارت به     . خواهد کرد  x,x,.....,x که ̂ را بدست 

 θ به یک اندازه محتمل اند و دانستن ایـن مقـادیر نمونـه اي بـه بـرآورد                 θمی دهند براي هر مقدار      

  .کمکی نخواهد کرد

توزیـع  ، ̂ است اگر و تنها اگر بـه ازاي هـر مقـدار     θ یک برآوردکننده کافی پارامتر      ̂آماره  : تعریف

12nشرطی نمونه تصادفی  x,x,.....,x به فرض ̂، مستقل از θباشد .  

12n اگر   :22مثال x,x,.....,x       متغیرهاي تصادفی برنولی با پارامتر یکسان θنـشان دهیـد کـه    .  باشند

آماره 
n
xˆ  که در آن n1 x.....xX  برآورد کننده کافی براي ،θاست .  

   

          










ˆnnˆnxnxxnxx1

n

1i

x
n1

i
x1x

1111x,.....,xf

1,0x;1;xf

iiii

ii

  

X یک متغیر دو جمله اي با پارامترهاي n و θاست لذا :  
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x
n
1

1ˆn
n

1
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x,....,xfˆx,....,xf

1,......,
n
1,0ˆ;1ˆn

nˆg

1
x
n

,n;xb

ˆnnˆn

ˆnnˆn
n1

n1

ˆnnˆn

xnx

  

  . بستگی نداردθکه به

 نشان دهید که آماره      :23مثال 321 x3x2x
6
1y        براي بـرآورد پـارامتر θ  امعـه برنـولی،     ي ج

  .کافی نیست

باید نشان دهیم       
 yg

y,x,x,xfyx,x,xf 321
321    123 به ازاي برخی مقادیر x,x,x  مـستقل از θ 

1x,1x,0xبنابراین حالت خاصی را در نظر می گیریم که در آن . نیست 123  بطوري که   

 
   

 
   
















 







 









 22

2321

11
1

1,0,0f0,1,1f
0,1,1f

2
1yp

2
1y,0x,1x,1xP

2
1y0,1,1f

  . بستگی داردθکه به 

 است اگر و فقط اگر چگالی یـا توزیـع احتمـال تـوام           θ یک برآوردکننده کافی پارامتر      ارهآم: قضیه

  نمونه تصادفی را بتوان تجزیه کرد بطوري که

     n1n1 x,....,xh.,ˆg;x,....,xf   

که در آن  ,ˆg تنها به ̂ و θ بستگی دارد و  n1 x,....,xh به θبستگی ندارد .  
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  . است2 جامعه نرمال یا واریانس معلوم µ یک برآورد کننده کافی x نشان دهید که :24مثال
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1n

n21
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2

1
n
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2
n;x,.....,xf

xnxxx

e.
2

1,x,....,x,xf

  

 بـستگی دارد و دومـین   ،، و به میانگین جامعهxکه در آن اولین عامل سمت راست تنها به برآورد   

 2جامعـه نرمـال بـا واریـانس معلـوم       یک برآورد کننده کافی     xبنابراین  . نیست عامل شامل   

  .است
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  مقدمه -3-1

 حد بالا است C2 حد پائین و C1 است که در آن [C1,C2] برآورد فاصله اي به شکل ،نوع دیگر برآورد

 یک برآورد کنندة فاصله [C1,C2] معرفی شود، بنابراین اگر پارامتري که باید برآورد کرده شود با 

 -1 ،21مال مفروض،  احتبا است به طوري که اي  CC باشد  .C2,C1 حدود اطمینان 

پارامتر مفروض و فاصله بین آنها یک فاصله اطمینان  1100%به کسر .  نامیده می شود

 1اغلب ضریب اطمینان گفته می شود  .  

  گین یک توزیع نرمال هرگاه انحراف معیار معلوم باشدفاصله اطمینان براي میان - 3-2

 داراي توزیع نرمال     x فرض کنید متغیر تصادفی      ,Nیک نمونه تصادفی .  استn  از ایـن   تـایی

  میانگین نمونه باشد در نتیجه     x اگر. شودگرفته می جامعه  







n

Nx
2

,~ 
 صـورت   ابـین  در. است

فاصله اطمینان  1100% براي  شود تعیین میذیل به صورت:  
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1
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22
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22

n
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n
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n

xZp

ZZZp

Z
n

x

  

  








 1//
22

nZxnZxp   

بنابراین فاصله اطمینان  1100%عبارتست از :  

nzx  :یعنی /
2

  

nzxnzx //
22

     

  :طول فاصله اطمینان برابر است باو 
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nz /2
2

   

فاصله اطمینان یک طرفه در نهایت  1100% عبارت است از:  

   

nzxnzx

z
n

xpz
n

xp

zzpzzp

//

1
/

1
/

11
















































   

.  شده است2208هاي انبار شده  تایی از موشک100 میانگین نمونۀ یک نمونه تصادفی .1مثال

  .  پیدا کنید99/0براي میانگین واقعی یک فاصله اطمینان .  است40اف معیار معلوم و مساوي انحر

10.40220810.402208

1/

005.005.

22

zz
n

zxnzxp


















    

 درصد 95یک فاصله اطمینان .  دارد توزیع نرمال با میانگین مجهولx متغیر تصادفی .2مثال

بدین ترتیب، مقدار بدست آمده براي میانگین نمونه .  ارائه شده استبراي ] 72/3و 12/7[بصورت 

  چقدر است؟

42.584.102

72.3/

12.7/

2

2







xx

nZx

nZx









  

در مورد  توان باشد، می30n فوق را در صورتی که  فاصله اطمینان،به قضیه حد مرکزي بنا: تذکر

 ، مقدار انحراف  نامعلوم است به جاي و در زمانی که  هاي غیر نرمال نیز به کار بردجامعه

  . را قرار می دهیمsمعیار نمونه اي 
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  فاصله اطمینان براي میانگین یک توزیع نرمال هرگاه انحراف معیار مجهول باشد -3-3

 ) مجهول( و انحراف معیار انگین  یک متغیر تصادفی داراي توزیع نرمال با میxفرض کنید 

 انحراف معیار نمونه S میانگین نمونه و x تایی گرفته و فرض کنید nیک نمونه تصادفی . باشد

فاصله اطمینان در این صورت . باشد 1100% براي  بدست می آیدذیل بصورت  .  

 

  





















1tttp

t
n/s

x

1n,
2

1n1n,
2

1n

   























































1n/stxn/stxp

1
n
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n

stp

1t
n/s

xtp

1n,
2

1n,
2

1n,
2

1n,
2

1n,
2

1n,
2

   

بنابراین فاصله اطمینان  1100%عبارتست از :  

n/stx
1n,

2


   

n/stxn/stx   :بعبارت دیگر
1n,

2
1n,

2





    

  :طول فاصله اطمینان برابر است با

n/st2
1n,

2


   

  :فاصله اطمینان یکطرفه براي و در نهایت 
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 براي مدت چندین سال یک امتحان قوه ریاضی براي همه دانشجویان تازه وارد دانشگاهی .3مثال

ب شده اند متوسط  دانشجو که تصادف در این مدت زمان انتخا64اگر براي . ترتیب داده شده است

 دقیقه باشد 3/9 دقیقه و واریانس زمانها 5/28زمانی که صرف جواب دادن به این امتحان کرده اند 

براي متوسط واقعی زمانی که یک دانشجویی سال اول صرف این امتحان % 99یک فاصله اطمینان 

  :می کند بسازید

01.0
8/3.95.288/3.95.283.9

//5.28

64

005.0005.0
2

22












 

tts

nstxnstxx

n

   

ي اسکلت فسیل شده نوعی از پرندگان که نسل آنها نابود شده است داراي  طول جمجمه ها.4مثال

با فرض اینکه چنین اندازه هایی بطور نرمال توزیع .  استcm29/0 و انحراف معیار cm68/5میانگین 

  . براي طول میانگین این نوع پرندگان پیدا کنید% 95یک فاصله اطمینان . شده اند

 

   

8875.54724.5
16.3
29.0262.268/5

016.3
29.0262.268.5

10/29/068.510/29.068.5
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025.0025.0
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   آن مجهول استاصله اطمینان براي انحراف معیار یک توزیع نرمال که ف - 3-4

  و انحراف معیار مجهول  داري توزیع نرمال با میانگین مجهولxفرض کنید متغیر تصادفی 

 فاصله اطمینان . تایی را در نظر بگیریدnیک نمونه تصادفی . است 1100% 2 براي بصورت 

  . بدست می آیدذیل 
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ان ینلذا فاصله اطم 1100% 2 براياست با برابر :  
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  :براست با براو براي 
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فاصله اطمینان یکطرفه و در نهایت  1100% عبارت است از :  
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داراي  تایی، 20یک نمونه . ست داراي توزیع نرمال ا،قطر کامل شدة کابل مسلح برق .5مثال

  . پیدا کنیدبراي % 95یک فاصله اطمینان  . می دهد0,01 و انحراف معیار 0,79میانگین 
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  معلوم باشنددر هر دو جامعه  هاي دو توزیع نرمال هرگاه انحراف معیار فاصله اطمینان براي تفاوت بین میانگین -3-5

 y و x و انحراف معیار معلوم µx یک متغیر تصادفی داراي توزیع نرمال با میانگین xفرض کنید 

 . باشدy و انحراف معیار معلوم y داراي توزیع نرمال با میانگین xیک متغیر تصادفی مستقل از 

 معرف میانگین یک نمونه y و x تایی از nx معرف میانگین یک نمونه تصادفی xفرض کنید 

فاصله اطمینان .  باشدy تایی از nyتصادفی  1100% براي yx عبارتست از :  
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صله اطمینان لذا فا 1100%به صورت زیر است :  

y

y

x

x

nn
Zyx

22

2


   

فاصله اطمینان یک طرفه  1100%:  

یک فاصله اطمینان یک طرفه  1100% بالا به صورت   

y

2
y

x

2
x

nn
Zyx





   

و یک فاصله اطمینان یک طرفه  1100% پائین به صورت   
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nn
Zyx





   

www.qie.ir



  زادهاحمد کوچک  ايبرآورد فاصله
 

 8 

ده قطعه زمین   .  به منظور آزمایش تفاوت تاثیر دو روش کشت گندم، تجربه اي اجرا می شود              .6مثال

 جریـب میانگین استحصال گروه اول در هر . شخم کم عمق و پانزده قطعه شخم عمیق زده می شوند   

 تـن  6/0شخم کم عمق معادل    فرض کنید انحراف معیار     .  است 7/44 و میانگین گروه دوم      تن 8/40

  .براي تفاوت استحصال ارائه کنید% 90یک فاصله اطمینان .  باشد8/0و انحراف معیار شخم عمیق 

y

y

x

x

nn
Zyx

22

2


   

15
64.0

10
36.0Z7.448.40 5%   

ار از کارافتـادگی هـاي دسـتگاه     بVاز دو نوع دستگاه فتوکپی نشان می دهد که زمان تعمیر         .7مثال

 دقیقه بوده است و زمـان تعمیـر       4/19 دقیقه و انحراف معیار دستگاه اول        7/80اول به طور متوسط     

 8/18 دقیقه و انحـراف معیـار دسـتگاه دوم           1/88 بار از کارافتادگی دستگاه دوم به طور متوسط          60

انهاي متوسـط تعمیـر از کارافتـادگی    براي تفاضل بین زم% 90یک فاصله اطمینان   . دقیقه بوده است  

  .هاي دو دستگاه فتوکپی پیدا کنید

   
2

2
2

1

2
1

2
2121

2
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1

2
1

2
21 n

S
n
SZxx

n
S

n
SZxx    

می توان به کمک قضیه حد مرکزي، این نتیجه را براي نمونه هـاي تـصادفی از جامعـه هـاي                     : تذکر

2غیرنرمال با واریانس هاي معلوم 
1 2 و

2 30به کاربرد مشروط بر اینکه  نیزn,n 21 باشند .  

براي ساختن یک فاصله اطمینان      : نکته 1100%   21 براي     1 موقعی که   2 و   نـامعلوم 

30n,nباشند ولی    21    1  باشند به جاي   2 و       1 مقادیر انحـراف معیارهـاي نمونـه ايS 2 وS را 

  .قرار می دهیم و مانند قبل عمل می کنیم
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   مجهولهاي دو توزیع نرمال هرگاه هر دو انحراف معیار فاصله اطمینان براي تفاوت بین میانگین - 6- 3
30nمساوي و   ولی   y  فرض کنید   :  باشندx   یک متغیر تصادفی داراي توزیع نرمال با میـانگین y 

 مـشاهده  xn میانگین یک نمونه تصادفی متشکل از xفرض کنید .  باشدو انحراف معیار مجهول  

ــشکل    y و xاز  ــصادفی مت ــه ت ــک نمون ــانگین ی ــشاهده از yn می ــدy م ــان  .  باش ــله اطمین فاص

 1100% براي yx  به صورت:  
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xn و yn30.  نیز کوچک هستندn,n yx   
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لذا فاصله اطمینان  1100%عبارتست از :  
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فاصله اطمینان یک طرفه  1100%:  

یک فاصله اطمینان یک طرفه  1100% بالا به صورت   
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و یک فاصله اطمینان  1100% پائین به صورت   
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  .ارائه می شود

 بار از کارافتـادگی هـاي    60مطالعه از دو نوع دستگاه فتوکپی نشان می دهد که زمان تعمیر              .8مثال

 60دقیقه بوده است و زمـان تعمیـر         4/19 دقیقه با انحراف معیار      7/80دستگاه اول به طور متوسط      

.  دقیقه بـوده اسـت  8/18 دقیقه با انحراف معیار     1/88بار از کارافتادگی دستگاه دوم به طور متوسط         

از کارافتـادگی هـاي دو دسـتگاه    براي تفاضل بین زمانهاي متوسط تعمیـر      % 90یک فاصله اطمینان    

  .فتوکپی پیدا کنید
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 دوازده درخت نوع خاصی از مرکبات که به تصادف انتخاب شـده انـد داراي میـانگین ارتفـاع         .9مثال

 و پانزده درخت نوع دیگري که به تصادف انتخاب شده اند داراي میانگین      2/1 با انحراف معیار     8/13

با فرض اینکه نمونه هاي تصادفی از جامعـه هـاي نرمـال بـا           .  است 5/1 و انحراف معیار     9/12رتفاع  ا

هاي ارتفـاع دو نـوع درخـت        براي تفاضل % 95واریانسهاي برابر انتخاب شده اند یک فاصله اطمینان         

  .مرکب پیدا کنید
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21فاصله اطمینان براي  - 7- 3  2 نمونه هاي کوچک در حالتی که
2

2
1 هستند و مجهول   

21حال فرض کنید که مساله پیدا کردن یک فاصله اطمینان جهت                  براي نمونه هاي کـوچکی 

هاي آنها مساوي نبوده به علاوه این امکان هم وجود ندارد که نمونه هـا را بـا        باشد که پراش جمعیت   

  .اندازه هاي مساوي اختیار نمائیم

  :آماره اي که در چنین حالت بکار گرفته می شود غالباً بصورت زیر است
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  : از رابطه زیر محاسبه می شودv  درجه آزادي خواهد بود که v با tکه تقریباً داراي توزیع 
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     شـود لـذا آنـرا بـه نزدیکتـرین عـدد صـحیح گـرد         ندرت عدد صحیح مـی  فوق به    vاز آنجا که مقدار     

  .کنیممی

  : می توان نوشتTبا استفاده از آماره 






   1tTtP

22
  

لذا فاصله اطمینان  1100% 21 براي بصورت زیر است :  
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2
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1
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2
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2
21 n

S
n
Stxx

n
S

n
Stxx    

2 و   2x و   1xکه در آن    
1S   2 و

2S      به ترتیب میانگین و پراش نمونه هاي کوچک بـه انـدازه هـاي n1 و 

n2هستند که از جمعیتهاي تقریباً نرمال اختیار می شوند .  
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  )محاسبه خطاي ماکزیمم برآورد (xیله  بوسµمحاسبه خطا در برآورد 

  : اگر در فرمول 
22

Z
n

xZ
n

x 





  

  :  را کم کنیم داریم  xاز طرفین نامساوي، 
22

Z
n

xZ
n 





  

  و یا 
2

Z
n

x 


  

 استفاده شود بـا  µ  به عنوان برآورد xفرمول فوق نشان می دهد که اگر از      1100%  اطمینـان 

 و مقدار برآوردگر از مقدار       µمی توان گفت که اختلاف مقدار واقعی        
2

Z
n 
   و قـضیه  .  کمتر اسـت

  .زیر را می توان بیان نمود

 استفاده شـود بـا       µ به عنوان برآورد     xاگر از   : قضیه 1100%         اطمینـان مـی تـوان گفـت کـه 

  :حداکثر خطا برابر است با

2
Z

n
e 


  

 نـسبت مـستقیم   e فاصـله اطمینـان بـا     به عبارت دیگر طول   . L=2e داریم   eبا توجه به مقدار     : تذکر

  .دارد
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  محاسبه اندازه نمونه -3-8

 استفاده شود با     µ به عنوان برآورد     x اگر از    1100%     اطمینان می توان گفـت خطـا کمتـر از 

  : است اگر حجم نمونه را از فرمول زیر بدست آوریمeمقدار 
2

2
Z

e
n 






    

ي بـا   معلوم نباشـد ابتـدا نمونـه ا   σاگر .  معلوم باشدσاز فرمول فوق می توان استفاده کرد که    : تذکر

30nحجم        انتخاب و مقدار S            را محاسبه می کنیم و در فرمول فوق به جاي σ  از S  استفاده مـی 

  .کنیم

  : باشدn<30 مجهول باشد و σمحاسبه خطاي ماکزیمم برآورد در صورتیکه 

2

2

2

2

22

22

)t
e
S(n

t
n

Se

n
Stx

n
Stx

n
St

n
Stx

n
Stx





















  

 بـراي بـرآورد متوسـط      n=150تصادفی به اندازه     یک مهندس علاقمند به استفاده از نمونه         .10مثال

اگر بر اساس تجربه، مهندس . شایستگی مکانیکی کارگران خط مونتاژ در یک صنعت بزرگ می باشد       

دربـاره انـدازه مـاکزیمم خطـایش چـه        % 99 را فرض کند، او با احتمـال         σ=6.2بتواند براي داده ها     

  .ادعایی بکند

3.1575.2
150

2.6Z
n

e

01.0

2









  

 یک کارگر محقق می خواهد متوسط زمانی که یک مکانیک صـرف بازدیـد چرخهـاي یـک              .11مثال

ادعا کند که متوسـط نمونـه اش بـه      % 95ماشین می کند تعیین کند، همین طور بتواند با اطمینان           
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 اندازه نمونه را چقدر باید.  فرض کنیدσ=1.6اگر از تجربه گذشته اش .  دقیقه انحراف دارد5/0اندازه 

  انتخاب کند؟

406.39
5.0

96.16.1
e

Z
n

2
2

2 





 













 


  

 به دست آمـده     14/0 با انحراف معیار     C26/232° بار تعیین نقطه ذوب قلع، میانگین        6 در   .12مثال

اگر این میانگین را به عنوان نقطه ذوب واقعی قلع بـه کـار بـرود دربـاره خطـاي مـاکزیمم بـا                   . است

  چه ادعایی می توان کرد؟% 98اطمینان 

19.0t
6
14.0t

n
Se 01.0

2
   

  . درجه منحرف است19/0ادعا کرد که طرح براي نقطه ذوب قلع حداکثر % 98می توان با اطمینان 
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D21فاصله اطمینان براي  - 9- 3   

ایـن  . در این حالت نمونه ها مستقل از یکدیگر نبوده و پراش هاي دو جمعیت لزوماً مساوي نیـستند          

اهد بود که ملاحظات در دو نمونه بـصورت زوجـی صـورت پـذیرد بطوریکـه دو      در صورتی درست خو 

  .باشندملاحظه نیز به یکدیگر مربوط 

 فرد انجـام دهیـد،   nبه عنوان مثال، اگر آزمایشی را بر روي روش جدیدي در مورد رژیم گرفتن روي      

 دو نمونه کـه بـر   ملاحظات در. وزن هاي قبل و بعد تکمیل تست، نمونه هاي ما را تشکیل می دهند        

بـراي  . روي یک فرد انجام می پذیرد به یکدیگر مرتبط بوده و از این رو یک جفت را ایجاد مـی کنـد    

 از ملاحظـات دوتـایی را بدسـت    diتعیین اینکه رژیم گرفتن موثر است یا خیر ما باید اختلاف هـاي      

12nاین اختلاف ها مقادیري از متغیرهاي تصادفی نمونه         . آوریم d,d,....,d      از جمعیتی هستند که ما 

2 و پراش مجهول Dفرض می کنیم داراي توزیع نرمال با حد متوسط       
D2مـا  .  باشند

D  2 را بـا
dS 

2در نتیجـه   . زنیمیعنی پراش اختلافهایی که نمونه ها را می سازند تخمین می            
dS   مقـداري از آمـاره 

2
dS   تخمین نقطه اي . که از نمونه اي به نمونه دیگر نوسان می کند         استD21    بـه توسـط 

dداده می شود .  

فاصله اطمینان  1100% براي Dبصورت زیر نوشته می شود :  






  

22
tTtP  

  : که در آن آماره  
n/S

DT
d

D  

  . درجه آزادي استn-1 با tداراي توزیع 

لذا فاصله اطمینان  1100% براي Dبصورت زیر است :  

n
Std

n
Std

2
D

2
   

  . جفت اندازه گیري استn میانگین و انحراف معیار اختلاف Sd و dه در آن ک
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هـر عـضوي از ایـن جفـت     .  جفت تقسیم می کنـیم 10 دانشجوي سال اول را به       20 تعداد   .13مثال

 ایـن گـروه   از هر زوجی یکی بطور تصادفی انتخاب شـده و بـه   . تقریباً داراي یک بهره هوشی هستند     

به اعضاء باقیمانده این جفتها عین همـان درس      . یک درس ریاضی به فرم ارائه کنفرانس آموخته شد        

در پایان ترم به هر دو گروه یک امتحـان داده       . بصورت تدریس معمولی توسط یک استادیار داده شد       

  .س بدست آوریدرا براي اختلاف واقعی دو روش تدری% 98فاصله اطمینان . و نتایج زیر حاصل گشت

Di جفت  تدریس بصورت کنفرانس  روش معمولی  
5-  
8  
2-  
12-  
5  
2-  
8-  
1  
6-  
5  

81  
52  
87  
70  
86  
77  
90  
63  
85  
83  

76  
60  
85  
58  
91  
75  
82  
64  
79  
88  

1  
2  
3  
4  
5  
6  
7  
8  
9  
10  

  

6.1d به توسط Dتخمین نقطه اي  2پراش .  داده می شود
dSاختلاف نمونه بصورت زیر است :  

 
 

09.429.7

821.2t

38.6S

7.40
1nn

ddn
S

D

9,1%

d

2
i

2
i2

d
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  فاصله اطمینان براي نسبت انحراف معیارهاي دو توزیع نرمال - 10- 3

یـک   y و x و انحراف معیار x یک متغیر تصادفی داراي توزیع نرمال با میانگین       xفرض کنید که    

2فرض کنیـد    .  باشد y داراي توزیع نرمال با میانگین       xمتغیر تصادفی مستقل از     
xS    واریـانس یـک 

2 و   x مشاهده از    nxمتشکل از   نمونه تصادفی   
yS    واریانس یک نمونه تصادفی متشکل از ny مشاهده از 

y باشد، فاصله اطمینان  1100% 2 براي
y

2
x


  به صورت:  
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x
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2
x

2
y

2
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2
x

1n,1n;
2

1
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1n,1n1n,1n;
2

1

1n,1n2
x

2
y

2
y

2
x

yxyx

yxyx

yx
yx

yx

yx

  

پس فاصله اطمینان  1100%عبارتست از :  


























 1n,1n;

2
1

2
y

2
x

1n,1n;
2

2
y

2
x

yxyx

F
1.,

F
1.  

فاصله اطمینان یکطرفه  1100%:  

یک فاصله اطمینان یک طرفه  1100% بالا به صورت :      
















 1n,1n;1
2
y

2
x

yx
F

1.  

و یک فاصله اطمینان یک طرفه  1100%پائین به صورت :  
















 1n,1n;
2
y

2
x

yx
F

1.  

  

  .ارائه می شود
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فواصل فوق براي : تذکر
y

x


به ترتیب بصورت زیر است :  
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x
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F
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دف انتخاب شده اند داراي میـانگین ارتفـاع     دوازده درخت نوع خاصی از مرکبات که به تصا         .14مثال

 درخت نوع دیگري که به تصادف انتخاب شـده انـد داراي میـانگین    15 و 2/1 با انحراف معیار  9/13

براي نسبت واریانس هاي دو جامعه % 98یک فاصله اطمینان    .  است 5/1 و انحراف معیار     9/12ارتفاع

  .بسازید
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 مقدمه .4-1
در بسیاري از مسائل روزانه بایـد در رد یـا قبـول یـک عبـارت در مـورد برخـی پارامترهـاي جامعـه              

 سـاعت   200براي مثال، آیا میانگین طول عمر یک واحد الکترونیکـی برابـر             . گیري بعمل آید  تصمیم
گین محصول یک نوع بذر اصلاح شده از نوع اصلاح نشده بیشتر است؟ آیـا دقـت یـک            است؟ آیا میان  

نوع ماشین تراش از نوع دیگر کمتر است؟ آیا نسبت خرابی یک محصول برابر مقدار مشخصی است؟                 
آیا میانگین شویندگی یک ماده شوینده در ازاي استفاده از مواد اولیـه مختلـف  یکـسان اسـت؟ آیـا          

طعه در دستگاه تراش از توزیع نمایی تبعیت می کند؟ آیا نوع گروه خونی و نژاد بـه           توزیع عمر یک ق   
  هم بستگی دارند؟

  
  فرضیه آماري .4-2

اگـر ایـن   . فرض یا بیان یا حدسی در باره توزیع جامعه یا پارامترهاي جامعه را فـرض آمـاري گوینـد      
.  گوینـد  آنرا فـرض مرکـب  ساده در غیر اینصورتفرض آماري توزیع را کاملاً مشخص کند آنرا فرض   

 است، یک فرضیه ساده 15 و انحراف معیار     75براي مثال، توزیع وزن جامعه ایران، نرمال با میانگین          
  . ، است، یک فرضیه مرکب است75و توزیع وزن جامعه ایران، نرمال با میانگین 

مثال در فرضـیه  براي . فرضیه هاي اصلی، محقق معمولا دقیق و صحیح نیستند   :فرضیه صفر و مقابل   
، میزان فزونی محصول نوع الف از ب مـشخص  "میانگین محصول بذر نوع الف از نوع ب بیشتر است  "

  .نیست و در عمل نمی توان حدي براي آن تعیین کرد و همه این موارد را رد یا تایید کرد
  قـی  امـا از نظـر منط  . مشاهده می شود فرضیه اصلی را نمی توان بـه صـورت مـستقیم آزمـون کـرد                 

می توان فرضیه هاي با اجزاي مشخصی تعریف کرد و رد و یا پذیرش فرضیه اصلی را منوط به قبول                 
میـانگین محـصول بـذر    "در مورد مثال بالا فرضیه مزبور به صورت         . و یا رد چنین فرضیه هایی نمود      

 Null Hypothesisچنین فرضیه هایی را فـرض صـفر  .  تعریف می شود"نوع الف از نوع ب برابر است
با این وصف فرضیه اصـلی  .  فرضیه هاي اصلی می شوند     Nullifyمی نامند زیرا منجر به خنثی کردن        

  .نامیده می شودAlternate Hypothesis را فرضیه مقابل 
 فرض صفر در نظـر   استمرسوم است که بسیاري از محققین، فرضیه هایی را که به باور آنها نادرست 

براي مثال اگر بخـواهیم نـشان دهـیم          . هاي آماري به رد آنها بینجامد     می گیرند به امید اینکه، روش     
که میانگین طول عمر باطري کارخانه الف از کارخانه ب بیشتر است، فرضـیه صـفر بـه ایـن صـورت             

  .فرمول بندي می شود که تفاوتی بین طول عمر باطري دو کارخانه نیست
  .  نشان داده می شودH1ر قرار می گیرد را با  و فرض آماري که در مقابل فرض صفH0فرضیه صفر با 

  
  
  
  
  

www.qie.ir



 2

  فرضیهآزمون انواع  .4-3
بـه  ، اگـر فـرض مقابـل دو طرفـه     شـود گفته مـی  دو طرفه  یهآزمون فرض : فرضیه دو طرفه  آزمون   -1

  : باشدذیل فرموله شدهصورت ه بفرضیه عبارت دیگر آزمون ه  ب.باشدصورت نامساوي 

  







01

00

:H
:H   

بـه یکـی از دو صـورت     اگر فرض مقابل آن     استطرفه   یک یهآزمون فرض : طرفهفرضیه یک   آزمون -2
  .ذیل فرموله شده باشد

  : الف







01

00

:H
:H  

    -ب







01

00

:H
:H  

  
  طریقه ساختن فرضیه صفر و مقابل  .4-4

  .یدهاي ذیل توجه نمای براي نشان دادن چگونگی ساختن فرضیه صفر و مقابل به مثال
کنـد  هاي مورد نیاز خود را از یک تولیدکننده خاص، تـامین مـی             تصور کنیدکه ارتش، پوتین    .1مثال

کنـد کـه   یـک تولیدکننـده جدیـد، ادعـا مـی      .  ماه است  12هاي تولیدي وي    که میانگین عمر پوتین   
ثبـات ایـن مـدعی،     بـراي ا . دهـد  ماه با همان قیمت ارائه مـی 12از هایی با میانگین عمر بیش   پوتین

با استفاده از نمادهاي آزمون فرض، فرضیه صفر و مقابـل را مـی تـوان    . شودآزمایشی ترتیب داده می 
  .به یکی از دو صورت ذیل فرموله کرد

1 (  







12:H
12:H

1

0  

2  (  







12:H
12:H

1

0   

در حالت اول،   







12:H
12:H

1

ناي ادامه همکاري با تولید کننده قـدیمی،   ، پذیرش فرضیه صفر، به مع0

هـاي شـرکت جدیـد     اگر میانگین عمر پوتین . و رد آن به معنی شروع همکاري باشرکت جدید است         
از سـوي  .  ماه یا کمتر باشد، احتمال ادامه همکاري با تولیدکننده قدیمی نزدیـک بـه یـک اسـت          12

کننـده  یشتر باشد هنوز احتمال حفـظ تولید  ب ماه12ها مقدار جزئی از   دیگر، اگر میانگین عمر پوتین    
 ماه بیشتر باشد، احتمـال  12ها بطور قابل توجهی از اگر میانگین عمر پوتین  . قدیمی کاملاً زیاد است   

  . یابد میجدید افزایششروع همکاري با تولیدکننده 
شـرکت  . بندي زمانی مطرح می شود که ارتش از تولیدکننده داخلی بـسیار راضـی اسـت               این فرموله 

شرکت جدید باعـث  خرید از   کند و   قدیمی کالاي مطمئن و با کیفیت و همچنین به موقع ارسال می           
هـایش  در این حالت، شرکت جدید موظف است تا نشان دهد پوتین          . بروز مشکلات اداري خواهد شد    

  .  ماه هستند12داراي میانگین عمري بسیار بزرگتر از 
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در حالت دوم،    







12:H
12:H

1

از شرکت جدیـد اسـت و رد آن    به معناي خرید    ، پذیرش فرضیه صفر،     0

 ماه یا بیشتر   12هاي شرکت جدید    اگر میانگین عمر پوتین   . به معناي حفظ تولیدکننده قدیمی است     
همچنین، اگـر میـانگین عمـر    . باشد احتمال شروع همکاري با تولیدکننده جدید نزدیک به یک است 

  . یابدافزایش می ماه کمتر باشد احتمال حفظ تولیدکننده قدیمی 12جهی از طور قابل توهها بپوتین
در ایـن حالـت، نـه    . شود که ارتش از تولیدکننده فعلی ناخشنود است       حالت دوم در زمانی مطرح می     
 ماه باشد، بلکه حتی اگر میـانگین عمـر   12هاي شرکت جدید بیشتر از     تنها، اگر میانگین عمر پوتین    

 در ایـن صـورت،     .شـود  ماه باشد، تولیدکننده قدیمی کنـار گذاشـته مـی          12ی کمتر از    به مقدار جزئ  
 مـاه   12هایش بطـور قابـل تـوجهی از         کننده جدید کافی است، نشان دهد میانگین عمر پوتین        تولید

  . کمتر نیست
ساعت بیـشتر   1000 یک تولید کننده لامپ روشنایی ادعا کرده که میانگین عمر کالاي او از          .2مثال
  .  در صورت سختگیري نسبت به ادعاي مزبور فرضیه صفر و مقابل را فرموله نمایید. است

اي اتخاذ شده، و باور بر این است کـه میـانگین عمـر    از آنجا که در مورد این ادعا برخورد سختگیرانه        
  . است ساعت است، نحوه فرمولاسیون فرضیه صفر و مقابل به صورت ذیل 1000کالا کمتر از 









1000:H
1000:H

1

0


  

  طریقه تعیین مقدار پارامتر جامعه در فرضیه صفر .4-5
تجربیات و دانایی هاي گذشته و یا آزمایشی که در گذشته انجام شده و هدف از آزمون این  -1

  .است که آیا شرایط آزمایش تغییر کرده است
  علمیبررسی درستی و نادرستی یک فرضیه -2
 سی و یا الزامات قرارداديطراحی و مشخصات فنی و مهند -3
  

  یهآزمون فرضفرآیند  .4-6
پس از فرموله بندي فرضیه صفر و مقابل، باید روشی سیستماتیک مبتنی بر آمار، اتخاذ نمـود تـا بـر         

  ، بـراي ایـن هـدف   . ه مقابـل معلـوم شـود   اساس آن درستی و نادرستی فرضیه صفر و به تبـع فرضـی         
که این کار به سبب نامحدود بودن جامعه و تنگنـاي       می توان مجموعه اعضاي جامعه را مطالعه کرد         

در این صورت ناگزیر از نمونه گیري و تعمـیم نتـایج حاصـل از       . زمان و هزینه در عمل ناممکن است      
  .  در واقع رد و یا قبول فرضیه صفر منوط به اطلاعات حاصل از نمونه است. نمونه به جامعه است

اي و یـا  هاي حاصل از نمونه یـک شـاخص نمونـه     ده از داده  روش کار به این صورت است که با استفا        
شود، آنگاه مقدار آماره با مقـدار پـارامتر         آماره آزمون به عنوان تخمینی از پارامتر جامعه محاسبه می         

ناحیه رد در یک آزمون فرضـیه، در       . شوداساس یک معیار تحت عنوان ناحیه رد مقایسه می         بر جامعه
در صورتی که مقـدار آمـاره در       . ار مقدار آماره با مقدار عددي پارامتر است       واقع به معناي تفاوت آشک    

  .شود ناحیه رد قرار گیرد فرضیه صفر رد و در غیر این صورت قبول می
00فرض کنید  می خواهیم فرضیه صفر       :H   00 را در مقابـل :H   در ایـن  .  آزمـون کنـیم
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، فرضـیه  ) در داخل ناحیه قبول قرار گیرد(نزدیک باشد0، به براي ̂ نقطه اي صورت، اگر برآورد  
ل ناحیـه رد  در داخ ـ( باشـد 0کـوچکتر از  بسیار  بسیار بزرگتر و یا  ̂صفر پذیرفته و در صورتی که       

  .، فرضیه صفر رد می شود)قرار گیرد
00به طریق مشابه، در صورتی که بخواهیم فرضیه صـفر   :H   00 را در مقابـل :H   آزمـون 

. باشد، فرضیه صـفر رد مـی شـود    0 بسیار کوچکتر از     ̂در این صورت، اگر برآورد نقطه اي        . کنیم
00همچنین در صورتی که بخواهیم فرضیه صفر       :H     00 را در مقابل :H در .  آزمون کنیم

  . باشد، فرضیه صفر رد می شود0 بسیار بزرگتر از ̂این صورت، اگر برآورد نقطه اي 
هاي بالا، در مورد عبارات بسیار بزرگتر و بسیار کوچکتر مفاهیم ناحیه قبـول      در مورد هریک از حالت    

  . و ناحیه رد تعریف می شود 
  
  )رد(تعریف ناحیه پذیرش و ناحیه بحرانی  . 1- 4-6

رد فـرض صـفر   در آن اي کـه  شود ناحیه پذیرش و ناحیـه    در آن فرض صفر پذیرفته می     اي که   ناحیه
براي تبیـین  . شودگفته می بحرانی  عدد مرز بین این دو ناحیه را        و بحرانی یا ناحیه رد      شود ناحیه می

  .ریاضی ناحیه رد و قبول،  از مفاهیم خطاهاي آزمون فرض به طریقه ذیل استفاده می شود
  
  )II(و نوع دوم ) I(خطاي نوع اول  . 2- 4-6

ع اول گفتـه مـی شـود و     در صورتی که در واقع درست باشد، خطاي نو       H0رد فرض   : خطاي نوع اول  
  .و بیان ریاضی خطاي نوع اول به صورت ذیل است. می دهند  نشانآنرا با 

)H0رد فرض | درست باشد H0 (p  
 در صورتی که در واقع نادرست باشد خطاي نوع دوم گفته می شـود           H0قبول فرض   : خطاي نوع دوم  

  بیان ریاضی خطاي نوع دوم به صورت ذیل است .  نشان داده می شودو با 
)H0قبول فرض | نادرست باشد H0(p   

   چنـد سـال اسـت کـه در کـشور تولیـد              A فـرض کنیـد یـک نـوع کپـسول سـرماخوردگی              .3مثال
 کارخانـه اي مـدعی اسـت کـه     .ؤثر اسـت  درصـد م ـ   70 روز   5می شود و ثابت شده است که پس از          

-مـی .  درصد اسـت 70 روز بیشتر از 5  تولید کرده است که اثر آن پس از   Bبه نام    Aکپسولی مشابه   
 باید صرف شود آیا استفاده   Bخواهیم بررسی کنیم که با توجه به هزینه اي که براي ساخت کپسول              

 را بـه آنهـا   B انتخاب و کپسول از افراد را تایی 20منظور یک نمونه ؟ براي این مقرون به صرفه است  
 نفر مـؤثر واقـع شـده باشـد     16 روز تأثیر دارو بر روي کمتر از 5اگر در این آزمایش پس از  . داده ایم 

  . مطلوبست محاسبه مقادیر خطاي نوع اول و دوم. شود رد میBادعاي کارخانه 

     

   

o

1
20

0 0
x 16

0 0

H : p 0.7
H : p 0.7

p Re ject H | H  is True p x 16 | P 0.7 b x ; 20 ,0.7 0.2375

p Accept H | H  is False p x 16 | p 0.7
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طور کامل مشخص نـشده امـا اگـر         ه   زیرا فرض مقابل ب    یست، قابل محاسبه ن   شود که   ملاحظه می 
8.0p:H0صورت ه فرض مقابل را تغییر داده و ب در نظر بگیریم :  

   
15

x 0

p x 16 | p 0.8 b x ; 20 ,0.8 0.3704


      

 ـ. واضح است که تصمیم گیري خوب وقتی انجام می پذیرد که هر دو نوع خطا کم باشـند          عبـارت  ه ب
 و در واقع در شـرایط ایـده ال،    . یگر نه فرضی را بی دلیل رد و نه فرضی را بی دلیل قبول کنیم             د
بطور همزمان کوچک هستند  .  

  .  را تعیین کنید و مقادیر .  تغییر دهیم15 به 16در مثال فوق اگر نقطه بحرانی از : مثال

   

   

20

x 15
14

x 0

p x 15 | p 0.7 b x ;20 ,0.7 0.4164

p x 15 | p 0.8 b x ; 20 ,0.8 0.1958









    

    




   

 ـ.  کم می شـود  زیاد و  ملاحظه می شود که با تعدیل نقطه بحرانی           بـه   وعبـارت دیگـر  ه ب
  پـس بـا تغییـر نقطـه بحرانـی          . کی باعث افزایش دیگـري مـی شـود        یکدیگر وابسته بوده و کاهش ی     

  . می توان یکی از خطاها را کم و دیگري را زیاد نمود
 ، اختیـار کنـیم  74 تـایی انتخـاب و نقطـه بحرانـی را عـدد      100 در مثال قبل اگر یک نمونه    .4مثال

  . ا محاسبه کنید ر ومقادیر 
   

   

73.5 100 0.7p x 74 | p 0.7 p z p z 0.76 0.2236
100 0.7 0.3

74.5 100 0.8p x 74 | p 0.8 p z p z 1.375 0.085
100 0.8 0.2





  
        

  
  

         
  

   

  . بنابراین با افزایش حجم نمونه هر دو خطا بطور همزمان کاهش می یابد
  خطــاي نــوع اول و دوم بـه یکــدیگر وابــسته بـوده و افــزایش یکــی باعـث کــاهش دیگــري    : نتیجـه 

 زیاد شود  nهرچه  (. با افزایش حجم نمونه می توان هر دو خطا را بطور همزمان کاهش داد             . می شود 
 کم می شود و در صورتیکه  ثابت باشد کم می شود (  

 و انحراف معیـار  cm 170 فرض کنید گزارش رسیده که میانگین قد دانشجویان یک دانشگاه        .5مثال
 تایی انتخاب و ناحیه پذیرش را بـین     36ن یک نمونه تصادفی      آ  درستی براي آزمایش .  است cm9آن  

  .  را حساب کنید و مقادیر .  در نظر می گیریم5/172 و 5/167

   

0

1

H : 170
H : 170

172.5 170 167.5 170p x 172.5 | 170 p x 167.5 | 170 p z p z 0.97
9 / 36 9 / 36




  


 

    
             

   

  

کـه   ر حـالی  امـا د  . براي اینکه آزمون خوبی داشته باشیم باید خطاي نوع دوم را نیز محاسـبه کنـیم               
H0:170فرض مقابل بصورت         باشد، محاسبه      ولـی بـا انتخـاب مقـادیر     .  امکان پـذیر نیـست

.  را محاسبه نمود تا تضمین کافی در مورد رد فـرض صـفر بدسـت آیـد               می توان    مختلف براي   
H1:175                                                                                            البراي مث    
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  097.175|5.172x5.167p   
-مـی رد  H0 انتخاب می شوند فـرض  n=36 ماز تمام نمونه هاي تصادفی که با حج    % 7/9  در بنابراین

  . شوند
  

  .  را حساب کنید و   انتخاب کنیم مقادیر64مثال قبل اگر حجم نمونه را  در .6مثال
   

 

 

p x 172.5 | 170 p x 167.5 | 170

172.5 170 167.5 170p z p z 0.0264
9 / 64 9 / 64

167.5 175 172.5 175p 167.5 x 172.5 | 175 p x
9 / 64 9 / 64

p 6.66 z 2.22 0.0132

  

 

     

    
       

   
  

       
 

     

   

  
  طریقه تعیین ناحیه بحرانی .3- 4-6

، از ارتکاب بـه خطـاي    )بحرانی(با توجه به تعاریف خطاي نوع اول و دوم براي تعیین اندازه ناحیه رد               
، احتمال مشاهده مقادیر در ناحیـه  ̂در واقع، در توزیع نمونه اي .  استفاده می شود نوع اول یعنی  
تفاوت آشـکار    "می شود مفهوم  عدد کوچکی انتخاب     از آنجایی که معمولا     .  است   بحرانی برابر   

̂   0 و"   به این معنی که مقادیري که در ناحیه بحرانی مـشاهده مـی شـوند بـسیار               .  معنا می شود
  .بزرگتر و یا بسیار کوچکتر از پارامتر جامعه هستند

شود،  داراي توزیع پیوسته باشد می تـوان  اي که بر اساس آن تصمیم گیري می در نتیجه ، اگر آماره   
بـه انـدازه ناحیـه    . ابتدا خطاي نوع اول را اختیار کرد و به کمک آن ناحیـه بحرانـی را تعیـین نمـود                 

  .شودگفته می (Significanse Level)بحرانی سطح معناداربودن 
 ،  2رمـال بـا واریـانس   خواهیم این فرض صفر را که میـانگین یـک جامعـه ن     فرض کنید می   .7مثال
00 است،   0برابر :H ،       01در برابر فرض مقابـل :H   مقـدار  . ، آزمـون کنـیمk  را طـوري 

kxتعیین کنید که   0,05یک ناحیه بحرانی به اندازه= براي نمونه تصادفی به اندازه n باشد .  
0 0

0.05 0.05 0
x k 1.645z 1.645 ; Z 1.645 k

/ n / n / n
 


  
 

        
n/645.1x عبـارت اسـت از   =0,05در این صورت ناحیه بحرانی بـه انـدازه          0    و یـا بـه 

*عبارت ساده تر  0
0.05

x
Z Z

/ n





   در این صورت به . استZ*آماره آزمون گویند .  
 میانگین نمونه و یا آماره آزمون در ناحیه بحرانی      با بدست آوردن ناحیه فوق، پس از نمونه گیري اگر           

  .قرار گرفت فرضیه صفر رد و در غیر این صورت قبول می شود
  
  ارتباط بین فاصله اطمینان و آزمون فرض . 4- 4-6

اگر    UL         یک فاصـله اطمینـان در سـطح)%-1(100         باشـد، در آزمـون فرضـیه 







01

00

:H
:H ،

  . به این فاصله متعلق نباشد0فرضیه صفر رد می شود اگر و فقط اگر 
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  مراحل آزمون فرض .5- 4-6
 فرموله کردن فرضیه صفر و مقابل 
 تعیین اندازه ناحیه بحرانی و یا سطح معنادار بودن 
  و محاسبه آنانتخاب آماره آزمون 
 تعیین مقدار بحرانی از روي جدول و با توجه به سطح معناداري 
      در صورتی که آماره آزمون در ناحیه بحرانی قرار گرفت        . مقایسه آماره آزمون و مقدار بحرانی

در صورتی که آماره آزمون در ناحیـه  . فرضیه صفر رد و در غیر این صورت رد قبول می شود        
، معنـادار  حاً گفته می شود که فرضیه صفر در سطح معنـاداري      بحرانی قرار گرفت اصطلا   

 . نیست
  

www.qie.ir



 8

  با یک مقدار معینیه برابري میانگین یک جامعهآزمون فرض .4-7
  آزمون برابري میانگین یک جامعه نرمال با یک مقدار معین با فرض معلوم بودن واریانس جامعه .4-7-1

میـانگین جامعـه   فـرض برابـري   ، 2، نرمـال جامعهیک اریانس  معلوم بودن و  کنید بخواهیم با    فرض  
یـک  ابتـدا،    بـراي ایـن کـار،     .  آزمون کنیم  α معنادار بودن در سطح    ،، با یک مقدار معین    µ ، را نرمال
  آماره   گرفته و سپسربوزجامعه ماز ، n اندازه تصادفی به نمونه

* 0x
Z

/ n





  
 آزمون در ناحیه آمارهاگر مقدار  .شودمیمحاسبه  ،استنرمال استاندارد  ادفیمتغیر تصکه 

  .شود میپذیرفته و در غیر این صورت رد H0قرار گیرد فرض ) بحرانی(رد
0 0 *

0
1 0

0 0 *
0

1 0

0 0 *
0

1 0 2

H :
     if   Z  Z   then reject H

H :

H :
     if   Z < -Z   then reject H

H :

H :
a if  Z  Z  then reject H

H :







 
 

 
 

 
 


 


 


 

  

چه  میانگین مقاومت پارگی تارهاي یک نوع پاربر اساس الزامات قراردادي با یک فروشنده، .8مثال
 psi4مقاومت پارگی تارها، ،  انحراف معیار گذشتهبر اساس تجارب .  کمتر نباشدpsi180 =µاز باید،
مجموعه اي مرکب از یک انباشته از این پارچه از فروشنده دریافت می شود و از سه قطعه . است

 به دست ذیلایج این نمونه ها که تقریباً توزیع نرمال دارند آزمایش شده و نت. نمونه برداري می شود
  psi 177: قطعه سوم  psi 172: قطعه دوم   psi 182: قطعه اول               : استآمده

  .نتیجه آزمون فرضیه ذیل چه خواهد بود، = 0,05در سطح 
0

1

H : 180
    

H : 180




 
  

* *
0

x 177 180x 177   Z 1.3 ;  if  Z Z   then reject H
/ n 4 / 3 



 

        
*

0.05 0Since  Z 1.3 Z = -1.645  then Accept H
 

     
  .شودر قبول میبنابراین فرضیه صف

  اینچ با5/68قد افراد داراي متوسط در بررسی آماري که در گذشته انجام شده است،  .9مثال
 تایی از افراد 50یک نمونه یا رد این ادعا، اگر براي تایید .  اینچ گزارش شده است7/2انحراف معیار 

 آیا دلیلی براي تغییر در = 0,02در سطح معنا دار بودن  ، اینچ باشد7/69داراي متوسط قد 
  توسط قد وجود دارد؟م

0 *

1

*
0

2
*

0.01 0

H : 68.5 x 69.7 68.5Z 3.143
  H : 68.5 / n 2.7 / 50

if  Z   Z  then Reject H

Since  Z 3.143 Z = 2.32  then Reject H
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    .  رد می شودH0بنابراین، 
تولیدکننده یک نوع لاستیک خودرو، مبنی بر اینکه  ادعاي هبنسبت  یک شرکت باربري .10مثال

، ادعابراي بررسی این . است بدگمان ل است، مای28000آنها حداقل برابر با طول عمر متوسط 
 حلقه 40طول عمر متوسط .   حلقه از این لاستیک ها را در ماشین ها استفاده می کند40شرکت 
باشد، شرکت % 1اگر خطاي نوع اول . بوده است مایل 1348 مایل با انحراف معیار 27463مزبور، 

  تواند اتخاذ کند؟چه تصمیمی می

      

0

1

* *
0.01 0

*
0.01 0

H : 28000
H : 28000

n 40 30 S
%1

x 27463 28000Z 2.52 ;  if   Z < -Z =-2.32  then reject H
/ n 1348 / 40

Since  Z 2.52< -Z = -2.32  then reject H
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  بودن واریانس جامعهمجهول آزمون برابري میانگین یک جامعه نرمال با یک مقدار معین با فرض  . 4-7-2
میانگین جامعـه  فرض برابري خواهیم می، 2با فرض مجهول بودن واریانس جامعه،      در نظر بگیرید،  

 نمونهابتدا، یک  براي این کار، . آزمون کنیم  α معنادار بودن در سطح   ،  معین، با یک مقدار     µ ، را نرمال
  آماره  جامعه مزبور گرفته و سپساز ، n تصادفی به اندازه

  * 0x
t

S / n


  
 آزمون در ناحیه آمارهاگر مقدار  .شود، محاسبه می درجه آزادي استn-1 با t که متغیر تصادفی

  . می شودپذیرفته و در غیر این صورت رد را H0 فرض قرار گیرد) بحرانی(رد
0 0 *

,n 1 0
1 0

H :
     if   t  t   then reject H

H : 
 
  


 
  

0 0 *
,n 1 0

1 0

H :
     if  t < -t   then reject H

H : 
 
  


 
  

0 0 *
0,n 11 0 2

H :
if  t  t  then reject H

H : 
 
  


 

  

اخیراً روش . استواحد  26 استحصالمیانگین استحصال بنزین از نفت، روش متداول در  .11مثال
   .بیشتر استواحد  26از  که بازده روش ابداعی شودادعا می  در ذیل آن شده است کهداع اباي تازه
  .فرض صفر و فرض یک را بنویسید )الف

0

1

H : 26
H : 26





 
  

 بـا فـرض خطـاي    باشد،مده دست آبه  x= 28 و S= 2 تایی بگیریم و نتایج      9اگر نمونه تصادفی     )ب
  ؟ان گفتتومی در مورد روش جدید چه ،%1نوع اول در سطح 

* *0
0.01 ,8

*
0.01 ,8 0

x 28 26t 3 ;   Critical  Region: t t
s / n 2 / 9

Since  t 3 t 2.896  then Reject H  
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  واریانس جامعه نرمالبرابري  یهآزمون فرض .4-7-3

در سـطح  ، با یـک مقـدار معـین،      2 را، جامعه نرمال بخواهیم فرض برابري واریانس      در نظر بگیرید،  
جامعـه مزبـور    از  ،  n ه تـصادفی بـه انـداز      نمونهابتدا، یک    براي این کار،  .  آزمون کنیم  α معنادار بودن 

  آماره  گرفته و سپس
   *

2
2

2
0

n 1 S





  

 آزمون در آمارهاگر مقدار . شود میمحاسبه ، است درجه آزاديn-1 با مربع کاي متغیر تصادفیکه 
  . می شودپذیرفته و در غیر این صورت رد را H0قرار گیرد فرض ) بحرانی(ردناحیه 

*

*

* *

2 2
0 0 2 2

,n 1 02 2
1 0

2 2
0 0 2 2

1 ,n 1 02 2
1 0

2 2
0 0 2 2 2 2

,n 1 1 ,n 1 02 2
1 0

H :
if    then Reject  H

H :

H :
if    then Reject  H

H :

H :
if   or    then Reject  H

H :





 

 
 

 

 
 

 

 
   

 



 

  

  


  


   


  

 ، زن براي جواب دادن به سوالات امتحان صرف کردند30 در یک نمونه تصادفی، زمانی که .12مثال
در یه ذیل را  فرض،ر نرمال باشدوبا فرض اینکه جامعه منظ. ه است دقیقه بود4/6داراي واریانس 

  . آزمون کنیدα=05/0  معنادار بودنسطح
2

0
2

1

H : 64

H : 64








  

05/0=α ،4/6 =S2 ، 30 =n   
   *

*

22
2 2 1 2

n 1 ,1 29 ,0.952 2

2 2
29 ,0.95 0

n 1 S 29 6.4
18.56 ;   Critical  Region: 17.7

8
Since  18.56 17.7  then Accept H  
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  آزمون فرض برابري میانگین هاي دو جامعه  .4-7-4
  .که هر دو انحراف معیار معلوم باشندزمانی آزمون فرض برابري میانگین هاي دو توزیع نرمال  . 1- 4- 7- 4

  واریـانس و  2 و1با میـانگین     جامعه نرمال میانگین دو   تفاضل  بخواهیم فرض برابري     ،فرض کنید 
2
1 2 و

2 معنادار بودن در سطح     با یک مقدار معین،    ،را α  دو نمونـه   بـراي ایـن کـار   .  آزمـون کنـیم
  به صورتمستقل از دو جامعه نرمال

11 nx ,..., x و  
21 nx ,..., xسپس آماره.  گرفته می شود  

     1 2 1 2*
2 2
1 2

1 2

x x
Z

n n

 

 

  




  

 آزمـون در ناحیـه      آمـاره اگـر مقـدار     . ، محاسـبه مـی شـود      که متغیر تصادفی نرمال استاندارد اسـت      
  . می شودپذیرفته و در غیر این صورت رد را H0قرار گیرد فرض ) بحرانی(رد

0 1 2 *
0

1 1 2

0 1 2 *
0

1 1 2

0 1 2 *
0

1 1 2 2

H : d
     if   Z  Z   then reject H

H : d

H : d
     if   Z < -Z   then reject H

H : d

H : d
     if  Z  Z  then reject H

H : d







 
 

 
 

 
 

 
  

 
  

 
  

  

 در تحقیقات مربوط به انواع سوخت موشک که با هدف تقلیل زمان تأخیر بین لحظه آغاز .13مثال
 با سوخت فعلیشلیک و لحظه انفجار صورت می گیرد، تصور بر این است که جانشین کردن سوخت 

ساوي  و سوخت جدید مفعلیانحراف معیار نظیر سوخت  .جدید می تواند تأثیر مثبتی داشته باشد
 موشک را با سوخت n موشک را با سوخت متداول و nقرار است در خلال یک تجربه، .  است04/0

 کاهش یابد، 07/0اگر در اثر استفاده از سوخت جدید زمان تأخیر به میزان . جدید شلیک کنیم
 تایی مقادیر n= 32اگر بر اساس نمونه هاي . استفاده از سوخت جدید قابل توصیه خواهد بود

 و سوخت جدید به فعلی ثانیه براي متوسط زمان تأخیر به ترتیب سوخت 251/0 ثانیه و 261/0
  .آیا سوخت جدید را توصیه می کنید درصد 5در سطح خطاي نوع اول دست آید، 

0 1 2

1 1 2

H : 0.07
H : 0.07

 
 

 
  

  

0
*

05.0
*

22

2

2
2

1

2
1

2121*

H Reject then 645.16 ZSince

645.1ZZ:gionReCritical;6

)
32
04.0

32
04.0(

07.)251.0261.0(

nn

)()xx(
Z



















  

  .شودبنابراین فرض صفر رد می
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  هاي مجهول و مساوي امعه نرمال در حالت واریانسآزمون فرض برابري میانگین دو ج . 2- 4- 7- 4
 واریـانس و  2 و1با میـانگین     جامعه نرمال بخواهیم فرض برابري تفاضل میانگین دو        فرض کنید، 

2 و مساوي  مجهول
12 و

2 )22
2

2
1  ( ،معنادار بـودن در سطح را، با یک مقدار معین α  آزمـون 

  بـه صـورت   دو نمونه مستقل از دو جامعه نرمال براي این کار  . کنیم
11 nx ,..., x و  

21 nx ,..., x  گرفتـه 
  سپس آماره. می شود

  
   

* 1 2 1 2
2 2

1 1 1 2

1 2 1 2

( x x ) ( )
t

n 1 s n 1 s1 1
n n n n 2

   


  


 

  

2nn با   t که متغیر تصادفی   21  آزمـون در  آمـاره اگـر مقـدار    .شـود ، محاسبه میدرجه آزادي است 
  . می شودپذیرفته و در غیر این صورت رد را H0قرار گیرد فرض ) بحرانی(ردناحیه 

1 2

1 2

1 2

0 1 2 *
,n n 2 0

1 1 2

0 1 2 *
,n n 2 0

1 1 2

0 1 2 *
0,n n 21 1 2 2

H : d
     if   t  t   then reject H

H : d

H : d
     if   t < -t   then reject H

H : d

H : d
     if  t  t  then reject H

H : d







 
 

 
 

 
 

 

 

 

 
  

 
  

 
  

  

98x1د از یک نوع داراي میانگین خطاي اصابت          موشک کوتاه بر   8 .14مثال  انحراف معیار   و  فوت 
18=s1    2د از نوع دیگـر داراي میـانگین خطـاي اصـابت     ر موشک کوتاه ب   10 فوت وx 76    فـوت بـا 

15s2انحراف معیار      1521فرض صفر   .  فوت باشد         1521 را در برابر فرض مقابـل  
0.05 اندازه ناحیه بحرانی را      .آزمون کنید   و فرض کنیـد کـه جامعـه هـا نرمـال و داراي       .  بگیرید

  . واریانس هاي یکسان اند
0 1 2

1 1 2

H : 15
H : 15

 
 

 
    

   
   

   1 2 1 2*
2 2 2 2

1 1 2 2

1 2 1 2
*

0.05 ,10 8 2
*

0

x x 97 76 15
t 0.9

n 1 s n 1 s 1 1 7 18 9 151 1
8 10 16n n n n 2

Critical  Region: t t 1.746

Since  t 0.9 1.746  Then Accept H

 

 

    
  

     


 

 

 

  

  . را رد کردH0نمی توان بنابراین 
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  هاي مجهول و نامساويآزمون فرض برابري میانگین دو جامعه نرمال در حالت واریانس   . 3- 4- 7- 4
 واریـانس و  2 و1با میـانگین     جامعه نرمال بخواهیم فرض برابري تفاضل میانگین دو        فرض کنید، 

2 و نامساوي  مجهول
1 2 و

2 )2 2
1 2 (    معنـادار بـودن   در سـطح    مقدار معـین،    را، با یک α   آزمـون 

  بـه صـورت   دو نمونه مستقل از دو جامعه نرمال براي این کار  . کنیم
11 nx ,..., x و  

21 nx ,..., x  گرفتـه 
  سپس آماره. می شود

  * 1 2 1 2
2 2
1 2

1 2

( x x ) ( )
t

s s
n n

   




  

 در رابطـه بـالا درجـه آزادي  متغیـر            .شـود ، محاسبه می  استدرجه آزادي     با   t که متغیر تصادفی  
  . از رابطه ذیل محاسبه می شودtتصادفی 

2 2
21 2

1 2
2 2

2 21 2

1 2

1 2

S S( )
n n

2
S S( ) ( )
n n

n 1 n 1




 


 

  

 پذیرفتـه  و در غیر این صـورت  رد را H0قرار گیرد فرض    ) بحرانی(رد آزمون در ناحیه     آمارهاگر مقدار   
  .می شود

0 1 2 *
, 0

1 1 2

0 1 2 *
, 0

1 1 2

0 1 2 *
0,1 1 2 2

H : d
     if   t  t   then reject H

H : d

H : d
     if   t < -t   then reject H

H : d

H : d
     if  t  t  then reject H

H : d

 

 




 
 

 
 

 
 

 
  

 
  

 
  

  

و می خواهد بداند که آیا این دو نوع ریزمدار         یک تولید کننده دو نوع ریزمدار طراحی کرده          .15مثال
 ریزمدار از نوع دوم  10 ریز مدار از نوع اول و        15جریان یکسانی تولید می کنند یا نه؟ براي این کار،           

  .انتخاب کرده نتایج ذیل را بدست آورده است
2

1 1
2

2 2

x 24.2 ;S 10

x 23.9 ;S 20

 

 
  

فرض برابري جریان در دو نوع ریـز مـدار را در مقابـل نـابرابر بودنـشان                  % 10معنادار بودن   در سطح   
  .آزمون کنید
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0 1 2

1 1 2

* *

2

2 2

*
0.05 ,16 0

H :
H :

24.2 23.9t 0.184 ;Critical  Region: t t
10 20
15 10
10 20( )
15 10 2 16

10 20( ) ( )
15 10

15 1 10 1
Since  t 0.184 t 1.746  then Accept H
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  آزمون برابري واریانس هاي دو جامعه .4-7-5
 آزمـون   α معنـادار بـودن   در سـطح     را،   جامعه نرمـال  بخواهیم فرض برابري واریانس دو       فرض کنید، 

  بـه صـورت   دو نمونه مستقل از دو جامعه نرمـال      اي این کار، ابتدا،   بر. کنیم
11 nx ,..., x و  

21 nx ,..., x 
  سپس آماره. گرفته می شود

2
1
2
2

sF
s

   
1n بـا    F که متغیـر تـصادفی     1     2در صـورت و     درجـه آزاديn 1اسـت جـه آزادي در مخـرج    در ،

 و در غیر این    رد را   H0قرار گیرد فرض    ) بحرانی(رد آزمون در ناحیه     آمارهاگر مقدار    .شودمحاسبه می 
  . می شودپذیرفتهصورت 

  

  

1 2

1 2

1 1 1

2
1

0 2
2 *

,n 1 ,n 1 02
1

1 2
2

2
1

0 2
2 *

1 ,n 1 ,n 1 02
1

1 2
2

2
1

0 2
2 * *
2 ,n 1 ,n 1 1 ,n 1 ,n

2 21
1 2

2

H : 1
if  F F   then Reject  H

H : 1

H : 1
if  F F   then Reject  H

H : 1

H : 1

if  F F   or   F <F
H : 1





 



















 

  

   




 
 




 
 




 
 


2
01

then Reject  H


 

 شـرکت  توسـط دو زمان نمایش فیلم هاي تهیه شـده        که مربوط به     هاي ذیل بر اساس داده   .16مثال
2 فرضیه ست،ا

2
2
1  2را در برابر

2
2
1  0.1 در سطح کنید، آزمون  .  

 
  زمان برحسب دقیقه

  1شرکت   102  86  98  109  92    
  2شرکت   81  165  97  134  92  87  114

  
2
1
2
2

* *
,4 ,6 1 ,4 ,6

2 2
*

01 ,4 ,6
2

s 78.8F 0.0863
913.333s

Critical  Region : F F 4.53  and  F F 0.163

Since  F 0.0863 F 0.163  then Reject H

 







  

   

  

  

                       .  رد می شودH0بنابراین 
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   زوجیآزمون مشاهدات .4-7-6
بنـابراین جامعـه   . شـود  بر یک جامعه سنجیده مـی       اصلاحی در آزمون مشاهدات زوجی اثر یک اقدام      

 مربوط به قبل از اقدام مزبور و جامعه دوم مربوط به بعد از اقدام مزبور است از هم مستقل نبـوده    اول
ض کنیدفر. اندو به هم وابسته      1 1 n nx , y ,..., x , y  اي متـشکل از مجموعـه n   زوج متغیـر تـصادفی 

1عبــارت اســت از ین هــر زوج مــشاهده بــ  تفــاوت.باشــدزوجــی  1 1 n n nD x y ,...,D x y    کــه 
 Dσ و انحراف معیار مـشترك و مجهـول   Dمتغیرهاي تصادفی نرمال با میانگین مشترك و مجهول  

ــار . ســتا ــه Dσانحــراف معی 2، ب
x 2و

y ــستگی دارد ــر  .ب ــصورت  y و xاگ ــستقل باشــند در این  م
2
y

2
xD است .  

بـا یـک مقـدار    ) قبل و بعد از اقـدام اصـلاحی  (دو جامعه  میانگینتفاضل  ، آزمون برابري    با این فرض  
در ایـن صـورت    مجهـول باشـد،    Dσ است وقتی که انحراف معیـار        d=Dرض   معادل آزمون ف   خاص
  :آیددر می ذیل آزمون بصورت آماره

*

D

D dt
S / n


  

قرار گیرد ) بحرانی(رد آزمون در ناحیه آمارهاگر مقدار .  درجه آزادي استn-1 با t که متغیر تصادفی
  . می شودپذیرفته صورت  و در غیر اینرد را H0فرض 

0 D *
,n 1 0

1 D

0 D *
,n 1 0

1 D

0 D *
0,n 11 D 2

H : d
     if   t  t   then reject H

H : d

H : d
     if  t < -t   then reject H

H : d

H : d
if  t  t  then reject H

H : d























 


 


 

  

  : که در آن داریم   
n n 2

i i
i 1 i 1

D

D D D
D ,s

n n 1
 



 


   
 

بـه منظـور   .  تجربه اي مبتنی بر مقایسه خوردگی لوله با دو نوع پوشـش انجـام شـده اسـت     .17مثال
شش در هـر  هاي زوجی انجام شده و طی آن یک نمونه از هر پو       نمونه برداري  بررسی میزان خوردگی  

زوج شرکت داده شود و هر زوج در یک نوع خاك، در عمق یکسان، با موقعیتی مشابه و براي مـدتی                     
  اینچـی در میـانگین عمـق بزرگتـرین     % 11 از دیـدگاه علمـی، کـشف تفـاوت        .می شود یکسان دفن   

اس براس ـ. شـود  مهم شمرده می 95/0هر پوشش با احتمال بزرگتر یا مساوي با         در   بوجود آمده حفره  
هـاي مـشابه مقـدار     تجارب گذشته می دانیم که انحراف معیار عمیق بزرگترین حفره بـراي پوشـش   

  : استذیلبه شرح برداري  نمونه 15  بدست آمده از نتایج.  اینچ را دارد008/0تقریبی 
iDتفاوت    پوششB   پوششA 

25  40  65  
7  68  75  
22  51  73  
2  41  43  
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12  41  53  
11  47  58  
15  32  47  
28  24  52  
5-  43  38  
8  53  61  
4  52  56  
1-  57  56  
10-  44  34  

  .آیا دو نوع پوشش از نظر میزان خوردگی یکسان هستند% 5در سطح معناداربودن 
  

 

0 D

1 D

n n 2
i i

i 1 i 1
D

* *
0.025 ,14

*
0.025 ,14 0

H : 0
H : 0

D D D
120D 8 ;  S 121.571

n 15 n 1
5 0t 2.81 ;  Critical Region: t t 2.145

121.571 / 15

Since  t 2.81 t 2.145  then Reject H




 


 



    



   

  

 
  

  . بین دو نوع پوشش از نظر میزان خوردگی تفاوت قابل توجه اي وجود داردبنابراین، 
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  آزمون نسبت .4-7-7
  . کنیم آزمونفرضیات ذیل را خواهیم اي می کنید در یک جامعه دو جملهفرض

0 0 0 00 0

1 0 1 01 1

H : p p H : p pH : p p
I :    II:    III:

H : p p H : p pH : p p
   

     
   

 کـه تـصمیم گیـري بـر     P مناسب بـراي  آماره.  استبرنولینسبت موفقیت در آزمایش    P0که در آن    
 شودانجام می اساس آن   

n
xp̂  احتمال در توزیع دوجمله اي اگر     در محاسبه  .است  n  بـزرگ باشـد ، 
  نرمـال اسـتفاده    از تقریـب   به صفر یا یـک نزدیـک نباشـد   pدر حالتی که  عموماً از تقریب پواسون و 

  . براي تعیین ناحیه بحرانی دو حالت در نظر می گیریمبنابراین  .شودمی 
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  آزمون نسبت براي اندازه نمونه کوچک . 1- 4-7-7
تعـداد  بحرانـی را برابـر    کوچک باشد، براي تـشکیل ناحیـه بحرانـی ابتـدا نقطـه               ،n  اندازه نمونه،  اگر

   توزیـع  Xاز آنجا کـه  .  را محاسبه می کنیمα به کمک آن قرار داده و ،x ب،خها در نمونه منتموفقیت
 0np که فاصله زیـادي بـا     x بنابراین مقادیري از     است، 0npآن میانگین   دوجمله اي دارد و   

 بـه صـورت   هدر نتیجه براي آزمون فرضی. داشته باشد باعث رد فرض صفر خواهد شد   







01

00

pp:H
pp:H 

 مقدار احتمال    b(x,n,p0)اي  با استفاده ازتوزیع دو جمله     True is H|xxp 01    که در آن    راx 
سـطح  ، α کمتـر از  1حاسبه کـرده و در صـورتیکه    ماست، n اندازه به ايها در نمونه  تعداد موفقیت 
  . کنیمباشد، فرض صفر را رد میمعناداربودن، 

0 به صورت    هآزمون فرضی  همچنین براي  0

1 0

H : p p
H : p p


 

 b(x,n,p0) بـا اسـتفاده ازتوزیـع دو جملـه اي            
مقدار احتمال    1 0p x x | H  is True     1کـه  در صورتیمحاسبه کرده و  را  کمتـر از α ،  سـطح
   . باشد، فرض صفر را رد می کنیممعناداربودن، 

  فرضـیه دوطرفـه  به همین ترتیـب بـراي آزمـون     







01

00

pp:H
pp:H     بـا اسـتفاده از توزیـع دو جملـه اي 

b(x,n,p0) بدست می آوریمذیل را  مقدار احتمال :  
   001 npx if        pp|xxp   

  001 npx if        pp|xxp    
اگر 

21


فرض صفر را رد می کنیم.  باشد .  
  کنـد وارد سـبد     هـایی کـه پرتـاب مـی        از تـوپ   %60 کـه    کندادعا می  یک بازیکن بسکتبال   .18مثال
تـوان ایـن   آیا مـی  .  توپ وارد سبد شده است   10 توپی که پرتاب کرده      15 از   در یک بازي،  . شوندمی

  α%=5ادعا را پذیرفت؟ 
0

1

0

0

H : p 0.6
H : p 0.6

0.05 0.025
2

np 15 * 0.6 9
x 10 x np






 

  

  

  

   

     
9

1
x 0

1 0

p x 10 | p 0.6 1 p x 10 1 bin x ,15 ,0.6 1 0.5968 0.4032

Since  0.4032 0.025  then Accept H
2
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  آزمون نسبت براي اندازه نمونه بزرگ . 2- 4-7-7
 قضیه حـد مرکـزي،   ر، بنا ب  )30معمولا براي اندازه نمونه بزرگتر از       ( بزرگ باشد  nاگر  

n
xp̂    ًتقریبـا 

0 نس و واریا  توزیع نرمال با میانگین    0
0

p q
, np

n
   گیـري بـر اسـاس     و در نتیجـه تـصمیم   دارد

  : خواهد بودذیل آماره
* 0 0

0 0 0 0

p̂ p x np
z

p q np q
n

 
    

قرار گیرد ) بحرانی(رد آزمون در ناحیه آمارهاگر مقدار  .استنرمال استاندارد  که متغیر تصادفی
  .شود میپذیرفته و در غیر این صورت  ردH0فرض 

0 0 *
0

1 0

0 0 *
0

1 0

0 0 *
0

1 0 2

H : P P
     if   Z  Z   then reject H

H : P P

H : P P
     if   Z < -Z   then reject H

H : P P

H : P P
a if  Z  Z  then reject H

H : P P








 


 


 

  

  α%=5آیا سکه نا اریب است؟.  بار شیر می آید490 بار پرتاب می کنیم، 900 سکه اي را .19مثال

  

0

1

* *
.025

2

*
.025 0

1H : p
2
1H : p
2

1490 900
2Z 2.667 ;Critical  Region: Z Z Z 1.96

1 1900
2 2

Since  Z 2.667 Z 1.96  then Reject H



 

 


 
    

 

  

   

  .شودبنابراین فرضیه صفر رد می
از .  درصد تولیدات او ممکن است معیـوب باشـد       5کند که تنها     ادعا می  ي یک شرکت تولید   .20مثال
آیـا  بر پایه این اطلاعات،     . ه است  عدد معیوب بود   30 شده نمونه اي که از این شرکت خریداري         400
  α%=5توان ادعاي شرکت را قبول کرد؟می

0

1

* *0
.05

0 0

*
.05 0

H : p 0.05 x 30p̂ 0.075
H : p 0.05 n 400

p̂ p ( 0.05 0.075 )z 2.29 ;Critical  Region:Z Z Z 1.645
p q / n 0.05 0.95

400
Since  Z 2.29 Z 1.645  then Reject H




   

 
     



  

  

   .شود فرضیه صفر رد میبنابراین
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 ها در دو جامعهتفاضل نسبت آزمون . 4-7-8

  .چک و بزرگ به شرح ذیل درنظر گرفته می شوددر این حالت نیز دو حالت براي اندازه نمونه کو
  براي اندازه نمونه کوچکها در دو جامعهآزمون تفاضل نسبت . 1- 4-7-8

 و 2n و 1n تعـداد موفقیـت مـشاهده شـده در دو نمونـه تـصادفی بـه انـدازه              2xو  1xفرض کنیـد    
1 2x x y آزمون فرضیه ذیل را در نظر بگیرید.  مقدار ثابتی باشد.  

 0 1 2

1 1 2

H : p p
H : p p


 

  
1با داشتن    2x x y     1، مقادیر بزرگx 1کنـد و مقـادیر کوچـک     فرض مقابل را تایید میx  فـرض 

  . شودگ باشد فرض صفر رد میر به اندازه کافی بز1xبنابراین اگر . کندصفر را تایید می
1از آنجا که نمونه متشکل از        2n n 1مشاهده شامل 2x x y   اگر فرض صفر درست    ، موفقیت است 

1به معناي اینکه از     . شوندها با احتمال یکسانی در دو نمونه ظاهر می        وفقیتباشد م  2n n مشاهده با 
  .شوند پاسخ در نمونه دوم ظاهر می2n پاسخ در نمونه اول و 1nاحتمال یکسان 

1y براي نمونه اول و     1xنتخاب  هاي ا براین پایه، تعداد روش    x     موفقیـت بـراي نمونـه دوم عبـارت 
  :است از 

1 2

1 1 1

1 2

1 1 1
1 1 2

1 2

1

n n yy
*

x   n x

n n yy
*

x    n x
P( x x | Y  Success in n n  Response )

n n
    n

   
      

   
        
 

 
 

  

 براي رد یا قبول فرضیه صـفر      . فوق هندسی است   ،در صورتی که فرضیه صفر درست باشد، توزیع بالا        
  .ل محاسبه نمود را به صورت ذیp-valueباید 

1 1 2p value p( x x | p p )     
  .شود کوچکتر باشد فرضیه صفرد و به جز آن قبول می از سطح معناداربودن p-value اگر مقدار
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  ها در دو جامعه براي اندازه نمونه بزرگآزمون تفاضل نسبت . 2- 4-7-8
1بنا به قضیه حـد مرکـزي،   اشد، در مواقعی که اندازه نمونه در دو نمونه بزرگ ب 

1
1

x
p̂

n
  2و

2
2

x
p̂

n
 ،

ــاً داراي توزیـــع نرمـــال   2  و واریـــانسیـــانگینبترتیـــب بـــا م  تقریبـ 1 1
1 1 1 1

1

p q
, n p

n
   و 

2 2 2
2 2 2 2

2

p q
, n p

n
  در این صورت. است:  

 

2 1 1 2 2
1 2 1 1 2 2

1 2

1 2 1 2

1 1 2 2

1 2

p q p qP P Normal ( n p n p ; )
n n

ˆ ˆ( p p ) ( p p )z Normal ( 0 ,1 )
p q p q
n n

     

  




 


  

   انتخـاب  n2 و n1 انـدازه از دو جامعه بترتیب دو نمونه مـستقل بـه       فرضیه،  با این اوصف، براي آزمون      
  : حساب می کنیمرابطه ذیل  را از دو 2p̂ و1p̂نسبت هاي موفقیت  می کنیم و

2

2
2

1

1
1 n

xp̂,
n
xp̂    

 با ادغام دو نمونه،.  اعداد بزرگی هستند n2 و   n1و  نمونه است    تعداد موفقیت در دو      x2 و   x1که د رآن    
  :بدست می آیدبه صورت ذیل ) H0نسبت مشترك دو جامعه تحت فرض  (pبرآورد نا اریب 

21

2211

21

21

nn
p̂np̂n

nn
xxp̂








   

1(در صورتی که فرض صفر که برابري نسبت در دو جامعه درست باشد             2( p p )  متغیر تصادفی ، Z ،
  .آیدورت ذیل در میبصآماره آزمون، 

* 1 2

1 2

ˆ ˆp p
z

1 1ˆ ˆpq
n n




 
 

 

   

p̂1q̂که در آن  قرار گیرد فرض ) بحرانی(رد آزمون در ناحیه آمارهاگر مقدار  . استH0و در  رد 
  .شود میپذیرفتهغیر این صورت 

0 1 2 *
0

1 1 2

0 1 2 *
0

1 1 2

0 1 2 *
0

1 1 2 2

H : P P
     if   Z  Z   then reject H

H : P P

H : P P
     if   Z < -Z   then reject H

H : P P

H : P P
a if  Z  Z  then reject H

H : P P
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 چـاي  ینـوع  نفـر  40 نفـر  800ز هـر  ب ار  و در شهر  نف450 نفر 1000 از هر  الف  در شهر  .21مثال
یک اندازه به ایـن نـوع چـاي         ه  توان گفت مردم در هر دو شهر ب       آیا می . کنند خریداري می  خصوصم

  .)درصد در نظر بگیریدده خطاي نوع اول را (هستند؟علاقمند 
0 1 2

1 1 2

1 2
1 2

1 2

1 2

1 2

* *
0.05

2

*
0

2

H : p p p
H : p p

x x450 400ˆ ˆp 0.45 ; p 0.5
n 1000 n 800

x x 450 400ˆ ˆp 0.47 ;q 1 0.47 0.53
n n 1000 800

0.45 0.5Z 2.08 ;Critical  Region: Z Z
1 10.47 0.53

100 800

Since  Z 2.08 Z









 
 

     

 
     

 


   

   
 

  0.05
1.645  then Reject H

  

  
 2 درصـد پـسر بودنـد در حالیکـه وقتـی نـوزادان       5/52 نـوزاد  956 در یـک بیمارسـتان از        .22مثال

آیـا اخـتلاف معنـی داري در    .  درصد پسر بودند   4960/0 نوزاد   1406بیمارستان را در نظر گرفتیم از       
  مورد نسبت نوزادان پسر در دو بیمارستان وجود دارد؟

525.0p̂

450n1406nn

956n

1

221

1







   

1 1 2 2 2
2

1 2

0 1 2

1 1 2

* *
0.05

2

*
00.05

2

ˆ ˆ ˆn p n p 956 0.525 450 pˆ ˆp 0.496 p 0.434
n n 1406

H : p p
H : p p

0.525 0.434z 3.37 ;Critical  Region: Z Z
1 10.496 0.504

956 450

Since  Z 3.37 Z 1.645  then Reject H









  
    




 


  

   
 

  

   

  .شودبنابراین فرضیه صفر رد می 
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   نسبتkآزمون هاي مربوط به تفاضل هاي بین  . 4-7-9
در اي هاي نمونـه هایی که بین نسبتآیا تفاضلمعلوم شود که آزمون این است که  انجام  این  از  هدف  

k   ،براي اشاره به یـک روش کلـی در حـل      . هستندمعلول تصادف   شوند معنادار یا    مشاهده می  جامعه
1 این نوع مسائل، فرض کنید که      KX ,..., X     اي از متغیرهـاي تـصادفی      مقادیر مشاهده شده مجموعـه

اي با پارامتر    مستقل باشند که توزیع دو جمله      i in ,اگر   .دارند niکـافی بـزرگ باشـند    ه اندازه  ها ب
  . بزنیمتقریب صورت ذیل به  تصادفی مستقل را با توزیع نرمال استاندارد هايمی توانیم توزیع متغیر

 
k,...,1i;

1n
nxz

iii

iii
i 




  

و با توجه به اینکه  
2 2

1z ~   ،توانیممیدارد.   

 
 

 
 




k

1i iii

2
iii2

k 1n
nx   

  .  درجه آزادي دارد تلقی کنیمkبا مربع کاي یک متغیر تصادفی که توزیع را 

    بنابراین براي آزمون فرض 




 

:H

....:H

1

0k210    

2 ناحیه بحرانی از
k,

2
 که د رآنشودمی استفاده   

 
 

*
2k

i i 02

i 0 0i 1

x n
n 1




 




   
 برآورد ادغـام شـده را قـرار مـی دهـیم و ناحیـه           θ جاي   به معین نیست،    0  در فرضیه صفر   وقتی

2بحرانی بصورت   
1k,

2
         2احیه بحرانـی از      در می آید که در آن تغییر در ن

k,    2 بـه
1k,

2
 

  . ، برآورد آن قرار داده شده است 0ناشی از این واقعیت است که به جاي پارامتر نامعلوم 
  :ذیلبا مرتب کردن داده ها بصورت جدول  ،براي انجام آزمون

    موفقیت  شکست
n1-x1 x1  1نمونه  

.  .  .  
.  .  .  

.  .  .  
nK-xk  xk  نمونهk 

 i کـه در آن انـدیس  شـود، نامیـده مـی   fijدر هر خانه از جـدول  مشاهده شدة  فراوانی،  فوق جدولدر  
ــطر و   ــشانه س ــتون   jنــدیس ان ــشانه س ــت  جــدولدرن ــیه صــفر   . اس ــاس درســتی فرض  ،براس

0k21 ...   در هر خانه از جدول به صـورت      مشاهده شده     فراوانی )امید(مقدار انتظاري
  .شودذیل برآورد می

 
i 1 i

i 2 i

ˆe n ,  i 1 ,..., k
ˆe n 1 ,  i 1 ,..., k





 

  
  

  :ذیل استبصورت  آزمون مقدار آمارهدر این صورت، 
 *

2
k 2

ij ij2

iji 1 i 1

f e

e


 


   

*و فرض صفر در صورتی که 
2 2

,k 1  باشد رد می شود.  

   نیستθ0 ها برابر θحداقل یکی از 
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شده تعین کنید که نـسبت واقعـی    نشان داده ذیلاي که در جدول    هاي نمونه  برمبناي داده  .23مثال
 ترجیح می دهنـد در هـر سـه شـهر یکـسان      Bمشتریانی که ماده پاك کننده را به ماده پاك کننده   

  )α=05/0(؟است یا نه
 Cشهر  Bشهر  Aشهر 

232  260  197  





 

o1

3210

H:H

:H
  

   *

2 2
0.05 ,2

11 12

21 22

31 32
2 23 2

ij ij2

iji 1 i 1

232 260 197ˆ 0.53
400 500 400

Critical  Region: 5.991
e 400 0.53 212 e 400 0.47 188
e 500 0.53 265 e 500 0.47 235
e 400 0.53 212 e 400 0.47 180

f e 232 212 260
e 212



 


 

 
 

 
 

    
     

     

  
          

 

*

2 2 2 2

2

2
0

265 197 212 168 188 240 235
265 212 188 235

203 188
6.48

188

Since  6.48 5.991  then Reject H

  
  


 

 

  

  
 نفـر بزرگـسال برحـسب جـنس و تعـداد سـاعتی کـه در هفتـه                 30ی از    یک نمونه تـصادف    .24مثال

  : دسته بندي شده اند به صورت جدول ذیلتلویزیون تماشا می کنند
    مرد  زن

   سال25بالاي   5  9
   سال25زیر   9  7

 فرضیه استقلال بین جنس و مدت زمان تماشاي تلویزیون را       01/0  معنادار بودن    با استفاده از سطح   
  .تست نمائید

    مرد  زن
   سال25بالاي   5        )53/6(  9      )46/7( 
   سال25زیر   9        )46/7(  7         )538(

  

 
       

 

*

*

2 2 2 2
2
1

2 2 2 2
0.01 ,1 0.01 ,1 01

5 6.53 0.5 9 7.46 0.5 9 7.46 0.5 7 8.53 0.5
0.5768

6.53 7.46 7.46 8.53
Critical  Region: ;  Since .5768 6.635  then Accept H



   

       
    

   

  

  . رد نمی شودH0بنابراین 
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   آزمون استقلال .4-7-10
آزمون استقلال بر پایه جداول     . در آزمون استقلال هدف بررسی استقلال بین دو متغیر تصادفی است          

 سطر معـرف سـطوح مختلـف از یـک      r*c  ،rدرحالت کلی یک جدول توافقی      . افقی انجام می شود   تو
در جـدول ذیـل نمونـه یـک جـدول           .  ستون معرف سطوح مختلف از متغیر دیگر هـستند         cمتغیر و   

  .توافقی نشان داده شده است
  Ac 000  A1  

f.1 f1c  000  f11 B1  
.  
.  
.  

.  

.  

.    
.  
.  
.  

.  

.  

.  
f.r frc 000  fr1 Br 
f fc. 000  f1.  

  
 اسـت و  j  و سـتون  iاي مشاهده شده در سطر فراوانی خانه fijکه در آن 

c

i . ij
j 1

f f


 و 
r

. j ij
i 1

f f


 

  . مجموع کل استfاي و مجموع سطر و ستون و به عبارت دیگر فراوانی حاشیه
احتمـال آن باشـد کـه    ijیعنی اگـر  . صادفی استفرض صفر در این آزمون استقلال بین دو متغیر ت        

i متعلق باشد و  j و ستون    iیک فقره به سطر      .     احنمال آن باشد که یـک فقـره بـه سـطرi  ام متعلـق
.باشد و  j احتمال آن باشد که یک فقره به ستونjفرض صفر عبارت است از ام متعلق باشد   

  ij i . . j    
iهاي  احتمال .   و . j  ا  ترتیب ب  را بi .

i .
fˆ
f

    و . j
. j

fˆ
f

         تخمین می زنیم بنابراین فراوانـی انتظـاري
  ت است ازهر خانه از جدول توافقی عبار

     i . . j. ji .
ij i . . j

f fffˆ ˆe f f
f f f

     
   آزمون عبارتست از آمارهو بر این اساس 

 *
2k

i i2

ii 1

o e
e





  

  . دارددرجه آزادي ) c)( 1-r-1( ي بااکه توزیع مربع ک
اگر   

*2 2
; r 1 c 1   فرضیه ،  باشدH0  مبنی بر استقلال متغیرها در سطحαرد می شود .  
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.  اسـت   انجام شـده   ذیل و منطقه جغرافیایی آزمایشی به شرح        دین براي بررسی ارتباط بین      .25مثال
گروه از مردم بطور تصادفی انتخاب شده اند، یک گـروه از ناحیـه شـمال و گـروه دیگـر از ناحیـه            دو

فراوانـی هـاي   .  خواهـد بـود  ادیـان  گروه شیعه، سنی و سایر       3جنوب و هر شخص متعلق به یکی از         
  . شده استذیل آوردهحظه شده در جدول ملا

    نوع مذهب

  منطقه جغرافیایی  مسلمان  مسیحی  سایرین
  شمال  182  215  203
  جنوب  154  136  110

   آیا عقاید مذهبی و ناحیه اي که فرد زندگی می کند مستقل از یکدیگرند؟α=05/0در سطح 
A1 =فرد انتخابی از قسمت شمال باشد .  
A2= مت جنوب باشدفرد انتخابی از قس .  
B1 = باشدمسلمانفرد انتخابی از مذهب  .  
B2=  باشدمسیحیفرد انتخابی از مدهب  .  
B3= فرد انتخابی از سایر مذاهب باشد.  
  

 
  

  نوع مذهب
  منطقه جغرافیایی  مسلمان  مسیحی  سایرین  جمع
  شمال  182)202(  215)112(  203)187(  600
  جنوب  154)136(  136)140(  110 )140(  400
  جمع  336  351  313  1000

  
  براساس جدول بالا، احتمال آنکه یک فرد از قسمت شمال مسلمان باشد عبارت است از

     1 1 1 1
600 436p A B p A p B

1000 1000
     

 نفر انتظار داریم شمالی و 1000افرادي که در تعداد ، درست باشدH0در صورتیکه و بر این پایه، 
 از  استمسلمان باشند عبارت 

1 1A ,B
600 336n 1000 202

1000 1000
     
  

  
به همین ترتیب احتمال و فراوانی انتظاري تعداد افرادي که از قسمت شمال انتخاب شده اند و 

  :مسیحی هستند عبارتست از
     

 
1 2

1 2 1 2

A ,B

600 351p A B p A p B
100 1000

600 351n 1000 211
1000 1000

  

     
  


   

  H0: استقلال رابطه منطقه جغرافیایی و نوع مذهب

H0 درست نیست :H1   
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  . به همین ترتیب براي بقیه محاسبه می شود
  

  
     

     

*

*

*

2 2 2
2
2 1 3 1

2 2 2

2 2
,( r 1 )( c 1 )

2 2
0.05 ,2 0

182 202 215 211 203 187
202 211 187

154 134 136 140 110 126
8.556

134 140 126
Critical  Region: 

Since 8.556 5.991 then Reject H
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  انطباق درستی آزمون . 4-7-11

هاي یک نمونـه از توزیـع احتمـالی خاصـی تبعیـت       تی انطباق براي آزمون اینکه آیا داده      آزمون درس 
  .شوددر آزمون درستی انطباق فرضیه صفر و مقابل به صورت ذیل فرموله می. کند به کار می رودمی
 

H0: ها، توزیع احتمالی خاصی داردداده  

H1: کندتوزیع احتمالی خاص پیروي نمیاز ها، داده  

  :ذیل آماره براساس زمون درستی انطباق،آدر 
 






n

1i i

2
ii2

e
eo  

 مربع متغیر تصادفی 2 و ام استi خانه مقادیر انتظاري ei مقادیر ملاحظه شده و Oiدر آن که 
2اگر  H0 فرض .شودگیري میکاي است تصمیم 2

,k 1 t    ،ارتی درجه به عب. شودرد می باشد
  :آزادي مربع کاي عبارت است از

  درجه آزادي توزیع مربع کاي=  تعداد سلول ها-1 –تعداد پارامترهاي تخمین زده شده از روي داده ها 
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آیا این تاس سالم  .ذیل به دست آمده است مرتبه انداخته می شود و نتایج 120 یک تاس .26مثال
  α=05/0است؟ 

  
6  5  4  3  2  1  x 
24  19  18  17  22  20  f 
  انتظاري  20  20  20  20  20  20

  
 

 











6
1ixP:H

6
1ixP:H

0

0

  

  . بار نشان دهد20 را 6 تا 1اگر تاس سالم باشد، انتظار خواهیم داشت که هر یک از اعداد 

 
           

 

*

*

2 2 2 2 2
2
15

2 2
,k 1 t

2 2
0.05 ,6 1 015

20 20 22 20 17 20 18 20 19 20 24 20
1.7

20 20 20 20 20 20
Critical  Region: 

Since  1.7 11.07  then Accept H





 

 

 



     
      



  

  

  . پذیرفته می شود و نتیجه می گیریم توزیع یکنواخت است و تاس سالم است H0 بنابراین
  . شود کمتر باشد با سلولهاي بالاتر خود ادغام می5در صورتی که فراوانی انتظاري سلولی از : نکته
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فراوانی مشاهده شده براي .  باطري از توزیع نرمال پیروي می کند40 فرض کنید طول عمر .27مثال
 و انحراف معیار x= 4125/3توسط  باطري داراي حد م40هر طبقه داده شده است طول عمر 

703/0 =S05/0در سطح .  است=α آیا طول عمر باطري ها از توزیع نرمال پیروي می کند یا خیر؟  
  . کمتر هستند در هم ادغام شده اند5 بعضی از مقادیر مشاهده شده و انتظاري از جا کهناز آ

ei  
  فراوانی انتظاري

oi  
  ه شدهفراوانی مشاهد

  حدود طبقه ها

6/0  
7/2  
8/6  

6/10  
3/10  

1/6  
2/2  

2  
1        
4  

15  
10  
5  
3  

95/1 -45/1  
45/2 -95/1  
95/2 -45/2  
45/3 -95/2  
95/3 -45/3  
45/4 -95/3  
95/4 -45/4  

  

  

 

 

 

1

1

1.45 3.4125 1.95 3.4125P 1.45 x 1.95 P Z 0.015 ;  e 0.015 40 0.6
0.70 0.703

1.95 3.4125 2.45 3.4125P 1.95 x 2.45 P Z 0.0675 ;  e 0.0675 40 2.7
0.703 0.703

2.45 3.4125 2.95 3.412P 2.45 x 2.95 P Z
0.703

           
 

           
 

 
    

 

 

1

1

1

5 0.17 ;  e 0.17 40 6.8
0.703

2.95 3.4125 3.45 3.4125P 2.95 x 3.45 P Z 0.265 ;  e 0.265 40 10.6
0.703 0.703

3.45 3.4125 3.95 3.4125P 3.45 x 3.95 P Z 0.2575 ;  e 0.2575 40 10.3
0.703 0.703

P 3.95 x

      
 

           
 

           
 

 

 

 
     *

1

1

2 2 2
2
1

3.95 3.4125 4.45 3.41254.45 P Z 0.1525 ;  e 0.1525 40 6.1
0.703 0.703

4.45 3.4125 4.95 3.4125P 4.45 x 4.95 P Z 0.55 ;  e 0.55 40 2.2
0.703 0.703

7 10.1 0.5 15 10.6 0.5 10 10.3 0.5

10.1 10.6 1


          
 

           
 

     
  

 

 
*

2

2 2 2
,k 1 t 0.05 ,1

2 2
0.05 ,1 015

8 8.3 0.5
2.1129

0.2 10.3
Critical  Region: 

Since  2.1129 3.841  then Accept H

  

 

 

 
 

 

    
    

  . رد نمی شودH0بنابراین، 
  
  
  
  
  

3/8 8 

7 1/10 
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 ذیلبچه هستند تعداد دخترها مطابق جدول  5 خانواده که داراي 1000  ازدر بررسی .28مثال
 پیروي می دو جمله ايآیا این تولدها از توزیع  درصد 5در سطح معناداربودن .  استاحصاء شده

  کند؟
 دختر  0  1  2  3  4  5
 فراوانی  38  144  342  287  164  25

  

     

     

    

i

x 5 x

0 5

x 2470 0.247
n 1000

2.47P 0.494
n 5

5
P x x 0.494 0.506

0

5
P x 0 0.494 0.506 0.03317

0

n x 0 0.03317 1000 33.2







  

  

 
   

 
 

   
 

   

  

  
  oi : فراوانی مشاهده شده  38  144  342  287  164  25

فراوانی انتظاري:   2/33  9/161  2/316  7/308  7/150  4/29 Ei 
  

 
         

 

 
*

2 2 2 2 2
2
2

2

2 2 2
,k 1 t 0.05 ,5

2 2
0.05 ,5 015

38 32.2 144 161.9 342 316.2 287 308.7 164 150.7
32.2 161.9 316.2 308.7 150.7

25 201.4
8.48

29.4
Critical  Region: 

Since  8.48 11.07  then Accept H





  

 

 

    
    


 

 

  

  

  . قبول می شودH0بنابراین، 
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