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,��L ���C �4�C �# �	��C��

:��� I
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��� D� �� -��&
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���� ������ ��� ��� �

R�'�M �Y ��2 R�'�M 5�� :	���� (q1, q2, · · · qN ) R�'�M $# Z�
��� -C /2�� 
��) "��# $� 	��
�#�P��� �,���0�
I
��) "�, /[�0 :/0� ;DO ����0� /
�8� 
��) "��# $� 	���# "���� �
\�, �� $���D N��Q 	����) � � 	���
� �)����
�� "	�#��
� �� /0�, $'�M � ��) q D� ��P� -C�� $� �� (q, q̇) $[��H :I
,� � -��� (q̇1, q̇2, · · · q̇N ) �# �� $����
�� (q, q̇) "$�GL ���� 	�# $# 5��D� :I
��* � ����0� "��DC R�6�� ��	�) �� 2N � I
���L � ����0�D� Configuration

��
� "�]� �� ����0� �� "��# ��') 9#�8 "�, /^
, ;��) $[��H :��# I
,��L ���# (q1, q2, · · · qN , q̇1, q̇2, · · · q̇N ) "�H#
�� D� ·qi "�, /[�0 � qi R�'�M $� $� /0� -C /�
JQ_I4 /
��L :I
���L � Configuration Space �� "	�#
�� �� $� /0��� 5�� $# � � 5�� :��� 	,��L 5

�) $PB2 -��, �� �� �, q̈i ���� ����0� -C "�, F��� $PB2 ���� ����0�

`���D N���C /0	# �� �, /[�0 � R�'�M -��) � Nε $&��� $# 	�#_�\�� /��4� �# $PB2

qi(t + ε) = qi(t) + εq̇i(t)

q̇i(t + ε) = q̇i(t) + εq̈i(t). %1.

R�PB2 $�, �� �� ����0� 5�� /^
, -��) � N��� ;�&� -� D D� $PB2 �� �� ����
� ����0� �� /^
, ��*�, 5���#��#
R��J[ $# �� �	��C R�PB2 $�,�� �� (q(t), q̇(t)) "�, /^
, N(q(0), q̇(0)) /_ ^
, 5����� 5���#��# :��� 5

�) ���� ��Q $# �	��C

:��� 	,��L 5
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!�0��# �� -C -��) ��� � /0� "�
�� � /�
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�) $���\ "	�#��
� "�]� �� ����0� �� �
� $� /0� 5��
:	���* � 9�[ 5����� 9�� �� -C $� ��� � 

��� ������ �	
 ���

�������8 (qb, q̇b) "	�#��
��� �� -C t2 $PB2�� ����0� �
 ���� � 	��# (qa, q̇a) "	�#��
��� ����0� t1 $PB2�� $� 	
�� h��
�Q �, "	�#��
� "�]��� �� "�
� $\ ���4� $# $
2�� "	�#��
� D� ��B) "��# ����0� 5�� $� I
0�� � R��� 5���� :	��#
9�[ 5����� 9�� �# T#�3 :/0� ���# $\ (qb, q̇b) $# (qa, q̇a) D� -C /����
� $� I
0�� � �) ���0 R��J[ $# :/0� ����
/��� �
� � I
,� � -��� L(q, q̇) �# �� -C $� ���� ��6� "V���*O $# ;�0� ��#�) Principle of least action ��
"�,�
� $�, "�]� �� NI
,� � -��� S �# � I
��* � i�� �� -C $� �
� ��Q �� j#�) 5�� ������� $� /0� -��\ ����0�
E��Q��� �\�� R��

k) $# /J�� /
�� 5�� ��� $6�� R��

k) /0� -C E�� 5�� "��� :/0� ��d� I ����� �� 5�� 

:/0��(� �# �#��# -C
i�� $# ;�0� ��D /
�� $� 	��# -��\ /���# � /��� �
� Principle of least action

S =
∫ t2)

t1

L(q(t), q̇(t))dt %2.

I
�J# I
,��L � G�� :��� I
,��L /JB� /0�, /[�0 � R�'�M D� ��#�) $\ N"V���*O j#�) $� 5�� ���#�� $ ��� ��
qb �#�#��# t2 $PB2��� qa �#�#��# t1 $PB2�� $� I��
* � �P����� q(t) 9b �,��M2� �
� :/�
\ 9�[ 5����� 9�� l����

`/0���D 9�� $# i�� N�
� 5�� "��# :	�� 9�� qb $3e� $# �� qa $3e� $� I�� $���*�P��� "�
� ���� R��J[ $# :	��#

S[q] :=
∫ t2

t1

L(qi, q̇i, t)dt %3.

���� 	��#�(��#�#��# -C ��� i�� ��� $6�� R��

k) /���# � 	��# /��� �
� �Y�8�� N�
� 5���*�

δS

δq
= 0. %4.

/���# � 	��# �\�� /��4� �# η(t) -C�� $� I��
�#�P��� q′(t) = q(t) + η(t) 9b "�����
� �*��) ���0 -�#D $#
`I
��# $���� 	��# η D� ��� $J)� �) ����`	��#�(��#�#��# i�� ��� $6�� R��

k)

S[q + η] − S[q] = 0. %5.

��D j�6 "����) "�, W�	�� "�� ���� /0� �	� ���(�0� j�6 ������8 D� ��D K#�� � �� . I���C � /0	# $3#�� 5��D�
%��� � 

S[q + η] =
∫ t2

t1

L(qi + ηi, q̇i + η̇i, t)dt

m
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=
∫ t2

t1

[
L(qi, q̇i, t) +

∂L

∂qi
ηi +

∂L

∂q̇i
η̇i

]
dt

= S +
∫ t2

t1

[
∂L

∂qi
ηi +

d

dt
(
∂L

∂q̇i
ηi) − ηi

d

dt
(
∂L

∂qi
)
]

dt

= S +
∫ t2

t1

ηi

[
∂L

∂qi
− d

dt
(
∂L

∂qi
)
]

dt %6.

� ��D n�� $� I��
* � $H
�� 	��#�(��#�#��# �
� �\�� /��4� �# �

k) o���, "��# /���# � S R��

k) $� �H�CD�
:	��#���8�# /���#

∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i
= 0. %7.

:	��� � �	
 �� V���*O@�&��� RO��� RO��� 5��
j#�) D� /0� R��J[ "V���*O N$��# ����0� �� "��# :/0� ��#�) o�� $\ 5�V���*O $� /0� -C ���� ���8 � �#��# �� $� �2��0

`��D

L = T (q, q̇) − V (q1, q2, · · · qN ), %8.

i�� I,�# o�� $# ����# $� /0� 9
����� j#�) $# ;�0� ��#�) V � ����0� �� ��6� R��p ��J�6 "q��� T -C�� $�
:	�� � 5

�) �� ����0� -C�� ��6� R��p

I���� 5���#��# :I��
* � ��p �)���� R�'�M -��, �� $���� I
��) R�'�M ����� ���� V ��	
�� �� �� �� ��� �� ����

L =
1
2
m(ẋ2 + ẏ2 + ż2) − V (x, y, z). %9.

`$# 	��� � �H� V���*O � �&��� RO��� N"V���*O 5�� "��#

mẍ = −∂V

∂x
, mÿ = −∂V

∂y
, mz̈ = −∂V

∂z
, %10.

:	���, 5)�
� RO��� -��, $�

-�	# $&
 �� "�� -C "��)� $3e� $� 	,� � -��� �� ��	��� �� N< 9�� ` ����� ����� ���
 � �!"
� �# ����
�� �# ��	��� "��)� $3e� $&��� X -C�� $� I��
* � (x, θ) �� $���� I
��) R�'�M ��	��� 5�� "��# :��k2 � r��3��

`$� I
�� � ���(�0� 1&3 5�� D� I
����# �� "V���*O $��C "��# :/0� Is�8 "��0�� �# ��	��� $���D θ � j6� $3e�

x = X + l sin θ, y = −l cos θ, %11.
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: /0� -��k2 -C "��)� $3e� $� �2�	��� `< 9��

:�	� /(6 �
�� ��, "�,����0�� `m 9��

ẋ = Ẋ + l cos θθ̇, ẏ = l sin θθ̇, V = −gl cos θ. %12.

`�# ��# 	,��L R��J[ "V���*O 5���#��#

L =
1
2
m(Ẋ2 + l2θ̇2 + 2l cos θẊθ̇) + gl cos θ. %13.

V = V (r) I���� :I
,� � -��� (r, θ, φ) �# �� ��p R�'�M /2�� 5���� ��!�� ����� � ��	
�� $%�� ��� � & ����
`D� /0� R��J[ "V���*O 5���#��# . T = 1

2m(ṙ2 + r2θ̇2 + r2 sin2 θφ̇2) �

L =
1
2
m(ṙ2 + r2θ̇2 + r2 sin2 θφ̇2) − V (r). %14.

����0�� �� 5�� :	���� "��� ;�6 ����0�� �� $� I
�� � h�� �*��0 "��# ��"' ()* $�
+���, �-
�.+
 !� � / ����
:(m. 9�� N	�� �	� 9�� ������ $# �4#�� ��� �# �
� �4�C D� ;�	��, � 	� � �	� 9'� ���	�� $# k ��� /#�t �# ��� �� �#

�# -C ����) $3e� D� �� mi ;_�6 �, E��B�� �*� � %-���� ��
�# "�,���. I
�� h�� �(� "��[ /2���� �� �,��� ��Q �*�
I���� ����C I
,� -��� xi

L =
1
2
mẋ1

2 +
1
2
ẋ2

2 − 1
2
kx2

1 −
1
2
kx2

2 −
1
2
k(x1 − x2)2. %15.
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-��) � $���\ $� 	,� � -��� ���D ���� /
�,� -C /
&� 9
2	# ��b 5�� �0	�1�2��!����� ��"���� ��� �� ��� � 3 ����
9
����� �# -��) � �� ��
Q��k ����2� -�	
 �� $� I
��� � :��� 
��) ��
Q��k ����2� -�	
 �# �� ��� ��# ��p i�� I,�#
� /0	# �, 9
����� 5�� D� ��D 1
)�) $# ��
Q��k -�	
 � ������2� -�	
 :��� 
��) A "����# 9
����� � φ �_ 2��0�

`	��C

E = −∇φ − 1
c

∂A
∂t

,

B = ∇× A. %16.

`D� /0� R��J[ "V���*O N/0� $���* ���8 ���	
 5
�\�� q �_ �����2���# �# $� "�����# ��p "��#

L =
1
2
mv2 − qφ +

q

c
v ·A. %17.

	�C � /0	# "V���*O 5�� D� $� ����� $2��� $� 	,� -��� V���*O@�&��� RO��� D� ���(�0� �# 	���) � ��L �	����L
���� /0������2 $2��� -��,

d

dt
mv = qE +

q

c
v × B. %18.

�	�
�� �� !��"	�
# ��� ��� �

/0��� �# RO��� 5�� $� I���� ;�� $6�� 9
����(�� $2��� N V���*O "	�J)����� N"��DC $6�� N �# ����0� �� "��#
R��� -��&
 �, :	�,� � /0	# �, "	�#��
� "�]��� �
� -���[ $# ���� 9� �� $
2�� "�, /[�0 � R�'�M 5����
�
0G� �
��� "�P� I
��) "��# S�'M# R�46 "��
�#D� $� /0� ���� /0	# �
0G� �
��� D��� ��D R��(� "	�#

:/0� 10�� � ������ F�\��4\ $#
9�� $# qi $'�M �# Z��� $���) `I
�� ���) �� $���� I
��) $���)�� $���) /�M� $� /0� ;DO "	�J)��� 5�� 
��) "��#

`��� � ���)��D

pi :=
∂L

∂q̇i
%19.

����&
 �, :I
��* � ���	���# Z��� $'�M /(6 �� �� (qi, pi) "�,�
k� :/�
� ��� �Y ��2 �3L $���) �# $���) 5��
`��� � ���)��D R��� $# ����0�

H :=
N∑

i=1

q̇ipi − L. %20.

I
���� � $��� 5�� I4� "��# :	���, �, pi � �, qi 9e�� "�,�
k� -��&
 �, "	�# �� �� �� $� I
�� 	
��) 	��#

A
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dH =
N∑

i=1

dq̇ipi + q̇idpi − dL =
N∑

i=1

dq̇ipi + q̇idpi − ∂L

∂qi
dqi − ∂L

∂q̇i
dq̇i. %21.

`	�� � �8�# � 	��� � Eu� �� ���	�� pi := ∂L
∂q̇i

���� Z��� $���) ���) $# $6�) �# �LC � ��� $&�6 � �

dH =
N∑

i=1

q̇idpi − ∂L

∂qi
dqi = q̇idpi − ṗidqi, %22.

qi �# 	��#��# H _9e�� "�,�
k� OY �� $� 	,� � -��� $3#�� 5�� :I�� ���� ���(�0� V���*O@�&��� $2��� D� �LC $&�6�� $�
�Y
��t Npi �

q̇i =
∂H

∂pi

ṗi = − ∂H

∂qi
. %23.

R��� �� /��� RO��� � 	��� � �	
 �� -��&
 �, RO��� 	���, �� $6�� 9
����(�� $2��� 2N $� RO��� 5��
:	��� � �	
 �� ����&
 �, "	�#

�
0G� /����
� -��, $� 	�,� � /0	# ���� 9� ��O�# RO��� (q(t0), p(t0)) ���� $
2�� K���� -��� 7M� �#
:/0�

I
�� � /8� ���0 5�� $# f0�� "��# :���� 9
����� � ��J�6 "q��� $# �3#� $\ ����&
 �, R��J[ $� I
�� � ���0 ���
`/0���D R��� $# "V���*O $�

L(q, q̇) = T (q, q̇) − V (q). %24.

5���#��#

H =
∑

i

q̇i
∂L

∂q̇i
− L =

∑
i

q̇i
∂T

∂q̇i
− (T − V ). %25.

"$�
�d�� �� -C R�Jt� $� �d��� $
]8 �� :/0�, /[�0 D� �� $6�� j#�) �� ��J�6 "q��� ���� D� "��
�#��
. I���� ��#�) 5
�\ "��# $� 	�� � -�
# N	
�J# 	
���) � !�� 5�� "�4���

∑
i

q̇i
∂T

∂q̇i
= 2T

`/��� I
,��L �, I��
0 5�� "��# $H
����

H = T + V. %26.
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`�# /0��#��# ����&
 �, Nω W����� � m ;�6 $# �
�� ��,����0�� "��# $�
+���, �-
�.+
 � ����

H =
p2

2m
+

1
2
mω2q2. %27.

`D� ��# 	�,��L R��J[ -��&
 �, RO��� :	���, Z��� $'�M �� p � q

dq

dt
=

p

m
,

dp

dt
= −mω2q. %28.

I���C � /0	# $2��� �� 5�� 1
��) �#

d2q

dt2
+ ω2q2 = 0, %29.

:/0� �
�� ��, ����0�� �� /��� $2��� $�

`/0���D 9�� $# ��
Q��k ����2� -�	
 �� ��p �� "V���*O $� I�	�� 0	�1�2�� !����� ��"�� �� ��� $% (��4 � ����

L =
1
2
mv2 − qφ +

q

c
v · A. %30.

`�# ��# 	,��L�#��# xi �# Z��� $���� I
��) $���) 5���#��#

pi =
∂L

∂vi
= mvi +

q

c
Ai, %31.

"����# 9�� $# �� �

p = mv +
q

c
A. %32.

5���#��#

v =
p− q

cA
m

, %33.

$H
�� ���

H = v · p− L = v ·
(
mv +

q

c
A

)
− 1

2
mv2 + qφ − q

c
v ·A %34.

=
1
2
mv2 + qφ. %35.

`D� ��# 	,��L R��J[ ����&
 �, ���4� 9�� N	��# �, $���) � R�'�M D� ��#�) /���# � ����&
 �, $� �H�CD�

H =
1

2m
(p− q

c
A)2 + qφ. %36.
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���� ����� � ���� ���� ���� ���

:��� 5

�) ��8��,�# �� ����
� ����0� �� "�, $���) � R�'�M -��) � ���O� �&[ $� /0� -C �
0G� ���
� h��
x/2��y 5���#��# :/0�, $���) � R�'�M ;��) -��� 7M� "��� $# ����
� ����0� ��D� 
��) 5��) 9 �� 5���#��#
"�D� $# :��� � 5
� �, pi �����4�C Z��� "�, $���)� {qi} "�, $'�M ;��) -��� 7M� �# ����
� ����0� ��
:/��*�P��� I
��* � D�� "�]� �� -C $� 2N "�]� ����$3e� �� -��) � (q, p) := (q1, · · · qN , p1, · · · pN ) /2���,
-���[ $# $
2�� /2�� -��� 7M� �# :	����
�L� 	���) � �Ye3� ����
� ����0� �� $� /0� �)O�� ;��) $[��H D�� "�]�
����0� /����
� $� 	��� � 5

�)�]� 5���������
� �� -��&
 �, RO��� -��,�� /��� RO��� N�]� 5���� $3e� ��
�
� �� �
� /����
� NI
�� 5

�) ��8��, �# I
���) � �� $
2�� $3e� N�
0G� ���
��# T#�3 �H�CD� :/0� ����
�

:/0� 5
� � 7M� 
$# /
��L 5�� :I
�� "�
* �D�	�� �� -CD� ��
��L�, I
���) � ���O� �&[ /0� (q, p) /2���� ����
� ����0� $� ��8�
�� A(q, p) 9b (q, p) D� �e
e� /0� ��#�) 5���#��# :���� ����#���� �
\ $�� ����0� /2�� $# $� /0� ��
�� �&���Q
"�]� "�� $� �e
e� j#�) ���6 /�
� "�
\��u� �	,�� �, $� I
���# I
���) � �&� ��Q $# 5���#��# :-C���P�� B(q, p)

/
�,��� 	��� � "�
* �D�	���) /��� �,��u� �	,�� 5��D� �� ;�	� �&�[ � ����
��P�D� $� 5�� :/0� �	� ���)D��
:/0� "���� o�d� N	���� "���
#

������  !��� ���

`��� ���)��D 9�� $# �� -�0��� $���� -��) � 	��� � ���) D�� "�]� "���� $� f, g j#�)���, "��#

{f, g} :=
N∑

i=1

∂f

∂qi

∂g

∂pi
− ∂f

∂pi

∂g

∂qi
. %37.

`	�� /#�t -�0��� $���� "��# �� ��D S��L �����# 	���) � �	����L

{f, g} = −{g, f}
{f, g + h} = {f, g} + {f, h}
{f, gh} = {f, g}h + g{f, h}
{{f, g}, h}+ {{g, h}, f}+ {h, {f, g}} = 0. %38.

I���� 5
�\ I,

{qi, qj} = {pi, pj} = 0 {qi, pj} = δij . %39.

`A(q, p)_j#�) �, "��# :	
,� -��� �� ��D K#�� � ��0�� �5%�6�

>
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{qi, A} =
∂A

∂pi
, {pi, A} = −∂A

∂qi
. %40.

��*�, :I
,� � -��� (x, y, z, px, py, pz) �# �� �)���� R�'�M ����0� �� ��p �� "�, $���) � R�'�M �5%�6�
`$� 	
,� -��� N	���# "� $���D $���) "�, $(2� Lx, Ly, Lz

{Li, Lj} = εi,j,kLk, %41.
{Li, xj} = εi,j,kxk, %42.
{Li, pj} = εi,j,kpk. %43.

`/�����D 9�� $# �� /��� RO��� -��) � -�0C�� $����D� ���(�0��#

dqi

dt
= {qi, H}

dpi

dt
= {pi, H}. %44.

/��� �
� "�� �� -C R��

k) -��) � 	��# �	� ���)D�� "�]� "�� f(q, p, t) 9b %"��u� �	,�� . ��
�� ��*�,
`���C /0	#��D R��'#

df

dt
=

∂f

∂t
+

N∑
i=1

∂f

∂qi

dqi

dt
+

∂f

∂pi

dpi

dt

=
∂f

∂t
+ {f, H}, %45.

$��*�	6 ����# f ��u� �	,�� $� �)����� :I�� ���� ���(�0� -�0C�� $���� 1���# /��� RO��� D� �LC KL�� $�
`��� � ��D $3#�� $# 9�	J) O�# $3#�� �����H�� ����0� /2�� R��

k) 9
2� $#�4�) -C R��

k)� 	��# $���	� -� D $# "�

df

dt
= {f, H}. %46.

`	����8�# ��D K#�� � A(r,p) j#�) �, "��# $� 	
,� -��� :	���, ��p �� $���) � $'�M "�,����# p � r �5%�6�

{p, A} = −∇rA =: −∂A

∂x
x̂ − ∂A

∂y
ŷ − ∂A

∂z
ẑ %47.

{r, A} = ∇pA =:
∂A

∂px
x̂ +

∂A

∂py
ŷ +

∂A

∂pz
ẑ. %48.

I���� R��� 5���� :I
�� F��� (r + a,p) $3e��� I, ��# �� � (r,p) $3e� �� ��# �� �� A j#�) $� 	
�� h�� ���

z
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A(r + a,p) = A(r,p) + a · ∇rA = A(r,p) − {a · p, A}. %49.

:/0� â $�� ����# /46�� -�� �� ��e��� 	2� â · p $� I
��* � �Y�G3��
:/0� â �_���# /46�� $���) �� ��e��� 	2� â · r $� I
���# I
���) � $#�� T��Q $#

$� 	
,� -��� 	��# "� $���D $���) ����# L = r × p �*� 9J8 $&^� -��,�� �5%�6�

{L, A} = −(r ×∇r + p ×∇p)A. %50.

�	
L�\ ��\�� �D�	�� $# -C $# /J�� $� "� $3e��� I, ��# �� � (r,p) $3e� �� ��# �� �� A j#�) $� 	
�� h�� ���
$3e� R��� 5���� :/0� �	
L�\ θ �\�� $���D �D�	�� $# n ��B ��� -���� $� $� I
�� � h�� :I
�� � F��� /0�

I���C � /0	# 5�����# :/0� (r + θn × r,p + θn× p)_R�'�M "���� /0� �	
L�\ $� "�

A(r + θn × r,p + θn× p) = A(r,p) + θn × r · ∇rA + θn × p · ∇pA

= A(r,p) + θn · (r ×∇r + p×∇p)A

= A(r,p) − θn · {L, A}. %51.

$� I���� -��� 5���#��#

A(r + θn × r,p + θn × p) = A(r,p) − θn · {L, A}. %52.

:/0� n ��B ��� -���� 	2� n · L I
��* � �Y�G3��

!$ %&
�� � !�
�' �

�� ���� DC �*� ��b -���[ $# :/0� -��e� R�46 �]�# D� N	���� � U�()� -C�� $� ����
� "�, �	�	� � � E��Q� -�46
� � 5�� :I���C � /0	# D�� � $� ���C I
,��L /0� $# �� "� $H
�� -��, NI
�� ����) �� -C ���� WX0 � I
,� ;�H�� D�� �
-��
 N/#�Q� �� � 9b R�46 "��
�# D� D�� � �# ���� $�J2� :/0� /�
JQ I4 /
��L �� � /0� -� D ����, D� ����
�� $# �� ��L $6�) /���# � I
��* � 5M0 -� D ����, D� $� ��8� 9
2� 5
�, $# N/0� R��(� ��# {D� � F���C i#�)
����) -C�
| � /#�Q� �� � K���� -��,�� �� i�� DC $���� �� � I
�� E�3� 	���
� �t� -C�� U�� 9 ��[ $� �C �	�� i�� DC
-� D �� ��e��� /B) $��# I��
0 �� ����� �� � T&3 -� D �� ��e��� /B) I��
0 �� ����� I
���# I
���) � 5���#��# :I
��
5�� ��6� 5���# NI
�� � W� ���� �� -C /
�,� $� /0� �4�	# � cd�� �	e�C -��e) 5�� :	�� ��� �

k) � /0� -��e� 
"�]� �� ��e��� /B) � E��Q� "�
�� 1
)�) 5
�, $# :/0� "q��� "�e# -���8 �&�� 9
2� j8�� �� � /0� I4 ��
�# -��e)

<}
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�� "�� �& �[ +
, �J��e) -C�� $� /��*�P� �� T&3 "�]� �� �, -���4� 5
# "�]� -��) � . /0� -��e� T&3 
�� ���� DC �*� :/0� -��e� �]� �� ��e��� /B) $��# I��
0 �� ����� I
���# $���� �� N%���	� �t� I
,� � ;�H�� $� i�� DC
I4 "�e# -���8 �� $# �H� -��e) 5�� $� 	�� I
,��L :���J)�� $� I���C � /0	# �� "� $H
�� -��, I
,� ;�H�� -��4) ��
�� ����� �� /0� -��e� �
� T&3 "�]� �� -���� /B) � E��Q� "�
�� ��LO�# � :��� � �3L $���) "�e# -���8 ����
$� I���C � /0	# �� "� $H
�� -��, I
,� ;�H�� ���� $# � � �� ���� DC �*� :/0� -��e� �]� �� -���� /B) $��# I��
0
5���� �2� N	 C 	�,��L /0	# R��(� $H
�� �� N	��# ��u* �
t�) i�� DC 5���� 5
 D ��
Q��k -�	
 �*� $�J2� :F��6 $# � �
����) $� 	���, ����e) S��L 5�� :��� � "� $���D /��� �D�	�� "�e# -���8 $# �H� -��e) 5�� :/�
� $��# I��
0 R���
n�J)�� $� /0� -C � E	, iM# 5���� :	��� � ��u� -�� � �� ���
� I&[ ��
# i
� R�	8 �Y0�0� � �, i�� DC "��u�
	2� ���� $# WX0 NI
�� � ���� "���
# /8� �# I
�(* 5M0 �4�CD� $� �� �)G�	J) /�M� : I
�4(# �� �e# 5
���8 � -��e)

:I�D���� � �e# 5
���8 � -��e) $3#�� $# �LC /0� � I�D���� � RG�	J) 5�� "�,

�"�#
 ��$% ��#�& � ���� '()�� ���

D� ���� � � 5�� :���	� ����# -� D $# 9e�� ��Q $# � /0�, $���) � R�'�M j#�) �4�) ����&
 �, $��# I��
0 �� "��#
`�# /0��#��# -� D ��Q �� ����&
 �, R��

k) 5���#��# :/0� -� D ����,

dH

dt
= {H , H} = 0, %53.

:/0� -� D ����, D� ���� "q��� "�e# 5���#��# :/0� /��� /#�t �� "q��� -��, �� H ����

'*+ ���� �
�#
 ��$% ��#�& � ��� '()�� ���

$# �]� ����, :��� � 
��) p1, · · ·pN "�, $���) � r1, ·rN R�'�M �# $� ��p N D� 9��� 	��
�# �P� �� �,���0�
% = 9��. NI
��� /0� �� �4�C "�, $���) �2� NI
�� �H#�6 a �_��M2� �_���# �D�	�� $# �� R��p $�, -�� �*� $� /0��� 5��

���� N	�� ��� "�

k) +
, ����&
 �,

H(r1, · · · rN ;p1, · · ·pN ) = H(r1 + a, · · · rN + a;p1, · · ·pN ). %54.

��� $J)� �) �� ;�� E�Q � I��
* � �\�� /��4� �# �� a ����# N/0����8�# a �_���# �, "��# U�� "���) $� �H�CD�
I���C � /0	# :I
,� � K�# a 1���#

0 = H(r1 + a, · · · rN + a;p1, · · ·pN ) − H(r1, · · · rN ;p1, · · ·pN ) = a ·
N∑

i=1

∇riH

<<
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:	��� ����

k) �, $���) $� 	
�� /8� :H(r + a,p) = H(r,p) $� /0��� 5�� $# ��e��� /B) ����0� �� -��e) `= 9��

= −a ·
N∑

i=1

{pi, H} %55.

$� I��
* � $H
�� /0����8�# �, a ;��) "��# -��e) 5�� $��C 9
2	#

{P, H} = 0, %56.

�# 9� "� $���D $���) $� /0��� 5�� $# -�� �� ��e��� /B) -��e) 5���#��# :/0� 9� $���) P =
∑N

i=1 pi -C�� $�
$� /0� 5�� $3#�� 5�� $H
�� :��� � �H#�6 ����&
 �,

dP

dt
= {P, H} = 0, %57.

:/0� /��� /#�t �� 9� �3L $���) ����

�
  ��
� ���� �
�#
 ��$% ��#�& � ��� �,�)#�-�� ���

"������, :��� � 
��) p1, · · ·pN "�, $���) � r1, · · · rN R�'�M �# $� ��p N D� 9��� 	��
�# �P� �� �,���0�
5�� $# ����0� iL�\ :	�� ��� "�

k) +
, ����&
 �, NI
��L�a# θ $���D �D�	�� $# �� ����0� 5�� �*� $� /0��� 5�� $# �]�

% ? 9��. :	�L�\ � θ $���D �D�	�� $# $���) "�,����# I, � -�� "�,����# I, $� /0��� 
���� :	�� ��� �

k) �, $���) � R�'�M -���� /B) ����&
 �, $� /0��� 5�� $# -���� /B) -��e)

<m
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:/0� p � r $���� -���� p′ � r′ -C�� $� H(r, p) = H(r′, p′) $� /0��� 5�� $# -���� /B) ����0� �� -��e) `? 9��

0 = H(r1 + θn × r1, · · · rN + θn × rN ;p1 + θn× p1, · · ·pN + θn × pN ) − H(r1, · · · rN ;p1, · · ·pN )

= θn̂ · (
∑

i

ri ×∇ri + pi ×∇pi)H

= −θn · {L, H}. %58.

$� /0��� 5�� $# � � 5��

dL
dt

= {L, H} = 0. %59.

:/0�]� "�������, I
e�� $H
�� "� $���D $���) "�e# 5���#��#
:I
�� -�
# �
0G� �
��� o�d� ���� -���[ $# I�� $�L� C $� �� $a�C $� /0���4# -������

�	��� �	�
�� (�)�� �� � �

���M2� /8��# �� R��p D� 9��� �,���0� �� ��p�, $���) � -�� I
���) � � $� /0� -C "��
�# h�� �
0G� �
��� ��
:I
�� "�
* �D�	��

<=
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-�
# �H����� �� �
0G� �
��� o�d� ���� 	 C 	,��L ���� $� � ������ �
��� ���L�0�# ��4# $���e "��# -��) � 
:���

��� � -C R��p $~ ��� ) � -�� R�'�M � # "��DC $6�� N � # ��p �� /2�� � ( �� 4 �� 2 7 � 8 $ % 9+ :+ � � ;�
-��) � ���O� �&[ $� /0� -C �
0G� �
��� �0�0� h�� :��� � 7M� (q, p) := (q1, q2, · · · qn, p1, p2, · · · pn)

:��� 7M� �� R��p $���) � -�� R�'�M �,��M2� /8��,�#
��'� 9#�8 /2�� ���]� 5��D� $3e��, :I
��* � D�� "�]� -C $# $� 	�� � ���) �� "� $�
�L �, /2�� ;��) $[��H 

`/0� �	� �4H ��D ���)�# -�0C�� $���� �� $# $� /0� "� $�
�L D�� "�]� : /0� ����
� ����0� "��#

{qi, pj} = δij {qi, qj} = {pi, pj} = 0 %60.

(q, p) $# -C /
�� $� ��
��L�, -��) � 	��# (q, p) /2���� �,���0� ��*�, ��%< �",�=� ��27� 8 !� 9+:+� �;�
�, �# ����� 5���#��# : I
��* � D�� "�]��� Observable �� ��u� �	,�� �� /
��L 5�� $# :��� 5

�) ���� ����#
���� (q, p) $3e��� -C ��	e $� ���� ��6� A x�e
e�y j#�) �� %�����
\�,��� "� $���D $���) N"q��� 9b . A ��u� �	,�� 

:	,� � /0	# N�������8 (q, p) /2���� ����0� $� ��8� N�� ��u� �	,�� ��	e A(q, p)

$� ��8��#�� A(q, p) ��	e A /
�� "�
* �D�	�� N	��# (q, p) /2���� ����0� ��*�, � ���> �?�"
� 8�. 9+:+� �;�
:	�� 	,��L �8�# ����M� /0� �
� I��
0 /2�� � 	,� � /0	# ��� � 5

�) "�
* �D�	�����#� K0�)

`	�� � �

k) -� D ��Q����D RO��� �# T#�3 ����0� /2�� �$���2%� 8��@A 9+:+� �;�

dqi

dt
= {qi, H}

dpi

dt
= {pi, H}, %61.

"q��� T -C�� $� T − V D� /0� R��J[ ����&
 �, j#�) �, I��
0 D� "��
�# "��# :/0� ����&
 �, H(q, p) -C�� $�
:/0� 9
����� "q��� V � ��J�6

�& �*	*) �

:I
�� � /#�t I�������8 ���(�0� ��� ����&
 �, "	�J)��� �� /��� RO��� Z��M�0� "��# $� �� "� $
]8 $�
�d 5����
`	�� U	� ��D n���� ��*�, ��� � �	���L n $6�� D� 5��, j#�) �� f(x1, x2, · · ·xN ) ��
k� 	�\ j#�) �� � B%�7�

f(λx1, λx2, · · ·λxN ) = λnf(x1, x2, · · ·xN ) ∀ λ. %62.
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` I���� n $6�� D� 5��, j#�) �� "��# ���C�

n∑
i=1

xi
∂f

∂xi
= n f. %63.

:I
,� ���8 �� "��� �� λ �LC /0� � I��
�# T�� λ $# /J�� 62 $3#�� 5
��Q D� $� /0� ���� �D�EF�

�� �*	*) �

-� D $# �B��� ����# $�. A ��u� �	,�� �, "��# $� I�	�� :I
�� � ���� �� �
����� 9�	J) 	2� ;�4( $�
�d 5����
`/0����8�# ��D $3#�� %���	�

dA

dt
= {A, H}. %64.

I���� ���� R��J[ $# :	�� � �

k) $���\ A��u� �	,�� ��	e /��� ��Q�� $� 	,� � -��� $3#�� 5��

A(t + ε) = A(t) + ε{A, H}. %65.

�� "��u� �	,�� �, $���� ��B) /0� �	 C O�# K#�� � �� $� � �4( $# ���D I
���L � -� D �� 9�	J) 	2� �� H 5���#��#
���) 	2� I
���) � I, -���� �� ��e��� 9b ���� RG�	J) "��# ��C $� I
�� ���0 I
���) � ��� :	,� � /0	# -� D ��
:��� � 7M� �� ���� ���# Ke� $� 	��
�#�P��� �� �&�	J) :I
�� � ���) �&���Q $#�� 	2� ;�4( /�M� g�
L�� I
��
9�[��D R��� $# �\�� /��4� �# 9�	J) 5�� $� 	
�� h�� :I
,� � -��� ε ���� �# �� �� ���� 5�� �\�� /��4� �#��	e 

`	�� � 

(qi, pi) −→ (q′i, p
′
i) = (qi + δεqi, pi + δεpi).

I
��# $���� ��*�, /0� 9�	J) 5�� 	2� G j#�) I
��* � R��� 5����

δεqi = ε{qi, G} ≡ ε
∂G

∂pi

δεpi = ε{pi, G} ≡ −ε
∂G

∂qi
. %66.

�_ 
����� K#�� � � D�� "�]��� /0� "� $3e� -��a�, (q′i, p
′
i) R�'�M �# 	�	6 $3e� $� 	��� � 5
�]) U�� K#�� �

`	���, ���8�# {q′i, p′j} = δij

{q′i, p′j} = {qi + δεqi, pj + δεpj} = δij + {δεqi, pj} + {qi, δεpj}

<A
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= δij + ε{{qi, G}, pj} + ε{qi, {pj, G}}
= δij + ε{{qi, pj}, G} = δij + ε{δij , G} = δij , %67.

:I�� ���� ���(�0� �#���6��B)�D� -C�� $�

(q + δεq, p + δεp) � (q, p) $3e������� ��u� �	,�� 5�� R��() : I��
* � �P����� A 9b ���M2� "��u� �	,�� ���
$�	,� � -��� ���0 $J0�B �� :I
�� � F���

δA := A(q + δεq, p + δεp) − A(q, p) =
∂A

∂qi
δεqi +

∂A

∂pi
δεpi

= ε
∂A

∂qi

∂G

∂pi
− ε

∂A

∂pi

∂G

∂qi
= ε{A, G}. %68.

`/0� -��e) �# n�J)���� ��4 ��
�# $
]8 ��D $
]8

/��� /#�t �� G R��� 5���� N	��# -��e) "���� ���� N	����

k) /0� G -C 	2� $� �&�	J) /B) H ��*�, ���C�
:/0�

I���� (68. $3#�� �#��# :δH = 0 I���� 	�� ����

k) H -�\ �D�EF�

{G, H} = δH = 0. %69.

5���#��#

dG

dt
= 0. %70.

/��� /#�t $���� ;�� � 	��� � �H#�6 ����&
 �, �# -��e) "�,	2� $��C ��� I��
* � I4 $H
���� $
]8 5��D�
:	���,

<v
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�� ������	 
� ��� �� ��� ����� ������ �������� ����� ���� ������ ��� ����  �� !��� "�#��� �� $�! %���!
&'(� �)*�(� !��+� ,��� - �../ !��+� ,���  � ��� "��0+ �1 ,���  � ��� 
��2� -! �&3���� !��+� ,��� 4��5�

� �� ���6 �&	�!�7 �1��	 ��8� &���� �� ���!�� ��1�9� 
� :;3 - ��� �� �3��� �� !-�<� �8��� ���!�� ��1�9�
�!�5�3�!��� �������� ������! �� �!��'= ��> 
� 
� &3�1�?*2+ - �1��!�� ���� @���! ���A=!�2� ���8� �� B�C	


� ��� ���6 ���� �!�= �����D

���� � �
!" �

��� E��86 �� F2+ -! ��=�1 ���= �� F !��+� ,��� �-� ���!�� ��9� �� �� V 
+�2G�

+ : V × V −→ V - . : F × V −→ V H1I

J����� �� ��1 &K�	 ����!-

A1 : x+ y = y + x

A2 : (x+ y) + z = x+ (y + z)

A3 : ∃0 ∈ V | 0 + x = x

A4 : ∀x ∈ V ∃ − x ∈ V | −x+ x = 0,

M1 : α(x+ y) = αx+ αy

M2 : (α+ β)x = αx+ βx

M1 : α(βx) = (αβ)x

M1 : 1x = x. H2I

L
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�!�� �� ����� v �M�!�� �! α �M N��3� ��# α u - ��!�� -! O2P u+ v Qα ∈ F !�+ �1 - v - u ��!�� -! �1 �� � 
�
�� �../ ���!�� ��9� �� V ���!�� ��9� Q���� CM)*�(� !��+� ,����� R �M ../ !��+� ,��� F 
� %�� 
� 
�'�

����= �� )*�(�

����� �N��3� ��# - + O2P E��86 �1 R�S� %�� T*U� �! ����'1 ���!�� ��9� �� 4����1 �� ��1 
+�2G� ��� ����
���� !���V7 �� ��� !��� �80> E��86 !�	 ����6 �� ������	 - &3�

�&3� �../ ���!�� ��9� �� �../ T6�� ��1 ���6 n 
+�2G� �� Rn W L

�&3� )*�(� ���!�� ��9� �� Q)*�(� T6�� ���6 n 
+�2G��� Cn W X

�&3� ���!�� ��9� �� Y� Q���'1 F ,��� ���K��+ ,� ��1 
���! 
�m×n��1 :��6�� 
+�2G���Mm×n(F ) W Z

������� E��86 [a, b] 
*K���! 
� x �[�� � n 
06�� �../ ��1 ��1 
*2P��� 
+�2G� �� Pn([a, b]) W \

�?���� �� �� "��K 
� g - f O��6 -! �[a, b] 
*K���!��A7 ]�V���� k ^*�(� �� �../ O���6 
+�2G� �� Ck[a, b] W _
J���� �� O2P

(f + g)(x) := f(x) + g(x), (α : f)(x) = αf(x). H3I

���� ����� )*�(� ���!�� ��1�9� �� �̀�C<�� �8� 
� %�� �

W �=� ���= �� V ��9��� ���� W ��?�� Q���� ,� � �� 
+�2G��� W ⊂ V - ���!�� ��9� �� V ��=�1 ���	
�
����� 
�'� �1��!���! !��+� ��# - �1��!�� O2P 
� &0'�

��� ����

Ǳ��0�  � 
� �^	 �1 �6 �*� ��> 
� �&3� ��8� Z ��9�  � �9� �� �� xy 
<5K Q�N�28� ��8� Z ��9��! W L
�&3� ��8� 
3 ��9�  � ��8� -! ��9� �� �� !�A?� Ǳ��0�  � 
� �� 
<5K�1 - ��8� �� ��9� �� �� !�A?�

�&3 �9� �� �� �S*S� b�� ��1 :��6�� 
+�2G� Q�8��� ��1 :��6�� ��9� �! W X

X
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�&3�9� �� �� Pn([a, b]) 
+�2G� QC[a, b] 
�3�7 O���6 ��9� �! W Z

�&3�9� �� �� ��A7 ]�V� O���6 
+�2G� Q
�3�7 O���6 ��9� �! W \

#$���� � �%��� & � �

c�K�� )�����! ��=�1 ���� �� �*	�! ��# ���� 〈, 〉 : V ×V −→ C ���6-! F2+ �� V ���!�� ��9� ���! ���	
�
J���

〈x, y + αz〉 = 〈x, y〉 + α〈x, z〉
〈x, y〉 = 〈y, x〉∗
〈x, x〉 ≥ 0

〈x, x〉 = 0 −→ x = 0. H4I

����� �	� �� ��������

JCn �! W EN�

〈x, y〉 :=
n∑

i=1

x∗i yi H5I

Mn,m(C) �! W �

〈A,B〉 := tr(AB†) H6I

�Ck[a, b] �! W d

〈f, g〉 :=
∫ b

a

f∗(x)g(x)dx. H7I

����= �� Inner product space �� �*	�! ��# ��!�� ��9� �� ���� ���Y�G� �*	�! ��# �� 
� 
� �� ���9�

J����! �*	�! ��# ��9� ���! ������������ ����

|〈x, y〉|2 ≤ 〈x, x〉〈y, y〉. H8I

Z
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����! ����= ������! �� v := αx+ y ��!�� � �!"�

f(α, α∗) := 〈v, v〉 ≥ 0 −→ 〈αx+ y, αx+ y〉 ≥ 0

−→ |α|2〈x, x〉 + α∗〈x, y〉 + α〈y, x〉 + 〈y, y〉 ≥ 0. H9I

�1 �� Qα = −〈x,y〉
〈x,x〉 
*2P  � Q�[�� %��  � ���.� �1 �� � 
� - &3� α )M *�(� �[��  � X 
P�! O��6 �� 
^��� %�� e� f�>

Y6���� ���� �-�'��� 
� ��� �!�3 �� ���� &3�� "��0+ - �1! ���D e� f�> �! �� α �M��.� %�� ��=�1 �&3� �5K  � ��=�Y�
��3� ��

����	# $� %��&'�

J!�� E��86�� F�� 
� �� ��!�� �� � ���� ,��6 �� �*	�! ��# ��9��1�!

||x|| :=
√
〈x, x〉. H10I

J &��� ,��6 �� Y6���� ���� �-�'��� 
� 
P�6��

|〈x, y〉| ≤ ||x|| ||y||. H11I

����	# $� %��&'��� ���� ����

JCn �! W EN�

|x|2 :=
n∑

i=1

x∗i xi H12I

Mn,m(C) �! W �

|A|2 := tr(AA†) H13I

�Ck[a, b] �! W d

|f | :=
∫ b

a

f∗(x)f(x)dx. H14I

\
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"��K 
� ��!�� -! %� 
�-� E��86 ��� �!�� �� FK�/ ��� 
G�� -! Y6���� ���� �-�'��� �

cosφ :=
|〈x, y〉|
|x||y| H15I

Jg*S� �-�'��� ��?�!-

||x+ y||〈||x|| + ||y||. H16I

��! � ���� ��9� �� ���� ��� E��86 || || : V −→ R &��?� ,��! 
� V ���!�� ��9� �� ���� %��&'� �� ��� (	') *��+
J��������D���� )���� ��=�1 ���= �� Normed Space ��

||v|| ≥ 0 ∀v
||v|| = 0 −→ v = 0

||αv|| = |a| ||v||
||v + w|| ≤ ||v|| + ||w||. H17I

��9� �� �N- Q&3���! � ���� ��9� �� !�� �� E��86 �*	�! ��# �-� � 
� �� � ���� ,�21�� �*	�! ��# ��9��1
�&3� ��V� E��86 �*	�! ��# �� �-� � �̀�-YN � ���� �� �?�! "��0+ 
� �&'� �*	�! ��# ��9� �� �̀��YN� ��! � ����
E��86 �*	�! ��# �� �-� � 
� &3� � ���� �� ||f || = supx∈[a,b]|f(x)| &��?� C[a, b] O���6 ��9��! R�S� ,���+ 
�

�&3� ��V�

J!�� E��86 �� F�� 
� �� ��!�� -! %� 
*K�� ,��6 �� V �M�! 4��M���!�� ��9� ���! �$�	,� *��+

d(x, y) := ||x− y||. H18I

J&3� �� B��	 ����! 
*K�� %��

d(x, y) ≥ 0

d(x, x) = 0 d(x, y) = 0 −→ x = y

d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z). H19I

�1 
� F�� %�� 
� !�� E��86 �� 
^.� -! %� 
*K�� Q&'� ���!�� ��9� �̀��YN� 
� M �
+�2G� ���! ,��6 �� ���
���� c�K b�� B��	 �! ��=�1 ���= �� ����� �� d : M ×M −→ R O��6

_
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 N!� 8 � F/ � � � 6 � =� � �� � � � ��  �� � �^	 F . � ' � v1, v2, · · · vn �� 1��!� � QV ���!� � ��9 � �! ��-� �. / , 0�
�c1 = c2 = · · · cn = 0 
� ���� ,� c1, c2, · · · cn )M *�(� �� �../ !��+� ���� ∑n

i=1 civi = 0

�1��!�� 
+�2G� %�� ��=�1 !�� �� �����	 V ���!�� ��9� ���� 
��7 �� e1, e2, · · · en �^	 F.�'� ��!�� 
+�2G� ��
��8� Q!�! )'� �1��!�� %�� T'/�� �^	 "��K 
� ,���� �� V 
� ]*8�� ��!���1 ���h - ����� �^	 F.�'�

∀ v ∈ V,−→ v =
n∑

i=1

viei. H20I

Y� ��!�� �� ��1 
5N�� Q��� ��+ �� 
��7 ��D- 
� &3� ����� ����� �� �����	 c�� 
��7 �! v �M�!�� ��1 
5N�� �1 vi

����� �� ��+
J��� �!�-��� �� �� i�� ��=�1 !�� �� �����	 ��G��� �� 
�� ���8�� 
��7 ��

〈ei, ej〉 = δi,j , H21I

�&3� �� �� ����� ����  � 4����1 � ���� - ��!�2+ �1�� -! 
� -! 
��7 ��1��!�� 
� &3��8� %�� 
� 
�

!�! )'� 
��7 ��1��!�� %�� T'/�� ,��6 �� �� x ∈ V ����= ������! V ��9� ���� �� {ei, i = 1, · · ·N} ��G��� 
��7
J&���-

x =
N∑

i=1

xiei. H22I


� &3� �����

xi = 〈ei, x〉. H23I

��12�# ���3 4,��0 *�	# Gram− Schmidt5�6�� (�	7 89�

4�3�� &2�� 4��= j-� 
� 
� �� j-� 
� ,��6 �� {v1, v2, · · · vN} FS� ���(N! 
��7 �� � Q�*	�! ��# ��9� ���!
J&	�3��G��� 
��7 �� &3�

J�1! �����D

e1 :=
v1
|v1| , e2 :=

v2 − 〈e1, v2〉e1
|v2 − 〈e1, v2〉e1| , e3 :=

v3 − 〈e1, v3〉e1 − 〈e2, v3〉e2
|v3 − 〈e1, v3〉e1 − 〈e2, v3〉e2| , · · · H24I

�&3� �!�3- %�-� Y� b�� j-� �3��1 �086 �&3���G��� ���P 
��7 
� ��� ].<6 ��/��� ����6 �� ������	

k
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���12�# *�� ���3 �� ��������

JCn - Rn �! W EN�

e1 =

⎛
⎜⎜⎝

1
0
·
0

⎞
⎟⎟⎠ e2 =

⎛
⎜⎜⎝

0
1
·
0

⎞
⎟⎟⎠ en =

⎛
⎜⎜⎝

0
0
·
1

⎞
⎟⎟⎠ H25I

JMμ×n(C),Mm×n(R) �! W �

Eij , i = 1, · · ·m, j = 1 · · ·n, H26I

�&3��5K������� ,� ��1 
���! 
.� - L �� ����� ,� (i, j) 
���! 
� &3� �'��6�� Eij ,��! 
�

E��86 �� {en(x), fn(x), n = 0 · · ·∞} 
+�2G� Q Ck[a, b] �! W d

en(x) :=

√
2

b− a
sin(

nπ

b− a
)x, fn :=

√
2

b− a
cos(

nπ

b − a
)x. H27I

F2�6 �!����G��� &2��W4��= ������ �� �� ,� - &��=����! {1, x, x2, · · ·xn} FS� 
��7 �� ,��6 �� QPn[a, b] �! W !
���� �� ��A=�- ������	 
� �� %��26 %��

%���! ������ V ���!�� ��9� �� ���� ��G��� 
��7 -! {e′i, i = 1 · · ·n} - {ei, i = 1 · · ·n} 
� ��� ��� ���3 	��:�
&��� ,��6 �� "��K

e′i = Sijej H28I

,�� "��K %���! �����! O2P �����6 ��1 l	�� �-� ��8� ����!�� �!�5�3� O2P !�! ���D  � 
^��� %�� %���� �! 
�
����! ���'1 ��G��� 
��7 -! �1

δij ≡ 〈e′i, e′j〉 = 〈Sikek, Sjlel〉 = S∗
ikSjl〈ek, el〉 = S∗

ilSjkδkl = S∗
ilSjl. H29I

m
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J&��! �1��	 �'���� �'��6�� F�� 
� �� 
^��� %�� ��=�1

S†S = I, H30I

Q����� c�� &K�	 ����! 
� ���1 :��6�� �(S†)ij = S∗
ji J&3� ��� E��86 �� F�� 
� :��6�� �� �D�<N� ,��! 
�

����� �� �����	 ����� ��1 :��6�� Q���� ����� ���� ,-��- �� ���� �D�<N� ��8�
����! ����� �� �[6 ��!�� �� ��1 
5N�� 
��7 �[6 &<6

x =
n∑

i=1

xiei =
n∑

j=1

x′ie
′
i. H31I

�'��� �� �����! �1 
� �^�� 
� 
��7 -! �! ��!�� %�� ��1 
5N�� ��0� �1��	 ��

x′i = 〈e′i, x〉 = 〈Sijej , x〉 = S∗
ij〈ej , x〉 = S∗

ijxj . H32I

�(� )*��+, �

��=�1 ���= �� Linear operator �^	 �?*2+ �� �^	 F��06 �� �� T̂ : V −→ V &��?� QV ���!�� ��9� ���!
J������ &K�	 ����!

T̂ (x+ αy) = T̂ (x) + αT̂ (y) ∀α ∈ F, x, y ∈ V. H33I

��� Q!�� �� l(V� 
��7 ��1��!�� �-� j�h� �� ���6 �^	�?*2+ �� Q,!�� �^	 FN��

T̂ x = T̂ (
N∑

i=1

xiei) =
N∑

i=1

xiT̂ ei. H34I

J�'��� �� ��1! )'� 
��7 ��1��!�� T'/�� �� ,� ����6 �� Q&3� V ��9�  � ���!�� T̂ ei 
� �G��  �

T̂ ei =
N∑

j=1

Tjiej H35I

�� ������G��� c�� 
��7 ��=�1 ����= �� {ei} 
��7�! T̂ �^	 F��06 
� i���� :��6�� �� Tmn ��1 
���! �� T :��6��
�'���� ����6

〈ej , T̂ ei〉 = Tji. H36I

n
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J � !�� �1��	 "��0+ x ��!�� �� �-� T̂ �^	 F��06 �h�

T̂ x = T̂ xiei = xi(T̂ ei) = xiTjiej = (Tjixi)ej = (Tx)jej H37I

�!�� �� ��# x ����3 :��6�� �! e� � T �^	 F��06 :��6�� 
� &3� ,� x �-� T̂ �^	 F��06 �h� %�������


� ���?�����! �� {e′i} 
��7 {ei} 
��7 ��P 
� �=� ��� �1��	 ��+ Y� �^	 F��06 :��6�� ��� ��+ �� 
��7 ��=�1
&��! �1��	 ��?�� e′i = Sliel ,��!

T ′
ij = 〈e′i, T̂ e′j〉 = 〈Sliel, T̂ Smjem〉 = S∗

liTlmSmj , H38I

J&3� �'��� �� F��D�� �!�V� "��K 
� 
�

T ′ = S†TS, H39I

J!�� �� E��86 %�� - !�� �� �����	 S :��6�� �D�<N� �� S† ,��! 
�

S† = (S∗)T , �� S†
ij = (S∗)ji. H40I

F �� 0 6 � * � & N� / �! �!� � E �� 8 6 � 9 � ,� 2 1 
 � ���!� � �� 9 � � �  � 
 � !��� � � �-Y N � ^ 	 F �� 0 6 	 �; �
i�� �! � =� &3� �^	 F �� 0 6 Q�? �! ���!� � ��9� �� 
 � ���!� � ��9� ��  � T̂ : V −→ W &��? � �� �^	
,� �-� ���!�� ��9� -!�1 
� ����� 
� !�� �� 4�*8� i�� %���� ���� c�K T̂ (αx + y) = αT̂x + T̂ y ∀ α, x, y

����� E��86 F��D �^	 F��06 �6 ���� ��� &'��� �� ���� �� E��86

F��06 �� Y� αÂ + B̂ ��?�� Q���� F ,��� 
� ]*8�� ���(N! �!�+ α - V �-� ���(N! �^	 F��06-! B̂ - Â ��=�1
o��2� L(V ) �� �� ,� 
� �1! �� ���!�� ��9� �� F�V6 V �-� �^	 "p��06 
+�2G� %������� �&3� V �-� �^	

E��86 �� �^	 F��06 -! ��# %�� �1 ��1! ��

(ÂB̂)x := Â(B̂x) H41I

���!�� ��9� �� 
���8� %�� 
� &3��0P �� 
�*� &3� ���!�� ��9� �����6 
� L(V ) %������� �&3� �^	 F��06 �� Y�
(ÂB̂ = B̂Â) &'� ���G��P �0P %�� �&3� ��� E��86 (ÂB̂)Ĉ = Â(B̂Ĉ) ��A7 &��� ��# F2+ �� ,��! 
� &3�
&K�	 � � H� �� 2 1�? * 2+ �G � ���!I !��! !�P- 
� ��C�+ ,��! 
 � � � 8 � % �� 
 � &3� (Unital) R� �  �� � � � ��! 
� � � ��

�ÂÎ = ÎÂ = Â�� 

q
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"p��06 ��9� %� ��� �� %8����9� 
��7 
� ��D- �!�! &0'� :��6�� �� ,��6 �� �^	�?*2+ �� 
� 
� ����!
��- �^	 F��06 �� � ,��6 �� %������� ���� �� !�P�� ���'�� �� Mn×n(C) ��1 :��6�� ��9� - L(V ) ��8� �^	
�*	�! ��# ��9� �� 
� �� V �-� �^	 "p��06 ��9� Q�� E��86�� ,��6 �� �&5= %(3 ��/�� 
� 
�'� ,� :��6��

J!�� F��06

〈Â, B̂〉 = tr(AB†) H42I

����= ������! ���!�� ��9� ���� 
� &3� �� 
��7  � F.�'� E��86 %�� 
� �1! ,�V� ����6 �� ������	

��-�  .�&!� �� ���� ����

:�8N�� ���� �� E��86 �^	 F��06 �� A ∈Mn×n(C) ,��! 
� x −→ x′ = Ax "��K 
� F��06�1 Q Cn �! W EN�
���8� n ����3 ��!�� �� �! n× n �8��� :��6�� �� ��# YP &'� �Y� Cn �! �^	 F��06 �1

��� �� F��06�� "��K 
� �� x ∈Mm×n(C) 
� �*��06�1 QMm×n(C) �! W �

x −→ x′ = AxBT , H43I

m× n :��6�� �1 
���� - EN� R�S�  � 4��N� �� ������	 �&3� �^	 F��06 �� B ∈Mn,n(C) - A ∈Mm,m(C) ,��! 
�
���9� %�� �-� �^	 F��06 %��6 �*� 
� ��� &��h ����6 �� &��= ��� �! ��8� mn ��!�� �� "��K 
� ,��6 �� ��

J � &3� "��0+ Mm×n(C) ��1 :��6�� �-� F��06 %��6 �*� ��8� �c�� "p��06  � �82P  � &3� "��0+

x −→ x′ :=
∑

i

AixBi. H44I


� &3� �*��06 Q���9� %�� �-� �^	 F��06 %��6 �*� 
� ���?� ����6 �� EN� R�S�  � 4��N�� � �Ck[a, b] �! W d
J��� �� F��06�� "��K 
� �� f ∈ Ck(a, b)

f(x) −→ f ′(x) :=
∫ b

a

K(x, y)f(y) H45I

K(x, y) - R��?��� F��06 �� �� F��06 %�� �&3���A7 ]�V� ��� k !�	 
C�(� -!�1 
� &0'� 
� &3� �8��6 K(x, y) ,��! 
�
R�S� ,���+ 
� J&��� Y� F'���5�! �?*2+ �� "��K 
� �� �^	 F��06 ,��6 �� !���� � �98��! ������	 �� ,� 
�'1 ��

r�� � "p��06 ��A7 ]�V� &���� �� O���6 ��9� ��8� C∞[a, b] ��9��!

f(x) −→ dr

dxr
f(x) ��f(x) −→ xrf(x) H46I
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J�� F��06 FS� &3� �^	�?*2+ �� ���� � �^	 T��6�1 -

f(x) −→ (x2 d
2

dx2
+

d

dx
+ 1)f(x). H47I

�^	 &��?� �� ���� %� ,���� ��=�1 ���� �� �����	 ,�'�� W - V ���!�� ��9� -! *���	# *��+ 9� �'�<=�
%�� �1 �&3� ,�'�� Cmn ���!�� ��9� �� m × n ��1 :��6�� ���!�� ��9� R�S� ,���+ 
� �!�� E��86 ��A7 ,-��-
 � ���V� ��1 R�S� ����6 �� !�	 ������	 �&3� ,�'�� Cn ��9� �� n 
06�� )*�(� ��1 �� 
*2P ��� ���!�� ��9�

���� ��7 ���!�� ��1�9� %� ���'��

) +%	-� .
�
� /0�
� �
!" �

���� 
N�0�! �� 
N�0�! %�� ����= ������! {x1, x2, · · ·xn · · ·} FS� �1��!��  � �� 
N�0�! ���!�� ��9� ���! ����� ���!'�
!�� &��� N FS� �!�+ ε > 0 �1 �� � 
� ��=�1 ��.D! "��0+ 
� �!�� �� t���6 
� �1��!�� %� 
*K�� ��=�1 !�� �� �����


� �2'D 
�

∀ m,n > N −→ |xn − xm| ≤ ε. H48I

,���+ 
� �� ���= !��+� ,��� ��=�1 R�S� ,���+ 
� �!�������D �9� !�	�! �̀�-YN ���� 
N�0�! �� �/ ���!�� ��9� ���!
,��� F	�!�! ,� �/ �N- Q&3� ���� 
N�0�! �� 
��=� {(1 + 1

n )n} 
N�0�! ���?�����! j!�	 �-� ���!�� ��9� ��
��1 
N�0�! �/ ��8� &3� F��� 
� ��� �� &3�� �../ !��+� ,��� ���= !��+� 
� u�= !��+� ,!-Y���� �!�������D ���=!��+�

�!��! !�	�! �� ����

����� 
���! !�	�!�� ���� ��1 
N�0�! �/ ��=�1 ���= �� F��� ���!�� ��9� �� ���!�� ��9� �� �>��� *���	# *��+

����� �� v���� ��9� ���� F��� 
� �� ��! 4�� ���!�� ��9� �� �?�'�# *��+

- �../ !��+� ,��� 
� �G�� � ����� �� "�0*1 ��9� ���� F��� 
� �� �*	�! ��# ��9� �� � 	!�� *��+
�!�� F��� Y� !�� �� 
�	�3 �1 ,��� %�� �-� 
� ��8� !-�<� ��9��1 
� !�� &��h ,��6 �� Q���'1 F��� )*�(�

�&3� "�0*1 ��9� �� %�������-

�9� %���! ����= ������! 〈f, g〉 =
∫ 2

−1
f(x)g(x)dx !������3� �*	�! ��# �� �� C[−1, 1] �../ O���6 ��9� JR�S�
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J��� �� E��86�� �� O���6 
N�0�!

fn(x) :=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

0 x ≤ − 1
n

1
2 (nx+ 1) − 1

n ≤ x ≤ 1
n

1 1
n ≤ x

H49I


� &3� 
*7 
�3�7�� O��6 
N�0�! %���/ ��� �&3� ���� 
N�0�! �� 
N�0�! %�� 
� �1! ,�V� ��/��� ����6 �� ������	
�&'� "�0*1 ��9� �� C[−1, 1] %������� �!�������D C[−1, 1] ��9��!

&0S� ���(N! O��6 �� w ,��! 
� 〈f, g〉 =
∫ b

a w(x)f∗(x)g(x)dx �*	�! ��# �� )*�(� O���6 ��9� �L2
w[a, b] *��+


� - &3� F��� �9� %�� 
� &3� �!�� &��h "�0*1 �!�� �� �����	 ��A7 �-AG� R��?��� O���6 ��9� Q||f || <∞ i���� &3�
�������� ����� �! ���� O3- �!�5�3� �! �1�9� r�� %�� &21� �!�� �� ����� "�0*1 ��9� �� �9� %�� &03��� %21

���� 
8P��� �8��6YN��� �� YN��� ��1 ���� 
� &'��� �� ������	 Q�� 
9D- 
9D %�� "�0h� ���� �&3�

�&3� ,�'�� L2
w[a, b] ��9��� Q���0� �8� !-�<� 
�M"�0*1 ��9��1 �����

����� #1�� �%23� �


� T̂ �h� &<6 
� &3� ��5K�U ��1��!�� %���� � &3� "��0+ ���.� �w�- 
*x'� ����= ������! �� T̂ : V −→ V �*?2+
��8� Q���� F��06 !�	  � ���9�

T̂ x = λx H50I


���� ��8� ���0���A7 ,-��- T − λI :��6�� ��=�1 !�� �1��	 �5K �U x ��!��

det(T − λI) = 0. H51I

,�V� {λi, i = 1, · · ·N} �������� 
� !��! ���P �6 N �̀2�/ )*�(� !��+� � �/�! 
� &3� N 
P�! 
N!�8� �� 
N!�8� %��
����'� "-�5�� �1�� 
21 �̀�-YN �1 ���P %�� ����= �� T̂ F��06 ��1���.� �w�- ���1 ,�- �1! ��

����= �����.� �w�- ,� 
� i������!�� �w�- ��� �� c�K T̂ vi = λivi 
N!�8��! 
� �� λi 
� i������!��
�&3� gi ,� ��=�- 
P�! ���= !������6 ��� gi Qλi FS� ���.� �w�- �� 
� ��=�1
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%����� � � �&3� λ 
� i���� ��!�� �w�- Y ����� �^	 T��6�1 
� &3� ����� ����� λ 
� i������!�� �w�- y - x ��=�1
�����= �����.� �w�- ,� 
� i���� ��9� �w�- �� ,� 
� ��1! ���9��� �� F�V6���.� �w�- �� 
� ]*8�� ��1��!�� 
+�2G�

�
4�5� � ��
�� /��	� - �
- 6%�7 �

J��� c�K�� i���! 
� &3� T̂ † FS� ��?*2+ T �?*2+ ��MAdjoint �� �D�<N� Q�*	�! ��# ��9� ���! ���	
�

〈v, T̂w〉 = 〈T̂ †v, w〉 ∀v, w ∈ V. H52I

�!�� &��h�� �� B��	 ��/��� ,��6 �� E��86 %�� � �!�5�3���
�����

(Â†)† = Â

(cÂ)† = c∗Â†

(Â+ B̂)† = Â† + B̂†

(ÂB̂)† = B̂†Â†. H53I

����! �&3� 
��V� )��- � 
.� "�0h� ���� �� &��h �� �	� 
^��� ).� � �!"�

〈x, ÂB̂y〉 = 〈(ÂB̂)†x, y〉 H54I

���>  �

〈x, ÂB̂y〉 = 〈Â†, B̂y〉 = 〈B̂†Â†x, y〉. H55I

���-� �� &3�� 
^��� -! %�� 
'��.� ��

〈[(ÂB̂)† − B̂†Â†]x, y〉 = 0, ∀x, y. H56I

���= �� 
G�� &3� &3�! y ��!�� �1 ���� 
^��� %�� 
� �G��  �

[(ÂB̂)† − B̂†Â†]x = 0 ∀x, −→ (ÂB̂)† = B̂†Â†. H57I
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c�K T̂ † = T̂ i���! 
� !�� �� 
�5= ��?*2+ 
� ����1�?*2+ �*	�! ��# ��9� ���! ��,��	�	@6A ���	
�
���� c�K T̂ † = −T̂ i���! 
� !�� �� 
�5= ��?*2+ 
� ����1 !�7 �?*2+ ����

!�� �� F�V6 ��-��6 O���6  � 
� ���9��� �!�?*2+ %�� ����= ������!�� D̂ := ∂
∂x �?*2+ C∞[a, b] ��9��! �����

�! O��6 %�� %�� �1 �!�� �1��	 ����1 �9��� %���! P̂ := −iD̂ �?*2+ 
G���! � &3� ����1!�7 Hf(a) = f(b) i����I
�&3� ����1 L2[−∞,∞]M"�0*1 ��9�

y5/ ���1��!�� �*	�! ��# 
� !�� �� 
�5= ��?*2+ 
� Û ������?*2+ Q�*	�! ��# ��9� ���! ��'�=� 	@6A
��8� Q���

〈Ûv, Ûw〉 = 〈v, w〉. H58I

��G��� 
��7 ���! ��D- �� ����� �?*2+ �� 
� &3� z#�- ���� �� c�K Û Û † = Û †Û = I i���! ��?*2+ %��
�!�� �1��	 ����� :��6�� �� �� �{���� �1! o��2�

���� y5/ �� �1��!�� 
21 � ���� �=� ).�-�=� &3� ����� Û ��?*2+ �����


21 � ���� Û 
� ��� ��� R�/ ���� �� y5/���1��!�� � ���� 
� !�� �� 4�*8� 58  � �!�5�3��� ���� ����� Û �=� � �!"�

� ���! �� x, y ���(N!��!��-!�1 �� � 
� ���� y5/ �� �1��!��

||Ûx|| = ||x||, ||Ûy|| = ||y||, ||Û(x+ y)|| = ||x+ y||, ||Û(x+ iy)|| = ||x+ iy||. H59I

�〈Ûx, Ûy〉 = 〈x, y〉 
� ���= �� 
G�� )��- � %�� �

����1�?*2+ �� 
� &3� �80> �!���G��P !�	 �D�<N��� 
� &3� ��?*2+ R�����?*2+ ����	'����12�#	@6A ���	
�
�&3� R���� �����-

:��6�� �� Q��G��� �� ����� Q����1�?*2+ �� 
� i���� :��6�� Q
�� ���8�� 
��7 ���! 
� ��� &��h ����6 �� ������	
� &3� ��G��� �� ����� Q����1

���� 
���! x ��!�� �1 �� � 
� �=� ).�-�=� &3���G��� Â �M?*2+ �����

||Âx|| = ||Â†x||. H60I
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%������� �ÂÂ† = Â†Â ����! ������G��� A �=� JR-� &�P "�0h� � �!"�

〈Âx, Âx〉 = 〈Â†Âx, x〉 = 〈ÂÂ†x, x〉 = 〈Â†x, Â†x〉. H61I

���= �� 
G�� ���'1 ���(N! ��!��-! y - x ,��! 
� x+ iy - x, y, x+ y ���� ���� (60I �-�'6  � J4-! &�P "�0h�

〈Âx, Ây〉 = 〈Â†x, Â†y〉, ∀x, y. H62I


G���!

〈Â†Âx, y〉 = 〈ÂÂ†x, y〉, H63I

��-

〈(Â†Â− Â†Â)x, y〉 = 0. H64I

�&3���G����?*2+ �� Â %�������- Â†Â = ÂÂ† 
� ���= �� 
G�� ���'1 ���(N! y - x ,��

�Â†x = λ∗x ��?�� Âx = λx �=� "��K %���! �&3���G����?*2+ �� Â 
� ��� ��� �����
J��� �� �!�5�3� F0D 
9D  � R�/ �&3���G���Y� Â− λI ��?�� ������G��� Â �=� � �!"�

||(Â − λI)x|| = 0 −→ ||(Â− λI)†x|| = 0 −→ ||(Â† − λ∗I)x|| = 0 −→ Â†x = λ∗x. H65I

J��� �� &3�� �!�3 
G��-! 
9D %�� �

����'1 �../ ����1�?*2+ ����!�.� �w�- ��9� �1�,'

����'1 lN�	 �� ������?*2+ �� ��!�.� �w�- B(9� �1�,'

���!�2+ �1�� ���'1Y��2�� ��1���.� �w�- ���{���� 
� R���� �?*2+ �� ��1��!�� �w�- �����

"��K %���! �Ây = μy - Âx = λx ��� ��� � �!"�

〈x, μy〉 = 〈x, Ây〉 = 〈Â†x, y〉 = 〈λ∗x, y〉, H66I
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�G�� �-

−→ (μ− λ)〈x, y〉 = 0 −→ 〈x, y〉 = 0. H67I

SpectralDecomposition �8	9 ��:4, 	

���1! �� F�V6 �9� ���� 
��7 �� ��G����?*2+ �� ��1��!�� �w�- �8� !-�<� ���!�� ��9� ���! �����

�w�- �� -���.� �w�- �� �̀2�/ �?*2+�1 
� ���! �� ����= ������! V ��8� n ��9� �-� �� Â R���� �?*2+ � �!"�
J�1! �� ,�V� e1 - λ1 �� �� 
>������!�� �w�-- ���.� �w�- %�� �!��!��!��

Âe1 = λ1e1. H68I

J��� ���!�� F�� 
� A �?*2+ :��6�� "��K %���! ����� ,� �9+ %N-� e1 
� ��� �� ��(��� �9� ���� �� 
��7

A =
(
λ1 bn−1

0 An−1

)
H69I

�=� 
� ���! �� F0D ��1 
9D ���� �&3� ��8� n− 1 ��^3��!�� �� bn−1 - ��8� n− 1 :��6�� �� An−1 ,��! 
�

� &'��� �� Y� A† :��6�� %������� ���� �!�� �!�5�3� A �?*2+ ,!����G��� � �P %���! �A†e1 = λ∗1e1 ��?�� Ae1 = λ1e1

J��� ���! �� M��^D 
��*� F�� 
� A :7 �bn−1 = 0 &'��� �� 
G���!- ���� �S*S�b�� 4��

A =
(
λ1 0
0 An−1

)
. H70I

- &3� R�����?*2+ �� !�	 
��� 
� An−1 R�/ H���� �!�5�3� AA† = A†A �-�'6  � �̀2.�'� 
� &3� ,� �6 �!�3 ��� �� I
- %N-� 
� �� 
��7�! 
� ��� ��- ��� ������6 ,�!����!�� Rb��3� %21 �!��!��!�� �w�- ��-���.� �w�- �� FD��/

J��� ���!�� F�� 
� A �?*2+ :��6�� ���'1 e2 - e1 ,� �C�+ %�-!

A =

⎛
⎝ λ1 0 0

0 λ2 0
0 0 An−2

⎞
⎠ . H71I

�!�� �� ��^D F�����> 
� A Q{e1, e2, · · · en} 
��7 ��8� A ��1��!�� �w�- 
��7�! 
� ��� �� F2+ %������6��
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���= �� ����! �� �� :��6�� QR�S� ,���+ 
� �&'� c!�K ��G����� ��1 :��6�� ���1�?*2+ ���� r�#�� %��

B =
(

1 c
0 1

)
, c = 0. H72I

(
1
0

)
F�� 
� 
� !��! !�P- :��6�� %�� ���� ��!�� �w�- �����6 ��� ����'1 ��������� -!�1 :��6�� %�� ��1���.� �w�-

���1! F�V6 �9� ���� 
��7 �� �����6 �2� :��6�� %�� ��1��!�� �w�- %������� �&3�

���� ���� ���


� !��! !�P- ����� F��06 �� 
� &3��8� %�� 
���� %�� �&3� ��^D !�	 ��1��!�� �w�- 
��7�! R�����?*2+ �� 
� ����!
- �1���.� �w�- ���� �� F2+�� T6�6 
� ����� F��06 %�� z��K 4�� ,!����7 ���� ���� �� ��^D�� A �?*2+ :��6��

J��� ����7 �� A ��1��!�� �w�-

Aei = λiei, i = 1, · · ·n. H73I

�� %=�- ���.� �w�- �� 
� i���� ��1��!�� �w�- ����'1!�2+ �1�� Y��2�� ��1���.� �w�- �� �{���� ��1��!�� �w�- 
� ���! ��

� �� �1 ei �=� ����� �� c�K 〈ei, ej〉 = δij )�����! �1��!�� �w�- %�� 
G���! ���� �� !�2+ �1�� &2�� 4��= j-� �� Y�
F�� 
� ���� ,!����G��� 
^��� - ��� ��1��	�! ��^3 ��1��!�� "��K 
� �1 e†i Q���?�����! ����3 ��1��!�� "��K

J�'��� ���� F�� 
� �� S :��6�� R�/ �e†iej = δij !�� �� ,���� 

S =
(
e1 e2 · · · en

) H74I

&��! �1��	 
G���! ���� 
���=���D S �! ����3 ��1��!�� ,���+ 
� �1 ei ,��! 
�

S† =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

e†1
e†2
·
·
e†N

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ . H75I


� ���= �� 
G�� e†iej = δij i�� FN��

S†S =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

e†1
e†2
·
·
e†N

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

(
e1 e2 · · · en

)
= I, H76I
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�&3� ����� S ��8�

���-� �� &3�� QAei = λiei 
� �G�� �

AS = A
(
e1 e2 · · · en

)
=

(
λ1e1 λ2e2 · · · λnen

) H77I


G���!-

S†AS =

⎛
⎜⎜⎝

λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
0 0 · · · 0
0 0 · · · λn

⎞
⎟⎟⎠ . H78I

�̀/p^K� R���� �?*2+ �� ��1���.� �w�- - �1��!�� �w�- 
+�2G� 
� �&3� ��� ��^D ����� F��06 ���� A %�������
�!�� �� ����� Y� �5> 
�YG6 �?*2+ �� ,!�� ��^D 
� &3� &�P %21 
� �����= �� �?*2+ ,� spectrum �� E>

��1��!�� �w�-  � F��� 
+�2G� �� ���� ���� ,���� �=� ).�-�=� ���� ���G��P �?������ B - A R���� �?*2+-! �����
�&��� @��V�

�� 
��7 ,��6 �� �̀2�/ �����G��P �?������ R�����?*2+ -! �=� 
���� ,�- !�� ,�� ,��6 �� Y� ��?�! F�� 
� �� 
9D %��
���= �����6 
9D- &'����D�� �1��(N! 
��7�1 ���� &K�	 %�� 
� ��� ���6 ���� ������ ��^D�?*2+-!�1 ,��! 
� &���

��������D�� &K�	 %�� ,��! 
� &��� ��
��7 ,��6 �� 
�

&D! 
� &'��� �� ������	 - !��! �������� ������! �!�� &21� �!��������  � �1 - ����5���� � �1 
9D %��
�!�?���� ���� "�0h�


� �G�� � ������ 
���! {e1, e2, · · · eN} FS� @��V���!�� �w�- 
+�2G� �� 
� ������?*2+-! B - A 
� ��� ��� J"�0h�
����! 
��7 %���! �!�� ��(����9� 
��7 ,���+ 
� ,��6 �� �� 
+�2G� %�� ���'1 ����1�?*2+-! %��

Aei = λiei, Bei = μiei H79I

���= �� 
G�� ,� � 
�

ABei = BAei −→ AB = BA −→ [A,B] = 0. H80I

�[A,B] = 0 
� ��� ��� :�+��
����7�� �� F�� A Qo��1��!�� �w�- 
��7�! ����� �� gi �� λi ���.� �w�- ��=�- ���� �� ��7 �� A �?*2+ ��1��!�� �w�-

����
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A =

⎛
⎜⎜⎝

λ1Ig1×g1

·
·
λkIgk×gk

⎞
⎟⎟⎠ H81I

ei �1 �� � 
� J��� �� F2+�� T6�6 
� R�/

A(Bei) = B(Aei) = B(λiei) = λi(Bei), H82I

�w�- �� A �?*2+ ��!�� �w�- �� Y� Bei ��!�� 
� �1! �� ,�V� c�� 
^��� ���� �!�� �!�5�3� B - A ,���G��P  � ,��! 
�

��7 %���! 
� &3��8� %�� 
� ��� %�� �&3� )'� F��D λi ��9� �w�- 
��7 ��1��!�� T'/�� Y� Bei %������� �&3� λi ���.�

J&3� �� F�� 
� B �?*2+ H&3� ��^D ,��! A 
� �� 
��7 ,�21I

B =

⎛
⎜⎜⎝

B1g1×g1

·
·
Bkgk×gk

⎞
⎟⎟⎠ . H83I

F��06 �� ,��6 �� R�/ �&3� ��� ��^D 
��*� B �*?2+ - ��^D A �?*2+ c��
��7�! �?�! "��0+ 
�

S =

⎛
⎜⎜⎝

S1g1×g1

·
·
Skgk×gk

⎞
⎟⎟⎠ . H84I

��� �� �2� &3! �� A ,!�� ��^D F��06 %�� �!�� ��^D�� B :��6�� F� &3� Bi :��6�� ����� ��^D Si ,��! 
�
����'1 ��^D �?*2+-!�1 ,��! 
� &3� �� 
��7 ���P 
��7 �SiIiS

†
i = Ii

�	�
� ��	����� ���


� 
��7 ��1��!�� � �^'� v ∈ V ��!���1 ����= ������! {e1, e2, · · · eN} ��G��� 
��7 �� ��8� N MV ���!�� ��9� ��
J&3��� F��

v =
N∑

i=1

viei H85I
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J!�� �� 
������ "��K 
� j!�	�! ��!�� %�� �*	�! ��#

〈v, v〉 =
N∑

i=1

v∗i vi. H86I

J!�� E��86�� F�� 
� 〈v| !M �2��� ����3��!�� �� - |v〉 !M�2��� ��^3��!�� �� ���!�� %���1 �� � 
� ,��6 ��

|v〉 =

⎛
⎜⎜⎝

v1
v2
·
vN

⎞
⎟⎟⎠ H87I

-

〈v| =
(
v∗1 , v∗2 , · · · v∗N

)
. H88I

�� �� ��!�� -! %�� 
� ��� �� 
P�6 
��� %�� 
� R�/ ���� �� 4�� Bra ��!�� �� �� 〈v| ��!�� - ket ��!�� �� �� |v〉 ��!��
J��� ��# �?�����! ����6

〈v|v〉 =
N∑

i=1

v∗i vi = 〈v, v〉. H89I

r���� 
� &3� ,� @���! ���A=!�2� ���	 �&3� :��6�� -! ��# e� f�> �N- &3� �*	�! ��# �� &3�� f�>
��1! �� F*.6�1 :��6�� ��# r�� � �6�*2+ 
� �1! 4�G���1��!�� �-� �1��	 ���� 
� �� �6�*2+

J���� ����7 �� �� ���� - &� o��2� Y� e1, · · · eN 
��7 ��1��!��

|1〉 =

⎛
⎜⎜⎝

1
0
·
0

⎞
⎟⎟⎠ |2〉 =

⎛
⎜⎜⎝

0
1
·
0

⎞
⎟⎟⎠ |N〉 =

⎛
⎜⎜⎝

0
0
·
1

⎞
⎟⎟⎠ H90I

〈1| =
(

1 0 0 · · · 0
) 〈2| =

(
0 1 0 · · · 0

) 〈N | =
(

0 0 0 · · · 1
)
. H91I

J ����! %�������

|v〉 :=
n∑

i=1

vi|i〉. H92I
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〈v| :=
n∑

i=1

v∗i 〈i|. H93I

����� f�K v =
∑n

i=1 ei "��K 
��1��!�� %����  � - �1! �� o��2� ��� - &� "��K 
� �� �1��!�� 4�26 �8� 
� %�� �
,� 
� 
� !�-� &3�� !�+ �� - !�� ��# �1�! "��K 
� �� |w〉 FS� &� ��!�� �� - 〈v| FS� ��� ��!�� �� ,��6 �� ����

���= �� &����

〈v|w〉 :=
n∑

i=1

v∗iwi, H94I

J&3��� ��1 &K�	 ����! &���� %�� �&3� v - w ��!��-! %� �*	�! ��# ,�21 OD�- �! 
�

〈v|w + w′〉 = 〈v|w〉 + 〈v|w′〉
〈v|cw〉 = c〈v|w〉

〈cv|w〉 = c∗〈v|w〉
〈v|v〉 ≥ 0

〈v|v〉 = 0 −→ |v〉 = 〈v| = 0 H95I

J
� ��! ,��6 �� ��/���

|v〉 =
N∑

i=1

vi|i〉, 〈i|v〉 = vi. H96I

J!�-� &3�� :��6�� �� - !�� ��# �1�! "��K 
� �� 〈w| FS� ��� ��!�� �� - |v〉 FS� &� ��!�� �� ,��6 ��

|v〉〈w| :=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

v1w
∗
1 v1w

∗
2 v1w

∗
3 · v1w

∗
n

v2w
∗
1 v2w

∗
2 v2w

∗
3 · v2w

∗
n

v3w
∗
1 v3w

∗
2 v3w

∗
3 · v3w

∗
n

· · · · ·
vnw

∗
1 vnw

∗
2 vnw

∗
3 · vnw

∗
n

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ H97I

J 
� &3� z#�-

|v〉〈w + w′| = |v〉〈w| + |v〉〈w′|
|v〉〈cw| = c∗|v〉〈w|
|cv〉〈w| = c|v〉〈w|. H98I
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J&3��� )��- � ��� �!�5�3� ���� � �̀2|�!- ���� 
���!!�� 
� &'��� �� ��� - &� ��1��!�� !����! 
� �^��- � %���2��

〈i|j〉 = δij∑
i

|i〉〈i| = I H99I

�!�5�3� 
� ����! %V7 ��1 o(��! 
� �� 
}�� ��� �?�! )��- �  � ���'� 
� !��! �� �����'� %'/ %�� @���! o��2�
J�'���� ����6 �� R�S� ,���+ 
� ����� �� ��7 F*.6 
^���-! %��  � �� �!�3

|v〉 = I|v〉 =
N∑

i=1

|i〉〈i|v〉 =
N∑

i=1

vi|i〉,

T =
∑

j

|j〉〈j|T
∑

i

|i〉〈i| =
∑
i,j

Tji|j〉〈i|,

〈i|AB|j〉 =
∑

k

〈i|A|k〉〈k|B|j〉 H100I

|i〉〈j| 
��7 ��1�?*2+ T'/�� �� �?*2+ �� )'� 4-! 
^��� Q��� �� ,�� �� 
��7 ��1��!�� T'/�� ��!�� �� )'� R-� 
^���
��# FK�/ �� &3������ �^	 F��06 -! ��9*K�/ :��6�� 
� ��� �� ,�� OD�- �! �	� 
^��� ��	b�� - ��� �� ,��

��^	 F��06 -! ,� ��1 :��6��

J&3��� T6�6 
� ,�� ��+ ��<� ����� �� ��+ ��!�� �� ��1 
5N�� ��� ��+ �� ���!�� ��9� 
��7 ��=�1

v′i := 〈i′|v〉 =
n∑

j=1

〈i′|j〉〈j|v〉 −→ v′i =
n∑

j=1

Sijvj H101I

J �'��6�� "��K 
� ��

v′ := Sv H102I

�&3� 
��7 F��06 :��6�� Sij := 〈i′|j〉 ��1 
���! �� S �8��� :��6�� ,��! 
�

J�� F�� 
� ����� �� ��+ Y� �^	 F��06 �� ��1 
���! 
��7 �[6 &<6 %�� �1

〈i′|T |j′〉 =
∑
i,j

〈i′|i〉〈i|T |j〉〈j|j′〉 −→ T ′ := STS−1. H103I
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- � � �
!" � 
- ;� �
!" <	� ;�
6� �


J!�� E��86�� F�� 
� ����?� ,��6 �� �1��� ��9� - �1 &� ��9� %�
† : |v〉 −→ 〈v|, † : 〈v| −→ |v〉. H104I

J!��! �� �� B��	 !�� �� ����� �D�<N� &��?� 
� &��?� %�� 
� !�� �� ���! ��/���

|cv〉† = c∗〈v|
|v + w〉† = 〈v + w|

(|v〉†)† = |v〉 H105I

Y� �^	 ��1 F��06 �-� �� ,� ,��6 �� ��� �� �h� �1 ��� �-� �1 - �1 &� �-� �1 �D�<N� �?*2+ 
���� 
� 
P�6 ��
J
� ��8� %�� 
� !�� R�2+�

†(A) =† (
∑
i,j

Aij |i〉〈j|) =
∑
i,j

A∗
ij |j〉〈i| H106I

J &��! �1��	 ��� ��?� :��6�� F�� 
� �1�?*2+ 
� ��=�1 
G���!

A† = (A∗)T H107I

�&3� :��6�� �!�����6 ���8� 
� T !�2� ,��! 
�

J 
� !�! ,�V� ��/��� ,��6 �� E��86 %��  � �!�5�3� ��

|w〉 = T |v〉 −→ 〈w| = 〈v|T † H108I

J!�� ].<6 ���� �D�<N� - �1�?*2+ !����!�� �� )��- � &<K ,��6 �� �	� 
^���  � �!�5�3��� -

(AB)† = B†A†,

(cA)† = c∗A†,

((A)†)† = A

(A+B)† = A† +B†. H109I

�	7	��C� *��	@6A
����= ������! {|i〉, i = 1, · · ·m} FS� 
��7 �� W ���� ����= ������! W FS� ,� ��9��� ��- V ���!�� ��9�

�?*2+ "��K %���!

PW :=
m∑

i=1

|i〉〈i| H110I
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- &3� ����1�?*2+ %�� ���� �����C6 W �-�� �� �9� ��1��!���?*2+ %�� �!�� �� �����	 V �-����C6�?*2+
���� �� c�K P 2 = P i���!


P�! �� �?*2+ %�� ���.� �w�- �� a1 �=� � ���� ��G��� �?*2+ �� A 
� ��� ��� *	��C� *��	@6A 9 �D�E ���1�
"��K %���! �1! ,�V� |e(1)1 〉, |e(2)1 〉, · · · |e(K)

1 〉 �� �� �?*2+ %�� �� �{���� �
�� - ���8�� ��1��!�� �w�- - Q���� K ��=�-
�M?*2+ - !�� �� �-��P c�� ���8�� - 
�� ��1��!�� �� a1 
� i���� ��9� �w�-

P1 =
K∑

i=1

|ei
1〉〈e(i)1 |, H111I

J!�� �� 
���� %�� F��� ��> 
� A �?*2+ 
� �1! ,�V� ����6 �� ��/��� ������	 �&3�9� �w�- %�� �-� ���C6 �?*2+

A =
∑
m

amPm, H112I

�&3� A �M?*2+ ��1 ���.� �w�- 4�26 �-� O2P ,��! 
�

����	' *��	@6A F#���

- ���(N! �?*2+ �� T 
� ��� ��� ���� E��86 �� ����1 ��1�?*2+  � �8���6 
� ����! �� T*U� �������� ������!
J������ )'��� �8��6 f : C −→ C

f(x) =
∞∑

n=0

fnx
n H113I

�!�� �� E��86 )'� %21�� Y� f(T ) O��6 "��K %���!

f(T ) :=
∞∑

n=0

fnT
n. H114I

Ω - T �~�� ��^D D ,��! 
� T = ΩDΩ−1 &��� ,��6 �� &3���A7 ��^D 
G�� �! - R���� T �?*2+ 
� �G��  �
J��� ���! �� F�� 
� b�� 
^��� ��?�� T n = ΩDnΩ−1 
� ��� 
P�6 
��� %�� 
� ��=�1 �&3� T �~���� ��^D :��6��

f(T ) =
∞∑

n=0

fnΩDnΩ−1 = Ω
∞∑

n=0

fnD
nΩ−1 = Ωf(D)Ω−1, H115I

,��! 
�

f(D) :=
∞∑

n=0

fnD
n. H116I
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λ1, · · ·λN ~�w�- ��!�.� �� ��8� N :��6�� �� T 
� 
� ��� ��� �!�� �� 
03�<� ��/��� f(D) :��6�� 
� ��� &D!
"��K %���! �����

D =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

λ1

λ2

. . . . .

. . . . .
λN

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ H117I

116 E��86 
� 
P�6 �� -

f(D) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

f(λ1)
f(λ2)

. . . . .

. . . . .
f(λN )

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ . H118I

�� ���� !���� Y� ��*��6 )'� O��6 
� ��D- ���� 
� �1! �� &3�� �?*2+ �� O��6  � ��6 �*� E��86 OD�- �! 115 
^���
J � &3� "��0+ E��86 %�� �!- �

f(T ) = Ωf(D)Ω−1. H119I

���� � �
-
!" ���3�
, & � ��

%�� ���� ���� �2� E��86 
��7 � F.�'�- !�G� ��> 
� �� ���!�� ��9� -! ���'��6 ��# $�! %���! �=!�3 ����
���� 
8P��� �^	�0P �����1 
� ����6 �� ������	 �5��86

!� 8 �� � � �'�� 6� � 
� ���� �� ���'�� 6 ��# ,�� 6 �� ���� � ��� �!�! !�8 �� � � :�� 6� � -! (B)p×q - (A)m×n �� =�1
J!�� E��86�� F�� 
� &3� (mp× nq)

(A⊗B)ij,kl := AikBjl H120I

J!�� �� 
03�<� �� F�� 
� :��6�� -! %�� ��# �*2+ ��<N 
�

A⊗B :=

⎛
⎜⎜⎝

a11B a12B · a1nB
a21B a22B · a2nB
· · · · · · · · · · · ·

am1B am2B · amnB

⎞
⎟⎟⎠ H121I

X_

www.Endbook.net



J��� ].<6 �� ���� &<K E��86  � �!�5�3� �� ����6 �� ������	 
� &3��� B��	 ����! ��# %��

A⊗ (B + C) = A⊗B +A⊗ C

A⊗ (αB) = (αA) ⊗B = α(A⊗ B)

(A⊗B) ⊗ C = A⊗ (B ⊗ C)

(A⊗B)(C ⊗D) = AC ⊗BD

(A⊗B)† = A† ⊗B† H122I

�� {|j〉, j = 1 ·m} 
��7 ��1��!�� �� W ���!�� ��9� - {|i〉, i = 1, · · ·n} 
��7 ��1��!�� �� V ���!�� ��9� �=� R�/

� 
��7 ��!�� mn T6�6 %�� 
� ����-� &3�� b�� E��86 �� ]��^� �� 
��7 ��1��!�� ���'��6 ��# ,��6 �� ����?� ����!

J�1! �� o��2� |i, j〉 �� ��C�	� 
� �� ���� 
� ���-� �� &3�� |i〉 ⊗ |j〉 F��

|i, j〉 := |i〉 ⊗ |j〉 i = 1 · · ·m, j = 1 · · ·n. H123I

J��� �� E��86 �� "��K 
� �� �1��!�� %�� �*	�! ��#

〈i, j|k, l〉 = 〈i|k〉〈j|l〉. H124I

Q!�� ��1��	 
�� �M ��8�� Y� ���'��6 ��# ��9� 
��7 ��1��!�� Q����� 
�� ���8�� 
N-� ��1�9� 
��7 ��1��!�� �=� %�������
��8�

〈i, j|k, l〉 = δi,kδj,l. H125I

�����	 �� W - V ��1�9� ���'��6 ��# �� ,� 
� ���� �� �-��P �� ��8� mn ��9� �� ���P ��1��!�� %��
J ����! &../�!

V ⊗W := Span{|i, j〉}. H126I


��7 �� ���!�� ��9� �� V ��=�1 JR�S�

{|0〉 =
(

1
0

)
, |1〉 =

(
0
0

)
}

J&3��� ��1 
��7 �� ��8� \ ���!�� ��9� �� V ⊗ V ��?�� ����

|0, 0〉 :=

⎛
⎜⎜⎝

1
0
0
0

⎞
⎟⎟⎠ |0, 1〉 :=

⎛
⎜⎜⎝

0
1
0
0

⎞
⎟⎟⎠ |1, 0〉 :=

⎛
⎜⎜⎝

0
0
1
0

⎞
⎟⎟⎠ |1, 1〉 :=

⎛
⎜⎜⎝

0
0
0
1

⎞
⎟⎟⎠ H127I
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J!�� E��86�� F�� 
� V ⊗W ��9��! ���!�� ,��6 �� |w〉 - |v〉 ��!�� -! �1 �� � 
�

|v〉 ⊗ |w〉 := viwj |i, j〉 H128I

��# 
� ��� �� �-�7 �K��	 ,�21  � ����� ��> 
� ��# %�� ����= �� |w〉 - |v〉 ��1��!�� ���'��6 ��# �� ��!�� %��
��8� Q�'��6��

|v〉 ⊗ (|w〉 + |z〉) = |v〉 ⊗ |w〉 + |v〉 ⊗ |z〉
|v〉 ⊗ (α|w〉) = (α|v〉) ⊗ |w〉 = α(|v〉 ⊗ |w〉)

(|v〉 ⊗ |w〉) ⊗ |z〉 = |v〉 ⊗ (|w〉 ⊗ |z〉)
(|v〉 ⊗ |w〉)† = 〈v| ⊗ 〈w|. H129I

�� ��!�� FS� &��� |v〉 ⊗ |w〉 "��K 
� ,��6 �2� ���YN� �� V ⊗W ��9� �! ���(N! ��!�� ��

|ψ〉 := |0, 0〉+ |1, 1〉 H130I

"�+p>� 
���� �! ��� F|�'�  � ��� ����= �� ���6 �1�! �� ���1��!�� %�� ��1! ,�V� �� ��� %�� ����6 �� !�	 ������	 
�
�&3� ���6 �1�! ��1 &N�/ %�� 
8N�^� &3� ��� ��V� Y� lN�	 "�#��� 
� ,� 
���! 
� �������� ������! - ��������

E��86 
��7 ��1��!�� �-��� F�� 
� �� ���� �h� ,��6 �� ����� �^	 �?*2+-! B : W −→ W - A : V −→ V ��=�1
J!��

(A⊗B)(|i, j〉) := (A|i〉) ⊗ (B|j〉). H131I

J��� �� F2+ R�28� ]��> 
� �?*2+ %�� �'��6�� �K��+ %86 ����

(A⊗B)kl,ij := 〈k, l|A⊗B|i, j〉 = 〈k|A|i〉〈l|B|j〉 = AkiBlj H132I

���� �� &3�� �?*2+-! ��1 :��6�� ���'��6 ��#  � �1 �?*2+ ���'��6 ��# :��6�� �1! �� ,�V� 
�

Xm
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=� �� �
�>� ?�
, ��

� 0 < ε << 1 ,��! 
� ���= ������! �� �� 
�3�7 O��6

δε(x) :=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

0 x ≤ −ε
1
2ε − ε ≤ x ≤ ε

0 ε ≤ x

H133I

J&3��� ��1 &K�	 ����! O��6 %��
JEN�

∫ ∞

−∞
δε(x)dx = 1, H134I

Q���� �1���� (−ε, ε) 
*K���! 
� �8��6�1 ���� J�
∫ ∞

−∞
δε(x)f(x) = f(0) +O(ε) H135I

�&3� ε 
06��  � ��2� O(ε) ,��! 
�
�1! �����D- �1! �� ,�V� δ(x) O��6 �� ε −→ 0 
� ��D- �� δε(x) O��6 �/

δ(x) := lim
ε−→0

δε(x). H136I

!�� ��?� �?*2+ �� ,���+ 
� ,� 
� ,��6 �� 
�*� &'� O��6 �� δ(x) !�	 �!�	 
� ����� �� @���! ���N! O��6 �� ,� -
�!��!��8� R��?��� �� �� �! ���6 
�

J&��! �1��	 
G���!
∫ ∞

−∞
δ(x)dx = 1,

∫ ∞

−∞
δ(x)f(x) = f(0). H137I

J&3��� ��1 &K�	 ����! O��6 %�� �!�� E��86 
��V� ��> 
� �� δ(x− b) O��6 ,��6 ��

∫ ∞

−∞
δ(x − b)dx = 1,

∫ ∞

−∞
δ(x− b)f(x)dx = f(b), H138I
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�� ���8� ���1 
N�0�! %��  ��6 ��� �� �! �&��= Y� O���6 � ��?�! ��1 
N�0�! �/ ,���+ 
� ,��6 �� �� @���! ���N! O��6
����

�1! �����D J �9� ���!'�

gσ(x) :=
1

σ
√

2π
e−

x2
2σ2 , H139I

�L�� &3� ����� Y� ,� ��<���� z^3 �&3� x = 0 
^.��! 1
σ
√

2π
�2�Y���- σ ����7�� �3--�= �8��6 �~��1! ,�V� 
�

����! �G����!

δ(x) := lim
σ−→0

gσ(x). H140I

�1! �����D �(9� ���!'�

δT (x) :=
1
2π

∫ T

−T

eixdt =
sinTx
πx

. H141I

����!
∫ ∞

−∞
DT (x)dx =

∫ ∞

−∞
DT (x)dx =

∫ ∞

−∞

sin y
y

dy = 1. H142I

����! 
N�0�! %�� ����

δ(x) := lim
T−→∞

DT (x). H143I

J�3� ���� �����'� 
^��� 
� �G�� �-

δ(x) :=
1
2π

∫ ∞

−∞
eixtdt. H144I

J���'1�� ��� 
� ��N! O��6 B��	 ��?�! �98�

δ(x − x′) = δ(x′ − x)∫
δ′(x− x′)f(x′)dx′ = − df

dx
(x). H145I
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?���, �
!" �� � �� ��
' ����7 �� 
�>� ?���, ��

O���6 ��9� �&��=����! O���6 ��9� ���� 
��7 �� ,���+ 
� ,��6 ������N! O���6 
� �1! ,�V� �1��	 �� &2'D %���!
���9� %�� ���� �2� ���A7 ]�V� �� �?�3�7 ��� O���6 %�� �����! �K�C(� ��� r�� �1 ����= �� ����! �� F [0, 1]

�� ���	 T��.6�� 
� ���= ������! 
��7 �� �9� %�� ���� N ��Y� !�+ �1 �� � 
� R�/ �&3� ��8� &���� �� ��9�
��� E��86 
��7 )3�6 &D! �� �9� O���6 ,��! 
� ���= ������! �� N −→ ∞ �/ :;3 ���� �-��P �� O���6 ��9� ����6

����! T6�6 %�� 
� ���� �� �'.6 &2'D N 
��� [0, 1] 
*K�� ����� �� �!�! o��2�

[0, 1] = Δ1 ∪ Δ2 ∪ · · ·ΔN H146I

,��! 
�

Δn := [
n− 1
N

,
n

N
] H147I

J��� �� E��86 �� �� O���6

en(x) := { N x ∈ Δn

0 x /∈ Δn
H148I

J���'���G��� ��� ��!�2+�?������ O���6 %�� �&3� ���� �-�'� O���6 %���� z^3

〈en, em〉 ≡
∫ 1

0

e∗n(x)em(x)dx = Nδm,n. H149I

J ����! f ∈ F [0, 1] O��6�1 �� � 
� 
� ����!�� &K�	 %�� %�� �1

〈en, f〉 ≡
∫ 1

0

e∗n(x)f(x)dx = N

∫
x∈Δn

f(x)dx =: N(
1
N
f(xn)) = f(xn), H150I

J�?�! "��0+ 
� Q&3� Δn 
/�� �! O��6���.� ���1! ,�V� ���	 T��.6�� 
� &3� Δn ,-�! �� 
^.� xn ∈ Δn ,��! 
�

f(xn) :=

∫
x∈Δn

f(x)dx
1
N

H151I

�� y := n
N FS� 
�3�7 :���� �� 
� �� !�	 ��P Y� n :���� &N�/ %���! ��1! �� F� &���� �� &23 
� �� N R�/

Q��� �� F� δ(x − y) ��8� @���! ���N! O��6 
� ����! @���! O���6 !����! p̀0D 
� �V��2� �� ]��^� Y� en(x) O��6 ��1!
HLI F��

Zs
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)(xen

N

n

N

n 1

N

x x
y

( x-y )�

���� �� F� δ(x− y) O��6 
� en(x) O��6 - y 
�3�7 l	�� &23 
� n
N 
�''= l	�� QN −→ ∞ �/�! JL F��

�&3��� F�� 
� N −→ ∞ �/�! �1 &2� F��06 ��<�

n

N
−→ y

en(x) −→ δ(x− y)

|en〉 −→ |y〉

〈x|en〉 −→ 〈x|y〉

〈en|em〉 = δn,m −→ 〈y|y′〉 = δ(y − y′). H152I

F�� 
� (150I 
^��� �&3� 〈y| "��K 
� ,� ����M o��2� 
� �1! �� ,�V� |y〉����!�� "��K 
� &N�/ %���! �� en O��6
���� ���!�� 

〈y|f〉 =
∫ 1

0

δ(y − x)f(x)dx = f(y), H153I

�-�'6  � Q���'1 y′ = m
N - y = n

N ,��! 
� �1! ,�V� K(y, y′) O��6 ,���+ 
� �� Nδm,n ��/ %���!��=�1
∑

n

Nδm,n
1
N

= 1 H154I

ZL
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� ���= �� 
G��
∫
K(y, y′)dy′ = lim

N−→∞

∑
m

Nδm,n
Δy
Δm

=
∑
m

Nδm,n
1
N

= 1. H155I

J&����� "��K 
� &'��� �� �� (149I 
^���- &3� @���! ���N! O��6 ,�21 K(y, y′) %�������

〈y|y′〉 = δ(y − y′). H156I

��

∫ 1

0

dxδ(x − y)δ(x− y′)dx = δ(y − y′). H157I

&���!�� �� "��K 
� �� f ∈ F [0, 1] O��6 �� 
� &3� ,� ��� ���6 ,� �-� o(� %�� ,���7�! �1��	 �� 
� 
}��
��8� Q &3� 〈x| 
��7��!�� �-� ,����C6 f(x) ��8� O��6 %�����.� ��1! �� o��2� 〈f | ����M �� |f〉

f(x) = 〈x|f〉. H158I

J��� ���!�� F�� 
� Y� (157I 
^���
∫ 1

0

〈y|x〉〈x|y′〉dx = 〈y|y′〉, H159I

f�>-! � 〈y| - |y′〉 %���!������-
∫ 1

0

|x〉〈x|dx = I, H160I

�&3� ���21�?*2+ I ,��! 
�
Y � F (−∞,∞) � �- F [a, b] O��� 6 ��9� ���� 
�� 7 %�� �����=����!�� [0, 1] 
*K�� �=!�3 ������� 6 
� ��� ��� 6 ��� �

������ �� �286 Y� �8� �� ���V� 
� )��- � %�� ��/��� %�� �1 �&3����D��

����" 0��+, ��

�9� %�� �-� �*	�! ��# ��1! �� ,�V� C[−L
2 , L

2 ] �� ���9� %�� ����= ������!�� [−L
2 ,

L
2 ] 
*K���! )*�(� O���6 ��9�

O���6 �&3� ��� E��86 〈f, g〉 =
∫ L

2

−L
2
f(x)g∗(x)dx F�� 
�

ZX

www.Endbook.net



en(x) :=
1√
L
e

2πinx
L , n ∈ Z H161I

J&3��/�-����������� 
21 4��- �!�� !�2+ �?������ O���6 %�� ����= ������! ��

〈en, em〉 =
∫ L

2

−L
2

e∗n(x)en(x)dx =
1
L

∫ L
2

−L
2

e
−2πinx

L e
2πimx

L dx = δn,m. H162I

J!�! )'� O���6 %�� T'/�� ,��6 �� �� ���(N! O��6�1 Q%���� �-p+

f(x) =
∞∑

n=−∞
fnen(x). H163I

J!�-� &3���� T6�6 
� ,��6 �� �� fn T���#

fn = 〈en, f〉 =
∫ L

2

−L
2

e∗n(x)f(x)dx =
1√
L

∫ L
2

−L
2

e−
2πinx

L f(x)dx. H164I

�� &3�� (163I 
^��� �! (164I ���Y?��P�� ���1! �� �9� %�� ���� 
��7 �� F�V6 {en} O���6 
+�2G� %�������
���-�

f(x) =
∞∑

n=−∞

∫ L
2

−L
2

e∗n(y)f(y)dyen(x) =
∫ L

2

−L
2

(
∞∑
−∞

en(y)∗en(x))f(y)dy H165I


� �1! �� ,�V� (145I 
^����� �� 
'��.�
∞∑

n=−∞
en(y)∗en(x) = δ(x− y). H166I

����= �� {en} ��1 
��7 ,!�� F��� 
^��� �� 
^��� %��

- ���� �� ��!Y� �1 
���'� 2πin
L F��+ �>�(� en(x) O���6 &N�/ %���! ��1! �� F� &���� �� &23 
� �� L R�/

�M / O���6 %���! F�� %21 
��=� ,��� �-p+ ���� l(V� k := 2πn
L ��8� 
�3�7 l	�� ���� ������ 
� &3����� 
G���!

%2# �����P 
��7 O���6 ��'��� �� %������� ��� ��1��	�5K �?21 O���6 %�� 1√
L

F��+ �>�	 
� Q��� R�2+��� L −→ ∞
êk(x) �� �� ���P O���6 ���� ��# Y� �C(V� T��#�! 
N-� O���6�! k 
�3�7 l	�� �� 2πn

L 
~ �''= l	�� ���Y?��P
�1! �����D- �1! �� ,�V�

êk(x) := Aen(x) k :=
2πn
L

H167I
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%�� �&3� (166I 
^��� ��8� 
��7 ,!�� F��� 
� 
P�6��� %�� ���� ��� %����� �!�� %86 &'��� �� A T��# ,��! 
�
J�'���� ����6 ���� "��K 
� �� 
^���

∞∑
n=−∞

en(y)∗en(x) =
∞∑

k=−∞
en(y)∗en(x)

Δn
Δk

Δk

=
∞∑

k=−∞

1
C2

êk(y)∗êk(x)
L

2π
Δk = δ(x− y). H168I

J&��! �1��	 ���Y?��P %���� ����?�
√

L
2π �� ����� �� C &'��� �� 
� ���= ���� 
� 
^��� %��

êk(x) :=
1√
2π
eikx H169I

J��� ���!�� F�� 
� H168I 
^���-
∫ ∞

−∞
ê∗k(x)êk(y)dk ≡ 1

2π

∫ ∞

−∞
e−ik(x−y)dk = δ(x− y). H170I

��P n l	�� 
� �G�� � J��� �� ��?� H163I 
^��� 
� &'(� ����� ���[6 �� 
� �� �*0D )��- � ���Y?��P %����
J��� ���!�� "��K 
� 
^��� %�� &3� �!�! k = 2πn

L 
�3�7 l	�� �� 
� �� !�	

f(x) =
∞∑

n=−∞
fnen(x) ≈

∞∑
k=−∞

fnen(x)
Δn
Δk

Δk

=
∞∑

k=−∞
fnen(x)

L

2π
Δk =

∫ ∞

−∞
dkf̂(k)êk(x)

=
1√
2π

∫ ∞

−∞
eikxf̂(k)dk. H171I

J!�-� &3�� f(x) T'/�� �� f̂(k) Q(164I 
^��� 
� 
P�6�� ����6 �� b�� 
^��� � �f̂(k) :=
√

L
2πfn ,��! 
�

f̂(k) ≡
√

L

2π
fn =

1√
2π

∫ ∞

−∞
e−ikxf(x)dx. H172I

M)��- � &5P

f(x) ≡=
1√
2π

∫ ∞

−∞
eikxf̂(k)dk

Z\
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f̂(k) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−ikxf(x)dx. H173I

������ �� �286 ��8� n ��9� 
� �� "��K 
� 
^��- � %�� �����= �� ��[�� �� O���6 ��9��! 
���� F��06 ����

f(x) ≡=
1√
2π

n

∫ ∞

−∞
eik·xf̂(k)dnk

f̂(k) =
1√
2π

n

∫ ∞

−∞
e−ik·xf(x)dnx. H174I

�8� "�<5K �! 
� ���1 
22# �! ��3� �� ,���7 
� �������� ����� ���	�3 @�! ���� 4 b �#��� ���0� �P %���!
�&	��� �1��	 �� ����	� TN�^� �98� ������	 Q�������
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!" �� @	��3� ?�A ��� ��	�� ��

�� E��86 �� F�� 
� �9�-! %�� �.�'� O2P ����� ��8� n - ��8� m T6�6 
� ��9�-! W - V 
� ��� ��� J E��86
�!��

V ⊕W := {
(

v
w

)
, | v ∈ V, w ∈W}. H175I

J!�� �� E��86�� F�� 
� �N��3� ���!��!�� �� ��#-��!��-! O2P
(

v
w

)
+

(
v′

w′

)
=

(
v + v′

w + w′

)
,

α

(
v
w

)
=

(
αv
αw

)
. H176I

�&3� ��8� m+ n ���!�� ��9� �� �̀8D�- b���! ��� E��86 ��# - O2P �� V ⊕W ��� ].<6 
� &3� ������	��

�R3 = R2 ⊕R 
� ��� ].<6 ��/��� ����6 �� ������	 R�S� ,���+ 
�

J���'1�� F�� 
� 
� ����! !�P- V ⊕W �-� �^	 "p��06 � �� 
�3! R�/

T =
(
A 0
0 B

)
. H177I

����� �� F2+ B �^	 F��06 FS� W ��9� �-�- A �^	 F��06 FS� V ��9� �-� OD�- �! �^	 "p��06 r�� %��

��7 W - V ���!�� ��9� ���� �=� 
� �1! �� ,�V� (177I 
^��� ��1! ,�V� A⊕ B �� ������ 
� &3����� &�P %21 
�

21 
�0N� ���� �1��	�! ��^D 
��*� "��C� T F��06 :��6�� Q�1! ,�V� :��6�� �� ������ �-� "p��06 - ��� ��(���

����'� (177I "��K 
� V ⊕W ��9� �-� "p��06

����
� �
-
!" �$ ��� ��	�� ��

"��K %���! ����� V �-� �^	 �?*2+ �� A - ,� ��9��� �� M ⊂ V Q���!�� ��9� �� V 
� ��� ��� ���	
�
�=� &3� A�?*2+ ��!�-�� ��9��� M ���=

∀ m ∈M −→ Am ∈M. H178I
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� =� �1� � ���-� � �1! �� o1� � �� A �M ? * 2+ M �  �� = �A(M) ⊂ M � ' �� � �� % �� �!�V � ��> 
 � �� 
^ ��� % ��
�A(M ′) ⊂M ′ - A(M) ⊂M - V = M ⊕M ′

A �*?2+ ��?�� Q�1! j��'= �9� F� ���� {e1, · · · er, er+1 · · · en} 
��7 
� �� ,� - ���� M 
��7 {e1, · · · er} ��=�1
J&��! �1��	���� �'��6�� 
��D

A =
(
a b
0 d

)
. H179I

 � !�� �1��	 "��0+ A �'��6�� 
��D �1! o1���� A �?*2+ M �=�

A =
(
a 0
0 d

)
. H180I

J!�� �� E��86�� "��K 
� M⊥ ��?�� ���� V  � ���9��� M ⊂ V ��=�1 ���	
�

M⊥ := {v ∈ V |〈v,m〉 = 0 ∀ m ∈M}. H181I

�&3� V ��9��� ��Y� M⊥ 
� !�� �� 4�*8� ��/���

��!�-�� ��9��� ��Y� M⊥ ��?�� ���� A �M?*2+ ��!�-�� ��9��� �� M �=� �*	�! ��# ��9� ���! �����
�&3� A†

"��K %���! Qx ∈M⊥ 
� ��� ��� � �!"�

〈A†x,m〉 = 〈x,Am〉 = 〈x,m′〉 = 0 −→ A†x ∈M⊥ −→ A†M⊥ ⊂M⊥. H182I

-!�1 A† &<6 - A &<6 M �=� ).�-�=� �1! �� o1���� A �M?*2+M ��9��� V �M *	�! ��# ��9� ���! �����
������!�-��


� ���! �� ���� �� 
�YG6 V = M ⊕M⊥ "��K 
� �� V ��1! o1���� A �M*?2+ M 
� ��� ��� � �!"�

〈A(M) ⊂M, A(M⊥) ⊂M⊥. H183I

���

∀m ∈M −→ 〈A†m,m⊥〉 = 〈m,Am⊥〉 = 〈m,m′⊥〉 = 0. H184I
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A ��!�-�� ��9��� �1 ��?�� �1! o1���� A �?*2+ M �=� 
� ��!�� &��h :7 �A†(M) ⊂M �� - A†m ∈M %�������
. A† ��!�-�� ��9��� �1- &3�

,� �- A† ��!�-�� ��9��� �1- &3� A ��!�-�� ��9��� �1 M 
� ��� �� ��� ��8� ��� �!�7 �� 4-! &2'D 
� R�/
M ,�� ���� �!�5�3� V = M ⊕M † 
^��� � �1 �� 
� &3� ������� %�� ���� ��1! �� o1���� A QM 
� ���= �� 
G��


� ���= �� 
G�� &3� A† - A ��!�-�� ��9��� 

∀m ∈M, x ∈M⊥ −→ 〈Ax,m〉 = 〈x,A†m〉 = 〈x,m′〉 = 0 −→ Ax ∈M⊥ H185I

��1! �� o1���� A Q M %������� �A(M⊥) ⊂M⊥ 
G���!-

"��K %���! ����?�����! �� P ��8� ,� 
� i�������C6 �?*2+- M ��9��� V �M *	�! ��# ��9� ���! �����
�AP = PA �=� ).�-�=� �1! �� o1���� A M

�1 �� � 
� R�/ �A(N) ⊂ N - A(M) ⊂ M - V = M ⊕N "��K %���! ��1! o1���� A QM 
� ��� ��� � �!"�
v = m+ n

APv = Am = m′ - PAv = PA(m+ n) = P (m′ + n′) = m′ −→ PA = AP. H186I

"��K %���! �A†P = PA† 
� ���= �� 
G�� �AP = PA 
� ��� ��� :�+��

Am = APv = PAv = P (v′) = m′ −→ A(M) ⊂M, H187I

-

A†m = A†Pv = PA†v = Pv” = m” −→ A†M ⊂M. H188I

��1! �� o1���� A �M?*2+ M 
� ���= �� 
G�� �*0D ����9D�����


!" �$ �� @	��3� ��	� ?�A��� ��	�� ��

�� E��86�� 
+�2G� ,���+ 
� �� U + W ��?�� ����� ,� ��9��� -! W - U - ���!�� ��9� �� V ��=�1 ���	
�
J���

U +W := {u|v = u+ w, u ∈ U, w ∈ W}. H189I
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�&3� V ��9��� �� U +W 
� !�� �� 4�*8� ��/���

xy 
<5K T6�6 
� W - U �W = {(0, y, z)} - U = {(x, y, 0)} - H��8� Z ��9� 4�26I V = R3 �1! �����D JR�S�
����'1 yz -


� �2'D 
� ����� ,� ��9��� -! W - U - ���!�� ��9� �� V 
� ��� ��� ���	
�
V = U +W JEN�

������5K ��!�� W - U %� @��V���!�����6 J �
�'��� �� - ���= �� (Eirect Sum) W - U �.�'� O2P V "��K %���!

V = U ⊕W. H190I

�&'� W - U �.�'� O2P V 
� ��! �1��	 ��� �3� �� W - U ��1�9��� F�� �*0D R�S��! ������	 ��=�1

- u ∈ U ,��! 
� &��� u + w "��K 
� ������ F�� 
� ,���� �� v ∈ V ��!�� �1 �=� ).�-�=� V = U ⊕W �����
�w ∈W

��� �!�� 
�YG6�� "��K-! 
� �� v 
� ��� ��� R�/ �V = U ⊕W ����! JR-� &M �P "�0h�

v = u+ w, v = u′ + w′. H191I


� ���= �� 
G��

u− u′ = w′ − w. H192I


G�� %������� �w′ − w = 0 - u− u′ = 0 ���= �� 
G�� &3��5K W - U %� @��V���!�����6 Q��� ����� 
� �G�� �
�&3���� w - u T'/�� v 
�YG6 
� ���= ��

,�21 &3� @��V�W - U %� 
� ���!�����6 
� �1! ,�V� ���� R�/ �&3���� v 
�YG6 
� ��� �� ��� J4-! &M �P "�0h�
J&����� "��K-! 
� ,��6 ���� ��!�� %�� �&3� @��V� W - U %� 
� ���= �� ���!���� x ��!�� �&3��5K ��!��

x = (0 ∈ V ) + (x ∈W ), - x = (x ∈ V ) + (0 ∈W ). H193I

- U %� @��V���!�����6 %������� �x = 0 ∈ W - x = 0 ∈ V 
� ���= �� 
G�� &3���� ���!���1 
�YG6 �������� ,��
�&3��5K W
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�dim V = dim U + dim W ��?�� QV = U ⊕W �=� �����
,��6 �� �� v ∈ V ��!���1 
� �G�� � ����= ������! W ������ {em+1, · · · em+n} 
��7- U ���� �� {e1, · · · em} 
��7 � �!"�

&��! �1��	 !�� 
�YG6 v = u+ w "��K 
� ���� ��> 
�

v = u+ w =
m∑

i=1

uiei +
m+n∑

j=m+1

wjej. H194I

�dim(V ) = dim(U) + dim(W ) 
G���! - �1! �� F�V6 V ���� 
��7 �� {e1, e2, · · · em+n} %�������

v = v1 + v2 + · · · vr ����� "��K 
� v ∈ V ��!���1 "��K %���! � V = V1 ⊕ V2 ⊕ · · ·Vr 
� ��� ��� ���	
�
J�1! �� 4�G���� �� ��� 
� ��� E��86 ��?*2+�� Pj �!�� �� 
�YG6

Pjv = vj . H195I

�����	 �� Vj ��9��� �-� ���C6�?*2+ �� Pj "��K %���!

J����!�� �� ��1 &K�	 ���C6 ��1�?*2+ �����

PjPk = δjkPj
r∑

j=1

Pj = I H196I

�1! �����D 4-! �-�'6 ���� �&3� �!�3 R-� &K�	 "�0h�

v =
r∑

j=1

vj =
r∑

j=1

Pjv H197I

����= �� 
G�� �� 4-! &K�	 Q &3� z<K v��!���1 ���� 
^��� %�� ,��

Pj ��1�?*2+ ��?�� Q���'1 !�2+ �1�� �1 Vj ,��! 
� V =
⊕r

j=1 Vj - ���� �*	�! ��# ��9� �� V ��=�1 �����
����'1 ����1

����! w - v ��!��-!�1 �� � 
� � �!"�

〈v, Pjw〉 = 〈v, wj〉 H198I

�&3� ����1 Pj %������� �〈Pjv, w〉 �� - 〈Pjv, wj〉 ��- 〈vj , wj〉 �� &3������ &3�� f�> �1�� �1�9��� ,!�� !�2+ �>�	 
� ���
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�
4�5� �
- 6%�7 ?���, ���� �� �	!B �� ��
5C ��	�� ��

�! TN�P �*	 
9D �� 
22# %���! �!�� E��86 �� R���� �?*2+ ��  � O��6 �� ,��6 �� 
��?� 
� ����! $�! %�� �!
��3� �� ��� 
� %1�  � �-! R-� 
*1- �! 
� ��� �� &��h �1�?*2+ r�� %�� O���6 !���

 � 
9D %�� ,!�� %1�  � �-!I �!�� �1��	 �� 
*2P ��� �� ����21 f(T ) O��6 ������G����?*2+ �� T �=� �����
���! �� !��+� !��� �! 
� ��^�� 
� - &3� T T'/�� �� 
*2P ��� �� f(T ) = sin(T ) O��6 p̀S� 
� !�� �� 4�*8� �G���

H�&���� �� ��3 ��
����! &3���G��� T ,�� � �!"�

T =
k∑

i=1

λiPi, H199I

�G�� �-

f(T ) =
k∑

i=1

f(λi)Pi. H200I

gj(x) ,��! 
� Pj = gj(T ) 
� ��� ��� ��'���� ,� ��1 ,��6 - T T'/�� �� Pi �=���C6 ��1�?*2+ ����6 �� R�/
&��! �1��	 "��K %���! � ���� ��7 �� ,� 4�� �1��	 �� 
� &3� �8��6

Pj := gj(T ) = gj(
∑

i

λiPi) =
∑

i

gj(λi)Pi H201I

L ������� ,����.� x = λj �� � 
�
� ���� ,��� &'��� �� gj(x) O��6�1 %������� �gj(λi) = δij ���= �� 
G�� ,� � 
�
J!��!�� �� 4�� �8��6 %�� ������5K������� ,����.� x = λj �� � 
� -

gj(x) =
∏
k �=j

x− λk

λj − λk
H202I


G���!

Pj ≡ gj(T ) =
∏
k �=j

T − λk

λj − λk
. H203I

�Y� Y� f(T ) O��6 
G���!- T T'/�� �� 
*2P��� ��YP &'� �Y� �=���C6�?*2+�1 
� �1! �� ,�V� 
^��� %��
�'���� ����6 �� ���� "��0+ 
� �!�� �1��(� T T'/�� �� 
*2P ��� ��YP

f(T ) =
k∑

i=1

f(λi)
∏
k �=i

T − λk

λi − λk
. H204I
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)� A���# ', $,�# � ���� �=� '� <)� /2 �0��# F�� ���� /�
, C	)�, 3y��� kT �S�	M� 'E�
���� '� 	���= �� �� ', >
0� 4�	%��� C	� �)��� �������.2 � ',�G# ', <9��, �� �E F���� C	��, <��Q� �, $,�# �� �	�
'� <)� �D�� �G�
�% �# C<9
� <��Q� �, � <)� ��	"� �
� $,�# �� �	� ��
1; 3y��� ��	M� � 	�)� �� A���# ', $,�# �

C<)� ��=.�)�� ��
) -9E $,�# �, �
)*� ���
�

3y��� ��E� ��	�# '� -
��� �� J��� 	��, 'H (<)�G� �� �uM
0� '��+�� ',�G# 3��=.�)�� '���� � �	�	� F�� �S �Q, ]�� 3��,
_�t�� F
�� 5����� �.�, �� ', �� ��1 'E�# �=� C<)� <��Q� �, 5����� �.�, O��# �� <)� '+I"� /��� '� 3��� �� ��,�#
F�� �� 3y��� ��	M� 'H '� -
)�e, � -
�� �# ���) �� '!x9� -
���# �� �� � <)� ��	"� �.�, F���� ��� ��E� ��	�# ����2 -
��
'� ���� F�� ', -
%� �� /��� u(ν, T ) �, �� 5����� 	��� �� -G� 	����� ��E�� 3y��� �&��H C<)� �	� ��
1; 5����� �.�,
't,�� 3y��� /��
� F�� C���� ��E� ν + dν � ν F
, 5����� �� '+I"� -G� 	��� �� '� <)� ��,�# 3y�����	M� u(ν, T )dν

�������.2 �� /��# �� �� �
1� <
�� � ���� (��� �� K6�) /��
, ', '+I"� ft) 	��� .� '� 3� ��,�# 3y��� �, ��
M�9�
'��� C<)� T ��� �, >,�t� ��,�# 3y��� 
6 '� 	� O�!�� (>
0� 3�% 3�
= �.�	�� � 4�	%��� F�� 3��@��, C<��= �.�	��
��, /2 (<)� ���, -%�.�� /�0 �� /���	���
� '0*B ���� 	� F�� ', �# ��
) -9E $,�# '�&�t� ��H 	%� �� /��� '� -Q� ��
9,
��� �� O�= '� ��9E U��1 .� O�	� d
% ', ���9, [�� d
% 
6 F�� '� ��, �	� <,�a 3�+� -%� �,�G# �+� .� -% '�
� ���� A���# .� O�B � �)�)� <!V1 �� �	�����, �� F���,��, � ���	� 8'+I"� ��� � -G� (�% ������ ���� 5�E �
+� 

C<)� K���#
J��� f
g�# �
)*� ���
� �, �� ��� F�� 	� �� ��2

�� �.�, /2 �� ��E�� ��E� ��	�# '� <)� ���� �Q�# ���� ��E� 5����� �.�, �� �� ��,�# 3y��� ��	M� 'H -
�
@, '���� 3��,
C-
�� R�g kT �� 3��e�% '
v0 3��@� �, �� ���� � -�����,

-G� ', �t,� -G� 	��� �� ��E� ��	�# C���� /��# �� ����� ', 	���� ��E� 5����� �.�, �� �� '� �� �%�E� ��	�#

�

www.Endbook.net




6 �
&� F
�% ', <)� ���
, T1 3��� .� T2 3��� C��� �� �	�� ',�G# �� '� /��Y�2(��
) -9E $,�# 
6 zT ���
C<)� ���� �	
� �
� �# F
��� 3�% r�� A�6 �� � �#?�, 3�% 5����� _�6 ', ��,�#

�� C-��
= �� �+� �� V = L3 -G� � L �.�	�� �, ��� �@��� _�c �� �
&� F
�% ', C���	� r�� 3.�� :���� �� � _�c
���� (	��, �I� �, �,��, �% ������ �� /2 ��	M� '� -��
= �� �+� �� ����9�� r��

φ(x, y, z) = A sinκxx sin κyy sinκzz. 811 

/2�� '�

κxL = nxπ, κyL = nyπ, κzL = nzπ. 812 

�� ���# �� _�c /���S$,�# .� 'E� �� (	��9% <@N� f
"� ��	B� nz � ny, nx /2�� '� (nx, ny, nz) ���# ')�%
�� '���� /2 � -
)�e, �� 3�# ���E A��) -
���# �� (���� ��E� 'E� ��	�# 'H 5����� �.�, �� �� -
�� A��) '���� 3�G, C	��
3��, .(l ��� (���� ��E� 'E� ��	�# 'H 	�� �� R���E �� ΔκxΔκyΔκz -G� κ = (κx, κy, κz) rS �� ����, '� 3� �.�,

'� -
�� �� <0� ��	�# F�� F����

ΔκxΔκyΔκz =
π3

L3
ΔnxΔnyΔnz. 813 

z.� <)� 4��@B d3k -G� ', 3� �.�, �� �% 'E� ��	�# F���,��,

dn = 2
V

π3
d3κ. 814 
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'
��� -G� '� <)� ���� (	��9% r�� 3�%����, 3�v� �� F
�� �.�, �� �, �c���� '� �%�E� ��	�# /���� 3��, zl ���
F���� C-
�� R�g 8��� $@t0 �6�D, l �� �� ���� � -
�� -
9M# ���� ��E� -G� /2 /��� '� ���% K,�� ��	�# �, �� ��,��
� �	� �# �H�� ������ F���� s��� �� -G� 	��, ���
, V '+I"� -G� '� 'H�% C π3

V �, <)� �,��, s��� �% -G� �v�
C��� �� �# >
0� ��E� ��	�# '@)�"� ��"�

�� 3y��� kT �.�	�� ', 'E� �% ', �����= A���# <&�� �� '���� ', 'E�# �, � 3y��� 3��� -% ��� .� ���I�)� �, F���,��,
�, <)��,��, <)� �	� ��
1; (���� ���0 d3k �.�, �� �Q�2 r�� ����, '� ���% r�� �� '� ��,�# 3y��� ��	M� (	)�

dU = kT dn = kT 2
V

π3
d3κ 815 

� d3κ = κ2dκdΩ '���� ', 'E�# �,

κ =
2π
λ

=
2πν
c

816 

-��
= �� 'G
��

dU = kT 2
V

π3
(
2π
c

)3ν2dν. 817 

-Q�2 (�κ �S���, 3'���. 3�� <9��, �� -���2 <)	, �� (ν, ν + dν) 5����� �.�, �� �	� ��
1; 3y��� �&��H '��2 3��,
���. -��
�, �+��� �� <@N� 3�% κz � κy (κx <9��, �� �Q�# '� <)� /2 ��� F�� �
&� C-��
�, A������ ��� ft) -��% �� ��
�� ��,�# 3y��� �&��H �u���Q� F���,��, C��� ��� 4��I�� ����9�� r�� �� ', �G�� 11 3't,�� ', 'E�# �, ����M� F�� �I��

�, 	� 	%��1 �,��, 5����� 	��� �� -G� 	���

u(ν, T ) = kT
8πν2

c3
818 
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>@t�� �����= $,�# �,�G# 
6 �, -� 3�% 5����� 3��, �Q�# (	�2 <)	, ��
E � �!��� :)�# ��, F
�9D� '� 't,�� F��
��,�# 3y��� �� '� 	%� �� /��� 't,�� F�� U�VD, C<)� 4��I�� �,�G# ��"�� �, p�g� ', ?�, 3�% 5����� �� � <)�

C<9
� F
�H -
��� �� '� <)� <��Q� �, �% 5����� '�% ��

��, A�) F���� C	�� �	
� �
)*� ���
� 3��@� �, ��
) -9E $,�# 3��, �Mt�� f
g�# d
% <9����� �9� Thii A�) �#
4��@B �� '� ��� ��) <9D� 3� C���= �� �������� 3�
�� 3�) ', 'Y��� F
�9D� 3�'��B�G� ��Q��
��, ��*� '�
��"�� F�� 3��, �!
!"# 4��@B d
% � ��, ����� 3��� F
�H �9� K0�� /2 �# C	�� �	
� ��
) -9E $,�# ��"�� 3��, �!
!"#
$
� �� ��"�� �� ��� �% 3�.� ', '�!, -���	� �����) 	��� ��"�� �� �, �� '� <)� -Q� '��� F�� ', 'E�# C��@� <)� ��
'�% � �% ��� '�%�� '� �!
!"# 4��@B �� /��� �	
� 3��, �� ��*� ���S<
�%� � 3����� /��# �� �E F
�% .� � -���� � �

C<����� 	��, �@��� �% 5�����

4��@B F�� <9���# O�G���) (��, �����= $,�# ]�� 3��, 3� '&�) <9
, \*# r�� '� ���)�� <0�6 ��� .� 5� 3�
z<)���. ��� ', �!
!"# 4��@B F�� C	�� �	
� �� �!
!"#

u(ν, T ) =
8πν2

c3
hν

e
hν
kT − 1

, 819 

'���= O�� ��*� <,�a 3� -S 
+B �S�� ��D��� ', '� <)� 8 F���&�, <,�a �� ��� <B�) �N� ���QE <,�a �� h /2�� '�
z.� <)� 4��@B /2 3�	B ��	M� � <)�

h = 6.627× 10−34 Joule second. 820 

<,�a F�� ��	M� 	����, �,�G# 4�	%��� ��@�� '9��M� .� �# <)� ���, ��� ', ��*� '� 3� ��� 4��Q� ]�� �
� �.���� ���
C<)������ (	�� F

�# ��

3�% <
�0�� >��6 .� /2 3�
= �.�	�� � 	��	
� O������ '��	�� '� O��� �� ����. .� $
� A�) <9
, ', '� �����% CCC�
'� -��� �� '#�= ��� ', <D) (	
��G�� _����� F�� ', '� O��� �� ��1� d
��� � .��� � ��� ��� ', �
� � (<��= 4��� �,�G#
$��� � \*# 3��a��� C	��� �� �t1 ��H� � 	��� �� ��@��� '�)�
� 	��9% 3�
H 3�G�9E�� '� ����. �# �Q��9�� (��, '�I=
���� �, � ���Q
, '���� /���B ', ��1 $��� .� '� ���, ')�)� F�� �����= ���� �� ���� <)� F��� �	�%�b� (����� � .���
'�% .� 5� ('���� 3��, ��� �� �� 3��, 3��w��� <9�� �
&� � 	QE �� �� ��� �� �0�, ��= ', ��= �&� (�����, <)� <)�
'� ��M
M� ', O�= �� '� <)� �	
)� 'G
�� F�� ', �0�? (<)� �	� s�#�� ���� ���= .� 5� ���= F�����, �� '� ���%�t1

1 �CCCC<)� �	� �# ����� <)� /2 3�G�9E��

� ���� ���	
 ��	�� �	��� ����� ���� ��	��	� �	������� �  �!� "�	#$ %&1
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�)��� /��= � Z	� ', -
���# �� �Q�# �� C	�� �	
� K,�# F�� ��E� 3��, �"
g�# '� ��, /2 ��*� ��� �� 3	�, '!���
', �=� C-
�� 3.�).�, /����� 3����� ���) �, <)� ���� �6 O������ �	�� ', /	
)� 3��, ��*� '� �� ��1� d
��� ��� �# -���
<)	, �)	�% '+�*� �� .� � ����� �� �� $,�# 3�% 'E� ��	�# '� 8πν2

c3 �S ��B '� -��� �� 'E��� -
�� ���� 19 't,��
hν

e
hν
kT −1

�S�	M� ', kT �S�	M� .� � '���� �

7# '� <)� 'E� �� 3y��� :)��� 4��@B F�� C���� ��E� �
� 't,�� F�� �� <)� �	�2
�, (	��, kT .� ���H�� �!
1 hν �=� C<9
� 5����� .� �M�9� ���� :)��� 3y��� F�� '� <)� F�� -Q� '��� C<)� '���� �

7#
F�� 	��, kT .� ��=��, �!
1 hν �=� � <)� kT ��	M� /��% :)��� 3y��� '� -��
= �� 'G
�� ex ≈ 1 + x :9, .� ���I�)�
', 'VD�� 3y��� �� νS5����� �% 3��, -
����, �� '� <)� �	� �B�, ��*� <,�a �� K0�� �� C<)��I� :)��� 3y���
��,�# 'E� �� '� ��, /2 ��*� P�� C-
�� '9��M� kT �N� 3���� 'VD�� 3y��� �, �� /2 -
����, �# -
�� ���# hν �.�	��
'VD�� 3y��� F�� .� �,��v� 4��� ', '�!, <9
� '�)�
� 4��� ', 	�� �� '&��@� '� �� ���% 3y��� ��	M� ν 5����� �,
3���2 �
���� ��� �,��, C-
�� �� R�9� �� T 3��� �� 'E� �� :)��� 3y��� �g�� F
�H A�@0 �, C<)� hν ����

z�, <)� �,��, Z /2�� '� 1
Z e

−βnhν �, <)��,��, 	��, '���� nhν 3y��� 'E� F�� '���� A�����

Z :=
∞∑
n=0

e−βnhν =
1

1 − e−βhν
. 821 

-���2 �� <)� ', �=��) ', C��� R�9� �� 'E� �� �� �	� ��
1; :)��� 3y��� /��# �� \��� K,�# F�� F���� �,

〈E〉 = − ∂

∂β
lnZ =

hν

eβhν − 1
=

hν

e
hν
kT − 1

. 822 

P�� �, s
#�# F�� ', C-
)� �� ��*� 't,�� /��% ', ν 5����� �, 3�% 'E� ��	�# �� :)��� 3y��� F�� /��� R�g �,
C	%� f
g�# �� �����= $,�# 
6 ����B � f
"� 't,�� <9���# ��*� ���� � $,�# F
, �	� '&��@� 3y��� /��, '�99=
3����M� �% 3y��� F�� '�!, 	��9
� '�)�
� �
� ����)�� �� 3��, .�G� 3�% 3y��� '� <)� /2 3���� ', F�g �� P�� F��
�� � 3y��� '�99= p�t) (3y��� O������ �	�� s
#�# F�� ', C<)� hν .� �,�v� �Q�2 4��I# '� 	�%� �� �
��# �� '�99=
'&�M� s
#�# F�� ', C	� �
)*� ���
� ���	0 3�% �	�� F�����E Thii A�) �� ��*� <,�a O�� ', ���QE � ����B <,�a
K0�� �� (��� /�
, �� ��1 _����� `���� /2�� � (��� 'g�B /��&2 ���
� F�G�� ', Thii �@��)� To �� ��*� '� 3�

C<)� -!B �� 3	�	E ���� .�X2�) � ��
���� ���� /���� <�*B

$,�# 
6 ���, �� �� O��	� ��� A�) <9
, .� $
, �V��� '� ���
� �� ��1� d
��� ��
9, ��� �� F�� 3��, ��*�
3'�
) KtM��? �Q&�) '� 	
�� ��V# �� �Y�	�� �I� �� � z<)� '�I= F
�H $I�� ���, �� ���. Kg��# �, 3� C��, �����=
��� -% Z	� �� /2 ��E� *u �� '� 	�� ���1�, *6 .� 3�'=� �, �@� ��� (	��, '����� ��
�� ��	�� ���� 3�G�9E�� �� F
�.
�� �)�� �� �� '� ��t���% ��� C2 �C<��� �� �� /2 3���� �u��� (��� ��� ���1�, '=� F�� �, �� �=� '� <)� /2 -!9� �	0 C�.

C�	�� Kg� �� ������ 3��x# ��@� ���0 5� d
% �� �E '� -���w� �� �� /2 <
&�x9� �� � z<)� '�I= -!B k���# R���

'()* ��+,-�+.& /&	0��& �1	23 4�5 "6
�7 ���8 �� �� "���� 9���� :�	72
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�� .� 3� '�t0 �M� �, �� �����= $,�# ���, �� ��1 �", �E F���� <9
� 	, -
�� ]�� �� ��*� ��� <�+B '���� 3��,
/2�, ����� ��
E '� 3� 'H�@�� �� C<)� ��*� '���� � ���� O�� � J��� �� �G� ', -!B � R��� F�� C-��@, /���� ', R���

z-
���1 �� F
�H <)� '����

F
����� '��1 C-��� �� ��	�� ', (F&�, R�7� �!��� ������ ����� F
����� �0*
� '��1 �� Th{l F��y ��� .� 3.�� CCCC�
3'�"� ', '� ���� ������ /2 �12 'M@6 C	%� �� �
��# �� /2 .�	�� -�H ���@�. 'H���� � �	� '�1�) �@
� -� 'e# 3?�,�,
A�7�� �� ��1 /�=���) ', /2 .� /��� ���� �, F
����� ���%�= '� <)� ��
,��� /���� F�� �, � <)� '
@� '��1 	�� �� K
)�
'��� ���1 �� 'H���� ft) ', .� � �)��) '� 	
���1 /��1�� �#�� � 	� �� ����� �%����� �����# '� �����% C���� ��
-���, |�#� �1�� �� '� ����2 CCCC-
�� ����# �� 	
���1 F������ �# -
��� /���� ', -% �, (��� �� �	
� ���I�2 <&�� '���
(/	� ��� A�� �� 	S 
���1 � ���E � 'H���� ���%��% /�
��� (�G����� �&� (��, �)�
) /��", '�% ���I= �!�� [�g��
�I9!� ���9� ', �", '&�@�� � 	�2 /�
� ', FD) F�g �� ��*� 5��� O�� C��� �� �
��# �� �", ���� 3��
&�B s!t�
	9���, ��*� <)��, '� �,��� 3��, '� O��� <)��1�� F
����� .� F� CCCC<)� '�)�1�, �������� ���
� .� '� 	
�� ���=���=
��E �, 3� �+� ', '� <)� 3��� O��� ', �� _�6 .� ��*� ����� '� <I= 3� C	9���, 3� '�	M� (��� ����� /��9!��� �� �
F�� C	,��, �� �, 5���� �S�� 3�# ��� -� K@�� .� '� <9
� /2 	��.�
� �������� '��+� ��� '� ��H (<)� ����% �B�� � �@!6

C�CCCC	� �� /�
, �!
�� � F��� ('��0��� F"& �, '� ��*� �,��, �� F
����� Kg� ��,

����
 �!�� "
��� �#$%� �

�, A�� �, 3�&�� 6 �, �,��, �u@��M# � �,��, -%�, ���% /�=���= 4�	��E �����= <
��c '� 	���, ���� /��� /�=���= 3�Q����.2
��E� -#� N0 ��	�# 	��E �� .� A�� �� �� C	���, '���� �	�	� F�� 3��, 3� ���) f
g�# 4 <
�� � 3 /?�� C<)� F��!� 'E��
��� �� $�#�� ��1 3�E �� ���= �a��� '� -��
�,�+� �� ����)�� �� 4��� ', �� -#��% �=� C<)����=��2 �	B N0 '� ����
�, �,��, /2 :)��� 3y��� ��	M� T 3��� �� '� 	��= �� �� ', 3y��� 3��e�% ��� C��� �� O�G�� 	�, ') �� \��#�� F�� �

�, �,��, /2 �����= <
��c 'G
���� � 3NkT �, �,��, 	��E �� 3y��� F���,��, C<)� 3kT

CV =
dU

dT
= 3NK = 3R ≈ 6cal/mole K0−1

, 823 

F
��� 3�%��� �� '� ��� /��� 3	�, 4�	%��� ��� C��� �� 
��# �=��) F
�% ', 4�	��E �����= <
��c F���,��, C<)�
3�%��&� �, 	� ��� �� 3�
H F
�H C	�� �� �
� �I� <�) ', T 3 K,�# 4��� ', � �	� -� `��	# ', 4�	��E �����= <
��c
3��, 3y��� '�99= 
6 F���=�+��� � ��*� '��+� <9,��� �, '� ��, F
����� ��, F
�9D� C��� f
g�# �
)*� ���
�
3�% -#� '�% '� ��� P�� '!x9� 3.�) ���) �, 3� C��� <)� ', 4�	��E �����= <
��c .� ��)�� �I
� f
g�# �%����)��
hν

e
hν
kT −1

���� �������� ����)�� �� 3y��� :)��� �, �� kT 3y��� � 	��� �� /�)�� ν *u N� /�9�� 5����� �� �, 	��E

Dulong3

Petit4
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', 	�� �� ��	@# �� 	��E .� A�� �� :)��� 3y��� ��� F�� C ��� F�����E

U = 3N
hν

e
hν
kT − 1

, 824 

z�, 	� 	%��1 �,��, 	��E �b�� �����= <
��c /2 �a��� '�

CV =
dU

dT
= 3R

x2 ex

(ex − 1)2
825 

'� ���%��� ���� -� 3�%��� �� 't,�� F�� <)�� _�6 '� 	%� /��� 	���# �� �����, �	����1 C<)� x = hν
kT /2�� '�

C3R ', ��� �� ��	@# x� 1 ���� ?�, 3�%����� � (	�� �� ����� T 3 4��� ', x� 1

�� '�@&� C	%� f
g�# �� 4�	��E �����= <
��c ��"�� �=��) ', (��*� '��+� ��,��� �, <9���# F
����� 4��� F�� ',
'�!, (	���	� /�9�� 5����� � 	��9
� -%.� �M�9� 	��E �� 3�% -#� '� ���� F�� ', (	���, ���) �!
1 �� 3�% P�� '� -
���
3�% 5����� �, '� -���2�� -% .� �M�9� 3�% 'E� 4��� ', �� -�9
) F�� '� <)� /2 >
0� ��� � 	��� �� $�� -%�, -%�,

C	� O�G�� 5 3�@�� �ES ��
� :)�# 	�, �% A�) ��� F�� C	��� �� /�)�� !�D�

����������& �'� �

�	�	� F�� 3�% <!V1 F��# -Q� C	�� �� K6�) /����&� ��1 .� (��� �� �	
,�# O�I�# ��� �!� �� �!M
� ft) ', '� ��0�
z'� <)� /2 	��9
� 
��# �,�0 'E� d
% ', �
)*� 3�%��&� �, � 	��2 �� <)	, ',�G# � �	%��� >��6 .� '�

'� -%�	MH�% (	��, '���)2 5����� F�� .� ���� ��� 5����� �=� '� 3�"� ', (���� ��E� '���)2 5����� �� �����% z&�
C	� 	%��D� �	�� �!� ft) .� ������&� (-
�� ���. �� ��� 4	�

5����� �, �t1 4��� ', �	� �	�� 3�% /����&� 3y��� (	� ���
, '���)2 5����� .� �	
,�# ��� 5����� '��2 .� 	�, zR
C{ ��� (	,�� �� $�����

��	�# $����� C��� 	%��1 �# ���. �� �Q�2 ��	�# �Q�# � ���	� �	� �	�� 3�% /����&� 3y��� �� 3�a� ��� 4	� $����� zr
C	%� �� /��� �E��1 /���E 4	� $����� �� �� ��1 �% /����&�

� ������&� 3�% /�	
� �%��&� F���� ���. ��� f
g�# /��# ��� 'E� d
% ', �� |�� 3�% <!V1 �
)*� 3�%��&� Z�)� �,
', ��
M�9� ���9, /�)�� F�� '���� � 	��� �� ����� /�)�� ', �� �!� ft) 3�% /����&� ���� ��E� ��� �� '� 3� �9
6��7�
.� �� �% /����&� /��# �� �9����� �% �, F���,��, C���� <)� ��� �9
6��7� � ������&� 3�% /�	
� 4	� /��% '� ��� 4	�
3�% /����&� 3y��� ��� 5����� $����� �, F
�H -% C	��, ���
, '���)2 	� �� .� ��� 4	� '��2�, L���� 	�� �!� ft)

Peter J. Debye 5

Tl

www.Endbook.net



(	,�� $����� <9��, �� �
� �	� �	�� 3�% /����&� 3y��� -
%� $����� �� ��� 4	� '� ��=�% C	� 	%��D� ���
, �	� �	��
<
�%� C	�2�� �% /����&� ��@�E 3y��� 4��� ', <9��, �� /2 �M,�� � �	� /����&� /	�� _�� ��� 3y��� .� ���90 ���.
�
)*� ���
� �, <
�6�0 �, $���.2 �, \� �,�G# `���� ��v# -
�� �� ���� '� <QE �% .� '� <)� /2 �����&� �#�� �a�
3� �	��� ��
1 �=��) � p�g� �, (<)� ���� ��Q��
� F
����� '����Y�2 (��� 3������ �	�� ��,��� ���� _�6 .� � (<)� ��=.�)��

C	%� �� f
g�# �� �,�G# 4�	%��� O��#

�, >,�t� /��Y�% ��� ������ 3� �+� �� C��, �	� '�99= 4��� ', $,�# RwE � �
9= ', ���0 �Q�# ��1 ��� �� ��*�
��,�# 3y��� .� 3� '�9, 4��� ', /2 O�� '� '�@&� � /�#�� O�QI� C<��= �� 4��� '�)�
� r���� 4��� ', �
)*� 3��&�
'�9, .� �����, 4��� ', �� ν 5����� �, O�I�# ��� 3� C	���	�	� �����&��#�� �a� f
g�# 3��, F
����� ��� �� ��, F
�9D�
�� ��� 5����� �, O�I�# ��� 3y��� ��=�% C	�� '���� �����&��#�� �a� .� 3����) 
��# <9���# � <��= �+� �� hνS3y��� 3�%
', /2 '
M, (��� �� /����&� /	�� _�� W �.�	�� ', 3y��� F�� .� ���90 '� -
�� ��V# � -��
�, �+� �� hν 4��� ',

z<��� -
%��1 F���,��, C	� 	%��1 ��	�	� E �����% /����&� ��@�E 3y��� 4���

E = hν −W. 826 

'� <)� /2 3���� ', '� 	��, ���
,W .� �	� �	
,�# /�#�� 3y��� '� ��� �	�� 	���# �� ��0� /����&� '� <)� ��
@6
�t1 4��� ', /����&� 3y��� '���)2 5����� F�� .� 	�, C	��, ���
, ν0 := W

h '� ���)2 �S�	M� �� .� <9��, �� ��� 5�����
���. �� 3���� 3�% /�#�� ��	�# 'H�% ���� (-
�� ���. �� ��� 4	� '� 'H�% ��1?�,� C	� 	%��1 ���. �	
,�# ��� 5����� �,
',�G# ', '� <)� 3�
H /��% F�� � 	� 	%��1 ���
, �Q�2 ��	�# '�!, (	� 	%��D� ���
, �	� �	�� 3�% /����&� 3y��� (-
��
', 	���, f
g�# �,�0�
X �
)*� ���
� R�H��H �� '� �����&��#�� �a� s
GB �=b�� ') �% s
#�# F�� ', C-
�
, ��

C	��� �� ���� f
g�# �=��)

����� �� ���
� �� ��1 3��
�, '&�M� ') '� �&�) /��% ���� Thin A�) �� �� �����&��#�� �a� ���, �� ��1 '&�M� F
�����
��, '�99= ����M� 4��� ', $,�# 3y��� RwE ���� �� ��*� '��+� �, 3	
��# �Q�# '� 3� �a� C���)�� ���
� '���&�) ', (���
.� ���I�)� �, <9���# ��, 	�, 3�Q&�) C��� �� ����� 4��; .� �����, 4��� ', �
� ��1 ������ �� ��� '� ��� �� /��� '�!,
/�#�� ��E� � ��� 3� ��; ���V# .� 	
��# F����6�0 ��� �����, �������� '��+� :9, �� 3�# -�"� 3�% O�= -%.�, ��*� '��+�
_�"�� �D���# �
) :1 .� ��� �E F���� '� <)�E ', C	�2 <)� ', F
����� '
&�� ��� .� 	�, �Q&�) ���� Thl{ A�) ��

C-�.���e, /��e���S$%�b� ���� (��� F�� ', � -���

(��)�
� �'� �

�!� ft) .� �Q�# � 	��, �� �!� ft) 3�% /����&� <9���# 	%��D� 	,�# �� �!� �� ft) ', -� 5����� �, 3��� '� ��0�
5����� C���2 ���� /�)�� ', �� �!� ft) 3�% /����&� �	� �	
,�# ��� �S �����&� /�	
� �
)*� ���V# �� C��� �� �	�����
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C �	� �	
,�# ��� 5����� s9��, �!� .� �	� �	�� 3�% /����&� 3y��� z{ ���

	
&�# 5����� /��%�, �� 3��� ��1 ',�� ', 	��� �� /�)�� '� ���% /����&� C<)� /�9�� �	� �	
,�# ��� 5����� �, /�)�� F��
�	� �	
,�# ��� r�� A�6 �
)*� '��+� �� F���,��, C	�� �� 	
&�# �� �!� ft) .� �	� �	����� ��� �Q�2 '�% s
��# '� 	��� ��
�� '
&�� r�� A�6 �, ��*B �����% '� ��� �� /��� >
0� �	%��� ��� C	��, /�9�� �	� �	����� ��� r�� A�6 �, <9��, ��
�=	����� '���. ', ���9, '
&�� r�� A�6 �, O�� r�� A�6 F�� 4��I# � ���� ��E� �	� �	����� ��� �� �
� �# 	�!, ��� r�� A�6

z<)���. ��� ', '� 	�� �	
� �� ���9, F�� <9���# ��1 �,�G# 3�% $%�b� �� /��e��� C���� ���

λ′ − λ ∝ (1 − cos θ), 827 

C<)� '
&�� 3�#�� � �	� �	����� �#�� F
, '���. θ /2�� '�
3S y��� /��� <@9� � 3�= �� ',�N� ', /�#�� F���= �+� �� �, ��, F�� (F
������ ��*� '��	�� <9,��� �, <9���# /��e���
', ���� � '���# � 3y��� ���9��� F
���0 .� �Q�# 3� ��� F�� 3��, C	%� f
g�# �=��) ', �� �a� F�� /2 ', hνc 3'���# � hν
��; <
%�� <9���# ��� F�� �.�	�� ', �
H d
% C<9E ��) /����&� � /�#�� F
, ���) �
�)?� ���1�, �� 4��� ', '!x9�
� ��� �� '���= �+� �� F��) /����&� ��� F���� C	%� �� /��� �� /��e��� A?	�)� o ��� C	��)�, 4�@a� ', �� ��� 3�
���� ν′ 5����� �, θ '���. �� � �	� _�"�� /�#�� ���1�, .� 	�, C	�� �� ���1�, /2 ', hνc 3'���# � hν 3y��� �, /�#��

'� 	��= �� �� ', 3y��� 3�M, /���0 C<)� q ���1�, .� 	�, /����&� '���# C��� �� �	����� hν′
c '���# � hν′ 3y���

hν +mc2 = hν′ +
√
m2c4 + q2c2 828 

To

www.Endbook.net



C	��9% /����&� �	�%� /��� �# ���, 3�% 3�= � /�#�� �	�%� /��� �H�� 3�% 3�= z /��e��� �a� zo ���

z	��= �� '���# 3�M, /���0 �

�P = �P ′ + �q 829 

��

(P − P ′)2 = q2 −→ P 2 + P ′2 − 2PP ′ cos θ = q2. 830 

z-
)� �� ��. 'G
�� ', 30 � 28 't,�� s
��# �,

hνν′(1 − cos θ) = mc2(ν − ν′). 831 

���

λ′ − λ =
h

mc
(1 − cos θ). 832 

3��, /��e��� r�� A�6 � ���� A�6 	S �, h
mc <
�� C-
�
, �� ',�G# �� '� <)� 3�
H /��% ����
, <)�� 't,�� F��

�, <)� �,��, /2 3�	B ��	M� /����&� 3��, C��� �� �	
��� /����&�

h

mc
=

6.626 × 10−34

9.11 × 10−31 × 3 × 108
≈ 2.41 × 10−12 m = 0.0242 Angstrom. 833 
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�H�� ��
9, ���� ��� r�� A�6 �, '9��M� �� �	� �	����� � �	
,�# 3�% r�� A�6 4��I# '� 	%� �� /��� �	B F�� ��H��
�� /��� �	B F�� A�� F
B�� C��� ���I�)� ��#�� 3�% r�� A�6 .� /��e��� �a� /	�� 3��, <9��, �� �
&� F
�% ', � <)�
�# 	�!, r�� A�6 F�� �, ��*B ��H '���� C<)� ���, ����� /��e��� 3�Q����.2 �� 4��I# F�� F�1�) ����2 	� 'H �# '� 	%�
���1�, �
� �% '�9% �, �% /����&� �, ��*B �% /�#�� '� <)� /2 �6�D, ���� ��E� 3� '���. �% �� �
� '
&�� r�� A�6 �����%

C<)����H�� ��, ���%�� �u��	� /��e��� r�� A�6 �% '�9% 3��, � 	��� �� �	����� �
� �Q�2 .� � 	��� ��

'���� �
��# F
�� '���# � 3y��� �, /�#�� O�� ', �#��; .� ��� '� ��, �	���� �0�, ��� F����� Thl{ A�) �# s
#�# F�� ',
C<)� �
���� F
���0 K,�# �Q�2 ���1�, � 	��� �� ��B 4��; �����, ���1�, �� �H�� 3�Q��= �N� <)�� 4��; F�� � <)�
��?�6 4	� F���� C<�w= �� ��� �E�� ���V# <
@N# .� /�0 ') /��. F�� �� C��, �	� ���� A�) F�� �� ��� 3� ��; ���V#
�	� 
��# ��� �E�� ���V# ��� ', �=	����� � �1�	# � <9�� (Z����� �N� (��� ', L�,�� 3�% �	�	� .� ��
)� ���9=
�Q�2 ����� � �	� '�1���� � '�1�) Z�)� F
�% �, '�% �% F
,��� � �% ��
B (�% �)	B (�% ���)���
� (�% ���9!# C	���,
��� ', (��, �	� '���w= /2 3�%��, ~�) F
&�� 5����% :)�# '� �E�� <1������ C��, '���= ���0 �
!"# � '��G# ����
C<9
� �9
6��7�����&� r���� �E 3�
H ��� <I= �� '� ��, ���� �	
� ���"� ��
9, 3��@� A�9��� �9
6��7�����&� '��+�
�� �+� ', ���� ��� C	� �� ���� f
g�# �
� ����� .� 3��
9, �� ���� � ��� $�� -%�, '� ��, 5
6��7�����&� '��+� ��� ',
� ���,�� (��, �	� �V� � �� 5����% KI� ', ��� 3� ��; �� �E�� <
%�� ���, �� $
� A�) 	V
) '� 3�'B.��� '� '� 	
)�

C<)� �	� �
�� ��� 4��; .� \���V# � F#�
� KI� ', ��, F��

��* �+�� ��� �

���, �% -#� .� �I&2 4��; �=	����� 3�% $���.2 f
g�# �	QB .� �,�D, '� ��� '���� �� \� ��#� A	� �������� ThTT A�) ��
�9�� '��+�� 4���
) �N� �% /����&� � �����, �� �� -#� O�E ����# �u@��M# (�H�� ��
9, 3'�9% �� (�������� A	� �� C	�2
� <�w= �� �
��e� 3���� 	
���1 '��+�� p�6 .� A�) 	V
) /��. F���� C	�1�H �� /2 ��� ', 3� ����� 3�%��	� ��
���� ��, C��, '���� �� 4���� F��# ��
@6 -�� /�	������ '
!� 3��, (���� �� A�@0 �,�0 �
X � �,*M�� .�X2�� '� �� A	�
-� >
��# ��E� �, C��, '��= ��	@# 3��B � ���.�� 3���V# ', /��. <�w= �6 �� /���� �� 3'��+� F��# A�@0 �,�0�
X
��� '
E�# �� ��� F�� /��# �� '���H (<)� ���"�� �H�� 3�
�� -#� '� -
�� A�@0 �=� C<��� -� 3�
H �������� AS 	� (�
+�
5
6��7�����&� 3��@��, C��� �� <��� <�
@6 �� '� <) ����"&� -��� FS 
��� �Q�# � 	�9�� ���.�, <��� .� �=�% '�
/��� <)� .� �
&	, � 	�� $,�# '�)�
� /��, ��	,��� �
&� ', <9��, �� 	�� �� \��= -#� '�9% ��� ', '� ������&� �
)*�

z.� <)� 4��@B <)� -��� '�9% ��� ', /����&� <��� �, '� 3� '&���� C	�� L�M) '�9% 3�� ', ��. �!
1 3y���

mv2

r
= K

e2

r2
834 

CK = 1
4πε0

/2�� '�
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'H /����&� '� F�� ', '�9, C	�� ��� F

�# �� /����&� <B�) �� [��� ��1 3��1 ', '&���� F�� '� <)� /2 -Q� '���
z�, <)��,��, /����&� 3y��� '� -
��� �� <M
M��� C	��, '���� �B����% � ��B�) �% 	���# �� 	��, '���� 3y���

E =
1
2
mv2 −K

e2

r
= −1

2
mv2 835 

/2 <��� <B�) /��# �� (��� O�!�� /����&� 3y��� ��=�% F���,��, C-�� ���� ���I�)� �!@0 '&���� .� �12 3��9# F������ '�
�������� A	� �� ���� 4��@B ', C��� F

�# �� '�9% ��� ', /2 <��� [��� �!@0 '&���� .� ���I�)� �, 5e) � '�9% ��� ',
�% -#� ��H '� -
��� ��� K0�� �� �� � 	�� F

�# ��
@6 ��6 ', �� -#� [��� 'G
���� � /����&� 3y��� '� ���	� ��E� 3�
H d
%
J	�� �� F

�# �� �% -#� �.�	�� 3�
H 'H '� <)� '���� F���
�, <
�%� /�	������ 3��, ��1 3��1 ', A��) F�� C	��H�� �	M���

F
�D# �� /����&� 3y��� � <B�) '@#�� /��# �� ����2 -��
�, ��� 10−10 ���� O���9��2 �� ��	� �� �% -#� [��� �=�
5
6��7�����&� .� /��# �� A�� C<)� <&� /����&� 	�H ��	� /2 3y��� � ��� <B�) O	V�� ��	��� /����&� <B�) C�.

�S �� �, a R��� � e ������&� ��, �, 3� ��; /2 3��@��, '� <��= ��� �
)*�

P =
1

4πε0
2e2

3
a2

c3
836 

z�, <)� �,��, R��� (	1�H �� '�9% ��� vS<B�)�, R [��� �� '� ������&� 3��, C	�� �� K6�) ��,�# 3y��� ��1 .�

a =
v2

R
837 

C	�� L�M) '�9% 3�� ', <9��, �� 4	� 'H .� 	�, /����&� '� <����� /��# �� 3y��� $,�# ��� �, 3y��� -
9M# �, 'G
����
z�, <)� �,��, �u@��M# 4	� F��

τ ≈
1
2mv

2

P
=

1
2mv

2

1
4πε0

2e2

3
v4

R2c3

≈ 4πε0
3
4
mR2c3

e2v2
838 

��� <B�) O	� �� '@#�� .� �� /2 <��� <B�) � O���9��2 �� '@#�� .� �� '�9% ��� ', /����&� $1�H [��� �=�
z�, 	� 	%��1 �,��, /��. 4	� F�� -��
�,

τ ≈ 3
4

1
9 × 109

9 × 10−31 × 10−20 × 3 × 108

(1.6 × 10−19)2 × 10−4
≈ 10−10 '
��a 839 

��?�6 ����. ('
��a T = 2πR
v ≈ 2 × 10−16 ���� '�9% ��� ', /����&� \��= /��. 4	� �, '9��M� �� /��. F�� 'H �=�

C	�� �� L�M) '�9% 3�� �, O�G���) /����&� '� 	%� �� /��� �&� <)�

�%�� ���. |�
��� �, (�	� �
V"�&� j��� ��Q�e� ������� .� 3���� 'E�� �, ThTT �� �=.�# ', '� ��, �!
� ThTT A�)��
C	�� '�&�t� �% -#� U��1 ���, �� /�9��# C�E C�E �+� <"# �# ��, �	� /��9!��� �� `��@�� �������

Tm

www.Endbook.net



���� ����	� 
�� ���� ���� ������ ���� ������ ���� �� ��� �!���� �� ���"!�# $%���� �&' 


(
���� )*+*, ��*- ./� �� ��� 0�1*� 2��# ���� 
���� ��� 3 ���� �� � �� �, %�/4 �� ���# �� � ��� �!����
0�� / 5 ���� ������ �� 6� ��� �&�� ��7/ �� ��-�8 ��� .���5 �9�# .� ��: ������� ;� 5 �2��< 
��
.���5 .� ��: �� &��� �� �=� �� 
�5 >�? 6� �� ������ ������ / &�4 6� @�' ������ 5 &+� $��� ��

6 A



6� �� ��B! .��: �� ��� ��� @�� �� 6� �, ���� �� 5 
&�� �� ���� 6���

�� <)�� F�� C�.���e, ��� ', �������� �+� <"# �# <�� ��9Y�� ������� ', ThTl �� � ��� /��� �

7# ��, ��� 4	� .� 5�
�	
� ��#� /���1�) 3���� 3��, �D)�� '� <)��1 �� ��, � ��, ���� '���� �� \� ��#� A	� �������� '� ��, /2 .� 	�, A�)

C	��

/ ��� �B"C �D�4 �� ��, �� �� &��E .���5 ��E� �� ���� $�� F�# �� 6��� ���� �&G: ��� ��� 


(
. �5�, �&� &�� �� �H- �� .��:� �� ���-��� ���� 
&��� �� � ��: 6� ���� �� .���E� ���I� �� ���E� ��
� 5 &�� �� �=� �� �� �� ���� ��� ��, 0&� ;� ./� / ��# .�D��� �� 
& � �� ��*� �7J� �� �4 ��

7 A


��� .���H"� K�� / ���' �� �&! �<�� ���� �, �� .�L�� ��, 0&�

�% <9���# �� 	
1�H �� '�9% ��� ', '� ������&� � <��	� ��E� 3y��� ��
@6 	S ��� d
% �������� ��#� 3�
�� 3��,
. �6 ', �� ��
@6 	��� F�� '� ��, /2 ��, '��B�G� ����,� F
�9D� C	��, '���� <B�) � [��� ��	M��% 'G
�� �� � 3y��� ��	M�

'� ��, /2 3� A�� P�� C	�� Kg� ���@�.

�	� ! �" #$������ %� �	� &��'( )* ���+ %�,� ������� �-.! � �/�0 #� 1!� �23� ��� �+ �� ��$�� ������� �� )��2 4�
5���+ �	67 �+�8 #.9$ � := h

2π %� #+��� �-	* ���$��%

<B�) ( �% 3y��� (���,� '�% '!���*, (<)� -#� 3��, 3� '���. '���# ��
@6 	��� � <,�a '���� ���� �g�� F
�H A�@0 �,
C	��� �� F

�# -#� /��� 3�% 5����� � �%

��E�� 6M�I� 5�� ��B� 
%���� N*� �B��� .� ��: ��� �� �H- ��: �/� �� @�' ���# �� O�</ 


 (
/ ��� %��, � �,�B��"� �� %�/&�� 
%���B� )��� @,��P�� �B��"� �� ��E Q�#R ���� �H- �� �� �&G�4 ��:

8 A



� � ��*� ���-��� �� ��� S�, � �� 6� �� 6� 5 �B7 � �4

�, C	1�H �� '�9% ��� ', v <,�a <B�) �, � r [��� ', 3� ����� 3��	� �� /����&� '� 	
�� P�� z��, F
�H ��, A?	�)�
�;&�� 1��� �	+��8 <�� "� = >��,6- 1�?0�&� @A�. �B� C ;&�� D�E �	+��8 ".	� %&6

'F'G 4�8H 'G ��� �I&	� <�&�� "� ���J�. %& ����+� ".	� %&7
�'F'G 4�8H 'K ��� �I&	� <�&�� "� �� ��+� ".	� %&8

T�
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z-���� <9D� P�� 3��@�

mvr = n�, 840 

z	��= �� �� ', /����&� ���� �� F#�
� /���0 ��,�� C<)��I� �
X fS 
"� �	B �� n /2�� '�

K
e2

r2
=
mv2

r
841 

CK = 1
4πε0

/2�� '�
z	%� �� <)� ', 't,�� �� F�� s
��#

v =
Ke2

n�
842 

4S ��� ', α 	S �, /�	, <,�a �� �=� <��� 3��Q, ��� ', /��# �� �� -#� /���1�) ', L�,�� :,�� � ���� � 't,�� F��

α :=
Ke2

�c
843 

't,�� 'G
���� Cα ≈ 1
137 �, <)� �,��, \� 3�	B ��	M� � ��� �� �	
��� 9��� ���1�) <,�a 	�, /�	, <,�a F�� C-
�� ���#

z	�2 �� �� ��. ��� ', 42

vn = α c
n
. �44�

z-���2 <)	, �� [��� -
���# �� 40 't,�� �� ��	M� F�� 3��w���E�,

rn = n2

α
�

mc
�45�

n = 1 �	B ', L�,�� ��	� F
&�� C	�� �� ��
�1� �I� �
X f
"� 3�%��	M� � ��� �� �	
��� �!�� �������� �	B n �	B
�,��, T{m /2 [��� ���� <B�) 1

137 ���� αc �, �,��, /����&� <B�) ��	� F���� C<)�

λc :=
�

mc
= 0.00382 Angstrom

z�, <)��,��, /2 ��	M� C	���= �� ��, [��� /2 ', � ��� �� ���� /��� a0 ���� �, [��� F�� C<)�

a0 := 1
α
λc = 137 × 0.024

2π
Angstrom = 0.52 Angstrom. �46�

z��� �� R�9� ��. 't,�� .� /����&� 3y���

E =
1
2
mv2 −K

e2

r
847 

Fine Structure Constant9

Th
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z�, <)� �,��, m v2

r = K e2

r2 't,�� ', 'E�# �, '�

E = −1
2
mv2 = −1

2
K
e2

r
. 848 

z�, <)��,��, /2 3y��� <)� O� n �S�	� �� /����&� '� ��0� F���,��,

En = −1
2
mv2

n = −1
2
m(α

n
c)2 = −1

2
α2

n2mc
2. �49�

F
&�� �� /����&� 3y��� F���,��, C0.511 Mev �, <)� �,��, /2 ��	M� � <)� /����&� /��) A�� �� 3y��� (mc2 3y���
z�, <)� �,��, /2 '��� 3y��� ���� (\��	�

E1 := −1
2
α2mc2 = −1

2
( 1

137
)2 × 0.511 Mev = −13.6 ev. �50�

z�, ��, 	%��1 �,��, n ����� ��	� �� /����&� 3y��� s
#�# F�� ',

En = E1

n2 . �51�

���� F

�# �� /2 3�%���1�) '�% ���@�� ', ��#� 3�
�� /��� ', ��*� <,�a /��� ���� �, ��, '� -
�
, �� s
#�# F�� ',
/����&� 3��, ��
@6 3�% 3y��� �� ��
@6 3�% <B�) �� � <)��	MH -#� 3��, ��
@6 [��� '� -
���, -
���# �� /���� C<)�

C	��9%�	MH

3���� ', /��# �� '���H J	�� ��� L�M) '�9% 3�� ', <)�%��	� F���� '� ��0� /����&� � 	���	��� �%��	� F����2
'� <����, '��B�G� O�= �� �E F���� ��, C<I= k)�� �������� A	� �)�)� ���� /��% ���� ('�9% 3�� ', /����&� L�M)

'� ��, /2 3� O�� P�� C��, '
@� A��) 4��� /��� ]�� ', ���
, '� 3��� (<��� F��@# �
)*� ���
� �, �!� ',

5��� #�	 ��� %� �� �
/ ���	� � �." #�	 :�3; �
/ %� #<+�! =
	 >�� �." #� ?��; ���� �$ �� )��2 4� �" #��.�

'� ��� P�� 3� /2 3�G,

@	�"�A �+ #	
!
A :�3; �+ �� �
/ ���	� B�." C
D� E2 ���	� �+ ����� �+ E1 ���	� �+ ����� %� �" #2�� �-.! )��2 4�
�+ ���� �+ E2 ���	� �+ ���� %� �." EF� ���	� G$� �+ �� #	
!
A )��2 4� �" ����� @ (�+ 5��� #� ��� %� ν = E1−E2

h

5�� ���
/ �2H�	��+ E1 ���	�

li

www.Endbook.net



3�) O�� r�� A�6 ���	"� 3�) 3't,��

Lyman $I�, |�� κ = RH( 1
12 − 1

n2 ) n = 2, 3, 4, · · ·

Balmer ���� � $I�, |�� ����� κ = RH( 1
22 − 1

n2 ) n = 3, 4, 5, · · ·

Paschen ���0 /���� κ = RH( 1
32 − 1

n2 ) n = 4, 5, 6, · · ·

Brackett ���0 /���� κ = RH( 1
14 − 1

n2 ) n = 5, 6, 7, · · ·

Pfund ���0 /���� κ = RH( 1
52 − 1

n2 ) n = 6, 7, 8, · · ·

1: /y��	
% -#� 3��, �I
6 3�% t1

J��� A�@0 �� �W� �� A	� F�� 	� �� '���H J	���, f
"� 	� '�1�) �Q�2 3��@��, '� 3� ��#� A	� � �% P�� F�� ��2
/���1�) '�
��E �Q�# ���� (��� ����)� �% -#� 3���� 
6 .� ���� �,�G# 3�% ���� ', 3� '��	����% .�6 ', ��, �G�����

C��� �� ����2 	��� �� ���� /2 ', /��
, .� '�
��9� ', �% -#� �����

3�% -#� 3��� �� ��,�# 
6 C��, '���= ���0 >
0� 3�
= �.�	��� '�&�t� ���� �Q�#� ��,�# 
6 '� ��,�Q&�) /��. /2��
��� ��0� F
�H -% C<)� �	� �
��# F
�� 3�% 5����� �, L�t1 .� 3� 'B��G� .� '�!, <9
� '�)�
� 
6 �� /�=���=
4��� ', ��, F�� �,wE 
6 L�t1 /��% '� -
�
, �� (-
�� �� ���� �Q�2 �,wE 
6 ', � -
��,�# �� 3�% -#� F�� ', 	
I)

6 C	�� �� RwE �� � $,�# �� ��
�� 3�% 5����� �Q�# -#� �� s
#�# F�� ', C	���� ��E� 	
I) ��� F��� '�
�. �� ��
#
/2 �# C�� � ��� ', -#� �� ���)��� 3��, <9���# �� �t���� �% �� '� <��= �+� �� /2 <���� �a� ',�N� ', 	� �� �� -#� ��
O�!�� C	� �	
� 3���
, -%.�, :,�� � �
� �% 	�, � ��, �	� '���� L�t1 F�� F
, ��
�� :,�� � >
0� 3�% �G�) 
6 �, K0��
���1 -+� '�)� �% �� � ��� 3	�, '�)� 3�'��=�	E 3�% '�)� 4��� ', �� 
6 -%�, � -%�� ��
9, L�t1 /��# �� '� 	�
'� 	�	� ���)��� L�t1 F�� .� 3�) F�	�H /y��	
% -#� ���� �� C<)����0�, L�t1 F�� 3�% r�� A�6 �� �% 5����� F
,
C	�� �	� ���� /��� � A�	E �� �% '�)� F�� .� �# 	�H �I
6 L�t1 5����� C	�� �	� 3��w���� �Q�2 /�I��� O�� ', �.����
�� �	
��� /y��	
% -#� 3��, ��, 	��� <,�a '� A�6 5�B 	�, �, <)� ��
�� RH � 1

λ ���� r�� A�6 5�B κ A�	E F����
z�, <)� �,��, <,�a F�� ��	M� C���

RH = 10967757.6± 1.2 m−1. 852 

5����� C	�� �� ��.2 /�#�� 4��� ', �� Eni − Enf
3y��� (	QG, nf ��	� ', ni ��	� .� /����&� ��=�% ��, A	� 3��@��,

lT
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z�, ��, 	%��1 �,��, /�#�� F��

ν :=
Eni − Enf

h
=
E1

h
(

1
n2
i

− 1
n2
f

). 853 

z�, ��, 	%��1 �,��, '� ���2 <)	, �� r�� A�6 5�B /��# �� ���#�� F
�H 3��,

κ =
1
λ

=
ν

c
=

|E1|
hc

(
1
n2
f

− 1
n2
i

). 854 

z�, <)� �,��, |E1|
hc <,�a 3�	B ��	M�

|E1|
hc

=
1
2
α2mc

h
=

α2

4πλc
≈ 10988150.39 m−1, 855 

-#� ���� 
6 .� �M
0� 
��# �, <9���# ��, s
#�# F�	, C<)� 3��9� RH ���� ��,	��� <,�a �, �,�1��
9, s��M# �, '�
� ������ 
6 '!�E.� (
6 ���� 3�% <�90 '� ��, /2 3	�, O	0 C	�� �	
� ��1 A	� 3��, 3����)� �,�G# 	
��# (/y��	
%
'��+� 	
��# ', -%.�, � <��= O�G�� �������� �������.2 �� ThT{ A�) �� $���.2 F�� C	��
= ���0 �)��, ���� �
� 5��� '���
'� (Harry Mosely) �&.�� 3��% O�� ', ��, 3� '&�) <I% � <9
, /��E ��� (��� O�G�� �� $���.2 F�� '�
9� C	
��G�� ��,

C	� '��� ThTn A�) ', ���QE A�� ~�E /���E �� ���. (	��� ��	"� F
�% ', \� ��!B '������ '��I)���

-%�� �, � ��*� �	�� <9,��� �, <9���# 3� ���. (���� 3���. ��
9, <
�%� ��, ��� �������� '��+� A�"# k���# ��
/2 �# C�����, -#� 3�	
Y
� /���1�) .� ������, F
&�� 3��, (	���, ����2 O��� F#�
� .� 	�, /�0�� �# '� ����
� F
���0 F�9��
���) ��, ��� ��� (	���, �	� '���= ��� ', U�1 �����.2 
��# 3��, O�	��% '��=�	E 4��� ', �������� 3�% �	�� O���%
3�'��� 3���� F#�
�S/�QE /�H �
� -#� /���1�) /���� C-#� /���1�) 
��# 3��, -% /2 ��, �Q��� '�% .� �M��� � ����
3� 3�% $%�b� :9, 3��, ]������ �� '� 3� 3�+� ���
� '9)�� �� $������% � ��, 	�, '%� �� �6 C��, �	� �g���
O�B � �# -�"� 3��@� �, �� ��, $����� ��� /�9!�� � 	!����. <9D� C	���� '�)�# �� ��, A	� � ��#� '��+� (��, �	� '�1�)

C	��1�) ����)� 3�#

'!G� �� �� /2 *u @0 '� -���, 	��, CO����)�e) 	������)�� -���, �� /�# s&�E ��
9, ��� '� F�� .� (���B ����% CCC�
', '� ��, �#	� ��*� <,�a ', /2 /��� :,� � ��,	��� <,�a '@)�"�S/���� '!x9� CO��, ���� '�&�t� �I9!�
.��% F� �g�� A�� �� 'H �=� C-���� 3�@�� �, �����I= ���, F���� F� �@0 A�) 	�H C��, �	
)� �
� F� F%;
�� ���= � <I= d
% /�	, ��,	��� <,�a '@)�"� ��E� F�� �, (-�9% ]��W � ��#� A	� [�� �% ', <@9�
'� O��� �
� F� J	��@, ��� ', �
� /���. �a� 3��, �� ��1 ��#� A	� '� 	���� 	V0 ��2 CCC<)� ���, <
M���
10 �CCO�� �@1�, ��� 3'����, .� -�
, �� �� �������� 3�02 �@��� ��� �� '� ��0� -����, 	��� C-�� ��� '!x9� F�� 3��

�'F'( �,.	�L� M ��� ��+� "� ����.8% �I��B ".	� %&10
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r�. �% 3�.� ' , �,�� � # <��� �% �� <��= O� � 	! ����.q��, $����� ��� �% 	� , '� ������� ��� F�� 3�� @� � ,
���� ��E� ��. 4��� ', $����� ��� �� (q, p) rS ���� 3'V�D�

∮
pdq = nqh, 856 

��*� '
&�� ��� �� '����H �
�����% ����)�� 3y��� $����� ��� F�� ��� ', C<)� f
"� �	B �� nq /2�� '�
/2 ', '� 	���, �# �!� ��� �� .� ���� ���% /y��	
% -#� �N� 4��I�� ��
9, -�9
) �� 3y��� $����� � ��, �	� p�t�
', C	� �� �	���1 $�� ∮

pdq �N� ��
�� �
)*� �
���� �� ���. (	��I= �� (Quantization of Action) $�� $S �����
z	�2 ���� ��. ��� ', (θ, Pθ) 3'V�D� �� 3��, $�� $����� /y��	
% -# �� A�N� /���B

∮
pθdθ = nh, 857 

z	�2 ���� ��. ��� ', ?�, 't,�� <)� ��,�a ��	M� pθ = mr2θ̇ = mr2ω 3� ����� <��� �� '� �G�2 .� ���∮
mr2ωdθ = mr2ω2π = nh, 858 

���

mvr = n�

C��� �� 49 't,�� >,�t� /y��	
% -#� 3y��� $����� ', �G�� '� <)���, $����� ��� /��% '�

<)� ��. 4��� ', (x, p) 3'V�D� �� 3��, ��B $����� �
�����% ����)����∮
pdx = nh. 859 

-
9��� �� C��� '@)�"� �����, �
�����% ����)�� �� 3��, �� A������ F�� �H _�6 /��# ��
∮
pdx =

∮
mẋdx =

∮
mẋ2dt =

∫ T

0

mv2dt 860 

'� -
��� �� �
�����% ����)�� ����

x = A sinωt, v = Aω cosωt, E =
1
2
mω2A2. 861 

F���,��,
∮
pdx =

∫ T

0

mA2ω2 cos2 ωtdt = mA2ω2

∫ T

0

cos2 ωtdt, 862 
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	� 	%��1 ?�, A������ ��	M� 1
T

∫ T
0 cos2 ωtdt = 1

2 '���� ', 'E�# �,
∮
pdx =

1
2
mA2ω2T = nh, 863 

���

E =
nh

T
= n�ω. 864 

-% <1����� ��6 ', (	� �� �	
��� �������� '��+� '
&�� 3�Q&�) �� '����H (��B OS������ �	�� '� -
�
, �� s
#�# F�� ',
C	��G�� �� /y��	
% -#� 3y��� p�t) $����� ', -% � �
�����% ����)�� 3y��� p�t) $����� ',

'����6 ', ���� -
��#�� /y��	
% -#� 3��, ��, ��#� A	� <9���# 	!����. 	&���2 ��B $����� O�QI� .� ���I�)� �, 5e)
'!x9� �� �� '� -
��� �� � 	�� 3� ����� /����&� 3�%��	� '� 	� �� P�� ��, A	� �� C��� ���� �
� �� �v
, 3�%��	�

z	�2 �� �� ��. ��� ', ��B $����� ��� ���%��	� F
�H 3��, C	��9% ��� �v
, �u���B �%��	� 3���� 3��
�
∮
pθdθ = nθh∮
prdr = nrh. 865 

�� ���� 4��@B ', C	��9% �I� �,��, 3��9# _�6 ���% ��Q, 4��@B ', �� ���	� ��E� O�� 't,�� 3� ����� 3�%��	� 3��,
�� �D�� (nθ, 0) r�. �, '� <)� ���1 <&�� 3� ����� ��	� � ��� �� 
��# (nθ, nr) �������� �	B �� �, �v
, ��	�
', A�� $����� L�� (<)� <��� <,�a �� � L 3�'���. '���# �, �,��, pθ 3���� 3��
� <"# <����� '� �G�2 .� C���

z	�2 ���� ��. 4���

L = nθ�, 866 

z	�2 ���� ��. 4��� ', O�� $����� L�� '� ��� /��� 	!� ���. ��� C���	� ��, $����� L�� �, �#��I# '�

L(
a− b

b
) = nrh, nr = 0, 1, 2, · · · . 867 

<9���# 	!����. �v
, 3�%��	� 3��, <��� 4?���� �� �, C<)� /2 �H�� �t0 b � �v
, ���, �t0 a /2�� '�
z���2 <)	, �%��	� 3y��� F
�H -% � �H�� � ���, 3�%�t0 �.�	�� 3��, �� ��. :,�� �

a = n2a0
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/y��	
% -#� 3��, 	!����. A	� �� /����&� 3�%��	� zn ���

b = nnθa0

E =
E1

n2
, 868 

.� C<)� E1 = − 1
2mc

2α2 ���� ��, -#� '��� <&�� 3y��� E1 � 8a0 = λc

α2 't,�� ��, [��� a0 (n := nr + nθ /2�� '�
�������� �	B (	�� �� ��
�1� �� <@N� f
"� ����M� nθ � �I� ���� � <@N� f
"� ����M� nr �������� �	B '� �G�2
'Y�2 �,� # -
%� �

7# ��	�� �� ��1 3��w���� �G����� <)���Q, s
#�# F�� ', C	�� �� ��
�1� �� <@N� f
"� ����M� n
��� � ��� � �	B �� .� (nr, nθ) 3�E ' , F ��.� C	 � � <M ,�t � <�� = - 
 %��1 �� � 	 �	E ��� � ��� � �
 ��� ��� � % 	 � , ' �

z	��2 �� �� ��. 4��� ', F
�
� :,�� � s
#�# F�� ', C-
�� �� ���I�)� (n := nr + nθ, l := nr)

a = n2a0

b = n(n− l)a0

E =
E1

n2

, L = (n− l)h. 869 

z	�� �� ��
�1� �� ��. ����M� �!�� �������� �	B ', O�)�� n �������� �	B /2�� '�

n = 1, 2, 3, · · · 870 

z	�� �� ��
�1� �� ��. ����M� l �������� �	B n �!�� �������� �	B �% 3�.� ', �

l = 0, 2, 3, · · ·n− 1. 871 

n �� 3�.� ', �&� C	��9% �% �v
, F��# �	
�� l = n− 1 �, 3�%��	� � 3� ����� 3�%��	� l = 0 �, 3�%��	� s
#�# F�� ',
F���� /����&� 3y��� C	%� �� /��� n = 4 3��, �� /����&� 3�%��	� (n ��� C	��9% 3y��� �� 3���� �%��	� F�� '�%

C<)� /�9�� �%��	�
F�� �6�D, '� ��� /��� � <��= �+� �� �
� �� /����&� ���. <B�) .� ����S��
@9� 4��a� '� ��, /2 	!����. ���� -Q� ���
3� 't,�� C	�� �� �	
� ���9, l � n �������� �	B ���% ', 3y��� '� ���� F�� ', (�� � �� F
, .� 3y��� p�t) ��=�� (4��a�

ln
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z<)���. 4��� ', (n, l) .��# �� �� /����&� 3y��� 3��,

En,l = −E1

n2

[
1 +

α2

n

(
1

n− l
− 3

4n

)]
. 872 

�, �
�� ��!B ����� �� '� ��, ���9� �+� A��@# � 	� � 	�2 �"� ��Q�e� �� ��, 3��
�9
�� A�) F�	�H 4	� ', /2 .� 	�,
C	���� �� ��� �������� '��+� /�=���= 3�% '@�E 3��

', '!��� � O	0 ', O	0 !�D� 3�%���� .� /���	���
� .� ����S�9� �� F
, �
+� �, 3����% �� '� �Q&�) /2
�	� �	
��� �������� ���
� �����Q0 3�Q&�) (	
��G��5
6��7�����&� � �
���� '��+� �Mt�� -
��# ', '!���
�@
��# �, '���H '� ��, 	%��1 ��	�� \����� ��� �� F�� <)� ���, -
Q) ',�G# F���� '� �9��% 3��, C<)�
C<��� F��	# ����
� /�QE 
��# 3��, 3	�	E ��
� (�g��� s)��� 3�% R�!)� ����� � !�D� 3�% ��� .�
F������E :)�# ��� F�� 4�0�� 3��
9, � (��� '�����, � � $
� .� <9��, �� 3��
9, K���� 3��� F
�H 3��,

11 �CCC<��= 4��� �� /�����%

'��=��QH .� ��	��)� �, /��E 3���. �	B �, 'E��� �� ��1 ���@�� C��@� /�)2 ��, 3��
�9�� �� F� ��� (A�� 3�%.��
�#�, ��
9, F� .� ���
� �, �����2 �� -% � 4����� F9� � 3��2 /�,. � ���	��,. �� ���% '� O	�� /�QE
.� $
, -���	� >� F� '� ��, �Q�	, � ��, O�= ��
�9�� ����� ��� ', \�) �u�%�c CO	�� ��� ���. �� ��, C	���,
3��, 3.�� 	�H '� <)��1 F� .� � 	�2 F� |�#� ', 	�, .� � 	�H ��� CO�� �� <0� -���� ��
�9�� 3�vB� ����
��?�6 3�%���I= 3��, ���	�H <��� ��
�9�� ��1 �� '� <I= CO�� ����% �� �, 	�!�. ����E �� 3��= ���
�

12 CCCC-������ ��� ', <�� �, '&�� 3�I� �� '� ��, F�� C	)���, ��Q, ��� 	%��1 �� � <9
�

3��&� '� 	� �� ��) A�N� /���B ', ( <��= ���0 K
)� '�&�t� ���� ��, ��#� A	� !�D� 3�% '@�E '� ��, �Q&�) F����
 �9
6��7� /�	
� �� ( 8]����� �a� ', O�)�� �I
6 L�t1 <���� ������&� /�	
� �� -#� ����� f
g�# 3��, ��, ��#�
3�% -#� ', ��, ��#� A	� '� 	� �� ��) F
�H -% C��� ���, ���, /2 ���+� � ( 8/���. �a� ', O�)�� �I
6 L�t1 <����
O�
!% -#� ���� -#� F��# ���) <)���Q, <)� '���� ��E� ��� F���� '� ���% 3����� ]�� 3��, C��� ���� -
��# ������&� 	�H
[��� ', 3� ����� 3�%��	� �� O�
!%S-#� /����&� �� �% '� -
�� �� P�� C-
�� '�&�t� ���	0 �������� '��+� R�H��H�� ��
	��, -��@, ��� ', ��	� �� F�� 3��, �� ��, $����� ��� -
%��D, �=� 4��� F���� C	�1�H �� O�
!% '�9% ��� ', r2 � r1 3�%

-
9���,

mv1r1 = n1� mv2r2 = n2�. 873 
�'F)* �����& �N�� �	� "� 	#$ �����+�11

��&�6� �.�OP. ��� "6
�7 �;�,���	� ��8 9�- 8 Ǳ�
12
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z.� 	�#��@B �% /����&� <��� 4?����

m
d�v1
dt

= −K 2e2

r13
�r1 +K

e2

|�r1 − �r2| (�r1 − �r2)

m
d�v2
dt

= −K 2e2

r23
�r2 +K

e2

|�r1 − �r2| (�r2 − �r1). 874 

J���2 <)	, <)� ��. 4��� ', '� -#� 3y��� 3��, 3�'�99= ����M� :,�� � F�� .� ���I�)� �, /��# �� ��2 A��

E =
1
2
mv1

2 +
1
2
mv2

2 −K
2e2

r1
−K

2e2

r2
+K

e2

|�r1 − �r2| . 875 

�+� .� �� O�
!% -#� �N� �% -#� F��# ���) 
6 <9���# ��� �������� ���	0 '��+� ���� 4��@B ', C<)� �I�� A��) F�� k)��
(��� r��D�)� ��, A	� .� �� ��,�# L�t1 5����� 	� �� 'H �=� /y��	
% -#� ���� �� F
�H -% C	�� 
��# <0� ', ��W �
� �)��� �	�	� 3�% <���
� ��E� F�� �, C��� '@)�"� �������� ���	0 A	� .� 	� ��� 'E� d
% ', �� L�t1 F�� 4	� �&�

C	�2�, �%�
H �v�, 
��# 5� .� s��M# ', <9���# �� '� (<��= 4��� �Q&�) F�� �� 3��
9, �I
�

(Correspondence Principle ) ���� ��� ���

� � � c� � # ��� ' , O�)� � �� , � !�� (<�� = �� ��� 0 ��� I � )� ��� � s!X� � �� , �	� Kg� �� , :)� # ' � � &��� .� �� �
3��, '� -
��� �� C-
�� �� 'E�# /y��	
% -#� 3��, ��, ��#� A	� ', ��� F�� -Q� 3��, CCorrespondence Principle

z�, 	��,��, s
#�# ', 3y��� � <B�) ([��� (O� n ��	�

rn =
n2

α

�

mc
, vn = α

c

n
En = − 1

2n2
α2mc2. 876 

5S ����� �, 	�� �� ���� ���#�� (	�� �� $QE O� n− 1 '�? ', O� n '�? .� /����&� '� ��0� ��, O�� ��� �,��,

ω =
En − En−1

�
=

1
2�
α2mc2(

1
(n− 1)2

− 1
n2

). 877 

z<��� ��. 4��� ', R�1 ��
9, s��M# �, �� <)�� _�6 /��# �� ���, 3�% n 3��, A��

ω ≈ α2mc2
1

�n3
878 

�, <)� �,��, '� -���2 <)	, �� '�9% ��� ', /����&� \��= 5����� -
���# �� 76 't,�� .� ���

vn
rn

= α2mc2
1
n3�

. 879 

3� ����� <��� �� /����&� ��0� '� -���� ��+��� (�
)*� ���
� 3��@� �, C<)� /�9�� �	� $,�# /�#�� 5����� �, '�
�� �+� �� �� ���, �������� ��	B� �, 3�%��	� '� ��0� F���,��, C	�� $,�# \� $1�H 5����� /��% �, 3��� 	%� �� O�G��
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��	B� �, 3�%��	� '� ��� �� �%�c ��0� �Q�# �������� ��a2 � <)��c���� �� >,�t� �
)*� ���
� `���� �, �� `���� -��
=
C-
�� '�&�t� �� -#� ����� 3�%��	� ���� �H�� ��������

��� ��, '
&�� A��� �, '� �#?��) 3��, � ��� 3���
, ���I�)� �c��# F�� .� /��# �� ��2 C<)���Q�� �c��# ��� ', ��� F��
3� '���� �, �����2 3��, � A��) F�� ', ���= k)�� 3��, J��� -%��� �@��M# 3�% k)�� (<I= k)�� �Q�2 ', >
0� ��6 ', /��#
�� ��2 *u N� C-
�� �� �)��, �� ���) A�N� �� <)� �	� �� ��� F�� .� ���	0 �������� '��+� /���� �� '� ���% ���I�)� .�
��, �, 3� ��; �=� '� -
��� �� �
)*� ���
� .� J	
�Q� �I
6 L�t1 4	� ', KE�� 3�
H �c��# ��� .� ���I�)� �, /��#

z�, <)� �,��, \� ��,�# /��# 	��, '���� a R��� e ������&�

P = K
2
3
a2

c3
. 880 

�, <)� �,��, \� R��� 	��, n �������� �	B �, 3��	� �� ������&� �=� A��

an =
v2
n

rn
, . 881 

3���� �	� $,�# /�#�� -��
�, �+� �� �� ���, 3�% n �=� (�c��# ����,��, Cωn = vn

rn
�, <)� �,��, \� ������ 5����� �

/�#�� �� 3y��� �, ��,�# /��# -
9M# .� -
���# �� F���,��, C<)�En = �ωn = �
vn

rn
3y��� 3���� 'G
���� � 5����� F
�%

��� F�� C-
�� �	
� �� 8/��. 	��� �� /�#�� $,�# A����� ���� 	��� �� $,�# /��. 	��� �� '� �� ���% /�#��S��� /��# ��
z�, <)� �,��,

Rn =
P

En = K
2e2

3
1
c3

v4n
r2n

�vn

rn

= K
2
3
e2

�rn

v3
n

c3
. 882 

z�, ��, 	%��1 �,��, ���Q� 4��@B C	� 	%��1 ���) 't,�� F�� <)�� _�6 76 't,�� .� ���I�)� �,

Rn =
2
3
α5

n5

mc2

�
. 883 

F�� -
%� �� O�G�� �
� 	�	E ������� �
���� �, '� �M
0� 4�@)�"� F
�Y�% � �,�G# 4�	%��� (-
��	, '� <)� s&�E
�@��� ���, �������� �	B �, 3�%��	� 3��, (	�2 <)	, '� 'Y�2 C	��� �� 	
��# /2 3�	B s��g .� �+� _�� �� 4��@B
���I�)� �c��# ��� .� -
%��D, �=� �E F���� J��� 	��, 'H ����� 3�%��	� ���� (�H�� �������� �	B�, 3�%��	� 3��, C<)�

1
(n−1)4 ���B �� �g�I# .� ���� 1

n5 ���B ?u ����� '� -
���, -
���# �� *u N� C-��� �)��� /��= � Z	� ', -
���# �� �Q�# -
��
z-
%� O�G�� �� ��. �������E -
���# �� �# >
0� 4��@B ', C<)� �	�2�� 4��� /2 ', ���, 3�% n 3��, '� <)� ���, 1

n4 �
1
n5

−→ 1
4
(

1
(n− 1)4

− 1
n4

). 884 
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<)� F�� ', '
@� 3�
H 8�% n '�% 3��, n− 1 ', n <&�� .� ��w= ��� '� �. Z	� /��# �� F���,��,

Rn−→n−1 =
2
3
α5mc

2

�

1
4
(

1
(n− 1)4

− 1
n4

), 885 

z.� <)� 4��@B n2 <S &�� ', n1 <&�� .� ��w= ��� (�# �!� <S &���� �� �

Rn1−→n2 =
2
3
α5mc

2

�

1
4
(

1
n2

4
− 1
n1

4
), 886 

3��, �#��@B /��# �� (	��� '���= �+� �� En1−En2
�
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)
>��6 F�� .� ��1 '&�M� F
&�� �� <9���# ��1 ��@����% C	���, ��
��% <9��, �� '6�,�� 3�% 5��#�� (	���, �M
M� <9��,

S5��#�� 3�%��	M� �b�� ���� �
�����% ����)�� 3y��� p�t)

H =
P 2

2m
+

1
2
mω2X2, 893 

C En = (n+ 1
2 )�ω �E 	��9
� 3�
H �
�����% ����)�� 3y��� p�t) F�� '� 	%� /��� � ���2 <)	, ��

'�% 3��, 3y��� 3�M, ��� z��, s� '�
� .� 	�, ') <B�) O	�� -�� � $
� �� 4�@)�"� ���Q� `���� ��0�
-#�@)�"� '� �������� �
���� �g��� 3��=.�) � O�G9�� �� ���� F� � ��, �	�2�� ��� .� |��� �% '!�E
', ��#� 3�%�	�	� ���� <�� .� '� O��� �� 5� (O	� ��. -
, .�X2 �� C-���	� 3	���# (��� �� �� \	���
<�
@6 '� �� �g��� ��X <1�) F�� 	��, '���� .� � -�� �� ���� ($@
GB ���@�. /2 �, (�%�	�	� F�� /��� 3�
��
'� ��0� � (��@� -,��1 /�G
% L�� .� CO��, `
= �u @ ��M# (O���, <)� ���9= -�� � $
� 3.�@&� � <)� F�� �,
'��) ���� �, '� 3���D� .� <)��1 �� -&� '� ��, �Q#	� CO����� ��� ����E �,��E ����� _�6 ', �. �	
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24 CCCCCCCC-�9�� 	
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�
���� ���) '&�M� �� -%�, ') �% 5e) � 3� '&�M� �� /����y � /��, �%�#�� '!��� ', ��@����% '&�M� ������ .� 	�,
/y��	
% -#� 3��, �� �9��#�� �
���� �&���� ~���I&� �%�#�� '!��� ', C	���� /�	� �� �9��#�� �
���� �� 	�	E ��������

z<)���. ��� ', �% 5��#�� F
, ���G,�E :,�� � �9��#�� �
�����,��, 3	�, ') 3'!x9� F�� 3��, C��,���,

[Xi, Xj ] = 0 [Pi, Pj ] = 0, [Xi, Pj ] = i�δi,j, i, j = x, y, z, 894 

z<)� ��. ��� ', '� ����!
��% 5��#�� ����M� �b�� .� 	�#��@B 3y��� 3�% .��# �

H =
P.P

2m
−K

e2

R
, 895 

�
���� R�H��H �� '� ��, �9� F
&�� �&���� s
#�# F�� ', CR =
√
X2 + Y 2 + Z2 � P.P = P 2

x + P 2
y + P 2

z /2�� '�
��, ��#� A	� �� '� 	���� �� 3����M� /��% �uM
0� '� ��� /��� � ��� '@)�"� �� /y��	
% -#� 3y��� 3�%.��# (	�	E ��������

C��, �	�2 <)	,

� �� �	�
�� �

3� C��, ��#� /���1�) '!x9� �� 3��, /2 .� ���I�)� � �E�� �
���� :9, A�7�� �������� F���� /��. F
�% /��M�
'��2 3��, C���2 <)	, �E�� �
���� .� ���I�)� �, �� /y��	
% -#� 
6 �&���� '&�M� ������ .� 	�, .� � n '!��� ', <9���#
�� 3��,�� ���& '� ����. ', ���� ( -���=.�, sMB ', �%�� 	�H <9��, �� -
�� �= .�, �� �E�� �
���� $��	
� /��)��
3��� 4��; '� <)� F��� ���� 3� ��; <
��1 ��� '� /��Y�% '� ��, �	
)� 'G
�� F�� ', U�1 <
@9� .� ���I�)� �, '9����
� ω 5����� �, �E�� /��# �� P 3'���# � E 3y��� �, 3� ��; ', '� ��, ���� ��Q��
� 3� C	���, '���� �E�� U��1 �
�

25z<)���. ��� ', 3���; � �E�� 3�% <!V1 't,�� � ��� <@9� k r�� ����,

E = �ω, P = �k. 896 

.� ���1�, �� �% /����&� '� 	�%� /��� 	��9���# 27 /�9��# C�� C�E *u M�9� 5e) � 26 ���= � /�9���� �%�#�� '!��� ',
������&� r���� F�� � <)� '�9,�� �Q�2 ', 3��,�� r�� A�6 �, �E���� ����� '� 	��� �� �	����� 3��6 3��!, 3�% '�@�
F�� �	� ���) ��� C	��� �� F

�# �� �%.�)����� 3�� �	� <@a 3�% /����&� ��	�# � 	��� �� �1�	# -% �, '� 	��9%

C	
�Q� �=��) ', /2 �� �� ������&� r�� O�QI� /��# �� � <)� ��Q�� _��� �� $���.2 ', �% $���.2
"�?. � 18��8� ���I �]	� ����&�- 8 	� X�. ^ _�	7 ` 8& "I	a. "6
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C��� �� � 	%��� ���� 3�� I1 p�6 � <)� .�, ��?�, _��� �Q�# z _��� �� $���.2 z� ���

��	� �� ���� � ���

.� 3��D, '� ���� ��E� �#���� /��*
� �� ��� F�� �H <�)�� C	%� �� /��� �� _��� �� $���.2 ���) p�6 � ���
'���# �, 4��; �% �	����9�� .� 3� 'B��G� ����% ', ������&� 3�% /�	
� C	�� �� 	B�V�� ��1 .� �� ��
��� ��� ��, 4��;
<@a 8.�)����2 �� :)�# 	�
�� �� ���� 3�� '� ��; �% /��� C<)� �	� ��	9� ��
��� _��� C	��� �� �	E �� �D��
5��)����!� ���� �� *u N� ���� �� 3�� 4��; F�9�� �a��� -
%� O�G�� ��?�6 4	� 3��, �� $���.2 F�� ��=�% C��� ��

C<)� y 'tM� 3�� �	� '�9�� 4��; ��	�# �, s)���� K0�� �� I1(y) C	�2 	%��1 ��E�, I1 p�6 ��
<)� �,��, -
�
, �� '� ���6 C<)� '�9, ��?�, _��� ��, F�� '� 4��I# F�� �, 	%� �� /��� �� $���.2 /��% (m ���

z	��,���0�, ��. 't,�� ��, F�� '� -������+��� C	��9%.�, _������% (� ��� �� C I2 �,

I1+2(y) = I1(y) + I2(y). 897 

C	��
�� �� ���� 3�� <)� �!1�	# p�6 �� '� I12 p�6 �, >,�t� 4��; '� <)� /2 -
�
, �� $���.2�� '� 'Y�2 ���
F���� C iT ��� (	��, �	�2 <)	, λ = h

p 't,�� .� �Q�2 r�� A�6 '� '� <)� r�� �� �!1�	# p�6 �N� <)�� p�6 F��
3�� p�6 C-
%� �� /��� r2 �, 'tM� /2 �# �� �� _��� '!��� � r1 �, �� ���� �� �+� ���� 'tM� �# �� _��� '!��� ���
��	�# � 	�� ���� �1�	# -% �, l � T 3�% _��� .� .�I�% r�� �� ����� '� -
�� F

@# -
���# �� 4��� F�� ', �Q�# �� ����
3�� p�6 	���# ��� 3���� �g��� 3��&� � p�6 d
% C<)� r�� F�� 4	� �, s)���� ���� 3�� �	� <@a 3�% /����&�
����
, 3�% $���.2 `���� >
0� ��6 ', '� <)� ����&� �Q�# F�� 	)�, �+� ', s
GB '� -% �	MH�% C	�� 
��# �� ����
-
���# �� �Q�# _��� �� $���.2 �� C	�� 
��# 	���# �� /�=���= 3�% <
�0�� �� �� 4��; ���� � �% /����&� �=	�����

���� 	)� �� ���� ', 1 _��� .� '� -��
�, �E�� 4	� �, �,��, �� I1 p�6 ��=�% '� -
���,

I1 = |ψ1|2 898 
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C��� �� � 	%��� ���� 3�� I2 p�6 � <)� .�, ��
��� _��� �Q�# z _��� �� $���.2 zm ���

���� 	)� �� ���� ', 2 _��� .� '� -��
�, �E�� 4	� �, �,��, �� I2 p�6 ��=�% F
�H -% �

I2 = |ψ2|2, 899 

���� 	�2 �� <)	, r�� �� F�� �1�	# .� '� �E�� 4	� �, <)� �,��, I12 p�6 ����2

I12 = |ψ1 + ψ2|2. 8100 

-
%� ���0 ��=�%

ψ1(r, t) = Aeikr1−ωt = Aeik(r−
a
2 θ)−ωt, ψ2(r, t) = Aeikr2−ωt = Aeik(r+

a
2 θ)−ωt, 8101 

����2 (<)� ���, ��
9, -% .� _��� �� '!��� ', <@9� �% _��� �# ���� '!��� -�� ���� P�� /2 �� '�

I12 = |ψ1(r, t) + ψ2(r, t)|2 = 4I cos2
ak

2
θ. 8102 

F�� C-
9���, y .� ��,�# /���B ', -
���# �� ���� 3�� �� �% /����&� �� �� 4	� y ≈ Dθ (�H�� 3�% θ 3��, '� �G�2 .�
�, ��, 	%��1 �,��, K,�#

I12 = 4I cos2
ak

2
y

D
. 8103 
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C-
�
@, -���� ��+��� '� <)� 3� p�6 I1+2 p�6 ���� ���� 3�� p�6 C 	��9% .�, _��� ���% z _��� �� $���.2 z� ���

�� �% ��0� '���� ���� (-
�
, �� $���.2 �� '� <)� 3�
H /��% <)�� ����# � F��� 3�% ���� �� �E��# p�6 F��
'tM� �� ����# ���� F
&�� � <)� �I� �, �,��, p�6 4	� y = 0 3���� 'tM� �� (	��9% .�, _���

y =
πD

ak
=
λD

2a

C���2 <)	, �� �% /����&� r�� A�6 'G
���� � k 't,�� F�� .� ���I�)� �, 	���# �� ����# ���� F�� �"� 3�� .� C���� ���0
O�G�� 3���
, �!
1 <0� �, �
� 	�	E /���� �� � 	���� O�G�� /�9��# F
�H -% � ���= � /�9���� '� ��, 3��� /��% F�� *u �B
� /��. .� 'tM� �% �� �� �Q�2 ��	�# /2 4	� '� <)� '�9,�� �E�� �% /����&� ', '� -
�� �� �	�9, F�� ', *u �� C<)� �	�

C<�= -
%��1 .�, $���.2 F�� ', Z�� F�� '���� �� C	%� �� /��� �v�

�!������ �"��#� ���

(<)���. ��� ', <D# r�� ��

ψ = Ae−i(ωt−kx) = Ae
−i
�

(Et−Px) 8104 

�� '� <)� <D#Sr���� .� �t1 �@
��# (	�� �� <��� x 3��)�� �� -
�� �� P�� �=��) 3��, '� ���D&� r�� '�9, �� �
z��� /��� ��. ��� ', �� /2 /��#

ψ(x, t) =
∫
φ(P )e

−i
�

(Et−Px)dP. 8105 
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�� ���� 3�� �u�0�� '� <)� 3� p�6 I12 p�6 ���� ���� 3�� p�6 C 	��9% .�, _��� ���% z _��� �� $���.2 zh ���
C-
�
,

Cr�� �� �1�	# ziT ���

��� F�� 3��, C���2 <)	, 	�� �� |	� /2 �� �E�� F
�H '� �� 3�'&���� '� ��, /2 (��� �������� '� 3��� F
�9D�
-���2 �� <)	, |�� 't,�� .� C<)� ���0�, �Q�2 F
, 't,�� 'H '� -
�� �� F

�# � -
�� �� '@)�"� �� ψ(x, t) 4�M���

i�
∂ψ(x, t)
∂t

=
∫
φ(P )Ee

−i
�

(Et−Px)dP. 8106 

z	��� �� |	� ��. 't,�� �� /2 '���# � 3y��� 	��, '���� ���0 V (x) �
9���� �� ��; 'Y���H

E =
P 2

2m
+ V (x). 8107 

-���2 �� <)	, � -
�� �� 3��w���E 't,�� F�� .� �� E �S�	M� 106 't,�� �� F���,��,

i�
∂ψ(x, t)
∂t

=
∫
φ(P )(

P 2

2m
+ V (x))e

−i
�

(Et−Px)dP

=
∫
φ(P )(

−�
2

2m
∂2

∂x2
+ V (x))e

−i
�

(Et−Px)dP
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= (
−�

2

2m
∂2

∂x2
+ V (x))ψ(x, t), 8108 

���

i�
∂

∂t
ψ(x, t) = (

−�
2

2m
∂2

∂x2
+ V (x))ψ(x, t). 8109 

z	��9% ��. ��� ', r���� F�� 	�, ') �� C-
���= �+� �� 	�, �� �� �� 3��� r���� �=��) 3��,

ψ(r, t) =
∫
φ(P )e

−i
�

(Et−P ·r)dP. 8110 

C	��� �� |	� ��� �� �	
��� �������� '&���� '� ��. '&���� �� r���� F�� '� 	%� �� /��� �!@0 A?	�)� /��% ����# �

i� ∂
∂t
ψ(r, t) = (−�

2

2m
∇2 + V (r))ψ(r, t). �111�

'� -
��� �� -��'���� [���% .� r���� �, '� 3� ',�G# �� C��� ��'�99= 3y��� 3�% .��# ', �G�� 3�'&���� F
�H '���H
.� � 	��� �� ��
�1� �� ��
�� ����M� /2 3�% r�� A�6 � �% 5����� (��� �� 	
M� �%���� �� '�9, '
��� �� ', r�� �� ��0�
'
��� �� ', ��0� 3��� r���� '� -
��, '���� ��+��� -
���# �� (<9
� 3y��� �E 3�
H 5����� 3��� r���� 3��, '� �G�2
�� ', <
��1 F����Q, ]�� 3��, C��� 	�%��1 ��
�1� �� 3�'�99= ����M� �Q�2 ', '�9,�� 4��; 3y��� �u��� 	��� 	
M� '�9,
�� �+� �� �� 3���; C-��
�, �+� �� 3	�, �� ���) A�N� �� <)� ���� A��) F�� ', k)�� 3��, C-
�� �� 'E�# ���) A�N�
(�
)*� ���
� �,��, C-��
= �� E �� ��; F�� 3y��� �.�	�� C	�� <��� 0 ≤ x ≤ L '
��� ���� <)� ��.2 *u ��� '� -��
=
rS �� �, ���� ��� �� 
��# E 3y��� �, r�� �� �, ��; F�� (�E�� �
���� �� ��� C	�� ��
�1� 	���# �� 3��	M��% E 3y���

ψ(x, t) = Ae
−i
�

(Et−Px) +Be
−i
�

(Et+Px). 8112 

:,�� � ', �G�� 3.�� :���� F�� C	�� |	� ψ(0, t) = ψ(L, t) = 0 3.�� :���� �� '� 	��, /��H <9��, �� r�� F�� ���
z	� 	�%��1 ��.

B = −A, PL = n�π, n = 1, 2, 3, · · · 8113 

-��
= �� 'G
�� /2 .� '�

E =
P 2

2m
=

�
2π2n2

2mL2
. 8114 

C<��� 	%��1 ��E� ��; 3��, F
�� 3y��� 3�%.��# ����

3y��� p�t) '� 	%� /��� ?�, s
#�# /��% ', '� ��, /2 �������� 3�� $
� '!x9� F��# -Q� (\�'&���� r��D�)� .� 5�
���2 <)	, ��. '&���� �� .� /��# �� �� /y��	
% -#� �� /����&�

Hψ(x) ≡ [− 1
2m

∇2 −K
e2

r
]ψ(x) = Eψ(x). 8115 
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��V����8�� W�-&H ��	��& X8��33
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�������� �	�
�� ���� ���� ���
�� ���

����� �

���� ��� �	
 ��	�	� �� ���� ��� ����� �� ����� ������ �	�� � ��������  ��	!� "��!� �#�	� ��$  ��%&' (� �
��)��$�% *�� +, $ �-�� ���.� /�01� ���� ��� 2�� 3	�)
 �	�
 � $ $ �% ���)
 �4���	�  ��	!� �� � 5�6�2�	
 *�
��
���� ��% �� +��� 2�� ���� ���.� 7� ��	
 ��	8� ���- ��������  ��	!� 7� ���.� $��
 � ��% ���)
 �-��  ��	!� �� �
��)� 9�: "�� ��)�4
 �;�$ ��)� 9�:  � 7� 9$	0�� �6)- $� �4���	�  ��	!� $ �-��  ��	!� �� �% 3�1<� �<�
�� 7	=> �?�@�� ��:� 7� �� �?��A� 7� ��������  ��	!� ��)� 9�: "��� ��% ���� B���� �$$	C D��� 3	A���� �;�$
+��E�C �� �-�� 	� ���% �� F	�)��� �?�@�� ��:� "�� 7� �GH)� $ �@	� �I���� 	� ��������  ��	!� �	��J	� ��
 $ ��%
��
 �� "�� *+, $ F�� ���	'$� �� �-�� 	� K�.J �� $ �> 9���6<� �L� 7� �� $ ��	��J	� �L� 7� �� ��������  ��	!� ����
$ MN	- 	�4� �?�@�� O�� F	�)��� P�	Q R�@�� ��:� 7� ���?��A� 7� ���)
 PS� �������� ��	!� �	
 �$ $ ��
	0�

���
� �� T�@�� � 	U�> �� +�	� �	S� ��, 	� $ ��)� �� �	�� � �?�@�� ��:� "�� (� "��� �O�� /��?

�������� �	�
�� ���� ���� �

	� �!�2�� ��4��VO�<@$ ���% �� +��� O64� 9�61�
 �	W�  � �!�2�� ��4�� �
 �� ������ ��	
 ��� ����� ���
|ψ〉 	� � �!�2�� ��4�� � ON	; V���� $ H 	� � 9�61�
 �	W� IX ��<� ���% ��Y#8� 9�61�
 �	W� "�� 7� ����  �

���
� �� �	8�

���% �� +��� O64� ÂV�����
V��1�?  � *��4�� 7� A �V �&C +�
	8� O��� �
 �� ������ ������ ��� ����� ���
�%$�� �'� Z��% O�	? O4�	� �� 	U�> "�� �H�� ���� ��7 +�?	Q *�)%	� ��%�� �!���� �[	)�� 	
��&C +�
	8� "�� +	'�


*�%	� ��7 P!% �� 	U�> ���>�C

{A,B} = C \1]

Z7� O�� 9	6? �%	� ��Q�� O4�	� �� �^���� �	
��1�? "�� �� ���W��<� �H�� +	��>

[Â, B̂] = i�Ĉ. \2]

_
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+�)�> �	
 (� � �!�	)� ��� "�� ���� `��<� �> � � 	
��1�? "�� ����� �� �%	� �	)� O4�	� �� 9�61�
 �	W�
��)� �� ��G� 9�8� � 9�61�
 �	W� a	#��� ��� ��
��J

�� �� ��	
���� D��� HV9�61�
 �	W� *��� ��HQ ��	C  �� ���� �� � +���%	A�	- �����
 �	
��1�? �� 	A�>7�
$ A �	
��&C +�
	8� �'� "����	)� ���% �� a$	- �)�4
 	
��&C +�
	8� 7� �	��2�	� �?��A�  � �	�2�
 B��8����� +b�$
7� O�� 9	6? 9�61�
 �	W� ���� ��	C  � *\���% 	A�	- �
 	� ��
 �)<�] �)%	� �	��2�	� �?��A�  � · · · , C $ B

�>� �� |ai, bj , ck, · · ·〉 �	
����

A|ai, bj , ck〉 = ai|ai, bj, ck〉
B|ai, bj , ck〉 = bj |ai, bj, ck〉
C|ai, bj , ck〉 = ck|ai, bj, ck〉. \3]

��)�4��	�!� 2�� ��	
 ��	C "�)� *�)�4�� 	�!� �	��2�	� �	
��&C +�
	8� �?��A� �� 	A�>7�
�� ��)� �� c�� �'�	� ���� ���� D4� ��	C  � �	
���� M4;�� � �> ���� �� �%	� ON	; ����  � |ψ〉 +	'�


O%�� ���� �� "����	)� ��)�4
 ��W?  � �	��2�	� �	
 �?��A�

|Ψ〉 =
∑

i

|ai〉〈ai|ψ〉 \4]

	� *��%	� +��� a	#��� �> ���� ��&C �	�% ��	C  � 	� $ �%	� �<� �$�d� 9�61�
 �	W� �� ��Q$

|Ψ〉 =
∫
da|a〉〈a|ψ〉 \5]

���%	� +��� a	#��� �> ���� �����C ��	C  � $ �%	� ��%�� �$�d�	� �<� 9�61�
 �	W� �� ��Q$

�	��� � 	U�> ���� �U�	8� ����� �� �)%	� ��%�� ��-$ ��	
��&C +�
	8� O�� "!�� �C�!�$�!�� �	��� � ������
	�� *�
� �� �	8� � 9�, ���, �� ��$�7 ��	!� �� O�� "�e�� 	
��&C +�
	8� "�� 7� �� ����� �O�	�  ���� $ �C�!�$��	�
+�
	8� "�� �� f���� �	
��1�? ��	
 ON	; "�)�� �O��' ��J $� �� 9�, "�� �<@$ gJ�� �	)<� �� � �> ���� ���
���� ��
��J (� "�� ����@ � � F	�)��� +�d� "�� 7� �� ����� ���� F	�)��� 	U8�	�7> 7� ���?��A� 7� ���� �� � 	
 ��&C

�� *������ +7���� � A PS� ���&C +�
	8� �'� O�� |ψ〉ON	; � �!�2�� ��4�� �� ��Q$ ����� � ��!� "#$ ����� ���
��)� �����C P�1G� a	� �[	)�� ���� +b�$ �� 2�� +	���� ON	; $ ��> �� O��� a PS� Â ��1�? ���	G� +b�$ 7� �!� ���	.� �^
�� ���: � �P (a) = |〈a|ψ〉|2 	� O������� �	��;� ��J �A����$ 〈a|ψ〉 	� O������� ��> O��� a ��G� �� "�� �	��;� �)���

h
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�� O�� �� � "�� �	��;� |〈a|ψ〉|2 da �� �)<� "�� �� �
� �� O��� � �	��;� �N	�� |〈a|ψ〉|2 �)%	� �����C Â ���	G� +b�$
���> O��� a+ da $ a "�� ���G� �� �
�

�� �	)E�> R�@�� P:� "�� P�	� �	�� ���� ����� �)'�$ A`�^ �� ��� +��� c�� R�@�� P:� "�� �	��� ������
��<� �� 9�61�
 �	W� �� ��)� c�� ���7���C �� +�	� �	S�  � �� O4#� ������ �� � 2�� � "'�$ `�^ 	� �	
��1�?

Z��)� �� ���' +7���� ��% �� `�:�� Â��1�? 	� �� � A�V�&C +�
	8� $ O��

Â =

⎛
⎝ 1 0 0

0 2 0
0 0 2

⎞
⎠ . \6]

PS� ������ �L� � � ��N	;

|ψ〉 =

⎛
⎝ α

β
γ

⎞
⎠ = α|1〉 + β|2〉 + γ|3〉. \7]

��)�4
 ��G� $� "�� A �V��	G� +b�$ ���7 ��> �
��J O��� h $ _ ��G� $� DG� A ���' +7���� �
_ �!)�� �	��;� i] ��$> O��� � 2 V��G� �!)�� �	��;� $ P (1) = |α|2 	� O�� ����� ��$	�� O��� � 1 ��G� �!)�� �	��;�
�
��J g
	� |ψ′

1〉 = |1〉 �� +, ON	; *_ ��G� ���> O��� 9�: � �P (2) = |β|2 + |γ|2 	� O�� ����� \��$	�� O���
$ |2〉 D��� �� \��	W���7	�]�d0: �� �!1� �% �
��#� ���.� |3〉 	� |2〉 �� +, ON	; ��$	�� O��� � h ��G� �'� 	�� �O�	�

�� ��% �� P��6� 9�: "��� +, ON	; �)<� ��% �
��J���.� ��% �� a$	- |3〉

|ψ′
2〉 =

1√
β2 + γ2

(β|2〉 + γ|3〉). \8]

�)<�	W� ��7 "�� ���� ���.� ��1�? ���<� 	�

P2 := |2〉〈2| + |3〉〈3|, \9]

ZO%�� ���� ��

P (2) = |β|2 + |γ|2 = 〈ψ|P2|ψ〉. \10]

Z��)� �� ��)� ��- ��7 9�: �� � MN	H� "��

��% �� `��<� ��7 9�: �� �� ��� ��-$ Pα PS� �'���.� ��1�?  � *A �V�1�? 7� α ��G� +b�$ �
 ��7� ��

Pα :=
∑

i

|α(i)〉〈α(i)|, \11]

j

www.Endbook.net



�A���� $ �)�4
 α V��G� +b�$ 	� �[	)�� $ ��	<�� �	
���� +b�$ 	
 |α(i)〉 �>� ��

Â =
∑
α

αPα. \12]

	� O�� ����� α ��G� ��$> O��� �	��;� +	��> ��)� ���' +7���� � AV��&C +�
	8� *|ψ〉ON	; �$ �'�

P (α) = |〈ψ|Pα|ψ〉|2, \13]

7� ��� �
��J 9	6? ���- ON	; 2�� �> 7� �<� $

|ψ′
α〉 =

Pα|ψ〉√
ψ|Pα|ψ〉

. \14]

��% �� "��<� ��� 3	� ��)��$�% �N�	<� �� ��7 �N�	<� 	� �!�2�� ��4�� ON	; ��d� �%���&�� "'�() ����� ���

i�
d

dt
|ψ〉 = H |ψ〉, \15]

�O��  ���� ����1��	
 �	�
 �������� �[	)�� �� ��% �� +���	� �!�2�� ��4�� ����1��	
 ��1�? H �>� ��
U(t) = e−

i
�

Ht P!% �� ��d���1�? ON	; "��� ���� �� +�	� P; *O�� O�	k �	�7	� H �� ��Q$ ���� ��)��$�% �N�	<�
	� ��� �
��J����� t �LdN� ��4�� ON	; *�%	� |ψ(0)〉 *0 �LdN� ��4�� ON	; +	'�
 �O��

|ψ(t)〉 = U(t)|ψ(0)〉 = e−
i
�

Ht|ψ(0)〉 =
∑

n

e−
i
�

Ht|n〉〈n|ψ(0)〉

=
∑

n

e−
i
�

Ent|n〉〈n|ψ(0)〉. \16]

�)<� ����1��	
 �	
 ON	; +b�$ M4;�� ��N$� ON	; D4� "�4��� 	� "����	)�

|ψ(0)〉 =
∑

n

cn|n〉 \17]

���)� "��<� 2�� � t �LdN � ON	; ������ ��

|ψ(t)〉 =
∑

n

e−
i
�

Entcn|n〉. \18]

P�	� �^ �� �  ��	)�� �1l4� ������� 	� ��$> O��� � ����1��	
 �	
 ON	; +b�$ �� O�� ��	� ON	; "��� "����	)�
���
� �� T�@�� �� +�	� �	S� 	� � R�@�� ��:� "�� 7� +�	0��� +�d� ����� � ���)� P;

m
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�	��� � �
�� �

��	!� $ �	!� �� f���� ���7> 9	-� *���U0� � ��������  ��	!� R�@�� ��:� "!�� �	S� "��� +�	� � �!�> ����
	)<�  � �� �� *9�, "�e�� ���)� �� �-�� �> "�e�� �)<� +, �.�.J � �� DG� $ ��)� �� ������ 	- "��� � +,
S := (Sx, Sy, Sz)V�0N�� �� 	� �� ��$�7 ��	!� PS� �� O�� ���&C +�
	8� *O�� 9�, "�� ���, �� ��$�7 ��	!� +�)
� �	8�

����  ����  �2�� � �!�	)E�
 ���% �� `�:��

{Sx, Sy} = Sz, {Sy, Sz} = Sx, {Sz, Sx} = Sy, \19]

Z���� � ��7 ��	A�	- �H�� �� ��% �� `�:�� Ŝ = (Ŝx, Ŝy, Ŝz) �V�1�? �� 	� O�:	J "�� ��������  �2���

[Ŝx, Ŝy] = i�Ŝz, [Ŝy, Ŝz] = i�Ŝx, [Ŝz, Ŝx] = i�Ŝy. \20]

"�� ��	A�	- D��$  $ 	
��1�? ����� �� �%	� �	)� O4�	� �� 9�61�
 �	W� �<� *���0' R�@�� ��:� �	�� � �� �H�	�

�	W� �� � O4�	� �� � �H��$  "�)� �� ��)� ���� ��J 7� O4�	� �� 	- "�� � "����	) � ���� g�	�� �> � � 	U�>
����� �� +�)���J �O�� ��<� $� 9�61�
 �	W� ��)� c�� �� O�� �> �U��� ��=VON	; "��� +�	� ���� �	8� ���61�


Z�)�4
 n�� �	
��1�? 7� �8�	�� ��	W� "�)� � ��7 �	
 o���	� �� �)� /�Gd�

Sx =
�

2
σx, Sy =

�

2
σy, Sz =

�

2
σz , \21]

"�e�� 9�, ��% �� `�:�� ��<� $� 9�61�
 �	W�  � 	� 	U�> "�e�� �� ���, ��)�4
 �N$$	C �	
 o���	� 	
 σ �> � ��
+	�8�	�7> � � �� p�	C O4�	� �� �� O�� �N��� ��J 	� ���� ��-$ O<�6^ � ���, "�)� 	�> �� "�� ����% �� +����J 1/2

	� 9�, �� ��� ��
��J +�)�> �	
 (� � �O�� O6S� ��� ��
��J (� "�� �	�	C� �� �;�% �� �> p�	C $ ��� �A�4-
�O�� �$�d� �	)E�
 �N$ �� 52� 9�61�
 �	W� �<� O4�	� �� 	U�> ���� �� ���� ��-$ 2�� ��I	� �	
 "�e��

���7���C �� �	S� "�� ���� ��������  ��	!� R�@�� ��:� q�% �� �	;
Z��4��)� ��7 P!% �� ������ �� � 	W� "�� � ���� �
 O�� ��<� $� 9�61�
 �	W� �� 	A�> 7�

|ψ〉 =
(
α
β

)
\22]

7� � ! � 7� 	 U ) � �	 � �2 �	 � � ?� � A �  � *� �� % � � � 	 A �	 - � 
	 � Sz $ Sy $ Sx �	 
� � 1 � ? � � 	 A �> 7�
� � ;�� � � ��� � � � +� ) ��� J �� �� � � � Sz 	 � Sy Sx � �> � � ��� � � � � � �� % � � P � ! 8 � 	 
� � 1 � ? " ��
 � �	 � �2 �	 � � ?� �A � " �� � � ��� � � 	 � � � ��� � �� -$ �;�$ o �� �	 � 2A � �� < � $� o �� �	 � r � 
 � � � ) � / � Gd �
Z��
� �� �	8� ��7 M���� �� � ��1�? �� "�� �	
���� +b�$ �−�

2 	� �

2 7� �)�	6? ��1�? �� "�� ���	G� +b�$ ���� ��	@� ��W?

s
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Sx ���� Z `N�

|x,+〉 =
1√
2

(
1
1

)
, |x,−〉 =

1√
2

(
1
−1

)
. \23]

Sy ���� Z a

|y,+〉 =
1√
2

(
1
i

)
, |y,−〉 =

1√
2

(
1
−i

)
. \24]

Sz ���� ZF

|z,+〉 =
(

1
0

)
, |z,−〉 =

(
0
1

)
. \25]

���' +7���� �> 7� � Sz 	� Sy Sx �	
��&C +�
	8� 7� 3����
 �'� R�@�� ��:� 	� /�	H� *�%	� |ψ〉ON	; � �� +, �'�
� Sz ���' +7���� �'� 9�: "��� ��%	� |z,+〉 ��N$� ON	; �� ��)� c�� ���$> �� O��� � −�

2 $ �

2 ��G� $� DG� ��)�
�
��J �0: 	� ����� −�

2 ��G� ��$> O��� �	��;� $  � 	� ����� �

2 ��G� ��$> O��� �	��;� ��
� 3	A�� ON	; "�� �$
�� ��N	; � |z,−〉VON	; 	XU�	8�� �O�� O6S� z �	��� � �> "�e�� �� ����' �� ��N	; � |z,+〉VON	; P�N� "��
 �� ����

�O�� n�	: 2�� |y,±〉 $ |x,±〉 PS� 	
 ON	; ���� ���� ��6<� "�� �O�� �0)� z �	��� � �> "�e�� �� ����'

O�� �.� "�� �N$ �O���0: y $ x �	��� � "�e�� �0N�� �> � �� O�� ��N	; |z+〉VON	; �� ��)� �!� O�� "!��
Sx ���' +7���� 	� 	�� ���)� t���' +7����u� 	
 O1.J "�� O4�	� �� ��)� "��<� � 	
 �0N�� "�� ��
��#� +	'�
 ��� O4��
��)� ���' +7���� ON	; "�� ON	; �$ Sy ��
��#� �'� $ ��� ��
��J −�

2 $ �

2 ��A��� $� �� 	U)� �
7	� |z,+〉VON	; �$
���� ��
��J −�

2 $ �

2 ��A��� $� �� 	U)� �
7	�
	� �[	)�� �� ��	
��1�? "�)E�
 �O�� Sz = �

2σz *O�� z OU-� "�e�� ���' +7���� 	� �[	)�� �� ���1�? �� �����
�� ���1�? �<� 6^ �^ � � �Sy = �

2σy $ Sx = �

2σx 	 � � ��� ��[	 ) � � � ��� � y $ x 9	U-� "� e�� �	
 ���' +7�� ��
�>� �� Sn = �

2 n̂ · σ 7� O�� 9	6? O�� n̂ = (n1, n2, n3) +��#N� OU-� "�e�� ���' +7����	��[	)��

n · σ =
(

n3 n1 − in2

n1 + in2 −n3

)
. \26]

|n,+〉 	� � 	
���� +b�$ "�� �−1 $ 1 	� ������� �> ���	G� +b�$ "����	)� ��)� �� n�: (ν · σ)2 = I O�:	J���1�? "��
Z��
� �� �	8� |n,−〉 $

(n · σ)|n,+〉 = |n,+〉

v
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(n · σ)|n,−〉 = −|n,−〉 \27]

Z7� O�� 9	6? 	
���� +b�$ "�� T��: P!% �� �
� �� �	8� �6�	d� ���

|n,+〉 =
(

cos θ
2

sin θ
2e

iφ

)
, \28]

$

|n,−〉 =
(

sin θ
2

− cos θ
2e

iφ

)
. \29]

�� 	� $ +�

2 ��G� �N	��;� ��	� z OU-� �> "�e�� ���' +7���� O�� |n,+〉 ON	;� +, �� ��Q$ ����C �� �	;
���$	�� O��� � Pz(−) $ Pz(+) �.� �	
��1�? �� O�� ��	� 	� "�� ���� ���� �
��J O��� � −�

2 ��G� �N	��;�
����

Pz,+ = |z,+〉〈z,+| =
(

1 0
0 0

)
Pz,− = |z,−〉〈z,−| =

(
0 0
0 1

)
\30]

Z��$> �� O��� �A����

Pr(z+, n) = 〈n,+|Pz,+|n,+〉 = cos2
θ

2
,

P r(z−, n) = 〈n,+|Pz,−|n,+〉 = sin2 θ

2
. \31]

ZO%�� ��
��J M���� "��
 ��

Px,+ = |x,+〉〈x,+| =
1
2

(
1 1
1 1

)
Px,− = |x,−〉〈x,−| =

1
2

(
1 −1
−1 1

)
\32]

Pr(x+, n) = 〈n,+|Px,+|n,+〉 =
1
2
(1 + sin θ cosφ),

P r(x−, n) = 〈n,+|Px,−|n,+〉 =
1
2
(1 − sin θ cosφ). \33]

w
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+�JI	� $

Py,+ = |y,+〉〈y,+| =
1
2

(
1 −i
i 1

)
Py,− = |y,−〉〈y,−| =

1
2

(
1 i
−i 1

)
\34]

Pr(y+, n) = 〈n,+|Py,+|n,+〉 =
1
2
(1 + sin θ sinφ),

P r(y−, n) = 〈n,+|Py,−|n,+〉 =
1
2
(1 − sin θ sinφ). \35]

DG� $ DG� z $ y, x �	
 OU- 7� 3��� �
 � �> �0N�� ���' +7���� O�� |n,+〉VON	; � +,  � ��Q$ �� ��)� OQ�
oC ��)�4
 ��G� $� "��
 DG� Sz $ Sy $ Sx �	
��&C +�
	8� ���	G� +b�$ ���7 *�
� �� O��� � −�

2 $ �

2 V��G� $�
9I	��;� � 9	.#8� "�� �� O�� "�� p�	C x�)
� �� �	8� � ��J 	A� � �> ������ $ ��$�7 �)<� n V���� 9	.#8�

��))� �� �
	[ � ��J 	
 ���' +7����

��$> O��� `1�#� �	
 ���' +7����� � "�e�� ���	G� D���� ���� ��

〈Sx〉 =
�

2
〈σx〉 =

�

2
〈σx〉 =

�

2
sin θ cosφ

〈Sy〉 =
�

2
〈σy〉 =

�

2
〈σy〉 =

�

2
sin θ sinφ

〈Sz〉 =
�

2
〈σz〉 =

�

2
〈σz〉 =

�

2
cos θ. \36]

�	��� � �� �� ��$�7 ��	!� ���� �� ������ ���4���� ��� O%�� ��Q |n,+〉ON	; � �� �� +, ���� �� ��$	�� �	� ��
����.� "�)� �� �)
� �� �	8� I	� D��$  	�� ��% ��yQ	)� �� �A)� �1:	��� ����.� "�)� �� ��% P�	Q ���7 * O�� n
� ���
 �� 9�, 7� ��	4!� �	
 ON	; �$ ���' +7���� ��	�7 	�4� ���<� �'� �)<� �O�� O�� D���� ���	G� ����
����$�7 ��	!� 9�, "�� ���
 	��� �� ��)� ��6<� 9�: "�� �� ������ �� � �> z�	�� *��
� 3	A�� ���� ��Q |n,+〉ON	;

�O�� ����' ��Q n V���� �	��� � �	%
� ���4�� "�)� ����1��	
 ���)� �<N	H� z �d� ��; O�	k �4�^	){� �����  �� � "�e��  ��	)�� ������ �� �	;

�O�� +, �4�^	){�$	�8' μ �>� �� ��4��� ����7 P!% ��  ����  �2�� 7� 3	UN�	�

H = μBSz = μB
�

2
σz . \37]

Z��> �����7 P!% �� ��d���1�? �A����

|
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U(t) = e−
i
�

Ht = e−
µBt
2 σz =

(
e−iωt 0

0 eiωt

)
. \38]

�>� ��

ω :=
μB

2
, \39]

n = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ) �>� �� �%	� |n,+〉ON	; ��N$� ON	; �� ��)�c�� ���% �� +����J ��I o�	���
Z��
� �� �	8� |θ, φ〉 	� 	.�J� �� � ON	;���� "�� �O�� �!�����  �

|ψ(0)〉 = |θ, φ〉. \40]

*��% �� a�@ ON	; � �� �1� 7	�  � �	U)� �� ��% �� 3�1<� �A����

|ψ(t)〉 = U(t)|ψ(0)〉 = |θ, φ+ ωt〉. \41]

ON	;���� "�� ���� ��J�� �� �4�^	){� ����� ��; ω �� ��$�7 O?��	� "�e�� ON	;���� �� O�� �> �	)<� �� ��
ZO%�� ��
��J

〈Sx(t)〉 = sin θ cos(φ+ ωt)

〈Sy(t)〉 = sin θ sin(φ + ωt)

〈Sx(t)〉 = cos θ. \42]

P!% �� ����� �'� �� �)
� �� �	8� D��$  "��

〈�S〉(t) := (〈Sx(t)〉, 〈Sy(t)〉, 〈Sz(t)〉) \43]

�4�^	){�$	�8' ��� ��� � �!��	)�� �	�
 〈�S〉 ���� +	��> *O�� "�e�� �	
 �0N�� D���� +�)
� �	8� �� ��)� `��<�
�O%�� �
��J �4�^	){� ������  ����

�� ! " �#� $%
�&' �

���� x���� ��-$ 	X<Q�$ O<�6^ � *���% �� �A��� ��������  ��	!� R�@�� ��:� 7� �� 2���� O0�% �	
 O1.J "�� 	�>
�8�	�7> ���� "��<� � +,  � ����$�7 $	�8' ����� �> � �� ��� �6���� $ O� +	�8�	�7> �� O4�	� �� ���� "�� �� p�	C

��)� �� ���	� � I	� z�	�� *����� 3	A�� _}j~ �
� � �I�' $ ���%� 	� "��4#� ��

}
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�4�^	){� �����  � �$� 7� +�G� PS� �.)?  � �	
 ��� �>� �� �
� �� �	8� � �8�	�7>  ��	�% �H� (_] P!%
�� $ �����J �� z �	��� � �I�' ���%� g�	�7> � g�	�7> R�� "�� ����% �� +��� �6? O�� z �	��� � �> �	����' ��
��� ��-$ +�G� �	
 ��� � �� �� �!���!N� 	� ��7�� ���
� �� g�	�� SGz	� � g�	�7> 	� ���' +7���� "�� 	.�J� �^
�	8� ���� �� o�^	){�$��!N� 7� ��))� ���C S �)<� �	% �� ��$�7 $	�8' ������ � μ �4�^	){� $	�8' � �� ��% �� �?	�

Z��% �� ��%�� "�)� O64� "�� �� ���

μ = g
e

2m
S, \44]

���� +, �	��J	� �� ���4� �� O�� O�	k  � g �>� ��

"����	)� ���% ��� ��$ �> �� ��$��� $ ��% �� gJ�� 	�� 	U)� �4�^	){� ����� � �4�^	){� $	�8'  � �� ����� ��
� 9�, ������ ��� $ ��% ��� ��$ 	U�> �� ��$��� r�
 ��
� �6? O�	k �4�^	){� �����  � 7� � 9�, "�� 7� �� �!�	� �'�
������ � �� �%	� �	)� �4�^	){� ����� �'�	�� ���)� ��- �
 7� �	% "�e�� �	�
 	� �	% �4�^	){� $	�8' V��G� M4;��
��$��� +	��> \�%	� z 7� �<�	� $ �%	6� O�	k �� +7���� �N$ �%	� z OU-� �> OU- �)<�] *�%	� �	����'  � ���� z �d�
�4�^	){� ����� � �� +, "�)� ����� �� ��)� �� OQ� $��� ��$> O��� ���� ��% �
��J ��$ 9�, "�� �� z OU-�

	� O�� �����

U = −μ · B = −μzB(z) = −g e

2m
SzB(z). \45]

Z	� ��� �
��J ����� z ������ � +, "���� ��$ �$���

Fz = − ∂

∂z
U = g

e

2m
Sz
∂Bz

∂z
. \46]

P�N�� +	���� 7� F$�J � $ �)� �� ���A� � ��$��� *�%	� �G� �� Sz �!)�� �� ��4� �� +, �
 g�	�7> "��� �A��� �
���� 	L���  ���� �	��� 7� �� �E�	)� Sz �'� ��)�8� �� P�	G� +��C 7� ��$	0�� �HG� �$ �� O�� +��� ���C �� ����d��
+	�� �HG� $� 	U)� g�	�7> � �N$ *��)�6� 9�, 7� �����C �!N  � P�	G� +��C �$ O4�	� �� �%	� ��%�� �� �����C ��G� �


�O�� ��%�� � −�

2 $ �

2 V��G� $� 	U)� Sz �
� �� �	8� �� ��)�� ��
�� *���+�% _ P!% � SGz +	���� ��$ �� ���, �4�^	){� �A��� � $ �� ��$�7 $	�8' ��7�� �� ������ O�� "!��

��
� �� T�@�� � I	� g�	�7> z�	�� 	X�14� ��7�� "�� $ O�� +��� ?? P!% �� ��6% �2�� �1�N�
�� �) �4
 ���, �) ) �8 � �� +�� C � ��I	 � �HG � �$ �� ���, �� ��' �� ��� �2 �  d� � � �@�� "�� � � ��� � ��
"�� �� \��)� ��U� ON	; "��� � ���, q�H:� ��] ��)� ��- 9�, ��G� 7� � ���, "�)� ������ �� ��)�4
 |z,+〉VON	;�
�^ �� 	� "�� ���)� �� �))�8� �� �)��	C �HG� �$ �� � ���, ��1- SGzV�I�' ���%� g�	�7>  �� �� M����

�O�� +�% +��� �	8� j P!% �  ��	�%

_~
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��)� �� +	C $� � 9�, �!�	� z OU-� OJ��)!�	� �4�^	){� ����� Z �I�' ���%� g�	�7> Z_ P!%

��
� �� T�@�� � SGz �I�' ���%� g�	�7> z�	�� �� 	
 "�e�� 9	U- 7�  ���� �<�7�� Zh P!%

 � "�e�� �'� ������� +7���� x �	��� � � 	U�> "�e�� �0N�� $ +��� ��- �)�4
 |z+〉ON	; � �� ���, ������ �� �	;
*O�� +�% +��� �	8� m P!% � �> �	�% �� �8�	�7> �N$ ����$> �� O��� �0: ��G� O4�	� �� ���  ���� O1.J
�

2 ��G� $� 	U)� |z,+〉VON	; �$ Sx "�e�� �0N�� ���' +7���� �� ��)�� �� �
7	� g�	�7> "��� ��
� �� �	8� � "�� ��J
��
� �� O��� −�

2 $
�� F	J O�� O�� �I	� �-$�J 7� 	X��	U� �� ���, mVP!% � �� ������ O�� "!�� ��J  ���� ��@�� 7� R	�� �
�� ����� �.� �O�� �

2 	� ����� x �	��� � �
 $ z �	��� � �
 	U�> "�e�� �0N�� �� �)�4
 ���, 7� ���� �> *���%
� s P!% ZO�� �	�> �%	� ��	
 �0N�� "�)� ����

�)<�] �.#8� ��G� ���� �)�> �� �$��� m +	���� �I	� �-$�J 7� �� ���, O4�	� �� �%	� O�� ��@�� "�� �'�
� ���' +7���� "�� M�A? �A��� ���)� �� /�Gd� ���' +7����  � 	� � R�@�� "�� ��)%	� z OU- � "�e�� �0N�� 7� \ �

2

�O�� +�% +��� �	8� v P!%
7� +��� �

2 �6Q 	U�> "�e�� �0N�� �� � R�@�� "�� *+�% "��<� Sx �0N�� oe� $ +�% "��<� 	U�> Sz �0N�� 	�  � �� ���,

__
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��
 �V� O8C �I�' ���%� g�	�7> $� Zm P!%

$ Sx �	
 O��� ���� �	�� �� ��)� �� /1J � 	U�> �!1� �)� ��� `8� � ���' +7���� ���	G� g�	�7> "����	)� ����� �� �	�
���� "��<� �
	� � 	U�> ���� ��� $ ��	'7	�	� �
	� Sz

+��� q�% � 	U�> �	)<� *3$�  � "�e�� +, �)<� �	S� "��� +�	� 	� $ ��� +��� �	�� � �������� R�@�� ��:� P.� "���
����� �� 	!� 9�, O��; `�:�� ���� � R�@�� ��:� "�� +�)�> P.� � ����

_h
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$ x �0N�� �
 �� �)�4
 ���, �)�> �� �$��� \m] P!% g�	�7> �I	� �-$�J 7� �� ���, ��)� �!� �� O�� "!�� Zs P!%
�O�� "�<� 	U�> "�e�� z �0N�� �


��
�� O8C �I�' ���%� g�	�7> �� Zv P!%

_j
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��� ���� ���	
� ���� ���

����� �

�� �� ��� �	
���� ������  ����� ��� ��� �� ����� �� � ��!
"�# $� %&����'� ��(�)  �*+� ����� (�� �� �, �� �-./��
0�� �� �, �1� ���, 0�� 2��, 3��
�1� 4+5+� 6+�� $� 7�+� �� �� 8���. 0�� ��� 2��!. ���
, � �� ��91 ��+���� � 7�+�

2&��� �� ��:.� ;��

������ � ���� ���� !"# �

�� �� �� �, ���� &���+< P  X =������ �	>�� � %�
, �� �,�? �� @��� �, �� (�) ��� 4+5+� 6+�� � A ���
B�

, �� C�� ��$ ���: �*

[X,P ] = i�I. D1E

�� �1� �, �� �:��. 0��FG. 2�+� (�$ �'	� �� ���+< ����� 7/ $� �, �:���.  �� �� 0�� ��
H $� �1� 0I�� (�
.�+<
�� ���$ %��� �� ���!. � �F�� �� �
, J��+� �� �.�I�  7�I� ���$/ K�*�� ���+G �, ���L>�� ��M� �, �1� 7/ ��/

&���� �	>����� ��$� � �� ��N� ��M� @�

tr([A,B]) = tr(AB) − tr(BA) = 0, D2E

(O� %�1� ������ �	>�� @� X �, �:./ $� 2&��� �� P���. H � �� K�L>�� ��M� 2���� �
��L� [X,P ] = i��� �� � 0��
$�E 2&��� �� 7�". x � �� 7/ ����Q� (O�  |x〉 �� �	>�� 0�� ������� (O� 2�

, �� R��* �� K�L>�� ��M� 7/ ������� 

D2��+. &���+G. ���	>�� �� � ��ˆ��S� �� � 0��

X |x〉 = x|x〉. D3E

7/�� �, �1� ����? |x〉 ���? �, &��+	 ��� &�
, ��L�� ��+�.�+, @�.�I� 6+�� � A ��� �� �� ���? 0�� &���+G ���
 �1� (�� (��� �LF. 7�I� ��T# (���"� � �, �1� X �= ����� �	>�� �=��� (O� |x〉���$ 2�������� x 7�I��� �1�� (�)

U
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2&��/ �� �1� �� x ���Q� &���	 ($��.� �� ��T# (���"� 0�� (���� ���� ($��.� 4+5+� ��� � A ���

3��
�1� �� ���� �� 6�+1 0�� � ��+� V1�# ��� 2�

, �� ����<� ����1+�# ����Q� x ������Q� (O� �, �1� �+>�� �:, $�
2���� � �� W�. ��	�� 7���� ���+� (�
�/ �� �, &�
, ��

�, &���	 �:��. [X,P ] = i� �� �� $� &�.�+� �� X��1�� &� � A ���

e
i
�

a PXe−
i
�

a P = X + a. D4E

C+� �� �� $� 2�1� (�+G�� �Q�Q? ��� @� a 7/�� �, |φ〉 = e−
i
�

a P ���� ����  2X |x〉 = x|x〉 �, ��
, Y�� 6�?
�, &���� �� �:��.

X |φ〉 = Xe−
i
�

a P |x〉 = e−
i
�

a P (X + a)|x〉 = (x + a)|φ〉. D5E

�I� � �� �� �� 0�� 2�1� x+ a �=��Q� (O� � ���� (O� @� W�. e− i
�

a P |x〉 %��� X�=��Q� (O� @� |x〉 (���� 0��� �
 
B&�F�+. �� ��$

e−
i
�

a P |x〉 = |x+ a〉. D6E

���# �� �� 6�Q�.� ��� e− i
�

a P �	>�� �, �
, �� 7�� �� �� 0�� 2�
, ������<��� ∞ �� −∞ $� �� ��1+�# ����Q� x 0��� �
 
(O� ����Q� � �Z�
�� (O� ������� (�+ �Q�Q? �� x �
�� (O� ����Q� %�1� �������	>�� @� X 2��� �� ��:.� K�[�G�

�
�� %�
�F� �+�� �	��I�� 7/ K�'��

〈x|x′〉 = 0 ��� x �= x′. D7E

�
�� �
�� �� ��I"� �M� ��� ���, ���# @������� (O� 0�� 0�
\ &�
∫
dx|x〉〈x| = I. D8E

(�) @� 7�I� ���� ($��.� ��� �, ���� ($��.� �>�1 4+.�� ���$ �F�. �I�W�� ���? @� |x〉 ���? �, &�
, ��� ��� 
@�I'� K��� ����� �]��? %&�
, �� (��'�1� 7��I� � @� 7�I� 0���� ��� ^.�1�+>� (��# @�$� �, ��� �_� %&��L ��I 
� 7�+� �� �� �� (�) 0�
\ ���? 2�
, 0���� (x − a, x+ a) �_� ($� @��� �� (�) @� 7�I� �.�+� �� �!
�  �1� ���N�
E �F�. (��1 �� ���? 0�� � 7��,��, �� 2�1� @� 7/ ��. �
�� �1���:
! �I�W�� ���? @� �, ��� 7�". |x− a, x+ a〉
� �� ��+�.�+, @�.�I� 7���<�1 7��,�
  D��, (��'�1� ���# @� 7�+
� � �!./$� 7�+� ��.  �.��� �.��+9�� �	��I�� ���$

`
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�
�F�. �I�W�� �\��� �, &�
, �� (��'�1� |x〉 6/ (��� ��� ���?$� �� ���? 0�� ��: 0��� �
 2�1� ���? �  ��+�� �!./
(��'�1� ���? ������� aF ��� b1�
� ���# @� 7�+
� � �� ���? 0�� 7�+� �� 2�
�F� ��!�  b��* c�+< ����� ��

2��,

B��� aF ��$ K�+� � 7�+� �� �� ���? 0�� 8 �� �� �
�� ���# 7�+ ���, �� �� � �*+�� 2��
,�+[� |ψ〉 �_� ����?

|ψ〉 =
∫
dx|x〉〈x|ψ〉 =:

∫
dx|x〉ψ(x). D9E

d �� 0�� 2�+� �� (�.�+< K�[�G� ��M��� |ψ〉 ���? 3+� d �� ψ(x) 2&�� (�� ��I 〈x|ψ〉 ��: �� ψ(x) ���. �</ �� �� ��
2�1� |x〉 ���#�� |ψ〉 ���? ���� �'�+� d�� ��

�	�� K��L� � %�1� x ��Q. �� (�) 0���� 6���?� �
��� ψ(x) := 〈x|ψ〉 �
�� %aF b��5 �, �
, �� 7�� �� �� 0��
2�1� x ��Q. 6+? dx ��
!# � ��($� �� (�) 0���� 6���?� |ψ(x)|2 dx  �1� x ��Q.�� (�) 0���� 6���?� ���	\ |〈x|ψ〉|2

��� 2�1���Q\ �><�� R�5 0�� %x = x′ �= ��?�� �, &�
�L &���+< �� 2〈x|x′〉 = 0 (�	./ ��� x �= x′ (���� �, &����
B���� &���+< 2&�
, R�5 〈x′| �� �� 9 �� �� 0���e �, �1� ���, ��, 0��

〈x′|ψ〉 =
∫
dx〈x′|x〉〈x|ψ〉, D10E

��

ψ(x′) =
∫
dx〈x|x′〉ψ(x). D11E

f���� ����� d �� W* �F�. �W�\ 〈x′|x〉 �, &� �� ���� &�
, �F��Q� &�� (��� �� ;���� �, �-./ � �� �� �� 0�� ��� 6�?
�
��

〈x|x′〉 = δ(x− x′). D12E

�� 3+� d �� ��F'�  �� �� �� 0��+. � �!
� 0��� �
 2�1� C��� W�. P �	>�� ��� ���, �+e � &��'� 7+
, �� �, �-./
2&�$���#

B�����g.�� K�L>�� ��M� ��� �� ���# 7�+
� � �� P �	>�� ������� (O� 7�+� ��

P |p〉 = p|p〉
〈p|p′〉 = δ(p− p′)∫
dp|p〉〈p| = I. D13E

h
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2���� p �.�I� �]Q��� (�) �, &�
, ����L�� ����? � 7/$� �, �1� ��/ (��� ���? |p〉 ���?

�, �
, � �i �.�+� �� b���� 7��� � (�
.�+<

e
i
�

q X |p〉 = |p+ q〉. D14E

2 �

, �� ����<� �� ∞ �� −∞ $� �Q�Q? ����Q� W�. P �=	>�� ������Q� (O� 0��� �
 

B��� aF W�. ���# 0�� bF?� 7�+� �� �� |ψ〉 (=�+G��=���? ���� ��

|ψ〉 =
∫
dp|p〉〈p|ψ〉 =

∫
dpψ̃(p)|p〉. D15E

2�.+� �� (�.�+< �.�I� ��M��� 3+� d �� ψ̃(p) 7/�� �,
�� (��1 K��L� � 2�+����Z p ���Q� ���� ���� |ψ〉 ���?�� �, �� (�) �.�I� ���� ($��.��� �, �1� 0�� 6���?� �
��� ψ̃(p)

&���� 2�+� �� (��� |ψ̃(p)|2 d �� � p �.�I� � �g. ��+� (�) 0���� 6���?� ���	\

〈p|P |p′〉 = p′δ(p− p′) = pδ(p− p′). D16E

�
�� �
, �� ���L� pψ̃(p) � �� ψ̃(p) �, �1� 7/ �.�I� ��M��� 3+� d �+� �� P �	>�� �i� 0�
\ &�

P : ψ̃(p) −→ pψ̃(p). D17E

2&������� �� p �=��Q� %P �=	>�� ��* � ��?�� &�.�+� �� &�
, ����, �.�I� ���#�� �, ��� �	�� K��L� � 

����$ � ������ ��� �%�� &'( �)(	� �

�, &���� j���� �+* {|x〉} K�[�G� ���# {|p〉}  �.�I� ����# 0� �� �� �� �\ �, &�
, �� 6�+1 7+
,�

e
−i
�

aP |x〉 = |x+ a〉. D18E

�1�  &�
, �� R�5 〈p| �� �� 18 �� �� 0���e��, 0�� ��� 2&��/ �1� �� 〈p|x〉 �><�� R�5 &�.�+� �� 18 �� ��$� 6�?
&��/ ��

〈p|e−i
�

aP |x〉 = 〈p|x+ a〉, D19E

k
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��

e
−i
�

ap〈p|x〉 = 〈p|x+ a〉, D20E

B�1���$ ��� � 7/ �? �,

〈p|x〉 = A e
−i
�

xp, D21E

��

〈x|p〉 = Ae
i
�

px, D22E

2�+� 0���� �F�� �� �, �1� � �i @� A 7/�� �,
B&�
, �� �*+���$ �� �� � A 0���� ��� 

δ(x− x′) = 〈x|x′〉 =
∫
dp〈x|p〉〈p|x′〉 =

∫
dpAe

i
�

xpAe
−i
�

x′p

= A2

∫
dpe

i
�
(x−x′)p = A22π�δ(x− x′). D23E

�:��.��  A = 1√
2π�

���� &���+< 0��� �
 

〈x|p〉 =
1√
2π�

e
i
�

xp. D24E

p �.�I� � �]Q��� �, �� (�) �, &��+	 ��� &�
,��F'� ��+�.�+, @�.�I� 4+5+� 6+�� ;�1�� �� �� �� 0�� &���+G (����
�, �1� �G� 3+� @� (�
�� 7�". d �� 0�� 2 1√

2π�
e

i
�

xp � �1�� �� x �_� �� ��Q.�� 7/ 0���� 6���?� �
��� �1� �,�?��
4+5+� 6+�� $� �� �� � � ���  (�)  3+� �	.��� &�� ��F.�+� 0��� �
 2��/ �� �1� λ = h

p �� �� $� 7/ 3+� 6+e �,
2&��L ��I ��+�.�+, @�.�I� ��
 ��$ �� �� �.����* � �:� ��� ����� 7�+
� � �� �� 7/ �, �F�. �$��.  &�
, 3��G�1� �+<
2&�
, 3��G�1� 6+�� 7/$� &�.�+� ��� �� � �:�  ��g. 8���. ��� &���T9 �� ��+�.�+, @�.�I� 4+5+� 6+�� �,�� @�
�������� |p〉 ���?�� �, (�) @� 0���� D=6���?� �
��� �.E 6���?� �, �1� 7/ ���� ����� �� �� 0�� (�� �� �, ��	�� ��I.
2�1� ���!. � � � �� �, 6���?� �:��.��  7�FI� �M� l�Q. ������ (�) 0���� 6���?� �
�� 2 1

2π�
� �i ���Q� � �1�� �� 

@� �.�I� &�� ��F.�+� ���� ($��.� @� � �, �1� 7/ (�
�� 7�". ���? 0�� ���$ %�1� |p〉 ���? 7�+ 6/ (��� $� ���. ��� 0��
2���� ���N� @�I'� K��� ���� ($��.� 4+.�� �, &�.�� �� &�
, 0���� �]Q��� �'� @�I'� �  ���!. � ��� � �� (�)
7�".��$ �I� � 7�+� �� �� ���� ���? 0�
\ 2��� 0��� �]L��Q� �� 7/ �.�I� �, &�
, ��!� ���� ���? &�.�+� ���!
� �����

B���

|φ〉 =
∫
dpφ(p)|p〉 D25E

m
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2�����'���H ���Q� p �_� �.�I� @� X��e��� �, �1� �� �� φ(p) 7/�� �,
�� �.�I� ��M��� 3+� d ��  K�[�G� ��M��� 3+� d �� 0� �� �� &�.�+� �� �1� (�� �+>�� 〈x|p〉 �><�� R�5 �, 6�?

&���� B&�
,���#

ψ̃(p) = 〈p|ψ〉 =
∫
dx〈p|x〉〈x|ψ〉 =

1√
2π�

∫
dxe−i px

� ψ(x),

ψ̃(x) = 〈x|ψ〉 =
∫
dp〈x|p〉〈p|ψ〉 =

1√
2π�

∫
dpei px

� ψ̃(p). D26E

2�
�F� �	��I� ���+� ���L� ψ(x) �
�� K�[�G� ��M��� 3+� d ��  ψ̃(p) �
�� �.�I� ��M��� 3+� d �� 0��� �
 

����� � ���	
� �� ������ ������ ����������� ���

�, �
�� 0�� � �
�F� ���� �+< � l+ �� ���#�� P  X ����	>�� $� ���,�� �, �1� n5�

〈x′|X |x〉 = xδ(x− x′) 〈p′|P |p〉 = pδ(p− p′). D27E

B&�
, �� �����$ b���� � &�F�+
 {|p〉} ���#�� �� X �	>�� �I
�� ��� 

〈p′|X |p〉 = 〈p′|X(
∫
dx|x〉〈x|p〉) =

∫
dxx〈p′|x〉〈x|p〉

=
1

2π�

∫
dxxeix p−p′

� =
1

2π�

∫
dx(i�

∂

∂p
)eix p′−p

�

= i�
∂

∂p
δ(p− p′). D28E

�, &�
, �� �*+� ��, 0�� ��� 2��+. {|x〉} ���#�� �� P �	>�� 7�+� �� 0�
\ &�

〈x′|P |x〉 = 〈x′|P (
∫
dp|p〉〈p|x〉) =

∫
dpp〈x′|p〉〈p|x〉

=
1

2π�

∫
dppe−ip x−x′

� =
1

2π�

∫
dp(i�

∂

∂x
)e−ip x−x′

�

= i�
∂

∂x
δ(x− x′), D29E

o
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��

〈x|P |x′〉 =
�

i

∂

∂x
δ(x − x′). D30E

�1� �.�I� P���.�� �\  K�[�G� P���.�� �\ 3+� d �+� �� �� P  X ����	>�� �i� &�.�+� �� a � � 0�� @�, � 
B&�F�+. �� 2&���� 

X |ψ〉 =
∫
dxX |x〉〈x|ψ〉 =

∫
dxxψ(x)|x〉. D31E

B�1���$ K�+� � ψ(x) 3+� d �� �� X �	>�� �i� �, ��� �� 7�". �� �� 0��

X : ψ(x) −→ xψ(x). D32E

���$ 2�1� �!�� ��H ψ(x)=3+� d �� �� �.�I� �	>�� �i����

〈x|P |ψ〉 =
∫
dx′〈x|P |x′〉〈x′|ψ〉 =

∫
dx′(

�∂

i∂x
δ(x− x′))ψ(x′)

=
�∂

i∂x

∫
dx′δ(x − x′))ψ(x′) =

�∂

i∂x
ψ(x). D33E

B �1� A�"� K�+� � ψ(x) 3= +� d �� �� P �	>���i� ��� �� 7�". �,

P : ψ(x) −→ �

i

∂

∂x
ψ(x). D34E

� �"� K�L1�N�� 2��/ �1� ψ̃(p) �
�� �.�I� ��M��� 3+� d �� � � �� P  X ����	>�� �i� 7�+� �� � �"� �+e � 
B&��/ �� �1� 

〈p|P |ψ〉 = p〈p|ψ〉
〈p|X |ψ〉 = i�

∂

∂p
ψ̃(p). D35E

B�1� �.�I� ��M��� 3+� d �� ����$ K��i� (�
�� 7�". ��S< �+e � �,

P : ψ̃(p) −→ pψ̃(p)

X : ψ̃(p) −→ i�
∂

∂p
ψ̃(p). D36E

p
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� I 
 �� �  � *+ ��  B��/ � 1�  K� [ � G � �� M ��� 3+ � d  � � �� �� Ta := e
i
�

aP � 	 > � � � i� 7�+ � � � (� <q�  
���� &���+< Ta := e−

i
�

aP |x〉 = |x+ a〉

〈x|e− i
�

aP |ψ〉 = 〈x− a|ψ〉. D37E

B�1� 0�
\ ψ(x) 3+� d �� �� Ta �	>�� �i� �:��.��

(Ta := e−
i
�

aP ) : ψ(x) −→ ψ(x− a). D38E

*'+), -�# �)(	� �

�� �� �� 0�� A��� �I� �, �1� 7/ �� 7+
,� 2&���, 7�� �� r�L.W��� ����� ��� �� �� �'�, �+e � 0�"�# ��� ;�� ��
7�W�� %&��� ��:.� P �.�I� �� X �[�G� ���� ($��.� |ψ〉 ���? �� (���� 2&���	 �:��. 4+5+� 6+�� $� �� 7/  &�
, 7�� 

B&�F�+
 ��$ K�+� � &�.�+� �� &��/ �� �1� �� ���� ($��.� 0�� �� �, �� �
�Q� ���

ΔX =
√
〈X2〉 − 〈X〉2, ΔP =

√
〈P 2〉 − 〈P 〉2. D39E

��� �� �� 2�</ ���  〈X〉 = 〈ψ|X̂ |ψ〉 �
�� %�.�(�� �L1�N� |ψ〉=���? �� �F����� ���
� 0�� ���� �, &�
, �*+� ��� 
�, �
, �� 7�� �����

ΔXΔP ≥ �

2
. D40E

B&�
, �� J���� �� ��$ �	>�� � �� �� 0�� K�Li� ��� 

A := X̂ − 〈X̂〉, B := P̂ − 〈P̂ 〉. D41E

�, �+� �� �+>�� ��?�� 

[A,B] = i�. D42E

B&�
, �� J���� �� ��$ ��� ���? 6�?

|α〉 = A|ψ〉, |β〉 = B|ψ〉. D43E

s
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&����

(ΔX)2 = 〈ψ|(X̂ − 〈X̂〉)2|ψ〉 = 〈α|α〉, (ΔP )2 = 〈ψ|(P̂ − 〈P̂ 〉)2|ψ〉 = 〈β|β〉. D44E

λ �Q�Q? ��� �� ��$� � �, &�.�� ��

|| |α〉 − iλ|β〉 ||≥ 0 D45E

B&��/ �� �1� 63 $� (��'�1�  ���� &���+< t\ ��1 7��, $� � 

〈α|α〉 + λ2〈β|β〉 + λ� ≥ 0. D46E

���Q� 0�� (���� 2�
, �� �
��, �� t\ X�e �, λ $� ����Q� ��$� � �>�* $� 2�1� ����� λ �=��Q� �� ��$� � �� �� 0��
2&�1� �� ����� ��� �� �� � &��� ���� t\ ��1�� �� λ = −2 〈α|α〉

〈β|β〉 �
�� �
��,

����$ � ������ ��� �%�� �� � �%���. �/��+� �

B�+� �� (��� ��$ K�+� � ��+�.�+, ��� ���? @���
�� �, &���� ���!\ 4+5+� ���� �
 

H |ψ(t)〉 = i�
d

dt
|ψ(t)〉. D47E

�.�I� K�[�G� ���#�� �� ������ 0�� &���+< �� PG 0���� 2�+� �� (����. �.+�>���� H = P 2

2m + V (X) 7/�� �,
B&�
,��+[�

B&��/ �� �1� K�[�G� ���#�� �� �� 0�� 7��,��+[�� 

〈x|
[
P 2

2m
+ V (X)

]
|ψ(t)〉 = i�〈x| d

dt
|ψ(t)〉 = i�

∂

∂t
ψ(x, t). D48E

��

− �
2

2m
∂2

∂2
x

ψ(x, t) + V (x)ψ(x, t) = i�
∂

∂t
ψ(x, t). D49E

H |ψ(t)〉 = i� d
dt |ψ(t)〉 ������ ��+[�W* �F�. �W�\ d�� ��  �+� �� (����.�	
���� ������ %��F.��'�� ������ 0��

2��/ ����$ �I� � K�+� 0���� �, ��,��+[� W�. �.�I� ���#�� �� ������ 0��� 7�+� �� 2K�[�G� ���#��

p2

2m
ψ̃(p, t) + V (i�

∂

∂p
)ψ̃(p, t) = i�

∂

∂t
ψ̃(p, t). D50E

u
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���#�� �� @���
�� ������ �"��� �1���+�����F V (i� ∂
∂p ) �	>�� � 7��,��, (��-�# ��� ��F.��# ��� �, �:./$�

2 &�
, ����+[� K�[�G�

0��� 1� *��2 �+( �3�� �� �	 4�5 ���	
� �

�� (�) ���  � ��� F  P � .�+ , a  � � 2� 
 , � � � ,� ? � �  @ ��� � , & � � <��� # �� (�) � � �� � � �  � ��� 1 ���  7+ 
 ,� �
��� �.�I�  x1 = x, x2 = y, x3 = z K�[�G� � (�) 0�� ���? @�1S, @�.�I��� �
, �� �,�? �� �1�� �,

2�.����� ��$ 7+1�+# ���, a � � �� �.�I�  K�[�G� 0�� 0� 2�+� �� vG"� p1 = px, p2 = py, p3 = pz

{xi, xj} = 0 {pi, pj} = 0, {xi, pj} = δij . D51E

2�.+� �� ���L���$ ����	M�+�� � C+� 7+1�+# ���, a � � ��+�.�+, @�.�I���

[Xi, Xj] = 0, [Pi, Pj ] = 0, [Xi, Pj ] = i�δij . D52E

������ (O� 0�� 2��, 0���� �� �!./ ��� f��"� ������� (O� 7�+� �� �.+� ���: �* &�� Xi ����	>�� ��� �, �:./$�
B&��� �� 7�". |
x〉 � ��

Xi|
x〉 = xi|
x〉. D53E

K= �+� � ������ (O� 0�� ����� a � �

〈
x|
x′〉 = δ3(
x− 
x′) ≡ δ(x− x′)δ(y − y′)δ(z − z′), D54E

B�1���$ ��� � �!./ ����� a � � 
∫
d
x|
x〉〈
x| = I, d
x := d3x = dxdydz. D55E

B&�
, 0���� ���� �.�I� f��"� ������� (O� &�.�+� �� C��1 0��� � 

Pi|
p〉 = pi|
p〉, D56E

Uw
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�= ���� a � �� 

〈
p|
p′〉 = δ3(
p− 
p′), D57E

7= �+ ���, �� ��

∫
d
p|
p〉〈
p| = I. D58E

&���� 0�
\ &�

〈
x|
p〉 =
1

(2π�)
3
2
e

i
�

�x·�p. D59E

2���� (�!� � �� 
a ���� ($��.� � (�
�� 6�Q�.� PQ. −i
�

a · 
P �=	>��

e
−i
�

�a·�P |
x〉 = |
x+ 
a〉. D60E

���� �:��. 7�+� �� �� �� 0��$�

〈
x|e i
�

�a·�P |ψ〉 = 〈
x + 
a|ψ〉. D61E

4�5 6%�	 �'( ���	
� �

2&�
, �1� � �� (�) @�$� P� � ���F�1 P�.�+, &���+< �� PG 0���� 2&���, ��Q� (�) @� P�.�+, � �� �+< 7+
,��
W�. &�F�1 0���� &���'� ����� 2�

, �� �,�? �� @��� �, �� (�)� &�F�1 @� � &�
, �� ��Q��� �+< ����1 ��� 
�[�G���!\ � &�F�1 0�� ���? @�1S, @�.�I��� 2 �1� �1���1 S] ��, (�)� $� P� � &����  �
�F� 7�� � ��

B�+� �� vG"���$ 7+1/+# ��� ���,�  x1, x2, p1, p2

{xi, xj} = {pi, pj} = 0, {xi, pj} = δij . D62E

�� (��� P���. ��$ ��	M�+�� a � �  X1, X2, P1, P2 ������ ����	>�� � ����T# (���"� 0�� ��+�.�+, @�.�I���
B�.+�

[Xi, Xj ] = [Pi, Pj ] = 0, [Xi, Pj ] = i�δij. D63E
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www.Endbook.net



��M� 2�.+� (��� P���. 7/�� a � � 0�� �, &�$�F ���L>�� ��M� �, �1� 7/ &��� ��:.� ��� �, ���, 0��FG.
�x � �� �, �+N. � �

, �� ��� P  X ����	>�� �M� 0���� �.+	\ �, &�� (���  &�� ��<�1 S] L��� (�) @� K�L>��
&���� �� @�, &�1�
� �� ����� ����M� ��+F.�� R�5 ��� �, ���+<  4+5+� 0��$� 2�+� ������� [X,P ] = i� I

K�L>�� ��M� &��� P���. V � �� (�) @� K�L>�� ��M� ��� 2�.+������ 7/�� 63 a �� �, &�$�1 �� ���L>�� ��M� 
&��� ������ &���� �� V ⊗ V �� (�)�

X1 := X ⊗ I, X2 := I ⊗X, P1 := P ⊗ I, P2 := I ⊗ P. D64E

��Q ��� �! �"� J��+�� �
, �� ��� �?��	>�� �_� �� ��M� �� X �_� 6� ��M� �� X1 �	>�� 0��� �
 
2�.+� ������� 63 ��	M�+�� a � � J���� 0��� �, �1� �!�� ���	>�� ��+F.�� R�5 c�+< � �
 2���	>��

�� ���? &�1�
� �� ��+F.�� R�5 ��M� ��� �, ���+< $� �Q�F� K�Li� � $��. 7� &���� 3���?� �, �� � � �����
2�.+�

�x ��# �_� �1� �+>�� (�) ��� 7�I� 7/�� �, &�
, R�G�.� �����# &�.�+� �� V ⊗ V ��� 

{|x1, x2〉 := |x1〉 ⊗ |x2〉}, X1|x1, x2〉 = x1|x1, x2〉, X2|x1, x2〉 = x2|x1, x2〉, D65E

�x ��# �_� �1� �+>�� (�)��� �.�I� 7/�� �, �����#��

{|p1, p2〉 := |p1〉 ⊗ |p2〉}, P1|p1, p2〉 = p1|p1, p2〉, P2|p1, p2〉 = p2|p1, p2〉. D66E

&���� ���[�G� ���# ��� 2�
�F� ���, ������ ��� ���# 0��$� ���,��

〈x1, x2|x′1, x′2〉 = 〈x1|x′1〉〈x2|x′2〉 = δ(x1 − x′1)δ(x2 − x′2), D67E


∫
dx1dx2|x1, x2〉〈x1, x2| =

∫
dx1dx2(|x1〉 ⊗ |x2〉)(〈x1〉 ⊗ 〈x2|)

=
∫
dx1|x1〉〈x1| ⊗

∫
dx2|x2〉〈x2 = I ⊗ I = I. D68E

B�1������ W�. �.�I� ���# ��� a � � 0��

〈p1, p2|p′1, p′2〉 = 〈p1|p′1〉〈p2|p′2〉 = δ(p1 − p′1)δ(p2 − p′2), D69E
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∫
dp1dp2|p1, p2〉〈p1, p2| = I. D70E

$��+ �
��+< K��L� �.�I� K�[�G� ��M��� 7/ 7/ 3+� d �+� �+� (��� �� (�)� &�F�1 ���? |ψ〉 (����

ψ(x1, x2) = 〈x1, x2|ψ〉 ψ̃(p1, p2) = 〈p1, p2|ψ〉. D71E

B�+ ���+<��$ �I� � �!./ �.+�>���� �
�� �����. P
, &�� �	��I�� (�)� (���� (�<q� 

H = H1(X1, P1) +H2(X2, P2) = H1(X,P ) ⊗ I + I ⊗H2(X,P ). D72E

��
, Y�� 2�
�/ �� �1� H2  H1 d=  �+� (O� $� (��'�1�� H d �+� (O� a���� 0�� �N�

H1|φn〉 = E(1)
n |φn〉, H2|χm〉 = E(2)

m |χm〉. D73E

7/ �y�.� �, ���� &���+< |Ψn,m〉 := |φn〉 ⊗ |χm〉 ���? (O� @� C+� 4+.$� ���? (O���� ��$� � K�+� 0����
B En,m := E

(1)
n + E

(2)
m � �1�� �� 

H |Ψn,m〉 = (H1 ⊗ I + I ⊗H2)(|φn〉 ⊗ |χm〉)
= (H1|φn〉) ⊗ |χm〉 + |φn〉) ⊗H2|χm〉
= E(1)|φn〉 ⊗ |χm〉 + E(2)

m |φn〉 ⊗ |χm〉 = En,m|Ψn,m〉. D74E
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���� �����	
 �� ���� ����� ��� �	��� ���� ���

��� � �

���� �� �� 	� �
��� �
�� ����� ����� ���� ���� �� ���� ������ �� 	� �� ���  � �!��� "�# ��$�%& �� '�� �����
����( �)�* �( +�%�( �� ����, 	
-� .�$ /�� �0� �1� 	( 	� ���� �/2�* 3/��� �� �1� 	( ���� �
�& �1� 	( , /�� �/�(  �
�/�� +�%� �� ���� ��$ 4�5� ��0$�� �� ����, ���� 6� ����( �
7� ��$ 8
9& ���6 8�� 8��� 8:���� ��� �;, ����
��� ����� �/�� �� ����  � ��%�
���$ �!��� "�# 	� 8�� +* ���$ ,�(, � +* �( ��%���%�  ���<��� 	� �� �
7�	
-�
 � ��, /=�( �/�(  �  ��%���$ �>���%�  � �� , �/�(  � ������ ��?  � �� ���  � �5� �������( /��%� �� ����
8�� +* @� ��;� ���A� B 8�� �)� �6�/�� ��� �� �!��� "�# ��:�� ��? �/��C  � �5� �/�D�� ���( ����� E( ����
38=�� /$�%& ���� ���� �� �!��� ����0� 	� ��;�� ���� 	��� 8;�� �� ���� ��� ���� �$� �%& 4�� 	( �� ����  � �F� 	�
Z +*�� 	� P = 1

Z e
−βE 4�0��� �( ����  � �G7��� ���� �� ����� ���( 8�0$� ����  � 	��� 8;�� 8��� ����(��(

����%� �� ��>�* ���� ����� �� �!��� ��$ 8;�� �H�, ��F �$ ��&I�( , ����F �� ���� E �!��� �( ��;�� �� 8�� 8(�J  �
"�# 	� 8�� +* ���$ ,�(, � +* �( 	� �� 	
-� ���A� ����(��( ����� ����� ���� �%# 	( +��6 4%# �� �� ���� ������

K8����6 ���/2� �H�, 	
-� �� ����� 	( 	� 3���� �/�� �� ��%�
���$ �!���

H |ψ〉 = E|ψ〉. L1M

K8����6 �<= 	( 	;���� ��� /�� �� 8��� V (X) ������ 8N� , /�(  � �� 	� ���  � ���(
(
P 2

2m
+ V (X)

)
|ψ〉 = E|ψ〉. L2M

K/�* �� �� ��6 �<= 	( ���� ��%9� O�9�A� 	��� �� �� 	P(�� ��� ��F�$

− �
2

2m
∂2

∂2
x

ψ(x) + V (x)ψ(x) = Eψ(x). L3M

�2�� �Q>���,�= 	;���� 	;���� ��� 	( O��,� �$�F �/��%F �� R(�� �H�, �� ψ(x) , �!��� 6��� �� �!��� �� E 8;�� �����
����� �� ��� �>���,�= 	;���� S�� �( 	;���� ��� 6� '�� ����� �$�� �8�� �(%&Q���T>��� ��� 	? �F� /��%F �� U�� +��6 6�

V
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!��"� #� $%& �� ��'� (� �����	
 �� �

�8�� 8��)� �( W0X �( �/�(  � ������ ��? 3���� �� +* ���( �� �>���,�= 	;���� ����%� �� 	� ��	
-� ���� ����
K6� 8�� O��YX ������ �<=

V (x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

∞x ≤ 0,

0 0 ≤ x ≤ L,

∞ L ≤ x

L4M

8��)� �( �,���  � �( ������ ��$ ���%�� �� ���� L , 0 Z�2� �� �;, 8�� ��6* [\ ��� [0, L] �	���� �� ��� ����(��(
�� 	� 8�� �:�� �>���,�= 	;���� �� ���( �8���G7�( �(��( ������ 6� +,��( �� ��� �%C, 4�0��� ����F ���( , �/= 	C�%�

����� 	���� ����� ����� �� �� �>���,�= 	;���� [0, L] �	����

−�
2

2m
d2ψ(x)
dx2

= Eψ(x). L5M

Q"���� �(

k2 =
2mE

�2
,−→ E =

�
2k2

2m
L6M

/�* ���� ��6 �<= 	( 	;���� ���
d2ψ(x)
dx2

= −k2ψ(x), L7M

8����6 �<= 	( +* ��%0X �� 	�

ψ(x) = A cos kx+B sin kx. L8M

��=�( 	�=�� 	� 8����T� +�<�� ���, �)�� ��� , /=�( �G7 �( �(��( �$ ���%�� �� 8��( �� ]%� R(�� 	� ����� �� ���

A = 0, kL = nπ. L9M

K6� �%( /�$�%& O��YX �)�* 	( Z%(�� R(�%� �H�, , �!��� ��$ 6��� ����(��(

En =
�

2 n2π2

2mL2
, L10M

,

ψn(x) = A sin
nπ

L
x, L11M

^
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_%P� 	
7�: ��/�(  � W�0X 8��)� �( ������ ��? �� L	�A�>���( 8;�� /�? , 	��� 8;��M 	�;,� ]%� R(�� /�? KV �<=
�8���/`� ��� '��2� 	( �!���

�/$� �� +�`� �� 	�;,� ]%� R(�� /�? V �<= ��%= �� ����� ]%� R(�� @��a�)( b�%� 	� 8�� 8(�J  � A +*�� 	�
��$ 8���%� ���6 8�� �� �;�C /�( 	� , /�( ,� 	( ������ ��� ��0�� ����� �=6%�* @6�� ��`�( �/�(  � ������ ��?
�� �/�(,� ������ ��? ���( �� �>���,�= 	;���� /�( �9: �� ���� +�`� �)�* b�%� c%& ���2��( +�%� �� �� ��� ����,

����� ��

#'��� �����	
 �� �

�� �/�� ���: 	���� +* 6� /��%� �0� , 8�� ����:� ��F ���C �� �%����( 	(��C ������  � b�%� 	� /���>( �1� �� �� �����
+* 	( ��,��� 	� ��� �5� /�� �� ���6* '��� �\ Y��2� 	���� ��� +,�� ��� 	� 8�� +��? ������ �<= ���%� 6� �d�(
, +%�,�� ���� �$  �$ ��>�� ��$ 	�$ �� 	� 8GF +�%� �� ���6 ���( �6�� ���� �( 4�5� +�%�X 	( ��%= �0� ���,
��� 6� ��> �� 4� 5 � �/ ���� ��e, ���? /�$� �� �G ;* �	�$  � ��<`� , / �%= �� 8GC �$� ( 	� ���$ +,� �% �
	( �/����( +,��( U
: fP� 6� /��%� �0� b2: , 8�� ��6* �\ Y��2� U
: +,�� , ���� ���� U
:  � �� 	� 8�� ��,��<;� 8��
R��� +* ��$ ���%�� 	� ����F �� �1� �� W�0X 8��)� �( ��?  � O�%7 	( �� ���$ ������ ���? ���2� ��;,� +�%�X
�( ��$ ��? � � , �/� (  � W�0X 8��) � �( ��$ ��? ��� ( �>� ��,�= 	 ;�� �� +��� �� �/ �%= �� ��? 6� ��� ],�&
	
-� �� ���$� �� S�a�� gA( ��� �� 	� 8�� ���� ��� �8�� +��* ��%A;� /�( �� �Y�<� , ��(�� W�0X 8��)�
���$� �� S�a�� �/��* ��$'�� �� �� ��� ��� ����� ���`�( 80�6 ���� �,�� �� �� ����� �<= ��? 	� ���, ���( ������ ��?

��� ��? +,���� �����F �� L �( �(��( ����� ,��$ �� �� ��? ���(� �����F ���1��� �� 8��)� �( W0X �( ��(�� ������ ��?
�^ �<= 3/=�(�G7�( �(��( 8��( �� �$ ���%���� ]%� R(�� , /�� �� h/7 V = 0 ������ �( ��6* �>���,�= 	;������

i
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���(�� ������ ��? K^ �<=

K8�������(��6 	;���� ��? +,���� ����(��(

− �
2

2m
(
∂2

∂x
2 +

∂2

∂y
2 )ψ(x, y) = Eψ(x, y). L12M

K/�* ������6 �<= 	( 	;���� ��� k2 := 2mE
�2 "Q ���� �(

(∂2
x + ∂2

y)ψ(x, y) = −k2ψ(x, y), L13M

�∂y := ∂
∂y
, ∂x := ∂

∂x
+*�� 	�

��$� ������ ���� �� �� h%: 	;���� �$��j�� +����/C @,� 	( +�%� ��

ψ(x, y) = φ(x)χ(y) L14M

���� ����6 	P(�� 	( φ(x)χ(y) �( ��:�# ��2� , �>���,�= 	;������ +* ���T>��C�(,

φ′′(x)
φ(x)

+
χ(y)′′

χ(y)
= −k2. L15M

����(��( �/�=�( 8(�J ,��$ χ′′(y)
χ(y) , φ′′(x)

φ(x) 	� /�� �� S�U;� 	;���� ���

φ′′(x) = −k2
xφ(x), χ′′(y) = −k2

yχ(y), k2 = k2
x + k2

y. L16M

K6��%( /�$�%& O��YX OI���� ��� �� ����(��( �/=�(�G7�(�(��( ������ ��$ ���%���� ]%� R(�� 	� 8�� +* �6�� b���=

φ(x) = A sin kxx, χ(y) = B sinkyy, kxL = n1φ, kyL = n2π. L17M

k
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�/�������� ����� R(� ,� ��( 	� 8�� �#�2� ��/�� 	( 38�� E + dE , E ��( �)�* �!��� 	� ���$ 8;�� ��/�� Ki �<=

K6��%( /$�%& O��YX��a�)( ]%� R(�� �H�, 	a�����

ψ(x, y) =
2
L

sin
n1π

L
x sin

n2π

L
y, L18M

�!����(

En1,n2 =
�

2

2m
(k2

x + k2
y) =

�
2

2m
π2

L2
(n2

1 + n2
2)

�$ ��6� 	( �/�(,� S��F���  ��� ����%� �� ��%= ��lA`� 0 < n1, n2 ��%���%� �/X,� �( �!��� 6����$ ����(��( �
����� ��� �/�(,� S��F���  � �� f�N7 O�9�A� �( 	P2�  � (n1, n2) ��%���%� �/X 8GC

	;�����( ����� R(�  ��� 	� �#�2� S�0� 4��

n2
1 + n2

2 =
2mEL2

π2�2

R(� ��� �,� Z�2� 	0$ ���6 �\Y��2� ���%F �� �R = L
π�

√
2mE �( 8���(��( ����� ��� m��= �/���� �!���  � �\Y��2� /��������

	( Z%(�� ����� R(� ,� ��( 	� �� �#�2� ��/�� �(%& ���2��( +�%� �� ���6 ��$ �!��� ���(��� �/���/� f�N7 O�9�A� �����
.i �<= 3��,* 8�/( /���� �%C, E + ΔE , E ��$ �!���

����(��( � ����� R(� ,� ��$ 8��� O,�G� �( 8���(��( Z�2� ��/�� ���� �%C, 	P2�  �  ?%� R(�� �$ ���( 	� �a�*6�

dn =
1
4
d(πR2) =

1
4
2πRdR =

1
4
2πR

dR

dE
dE = (

L

π�
)2mdE. L19M

n
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��$� �� +�`� g(E) �( I\ %0�� �� +* 	� R(�� ��� ����%F �� OI�� �;�>? +* 	( 	� ���,* �� 8�/( ��(�� ����� ��� 	(
����� �/�( ,� ��(�� ������ ��? ���( ����� �%C, 8;�� ��/�� 	? �!��� �6�(�$�� 	� /�%F ���� 	(

dn = g2(E)dE, g2(E) =
π

4
(
L

π�
)2(2m)

2
2 . L20M

�( 8���(��( 8;���$ �!��� , /���� ��%���%� �/X 	� �!��� ��$ 8;�� �H�, �/�( 	� ������ ��? ���(

E =
�

2

2m
π2

L2
(n2

1 + n2
2 + n2

3), 0 < n1, n2, n3 L21M

�R = L
π�

√
2mE �( 8���(��( �$6�( +* m��= 	� /�� 	�:�F���� �� ���6� ��`$ � �,� �!��� �$ ��$ 8;�� �C �����

K/�* �� 8�/(��6 	P(�� 6� �$ 8;�� �;�>? ��( ������

dn =
1
8
d(

4
3
πR3) = (

πR2

2
dR

dE
)dE. L22M

8=�� ��$�%& �/�( 	� �Y�<� ��? ���( 	a�����

g3(E) =
π

4
(
L

π�
)3(2m)

3
2E

1
2 . L23M

8;�� �;�>? 	( Z%(�� 	Y��N� 	� ���� �� W�%`� �� �/���%& ���� �� /�( d �� �� ������ ��? +�%� �� ����� ��0$ 	(
�/$� S�a�� /�( d ���( �� �$

��'� (� ��) �����	
 ������ #*+ ����,- �

�� W��� �%# 	( �)�* ���( �� �>���,�= 	;���� +�%� �� 	� ���$ ������ ������ ����( �� ���� ���( ��$ ������ +%�� ��
8
9& �d�( 	� 8�� c%& �%C, ��� �( �8�� h��7 U�� �/�(  � ��$ ������ ���( ��� ��� ��� �/�� c��0� ���( ���

����� �� +��( ������,* gA( ��� �� 	� �����d� �� �� �$ 8
9& ��� ����� ����( �� �>���,�= 	;���� ��%0X ��$

lA`� 	������( +�%� �� �� �!��� ��$ 8;�� �H�, ��>�* V (x) = V (−x) ���� /=�( ],6 ������ ��F�$ � � ����

���: �� /�=�( ],6 �� 	� 8:�F ��%# �� �$ 8;�� �H�, +�%� �� ���� 8:�F

ψ(−x) �� > �* 3/ =� ( E �!� ��� ( 8 ;� � �H �,  � ψ(x) � F� 	 � �% = � � �/ �� � � ��� ( ],6 � �  �� � � ��� ( ��� 	 
�

� �, ψe(x) = ψ(x) + ψ(−x) O�%7 	 ( �� 8 ;� � �H �, +�% � � � ���% 0 $ � ��� (� � ( �8�� E �!� ��� ( 8 ;� � �H �,  � U � �

o
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�8����: ��,� , ],6 �;,� 	� 8:�F ψo(x) = ψ(x) − ψ(−x)

�8:�F �2�2� +�%� �� �� �!��� ��$ 8;�� �H�, ��>�* /=�( �2�2� ������ ��F�$ �� ����

8;�� �H�,  � U�� ψ∗ ��>�* 3/=�( E �!����( 8;�� �H�,  � ψ �F� 	� �%= �� �/�� �����( �2�2� ������ ���( ���	
�

�/�� �2�2� ,��$ 	� 8:�F i(ψ − ψ∗) �� ψ + ψ∗ O�%7 	( �� 8;�� �H�, +�%� �� ���%0$ ����(��( �8�� E �!����(

�/���/� ��F�, /�(  ��� �!��� ��$ 8;�� �H�, � ����

O�%7 ����� �/�=�( E �!��� �( �p���� �!��� 8;�� �H�,,� ψ2 , ψ1 	� /��� q�: ���	
�

− �
2

2m
∂2

∂x2
ψ1 + V (x)ψ1 = Eψ1

− �
2

2m
∂2

∂x2
ψ2 + V (x)ψ2 = Eψ2. L24M

K���,* �� 8�/( �$ 6� 	;����,� +��� �� , ψ1 �� 	;���� ���,� , ψ2 �� 	;���� ��;,� +��� c�e �(

− �
2

2m
(ψ2

∂2

∂x2
ψ1 − ψ1

∂2

∂x2
ψ2) = 0, L25M

�� ,

− �
2

2m
∂

∂x

(
ψ2

∂

∂x
ψ1 − ψ1

∂

∂x
ψ2

)
= 0, L26M

����F �� 	a��� +*6� 	�

ψ2
∂

∂x
ψ1 − ψ1

∂

∂x
ψ2 = Const. L27M

	a����� ��G7 �( 8���(��( 8(�J ��/2� 	� ��0): �� x −→ ∞ /� ��:�F�1��� �(

ψ1
d

dx
ψ1 − ψ1

d

dx
ψ2 = 0. L28M

r
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����/� �%C, ��F�, m%� .�$ ����(��(, /�Y����� �$�( ψ2 , ψ1 	� 8����� ��� 	( �&* 	P(�� ������

	�d� 6� ���G����( 4�� �8:�F �2�2� �� R(�%� �H�, +�%� �� �2�2� ������  � ���( 	� ����� 8(�J V 	�d��� ��������

	� /���q�: �%1�� ��� ���( �/��$ �2�2� �\0�� �������6�:  � ��)�� R(�%� �H�, ��� /�(  ��� 	� ��$� �� +�`� i
�( R(�� �H�,  � U�� 3ψ∗(x) = α(x) − iβ(x) �2�2� ������ ���( O�%7 ����� �/=�( R(�� �H�,  � ψ(x) = α(x) + iβ(x)

R(�� �H�, U�� β(x) = 1
2i (ψ(x) − ψ∗(x)) ���? �$ , α = 1

2 (ψ(x) + ψ∗(x)) 	� ����F �� 	a��� ����(��( �8�� �!��� +�0$
�β = κα ���� /�=�( ������ �$ �( R(�� �H�, ,� ��� /��( E� ����/� ��F�, /�(  ��� +%? ��� �/��$ �!��� +�0$�( ���$
��� ��� �/=�( ±1 ��, 0, ∞ �Q ���2�6� �<��(�(��( 8��( �� κ8(�J 3/�=�(��a�)( 8��( �� β , α R(�� �H�, ,��$ 	<��� ��;/(
�U�? ψ(x) R(�� O�%7 �$�� � ψ(x) = α(x)(1 ± i) 	<�����, 8���G7�( �(��( β �� , α R(�%� 6� �<� ��	� 8����� ��� 	( ���

��2�2� R(��  ��� ��%0X 6�:  �UC 8��

R(�%� �H�, ���� 8:�F lA`� 	����� �( �� R(�%� �H�, +�%� �� ],6 ������  � ���( 	� ����� 8(�J ^ 	�d��� ��� �����
�� , /��$ ��: �� �\0�� R(�%� �H�, ��� /�(  ��� 	� ��$� �� +�`� i 	�d� 6� ���G����( 4�� �8:�F ��: �� , ],6 +�%� �� ��
�( R(�� �H�,  � U�� 3ψ(−x) ],6 ������ ���( O�%7 ����� �/=�( R(�� �H�,  � ψ(x) 	� /���q�: �%1�� ��� ���( � ],6
���$ R(�� �H�, U�� ψo(x) = ψ(x) − ψ(−x) ���? �$ , ψe = ψ(x) + ψ(−x) 	� ����F �� 	a��� ����(��( �8�� �!��� +�0$
�ψe(x) = κψo(x) ���� /�=�( ������ �$ �( R(�� �H�, ,� ��� /��( E� ����/� ��F�, /�(  ��� +%? ��� �/��$ �!��� +�0$�(
�/=�( ±1 0, ∞ ����2� 6� �<� �(�(��( 8��( �� κ 8(�J 3/�=�(��a�)( 8��( �� ψo , ψe R(�� �H�, ,��$ 	<��� ��;/(
�( /N�� ψ(−x) �� ψ(x) R(�� 	� �%= �� 	a��� U�� S,� 8;���� �],6 �\0�� �� , 8����: �\0���� R(�� Lκ = 0, ∞M 4,� 8;����

�8�� 4%Y� �(�� 	� /��$�G7
�/�=�(��:�� , ],6 �\0�� 8��( �� R(�%� �H�, 	� ��� ���� 8(�J ����(��(

�/���`�( ������ �0�� ����/2� 6� ���%0$ �!��� �H�, ����2� �� ����

	� �0� 	( /=�( 	�=�� �%C, E �!����( �!��� 8;�� �H�,  � 	� /��� q�: ���	
�

H |ψ〉 = E|ψ〉, E < V (x) ∀x. L29M

K���%� �� H = P 2

2m + V (X) 	<��� 	( 	C%��( O�%7 �����

〈ψ|P
2

2m
|ψ〉 = 〈ψ|(H − V (X))|ψ〉 =

∫
ψ∗(x)(E − V (x))ψ(x)dx < 0, L30M

29q�: ����(��( �/=�( �G�� 8��( �0� ��;�� .�$ �,� +* b�%����/2� , 8�� 8Y5� �>
0X  � P 2

2m �>
0X 	<�* 4��,
�/=�( f�N7 /��%� �0�

�/�=�( 	��%�� 8��( �� �)�* O�2�`� �$, �!��� R(�%� �H�, �$ /=�( �$���� ������ R(�� �F� �� ����

s
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�����F ���1��� �� +��66� �2���>���,�= 	;���� ���	
�

− �
2

2m
d2

dx2
ψ + V (x)ψ = Eψ. L31M

��%( /$�%A���a�)( O�%7 ��������6 /=�( ��;� R(�� ���= x0 �5� 	P2�  ��� /��%� �0� ψ R(�� 	� ���� �� 8�� 8A�
C +*�� 	� ψ(x0+) − ψ(x0−) = C 	� �<= ��� 	( /=�( 	�=�� �$���� �>��%����  � 	P2� ����� /��%� �� �)�� ����(��(

8=�� ��$�%& x0 	P2� �<��U��� O�%7 ����� �8�� 8(�J  �

d

dx
ψ(x) ≡ Cδ(x − x0), L32M

	P2� +�0$ �<��U��� 	a����� ,

d2

dx2
ψ(x) ≡ C

d

dx
δ(x− x0). L33M

/��%� �0� �� �>��%���� ���? 	� ����F �� 	a��� 3/��$ �,/N� ψ �$ , E �$ �>���,�= 	;���� 8��� t�# �� +%?
�/=�( 	�=�� �%C, ψ R(����

�a�*6� , ψ′(x0+) − ψ′(x0−) = C 8=�� ��$�%& O�%7 ��������6 �/=�( 	��%���� /��%� �0� U�� ψ R(�� W�`� ���? �$

d2

dx2
ψ(x) ≡ Cδ(x− x0) L34M

����/� �%C, �>���,�= 	;���� 8��� t�#�� ��	
0C ���?,

�� ]%� R(�� W�`� ��>�* /=�( V (x0+) − V (x0−) ∝ ∞ O�%7 	( �>��%����  � ���� ������ �F� 	� ��� 8�� /��(
O�%7 	( �>��%����  � /��%�

ψ′(x0+) − ψ′(x0−) = C L35M

/�;%� �>���,�= 	;���� u? t�#�� ]%� R(�� +�%( 	��%���� ���6 /=�( 	��%�� 8��( �� +��? �$ ]%� R(�� �%& �;, /=�( 	�=��
����/� �%C, 8��� t�#�� 	� /�� �� v���� ���;� R(�� W�`�

w
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q%X U�� 	��<� 8)C 	� /��� 8�� ����� �x = �,� 	��* 	� 8�� ��J� +�0$ �x =  � 8Q ;�� �,� 	����� �>
0X �J� Kk �<=��%= ��

�	���
�.*%& �

�� �� 	������>
0X ���� +��( ��� "��p �<= 	( ��/�� ��`�� gA( �� 	� �� �� 	�d� +�%� �� 	������>
0X �:����( +�%� ��
K���� �� "���� "������6 �<= 	( /�(  �

Π|x〉 = | − x〉. L36M

��� 	� 8:�F 	a��� +�%� �� h%: "����6� ��%= �� 	�=�>� @�%& �� 	��*��%9� 	( �= �$ �>
0X ��� 8N� ����(��(
���� �%= ���a(�C��� +�<� �>
0X �( �>
0X

ΠX +XΠ = 0. L37M

8:�F 	a��� +�%� �� |p〉 = 1√
2π�

∫
e

ixp
� |x〉 	<��� 	( 	C%��( ���? �$

Π|p〉 = | − p〉. L38M

/�� �� '%<�� U�� �� �$ 8X�� 	0$ 8)C 	<
(3/�� �� ��/Y� �)�* �� 	��* ��%9� 	( �� ��=� �)�� 	� 	������>
0X ����(��(
8;��  � �,��� 	����� �>
0X �J� k �<= �����( �� 	��*�� v�N�� �=  ���%9� 	( +��� ��>� R�%� 	� �U�? +�0$ ����

�/$� �� +�`�

Vy
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	� 8:�F 	a��� +�%� �� ����� +�0$ 	(

ΠP + PΠ = 0. L39M

�� 39 , 37 b(�,� 	( 	C%��( �±1 6� /����YX +* ��$��/2� �H�, 	a����� �Π2 = I 	� /�0): +�%� ���>
0X ��� "����6�
K8�������(��6 	P(�� V (X) �������$ ���( 	� 8:�F 	a��� +�%�

ΠV (X)Π = V (−X). L40M

��>�* /=�( ],6 ������ �F� ����(��(

[Π, H ] = 0. L41M

H |ψ〉 = E|ψ〉 �F� 	� 8����� ��� 	( ��� ��� �8:�� �� Π , H v��`� ��$����( �H�, +�%� �� �$ ������ ��� ���( 	a�����
����� �$����( ��� ���( �Π|ψ〉 = ±|ψ〉 ��>�*

〈x|Π|ψ〉 = ±〈x|ψ〉 −→ 〈−x|ψ〉 = ±〈x|ψ〉, L42M

��,

ψ(−x) = ±ψ(x), L43M

�],6�� , /��$ ��: �� ���� /��$lA`� 	����� ����� ��%�
���$ R(�%� �H�, 	� 8����� ��� 	( 	�
���� 3��=�( 	�=�� 	� ��� � +��2� 	� /���q�: ����TF �� U� �  ���� ���( �� �%& �J� 	� ��� � +��2� 3��>�� +��2��$ �5�
�5� �� 	�;,� 8;�� �F� 4�� � [U(t),Π] = 0 ���� /= /$�%&�a(�C 	����� �( U�� 4%N��>
0X O�%7 ����� �[H,Π] = 0

���� �/= /$�%& 4%N�� |ψ(t)〉 = U(t)|ψ(0)〉8Q ;�� 	( 8;�� ��� t +��6 8=TF6�/�( ��=�( 	�=�� |ψ(0)〉

|ψ(0)〉 −→ U(t)|ψ(0)〉. L44M

��a( 	�;,� 8;�� �F� 	� 8�� ��� 4�%� 4�� �/��� �%9� k �<=�� 8��� 80�  ��* 8;�� /���%� �� �� |ψ(0)〉 8;��
	��*�� 8A�  ��* ��%9� �/�$� +�`� Π|ψ(0)〉 8Q ;�� 	� ���� 8�� B8�? ���)� 8;�� /=�( Π|ψ(0)〉8Q ;�� 3|ψ(0)〉

	� 8�� ��� 4�%� ��� z��� �8�� kQ�<=�� u? 80�  ��* ����

Π|ψ(0)〉 −→ U(t)Π|ψ(0)〉 = ΠU(t)|ψ(0)〉 = Π|ψ(t)〉. L45M

�(�� U�� +* �� 	��*��%9� ���( 3/=�( �%9� �(��  ��* ���( 	� �;%N��$ 	� �� �����$ 	� 8�� ��� 	P(�� ��� �����
�)��� 	0$ 	� /�� ���1� 	( � 8:� /$�%& u? 80� 	( +*��%9� 3�,�( 8��� 80� 	(  ��* �F� 4�5� +�%�X 	( �8���%9�
3����/�� �� �)�/( �� +* , ��� 	�:�F %& +��2� ��� 	( �%& 	��6, � �F/�6 ���� ���6 8�� ���? �;, �8�� O�Ne�, f�e%�

�8�� �)�/( +��2� ��� �;,

VV
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���� ����	
 ��� �� ������ �� ���� �
 ����� ��� �� ��� ����� ��� ���

���� �/$�`� ��>`���6*�� 	� �� �� %<�,�<��/����:�$ /=�( ���? �F� B/���� 	����� +��2� 8��Y# �����( ��$ g�� �$�(��*
�%� �� 	�$ , ��#��j�,��<;� 3�`���F ��$ g�� �$�( 	?�F� �/=�(�%9� , �/$�`� �(�� U�� +* �� 	��*��%9� 8��( ��
/��: ����� �0� 	� �
�;/( "��e �� 	�$ g�� �$�( S�� 	( 8��Y# �����( ��$ g�� �$�( 6� �<� �;, /���� ����2� ���?
�=���, ����� ��%= �� �$ +,��%� �=���, W��#6��$ 	�$ �=���, {X�( 	� 8�� �U�? +�0$ g�� �$�( ��� �8�� +��2� ���

K�%= �� �/�=���, %����%����  � , +,��<;�  � , +%�,��  � 	( +,��%�  �

n −→ p+ + e− + ν. L46M

Wu b�%� Vwny 	$��� 	� �`���6*�� ��%= �� Z+1NA 	�$  � 	( ZNA 	�$  � ��/Y� {X�( �=���, ���
/�= �� �/�=���, �<�� 	( 8;�Y� ��$ 	�$ /= S�a�� g����<0$,

27Co60 −→28 Ni60 + e− + ν. L47M

��� +��,* ����� , �%� ��#��j� +�/��  � 4�0X� �( +�%� �� 	� /��$ ���� ��#��j��,��`F ����� 8;�Y� ��$ 	�$
��F 8)C S�/��� �/= "���� 8)C ��� 	( 8Y� �$ +,��<;� 	� /���� +�%� �� 4�� ���������0$ �$ �( �� �)�* �:�� /� 	(
,��$�� +��2�� �%# 	( [\ ��� 	<��� ��, +* 8)C t[&�� ��, /�%= �� �/�=���, ��#��j� +�0� 8)C +�0$�� ��* B/�%= ��
|2� ���<=* %N� 	( 	a��� ��� �/�%= �� ��F ��#��j� +�0� 8)C�� �$ +,��<;� 	� /= S%
��Wug���6*�� �8)C
��$ +,��<;� , 8;�Y� ��$ 	�$ 	( 8�� 	�:�F���� ��#��j� +�0� O�6�%� 	( 	� � 	��*�� ��F�$ ���6 3/$� �� +�`��� 	�����
+�0$ �� �$ +,��<;� ��F 8)C �;, ����( �� �
Y� 8)C t[&�� �� 8;�Y� ��#��j� +�0� 8)C ���� ��>� �/= ��F

�n �<= �����( �� �
Y� 8)C
	 � / = � � �/ $� ` � U � � 8 ;� Y � � =� ��, �� 	 � �*� �% 9 � 8  �� ( � � 8 =�� � � �% C, 	 � ��� � +�� 2 � � F�
� � � > �� O�� Y X 	 ( �/ �/ = � � � �  F � $ 8 ;� Y � �  � #� � j � +� 0 � 8 ) C t[ &�� � ) �,� � < ;� +*��
�� �U � ? � � � ? 	 � / �/ = � � � �  F 8 ) C ,�� $�� � ) �,� � < ;� 8 ;� Y � � =� ��, g �� �6*  ��� 8  �� (
�� �6, � � F/ �6 �� �/ 2 � �� 	 � " � � e �� 	 �  $ �� $ g � � � $� (�� 	 � ��� � +�� 2 � | 2 � �/ $� � 0 � +� ` � g �� �6*
�8�� ��%( �����( O���  �U�: O��G`� ����0)� 6� �<� �%= �� 8��X� �>�� ��$ g�� �$�( 	0$ b�%� , ��� 	�:�F %& +* 	(

��� �� �� �	��� ���

��? /�� 4�%� 8�� �<0� ���? �$ B8�� 	����� 8N� +��2� , �� 	��* +��2� ��( �P(� 	? 	� /�� 4�%� �/���%& 8�� �<0�
, n �<= 	� 8GF /��( z��� �� ���� ���<� 	�, ��, �� �$ +,��<;� 	��<� 8)C ���=�� ��1��� 	����� �0X 6� 	<���D�* n �<= ��

� 8�� Z%(�� 	����� 	( �� 	��* +��2� , /�$� �� +�`� �� �� 	��* +��2� |2� R��, �� +* 	( Z%(�� g���6*
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�� 	��*��%9� ��%= �� �/$�`� 8��Y#�� 	� 8�� �U�D�* 8��� 80� ��%9� �8;�Y� ��$ 	�$ ���( ��( �=���, Kn �<=
�8�� �/`� �/�� UF�$ +*

K�%= �� "���� ��6 �<= 	( /�( 	� �� 	����� �>
0X

Π|�r〉 = | − �r〉. L48M

K8:�F �� ��6 }���� +�%� �� I�( �<= +�0$ 	( +* 6� 	�

Π|�p〉 = | − �p〉, L49M

,

ΠXi +XiΠ = 0, ΠPi + PiΠ = 0, i = 1, 2, 3. L50M

+* 	( �� , 8�� ���� +�/�? ��� ��� /�( 	� �� �;, 8�� +��* /�(  � �� /$� �� S�a�� 	� ���� , 	����� �>
0X �%9�
�� 	C�%� +* �( 6, � �$ �� , 8�� +��* ���( @�%9� 	� ��� bY��� ��>�� �>
0X 	( �� 	����� +�%� �� ��� ���� ���<� O��X

�8�� 	��*  � 	( 8Y� '�<��� �0X ��� 3��%=
�� ��� ��� �����Y( 8�� 	�:�F ���� xy 	NG7 �� 	� �F�U( 8��)� �( 	��* �� �� �U�? �$ ��%9� ��$�%& �� 	� /��� �%9�
B���� ��J� 	? �d: O�9�A� �,� 8=�>� ��� ���$� �� +�`� R̂xy �>
0X �( ��%���%�  ���<� �� , ����� �� Ixy 8=�>�

K/�� �� ���j� ��6 �<= 	( �� 	P2� �$ 	9�A� 	� /��� R��� �� �%& /���%� �� �����(

Ixy : (x, y, z) −→ (x, y,−z). L51M
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E~� , 	C�� Vsy �6�/�� 	( z �%N� 4%� +��,� 6� �=�� ���<��� ���? �	��* �� '�<��� 8N� �=  � ��/Y� Ko �<=
�8�� L	����� �0XM �/Y� 4%� '�<���

K/��� �� ���j� ��6 �<= 	( U�� O��� ��$ 	��<� 	��*  � �� ���? �$

Ixy : (px, py, pz) −→ (px, py,−pz). L52M

�� +* 	� �0X ��� 	� ��$� +�`� ��$�%& �� �C ����� B8�� �2�� [\ ��� 	<�* �� ���� �P(� 	�����Q�0X 	( �0X ��� ��*
�( �� π 	�,�6 �6�/�� 	( z �Q%N� 4%� +��,� ��F�$ � +��,� , 	����� �0X 6� 8�� �Y���� 3����� �� xy 	NG7 	( 8Y� '�<���

K8=�� ��$�%& ��$� +�`� Rz(π)

Rz(π) : (x, y, z) −→ (−x,−y, z). L53M

K8=�� ��$�%& ��>�* ���� ����� 	����� �( �� �0X ��� �F�

ΠRz(π) : (x, y, z) −→ (−x,−y, z) −→ (x, y,−z). L54M

���,* �� 8�/( ����(��(

Ixy = Π Rz(π). L55M

, ���� �%C, U�� �� 	��* +��2� 3/=�( 	�=�� �%C, 	����� +��2� ��F�$ ����(��( �8�� +��2�� +��,� 8N� �� ����� 	� ����� ��
�8�� ��	��* +��2� |2� ����� 	( U�� 	����� +��2� |2�
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�8�� 8��� 80� ����, ������ 	( ���2� ���A� u? 80� ��%9� �V0 W0X , 2a ���)� �( ������ ��? Kr �<=

�/�0� $%& �� ��'� (� �����	
 �� �

W0X �( �/�(  � ������ ��? gA( ����� ������ 	�;�P� �� �,/N� W0X �( ��(�� ������ ��$ ��? 	�=TF ��$ gA( ��
��? +��� �� �?? �<= 38�� �,/N� W0X , ��( �( ������  � 	( ���2� ���A� ��? ��� ����� �� 	�;�P� �� �,/N�
������� ������ ��? �/��* ��$ �9: �� +* ��C 	( �/�G� 	� , 8�� ���� 	� �
�
N� @,� 	( �,/N� W0X �( ��(�� ������

����� �� 	�;�P� �� �,/N� W0X �( �,�� ,
�/= ���� +�`� (rM �<=�� ������ ��� �8���,/N� W0X �( ������ ��?  � ���� �� 	C%� +* 	( 	� �
����� ���A�

K8����6 O�%7 	( , 8��

V (x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

V0 x ≤ −a,

0 −a ≤ x ≤ a,

V0 a ≤ x

L56M

���
 ��� ��� !"# ���

	� /�� ��$�%& � 8�� V0 6���0��)�* �!��� 	� /��$ ���$ 8;�� �$ 8;�� ��� ����� �� ����( �� /�2� ��$ 8;�� 8A�
	� 8�� ��;� ��0$ 	( �/��$ �G7��� �d:6� ��,/N� 	������ b2: , /��� �� ��� �G7 80� 	( ±∞�� �$ c�%C ���

����%F �� /�2� ��$ c�%C ���)�*
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− �
2

2m
d2ψ

dx2
ψ + V0ψ(x) = Eψ |x| > a

− �
2

2m
d2ψ

dx2
ψ = Eψ(x) − a ≤ x ≤ a. L57M

K��� ��%�6�( ��6 �� ���� �<= 	( +�%� �� �� OI���� ���

d2ψ

dx2
ψ = q2ψ q =

√
2m(V0 − E)

�2

d2ψ

dx2
ψ = −κ2ψ k =

√
2mE

�2
L58M

, ],6 R(�%� �H�, 	( �� �)�* ����%� �� ���� /��$lA`� 	����� ����� �!��� R(�%� �H�, 8�� ],6 ������ ��� 	� �a�*6�
K/��$��6 �<= 	( ],6 ��$ c�%C ���$� �� +�`� ψo �( �� ��: ��$ c�%C , ψe(x) �( �� ],6 ��$ c�%C ����� ��2� ��:��

ψe(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

eqx x ≤ −a,

A cos kx −a ≤ x ≤ a,

e−qx a ≤ x.

L59M

K�%= ����6 b(�, � 	( �a�� a 	P2��� +* W�`� , ]%� R(�� �>��%�� Z�=

e−qa = A cos ka

qe−qa = Ak sinka L60M

K/�* �� 8�/( ��6 	P(�� �$�( ,� ��� ��2�6� 	�

cot ka = k
q . L61M

K/��$��6 �<= 	( ��: ��$ c�%C

ψo(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

eqx x ≤ −a,

B sinkx −a ≤ x ≤ a,

−e−qx a ≤ x.

L62M
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K�%= �� ��6 b(�, � 	( �a�� a 	P2��� +* W�`� , ]%� R(�� �>��%�� Z�=

−e−qa = B sin ka

qe−qa = Bk cos ka L63M

K/�* �� 8�/(��6 	P(�� �$�(,� +* ��2�6� 	�

cot ka = −q
k . L64M

@,� 	( 8��( �� �� OI���� ��� ����,* 8�/( ������ ��? ���( �� �!��� �H�, ����2� ����%� �� 64 , 61 b(�,� �� �(
"���� �( 	� 8�� ����� �C ����� ����%�( ��j��  � ���( �� 	;���� ��:�# 8��( �� +*6� �Y���� ����� �� �0����

K���� ��%�6�(��6 �<= 	( �� OI���� ��� λ :=
√

2mV0a2

�2 ������� , y :=
√

2|Ea2

�2 ��j��

K ],6 ��$ c�%C ���(

cot y =

√
y2

λ2 − y2
, L65M

��: ��$ c�%C ���( ,

cot y = −
√
λ2 − y2

y2
. L66M

�/�$� �� +�`��� OI���� ��� �0���� �� w , s ��$ �<=
K���( �� �� �$ c�%C �)� 8�7�& /�? 	( �$ �<= ���6�

	<�����, �%= ���6 +* ���)� ��, ��? W0X 	� 	?�$ ����(��( �/(�� �� g��U:� U�� /�2� ��$ 8;�� ��/�� λg��U:� �( � V
��%= �� ��`�( U�� /�2� ��$ 8;�� ��/�� /=�(�� ���6 ��� S�C

+�����  � ],6 , ��: ��$ 8;�� +*6�/�( , 8�� ],6 8;��  � ������ �!��� ����0� 	� ��;�� ���� 	��� 8;�� � ^
�/���F ������

Vr
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�

Cot (y)

���� ��
y

],6 ��$ c�%C ���( �!��� 	;���� �0���� �� Ks �<=

 � �)�� 8;�� ����� ����/� �%C, ��: c�%C 3/=�(��0� π
2 6� λ 8(�J 	� /=�( +��? ������ ���)� , W0X ��F�$ � i

����� �%C, ],6 c�%C

��$ c�%C ]%� 4%# 	a����� , 3�%= ����0� q ���e , ��`�( k ���e 3�%= ����`�( �!�����/2� 	� 	?�$ � k
U�� 8�� 	X%�0� 	����  ��[��1�6� 	� �� 	���� ���� V0 ≥ E 	���� +,�� 	( �)�* �%G� W0X , �/=��0� ��? �&�� ��%���

��%= ����0�

3λ −→ ∞ 	<��� ��;/( �$ 8;�� ����� ����� �%C, �!��� 8;�� �H�, 8��)� �( V0 −→ ∞ /��� 	� 8�� fe�, � n
K/��* ������6 �<= 	( I�( OI���� /� ����� ���� �� U�� �
�
N� �<= 	( +�%� �� �� I�( OI����

K],6 ��$ c�%C ���(

cot y = 0 −→ y = (n+
1
2
)π −→ En =

�
2

2ma2
(n+

1
2
)2π2. L67M

K��: ��$ c�%C ���(

tan y = 0 −→ y = (n+
1
2
)π −→ En =

�
2

2ma2

2

nπ2. L68M

��%= ���G7 �( �(��( ������ ��? ��$ ���%�� �� ]%� R(�� ��/2� , �%= ���G7 �(�(��( �\2��� 	X%�0� 	���� 	( �%G� W0X /� �����
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�

Cot (y)

���� ��
y

��: ��$ c�%C ���( �!��� 	;���� �0���� �� Kw �<=

���
�� ��� ��� !"# ���

K/��* ������6 �<= 	( ],6 ��$ c�%C 8;�� ����� �8�� V0 6� ��`�( �)�* �!��� 	� /��$ ���$ 8;�� 3�$ 8;�� �H�, ���

ψe(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

eiqx + Ce−iqx x ≤ −a,

A cos kx −a ≤ x ≤ a,

e−iqx + Ceiqx a ≤ x.

L69M

+*�� 	�

q =

√
2m(E − V0)

�2
. L70M

R(�� �>��%�� b���= 	� ���, 	a����� �8=�� ��>��� +* 8��( �� , �%= �0���F�, −∞�� e−iqx 	x 
0C �>�� c�%C �����
���� m%e%� ��� �(E, A, C) 6� /����YX 	� ��)C�%� 4%)a� 	� , 	;����,� �( ���%� �� x = a 	P2��� �� +* W�`� , ]%�
��/2��$ ��6� 	( , /=�( 	�=�/� 	�F ����2� �!��� �>�� 	� �%= �� {X�( OI���� 	( 8Y� OI%)a� ��/�� +�%(�����6

K6� /����YX a 	P2� �� �6�� b���= �� f��7 �%# 	( ����,��( 8�/( (A,C) ����e ����2� ����%�( E 	x ��%��
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e−iqa + Ceiqa = A cos ka

iq(e−iqa − Ceiqa) = Ak sin ka L71M

K�%= ����6 b(�, � 	( �a�� 	Y��N� �0��( 	�

C = e−2iqa iq cos ka+ k sin ka
iq cos ka− k sin ka

, L72M

,

A = e−iqa 2iq
iq cos ka− k sin ka

. L73M

����F �d:��∞ �� −∞6� 	� ���� �%C, h%: ����e �( ψe ]%� R(��  � E ≥ V0 �!��� ��/2��$ ��6� 	( 8;�� �����
�8�� ������ ]%�  � O�%7 	( ������ 	������ , 8�� 8A� ]%�,� 6� �Y���� O�%7 	( 	�����$�� ]%� R(�� ��� �8��
	��<� +�%(�����6 6� �=�� 	� 8�� ������ ]��& 6���0� ������ +,�� 	������ ]�%�� ��� ]%� 4%# 3k ≥ q 	<��� 	( 	C%��(

�8�� ������ +,�� 	������ O��� �`Y�C �!�����,

/��* ������6 �<= 	( ��: ��$ c�%C 8;�� �����

ψo(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

eiqx +De−iqx x ≤ −a,

B sin kx −a ≤ x ≤ a,

−e−iqx − Ceiqx a ≤ x.

L74M

K6��%( /�$�%& O��YX x = a 	P2��� �6�� b���=

e−iqa +Deiqa = −B sin ka

iq(e−iqa −Deiqa) = kB cos ka L75M

K�%= �� D , B ���( ��6 ����2� 	( �a�� 	Y��N� �0��( 	�

B = e−iqa 2iq
k cos ka− iq sinka

, L76M
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�e

V
0

-

����� ],6 /�2� c�%C  � �)�� ��;� ������ ��? KyV �<=

,

D = e−2iqa iq sin ka+ k cos ka
iq sin ka− k cos ka

. L77M

�	1� �����	
 �� �

��� ���$� �� +�`� V (x) = −V0δ(x) ������ R(�� �( �� +* , ����F ���1��� �� �� ���)��( W�0X ���( ��?  � gA( �����
������ 	� �a�*6� �/$� �� +�`��� ��? ��� yV �<= �8�� ���%� �
�& ��( �( ��U( �
�& 	(��C �,���  � �/�$� +�`� ��?
	;���� +��� ��6� 	� /��$��6 �<= 	( ],6 ��$ c�%C ����� ��2� ��: , ],6 	( �� +* ��$ c�%C ����%� �� 8�� ],6

/�� �/�* 8�/( ������ �%�,��� �>���,�= ��6*

ψe(x) =

⎧⎨
⎩

eqx x ≤ 0,

e−qx 0 ≤ x,
L78M

�q =
√

2m|E|
�2 +*�� 	�

�%& +��D0$ �;, /=�( 	��%�� /��%� �0� ]%� R(�� W�`� ��;� ������ ��%��� ���GF �9: 4,� ����d��� 	� 	D�* �( W(�P�
	P2� 6� �>���,�= 	;����6� ���,��( 8�/( �G7 	P2� t�#,��� �� W�`� O,�G� 	<�* ���( �/=�( 	��%�� 8��( �� ]%� R(��

�����F �� 4��>��� ε 	P2� �� −ε
����� �$ c�%C ��� ���(

−�
2

2m
(ψ′

e(0+) − ψ′
e(0−)) + V (0)ψe(0) = 0. L79M
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V
0

-

a-a

��0�� ,� 4%<;%�  � ���( ���� �;/� 3����,� ������ ��? KVV �<=

�( 8���(��( /�2� 8;�� ��� �!��� ����� �%C, ],6 /Q �2� 8;��  � b2: ����(��( �q = mV0
�2 ����F �� 	a��� 	;���� ���6�

E = −�
2q2

2m
= −mV

2
0

2�2
. L80M

K/��$��6 O�%7 	( ��: ��$ c�%C

ψo(x) =

⎧⎨
⎩

eqx x ≤ 0,

−e−qx 0 ≤ x.
L81M

K/�* ������6 O�%7 	( �6�� Z�= �$ c�%C ��� ���(
−�

2

2m
(ψ′

o(0+) − ψ′
o(0−)) + V (0)ψo(0) = 0. L82M

E� ����/� �%C, ���: /�2� 8;�� .�$ ����(��( �ψo = 0 	� 8�� ��� ����� 	( 	� V0ψo = 0 ����F �� 	a��� +*6� 	�
�( 8���(��( +* �!��� 	� ���� �� ��>� �%&�� �� ],6 /�2� 8;��  � �)�� V (x) = −V0δ(x) ������ ��? 	� ��� ���� +�`�

� E = −�
2q2

2m = −mV 2
0

2�2

#%2�/� 34514� (� ���� #1�� 6���7/� �����	
 �� �

������ ��� ����� �� 	�(�P� 8�� �0��,� 4%<;%�  � ���( �� ���� 4/� 	� �� 	��F,� ���;� �
����� ��?  � gA( �����
������ R(�� �/���� +,��<;�  � ���( �0��,� 4%<;%�  � 8Y5� ��$ +%� 	� 8�� �� 	(��C g�� �$�( �/�$� +�`� /��%� ��

K8����6 �<= 	(

V (x) = −V0δ(x− a) − V0δ(x + a). L83M
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���� ���� 4%#�� �!��� +%���0�� �a����� V0 	� ���� 8�� /��(

[V0] = [E][L]. L84M

������ +�%( ],6 	( 	C%��( �8�� ��6* �>���,�= 	;���� �� ]%� R(�� , 8���G7 ������ ��;� ��$ R(�� ��( ���%���
K/��$��6 �<= 	( ],6 ��$ c�%C �/�%= �� ��2� ],6 , ��: 	( �$ c�%C

ψe(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

eq x ≤ −a,

A cosh qx −a ≤ x ≤ a,

eqx a ≤ x.

L85M

K�%= �� ��6 Z�= 	( �a�� x = a 	P2��� ]%� R(�� �>��%��

A cosh qa = e−qa L86M

K/�* �� 8�/(��6 	P(�� 6� U�� W�`� �>��%���� ,

− �
2

2m
(ψ′

e(a+) − ψ′
e(a−)) − V0ψe(a) = 0 L87M

K���,* �� 8�/( �
Y� 	;���� 6� ���G����( ,
�

2q

2m
(1 + tanh qa) = V0, L88M

�� ,

tanh qa =
2mV0

�2q
− 1. L89M

K���� �� ��%�6�(��6 �<= 	( �� 	;���� ��� λ = 2mV0a
�2 , y = �

2q
2mV0
/Q �( +,/( ��$������� "���� �(

tanhλy =
1
y
− 1. L90M

�� ���� �� ��� +* �� 6� �Y� �;, ���� �� ���G��� �0���� @,�6� �$6�( 	;���� ��� ��$ �� +��,* 8�/( ���(
����� ��: ��$ �� ���( ����,* 8�/( U�� �� ��: ��$

ψo(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

eq x ≤ −a,

B sinh qx −a ≤ x ≤ a,

−eqx a ≤ x.

L91M
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tanh(y)

y

y
1

-1

y

1-y

����,� ������ ��? ���/2� �H�, OI���� �0���� �� K^V �<=

K�%= ����6 	;���� 	( �a�� ]%� R(�� �>��%�� Z�=

B sinh qa = −e−qa, L92M

K�%= ����6 	P(�� 	( �a�� I�( Z�= ���0$ 	( U�� W�`� �>��%���� ,

tanhλy =
y

1 − y
. L93M

������ ��? ���( �� ��: , ],6 ]%� R(�%� kV , iV ��$ �<= �/$� �� +�`� �� 93 , 90 OI���� �0���� �� ^V �<=
�/�$� �� +�`� ��;� ����,�

K8&%�* +�%� �� �� ��6 O�<� �0���� �� ���6�

�� , 3qeven ≥ qodd 	� 8�� +* ����� 	( 	� yeven ≥ yodd 8;��,� ��� ���( ����� �%C, /�2� 8;�� ,� �5��/� � V
�Eodd ≥ Eeven

��`�(  � 6� �G7 	P2��� 8��H��� ��N�� ��= 	� ���� �%C, ���, �)�� ��: c�%C �;, ���� �%C, ���%0$ ],6 c�%C � ^
�)�� ��: c�%C ����(��( � 2mV0a

�2 > 1 Z�= 	� ���� �%C, ���,�)�� ��: c�%C ����(��( 38�� λ �( �(��( ��= ��� 	� �a�*6� �/=�(
�/=�( ��U( �:�� �6�/� � 	( �>�/<�6� ��? ,� 	
7�: �� , ������ W0X 	� ���� �%C, ���,

	� O�%7 ��� 	( /=�( ��: , ],6 8;�� ,� 6� �P& �Y���� ��� 	�;,� 8;�� 	� /��� q�: 4�� � i

ψ(x, 0) =
1√
2
(ψe(x) + ψo(x)). L94M
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�
e

V
0

-

a-a

��;� ����,� ������ ��? ���( ],6 ]%� R(�� KiV �<=

V
0

-

a-a

�
O

��;� ����,� ������ ��? ���( ��: ]%� R(�� KkV �<=

����� ���� 8��� t�# ������ ��? t��#��� ��`�( ��� 8;�� �����
6� 8�� O��YX t 	1N;�� ]%� R(�� O�%7 �����

ψ(x, t) =
1√
2
(e−i Ee

�
tψe(x) + e−i Eo

�
tψo(x))

≡ 1√
2
(ψe(x) + e−i Eo−Ee

�
tψo(x)). L95M

�( 8�� �(��( 	� T +��6 8=TF 6� E� 4��

T =
2π�

Eo − Ee
L96M
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N

H

H
H

+*�� +!,���� ��� 4���� 8��e,,� , 3v���%�* 4%<;%� KnV �<=

K/�* ������6 O�%7 	( ]%� R(��

ψ(x, 0) =
1√
2
(ψe(x) − ψo(x)). L97M

,� ��( ��� 	� ����( �� ����� ��� 	( ��������� u? t�# ������ ��? t��#��� ��`�( ��� 	� 8�� +* �/�$� +�`� 	�
�/$� �� S�a�� T �Q%����( �� +��%� ���, /�� �� +��%� h%: 8;��

4%��: �( v���%�* 4%<;%��� ��%= �� "�7%� I�( 4/� b�%� ���2� ��;,��� 	� 8�� �<�U�: ���� � v���%�* 4%<;%�
8��e, ,� +!,���� ��� 3 nV �Q <= W(�P� �/�� 	�:�F���� 	NG7 ��� {
5�  � '%�� �<= 	( +!,�/�$ ��$ ��� 3NH3

�( W(�P� ���� +�`� ������ ��? ,� �( +�%� �� �� �;���� 8��e,,� ��� �/�� 	�:�F���� 	NG7 ��� t�#,��� 	� ���� �;����
�$ ��? ��� 6� �<��� +!,���� ��� +*�� 	� /���� ���$ 8;�� v���%�* 4%<;%� ��$ 8;�� �H�, 3����/�� gA( ����� 	� 	D�*
	NG7 ��:�#�� +!,���� ��� ��:�� 4�0��� �)�*�� , /��$��: �� , ],6 	����� ����� 	� /��$ ���$ 8;�� 	<
( /=�( 	�:�F����

�8�� +�<� �$ +!,�/�$

�'� (��� #7��+��
 �*8�� 	

�<= 	(  ��[� O�%7 	( 	
-� ��� ���6���� �� �F/����� 	
-� 	( , ���� �� �$� �� /�2� ��$ 8;�� �\��%� gA( �����
��� �����(�� �� 8�� �/= ���� +�`� oV �<=�� 	� 	D�* 	( 	�Y= ������  � 	( ���� �!��� �� 	��<��( �� �� ��� �8����6
�������� , /�� ���%YX +* 6� /=�(��`�( ������ m�G��� 6� +* �!��� 	� ���%7�� , ���� 8��� ������ t�# 	( W(�P� ���
��%= �� �/���� Turning Point �� ��� 8`F6�( 	P2� a 	P2� ����F ���( , �%= �� "�%�� a 	P2� �5� ��	P2� �� O�%7
�� +* �/�( 	� O�%7 8��( �� �F/����� 	
-� �� ���( I\ %0�� , ���F �� O�%7 /�(  ��� O�/� 	( �F/����� 	�Y;�
�9: ����� ����� �� ����( ��9G� 	( �� +* �\/�( , 8����T� +�<�� �� ��%�� O��%
���( 	� 8�� ���� ��� �8:�F�1���

^o

www.Endbook.net



V(x)

T=0

T=Infinity

������  � 6� �F/����� KoV �<=

����� �� �,/N� /�(  ��� �F/����� 	
-� 	( �� �%&
��>D�$ �/�(�� ��� 	� ���� 8�� /��( ���� �� �� /�(  ��� �F/����� 	
-� ��%���%�  ���<� c%?��?�� ��$�%A( ��F�$
��$ 	��<��� , ��$ ]%� 4%# �( 8A� ]�%�� 6� 8�� �Y���� +* ]%� R(�� 	<
( 3�%= �0� lA`� W��� [\ ��� 	��<�  ��(
�� �>���,�= +��6 	( 	�(�, 	;���� , 8:�F�1��� p b�%�� 	��<� , �� ���)� �( �C%� 	�( 8��( �� ��)( O��YX 	( �"
�A�
/�� ��$�%& ��$� S�a�� ��/X �%# 	( �� , L���6 80�6�( 	�Y;�M �
�
N� �%# 	( �� ��� ��� �F� ���� �� ���� �%# 	( +* ���(
�; , �/= ]%�� , }� ������ 	( 8(�7� 6� E� , 3�%= �� gA� 8��� �0e ���� 8��� ������ t�# 	( ]%� 	�( 	�
/$� �� 	���� �%& 8��� 	( �
Y� ������ +�0$�� �<� 	� /�* ������<?%� ]%� 	�( ,� �<= 	( +��6 8=TF6�/�( S�a����
, �����%YX �� , �/= �/�(�� ]%� R(�%� W��� �<= 3�>���,�= 	;���� �� �( +�%� �� 4%7I� �
X ����F ��6�( ��>�� ,
����� 8Y� ���? �$ , /��� �� �%YX ������ /� 6� 	� ����� 8Y� 	� ��/�0�[X ��� 	( �<�U�:�1�6� �����/�� �� �/�(��6�(
���$ 8Y� ��� 	� 8�� ��� /�� �� ����������� 	� 	D�* ������/�� �/= �/�(�� O��� �� 	( �� /�%= �� �/�(��6�( ������6� 	�
]�%�� 6� ]%� ��$ 	�( ��a( 	� ���� ��� 	( 8:�� U�� /= 	�GFI�(�� 	� 	D�* �( 	��2��� ��� �������( 	Y��N� �( +�%� ��
U�� �>���,�= +��6 6� �2�� 	;���� R(�%� �H�, ��:�� �( �� �$ 8Y� ��� 	� ��� 8(�J +�%� �� ����� ���G��� ����%� �� U�� 8A�
���( �� ��� ��� gA( ����� �/=�( �F/����� 	
-�6� �� �<�U�:��%9� �( W(�P� 	� 8:�F /��( +��? �� R(�%� �H�, ��� �8:��

���$� �� S�a�� ���� ������ /�?

�*
 �����	
 �


�/$� �� +�`� �� ������ 	
�  � rV �<=
K8����6 �<= 	( ������ ��� ���( x = 0 6� ��F�U( , x = 0 6���<?%� 	����,� �� �>���,�= 	;����

− �
2

2m
d2ψ

dx2
= Eψ x < 0
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E

V
0

0

x=0

	
� ������ KrV �<=

− �
2

2m
d2ψ

dx2
+ V0ψ = Eψ 0 ≤ x. L98M

�E ≥ V0 ���� ����

K���� �� �:��� �� ��6 ��$ ������� 8;�� ��� ���(

k :=

√
2mE
�2

, q :=

√
2m(E − V0)

�2
. L99M

K/��* ������6 �<= 	( I�( OI���� 	a�����

−d
2ψ

dx2
= k2 x < 0

−d
2ψ

dx2
= q2 0 ≤ x. L100M

K��6 �� �(

ψ =

⎧⎨
⎩

eikx +Re−ikx x ≤ 0,

T eiqx
L101M

K�%= ����6 b(�, � 	( �a�� x = 0 	P2��� +* W�`� , ]%� R(�� �>��%�� Z�=

1 +R = T

^s
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ik(1 −R) = iqT, L102M

	a����� ,

T =
2k
k + q

, R =
k − q

k + q
. L103M

��� ��� �8�� �2�2� R ���e ���6 ���/� �/�(�� ]%� �( �6�: t[�&� .�$ ��`F6�( 8A� ]%� 8;�� ����� 	� /��� 8��
�/�� �� �0X S�� R���  � �5� ��� ���( ������ , 8�� ������ m�G��� 6���`�( ��� �!��� 	� 8�� ��� 6� �=��

K�( /��(��( 4�0��� ��$ +���C

Jin =
�k

m

Jref =
�k

m
R2 =

�k

m
(
k − q

k + q
)2

Jtr =
�q

m
T 2 =

�q

m
(

2k
k + q

)2. L104M

NJtr , NJref 3NJin ���� �/�* 8�/( ��$ 8�0� 3���� c�e N ���� �/�(�� O��� �� ��/�� �� �� �$ +���C ��� ��F�$
�/�$� �� +�`� +��6 /��,�� �� �����%YX O��� ��/�� , �/�(��6�( O��� ��/�� 3�/�(�� O��� ��/�� ����� 	(

	� /�$� �� +�`� I�( }����

Jin = Jref + Jtr. L105M

�8�� 4�0��� +�%( 	���� �� O��� ��/�� +�%( 	���� �/�$� +�`� 	;���� ���

, T −→ 1 	a�����, /�� �� ���  � 80� 	( k
q Q8Y� 3�%= ��`�( O��� ��,�, �!��� 	?�$ 	� �%= �� �/�� ���? �$

�/��� �0� E� �� ������ �%d� 3�!����� O��� 8;�� ����� ���6 8����F6�� U�� �� �<�U�: �%)=�( 	a��� ��� �R −→ 0

��� 	( ��� ��� �R −→ 1 , T −→ 2 3q −→ 0 ����� 3�=��& ��%&�( /��� ���� 3�%= ��  ��U� V0 	( E �!��� 	� �/���
+���C 	� 8������ ��� 	( 8�� 4 �(�(��( |T |2 	<��� ��� 3/���F ���( ������ �( �=��& ��%&�(6� E� O��� 	0$ 	� 8�����

�8���G7 �( �(��( 	a����� , q �( ������ +���C ������6 8�� �/= ���6 U�� O��� �/����%YX

�E ≤ V0 ���� ����

K���� �� �:��� �� ��6 ��$ ������� 8;�� ��� ���(

k :=

√
2mE
�2

, q :=

√
2m(V0 − E)

�2
. L106M
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K/��* ������6 �<= 	( I�( OI���� 	a�����

−d
2ψ

dx2
= k2 x < 0

d2ψ

dx2
= q2 0 ≤ x. L107M

K��6 �� �(

ψ =

⎧⎨
⎩

eikx +Re−ikx x ≤ 0,

T e−qx
L108M

K�%= ����6 b(�, � 	( �a�� x = 0 	P2��� +* W�`� , ]%� R(�� �>��%�� Z�=

1 +R = T

ik(1 − R) = −qT, L109M

	a����� ,

T =
2ik
ik − q

, R =
ik + q

ik − q
. L110M

K/��* ������6 �<= 	( "
�A� ��$ +���C , |T |2 = 4k2

k2+q2 , |R|2 = 1 ����� 8;�� �����

Jin =
�k

m

Jref =
�k

m
R2 = Jin

Jtr = 0. L111M

����� R��, �� � 8��6�: t[�&�  � ����� �/�(�� ]%� 	( 8Y� ��`F6�( ]%� 8;�� �����

ψin = eikx, ψref = Re−ikx = e−ikx−iφ L112M

+*�� 	�

φ = tan−1(
2kq

k2 − q2
) = tan−1(

2
√
E(V − E)
2E − V

). L113M
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4�0��� 	���� �%C, ����( �/���%YX /��%� �0� ������ 6� ��>D�$ , ���F ���( �\0�� ������ �( ��%&�( 6� E� ��� ����(��(
+* ������ �!��� 6� ��� �� �!��� 	X%�0� 	���� ����� �8���G7 �(�(��( 3�%( m%�0�  ��[��1�6� 	� �� 	������ +*
�� 	�%>? ���� �/$�`� �� �� ��� ���? �F� 	� /���� +�%� �� � 8�� �G�� ��� �`Y�C �!��� 	� /�� ���1� 	( , 8����0�
���%Ya� ���� �/$�`� �� �� ��� ���? ��$�%A( ��F�$ 	� 8�� ��� z��� ���$� f�e%� �� +* �G�� �`Y�C �!��� ����%�
+��� �/$�`� 	� ���� �� 	C%� 	�<� ��� 	( m%e%� ��� �): ���( ��%= 8Y5� +* �`Y�C �!��� 	� ��$/( �!��� +* 	(�/2�*
�����������6 /=�( 1q 6���0� ����0( +* ]%� 4%# 	� 8�� +* 	( ��%� +/��(�� +/��6��� 3 1q �Y��2� 4%# 	( �� 	������ ��� ���
�� ����>( λ �� ��� ��� 	( �/= �/�(�� ��$ +%�%: ]%� 4%# �F� ����(��( �/����<=* �� ��� /��%� �0� �/= �/�(���%� O�%7

��=�( 	�=�� 8��(

λ <
1
q
. L114M

	� 8����� ��� 	( 	P(�� ��� ��$� +�`� P �( �� +%�%: 	��<� �F�

P =
h

λ
> hq. L115M

��/2�6� ��%&�(6� E� ��� �!��� 	a����� ��%( /$�%& ΔE ≈ (hq)2

2m = V0 − E 	Y���6� ��� 	( �/= ���� �!��� ����(��(
�� ��UF�� ���� �/$�`� 	X%�0� 	������ �� ��� ��$�%A( ��F�$ 	� 8����� ��� 	( ��� ��� ��%( /$�%&��`�( E + ΔE ≈ V0

��%( /$�%& 8Y5� +* �`Y�C �!��� O�%7 ����� 	� ���� �/$�`� , ���,��( ������ �I�( 	( �� +* 8��(

#'��� �����	
 �� ��

�Y��2� ��( �( ����, 	�:�� ������  � 6� �Y��2� +�%� �� �� ������ ��� �/$� �� +�`� �� ��(�� ������ /�  � sV �<=
���( �� '�<��� , �%YX ����e ��$�%& �� �8�� ������ /� ��� 6� �F/����� 	
-� 	�;�P� �� t/$ �8:�F�1��� L

2

����,* 8�/( ������ O�9A`� , �/�(�� O��� �!���

KE > V0 ���� ����

iV
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L

������ /� KsV �<=

����� 8;�� ����� �8����`�( /� m�G��� 6� O��� �!��� 	� ���� �� ����( �� ��;�� 8A�

ψ(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

eikx +Re−ikx x ≤ 0,

Aeiqx +Be−iqx 0 ≤ x ≤ L,

T eikx L ≤ x.

L116M

K6�/����YX x = 0 	P2��� �6�� b���=

1 +R = A+B

ik(1 − R) = iq(A−B). L117M

K�( /��(��( U�� x = L 	P2� �� �6�� b���=

AeiqL +Be−iqL = TeikL

iq(AeiqL −Be−iqL) = ikT eikL. L118M

K���� �� B , A����e ���( ��6 	;���� ,� 	( 170 OI���� 6� T ���? �$ , 117 OI���� �� R tT��(

(k + q)A+ (k − q)B = 2

i^
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eiqL(k − q)A+ e−iqL(k + q)B = 0. L119M

K/��* �� 8�/( B , A����e 	;���� ,� ��� ���(

A = 2e−iqL k + q

4q cos qL− 2ik(1 + q2

k2 ) sin qL

B = −2eiqL k − q

4q cos qL− 2ik(1 + q2

k2 ) sin qL
. L120M

K8=�� ��$�%& �/��* �� 8�/( T , R����e 1193170 OI������ ����e ��� ���T>��C �(

R =
(k2 − q2) sin qL

(k2 + q2) sin qL+ 2iqk cos qL
, L121M

,

T = e−ikL 2iqk
(k2 + q2) sin qL+ 2iqk cos qL

. L122M

K/��* �� 8�/(��6 ����� 	( �%YX , '�<��� ����e 	a�����

|R|2 =
(k2 − q2)2 sin2 qL

(k2 + q2)2 sin2 qL+ 4q2k2 cos2 qL
, L123M

|T |2 =
4q2k2

(k2 + q2)2 sin2 qL+ 4q2k2 cos2 qL
. L124M

�� �/�(�� O��� 	( �����%YX O��� 8Y� |T |2 8�0� , �/�(�� O��� 	( �/= E<��� O��� ��/�� 8Y� R��, �� |R|2 8�0�
K���� �� 	C%� ��6 �;�P� 	( 8A� �/�$� �� +�`�

8�������( ���%0$��6 Z�= 	� /$� �� +�`� ���� 	Y��N�  � � V

|R|2 + |T |2 = 1, L125M

�8�� O��� ��/�� ��2( ����� 	( 	�

���6 8����1��� ��%� U�� �<�U�:�1�6� 	a��� ��� �|T |2 ≈ 1 , |R|2 ≈ 0 	a����� , q ≈ k ��>�* 3 E >> V0 ��F�$ � ^
�/��� �0� E� �� ������ /� �!����� O���

ii
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K/��* ������6 O�%7 	( I�( ����e �=��& ��$��%&�( /��� ���� 8;�� ����� � q = 0 ��>�* 3E = V0 ��F�$ � i

|R|2 =
k2L2

4 + k2L2
=

1
1 + ( λ

πL )2

|T |2 = 1 − |R|2 =
( λ

πL )2

1 + ( λ
πL)2

, L126M

���� ���� ���G��� λ = h
p = h√

2mE
	P(�� 6� U�� ��,�, O��� 	��<� ��a( , ��� ���� ���G��� k2 = 2mE

�2 "���� 6� +*�� 	�

	����� ��� 	( �/��$ ��? ���)� 6� �(,��� ��(�%� ,��$ '�<���, �%YX ����e � k

|T |2(L +
2π
q

) = |T |2(L), |R|2(L+
2π
q

) = |R|2(L). L127M

K���,* �� 8�/( /=�( �����( qL = nπ Z�= ��F�$

|R|2 = 0, |T |2 = 1. L128M

K���,* �� 8�/( /=�(�����( qL = (n+ 1
2 )π Z�= ��F�$

|R|2 = (
k2 − q2

k2 + q2
)2 = (

V0

2E − V0
)2

|T |2 =
4q2k2

(k2 + q2)2
=

4E(E − V0)
(2E − V0)2

. L129M

�/��$ f�e%� �(�� U�� �<�U�: �1� 6� }���� ���

K��$� S�a�� �� ��6 ���U>��C 1213 122 b(�,� �� 	� 8�� �:�� 8;�� ����� 0 ≤ E ≤ V0 KS,� 8;��

q −→ iq, q =
2m(V0 − E)

�2
. L130M

K8=�� ��$�%& ���U>��C ����(

R =
(k2 + q2) sinh qL

(k2 − q2) sinh qL+ 2iqk cosh qL
, L131M

,

ik
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T = e−ikL 2iqk
(k2 − q2) sinh qL+ 2iqk cosh qL

. L132M

K�( �%( /�$�%&�(��( �%YX , '�<��� ����e 8;�� �����

|R|2 =
(k2 + q2)2 sinh2 qL

(k2 − q2)2 sinh2 qL+ 4q2k2 cosh2 qL
, L133M

,

|T |2 =
4q2k2

(k2 − q2)2 sinh2 qL+ 4q2k2 cosh2 qL
. L134M

���6� 3������ /� 6� @� �!��� +�%(��0� ����
X /��%� �� �;�0����( ��� 	� 8�� ���� ��� 	( �%YX ���e +�%( �G7 ���
����� �%C, �(�a��1� 6� +* ����� ���( ��/��� /$�%= , /��%F �� ��6 ��%� �� �/�/� ��� �/�� �%YX 	X%�0� 	����

K/�� 	C%� �;�C 8`F6�(, �%YX ����e ��%��� 	�<� /�?
���)� g��U:� �( 	<
( 3/���� ������ ���)� ���( �(,��� R(�� 4�2��� �� , �%YX ����e 6� S�/� .�$ 8;�� ����� � V

�/�� �� ���  � 80� 	( 8`F6�( ���e , ���� ��� �G7 80� 	( �%YX ���e ������

	a��� ��� 	� |T |2 −→ 0, |R|2 −→ 18=�� ��$�%& 3 k −→ 0 �� 3E −→ 0 ���� �����( ��$ �!��� /��� � ^
�8����F6�� U���� �<�U�: �%)= �(

ZQ � = 	 � � � �, � � W � �� O�� Y X 	 ( 3/ =� ( �� �6 � 
 � & ��� �!� �� 	 ( 8 Y  � / � m� G ��� 	 � �/ ��� � i
K�6 ���2� ��6 O�%7 	( �� �%YX ���e +�%� �� 3�%= ���,*�( 3qL =

√
2m(v0−E)

�2 L >> 1

|T |2 ≈ 16q2k2

(k2 + q2)2
e−2qL = (

4qk
k2 + q2

)2e−2qL. L135M

	a��� ��

log |T |2 = 2 log(
4qk

2 + q2
) − 2qL ≈ −2qL = −2

√
2m(V0 − E)

�2
L. L136M

�� O��� 	� ��=�( 	�=�� ��%A;� ������ /�  � �F� 4�� �8�� �/�* 8�/( ��(�� ������ /�  � ���( 	a��� ���
��$��)� , O,�G�� ��$ m�G��� �( ��(�� ������ ��$ /�6� �� 	;�Y�� O�%7 	( �� ������ /� ����%� �� /�(�� �� +* 	( �!���
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a b
E

V(x)

��%A;� ������  � 6� ��6 ��%� 	Y��N� KwV �<=

	a����� ����,* 8�/( �� �
� �%YX ���e ��(�� ��$/� ���6� S�/��$6��%YX ����e +��� c�e�( , 	�:�F�1��� Δx +�<�

log |T |2 ≈ −2
∑

x

q(x)Δx = −2
∫ √

2m(V (x) − E)
�2

dx, L137M

	a����� ,

|T |2 ≈ e
−2
∫ b

a
dx
√

2m(V (x)−E)

�
2 . L138M

+�`� (wVM �<=�� Z�2� ��� ��%= �� ���,*�( V (a) = V (b) = E Z�= 	� /��$ �#�2� b , a ���� 4��>����,/� +*�� 	�
�8�� ��%A;� ������ /�  �6� ��6 ��%� 4�0��� 	Y��N� ���( �(%& ���2� I�( O��YX �/�� �/= ����

����� �� 	�;�P� �� ��6 ��%� �/�/� 6� ���$ 4�5� �/�( gA(��6 ��

#�9 ��42 ����
 9� #��"1�:� ��

$%& '� �#(	��� ���) ����

�8�� �/= ��<`� ��� �
�� �� +,�<�� �,/���  ?%� ���(��( l;�& ��$�%
( ����6 ��/�� ��:�F���� �$����6� U
: 	�P�  �
��/�$ �<= �8�� �/= ��<`� �/�( 	� ��d:�� 4%
�  � ���<� 6� 	� ���� �01�� [\ ��� ��/�$ +�0�&�� �%
( ,�<���$
�%
( 	�P��$ �/�%= �� �/C /��6 �� �$ 	( �� ��%
( �1� 	� ���NG7 �( �>�/<�6� �$�%
(,�<�� ����� U
: m%� 	( �>�( 4%
�
+,��<;� /�? ��  � �$ +%� ���6� S�/��$ �/�� �/= ���� �/�( 	� �� 	���*�� 	� 8�� �/= ��<`� ��Y5� ��$ +%� 6� l;�&
�� ���2� ��;,��� �/���� 	�(�, �7�& +%� .�$ 	( , /��$ ��6* �\Y��2� �/�( 	� b�N��� �$ +,��<;� ��� �/�� ���� ��6*

io
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8��U
: ��$ ���%�� /�� �� /�2��� �$ +,��<;� 	� �U�?�)�� �����1� t�7 U�� �>�/<��( �$ +,��<;� g�� �$�(6� +�%�
�5� �� U
: b�N� +�%� �� ���2� ���� ������ ����(��( �/������: U
: b�N�6� /���%� �0� /��$ ��6* 	� ��%C,�( �$ +,��<;�,
�� �/���%& /��C 8;��  �U�: '���� �8���(��( U
: ���(� �( +* ���(� 	� 8:�F�1��� W�0X , �/�( 	� ������ ��?  �
�)� ��%& 6� ����( �%C, ����( �/�� 4�Y�� �� +* +,�� �$ +,��<;� 8��� , U
: +�0�&�� 6� ��� W��� "�7%� /��%�
 � �� U
: �F��� ���( , '�� ��� +�%�X �( W(�P� ���( �$6�( �C ����� �/�0): +�%� �� U�� ���� ��%9� ��0$�( �� U
:
S�C 	( +,��<;�  � �!��� _%P� ���$� �� +�`� L ���)� , V0 W0X 	( ������ ��?  � �( �� +* , ����F ���1��� �/�(

	Y��� 6� ����F �� L ≈ 10−3 m 	Y���6� l;�& �%
(  � ���( +* ���(� 	� ��? ����� m = 9.11 × 10−11

ε ≈ �
2

2m
1
L2

≈ 10−68

10−30
× 106 ≈ 10−32Joule ≈ 10−13 electron volt L139M

S,��>�* �� /�? 	Y���6� +* ]%� 4%# 	� ����� ]���� gG�(��: �� x 	�=� 	( U
: fP�6� +,��<;�  � +/�� ���( �8��
8����6 	Y���6��$ +%�%: ��� �!��� �8��

hν ≈ �
c

λ
≈ 10−34 × 108

10 × 10−10
≈ 10−17 Joule ≈ 100 electron volt L140M

_ %P� 	Y��N� ���( ����%� ���� , 8�� ��U(���(���( ��? W0X +,��<;�  � �!��� ��$6����( 	��2��� ����(��( �8��
�/X  ��(�)�� �!��� _%P� 	� ����� �� �$�? ���? ���( �����>( 8��)� �( [\ 0X �� ��? W0X 3��?�� +,��<;� �!���

K6�/����YX , /�%= �� lA`� ��%���%�

εn =
�

2

2m
(
nπ

L
)2. L141M

��& 8�Y� , ��%���%�  ���<� W�G
� 6� �=�� 	� �7� ��� ����� ���=� �;,,�� ��# �7� 	( 8��( �� {N( 	���� ���(
�!��� ��$6��� /���%� �0� 8�� 12 +* ��~�� 	� +,��<;� �5� 8�� f�N7 	0�� �)�* ��~�� 	� ����� 	� /�� �� +��( 8��
�����%& �� �;,,�� ��# �7� �� 8�7�& ��� ����>(���� �!���6���  ��� 8��( �� �)�*6� S�/��$, /��� 4�j=� ���<�
+,��<;�  � �)�� εn �!��� fP��$�� ��? +,���� ����(�� ( �8&%�* ��$�%& �/��* ��$ '���� �� �7� ��� W��� �<=
3/��( �%& �!��� ����0� 	( 	� ���� ���0� ��>�� �����$ �5� �U
: �%
( 4���� 8;���� 	� �a�*6� �8:�F/$�%&����
���: fP� �%= �� 4�j=� 	� �!��� fP� ����I�( �Ly^ �<=M /��� �� 4�j=� I�( 	( ����� 6� �� �!��� _%P� �$ +,��<;�
�Q ��: �!��� fP� 	� �a�*6� ���,* 8�/( +�%� �� �����( �� ���: �!��� /�(  ��� ��%= �� ���� +�`� EF �( , ���� S��

����� 8�� �/= 4�j=� +,��<;� ����� N b�%� EF

EF =
�

2

2m
(
π

L
)2N2. L142M

ir

www.Endbook.net



W

E
F

�/��$�� ���: 6�����6�� �!��� _%P� S�0� � �<���<;� +�/�� c����� �$ +,��<;� �!��� _%P� Ky^ �<=

	�=�� ���: �!��� fP� 6� ���0A� 8����)( ��%= �� ����� U
:�� �$ +,��<;� �;�>? b�%� ���: �!��� fP� ����(��(
���=�(

/�����TF�, U
: b�N� 	( +,��<;�  � S�/��$ /�� �/=�/C �>�/<�6� S,��>�*  � 	Y���6� �� 	
7�: 	( 	� �$ +%� ��F�$
8����6 	Y��� 6� ���: �!��� U
:  � ���( ����(��( ��%( /$�%& 1010 m−1 �( �(��( �$ +,��<;� �;�>?

EF ≈ 10−68

10−30
1020 ≈ 10−18 Joule ≈ 10 electron volt. L143M

fP� 6���I�( ��$6��� 6� �d�( �$ +,��<;�q%X�� , /�=�( �;�& ���: fP���6 ��$6��� 6� �d�( 	� 8�� �<0� ��*
�$ , �C��& 	�=� g(�� �� , �$ +%� �( ��%&�( �� , �>�/<� �( g�� �$�( �J��� /���%� ���$ +,��<;� B/�=�( ���� 4�j=� �� ���:
300 K◦ �,/��� �� +* 	� h��� �;%0�� ������ �/��� �%�7 ���: fP� 6���I�( �;�& _%P� 	( �����F OI[�&��J��� ���?

����F ��
	Y���6� �����F �!��� +�U��

kT ≈ 1.38 × 10−23 × 300 ≈ 4 × 10−21 Joule ≈ 3 × 10−2 electron volt L144M

	( /���%� �0� 4%0�� �����F OI[�&��J��� ����6 _%P� � �$ +,��<;� ��;� ��0$ 	( �8�� ���: �!��� S��U)<� 	� 8��
��I�( _%P� 	( ���: fP� ��U� ��$ +,��<;� 6� �0� ��/�� �)�� h��� �;%0�� ������ �/��� �%�7 ���: fP� �I�(

�/�%= ��  ��N�
���( 	� �!�����/2� 6� 8�� O��YX V0 − Ef ���� ,� ��� O,�G� ����>( Ef �� ���: �!��� fP� , V0 �� ��? W0X ��F�$
�� +* , ���%F ����� R(�� +* 	( 	� 8�� �U�? +�0$ �!�����/2� ��� �8�� S6I U
:6� ���: fP� ��U� ��$ +,��<;� +/��

� W = V0 − EF ≈ 100 ev. ����(��( ���$� �� +�`� W �(

+,��<;� ���( ��6 ��%� +�<�� +�%� �� U
:  � �<��U��� �<���<;� +�/��  � 4�0X��J��� 	�%>? 	� ��$� �� +�`� 4��
�� �� �� � � �!� �� V^ �<= ������6* / �� ��� � :�� � F +*�� 	� �$�? 6� ���$ +* , ���� �$�� : �� ��� : fP�  ��U � ��$
	������ �<���<;� +�/�� ����� ���� x = 0 	P2��� ��? 8��� 80� 	Y; �/$� �� +�`� U
: �<��U��� �<���<;� +�/���%d���

is
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W

x

xEe-

E
F

a

�� ��%� U
:6� ]��& 	( ���: 6���  ��U� ��$ +,��<;� � �<���<;� +�/�� �%d��� �$ +,��<;� �!��� _%P� KV^ �<=
�/��6

�( 8���(��( /�� ����a�� +�/�� ��� 	� �<���<;� ������ �8�� u? t�# 	(,� U�� +* 8)C, 8�� �/= "���� x > 0

��? 	a����� �V (x) = −eEx �( 8���(��( +�/�� ����� +,��<;�  � �!��� ����(��( ���� 	�:�F +�/�� �6�/�� �� E �φ(x) = Ex

K/$� �� �<=���j���6 O�%7 	( ������

V (x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

V0 x ≤ 0,

0 0 ≤ x ≤ L,

V0 − eEx L ≤ x.

L145M

�<= �,�6� �/�%= �$� U
:6� , /��U( ��%� 8��� 80� 	( ������ ���6� /���%� �� ���: fP�  ��U� ��$ +,��<;� 4��
�a = W

eE �� , V0 − eEa = EF 	� 8�� S%
��
�( 8���(��( 8�� ���: fP� �<��U��� 	� ��,��<;� ���� 38�� EF �( �(��( +* �!��� 	� ��,��<;� ��6 ��%� 4�0���

|T |2 = e
−2
∫ a

0
dx
√

2m

�2 (V (x)−EF ) = e
−2
∫ a

0
dx
√

2m

�2 (V0−eEx−EF ) = e
−2
∫ a

0
dx
√

2m

�2 (W−eEx)
. L146M

K�( �%= ���(��( ��6 ��%� 4�0��� 4��>��� ��� 	Y��N��(

|T |2 = e
− 4

3

√
2m

�2
W

3
2

eE . L147M

�8���%)`� Fowler −Nordheim 	P(�� 	( 	P(�� ���

��� ���( B 8���/2? ��6 ��%� 4�0��� 100 volt m−1 ��Y� 6� t����� �<���<;� +�/��  � ���( 	� ���U( ��0A� /����(
V 	Y���6� 	� �Y���e 6� +����1� t�7 , ��/X ����2� ���T>��C�( 	a����� �����F �� 100 ev �( �(��( �� ��� R(�� 	Y��N�

iw
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K8=�� ��$�%& /��$

|T |2 ≈ exp(−4
3

√
2m
�2

W
3
2

eE
) ≈ exp(−

√
10−30

10−68

(100 × 10−19)3/2

10−19 × 100
) ≈ exp(−1011). L148M

�����U�0�6�/�( �G7 ����
�� Vyy �,/� 	� 8�� ��/X R��, �� �8��  ?%� ��%9� �(����� �6�/�� 	( �/X ���
+,��<;� U
: +,���� ���? �$ � /�� �� ��%&�( ������ ���%�� 	( �$��( , �$��( 	���J  ��� +,��<;�  � 	� ��� 8�� /��( 	�Y;�
����6 �� ��0A� �� 8�0� ,� ��� �/�$� S�a�� �� ��6 ��%� ��� /���%� �� 	� /���� �%C, ���: fP� ��U��� ����( ��$
��� �
��  � �� �%
( ,�<�� ���(� ��F�$ �8�� 	���J�(��� v ≈

√
2EF

m ≈
√

10×10−19

10−30 ≈ 106 	Y���6� U
: +,�� +,��<;� 8X��
��� �/�� �� ��%&�( ������ ��? ���%�� 	( ��( /�? +,��<;�  � 	���J  ��� 	� ���U( ��0A� ����%� �� 3����>( ��� 10−3 ��

K8����6 	Y���6� ��/��

n ≈ v

2L
≈ 106

10−3
≈ 109. L149M

����>( �$ 1010 	Y��� 6� ��/X /���� ��6 ��%� +�<��, /���� ���� ���: fP� ��U��� 	� �� ���$ +,��<;� ��/�� �F� ���
�� 	1�[� �(�� +���C  � ���( �8���G7�( �(��( �\ Y��2� /�* �� 8�/( 	� �����C |T |2 �x6�/�� �( �<?%� 	( 	C%��(6�(
����;� h%: ��$ +�/�� +�%� �0� 	?�F� �/=�( �� �
�& a 	
7�: 	<��� �� , /=�( ��U( ����;� h%: �<���<;� +�/���� 8��(
��%� 	
7�: +*�� 	� ��� ��a�� �P���= +�%� �� �;, 3�%= 	1�[� �(�� |T |2 4�0��� ���e 	� �����a�� +��D�* �� �%�
/��� 	�I 8��Ae �/��~? �$ 	( /���6� �� 	�I�( �� U
:,� �
2�7 fP� +�%� ����� ��� ���( ��%= �����( a ���� ��6
�!��� _%P� �<���<;� +�/�� 4�0X� 6� �Y� �8�� S,��>�* ny �,/��� Ni−NiO − Pb ��$ 	�I�( m%� ��� 6� �`���6*��
�<���<;� +�/�� c����� /��$ 6��� �$ U
:,��$�� ���: _%P� 	� �a�*6� �/��$ ^^ �Q <=�� �/= ���� +�`� ����� 	( U
:,�
���� i^ �<=�� �/= ���� +�`� O�%7 	( �!��� _%P� �<���<;� +�/�� 4�0X�6�/�( �/�:� �0� h�G�� ��6 ��%� m%� .�$

�/��*
K�( 8���(��( ��6 ��%� 4�0��� 	a�����

|T |2 ≈ e
−2
∫ a

0
dx
√

2m

�2 (V (x)−EF ) = e
−2
∫ a

0
dx
√

2m

�2 (W−eEx)

= e
−2
√

2mW

�2

∫ a

0
dx
√

1− eE
W x = e

−2
√

2mW

�2

∫ a

0
dx
√

1− x
a0 = e

− 4
3

√
2mW

�2 a0(1−(1− a
a0

)
3
2 )
. L150M

���%�( ����%� �� 3a << a0 3t����� �<���<;� +�/��  � ���( 	� �a�*6� �a0 := W
eE +*�� 	�

|T |2 ≈ e
−2
√

2mW
�2 a L151M

����2� ���(

W ≈ 10 ev ≈ 10−17 Joule, a ≈ 50A◦ = 5 × 10−9 meter, m ≈ 10−30 Kg, L152M
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W
E

F

�/��$ 6��� �$ U
:,��� ���: _%P� � �<���<;� +�/�� c����� U
: ,� � �$ +,��<;� �!��� _%P� K^^ �<=

���,* �� 8�/(

|T |2 ≈ e−40. L153M

������ ���%�� 	( +,��<;� 	� �� ����:� ��/�� �F� ����� c�� �%= �� �7�� ��6 ��%� ���6� 	� �� �����C ����%� �� 4��
�� S�a�� ��6 ��%� 	� �� ���$ +,��<;� ��/�� , ��$� ���� n ≈ 109 s−1 �( �(��( �
Y� O�Y��N� �( W(�P� �� /�� �� ��%&�(

�( �%( /$�%&�(��( /�* �� 8�/( 	� �����C 3��$� ���� r = 1010 �( �(��( /�$�

I ≈ |T |2ner ≈ e−40 × 109 × 1010 ≈ 10−17 × 10−19 × 1019 = 10−17 Amp = 10−11 μAmp. L154M

�8��  ?%����( +���C �����/2� �%= �� �/$�`� 	��%P��0$

�*�� +,���# ����

��%A(�%& ��F W��#6� %����%���� ��>�� ��$ 	�$ �=���, /�� ���G�� g2� �)�*�� ��6 ��%� 	� ���$ �/�/� 6� �>�� �<�
O���UC 	( ��$�%A( 	<��� +,/( �8�� �/= ��<`� +%�,�� ,� , +,��%�,� 6� S%�
$ 	�$ �� �G;* ���  � �8��G;* O���
����� 	�;�P� ��>�� ��$ 	�$6� �� �G;* O��� �%A(�%& ��F ���� 4/�  ��( ��$�%& �� ��6���~( 	�$ ��UC� ��( ��$,���
�� 4�%� ��� 	( z��� '����( B8���/2? 	�$ �6� ���� +��6 O/�  ��� �G;* ���  � ��F 4�0��� ����/( ��$�%& ��
�8����( ���%����( 4�� ��X�� , �%� ����;� h%: �� 	�$ �,��� 	� ����� �� ����U( ��0A� �� 	�$ +*�0X 	0�� ��$�%&
�( ��? W0X 	� �a�*6� �8�� ����:���F �� ���)�, W�0X���( ��?  � +,���� �G;* ��� 	� �����%9� ����%� �� ����(��(
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W
E

F

E
F

U
: 	( U
:  �6� ���:�P�  ��U� ��$ +,��<;� � �<���<;� +�/�� �%d��� U
:,� � �$ +,��<;� �!��� _%P� Ki^ �<=
�/��6 �� ��%� �>��

+/�* +,��( |N� 	( 	�Y;� ��U��>( ��? 6� , /�U( ��%� +,��( 	( ��? ��$ ���%�� 6� �;�0����( /��%� �� ��� ��� 8�� 8��)�
�/�� �� cTC ��? +,�� 	( �� +* F = 2(Z−2)e2

r2 �,��� �( 	� �%= �� ��#��j�,��<;� 	(��C �,��� ���:�F ��� ��� ��?6�
�<= ����� �8�� k^ �<=�� �/= ���� +�`� O�%7 	( ������ ���� �<= �8����( /�
( �� 	�$ �,��� t[&�( ,��� ���

���$� �� +�`� Z2 �( �� �/��0���( ��>�� 	�$, Z1 �( �� �G;* �x�� ��( ��6 O�Y��N� �� ,
�( 8���(��( ��6 ��%� 4�0��� �/�U( ��%� 8�� +*�(��(�� 	� �
����� /� 6� /��%� ���G;* ���

|T |2 = e−G G =
∫ b

R

2

√
2m
�2

(V (x) − E). L155M

����6 �� ���2� n^ �� �/= ���� +�`� �<= 	( �� V (x) ������
8=�� ��$�%& 	a�����

G = 2
∫ b

R

2

√
2m
�2

(
Z1Z2e2

r
− E) = 2

√
2m
�2
Z1Z2e2

∫ b

R

√
1
r
− 1
b
dr L156M

K���,* �� 8�/( 4��>��� 	Y��N� �(

I =
∫ b

R

√
1
r
− 1
b
dr =

1√
b

∫ b

R

√
b− r

dr

r
1
2

= 2
√
b

∫ π
2

θ0

cos2 θdθ =
√
b

(
π

2
− sin−1

√
R

b
−
√
R

b
(1 − R

b
)

)
. L157M

	a�����,

G = 2

√
2m
�2

Z1Z2e2
√
b

(
cos−1

√
R

b
−
√
R

b
(1 − R

b
)

)
. L158M
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R b

E
r

eZZ
rV

2

21)(

r

�/��( �� �G;* ��� 	� �
����� Kk^ �<=

K�6 ���2���6 �<= 	( +�%� �� �� G ����(��( , b >> R ����� ����� ��$ �!�����

G ≈
√

2mZ1Z2e2b

�2
π. L159M

+%���6� ���G����( +�%� �� �,� �� 8��)� �( 	( , �%= �� ��6* U�� �!��� ��0$�( , E �( 8���(��( �G;* ��� �!��� 	��a�*6�
����� R��, �� ���� c�� �G;* ��� ���)� �!��� ���( �� b ��/2� �!��� ��2(

E =
Z1Z2e

2

b
−→ b =

Z1Z2e
2

E
, L160M

38=�� ��$�%& �\���)� G O��YX�� ��/2� ��� ���T>��C�(,

G ≈ πZ1Z2e
2

�

√
2m
E
. L161M

�( 8���(��( �%YX��(  � ���( S6I ��$��%&�( ��/�� ����(��( �e−G �( 8���(��( ��%&�(  ��� /�  � 6� �%YX 4�0���
	� τ ≈ R

v ���� /�� �� �# �� R 	
7�:��(  � �G;* ��� 	� ����6 	
7�: �( 8�� �(��( �\Y��2� ��%&�( ,� �$ ��( +��6 �n = eG

�( 8�� �(��( �G;* ���  � �,/7 ���( S6I +��6 O/� ����(��( �8�� ��� 	�$ +,�� �G;* ��� 8X�� v +*��

T ≈ R

v
eG =

R√
2E/m

e
πZ1Z2e2

�

√
2m
E .

ki
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�/��( �� �G;* ��� 	� �
����� 6� � � ���� ���2� Kn^ �<=

�# ����6 /����: 	( 	�Y= �/����: , 3�%= ����  Y� 	�$ � 	( ��/Y� �Y��2� �%P( 	���J T +��66�/�( ��� 	�$  � E�
K/�� ��

· · · NA
z −→ NA−4

z−2 −→ NA−8
z−4 −→ · · · . L162M

	0�� ����(��( �Z1 = Z − 2 3 Z2 = 2 ����� 3 α ��� ���( �8�� Z �0���/X �( ���� 	�$ �0X 	0�� +�0$ T +��6 O/�
K/�* �� 8�/( U�� 	P(��6� /��� �� �=���, α ��� ��F W��#6� 	� ���$ 	�$ �0X

T ≈ R√
2E/m

e
2π(Z−2)e2

�

√
2m
E . L163M

��$ /��, 8��( �� ��� 	�=%� Z1Z2e2

r O�%7 	( �� �<���<;� ������	��a�*6� ����U( ��0A� �� T +��6 O/� ����%� ��
����Y(��� 	( �� ��,,�F ��>���

� ���� � �� � > ( S% � ���,� �� ��� � 	 �  $ �� F� $ �m ≈ 4 × 2 × 10−24 g , Z1 = Z − 2 3 Z2 = 2 � ���� 3 α ��� ��� (
� ��� (� � ( �8�� �� 	 �  $ 	 �% 0 � �!� �� 	 � � �� � F � � 8 ;, +,� � < ;� +% � 
 � � ε �,/��� �� � G ;* O��� �!� �� �Z = 92

����� ���? �$ �8�� ���: 10−13 cm �� ���:  � �,/��� U�� R �� 	�$ m��= �E ≈ ε× 106 × 10−12 = ε× 10−4 erg

8=�� ��$�%& ����(��( e = 4.8 × 10−10 esu

G ≈ e37/
√

ε ≈ 1016/
√

ε. L164M

,
R

v
=

10−13√
2×ε×10−4

8×10−24

≈ 2√
ε
× 10−23 sec ≈ 0.6√

ε
× 10−30 4��. L165M

kk

www.Endbook.net



K/�* �� 8�/( ��6 ����� 	( 4�� ���( �0X 	0�� 	a�����

T ≈ 0.6√
ε
1016/

√
ε × 10−30 4��. L166M

(��4��
 �����	
 ��

4%
�  � ���<�6� 	� �/�( 	� 	���*  ��� �$ +%� �%
(  ��� ����� �� 	�;�P� ��  ��%��� ������  � gA( ��6 �����
��J�� 8N� �$ +,��<;� ��� , 8�� ���� ��6* /��C b�N��� +,��<;� /�?��  � +%��$ �/�� 	�:�F ��C 8�� �/= ��a�� �����(
�$�( �)�� , ����1� t�7 �>�/<��( �$ +,��<;� g�� �$�(6� +�%� �� ���2� ���� ������ �/��$ /��C ��$ +%� S�0� 	(��C
�� t/$ �/�� ����a�� �d: S�0���  ��%��� ������  � �� 	<Y= ���? �8:�F�1��� �$ +%� 	<Y= �( �� +,��<;�  � g��
"�#  ��%��� ������  ��� 	� ����Y( , ���� 	�;�P� ��  ��%��� ������  �6� 4/� ���� ���� 	� 8�� +* gA( �����
��;� ������ ��$ ��? 6� 	� ����F ���1�����6 �<= 	( �
����� �F��� ���( �/�� ���/�� �U��0�� ��$ �FH�, 	? �!���

K/�� �/= ����F ∞ �� −∞ 6� �$ ��? ��� , 8�� �/= ��<`� �>�/<�6� a �7�%:��

V (x) = −
N−1∑
n=0

V0δ(x− na). L167M

���� 8�� �;�2��� +��2� �%C, ������ ���6��0� 8
9&

V (x+ a) = V (x). L168M

K�%= �� "������6 �<= 	( 4�2��� �>
0X 	� ����� ��

Ta := ei a
�

P L169M

K8����6 ��%& ����� �>
0X ���

TaXT
−1
a = X + a, Ta|x〉 = |x− a〉, 〈x|Ta = 〈x+ a|. L170M
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V (X) ������ �$ ���( 	� 8:�F 	a��� +�%� �� 	P(�� ���6�

TaV (X)T †
a = V (X + a) L171M

����F �� 	a��� ����(��( 8�� +��2�� �� ������ 	� �a�*6�

[Ta, H ] = 0. L172M

U�� Ta ��$ 8;�� �H�, �� �!��� ��$ 8;�� �H�, ���� �����/�� �� �>
0X,� ��� v��`� ��$ 8;�� �H�, ����%� �� ����(��(
+* ��$��/2� �H�, 8�� ���<� �>
0X  � Ta 	� �a�*6� ����� 	�;�P� �� Ta ��$ 8;�� �H�, 8����)( ��� ��� ���( �����>(

	� ����� �� 170 	P(�� 	( 	C%��( ���? �$ �/��$l;�& ��$6�:

〈x|Ta|ψ〉 = 〈x+ a|ψ〉,−→ Taψ(x) = ψ(x+ a). L173M

K/��$��6 �:�e� 8�7�& ����� Ta �>
0X , �!��� v��`� R(�%� �H�, ����(��(

ψ(x+ a) = eiθψ(x). L174M

�� �6�� b���= E~� , ���� �� �� ��;� ��$ ��? ��( 	
7�:�� �� 	;���� 4%0�� W(�P� �>���,�= 	;���� �� ���( 4��
���%� �� ����( ����<( �$ ��? �N���

Ψ(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

· · ·

ψn(x) = Ane
−qx +Bne

qx na ≤ x ≤ (n+ 1)a,

· · · .

L175M

�8�� �2�2� q ����(��( 8�� �G�� E 	� ���� �� ��,*��� �q =
√

−2mE
�2 +*�� 	�

K�%= ����6 	P(�� 	( �a�� na 	P2��� ]%� R(�� �>��%�� Z�=

ψn−1(na) = ψn(na), L176M

��,

An−1e
−qna +Bn−1e

−qna = Ane
−qna +Bne

qna, L177M

ko
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��,

(An−1 −An)e−qna = (Bn −Bn−1)eqna. L178M

K����� x = na 	P2��� ����� �� ����( ������ ��$ ��? �N��� �� ]%� R(�� W�`� 4��

− �
2

2m
(ψ′

n(na) − ψ′
n−1(na)) − V0ψn(na) = 0. L179M

���,* �� 8�/( 	P(�� ����� ψn−1 , ψn R(�%� ���T>��C�(

− �
2

2m
[−qAne

−qna + qBne
qna − (−qAn−1e

−qna + qBn−1e
qna)

]− V0[Ane
−qna +Bne

qna] = 0 L180M

K/�* ������6 O�%7 	( +��� ����6� E� 	�

[
(q − 2mV0

�2
)An − qAn−1

]
e−qna +

[
qBn−1 − (q +

2mV0

�2
)Bn

]
eqna = 0. L181M

K��=�( 	�=�� /��( +* '����( 	� ���� �� 4�0X� �� 174 Z�= 4��

ψn+1(x+ a) = eiθψn(x), L182M

��,

An+1e
−q(x+a) +Bn+1e

q(x+a) = eiθ(Ane
−qx +Bne

qx) ∀ x ∈ (na, (n+ 1)a). L183M

�� Bn , An ����e ��( 	� ����F �� 	a��� /=�(�����( h%: �6�( +,�� ��$ x S�0� ���( 8��( �� Z�= ��� 	� �a�*6�
K/=�(�����(��6 	P(�� 8��(

An+1e
−qa = eiθAn Bn+1e

qa = eiθBn. L184M

K/�* ������6 �<= 	( 178 	P(�� Z�= ��� 	( 	C%��(

(e−iθe−qa − 1)e−qnaAn = (1 − e−iθeqa)eqnaBn. L185M
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K/�* ������6 �<= 	( 186 	P(�� Z�= ��0$ 	( 	C%��( ���? �$

e−qna

[
q(1 − e−qa−iθ) − 2mV0

�2

]
An = eqna

[
q(1 − eqa−iθ) +

2mV0

�2

]
Bn. L186M

+������� 	� /�%= �� �G7��� ]%� R(��  � 	a����� , Bn , An ���( �G7��� ��/2�  � 	( �a�� ���,�)�� 	P(��,� ���
K ���� 3/=�(�G7 �( �(��( ����e E�����

e−qa − eiθ

q(1 − e−qa−iθ) − 2mV0
�2

= − eqa − eiθ

q(1 − eqa−iθ) + 2mV0
�2

. L187M

/�* ������6 ���� O�%7 	( +��� ���� �0�6� E� 	P(�� ���

cosh qa− cos θ =
mV0

�2q
sinh qa, L188M

��,

cos θ = cosh qa− mV0

�2q
sinh qa. L189M

8����)( 	P(�� ��� 	�;�P� ���( �/�� ��lA`� �� Ψ 8;�� �H�, �!��� 	a����� , q ��/2� 	P(�� ��� θ ��/2��$ ��6� 	(
K/�* ������6 O�%7 	( h%: 	P(�� 	a����� ����� "���� y := qa O�%7 	( �� y /Q �( +,/( ��j�� 	�

cosh y − λ

y
sinh y = cos θ. L190M

�λ := mV0a
�2 +*�� 	�

8��( �� U�� u? t�# W
P��/� ����(��( �8����<?%� �6� ���%0$ 8��� t�# W
P��/� 	� ��=�( 	�=����� 	( /��(
����3/=�( 1 , −1 ��(

− 1 ≤ cosh y − λ

y
sinh y ≤ 1. L191M

�� ���G��� �0���� @,�6� ��� ��� ���( �/�� �� ����� �� �!�����, q 6�a� ����2� 	a����� , y 6�a� ����2� 	P(�� ���
���� �� "���� �����

f(y) := cosh y − λ

y
sinh y. L192M
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�8�� �/= ���� ����� �<=��e%� 3��� ���,�� 4/��� �!��� ��$��%� +��,* 8�/( ���( �0���� @,� Ko^ �<=

	� �%= �� S%
�� 	Y��N� �0� �(

f(0) = 1 − λ, f(+∞) = +∞ f ′(0) = 0, f”(0) = 1 − λ. L193M

���,* 8�/( o^ �<= W(�P� �� 196 	P(�� �0���� �� +�%� �� O�X[#� ��� 	( 	C%��(
_%P� 3/=�(��0� ����N( /�  �6� ��? ���)� ��, W0X 	� ���, ���� 3λ = mV0 a

�2 < 2 ���( 	� �%= �� �/�� �<=��
3/=�( ��`�( ����N(/�  �6� ��? ���)� �� W0X 	� ���, ���� 3λ = mV0 a

�2 > 2 ���(, /�%= �� m,�= ��? 	Y; 6� �!���
�!��� _%P� 	� 8�� +* �)� 	�<� 8;��,��$�� �/�%= �� m,�= 	Y; 6��� ����� 6� 	<
( /��� �0��� �� ��? 	Y; �!��� _%P�
8;��  �U�:�� �)� 	
-�  � R��, �� �8��  ��%��� ��$ ������ 	0$ 	9A`� ��%� ��<`� �/�%= �� ��<`� ��%�  �

�8�� O�/��C�� �$ +,��<;� �!��� _%P�QBand Structure �� ���%����&�� ����� /��C

K/=�(��6 O�%7 	( ������ 	� /��� q�: 4��

V (x) =
N−1∑
n=0

V0δ(x− na). L194M

�����>(�1��� 8Y5� U�� �� �!��� 8��( �� ���� ���� ��/Y� −V0 	( �� V0 	� 8�� +* �
Y� ������ �( ������ ��� h�:
��/Y � 	� 8�� �:�� ��$� S�a�� �/�/C 	Y��N� 8� � S6I �8�� ���� � � � �� ��� ( ���% � �� �&�� ��:� � � � t/$
������ ]�%�� �<= 	( �$ ��? 	
7�:�� ]%� R(�%� ����� 4�0X� �
Y� O�Y��N��� �� q −→ iq ��, E −→ −E , V0 −→ −V0

K�%( /�$�%&

kw
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��a( , 8�� 8Y5� �!��� 	� ���, ���( 3��� ���,�� 4/��� �!��� ��$��%� +��,* 8�/( ���( �0���� @,� Kr^ �<=
������ ������ /� ������ ��?

Ψ(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

· · ·

ψn(x) = Ane
−iqx +Bne

iqx na ≤ x ≤ (n+ 1)a,

· · · .

L195M

K/��* �� 8�/(��6 OI����6� U�� �!��� ��$��%�

− 1 ≤ cos y − λ

y
sin y ≤ 1. L196M

�%C, �!�����%� ��,/N� ��/�� 8;�� ����� 	� �%= �� �/�� �8�� �/= ���� +�`� r^ �<=�� OI���� ��� �0���� ��
���� 	��%�� O�%7 	( "�# S�a������ �%= �� ��0� �>�/<��( �)�* 	
7�: , �/= �����6 �)�* ���)� �!��� g��U:��( 	� ����

�/�*

ny
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������ ����	
� � ��� ���

����� �

��� ������ 	
�� � �� 	
������ �����
 ���� �� � ����������
�� ��  �� 	!"�#
 ����$%
&� 	�� '���$� �(�����
	
 �)� x0 �� �� � �� *� �$���
 �� +��,- �./� 	���0��� ���� ���1 V (x) 23
 	���45� 2�#���6 ���� �� m 7�8 �� 9�

 �� �:
�  �:� x0 +�; V (x) <#� &� �� :��� 	
��& 2�= �� 	!�#���6 ����

V (x) ≈ V (x0) +
1
2
V ”(x0)(x− x0)2 + · · · >1?

�� x0 �./� � �  @#� ��
 �A�4
 BC�� � V (x0) �� 2�#�� � 6 �DE �./� +�/� �� � mω2 := V ”(x0) ������ 1� �
��  �� ���:/�� ��� 9F��� �� 7���
 �������� � �� '���$� �(����� 2�#���6 �$� �� ���� 	
 V = 1

2mω
2x2G2�#���6

�./� +�; 2�5� ��$� �� � :��� 	
 �� '���$� �(����� 2�#���6 �%�- ��� ��  DH ��- 	
 ��= 	$� ��� 	!�� +��,- �./�&�
�:�� 	
 ���� +��,-

+�; 	$-��� +��5�
 �� 9�� �-� +�3
 ���I �� � �� J��E 9��&� �8�� ��:,-�� �� 	���45� ��#�� �� 9��� K�L�
 ���
M�0� �$���� �� �:��� 	
 ���� �)5��,- �./� 	���0��� 0�� :
�8 ��@= �� 9�� �� N:��� 	
 ���� �)5��,-  �,L�

� #�� 	
������ �����
 ������ �� 9&��� 	!@1 ��#�� �� O���� 	��0�P ��#�� ��� 9��� 	5� :�� 	
 �� ��� ��$� 0��
�,5�.
 � '���$� �(����� Q�1� 2;�� ���I ����� �,5�.
 �� '���$� �(����� 2�AD- �� ��  �� � �
 O:� B4� �����
&� 	,��� �&�; 2
�= �������� ��� ��
�� �� :�� ������ �  ����6 ������ � R!�4
 9�������� �� � R!�4
 9�� �@�8

� �� 	
������ ���6� � ��
��������5� �- ��P�H �� +��#��� � �� +��5�
 �$���� &� �� �:�:6
	6�������
 9���(����� �� S8�� 	,1�� 9�� ���� &� 	T,� 9��� S$8

������ ����	
� ������ ���� ���� ��� �

 ����& 2�= �� :,� ���� ω 	,�@U V����P � m 7�8 �� '���$��(����� �� 	���!�
��

H =
P 2

2m
+

1
2
mω2X2. >2?

W
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X��L  �$� K��√
�

mω +�U
m 7�8
ω−1 �
&
�ω 9F���
� ����-

��  �$� 2�:@- X���L YW +�:8

 �� � ���� 	
 7�C�� �� 9��� ���#4� ��������  �:� �� 	���!�
�� ��� 9F��� R�U ��  �� � B4� ������
 O:�
����� 0�� � � ω � 1 �� ����� m �� :;�� ����� �� ���� 	
 Z�4��� ��[�� �� 9� ����& ����- ���� �� � �
& � 7�8 9��:;�� ��

Y:�� 	
����& 2�= �� J�P 	���!�
�� \��E ����� �:��= 1 ��

H =
1
2
P 2 +

1
2
X2 >3?

9�� :;���� ��H�� �������� ����� +�U ��#��$��
√

�

mω ���� �� � 7�8 ��#��$�� m N�
& ��#��$�� 1
ω �� ����� 	


+�:8 Q��.
 X���
 X��L �� ��� Z�L �� �����- 	
 �������  �:� �� 	��$� 9�:I ��:/
 ��� ���� Z�4��� �� 9:�:8
������  �:� ���:����� 9�� :;�� �� ��  �$� � ��:/
 ]
����� R��,- ��& 2�= �� �(!$I �� �����- 	
 +�;

a :=
1√
2
(X + iP )

a† :=
1√
2
(X − iP ). >4?

Y =�� ��& 2�= �� �� �(����� 	���!�
�� ��- 	
 �(!$I �� ��� X#;��

H = a†a+
1
2
. >5?

9��� �:= :���� �:�6 0�� H R�U ���� �:�6 �� �(!$I ��� R�U �H� � ��  @3
 � 	��
�� �(!$I �� N := a†a �(!$I
�� ��& <��� � ���� �@��^
�� �� Y�����  �:� �� a† � a 9���(!$I ���� �� � �(!$I ��� _��� ��  �� ��%� ��� ���

Y����� 	
  �:�

]

www.Endbook.net



[a, a†] = 1 [N, a] = −a [N, a†] = a†. >6?

 @3
  #��� 	
 � 9����:/
 �`�� 7�$- �������� � ��  @3
�(!$I�� N = a†a �(!$I �� ���� 	
 �8�-  #4�
�H� �� ��� �)� ��- 	
 	�;��� �a�$L �:�=��

N |ψ〉 = λ|ψ〉, >7?

��(��

N(a|ψ〉) = (λ− 1)(a|ψ〉), N(a†|ψ〉) = (λ+ 1)(a†|ψ〉). >8?

� a �b� �� :=�� ��=�� ��8� 	����6 ����� �`�� ��  #��� 	
 �C����� ����� 	
 ����6 ������:/
 �`�� �a$"�� a �(!$I ��������
���� 	
 �)� |ψ0〉 �� �� ����� �`�� ��� ���@��DE �� ��

a|ψ0〉 = 0 −→ N |ψ〉 = 0. >9?

Y:��= 	
 �����  5�; ��� 9�� a† �b��� ������� �`�� ��/�

|ψn〉 := (a†)n|ψ0〉, n = 1, 2, · · · . >10?

	�,� N �� n �� ����� |ψn〉 G 5�; ��:/
 �`�� �� ��= 	
 7�!,
 8 �.��� &� ���D�����

N |ψn〉 = n|ψn〉. >11?

��  �� cL�� 8 �.��� �� �8�-��

a†|ψn〉 = |ψn+1〉. >12?

9��� �:=�� |ψn−1〉 �� X����
 :�� 	
 ��8�� �� 	�5�; �� ����� ��d��� e #�� |ψn〉 9�� a �(!$I �b� �� ����6 	
 +�;
Y:�� �)� �� � 	���� 	�;��� :���- 	
 �:����� �� ���� 	
 ���D��� ��& �.��� &� �����  �:� �� X���- X��L ����

[a, a†
n
] = na†

n−1
. >13?

f
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Y�� ��� �)� ��- 	
 �.��� ��� &� ���D�����

a|ψn〉 = aa†
n|ψ0〉 = (a†

n
a+ na†

n−1
)|ψ0〉 = n|ψn−1〉. >14?

Y���� Z�#; �� |ψn〉 9������� &� 7�:��� �&�:�� �����- 	
 +�;

〈ψn|ψn〉 = 〈ψ0|ana†
n|ψ0〉 = 〈ψ0|an−1(aa†

n
)|ψ0〉

〈ψ0|an−1(a†
n
a+ na†

n−1
)|ψ0〉 = n〈ψn−1|ψn−1〉. >15?

�〈ψn|ψn〉 = n! �C�����
2�= �� ����� - 	
 ��� �����  �:� �� �� �[�� ���� �)� |n〉 ��$�� � �� |ψn〉 �g:= ��C�%�  5�; 9������� �H� ���� �� � �

���� 	#���&����&

a|n〉 =
√
n|n− 1〉, a†|n〉 =

√
n+ 1|n+ 1〉, >16?

�

Ĥ |n〉 = (n+
1
2
)|n〉 −→ H |n〉 = �ω(n+

1
2
)|n〉. >17?

� �� �:= ��=�� ���:����� 9�� :;�� ��(����� 7�� 9��#-
Y�����  �:� �� a† � a 9���(!$I 	#��-�
 �E��I �����- 	
 16 �.���&�

〈n|a|m〉 =
√
m〈n|m− 1〉 =

√
mδn,m−1, 〈n|a†|m〉 =

√
m+ 1〈n|m+ 1〉 =

√
m+ 1δn,m+1. >18?

Y ����& \��E �� a† � a 9:,�  ��%� 	� 9�� V��-�
 c��E 2�=

a =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1
0

√
2

0
√

3
0

√
4

0 ·
0 ·

0 ·

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

>19?
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a† =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0
1 0√

2 0√
3 0√

4 0
· 0

· 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

>20?

����� � ���	
� ������ ����� ���

���� 	
 �8�- ��� ��� 9��� ������  �:� 9F��� ���6�� �� 9�(����i6 �:��)
 �� �C����� � P � X 	#��-�
�E��I �����- 	

����� a† � a 9���(!$I R��,-&� ��

X =
1√
2
(a+ a†)

P =
1√
2i

(a− a†). >21?

 =�� ������ �C�����

〈n|X |n〉 = 〈n| 1√
2
(a+ a†)|n〉 = 0

〈n|P |n〉 = 〈n| 1√
2i

(a− a†)|n〉 = 0. >22?

���� ��

〈n|X2|n〉 = 〈n|1
2
(a+ a†)2|n〉 = n+

1
2

〈n|P 2|n〉 = 〈n|−1
2

(a− a†)2|n〉 = n+
1
2
. >23?

 =�� ������ ���:����� 9��:;�� ��(�����

〈n|X2|n〉 =
�

mω
(n+

1
2
)

〈n|P 2|n〉 = �mω(n+
1
2
). >24?

j

www.Endbook.net



Y =�� ������ ���� �)� V �� �� 2�#���6 9F��� � T �� �� 	)@�8 9F��� �H�

〈n|T |n〉 =
1

2m
〈n|P 2|n〉 =

�ω

2
(n+

1
2
)

〈n|V |n〉 =
1
2
mω2〈n|X2|n〉 =

�ω

2
(n+

1
2
). >25?

�:��#� 9��#
 �(�:���� 2�#���6 9F��� <���
 � 	)@�8 9F��� <���
 ��������

Y��  ������� 9F���  5�; �`�� ���� ����- � ��
  �,.1 7:I �0�
 �� :�� 	
 �)� ���� �� �.��� ���

ΔXΔP = �(n+
1
2
). >26?

�� k���
 9�� V��-�
 �����- 	
 �:�� 	
 1
2� 	�,� ��� ��:/
 ����$� �� ���6  5�;��  �,.1 7:I �0�
 ��������

�������� ���#���� 9F��� ���6�� 2
�� ��U �� �� P � X 9���(!$I

〈n|X |m〉 =
1√
2
〈n|a+ a†|m〉 =

1√
2
(mδn,m−1 + (m+ 1)δn,m+1)

〈n|P |m〉 =
1
i
√

2
〈n|a− a†|m〉 =

1
i
√

2
(mδn,m−1 − (m+ 1)δn,m+1). >27?

���	
� ���� �� ����� ��� ���� ����  �! ���

���� 	
���1 ������:�6 \�A�4
 ���6�� �� 9F��� S���- �`�� 2�= ������ 	
 B4���& �����

ψn(x) := 〈x|n〉. >28?

�� ����H 	
 �C��� a = 1√
2
(X + iP ) � a|0〉 = 0 �� ��� &�

〈x|X + iP |0〉 = 0 >29?

�� �

(x+
d

dx
)ψ0(x) = 0 >30?

l

www.Endbook.net



�

�

�
0

1

4

�����
��� �(����� 9��� φ4 � φ1 φ0 9��  5�; �`�� YW 2�=

�� ��= 	
 7�!,
 	�;��� � �� ��� �a 
�� �5��,
 ��� 2;

φ0(x) = Ae−
x2
2 . >31?

� ��:/
 � :�� 	
  �:� ∫ ∞
−∞ ψ0(x)2dx = 1 9�L�/- &� *��C�%�  ��b ��� � �� *��C�%�  ��b �� A ��� ��

�A = π− 1
4 ��  �� �����

 =�� ������ �������� a† = 1√
2
(X − iP ) � |n〉 = 1√

n!
a†n|0〉 �� ����� 	
 ������  �:� �����- 	
 0�� �� m�
 S���- ��/� +�;

φn(x) =
1√
n!

[
1√
2
(x − d

dx
)]nφ0 =

1√
n!
√
π

1
2

n
2

(x− d

dx
)ne−

x2
2 . >32?

Y&� :�-��@I +�� ��4�(����  5�; :�� m�
 S���- 2�=

φ1(x) =
1
π

1
4
xe−

x2
2

φ2(x) =
1
π

1
4

2x2 − 1√
6

e−
x2
2

φ3(x) =
1
π

1
4

1
6
x
√

3(2x2 − 3)e−
x2
2

· · · . >33?

	
������ �:I �� m�
 S��- �� X�-�- �� 0�� f � ] 9�� 2�= �:�� �:= ��� ����
����(����� ��5�� m�
 S��- :�� W 2�=��
�:��� 	
 �)�  �� +�$�;� 	5�(� �� �� � S��
 � n��

Y ����& \��E �� S���- ��� 	!� 2�= �� ����� 	
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dx) �(!$IG	5���
 ����b���

φn(x) =
1
π

1
4

1√
2nn!

Hn(x)e−
x2
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�� 9�� 9� �!$8 :�� �� 9� �!$8 :�� ��� � �� x &� n �8�� 9� �!$8 :���� Hn(x) ��� ��
��(����� �� 9F��� S���- �`�� 2�=  �� 7&n �&� 2@1�
� ����� 	
 �,5�.
 �� _��� ��� ��& �� �:���� 	@5�8���#�_���
���� ��#/- +�U :,� �� ��
���6 ������ � ����� x ��p�
 �� �8��  #��� 	
 ��d�
 ��� 9��� ���#���� ���:����� 9�� :;��
:,� 9����  #��� 	
 m�
 S��- �� ���� 	
 �8�- ���� �� ����� 7�C�� Nξ =

√
mω
�
��� �� �� x −→ ξx 	��0(��8 	�,�

Y&� ��� :���� \��@I m�
 S��- 	��%� 2�= �C����� ����� Z�L ξ
1
2 ��  #��� 	
 �� φn �������� :=�� +�U �i8 V�I

φn(x) =
1
π

1
4

1√
2nn!

ξ
1
2Hn(ξ x)e−

(ξx)2

2 . >35?

Y:��= 	
 R��,-��& \��E �� �� 9� �!$8 :�� ��� ����� �����- 	
 n�� <��� � �� �8�-��

(x− d

dx
)ne−

x2
2 = Hn(x)e−

x2
2 . >36?

�� �

Hn(x) = e
x2
2 (x− d

dx
)ne−

x2
2 . >37?

���� 	
��& �.��� �� ��� ���� 	$� � 36 �.��� ��P�U �� (x− d
dx) �(!$I +�$I���
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���

Hn+1 = (2x− d

dx
)Hn(x). >39?
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  �:� ��& \��E ��  �
�� 9�� 9� �!$8 :�� NH0(x) = 1 �� ��� �� �8�-�� ��������

Hn(x) = (2x− d

dx
)n 1. >40?

Y�����  �:���& \��E �� ��  �
�� 9�� 9� �!$8 :��  I�#� �����- 	
 �.��� ��� &� ���D��� ��

H0 = 1,

H1 = 2x,

H2 = 4x2 − 2

H3 = 8x3 − 12x,

H4 = 16x4 − 48x2 + 12,

· · · . >41?

�� ����H 	
 �C��� :��#� ���:
�,�
 |n〉 9��  5�; ���C��&�

〈m|n〉 ≡
∫
dx〈m|x〉〈x|n〉 =

∫
dxφn(x)φm(x) >42?
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∫
dxHn(x)Hm(x)e−x2

= δm,n

√
π2nn!. >43?

�� 	$#1 �� ���� R��,- g(t, x) 23
 :5�
 S��- �� �� 9� �!$8 :�� ��� 9��� �����- 	


g(t, x) =
∞∑

n=0

tn

n!
Hn(x). >44?

��#��� 	
 � ���� 	
 ���D��� 37 �.��� &� �����:�6 �� :5�
 S��- 7�P ����� 9���

g(t, x) = e
x2
2

∞∑
n=0

tn

n!
(x− d

dx
)ne−

x2
2 = e

x2
2 et(x− d

dx )e−
x2
2 . >45?

��#��� 	
 � ���� 	
 ���D���  �� :;�� �� X����
 [A,B] �� 	����(!$I 9��� eAeB = eA+B+ 1
2 [A,B] ��^-�&� �
�

et(x− d
dx ) = e

t2
2 etxe−t d

dx . >46?

Y:�� 	
����& 2�= �� :5�
 S��- �C�����

g(t, x) = e
x2
2 e

t2
2 etxe−t d

dx e−
x2
2

= e
x2
2 e

t2
2 etxe−

1
2 (x−t)2 = e−t2+tx. >47?

�� ��� ���� �)� ��������

e−t2+tx =
∞∑

n=0

tn

n!
Hn(x). >48?
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 \�@��^
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�� �� ��� ��� �����H 	
�d��� :�� 	
 ���� ωV����P �� B5��,- �./� +�; �� q 	�����5� ��� � m 7�8 �� 9� ���
Y ����& 2�= �� ��� ��� 	���!�
�� � �� 9F��� ����/
 � 9F��� S���- �`�� ��P�� �
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H =
P 2

2m
+

1
2
mω2X2 − qEX. >49?

Y =����& 2�= �� ��- 	
 �� 	���!�
�� ���

H =
P 2

2m
+

1
2
mω2(X − qE

mω2
)2 − q2E2

2mω2
, >50?

� � �:= �C��8  ���  $� �� qE
mω2 �&�:�� �� � +��,- �./� �� ����
��� �(����� �� 	���!�
�� 08  #�� 90�� ��
��& 2�= �� E0 � ξ 9����
���6 R��,-�� � �� �:= �� 	���b��:/
 �&�:�� �� 0�� � 2� 9F���

ξ :=
qE

mω2
, E0 :=

q2E2

2mω2
, >51?

Y:�� 	
�� 2�= ��� �� 	���!�
��

H =
P2
2m

+
1
2
mω2(X − ξ)2 − E0. >52?

Y����H 	
�d��� �� ��& �(!$I

Tξ := e
−i
�

ξP . >53?

Y ����& 9��  �E�� 9���� �(!$I ���

Tξ|x〉 = |x+ ξ〉 , TξXT
−1
ξ = X − ξ. >54?

�H = TξH0T
−1
ξ − E0 �� ��= 	
 7�!,
 N���� �)� H0 �� �� 	�����5� �:�
 Z��u���(����� 	���!�
�� ��H�� ��������

E0 ��:/
 ��� �����%�- H RG �U N��= 7�!,
 ���� 	
 �)� H1 �� �� � ��A��� �� �� TξH0T
−1
ξ R�U ��H�� �C�����

����� � �� ��� H1 R�U ����:�6 �:=:���� ��P�� H1 9�� 9F���&�

H1 = TξH0T
−1
ξ . >55?

R��,-�� ��(�� N H0|n〉 = En|n〉 ��H�� 	�,� N:=�� H0  G 5�; �`�� �� |n〉 ��H�� \��E �����

|φn〉 = Tξ|n〉, >56?
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H1|φn〉 = TξH0T
−1
ξ (Tξ|n〉) = TξH0|n〉 = En|φn〉. >57?

NEn = �ω(n+ 1
2 ) ����� �� �8�-�� � �� �� �� ���v��- ��� ���� :���� 9F��� �$��� H1  G 5�; �`�� ��0�� |φn〉 	�,�

Y =�� ������ �a���%�

H |φn〉 = [�ω(n+
1
2
) − E0]|φn〉. >58?

Y���� 	
 �8�-��& �.��� �� ���� ���,- \�A�4
 9�TP�� �� |φn〉 mG �
 S��- 2�= ���� 9���

φn(x) = 〈x|φn〉 = 〈x|Tξ|n〉 = 〈x− ξ|n〉 = ψn(x− ξ), >59?

� �� �:=�C��8  ���  $� �� ξ �&�:�� �� �� H0 �v���
 S��- �`��08  #�� 90�� H S��- �`���� 	�,�

����� ��� %��& �

�� �C��&� �:=�� a �g:��� ����6�(!$I ����� �`�� �� ��= 	
 ��DH 	�5�; �� Coherent State �� s�:$�  5�; 	L��� �d�&�
�`�� � <!�4
 �:I �� 	�,� z �� �� � ��:/
 �`��  %8 ��$� ��  #�� 	/�/; �a
�05�0�� ���:/
 �`��  #�� 	��
�� a�(!$I

��#��� 	
 � ���� 	
 �)� |z〉 �� �� ������

a|z〉 = z|z〉. >60?

X���L �#��/
�� � ���� <#� ���6 9��  5�; X#;�� �� |z〉 ��  �� � �����:�6 �� ����� �`�� ��� ���� 9��� ��� ��
Y ����& ��^-� &� ���D��� ��%� ��� ������  �:����%�� n�� �.��� O�U���� <#�

e−za†
aeza†

= a+ z. >61?

Y���� 	
 R��,-��& \��E �� �� |z〉 �G���� +�; ���= 	
  ��b O��:��� �5 &� ���D��� �� 	�;��� ��^-� ���

|z〉 := Aeza† |0〉. >62?
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 ���D��� 61 �.��� &�� �����b��� a �(!$I O�U�� 9�� � �� *��C�%� X��L �� A ��� ��

a|z〉 = Aaeza† |0〉 = Aeza†
(a+ z)|0〉 = z|z〉. >63?

����� 9F��� ���6 9��  5�; X#;�� �� ��& <#� |z〉 ��  �� cL�� � �� s�:$�  5�; �� |z〉 ��������

|z〉 := A

∞∑
n=0

zn

√
n!
|n〉. >64?

�� ��$%P 	
 <#� ���&� ���D�����

1 = 〈z|z〉 = A2
∞∑

n=0

|z|2n 1
n!

= A2e|z|
2
. >65?

Y���� 	
 Z�4��� e− |z|2
2 �� ����� �� A :=����C�%� s�:$�  5�; ���� 9��� ��������

|z〉 = e−
|z|2
2 eza† |0〉. >66?

�@��^
 �$� �G���- S1�� �� �:��#�� ��$I �(�:���� s�:$� 9��  5�; ��  �� � ���� �8�- � �� :��� �� 	$%
 ����
�� :�� 	
 �)� ����� 7�C�� *��C�%�  ��b ���,- 9��� �� 9�

〈z|w〉 = e−
|z|2
2 e−

|w|2
2

∞∑
n=0

1
n!

(zw)n = e−
|z|2
2 − |w|2

2 +zw. >67?

Y��= 	
 7�!,
 	�;��� � ���:/� ��� ����- � ��
 <���
��  5�; ����� �� ����6 	
 ���&� +�;

〈z|X |z〉 = 〈z| 1√
2
(a+ a†)|z〉 =

1√
2
(z + z), 〈z|P |z〉 = 〈z| 1

i
√

2
(a+ a†)|z〉 =

1
i
√

2
(z − z). >68?

��#������& \��E �� �� z �H� ��������

z =
1√
2
(x + ip) >69?

 =�� ������ ��(��

〈z|X |z〉 = x, 〈z|P |z〉 = p. >70?
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 �^DE�� s�:$�  5�; :�� Yh 2�=

�p � x �� :������ X�-�- �� � ����- � ��
 <���
 ��  �� 	�5�; |z〉 = | 1√
2
(x+ ip)〉 5�;�� ��������

����� ����� 	
 Z�#; �� ����-� ��
 �� ��/� 7:I �0�
 +�;

〈z|X2|z〉 =
1
2
〈z|(a+ a†)2|z〉 =

1
2
(z + z)2 +

1
2

= 〈z|X |z〉2 +
1
2

〈z|P 2|z〉 =
−1
2
〈z|(a− a†)2|z〉 =

−1
2

(z − z)2 +
1
2

= 〈z|P |z〉2 +
1
2
. >71?

Y:����1����& <��� � ����$� s�:$�  5�; �� 9��� �� ������:�6 V6

(ΔX)2 =
1
2
, (ΔP )2 =

1
2
, ΔXΔP =

1
2
. >72?

� � � ��&� 2 / � # 
� : ���� �� � � / � 7: I �0 � 
 � �� � $ � � � : � � # � 	 �� �  5� ; s�: $ � 9� �  5� ; � ��� �� � �
	 � , � �� ���: / 
 � �� � $ ��� � % �� � � / � 7: I �0 � 
 ���� $ �  ���: / � � % �� < �� � 
 � � 
� �� < �� � 
 � �� � -
	 
 � ) ��� s�: $ �  5� ; : � � � � -� $ = �� U � � h 2 � = �������� 1 �

2 � � � ��� � ���: �� � �� 9� � : ;���� � � 1
2

 �� � # � � � � �� ��� 7� $ - K� , = �: �� 	 
 � ) ���  5� ; � P � X <�� � 
��: / 
 0 �� 
&� �� ���� � � ! E� P �: ��
� ���:/� �%�� ����-� ��
 <���
 ��:/
 �����&� 2/�#
  ������� ���� ��  5�; ��� �$� ��/� 7:I ��  �� � �:��� �)� �

R��,- �� ��&����� ��� 9��� � #�� ����- �� \�A�4
 9�TP�� |z〉Gs�:$�  5�; �� m�
 S��- ���� 	
 +��� +�;
����� R��,- Q��.
 ����� 	
 �,8��


ψz(x) := 〈x|z〉. >73?
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�� ��$%P 	
 J�P �.��� � a = 1√
2
(X + iP ) �� K�L�
 ��� � a|z〉 = z|z〉 ����� �� �8�-��

1√
2
(x+ ∂x)ψz(x) = zψz(x). >74?

����� 	
  �:� ���= 	
 2; 	H��#� 2�#���D�� �5��,
 ���

ψz(x) = Ae
√

2zx− 1
2 x2

, >75?

Y:�� 	
�:�6 	����H 2�= m�
 S��- ��� ��#���� z = 1√
2
(x0 + ip0) \��E �� �� z ��H�� � ��  ��b �� A ��� ��

ψz(x) = A′eip0x− 1
2 (x−x0)

2
, >76?

� ��  ��; +�;�� p0 ����-�� ��  �� W 9��%6 � x0 0��
�� 	����H m�
 ��#� �� �:��� �)� ��
R��,-&� ���D����� ������ �� � ����P 2�:@- &� ���D����� ��? �������  �:� ����- 9�TP�� �� m�
 S��- 2�= �����- 	
 ���� ��

Y ����& \��E �� �C��� �>

ψ̃z(p) = A′e−ix0p− 1
2 (p−p0)2 , >77?

� �� W 9�%�6�� p0 0��
 �� 	����H S��- �� �:��� �)� ��&�� ��

�d^5�� �� :���w�P e:�� 	
�:�6 +�^- ���(� s�:$�  5�; �� N����
����(����� 	���!�
��  ^-� �
&  =iH��
Y&���� :���� \��@I ���  5�; t �
&&�:,� \��E ����� �:=�� ��P�H���1 |z〉 23
 s�:$�  5�; ���� ��� �DE

|ψ(t)〉 = e−iHt|ψ(0)〉 = e−iHt|z〉. >78?

���� 	
 <#� 	���!�
�� 9�� �`�� X#;�� �� s�:$�  5�;  ��� O�U �@��^
 9���

|ψ(t)〉 = e−iHtA

∞∑
n=0

zn

√
n!
|n〉 = A

∞∑
n=0

zn

√
n!
e−i(ω(n+ 1

2 ))t|n〉 >79?

Y �� s�:$� +�; ��  ��� O�U �� ����� 	
�� N����  1� 64 �.��� 	�,� s�:$�  5�; �� <#� �� �H� +�;

|ψ(t)〉 = e−i( ωt
2 A

∞∑
n=0

(ze−iωt)n

√
n!

|n〉

= e−i( ωt
2 |ze−iωt〉. >80?

 �� � +�^- ��� �%
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�� m�
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 9�TP�� �� N����- 9�TP��
� �� �:�� �� ���$-�� �a @1 ��  �E�� ��� �:����� N\�A�4


�:�� 	
 �)� �� s�:$�  5�; �� +�^- j 2�=

"�#$� ��� ���� %�&'  ��( �)'�� ���

����� �,5�.
 �� s�:$� 9��  5�; ��� 2
�� �.���  #��� 	
 B4� ��� ���6��
�.��� 23
 9� �.��� � �� e:��#� 2
�� s�:$� 9��  5�; ��� �:���@ � ��$I �(�:���� s�:$� 9��  5�; �� ��:��
\���08 ����� 	
�b� |n〉 ���6  5�; 9�� �� x� O�U�(!$I N�.��� ��� 	���� Q�/^- 9��� e �����1�� ∫ d2z|z〉〈z| = I

Y �����1����& 2�= �� ��� 2
�� �.��� ��  �� � �C��� �����iH 	
 �� ���$- �:%I �� �� �@��^
 ���

1
π

∫
d2z|z〉〈z| = I. >81?
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 ��U �� ����-�� � ��
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�� �� '�( %�� ����	
� �� �

	
 ��#��� ��� N����� ���I �:��� 	
 ���� ��� +��,- �./� +�; 7�:��� F��:�� 23
 	$-��� +��5�
 �� 9�� ��#�
Y��� :������& 2�= �� 	$�#�� ���� 	���!�
�� �:��� ���� 	=�,-�� 9���� �� 0���(�:�� �� :����-

H =
1
2
P 2

1 +
1
2
X2

1 +
1
2
P 2

2 +
1
2
X2

2 +
1
2
ω2(X1 −X2)2. >82?

:�� 9�� ��#�� 7�$- ���
�� ���� 	
��� �� ���� ��#�� ��� 9��� �� 	=�� ������:�6 �� 	���!�
�� ��� R�U ������ 	

	
��& 	#��-�
 2�= �� �� 	���!�
��  #4� ���� 	
��� �� 0�� :��� 	
 B�� ���� �(�:���� 	,��
 9�� 2�#���6 �� �� 9����

Y��#���

H =
1
2
PTP +

1
2
XTAX >83?

 ����& ��/�
 V��-�
 A ��� ��

A =
(

1 + ω2
1 −ω2

−ω2 1 + ω2

)
. >84?

�� 	$#1 �� ���� ��8� S 23
 9:
�,�
 V��-�
 	�,� N��= 	
 9�.1 :
�,�
 2�:@- ���� A ��/�
 V��-�
 �� ����� 	

� �� 9�.1 V��-�
 �� D ��� �� SAST = D

�� �����- 	
 �� 	���!�
�� �C����� � A = STDS  =�� ��- 	
 STS = I ��  �E�� ��� 	�,� S ��� :
�,�
 �� �8�-��
���� 	#���&����& 2�=

H =
1
2
PTSTSP +

1
2
XTSTDSX >85?

\��E �� 9��p�
 ���p-��

P̃ = SP, X̃ = SX, >86?

Y��= 	
 ��=����& 	#��-�
 2�= �� 	���!�
�� ��� D ��� 9�.1 �� �8�-�

H =
1
2
P̃T P̃ +

1
2
X̃TDX̃, >87?

���
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H =
1
2
P̃ 2

1 +
1
2
P̃ 2

2 +
1
2
ω2

1X̃
2
1 +

1
2
ω2

2X̃
2
2 , >88?

:�:8 9����p�
 ����� +�� ����� �8�- �%
 ������ ��  #��� 	
 �:��#� DV��-�
 9�.1 9���E��I ω2
2 � ω2

1 ��� ��
	�,� N:��� 	
 J:E ������� 9�(T��,- <��� � �$���

[X̃i, X̃j] = [P̃i, P̃j ] = 0 [X̃i, P̃j ] = i�δij . >89?

� �� SV��-�
 ��� :
�,�
 �
� ��� 2�5�
�:�=��  @3
  #��� 	
 D �G.1 9���E��I 	�,� � 9����:/
 �`�� ��������  ��  @3
 V��-�
 �� AVG ��-�
 ����� 7��
V��-�
 ��� ���  @3
 	!�  5�;�� �:��
&��� ���� �@��^
 �� �� �� AGV��-�
 ���  @3
 ��- 	
 �:����� 	!,P +�3
��

� �� 7&n :=�� ��:^
 ����6&� ��#�� 9F��� ���� 9���

�� � R�U ��  �� ��&� 2/�#
 �(������� �:��� �)� 	���!�
�� :�:8 9����p�
 X#;�� �� :�� 	
 �)� 88 �.���
Y���� R��,- �� ��& 9���(!$I ��  �� 	P�� ��������  �:� �����- 	
 	�;���

a1 :=
1√
2ω1

(ω1X̃1 + iP̃1) a2 :=
1√
2ω2

(ω2X̃2 + iP̃2)

a†1 :=
1√
2ω1

(ω1X̃1 − iP̃1) a†2 :=
1√
2ω2

(ω2X̃2 − iP̃2). >90?

Y:��� 	
 J:E��& <��� � �� ���(!$I ��� 89 <���� �� �8�-��

[a1, a
†
1] = [a2, a2†] = 1 >91?

X#;�� �� 9�(����� �� ��� 2/�#
��  �� 9:���- �� :��= 	
�C��8�(�:�� �� \��D�
 V�:���� 9�(!$I���� �a�$L
�:�� �:= R��,- :�:8 9����p�


&� ��� :���� \��@I 	���!�
�� ���(!$I ��� X#;��

H ≡ H1 +H2 = ω1(a
†
1a1 +

1
2
) + ω2(a

†
2a2 +

1
2
). >92?

Y ����& \��E �� 	���!�
�� ��� R�U

H |n1, n2〉 = En1,n2 |n1, n2〉, En1,n2 = ω1(n1 +
1
2
) + ω2(n2 +

1
2
). >93?
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 ����&G 5�; N|n1, n2〉 5�; �.��� �����

|n1, n2〉 =
1√
n1!n2!

a†1
n1
a†2

n2 |0, 0〉, >94?

��� ��

a1|0, 0〉 = a2|0, 0〉 = 0. >95?

s�� 9�: � ���� � � |n2〉 � |n1〉  G 5� ; �� 9�� # �� - Z�L08  # � � 90 � � |n1, n2〉  5� ; � � � � � � 	 
 9����� �
���� �:=��=��%����

\��E �� ��� ��� \�A�4
 X#;� � ������� 1 |n1, n2〉 23
 9F� ��  5�; �` �� ���� ��#�� �� 	�1� ����� m�
 S �� -
Y��� :������&

ψn1,n2(x̃1, x̃2) = 〈x̃1, x̃2|n1, n2〉 = 〈x̃1|n1〉〈x̃2|n2〉
= Hn1(x̃1)e−

x̃2
1
2 Hn2(x̃2)e−

x̃2
2
2 >96?

����� 	
��iH�� �� ���$- �� �� K�L�
 ��� ��/� 	����

%$��� �� �)�� ��* +�
,���$�- �

Y:��= 	
 R��,-��& :5�
 S��- ��  �
�� 9�� 9� �!$8 :�� �� ��:�� s�� ��
��

g(x, t) = e−t2+tx =
∞∑

n=0

Hn(x)
n!

tn. >97?

Y:��#���& y�= ��_��� ���&� 	T,� � P�H �C��� ��  �
�� 9�� 9� �!$8 :��_��� &� 9���#� ��- 	
 R��,- ���&�

H0(x) = 1 YR5�

�t = 0 ���� ���1 N48 �.��� O�U���� ��  �� 	P��

��%� \��@I �� �:��#�z4)
 �����6 9����  �
�� S���- Y Z

Hn(−x) = (−1)nHn(x). >98?
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����� �#��/
 ��5�� <#� �� � ���� 2�:@- −x � −t �� �� x � t :5�
 S��-�� ��  �� 	P�� ��� \�@b� 9���

Y:���� �� ��& ����/
  �
�� 9�� 9� �!$8 :�� �DE �./��� Y m

H2n+1 = 0, H2n(0) = (−1)n (2n)!
n!

. >99?

�(�:���� 48 �.��� �� �� O�U �� <#� � ������1 �DE 9��#
 �� x ��:/
 :5�
 S��-�� ��  �� 	P�� �.��� ��� \�@b� 9���
���� �#��/


Y �����1����& �.���  �
�� S���- 7�$- 9�&� �� Y�

H ′
n(x) = 2nHn−1(x). >100?

����� �#��/
 ���� �� ��P�U � ����(� Q�)
 x ��  @#� 48 ��P�U&� ��  �� 	P��

Y �����1����& ����- �.���  �
�� S���- 7�$- 9�&� �� Y�

Hn+1(x) = 2xHn(x) − 2nHn−1(x). >101?

����� �#��/
 ���� �� ��P�U � ����(� Q�)
 t ��  @#� 48 ��P�U&� ��  �� 	P��

Y:��� 	
 J:E ��& 2�#���D�� �5��,
��  �
�� 9�� 9� �!$8 :�� Y�

(
d2

dx2
− 2x

d

dx
+ 2n)Hn(x) = 0 >102?

��#��� 	
��& 2�= �� �� 101 �G���- �.��� 100 &� ���D����� �.��� ��� \�@b� 9���

Hn+1 = 2xHn −H ′
n −→ Hn = 2xHn−1 −H ′

n−1. >103?

����� 	
  �:�� ���� 	
 9��i(��8 100 �G���- �.��� &�  ��� O�U S���- 9�8 �� +�;

Hn = x
1
n
H ′

n − 1
2n
H ′′

n >104?

�:�� 	
�� �:= ��� 2�#���D�� �5��,
 2�= �� ��� X-�
&� V6 ��
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������� ��	��� 
���� �	 ���	� ���� ��	��	 ���� ���

���� �� ����	
 ���
 ����� ��� ����� ����	
 ���
 ����� ��� ���� ���� ���	
 � !�
"# �$%&# �' � �(�)* +�� ��
,����" �� �-��(� �� � �'��.# �� � ���/�� �(��' 0� ��$ ���	(# ����� 1"23� � ��$� �# 1��� 4��5� ��$6� 7"�8�9
�: ��"�* �# ";� �� �� 1�< ��=� ,��>��"? . �� �� ����� ���	
 ��.��9 ���	
 @�"(5%# >� ��� � ��9�$2 �# +�� @����
1�*"9 ,�'� ���	(# �A&B @��" �$5C �$A# 0� �$D ����� �A
 �� ��$(8�#�9 � �: �# �:"D �. �� �A&B 0� ��
E �F# @��" �� ,�$ 9�$2 ����� G$# �� ���> ����
 �$' �&G$# ��� z �$A# ���� �$H� �� �$D ������ ���	
 �: ��$A#

I�'���"J" "�> �F �� ���� @�K�L �M� �� �: �N�� � 

[Lz, H ] = 0, O1P

1���$2 @�"5
 0� ��$�C � P ,�$� �#�- �H �'� ����� G$# �: �� ����> ����
 �$' �&G$# � ��$(8�#�9 "6�� 7���C � 
,��$� ���� . �� �� �� ����> ����
 Q�$2 � "(K� �'�"(% �-����� O,�: E�	A
 �� 3� ����
 �AB ��$
 �#

������� �	 ���	� ���� �

�(�#"9"685C � "�)L 19�K# @�� ,�'� �� ����> �:"D 1>��� �%#"�)L 19�K# 0� �: �# �:"D . ���� �: �� 1�< ��" 
I�$� �# R�".
 "�>

Lz := XPy − Y Px. O2P

�� �#�� "�> 7�$B � "685C @�� 7�M(=# ���L��

Lz = XPy − Y Px = −i(x ∂
∂y

− y
∂

∂x
) = −i ∂

∂θ
, O3P

, �'� �(�� ��: � ��FJ 7�M(=# "2� ����
�� �:

S
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! �� � �: 9� �# ��K� �� 1��' ��'�A# ,���:��L ����
 � ���# ��9 �&G$# � �� �� ����> ����
"* T�$.
 �: �'� U$2
I���"J" "�>

[Lz, X ] = i�Y, [Lz, Y ] = −i�X, O4P

�

[Lz, Px] = i�Py, [Lz, Py] = −i�Px. O5P

I�: 9� �# ��K� 1��' ��'�A# 0� @��� �9

[Lz, �r · �r] = [Lz, r
2] = 0, [Lz, �P · �P ] = [Lz, P

2] = 0. O6P

I�'���"J" "�> �F �� �: ��� ��K� ��$
 �# �(D�" @��" 1�VC

L2
z = r2P 2 − (�r · �P )2, O7P

,P 2 = P 2
x + P 2

y � r2 = X2 + Y 2 ���� �:

�� ����� ���	
 �� ���

7�M(=# W�D" � 7�M(=# ���L�� �: ����� �# ,���:��L�� �� ����> ����
 X �$
 1Y�� � �9��	# 1Y�� ��9�$2 �# 4= @����
�# �(�$�"�> 7�$B � "685C @�� ��" ���	# 1Y�� �G��.# @��" �� ,�� �#�� Lz = �

i
∂
∂θ 7�$B � �� ����> ����
 ��FJ

I�$�
�

i

∂

∂θ
φ(r, θ) = λφ(r, θ). O8P

��" φ(r, θ) = f(r)χ(θ) 1�6�� ��� L X �
 1Y�� 0� χ(θ) "*� �: ��"�* �# �-�(� ���� �6(� r � "685C �: �-��>�
�� �$2 �H$
 ,���� �. ���%� � ��*�� 0� �� ����> ����
 R�Z @��" �� ,�'� �� ����> ����
 X[  �
 1Y�� 0� /�� 1�$=G� f

�� �#��"�> 1��' 7�$B � �Z$ "# �����"&�� �G��.# ,���: �# \$F.# χ(θ) X �
 � 

�

i

d

dθ
χ(θ) = λχ(θ), O9P

]
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0
 ���� �# χ(θ) X �
 �: �-��>� ,�'� � �^ 0� A ���� �: χ(θ) = Ae
iλ
�

θ I�$� �# @��.
 �*��� �� �D �:
,�:���(2� ���� �# �� �M=K# "���	# �%�
 λ �: �$� �# �$8.# �: _B χ(θ) = χ(θ + 2π) `"��� ��.� �� ���	#

���� �(��� ���� �# XJ�� ��

λ = � m, χm(θ) = Aeimθ,−→ φ(r, θ) = f(r)eimθ . O10P

@��� �9 ,��� � >� �A�AB U"�# ���$
 �# �%�
 . ���� 1�< 0� �� ����> ����
"���	# �: 9� �# ��K�"�2� �F ��
1"��� 0� �� � X �$
 ������ �#� ����� �. ���%� � ��*�� ��	# 1Y�� @�� (r, θ)[�. �� �A&B ��� X �$
 ������

,���� �$H� ��*��

a$b$# �B� 7�$B � �� @�(�=� �=���
 �$F �: ��$� �# �H�$# �� ����> ����
 4(��$: � �� @�G�� ��" �-�����
,� ��%�K�L "9$ �5
� �#��

�D � ��$
 �# �. �� �� ������ ���	
 �$H� ��$6� ����� ��9�$2 �# ���1� ���� �� R�Z � ������> ����
 � �: ��D
,�: 05: "6����"� �G��.#

����� ���� �� ��	��� 
��� �	�	� �� ����  !����" �	�� �#�����$ �%���&  � �

�"� ����� ��$(8�#�9 @��� ,�'� ��": ���	
 ����� ��$(8�#�9 ��� �(��� �6(� �c�# >� r 1>��� � !	� �����(L 1�*"9
�'�"�>

P 2

2m
+ V (r). O11P

,��� 1��� ��K� m � �� 1�< �"H �: ��: �J�

����� 6 ! ��� " �� 

[Lz, H ] = 0, O12P

,���: 1��&('� ���	
 @��>� ���� �# ��D ,�$� �#�- �H �'� ����� G$# �: �"685C � ��$(8�#�9 "6�� 7���C � 
�: ����� �# ,���:��L �� �����"685C � ��$(8�#�9 d"(K# R�Z ����$
 �# �: �'� �� ���: �# �: �� 1��&('� @�(�=�

e
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� ���: �# 1��&('� /�� 7 �c F ��>� ,�'� � n 1Y�� ��	# � L X �
 1Y�� 0� f(r)einθ 7�$B � �. �
"9 ��'� 1��' L R�Z
I�� �#��"�> 7�$B � �-�(� ,����$� �# �� ����> ����
 W�D" �� P 2 ��$(8�#�9��

H =
1

2m

(
L2

z + (�r · �P )2

r2

)
+ V (r) O13P

� � = 1 ������"J� � �r · �P = �

i r∂r ����� � �H$
� � 7�M(=# ���L�� ���

H =
1

2m

(−∂2
θ − (r∂r)2

r2

)
+ V (r) O14P

I�� �#��"�> 7�$B � φ(r, θ) = f(r)einθ �"� � �� ����> ����
 X �
 1Y�� "9 ��� H "^� ��D

H f(r)einθ =
[

1
2m

(
(n2 − (r∂r)2

r2

)
+ V (r)

]
f(r)ei nθ O15P

_B"�> �G��.#�� fE,n(r) "*� ��9/�� E ��	# 1Y�� � ��$(8�#�9 X �
 1Y�� φE,n(r, θ) = fE,n(r)ei nθ X �
 @��" �� 
I�:

− 1
2m

(
d2f

dr2
+

1
r

df

dr

)
+ Veff (r)fE,n(r) = EfE,n(r) O16P

���� �:

Veff (r) = V (r) +
n2

2mr2
, O17P

>� ����� � "&B"�f �:"D 1>���� ���9 �G�D ���5
 1c�9� ��K� n2

2mr2 �85H ���� �: �$� �# 1��$2"^$# �����(L
,�$� �# 1�#��"6����"� �C�.� �G��.# �G��.# @�� ,�'� /:"#

�� �� ��� �� 	�
�� � �� �� �� ��� ����� fE,n(r)einθ ����� �� ��� ���� �� �� �� �� �� �!"� �#� $��%�
����� & '������ �(��� '�� �)"� ��� �� �� & *+!"� �!�� � '��,& '���
� , '-�� .��/� '�� �0�1 �2�, +� ��3���

*+!"� �� 4�"�5 '�,� �#�� �� �6� f '�� E, n '��78��

��: @�� ��" ,�$�"(K� �. 0� "6����"� �G��.# � �� �9��� �: ����$� /�� �"6�� ��� � �� �G��.# @�� ����$
 �#
��� � �C�.� �G��.# u(r) W�D" �: 9� �# ��K� 1��' ��'�A# 0� ,��"�* �# f(r) =: u(r)

r
1
2

��� � �� f(r) X �

I�� �#��"�>

[
−1
2m

∂2
r + Ṽeff (r)]u(r) = Eu(r). O18P

g
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�� �#��"�> ��� � �� @��"^$# �����(L ���� �:

Ṽeff (r) = V (r) +
n2 − 1

4

2mr2
. O19P

����� �� �	�' ��( �

� ��>� 1�< 0� ��$(8�#�9 �: ���� �(�)* ��%'�� �� ,�'� ��>� 1�< ����: �'�" �� �: �� �G�h# @�"(5%# � @�(�=�
���� �6(� �9 �G�D 1Y�� @�� a$� ,����� �# �' �� ��$(8�#�9 @�� ��9 �G�D 1Y�� 4= @���� ,�'� H = P 2

2m 7�$B
,���: �# ��L �$� �# �- �H �� � �: �"6�� ��9"�)L 19�K#>� 0� ��: � �� ��$(8�#�9 ��9 �G�D 1Y�� �# �: @�� � 

��
 ����� ���

,��"�* �# ";� �� �� ��>� 1�< ��$(8�#�9

H =
1

2m
P 2 =

1
2m

(P 2
x + P 2

y ). O20P

|�p〉 = |px, py〉 ��9 �G�D ,�$� �#�- �H P ����
 "�)L 19�K# � "(% 7���C � �� Py � Px ��9"�)L 19�K# � ��$(8�#�9 @��
[�=
 i�$#� ��� � �%�� ����� i$# X �
 �:

ψ�p(�x) =
1

2π�
ei 1

�
�p·�x O21P

>� �	(�#"�)L 19�K# 0� H �: ���: �# ������� ,�'� H �-�(���� Py � Px ��9"�)L 19�K# d"(K# �G�D 1Y�� �'�
,�$� �# �(�$� �%�� W�D" � ���� Py � Px

���� @�� >� �"6�� �G�D "9 ����$
 �# �# � �9� �# ���K
 1�< 0� 7"�8�9 ���� ��" ���L 0� �9 �G�D 1Y�� @��
,��9� !� �%�� W�D" �� 7"�8�9

������� ����� ���

�: ��9� �# j�H"
 ����: �# �'� " �� 1"��� ���	
� ��9 �����(L >��� 7��< �*�:�"L �: �(J� Vk h# j�H"
 XJ�$# ��. ��
i�$#� �9 �G�D @�� i$# X �$
 ���/��";�>� ,�� l=K# �%�� ������> �:"D 1>��� �: ����$� ���� �� ��>� 1�< ��9 �G�D
�Py � Px ��9"�)L 19�K# ��- ��: @�� ��" ,�$� �# 0��/� �� � �� � �$� �#��� 7�M(=# �c�#>� �: �'� ��1"���

m
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�$� �# l=K# |E, n〉 � �: �B�D ��9 �G�D ,���: �# �"FJ �$� �#�- �H �9� �: �� H � L2 ��9"�)L 19�K#
� ���%�� i$# X �
"*� ,�(�9 l=K# �� ����> ����
 � l=K# �n"�� �����

ψ(r, θ) =
u(r)
r

1
2
ei nθ O22P

I�: �# _B"�> "6����"� �C�.� �G��.#�� uE,n(r) X �
 ����� ��K� 4= @�� ��( ��� �:�$F��59 ��9� ��K�
I�"�> �'�"�)L 19�K#

− �
2

2m
d2u

dr2
+

�
2

2m

(
n2 − 1

4

r2

)
u = Eu, O23P

I�� �#��"�> ��� � x = kr � k2 = 2mE
�2 [R�".
 � �:

d2u

dx2
−
(
n2 − 1

4

x2

)
u = −u. O24P

�� "�> ��� � _$� �G��.# D @�� �� ,���: �# 1�6� o�/ ��9 x �� 24 �� ����-# ��(�� � ��=� �G��.# @�� �D ��" 
I�� �#

d2

dx2
u+ u ≈ 0, O25P

i�$#� 7�$B � o�/ �B�$� �� �G��.# @�� ��9 U�$H @��" �� ,�(�9 u = e−ix � u = eix ��� � �� ��9 U�$H �:
I����$� �# "�> ��� � �� �#�: ��9 U�$H ��D ,�(�9 /:"# � e−ikx 1�$� 0��/� � eikx 1�$� ���

u+(x) = eikx
∞∑

n=0

a+
k x

−k,

u−(x) = e−ikx
∞∑

n=0

a−k x
−k. O26P

I�$� �#"�> ��"�
 ! �� � � "-�# 24 �G��.#�� �9 !� @�� ���)6��H

a+
k+1 =

k(k + 1) + 1
4 − n2

2i(k + 1)
a+

k ,

a−k+1 = −k(k + 1) + 1
4 − n2

2i(k + 1)
a−k . O27P

p
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I�(�9"�> W�
"
 � !� ��� �85H ��

u+(x) =
(

1 +
(1
2 )2 − n2

2i
1
x

+ · · ·
)
eix O28P

�

u−(x) =
(

1 − (1
2 )2 − n2

2i
1
x

+ · · ·
)
e−ix O29P

I�$ 9�$2"�> 7�$B � i$# X �$
 ���%� ��� �-�(��� ,��� 1�":";� \"B q��-�% W�"b @(�$�>��%���� �:

ψ+
E,n(r, θ) =

A√
r
(1 +

1
4 − n2

2ikr
+ · · ·)eikreinθ, n ∈ Z, O30P

�

ψ−
E,n(r, θ) =

A√
r
(1 −

1
4 − n2

2ikr
+ · · ·)e−ikreinθ n ∈ Z. O31P

1�$���� �� 1"��� i$# 0� 1�9� ��K� ψ+ X �
 ,�'�%�� ����> ����
 �n � �9 �G�D @�� �n"�� E = �
2k2

2m ���� �:
������> ����
 n �#$(��$:�C �: ��: �J� ,�'�/:"# � 1�$� 0��/� �� 1"��� i$# 0� 1�9� ��K� ψ− X �
 � /:"#>�
������> ����
 ���.# � �� ��$ �&�# � �"* �C�'��L ������> ����
 ���.# � �� ��$ ��h# �: �: �# l=K# �� �9 U�$H

,�'� n� ������> ����
 � E[l=K# �n"�� ����� _$� ��9 U�$H >� ��:"9 ,�'� �"* �C�'

��� ����
 ���

��� � �G��.# @�� �'�"&B � " �" �����(L �: �-�� >� ,���: �# 1�6� ��>� 1�< ��" "6����"� �G��.# � "6�� �� 0� �-�����
I���# �� "�>

d2f(x)
dx2

+
1
x

df(x)
dx

+ (1 − n2

x2
)f(x) = 0 O32P

�"J �� � �'� n ���
"# >� �� �����"&�� �G��.# � �$'$# ���� �G��.# 0� �G��.# @�� ,E = �
2k2

2m � x = kr ���� �:
U�$H �� ,�$� ���� "(K� X �$
 @�� Q�$2 � ���$
 �# �M� @�� �5�5b �� ,�'� �(�"* ��"J �.G�F# ��$# �.'� � �9�>$�

r
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,9� �# ��K� �� � � ��" ��1"��� i$# 0� s� �5' ��� � �� ���� ��1"��� i$# 0� �'�� �5' ��� IS ���

����
 � E = �
2k2

2m �n"�� � "6���� "� �G��.# ��9 U�$H @��" �� , ��9� �# ��K� Nn(x) � Jn(x) � �� _$� �G��.# >� �	(�#
I�$� �# �(�$� "�> 7�$B � �n ������>

ψ(1)(r, θ) = Jn(kr)einθ , �, ψ(2)(kr) = Nn(kr)einθ . O33P

I�'� "�> 7�$B � X �$
 @�� ��� o�/ ��9 kr ��" �: ��� ��K� ��$
 �#

Jn(kr) ∼
√

2
πkr

cos
[
kr − (ν +

1
2
)
π

2

]

Nn(kr) ∼
√

2
πkr

sin
[
kr − (ν +

1
2
)
π

2

]
. O34P

� � � 9 X  �$ 
 �  � : X  � 
 �� @ �� >� �� " �> � F 2 �� 9 W � :" 
 � �  � G�� . # >� � 	 ( � # U�$ H �� @ �� �� -  ��$ 
 � #
I��"* ";� �� �#$'$# HankelFunctions

H1
n(kr) := Jn(kr) + iNn(kr) ∼

√
2
πkr

exp i

[
kr − (ν +

1
2
)
π

2

]

H1
n(kr) := Jn(kr) − iNn(kr) ∼

√
2
πkr

exp− i

[
kr − (ν +

1
2
)
π

2

]
. O35P

(SP ��� ��$ �9�$2 �� ���� � � � ��"� ��9 i$# 1�9� ��K� ������# �' �: �H$# X �$
 U��D @��� 

t
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�9 1��$�� ��� i$# X �
 ,�'� ���%� � �9 1��$�� ��� � "&B � " �" �����(L 1�� ���� �� ,��1"��� �����(L 1�� I] ���
,�� "&B � " �" ���� �#

�	 ���	�  !����" ��) �

0� +�� @���� ,���": �'�" �� �. "# ��1"��� 1�� @�K�L ��9 +�� ��
I��"�* �#";���"�> ��� � �� O]P �� 1"��� �����(L 1��

V (r) =

⎧⎨
⎩

0 r ≤ a

∞ r > a
O36P

i$# X �
 �����(L ��9 1��$���� �: �>"# `"� @��� ���: �D ��>� 1�< ��" �� "6����"� �G��.# ���� �# 1�� �2����
,�� "&B� " �" 

I�� �#��"�> 7�$B � 1�� �2�� ��" "6����"� �C�.� �G��.# �-�(���� �'�"&B� " �" V �����(L ��>� 1�< ��" 

− 1
2m

(
d2f

dr2
+

1
r

df

dr

)
+

n2

2mr2
f(r) = Ef(r). O37P

I�� �#��"�> 7�$B � ��": W
"#>� uL � k :=
√

2mE R�".
 � 

d2f

dr2
+

1
r

df

dr
+ (k2 − n2

r2
)f(r) = 0. O38P

In j[ �AB ��
"# >� �� �G��.#/H ���� �/�� �: �� �#��"�> ���%� ��� � �G��.# @�� x := kr . �� "�v(# R�".
� 

d2f

dx2
+

1
x

df

dx
+ (1 − n2

x2
)f(x) = 0. O39P

w
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�#$5C U�$H�� �G��.# @�� ,�: �.G�F# �M� @�� �5�5b�� �� �G��.# @�� ��9 U�$H Q�$2 >� ��. ��$
 �# 1���$2
� �� ���"*�� � �'�"*�� x −→ 0 �� ��#$�� X �
 � �$'$# Nn(x) X �
 ,��9� �# ��K� Nn(x) � Jn(x) � �� �9 �� �: ����

I�'�"�> 7�$B

N0(x) =
2
π

(ln x+ γ − ln 2) +O(x2), O40P

�

Nn(x) = − (n− 1)!
π

(
2
x

)n(1 +
1

n− 1
(
x

2
)2 + · · ·). O41P

,�'�"8��� � �^ γ �-�����
���� �# �$� �#"�)L��-%� �� X �
 � "-�# Nn(x) �: �-��>� ,�'� AnJn(x) + BnNn(x) 7�$B � 39 U�$H @�"
 �8:

I�: _B"�> `"��� Jn(x) ��.� 1��5�J� X �
 �: �: �# ��/G� r = a �� �>"# `"� ,���)*���:���9 U�$H @��

Jn(ka) = 0. O42P

���� ��9�$2 ��9� ��K� βn
s � �� Jn �� X �
 �� s "&B 1�*"9

ka = βn
s −→ k ≡ kn,s =

βn
s

a
. O43P

I��� �# �' "�> W�
"
 � 1�(��$: ��9 �n"�� �-�(���

En,s =
�

2

2m
(
βn

s

a
)2, n = 0, 1, 2, 3, · · · , s = 1, 2, 3, · · · . O44P

I�(�9"�> X �$
 1Y�� � `$ "# �9 �n"�� @��

ψn,s(r, θ) = Jn(
βn

s r

a
)ei nθ, n = 1, 2, 3, · · · , s = 1, 2, 3, · · · . O45P

,��� �(�$���� q��-�% W�"b X �$
 @�� @(�$���

Sx
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���� �� *!�+&��� �#��,+� �

I�$��# R�B$
 "�> ��$(8�#�9 � �"6���59 �. �� 0��$#��9 "6��'$�

H =
1

2m
(P 2

x + P 2
y ) +

1
2
mω2(X2 + Y 2). O46P

I�� �# �� "�> ��� � ��$(8�#�9 �-�(��� � m = 1, ω = 1, � = 1 ��� ��"J ��$
 �# �.��Z ��9D�� 1�6('� ��

H =
1
2
(P 2

x + P 2
y ) +

1
2
(X2 + Y 2). O47P

a� "� "�> 7�$B � 1�" @���L � 1�" 3� ��9"685C R�".
 >� �: �'� �� "6��'$� @�� R�Z ����� �' ��" 1�� 0�
I���:

ax :=
1√
2
(X + iPx), a†x :=

1√
2
(X − iPx),

ay :=
1√
2
(Y + iPy), a†y :=

1√
2
(Y − iPy). O48P

I>� �'� 7���C �9"685C @�� @� "&B"�f ���- �H ! �� � �%�


[ax, a
†
x] = 1, [ay, a

†
y] = 1. O49P

�: �$� �# �$8.# @��� �9

H = (a†xax + a†yay + 1) O50P

I���� ��9�$2 ���1�� �. 0� 0��$#��9 "6��'$� �.G�F# �� �: �N�� � �H$
 � 

H |nx, ny〉 = (nx + ny + 1)|nx, ny〉, nx, ny = 0, 1, 2, · · · , O51P

���� �:

|nx, ny〉 =
1√
nx!ny!

a†x
nx
a†y

ny |0, 0〉, O52P

�

ax|0, 0〉 = ay|0, 0〉 = 0. O53P

SS
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(nx, ny) �#$(��$: ��C� � �G�D 0� 1�9� ��K� �F	�"9 ,�. �� 0��$#��9 "6��'$� ��" �n"�� ��9 �G�D 1Y�� Ie ���
,�(��� Lz ������> ����
 �G�D 1Y�� �9 �G�D @�� ,�'�

@�G�� , |0, 0〉 >� �'� 7���C ���L �G�D ,�$� �# l=K# ny � nx �#$(��$: �C �� � ��$(8�#�9 �G�D 1Y�� "9 @��" �� 
�"�> ���� �' �H�� ��*�� �. �G�D ,���� �n"�� 0� |0, 1〉 � |1, 0〉[�G�D �� "9 �"�> ���� �� �H�� ��*�� �(=�6��" �G�D
���� 0� �� �F	� 0� (nx, ny) �#$(��$: ��C� � �G�D "9 (eP ����� ,���� " �" �n"�� |2, 0〉, |1, 1〉, |0, 2〉 ��9 �G�D

,�'� 1� 1��� ��K� (nx, ny) 7�M(=# � �. ��
���� ��"J nx + ny = constant[!2 ��� �: �Z�	� ��5
 ,�� 1� 1��� ��K� ��� ��� ax, a

†
x, ay, a

†
y ��9"685C "^�

,�(�9 @*�� @��" �� � ���� ����� �n"��
I�� �# �' "�> y"� � "6��'$� @�� i$# X �
 @��� �9

ψnx,ny(x, y) := 〈x, y|nx, ny〉 = 〈x|nx〉〈y|ny〉 = ψnx(x)ψny (y)

=
1
π

1
4

1√
2nxnx!

Hnx(x)e−
x2
2

1
π

1
4

1√
2nyny!

Hny(ny)e−
y2

2

=
1
π

1
2

1√
2nx+nynx!ny!

Hnx(x)Hny (y)e−
r2
2 . O54P

@��� �: ����� �# ,���1�"�� ���� ������ ���	
 � �'� �"6���59 0��$#��9 "6��'$� ����� >� ��1��&('� z�9 �$�: �

|nx, ny〉 ��9 �G�D ��� ,���: ��L �� ������>����
 � �n"�� d"(K# ��9 �G�D 1Y�� ����$
 �# �: �'� �� ���.# � ����	

����> ����
 ��=� ,���: �# ��'�A# �9 �G�D @�� ��� �� ������>����
 "^� ��$' @�� � {'�L ��" ��(�9 ���9 �G�D @���

�: �$� �# �$8.# �(D�" (48P ! �� � >� 1��&('� � ,����$� �# " @���L � " 3� ��9"685C W�D" �� ��

Lz ≡ XPy − Y Px = i
(
a†xay − axa

†
y

)
. O55P

|nx + 1, ny − 1〉 � |nx + 1, ny − 1〉 ��9 �G�D >� �F2 ���:"
 � �� |nx, ny〉 ��9 �G�D "685C @�� �: �'� jb��
,��� ������> ����
 � ��$(8�#�9 d"(K# �G�D 1Y�� �� ��9���" �: ���� �����L _$� ���L @��" �� � �: �# ���


� ��1� �(2�' y � x �
��:� ��9"�v(# +�'�" " @���L � " 3� ��9"685C �( � ��59 >� �"�> ��9 �9 �.��Z �-�(� @��
�# �J� ��: @�� ��" ,��(�$� �# ��FJ 7�M(=# � �H$
 � �� _$� ��9"685C ���� �# �: '� �# ";� � ���� ��D

S]
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@�� ,���: 1��&('� (z, z) = (r eiθ, r e−iθ) ��M(=# �� >� ����$
 �# (x, y) = (r cos θ, r sin θ) �M(=# �� ��H � �: ���:
� (x, y) ��9"�v(# �: ����� �# ����� �5C 0� �A
 XJ�� �� ,�(�9"
 W'��# �� �8|�# @��� �.G�F# ��" 7�M(=#

��.� �$� �# ���
 �9 >� �F2 ���:"

(
x
y

)
−→

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)(
x
y

)
−→ O56P

I���� �� 1��' �8�2 ���
 ����� �A
 (z, z) ��9"�v(# ���� ��D �

z −→ zeiθ, z −→ ze−iθ. O57P

I���: �# R�".
 "�> ��� � �� ��H" @���L � " 3� ��9"685C "�v(# "��v
 @��>� ��%G�� 

aR :=
1√
2
(ax + iay), aL :=

1√
2
(ax − iay),

a†R :=
1√
2
(a†x − ia†y), a†L :=

1√
2
(a†x + ia†y). O58P

I>� �'� 7���C �9"685C @�� @� "&B"�f ���- �H ! �� � �%�
 �: �$��# �$8.# �(D�" 

[aR , a†R] = 1, [aL , a†L] = 1. O59P

�: �$� �# �$8.# @��� �9

H = a†RaR + a†LaL + 1, Lz = a†RaR − a†LaL. O60P

I���: R�".
 �� "�> ��9 �G�D 1�*"9 @��" �� 

|nR, nL〉 :=
1√

nR!nL!
a†R

nR
a†L

nL |0, 0〉, O61P

���� ��9�$2

H |nR, nL〉 = (nR + nL + 1)|nR, nL〉
Lz|nR, nL〉 = (nR − nL)|nR, nL〉. O62P

�9 �G�D 1Y�� @�� (gP ����� ,�(�9 �� ����> ����
 � ��$(8�#�9 d"(K# �G�D 1Y�� |nR, nL〉 ��9 �G�D �: �'� �� �-�(�
,��1� 1��� ��K� �. �� ���� 0�[`�	� � 
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�#$( ��$: ��C� �  �G�D 0� 1�9� ��K� �F	�"9 ,�. �� 0��$#��9 "6��'$ � ��"  �n"�� ��9 �G�D 1Y �� Ig ���
,�(�9 /�� Lz ������> ����
 �G�D 1Y�� �9 �G�D @�� ,�'� (nR, nL)

_"� �9� Vk #�: O��� ����� �9 � �%�� (m,n) �[ �C� "*� �(DP |n,m〉X,Y [�G�D 0� � |n,m〉R,L �G�D 0� �: ��: �J�
����
 @�� � �H$
 �H @���� ,��� �# �' |0, 0〉X,Y = |0, 0〉R,L �G�D ��� " �
��&(# ��9"685C "�^�
 >� �"�> ����

,�: � �^ �� �G�D �� @�� ����
 �$2 ��$
 �#1���$2 ,���� �'�'� ��59� ���L ��9 �G�D ����
 ��.� "�2�
��- (z, z) 7�M(=# >� �'�"(% ��: @�� ��" ,����� �' �(D�� � /�� �� �H i$# X �$
 ����� ��� ����$
 �#

I��9� �# ��"J ,��9� j�b$
 7�M(=# @�� 1�� �� �5: �� ,���:1��&('� (x, y)

z := x+ iy, z = x− iy O63P

I�'�"�> ��� � ! �� � @�� +$�.#

x :=
z + z

2
, y :=

z − z

2i
, O64P

� ��$
 �# �� f(x, y) = x2 + y2 X �
 Vk h# ,��$� /�� f := f(z, z) 7�$B � ��$
 �# �� f := f(x, y) X �
 "9 @��" �� 
1C�J >� 1��&('� � 3� ! �� � >� 1��&('� � �� z � z � ���� �}/H 7�	(K# ����$
 �# ��D ,��$� f(z, z) = zz 7�$B

I���: R�".
 7�	(K# W�:"
 ��" ��1"�-�>

∂f

∂z
=

∂x

∂z

∂f

∂x
+
∂y

∂z

∂f

∂y
∂f

∂z
=

∂x

∂z

∂f

∂x
+
∂y

∂z

∂f

∂y
O65P

I�8: �$Z � ���

∂

∂z
=

1
2
∂

∂x
− 1

2
i
∂

∂y
∂

∂z
=

1
2
∂

∂x
+

1
2
i
∂

∂y
. O66P
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I�'�"�> ��� � ! �� � @�� +$�.#

∂

∂x
=

∂

∂z
+

∂

∂z
∂

∂y
= i

∂

∂z
− i

∂

∂z
. O67P

I����$� 7�M(=# 4��5��� �� aL � aR " 3� ��9"685C 4��5� ����$
�# ��D

aR ≡ 1√
2
(ax + iay) =

1
2
(x +

∂

∂x
+ iy + i

∂

∂y
) =

1
2
z +

∂

∂z

aL ≡ 1√
2
(ax − iay) =

1
2
(x +

∂

∂x
− iy − i

∂

∂y
) =

1
2
z +

∂

∂z

a†R ≡ 1√
2
(a†x − ia†y) =

1
2
(x − ∂

∂x
− iy + i

∂

∂y
) =

1
2
z − ∂

∂z

a†L ≡ 1√
2
(a†x + ia†y) =

1
2
(x − ∂

∂x
+ iy − i

∂

∂y
) =

1
2
z − ∂

∂z
. O68P

�: ����� �# ,���: �# �'�" �� ���L �G�D ��=� ,����� �' �(D�" �� i$# X �$
 ��5
 ����$
 �# 7�#	# @��>�. 
,�� �# �' "�> �F �� >� i$# X �


ψnR,nL(z, z) := 〈z, z|nR, nL〉. O69P

����� @��" �� ,�$� �# �$ �� aL � aR "685C �� "9 !'$
 ���L �G�D �: ����� �# @��� �9

(
1
2
z +

∂

∂z
)ψ0,0(z, z) = 0,

(
1
2
z +

∂

∂z
)ψ0,0(z, z) = 0. O70P

I�� �# �' �(D�" ���L �G�D i$# X �
 �(�9 �9 1��' ���� �: 3� �����"&�� 73��.# �D >�

ψ0,0(z, z) =
1√
π
e−

1
2 zz , O71P

��.� I#� �9�$2 �' " @���L � " 3� ��9"685C "^� >� i$# X �$
 ��	 ��D ,�'� q��-�% � �^ 0� √π ���� �:

ψnR,nL(z, z) =
1√

πnR!nL!
(
1
2
z − ∂

∂z
)nR(

1
2
z − ∂

∂z
)nLe−

1
2 zz. O72P
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�-	+��� ��!.��/& 
	�!&�� �	���� ��( �

1�*"9 ,���1�": �.G�F# B[�2�$��� ���Z��v# ���# �� �� e ���"(�G� �� � m �"H � ������ 1�< �:"D 0�'V: 0�/����
1�< ��G�� �C"' � ��� /�� �2�$� 0� ���Z��v# ���# 1�*"9 � �� �$5C xy ��A&B Vh# �A&B 0� " ���Z��v# ���#
r �� 1"��� @�� a�.� "*� ,�: �# �Z ��1"��� �:"D F = evB /[ :"# � W��H ��"�� "�^�
 �A
 1�< ��� xy �A&B �� /��

I� �$ 9�$2 " �" ��1�< @��� ��" @
$�� �G��.# 1�6�� ��"�6 

m
v2

r
= evB = eωrB, O73P

�: ����� �# �' �-��>� �

ω =
eB

m
. O74P

�# 1�< 0� ,���� �6(� ���Z��v# ���# � ����� 1�< 7�M=K# � �%�
 � �$� �# 1��$2 �$#�3 u��:"� �u��:"� @��
XJ�� �� ,�'��$#�3 u��:"� � " �" �� 42"� u��:"� 1��$59 �#� �� �(��� 7��&(# ��9 �n "�� ���Z��v# ���# �� ��$


I� �$ �9�$2" �" W�
"
 � �� �� ����> ����
 � �n"�� 1�6�� ��: �Z �� R a�.� � ��1"��� 1�< 1�*"9

E =
1
2
mv2 =

1
2
mω2R2,

Lz = mvR = mωR2. O75P

I�'���"J" "�> �F �� 1��$59 1�< @�� ������> �����
 � �n"�� @� @��" �� 

E =
1
2
ωLz. O76P

1�< 0� ��$(8�#�9 �: ����� �# ,���: �'�" �#$(��$: 0����# U$������ ���# @���� �� 1�< @�� �:"D ��9�$2 �# ��D
I�'�"�> ��� � ���Z��v#�"(�G� ���#�� ����� 

H =
1

2m
(�P − e �A)2 + eφ O77P

>� "�> W�
"
 � ���Z��v# � ���"(�G� ���# ,�'� ����" �����(L �A � "G��'� �����(L φ �1�< ���"(�G� �� e ���� �:
I��� �# �' �9 �����(L @��

�E = −∂
�A

∂t
−∇φ, �B = ∇× �A. O78P
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����# �� φ ����$
 �# ,�'� ��#>>� �	(�# �A � � �^ �C 0� φ �: ��"�* �# �-�(� �'�"&B ���"(�G� ���# �: �-��>�
I�: _B"�> `"��� �: �� ���� ���� �# �����(L @��� ����� ����" �����(L � >����%�
 �-�(��� ,��"�6 "&B

∇× �A = Bẑ. O79P

7�$ B �  �� ����"  � � � �� ( L " *� X J�� �� ,�$ � � 5 � U� = ( �� � ( � � �$ Z �  �A � : � � ��� � # �� � �� 5 � L ���>�"  � �  
� �$� �# ���
 3� �G��.# 1�6�� ��"�6 �A = Ax(x, y)x̂ +Ay(x, y)ŷ

∂

∂x
Ay − ∂

∂y
Ax = B O80P

��9���"J ����$
 �# ���5�L 0��� ,�(�9 R8(=# ��9 ���5�L � "~��(# �9 �D @�� ,���� ��.(# ��9 �D �:

Ax = −B
2
y, Ay =

B

2
x. O81P

�# �"6�� ��9 ���5�L�� ,�(�9 7�M(=# �c�# � /:"# �9 ��9 1"��� �A ���# `$F2�"�> �'� 1"��� ���	
 ����� ���5�L @��
��9���"J ����$


Ax = −B y, Ay = 0, ��, Ax = 0, Ay = Bx. O82P

>� �'� 7���C ��$(8�#�9 ���5�L @���� , �'� 1"��� ���	
 ����� �: ��"�* �#";��� �� 81 ���5�L

H =
(Px + eB

2 Y )2

2m
+

(Py − eB
2 X)2

2m
. O83P

0� ,���:��L [H,L] "*�- �H ��'�A# � ����$
 �# �� ��$' @�� {'�L � �'� ������ ���	
 ����� ��$(8�#�9 @�� ���
I���: �# R�".
 �� "�> "685C �� ��D ,�'���"J" �� 1"��� ���	
 �-�(���� [H,L] = 0 �: 9� �# ��K� 1��' ��'�A#

Q :=
1√
eB

(Px +
eB

2
Y ), P :=

1√
eB

(Py − eB

2
X). O84P

�:��.# @�� � �(�9 0��$��: "�v(#�� @��

[Q,P ] = i�. O85P

�� �#��"�> ��� � ���Z��v# ���#�� 1�< ��$(8�#�9 "�v(#�� @�� W�D" 

H =
eB

2m
(Q2 + P 2) =:

ω

2
(Q2 + P 2), O86P
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>� 1��&('�� ����$
 �#� �'� 0��$#��9"6��'$� 0�"6��K� ��$(8�#�9 @�� ,�$� �# 1�#�� �$#�3 u��:"� ω = eB
m ���� �:

1�" 3� ��9"685C �: �'� ���: ,���: @��.
 �"�H q�� � �� �� R�Z ���" ��� 0��$#��9"6��'$� ��$#�� �: ����
���: R�".
 �� "�> 1�" @���L�

a :=
1√
2�

(Q+ iP ), a† :=
1√
2�

(Q− iP ), O87P

����� �# �' �� �-�(��� �:

[a, a†] = 1, H = �ω(a†a+
1
2
). O88P

�# �$ �� a !'$
 �: �'� �(G�D |0〉 �G�D ���� �: ���: R�".
 �� |n〉 := 1√
n!
a†n|0〉 ��9 �G�D �: �'� ���: ��D

�: ��.# @�� � �(�9 �n"�� �G�D 1Y�� �659 �9 �G�D @�� ,�$�

H |n〉 = �ω(n+
1
2
)|n〉. O89P

�n"�� 0� ���$
 �# 7��&(# �� ����> ����
� ��9 �G�D @��" �� � �$� �#�- �H ��$(8�#�9 � �����"685C �: ����� �# �#�
��$(8�#�9 �G�D 1Y�� 0� 1�9� ��K� ���%�
 � |n〉 ��5� �-�(��� ,���� ��*�� ��$(8�#�9 R�Z "6�� 7���C � ,��� �(���
d"(K# ��9���" 1Y�� !'$
 7"�8�9 ���� ��9 �G�D XJ�� �� ,�'� eigenspace �� ��� 1Y�� 0� 1�9� ��K� ��8 ����
1�9� ��K� �: ��� �(��� ���b� �#$(��$:�C 0� ���� �#�9���" 1Y�� @�� ,�$� �# U���H �� ����> ����
 � ��$(8�#�9
� 1�" 3� ��9"685C W�D" � L ��$
 �# �����$� �# �- �H ��$(8�#�9� L "*� �: ���: �# ��$' ��D ,�� L ��	# 1Y��

I���: �# R�".
 �� "�> ��9"685C ��$' @�� � {'�L ��" ���$�"6��"6��'$� 0� 1�" @���L

P̃ :=
1√
eB

(Px − eB

2
Y ), Q̃ :=

1√
eB

(Py +
eB

2
X). O90P

�$� �# �$8.# �(D�" ��" 1�VC ,�(�9 0��$��: /��"685C�� @�� ��.� [Q̃, P̃ ] = 1 �: 9� �# ��K� 1��' ��'�A# 0�
�(�9��"J" "�> ! �� � �:

[Q, Q̃] = [Q, P̃ ] = 0, [P, Q̃] = [P, P̃ ] = 0. O91P

�� ��� 1��� ��-�� �: ���: XJ�� �� ,�(�9 �	(�# �9>�� 1�$ 0��$��: ��:"9 (Q̃, P̃ ) � (Q,P ) ��9"�v(# �&H �-�(���
��" �	(�#� 0��$��: ��9"�v(#>� ��H �&H (Y, Py) � (X,Px)[�	(�#� 0��$��: ��9"�)L 19�K# ��- �: �'�

I�$� �# �$8.# �(D�" 90 � 84 ! ��� � �H$
� ,����$� /�� �� +$�.# ! �� � �: ���� ,��� 1�" ��� �(��' @�� R�B$


X =
1√
eB

(Q̃− P ), Y =
1√
eB

(Q− P̃ ),

St
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Px =
√
eB

2
(Q+ P̃ ), Py =

√
eB

2
(Q̃+ P ). O92P

����� �# �' �-�(���

L = XPy − Y Px =
1
2
(Q̃2 − P 2) − 1

2
(Q2 − P̃ 2) O93P

=
1
2
(Q̃2 + P̃ 2) − 1

2
(Q2 + P 2). O94P

[R�".
 � @��" �� 

b :=
1√
2�

(Q̃+ iP̃ ), b† :=
1√
2�

(Q̃− iP̃ ), O95P

����� �# �' 

[b, b†] = 1, L = b†b− a†a. O96P

/H ���� �/�� �� @�� R�Z ��":��L"�> ���:��L ��#/59�$Z � �� �� ����> ����
 � ��$(8�#�9 R�Z ����$
 �# ��D
��9 �G�D ��$���
 U"b/H ���� �/�� R�Z @�� ����� �# �: b†b � a†a �[ �h# � �	(�# "685C �� ��#/59 R�Z ��":��L

I��9� �# ��K�"�> ��� � �� R�Z @�� ,0��$#��9"6��'$� 0�

|n,m〉 :=
1√
m!n!

a†
n
b†

m|0, 0〉,

H |n,m〉 = �ω(n+
1
2
)|n,m〉, L|n,m〉 = (m− n)|n,m〉, O97P

,�$� �# R�".
"�> �F �� � |0, 0〉 �G�D ���� �:

a|0, 0〉 = b|0, 0〉 = 0. O98P

,����� �ω(n+ 1
2 ) �n"�� � l = (m− n)� ����> ����
 � |m,n〉[�G�D 0� (n,m) �&�#�� j�AB �C �&H "9 ��>� � 

@�� ,�$� �# 1��$2 ���3 >�"
 0� �� �^ n � |n,m〉 ��9 �G�D >� 1�"* "9 ,�� 1� 1��� ��K� m ����� �9 �G�D @��
,���� R8(=# ��9 �� ����> ����
 �G� �n"�� 0� �59 �9 �G�D

Sw
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,�'� ������> �:"D 1>��� � �n"�� d"(K# �G�D 1Y�� 0� (m,n) �G�D "9 Im ���

 �� 0�	+ 1	+- �	 �2�� ��3!34 �

+�� @�� �8�8A
 ! �� � d�� ��" �%�� Q�$2 � X �$
 @�� @(2��� ,��>��"L �# �� X �$
 ��".# � ��M(2� � �5�5b @����
�� X �$
 @�� Q�$2 �#�5
 ���"	
 �: ! �� � 7��^� � a�"� �5�5b @�� ��( � >� 1���$2 "*� ,���� ��59� 1��� ��9 +�� �

,�: i�"=('� 0� � 0� ��$
 �#

��� ����
 ���� ���

,�": R�".
 ���G$# X �
 � ��$
 �# Q�2 X �$
 >� "6�� ����� �h# �� �� X �$

I�$� �# R�".
"�> G$# X �
 � ��9� �# ��K� Jn(x) � �� �%�� �: n ��
"# �� X �$


g(x, t) := e
x
2 (t− 1

2 ) =:
∞∑

n=−∞
Jn(x)tn. O99P

,���� �' "�> W�
"
 � �� �� X �$
 Q�$2 >� ����� ��$
 �# R�".
 @��>�

�: �� ��9�$2 \"Z�� ����	# � t −→ −t ���
 � $9

Jn(−x) = (−1)nJn(x). O100P

�: �$� �# �$8.# \"Z�� ����	# � t = 1 ������"J � $:

J0(x) +
∞∑

n=1

J2n(x) = 1 ∀x. O101P
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,�� ��G�� X �
 �� Ip ���

�F �� @�� �'�"�v(# t �: �-��>� ,1 =
∑∞

n=−∞ Jn(0)tn ����� �# �' �%�� ����	# � \"Z���� x = 0 ������"J� $;
���� �(��� �: �'���"J" �(J� !	�

J0(0) = 1, Jn�=0(0) = 0. O102P

����� �# �' 100 �F ��>� 1��&('�� \"Z �� �#$9$# � �	�	D ��9 �5�J ����	#� t = eiθ ������"J � $<

cos(x sin θ) = J0(x) + 2
∞∑

n=0

J2n cos 2nθ,

sin(x sin θ) = 2
∞∑

n=0

J2n+1 sin(2n+ 1)θ. O103P

I����� �# �' �\"Z�� ����	#� g(x, t) = e
xt
2 e

−x
2t 7�$B� s� \"Z !� � $=

Jn(x) =
∞∑

s=0

(−1)s

(n+ s)!s!
(
x

2
)n+2s. O104P

,�� 1� �'� p ����� �� ��G�� X �
 �� ,�(�9 �"�# ���#�� � �G� �'$��' X �$
 �h# ���"	
 �� X �$
 ���
��	# 0� >� � ���# �� X �$
 ��9"&B �9� �# �� �;�# �B�$� �� �%�� ��9"&B �: �'$��' X �$
 \V2" �#�
�# �� �"���	# ���� �k	�J� X �$
 @�� ���� �: �'� �%# X �$
 @�� ��9�" ��: >� ����� �� �$H� @�� � ,�(��� @�.#
�9"&B @�� E�J� ��.J$# ��": �'"%� � �9 U�(: �� ����� ��9 ��H �: �'�-�� �
 �� X �
 ��9"&B ��59� ,�9�

,9� �# ��K��� �� ��G�� X �
 �� ��9"&B S,r ��H ,���(2��"L
I��'� �#"�> ��"�
 ! �� � � @��"Z ����	#� t � ���� � x � ���� \"Z�� >� @(�"* E(K# � I��"�
 ! �� � $>

Jn−1 − Jn+1 = 2J ′
n,

Jn−1 + Jn+1 =
2n
x
Jn, O105P

]S
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14.9309 11.7915 8.6537 5.5201 2.4048 J0

13.3237 10.1735 7.0156 3.8317 0 J1

14.7960 11.6198 8.4172 5.1356 0 J2

16.2235 13.015 9.7610 6.3802 0 J3

�� ��G�� X �
 �� >� ��G�� ��9"&B IS ��H

,�'� x � ���� Jn E(K# J ′
n >� �$;�# ���� �:

��'� �# �'� �� �����"&�� �G��.# ��59 �: "�> �����"&�� �G��.# � ��"�
 �G��.#�� @�� W�:"
 � I�����"&�� �G��.# $?
IO�'�1���$2 1%C � W�:"
 ��-��P

d2

dx2
Jn +

d

dx
Jn + (1 − n2

x2
)Jn = 0. O106P

���� ��� � 
�� �� ��� ����
 ���

�# @��" �� ,��: �# _B /�� _$� �����"&�� �G��.#�� �%� �$Z � ��: _B 105 �[�"�
 ! �� � �� �: X �$
>� �� �G���� "9
I�": R�".
"�> ��� � �� ν[j�AB"�f ��
"# >� �� �G��.# ��$


d2

dx2
Jν +

d

dx
Jν + (1 − ν2

x2
)Jν = 0. O107P

I�$ �9�$2"�> ��� � �G��.# @��[U�$H ��

Jν(x) =
∞∑

s=0

(−1)s

(ν + s)!s!
(
x

2
)ν+2s

J−ν(x) =
∞∑

s=0

(−1)s

(−ν + s)!s!
(
x

2
)−ν+2s. O108P

I�$� �# R�".
 "�> 7�$B � �: �'� �	�	D ��C� ���$(:�� ν! >� �$;�# �H @����

ν! =
∫ ∞

0

tνe−tdt. O109P

]]
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��B�2 @(��� 1�6� @5b R�".
 @�� �: OǱ/H � Ǳ/H �"�* ��"6(�� >� 1��&('� � Vk h#P �: � �^ �(D�" ��$
 �# 1���$2
,�'� E�F�# ���$(:�� �����('� R�".
 " ��h# j�AB "���	# �� ν! = ν(ν − 1)! �F �� ��.� ���$(:�� �8B�

�U�$H�� @�� ��'� j�AB �C ν �: �(J� ��" �G� ��� �9>� �	(�# U�$H�� @�� ����� j�AB �C ν �: �(J� ��" 
@�� U�$H @�� ��":��L ��" 1�� 0� ,���:��L �	(�# U�$H 0� ���� �# �G�D @���� ,�(��� �	(�#� �� W'��(# �9� 

I���: �.G�F#"�> U�$H�� �� ν −→ n D �: �'�

Nν(x) :=
cosπνJν(x) − J−ν(x)

sin νπ
. O110P

��3$Z !� @�� ��� ,�$� �# n ��
"#>� ��5�$� X �
��� ��� a$�>� �� X �
 ��" !� 0� � "-�# D E�J� ��'�A#
I�:��L"�> U�(:�� �� �� �#�: ��� >��� 7�$B�� ��$
 �# 1���$2 � �'�

G. Arfken, Metheds of Mathematical Physics, 2nd edition, Chapter 11, page 498.

�D ! �� � 0�$: ��9 x ��" �: �": � �^ ��$
 �# ,�'� x −→ 0 ����/��� X �$
 @����(�� �'� �%#�# ��" �: �N��
I�(�9��"J" "�>

N0(x) =
2
π

(ln x+ γ − ln 2) +O(x2), O111P

�

Nn(x) = − (n− 1)!
π

(
2
x

)n(1 +
1

n− 1
(
x

2
)2 + · · ·). O112P

��� ����
 ���!
 ���

�F �� �$� �# R�".
 ���%� � �
 "&B �8B�� �� X �$
 @�� �: �(J� ��" ,�#�.(# �9" �� X �$
 �: �": � �^ ��$
 �#
I�'�"�> ��� � �%�� #�.
∫ ∞

0

Jν(kr)Jν(k′r)rdr =
1
k
δ(k − k′). O113P

]e

www.Endbook.net



@�� �: �(J� @��� �9 ,��$5C "6��� " ��>� 1�< i$# X �$
 �: 9� ��K� � �: 1��&('� �F �� @�� >� ��$
 �# 1���$2
I�� �#�� "�> ��� � #�.
 �F �� ����: a �
 0 Vk h# ��A# �8B�� 0� � ��A# �� X �$


∫ a

0

Jν(βν,m
r

a
)Jν(βν,n

r

a
)rdr = 0 if m �= n. O114P

,�'�"&B � " �" r = a �� �: �'� �. �
 Jν(βν,m
r
a ) X �
 @��" �� ,�'� Jν X �
 >� m �1��5� "&B βν,m �F �� @����

�	"# ����
 ���

I�$� �# R�".
 "�> ��� � �: �(�9 ��5�$� � �� X �$
 >� �F2 ���:"
 HankelFunctions ���9 X �$


H1
ν (x) = Jν(x) + iNν(x)

H2
ν (x) = Jν(x) − iNν(x). O115P

I�� �# �' "�> ! �� � >� X �$
 @�� ����-# !� 

H1
ν (x) =

√
2
πx
exp i

[
x− (ν +

1
2
)
π

2

]
.[Pν(x) + iQν(x)]

H2
ν (x) =

√
2
πx
exp− i

[
x− (ν +

1
2
)
π

2

]
.[Pν(x) − iQν(x)], O116P

I���� �� "�> ����-# ��9 !� Qν � Pν X �$
 ���� �:

Pν(x) ∼ 1 − (μ− 1)(μ− 9)
2!(8x)2

+
(μ− 1)(μ− 9)(μ− 25)(μ− 49)

4!(8x)4
− · · ·

Qν(x) ∼ μ− 1
1!(8x)2

− (μ− 1)(μ− 9)(μ− 25)
3!(8x)3

+ · · · O117P

�

μ = 4ν2. O118P

]g
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��� �� �� �	
��� ���� � �
 ���
� ���� ��
�	
 ���� ���

����� �

��� ���� �	�
�� 
��� ����� �� ����� ������ ������ �
 ������� �	��� �� � ����
 � ��� �� 
� �	�
�� 
��� �� !" #
� 
�
�$�� %�� �� �&��' �	��(���) �� Lz �*(+, �$�� 
���

[H,Lz] = 0. -1.

��� /�0�1� ���2
� ���$�314� �
 ������� ��	��� � �	��(���) 5��4� ��) 6��7 89�� �� ��� 8��'� �� �� ����
 ���
:��� �
� �� ��;��$� ψE,n(r, θ) = UE,n(r)√

r
einθ /
�< �� �
 �*$���� ������ ��) =��' ���;	��� �� ����$�� ��� �� ���

8
�� 
� �
 ��> /������ ��)��> �� �	�$� #
� 
� ���� �� ?�< �@�� ��;	��2 A� �� �*$���� �,�� ������
� UE,n(r)

��� �� �) �
�� ��89�� 6�+)� ��� �B 
� �	�
�� 
��� ���)� ��+�� ��� �B �� ������� �	��� �� � ����
 � �	�
�� 
���
�� �) � %6B��	� ��� ��) 
��� ���� �C� �� ��� �	�
�� 
��� � 6B� ���� �B �� �����2 ���D�E � ��F�� ���	� �� 6C'
��$�;) ��� �� �� �� �$G
��;� ������� �	��� ��	�" �B ��)�H��� �$�� � ��)���� � ��� �B 
� �	�
�� 
��� �� ���� ���
��$I �) ��
�� �B�B� 6�+)� 6B �) ��� ���� 8��B �� J�
��) ��� ������ ���� 6>��� ��)��> #
� ��� K�L 
� �� �M	�
���C������ ��$I �) � ����$� K��' � �	������ �$I ��) ��� ������� �� �� ���*$) �$�� 8�$�� ��) #
� �B���B 
�

�6 �� �$)��> 6�+)� ��$� �� ������ �
 �"�$���2 ��)8���2 �� ��F� ��7 �� ������2

�� N���� #
� �� ���$� 8
� � ��� �B 
� �	�
�� 
��� ���C	�&��	 �� 6;1	 �O��
 P��� 
 �� � ��"
� �� �QF 6B���C�

��� ��'� ������$� ��$�;) R(�1� /�0�1� ��)
�S� K�7 
��� ��)���� ������� ��	��� ��)�H��� �� ��	�� �� 
���

��$�� �$�� %�	� �&��' �	��(���) �� �H��� �B ��� �� �� �� T,�� ��� �B 
� �	�
��

[H,Lx] = [H,Ly] = [H,Lz] = 0. -2.

�+) �� -L2 := L2
x + L2

y + L2
z �$�� 8���	� ��� :��� �� U�F� ��� ����. ������� ��	��� �� 8���	� �� ��$� �� 6��@ �����
�

��$�� �$�� %�� �� �&��' �� ����� �	��� ��)�H���

[L2, La] = 0, a = x, y, z. -3.

V
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����� �
 Lz � L2 , H �$�� �*(+, �B 5��4� ��) 6��7 89�� ��	��� �� 6B� �	
��� 
��� �
�� �� �(�;	��2 ���� ������$�
��� ��$� =�1�	� D�	 �
 �*�� ��)�H��� �� W����) ���;	��� �� 6B����
��F A� �C$� �,�+&� ���
� Lz =�1�	�. ���$�
� �� ��$� =�1�	� �
�L �
 /�0�1� 8�*�B� ��	��� �� 8
��+) 6���7 
� ��� ��&�� �� ��(S� 
� ����H� X�) �� ���
��	��� �� �
 ?�E ��) 6��7 89�� -�� �� Lz ��H��� %���8��� =�1�	� Y�� ���� �B ��,�+&� 
� �	�&$" ���� �� ���H���
� �$$� �� �@� φ � θ ��)����� ��
 �C$� Lz � L2 ��)�*(+, �� ��� ��)��> �4	 8�$��
� ���)� �4	 ψE,l,m(r, θ, φ) ��

Z 6 �	 ��� �� �� ��� �� �
 Y�� [�� :��� ������$�

ψE,l,m(r, θ, φ) = f(r)Yl,m(θ, φ), -4.

Z�$�;) Lz � L2 5\ ��4� 6��7 89�� Yl,m(θ, φ) �
� ��

L2Yl,m = λlYl,m,

LzYl,m = λmYl,m, -5.

�$�� %�$� �� ?�< �*$���� �,�� ������ A�
� f(r) := R(r)
r � %�$�;) �*(+, �� ��� ������ 89�� λm � λl[−�

2

2m
d2

dr2
+ Veff (r)

]
R(r) = ER(r), -6.

�
� ��

Veff (r) = V (r) +
�

2l(l + 1)
2m

-7.

�� T,�� A�B]� 6��7 
� �� 6B� ������� ��	��� �� � �	 :F�� 
� ��;	��2 �� 8� �E�O� 6+;F �6B��@�� ��;	��2 A�
���� �+� K�+�7� 8
^ �� �� �� ��� �� �&$� ��;	��2 ��� ����	��� A�	���
� ��$�	 N��B ��;	��2 D��� ��
 8
^ �� 
�� %� �)��> �� �� 
�_7 K�+�7� ��� � �� ��4�� ������� ��	��� �� �I �) � � �� �� �� ��;	��2 ��) ����D	 
� 
�_7

�(??.

[�� :��� �� �41� 8
��+) %6;�I V (r) ��;	��2 �̀	 ��$�� �� ���;� � �$�;) 8�� ��
 ������ Yl,m :���� �� ��$� 6F�
:��� �,�� 6+;F �C$� ��;	��2 a�> �� ��
�� 
��F �
� 8
^ �� 6B� �D��� ��;	��2 �̀	 �� ���;� �C	� �� � �$�;)

���� �7 ]b ��;� �
 �*$���� �,�� ������ 6;��� �� a�> ��;	��2 �) ���� � �$� �� ����� �
 [��

���+CH� �
 Y�� P��� 
 /��cD' �� �� �� ��� d�< #
� ��� ����

89�� efB ���$� �� ������ 6F� �� �
 �� ����� �	��� �� N���� ��)�*(+, �� 6B� � ��$� �� �� �
�� ���;1	
�
 #
� ��� �� ����� 6+;F �
� 8� 8��� 
��� ��) g�
 6�+)� ���� �� 6+;F ��� � ��$� �� ����� �
 Lz � L2 ��)
����

���$� �� �B
�� �
 �,�� ������ �(� a��> � �� ��� ���� �)��>a�0�>� ��> ��

h
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���
�� �	�
�� 
��� �� ��F� ��� �B 
� �@�� ��;	��2 ZV �� 

��� �� �� �
 ���
� �	�� �

Z�� �� R������� /
�< �� �� ����� �	��� �*(+, ��� �B 
�

�L = �r × �P , -8.

Z�$�;)��� i���� �� g� �	�" �B ��) �H��� ��

Lx := Y Pz − ZPy, Ly := ZPx −XPz, Lz := XPy − Y Px. -9.

Z�$�;)
��F����� P��� 
 �� ��� �4	 ��� �� ��7���

[Lx, Ly] = i�Lz [Ly, Lz] = i�Lx, [Lz, Lx] = i�Ly, -10.

8��4E 
��� ��

[La, Lb] = i�εabcLc. -11.

���	� �� :+' �
���� ��)3>� ��
 8�$�� ��) ����
 �+) � ����
 ���
�
/
�< �� �� ����� �	��� �� 8���	� :��� R������

L2 := LaLa = L2
x + L2

y + L2
z, -12.

j

www.Endbook.net



�� �� �� W�(��

[L2, La] = 0, ∀ a. -13.

6B� � ��� ��� �� �� �
�� �C$� � ��� 314� �)�� �
 ������� ��	��� ��H��� �B �) ��� �+	 D"�) %P��� 
 ������$�
���� 314� �
 �) �H��� �� ��� � ����� ��	��� �� �8���	� ��

8�$	��> ���$� �� 8��H�B� L− := Lx − iLy � L+ := Lx + iLy ��)�*(+,�� Ly� Lx ��)�*(+, ��&� :F��� �� �_��
�
Z�$� U��S� �
 ��� P��� 
 6S< �	��� �� ��7���

[Lz, L+] = L+,

[Lz, L−] = −L−,

[L+, L−] = 2Lz, -14.

�

L2 = L+L− + L2
z − Lz, L2 = L−L+ + L2

z + Lz. -15.

Z������2 �
 �	������ ��� ��) �H��� � �� ����� 6��7 8���	� ��) �H��� ��� ���&��' P��� 
 ��� �� ��$I �)

[La, Xb] = i�εabcXc, [La, Pb] = i�εabcPc. -16.

�� �� �� 8��� ��$I �)

[La, R
2] ≡ [La, XbXb] = 0, [La, P

2] = [La, PaPa] = 0, ∀ a. -17.

����
 �$�;�	�*(+, �� A�B]� ��) 6�+� ���� �� ��	�� ��

L2 = (�R× �P )2 = R2P 2 − (�R · �P )2. -18.

��> 6��7 8���	� i;7�� �
 L2 �� ��$� �� ��B ������� ��	��� ��)�H��� ��� ��Q' �����
 ���>� ��$, ��
Z� �� ��� �� �� �C	� �����
 �� ��	�� �� �	��� A�B]� �) 6�+� ��� �"� ���;��$�

L2 = R2P 2 − (R · P 2)

k
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���	� ����
 ��� %�	� �+	 �&��' �)�� �� ��
�� ���)�*(+,A�B]� ��) 6�+� ��&� ����	��� A�	���
� ��$�� ����� �
6 ��	��4�� �H��� A� �� �� ����� �	����*(+, ���� �� ��+) �� ����
 ��� �����
� �� ��$� �� �
����� ��$� �����l�

��;��	 �� ��� �B
� �6B� 
��F��

L2 = LjLj = εjkmXkPmεjlnXlPn = εjkmεjlnXkPmXlPn

= (δklδmn − δknδml)XkPmXlPn

= XkPmXkPm −XkPmXmPk = Xk(XkPm − i�δk,m)Pm −XkPm(PkXm + i�δk,m)

= R2P 2 − i��R · �P − (�R · �P )(�R · �P ) − i��R · �P . -19.

��B
 ����� �&��	 �� � �P · �R = �R · �P − 3i� �� ��$� �� 8��H�B� i(�� ����� K�7

L2 = R2P 2 − (�R · �P )2 + i�(�R · �P ). -20.

����
 ��� �� 8�$�� ��) m1� 
� �6B� i��G ���� �� ����	��� A�	���
� ��$I �) � A�B]� A�	���
� �>� �(+'
��� ��;	�� ���
�� �� 6B�� /�0�1� ���2 
� �
 �� ����� ��	��� ��)�*(+, �� ���� m1� 
� ���� ��)��> 8��H�B�

��
�� 6�+)� ���� /�0�1� 
� �I � ��
��� /�0�1� 
� �I �)�� 

������ ���	
� � ���� ���� ���� ���

Z�$�� ��
���� �� �� �� ����� �	��� ��)�*(+, /�0�1� ���2
�

Lx :=
�

i
(y∂z − z∂y), Ly :=

�

i
(z∂x − x∂z), Lz :=

�

i
(x∂y − y∂x). -21.

��$� 8��H�B���� /�0�1����l� �� ��	��� �� ��;��$� ���� /�0�1� 8�*�B�
� �
 �)�*(+, ��� ��)��1� 8�"�)

x = r sin θ cosφ

y = r sin θ sinφ

z = r cos θ. -22.

�� ��� ���� /�0�1� 
� �) U�4� �� �	 ���� ��8��&	� ��) U�4� �� 8��H�B� ��$I �) � /�0�1� ���l� ��� W�&	�
�� 6B� ��� 8��B 8�
 ��� ���� �)��> 6B�� ���� /�0�1� 
� �
 ������� ��	��� ��)�*(+, �� �	Y�L �b�Q;	 ���QB�S�

��;��$���� �� �� ���� /�0�1� 8�*�B�
� �
 �� ����� �	��� ����� �+)��

�L = �R× P =
�

i
�R× �∇

n

www.Endbook.net



=
�

i
rr̂ ×

(
r̂
∂

∂r
+ θ̂

1
r

∂

∂θ
+ φ̂

1
r sin θ

∂

∂φ

)

=
�

i

(
φ̂
∂

∂θ
− θ̂

1
sin θ

∂

∂φ

)
. -23.

�$�;)��� �� �� ���� /�0�1� 8�*�B�
� ��� ��)
���� �� ����� 8��H�B���

θ̂ = cos θ cosφx̂+ cos θ sinφŷ − sin θẑ

φ̂ = − sinφx̂+ cosφŷ, -24.

��
�� �� 6B��

Lx =
�

i

(
− sinφ

∂

∂θ
− cot θ cosφ

∂

∂φ

)

Ly =
�

i

(
cosφ

∂

∂θ
− cot θ sinφ

∂

∂φ

)

Lz =
�

i

∂

∂φ
. -25.

Z����� �)��> /
�Q, /�0�1� ���2
� �)�*(+, ��� �� ?�E P��� 
�� 8��H�B���

L+ = �eiφ

(
∂

∂θ
+ i cot θ

∂

∂φ

)

L− = �e−iφ

(
− ∂

∂θ
+ i cot θ

∂

∂φ

)

Lz =
�

i

∂

∂φ
. -26.

Z�� 6E��
� �QB�S� �+� �� ��� �� ��$I �)

L2 = − ∂2

∂θ2
− cot θ

∂

∂θ
− 1

sin2 θ

∂2

∂φ2
-27.

��	
��  !"	
�#�� ����� � ���� �� $!	%��� �

Ly, Lx ��)�*(+, �� ��$� �� �'�� 
�� ��� ���� ���$� ���2 �
 ������� ��	����*(+, ��)
���� 89�� ��)��> �� m1� ���
�
�)�*(+, ��� �B �) �� L2 �*(+, ��� ���� ���2 �
 �C	� 5��4� 6��7 89�� ��� �+	 ������$� %�	� �+	 �&��' �) �� �+) Lz �
���� g�
 ���� 8�	���� � ����C� ���� ���2 �
 Lz ]b o� �C	� �� ��� � L2\5��4� 6��7 89�� ��� �� ������$� %�� �� �&��'

p

www.Endbook.net



�� ��� ���� ��)��> W�&	� m1� ��� ������ 
� �� 6B� �
�� ��� ���$� ���2 �
 R�L ��� ��Q' g�
 �� �� 6B� � 
�� ���
�
���� 89�� ��;	��H�� /Y���� �b+���;� g�
 ���
� ���$� 8
� � 6B� �� �+��F �� �*�� g�
 A� �� ����� ��+) 
� 6;�	
/Y���� ��� ���
�� 6B�� Y�� 
� �� �)�*(+, ��� �(�;	��H�� W�E �� �'�� �� ���$� �� �7 �
 Lz � L2 ��)�*(+, �� N����

Z�$$��� ���2 �
 ��� �� 

LzYl,m(θ, φ) = λmYl,m(θ, φ),

L2Yl,m(θ, φ) = λlYl,m(θ, φ), -28.

���

−i ∂
∂φ

Yl,m(θ, φ) = λmYl,m(θ, φ),[
− ∂2

∂θ2
− cot θ

∂

∂θ
− 1

sin2 θ

∂2

∂φ2

]
Yl,m(θ, φ) = λlYl,m(θ, φ). -29.

������ =��' �� 6B� qO�� ��$�;) �L���� :��� � 89�� �) Yl,m � L2 � Lz �� N���� ��)
���� 89�� λl � λm �
� ��
A� �L�> �� ��� 8�], ��� �� m �� ����� D�	 λm 
\���� 89�� � ��&��	 
� �� 6B� Pm

l (θ)eimφ /
�< �� K�� ��;	��H��
�� �� �� q�S< ��, A� 6;��� �� m �� ����" �� �&��	 %� �� 
���� A� 8�� ��
 6;��� �� �� Yl,m :��� ��� �
����

Z6B� ��$I � �� �� ��B
 �� θ i;7�� �C$� ��;	��H�� ������ A� �� W�� ������ 
� Pm
l (θ)ei mφ :��� ��� 
��F

[
− d2

dθ2
− cot θ

d

dθ
+

m2

sin2 θ

]
Pm

l (θ) = λlP
m
l (θ). -30.

Z��� �� 
� ��� �� �� Pm
l (cos θ) := Pm

l (x) :��� ���� ������ ��� x = cos θ �\�l�� ���l� ��

(x2 − 1)
d2Pm

l

dx2
+ 2x

dPm
l

dx
+

m2

1 − x2
Pm

l = λlP
m
l . -31.

�� �� � A�D�E �O��
 =��� A� �� �	��� �� 8�$	��>. ���� ���2 �
 ������ ��� ��) =��' ��� �� �H(�1� ��) g�
 ��
����� λl 
���� 89�� �� �
�� ��!2
�&$) ��) =��' ��F� �C$� ������ ��� �� �� �� 8��� �4	 �-�$� �̀'
 �0E ��� ��+�+O

Z�$� ?�< D�	 ��� N� 
� � � �� �H$��	 q�S< ��, A� l �
� �� l(l + 1) �� � ��

|m| ≤ l. -32.

Z�$�;)��� ��;	��H�� ������ ��) rB�2 
�	�9� ��;��� :���� ������$� ��	� �� 8����	 
�	�9� ��;��� :���� ������ ��� ��) =��'

(x2 − 1)
d2Pm

l

dx2
+ 2x

dPm
l

dx
+

m2

1 − x2
Pm

l = l(l+ 1)Pm
l . -33.

s
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P 1
1 (x) = (1 − x2)1/2 = sin θ

P 1
2 (x) = 3x(1 − x2)1/2 = 3 cos θ sin θ

P 2
2 (x) = 3(1 − x2) = 3 sin2 θ

P 1
3 (x) = 3

2 (5x2 − 1)(1 − x2)1/2 = 3
2 (5 cos2 θ − 1) sin θ

P 2
3 (x) = 15x(1 − x2) = 15 cos θ sin2 θ

P 3
3 (x) = 15(1 − x2)3/2 = 15 sin3 θ

1: 
�	�9� ��;��� K�� :��� �$I

��	�8� �� �	 
�	�9� ��;��� :���� �� �� �$I -j. K��'
�
�� ��)��> �$ � 
�	�9� :���� �� ���4�� ��0H� �� #
� ��� �+�+O 
�

���$I ��	� �� ����� %�$E���� ���� ��) A�	��
�) �� �� Yl,m(θ, φ) :���� ���� W�E :���� ��� �� �� 6B� 
� ��
%������ 8�� ��
 :���� ��$, �� �� �$�;) ������ �) A�	��
�) ��� ��	�8� 8��� �4	 -j. K��' 
� ���� K�� A�	��
�)

��
�� ������$� ��$)� �� ���4� ���� ���2 A� �b�	�@ %�	������ Yb ��∫
dΩY ∗

l′,m′(θ, φ)Yl,m(θ, φ) = δl,l′δm,m′ ,

∞∑
l=0

l∑
m=−l

Y ∗
l,m(θ, φ)Yl,m(θ′, φ′) = δ(cos θ − cos θ′)δ(φ − φ′). -34.

�
 ���
� � �	�� &!' � ���� �� $!	%��� �

�� �
 
�� ��� m1� ���
� ������ ���2 �
 ���� ��) A�	��
�) ��;	��H�� ������ �7 �$�� ��$B g�
 �� �� !" m1� 
�
�(�> i���� � U��L �� � 6B�
��
�>�� ���4�� ��$G � U+, �� g�
 ��� �� ��� ��)��> ���)� �� W�&	� ��Q' g�

%Jx �� Lz � Ly % Lx ��' �� �
 �� ����� �	��� ��)�*(+, ��� �� ����� �6E�" ��)��> ��� �) A�	��
�) ��� 8
�� 
� �������
�� ����� �	��� ��)�*(+, �� ��	�� �� �� �)��> W�(�� #
� ��C�	�
� W�	���l� ��� 6+�7 ���)� �� �4	 Jz � Jy

Z�$$� �� ?�<��� ��Q' P��� 
 
�

[Jx, Jy] = i Jz ,

t
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Y0,0

√
1
4π

Y1,0 −
√

3
2π sin θeiφ

Y1,0
1
2

√
3
2π cos θ

Y2,2
1
4

√
15
2π sin2 θe2iφ

Y2,1 − 1
2

√
15
2π sin θ cos θeiφ

Y2,0
1
4

√
5
π (3 cos2 θ − 1)

Y3,3 − 1
8

√
35
π sin3 θe3iφ

Y3,2
1
4

√
105
2π sin2 θ cos θe2iφ

Y3,1 − 1
8

√
21
π sin θ(5 cos2 θ − 1)eiφ

Y3,0
1
4

√
7
π (5 cos3 θ − 3 cos θ)

2: ���� ��) u$)�+)�� �� �$I

v
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[Jy , Jz] = i Jx,

[Jz , Jx] = i Jy, -35.

���

[Jz, J+] = J+,

[Jz, J−] = −J−,
[J+, J−] = 2Jz. -36.

���
� ���� �E�O� �
 6��@ ��� ��� �� �C�	�
� � ��� �� �$	 P��� 
 ���
� �
 � 6��@ �� ��$� 6F� �J± = Jx ± iJy P���
 ���
�
���2 �� 6B� /
�Q, �(w;� ��� ���)� �� W�&	� �� �(� =�I
�I A� 
� �
 J2 � Jz �*(+, ��)
���� 89�� ��E�� �(w;� m1�
�O��
 x]�<� 
� %��$� ���2 ���) e����� ��$I 8�"�) ��$$� �� ?�< 49 ���&��' P��� 
 
� �� ���) e����� W�+� ���
��� �"� :F�� 
� ��� �� ��H" m��+	 ��� �) e����� ��� �� ����8��� ���2 ��Q' P��� 
 ��� ���� m��+	 A� �� �� �� ��H"
��$, �� �
 Jz � J+, J− �����;	��� � ��� ��E�� V \���� n �
���� ��_E A� �� �� 6B�$�� ��� �� � �� n �� ����� �) e�����
8
�� 
� ���	 A� �� �6;) D�	 V �
���� ��_E ��� �+) m��+	 ��� 6C' ��+) �� ���)� m��+	 �_E � 
� ���) e�����
��)� 
��F �� 6B� ��� � � 6E�� ��� �� �Q' ��� ���� ���� A� m��+	 A� K�o� ��$, �� ���$� 6F� ���� D�	 �
�!" ��+	
�� m��+	 A� ��$$� �� ?�< ?�E ���&��' P��� 
 
� ���� A� ��) e����� ��� �� 6B� qO�� �Jz = J+ = J− = 0

Z6B���� /
�< �� ����

Jz =
1
2

(
1 0
0 −1

)
J+ =

(
0 1
0 0

)
J− =

(
0 0
1 0

)
. -37.

Z�� 6B� /
�Q, ���� �� m��+	 ��� �*�� ��� ��

Jx =
1
2
σx, Jy =

1
2
σy, Jz =

1
2
σz. -38.

�� �$�
�Q, Jz ��)
���� 89�� %m��+	 ���
� ��$$� �� ?�< 49 P���
 
� �) e����� ��� �� �$� U��S� �	��� �� 8�$	��>

|1
2
〉 =

(
1
0

)
|−1

2
〉 =

(
0
1

)
. -39.

Z�� �$�
�Q, �) 6��7 ��� ��
 �*�� ��)�*(+, �@�

J+|12〉 = 0, J+|−1
2

〉 = |1
2
〉,

J−|12〉 = | − 1
2
〉, J−|−1

2
〉 = 0. -40.

Vy
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�$�� �$�;) D�	 J2 = J2
x + J2

y + J2
z �*(+, 6\ ��7 89�� | − 1

2 〉 � |12 〉 ��) 6��7 �� ��� U��S� ��� �� ��$I �)

J2|1
2
〉 =

3
4
|1
2
〉, J2|−1

2
〉 =

3
4
|−1

2
〉. -41.

��$�;) ���� �� ��_E ���
� J2 � Jz 5��4� ��) 6��7 89�� | − 1
2 〉 � |12 〉 ��) 6��7 �*�� /
�Q, ��

Z6B���� /
�< �� D�	 ���� �B m��+	 A� ���$� �� �'�� �*�� K�o� A� ��

Jz =

⎛
⎝ 1 0 0

0 0 0
0 0 −1

⎞
⎠ J+ =

√
2

⎛
⎝ 0 1 0

0 0 1
0 0 0

⎞
⎠ J− =

√
2

⎛
⎝ 0 0 0

1 0 0
0 1 0

⎞
⎠ . -42.

Zm��+	 ���
� �� �$� U��S� ��7��� �	��� �� 8�$	��>

|1〉 =

⎛
⎝ 1

0
0

⎞
⎠ |0〉 =

⎛
⎝ 0

1
0

⎞
⎠ | − 1〉 =

⎛
⎝ 0

0
1

⎞
⎠ , -43.

�� �$�� ��� ��

Jz |m〉 = m|m〉, m = 1, 0, −1. -44.

�� �$� U��S� �	��� �� 8�$	��> ��$I �)

J2|1〉 = 2|1〉, J2|0〉 = 2|0〉, J2| − 1〉 = 2| − 1〉. -45.

��$�;) J2 � Jz 5��4� ��) 6��7 89�� ?�E ��) 6��7 ������$�

P��� 
 �� �4��+	 8��1�� ��� �) 
� ��� �� ��� z�	
�� ��'� ������� ��	��� ��Q' P��� 
 �� D�	 ��*�� ��) m��+	 ���
m��+	 �o� ����;� ��Y�� ��� � � ��) m��+	 �� 	�� � �� ��7��� �� �B
 �� �{	 �� K�� 8�*	
� z�
�� 6B�� 49 ��Q'

Z��� ����
�CI

Jx =
(

1
2σx 0
0 1

2σx

)
, Jy =

(
1
2σy 0
0 1

2σy

)
, Jz =

(
1
2σz 0
0 1

2σz

)
. -46.

�)�� D' �D�I � ��) e����� ���F ���(� 
��>�B ����� � 6;�	 ���'m��+	 A� �b�F�� m��+	 ��� �� 6B� qO�� ���
�) Ja �"� �� ��$� 6F� ���� ��$I �) �����" �� ��!2 m)�� m��+	 A� �
 �4��+	 ��$I �6;�	 ������ m��+	 �� ��C	

VV
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�+) �� m��+	 A� D�	 �) J ′
a = SJaS

−1 8�*	� %� �� ��!2 �
�� 8��1�� e����� A� S � %�$ �� (49. P��� 
 �� m��+	 A�
8��� ���2 ���l� A� �
���� ��_E 
� 6B� ��� �o� 6���7 
� ��	
��	 ����� m��+	 �+) �� �F�E �bB�B� �� �$�;) ��Q' P��� 

�� K���� m��+	 �� �
 m��+	 �� ��� 6C' ��+) �� ��	�8� |�, �C��4� ���Q� A� �� m��+	 ��) e����� �&��	 
� � ���
m��+	 ��$I �� ��$ �� �����) ��$� �� ���2 �� ���) e����� �� 6B� �C� ����	��� A�	��� 
� ���
�� ���� ��$I �) �����"
8�*	� %�$ �� �����) ��$� �� ���2 �� ���) e����� 8�"�) �� 6B� � �
�!*��	 ��� ���� �����" �� �	��� ��) m��+	 ���)
6�+)� �� �M	� %/�{7]� ��� �� �'���� ���� �$)��> �	��� �$�;) �
�� 8�$)� m��+	 �� Un̂(θ) = eiθn·J ��) e�����

���$� ���2 �
 K���� ��G � ��!2�	 m)�� %�	��� %��) m��+	 �� 6B� � �
��
��)
���� 89��� m �� �
 �*(+, ��� ������ 89�� ���$� �� ���F�
 Jz �����)�*(+, �� 6B� � ��$� �� �� �
�� ���;1	

Z��)� �� m��+	 |m〉 �� �
 �

Jz|m〉 = m|m〉. -47.

89�� ��� �� 6B� � ��	�� �� �� �D�I�C$� ���	�� �+	 �D�I Vj ��_E ��� ��$I �)� m ��+������� �� :'�
��$)
���Q' P��� 
�� K�7 ��$)� �� ���4� Vj ��_E ���� ���� 
�&$C����2 A� {|m〉} ��)
���� 89�� � �$�;) ����7�)
����

�� ����*� �&��	 ��	���

J+|m〉 = C+(m)|m+ 1〉
J−|m〉 = C−(m)|m− 1〉. -48.

89�� �) �� ��$� 8���� 8�$�� �
�!*��	 �����
 ��> ��	� ���� ��	� ����� 6;��� �� �� �$�;) �Q���O C±(m) �
� ��
�&	��� �����" �� �) �	�� �� ����	 A� · · ·m− 2, m− 1, m, m+ 1, m+ 2, · · · �� 
 �� � ����" �� �	�� A� m 
����
�� � �� �� �� j − g �o� �(2 ���� ����2 A� � j �o� �(2 ����Y�� A� �b+�7 6;��� �� ����	 ��� 6B� ��� ���S� m��+	 ��

�� �� q�S< ��, A� 6;��� �� g + 1 �$���) �(2 ����� �
�
��� �� �$ �� �� �� �Q��O ��$I �� �
 ���E�)�� �� 6E�" ����7 ��� �� �
 C−(m) i���O �� ��$� �� 6F� K�7

���� ����� |m− 1〉 6��7 R���������
Z ����*� �&��	 �
 ��� P��� 
 (49. ����
�� �� 6B� � ���� W�F

〈m|J− = C∗
+(m)〈m+ 1|

〈m|J+ = C−(m)|m− 1〉. -49.

Z��B
 �� ����
 �� � ��$� �� =�;7 U��L���� �
 〈m+ 1|J+|m〉 �;����� �0$, K�7

C+(m) = C−(m+ 1), -50.

Vh
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��$�;) ����7 D�	 C+(m) i���O �)� �� �4	 �+O
� ��
��$� �� �'����� �;������0$, �� K�7

〈m|J+J−|m〉 = 〈m|J−J+ + 2Jz|m〉, -51.

����" �� �&��	 ��� ��

(C−(m))2 = (C+(m))2 + 2m, -52.

���

(C+(m− 1))2 = (C+(m))2 + 2m, -53.

�� ��	�� �� 6B� j − g � �(2 ���� ����2� j ����	 �(2 ����Y�� ��$�� �� �'����

C+(j) = 0, C−(j − g) = 0, -54.

%(50. ����
 �� �'�������

C+(j) = 0, C+(j − g − 1) = 0. -55.

Z�$�;)��� �� �� ?�E
���� P��� 
 ��)� �4	 λm �� �
 (C+(m))2 �"��B ���� �"�

λj−1 = 2j,

λj−2 = λj−1 + 2(j − 1),

· · · ,
λm−1 = λm + 2m

· · · -56.

��B
��� ����
 �� � �� :+' �) �(2 W�+� ���� �
 (53. 
���� ����
 ��E�L ��� �� K�7

j∑
m=j−g

λm−1 =
j∑

m=j−g

λm + 2
j∑

m=j−g

m, -57.
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%(55. ���� N� �� �'���� ���

0 = 2
j∑

m=j−g

m −→ (2j − g)(g + 1) = 0. -58.

�� 6B�$�� ��� �� ����
 ��� � �� −1 ������� �	��� �+	 g �� �&	���

2j = g. -59.

����Y�� ������$� �6B� q�S< �+�	 ��, A� ��� W�(���	 �$��� �� j �$�� m��+	 i;I�� �� 6B�$�� ��� �� ����
 ���
�6B� −j � �(2 ���� ����2 � j ����	 �(2

�)� �� �4	 8��B �QB�S� A� ��
�� 6B�� �
 C±(m) i���O �b�&��	� �) λm 
���� ��� �� �4	 (56. P��� 
 �� ��$I �)
��

C+(m) =
√

(j −m)(j +m+ 1) C−(m) =
√

(j +m)(j −m+ 1). -60.

���� �� �� 314� j q�S< �+�	 ��, A� �� m��+	�) ��	� �� ��>�B su(2) �Q' �	��� ��) m��+	 i���� ��� ��
�{| − j〉, | − j + 1〉, · · · |j − 1〉, |j〉} �� �$�
�Q, m��+	 ���2 ��)
���� �2j + 1 �� 6B������ �

Z�	� �� �������� P��� 
 PB�� D�	 m��+	 ��) e�����

Jz|m〉 = m|m〉
J+|m〉 =

√
(j −m)(j +m+ 1)|m+ 1〉

J−|m〉 =
√

(j +m)(j −m+ 1)|m− 1〉. -61.

�� 8��B �(�> �&��	 ��$� =�;7 �)
���� ��
 �
 J2 = J2
x + J2

y + J2
z = J+J− + J2

z − Jz �*(+, �@� m��+	 ��� 
� �"�
�� �$� U��S� �	��� �� 8�$	��> ���� �� 6B��

J2|m〉 = j)j + 1)|m〉. -62.

��, �� �C$� �*(+, ��� �@� �� 6B�$�� ��� �� ��� ��� �6B� 2j + 1 �� ����� � �;�� 
���� W�+� ��
 �*(+, ��� �@� ������$�
�c�F D��+� �"�	�" ��) m��+	 ��) 6��7 ��� ��	� ���� ��$I �) � ��� ����� ����� ���� ��
�� �*�;� m��+	 �̀	 �$�� j
89�� 6��7 ��� �� �)� �� �4	 K�7 ��,
� ��+	 ��� ���$� �� 8��H�B� |j,m〉 �\ ����" ��+	 �� |m〉 ��&� ��� �� ��� �� ��� 

�6B� Jz � J2 �*(+, ��D+) 
����
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Z���	����� j m��+	 ��) e����� �&��	
�

〈j,m′|Jz |j,m〉 = mδm,m′

〈j,m′|J+|j,m〉 =
√
j(j + 1) −m(m+ 1)δm′,m+1

〈j,m′|J−|j,m〉 =
√
j(j + 1) −m(m− 1)δm′,m−1. -63.

1
2 ����� ���	
 �� ���

��
�� m��+	 ���
� �{|12 , 1
2 〉, | 12 ,− 1

2 〉} ���$�
�Q, � ���2 ��)
���� � 6B� ������ m��+	 ���

Jz =
1
2

(
1 0
0 −1

)
Jx =

1
2

(
0 1
1 0

)
Jy =

1
2

(
0 −i
i 0

)
. -64.

1 ����� ���	
 �� ���

��
�� m��+	 ���
� �{|1, 1〉, |1, 0〉, |1,−1〉} ���$�
�Q, � ���2 ��)
���� � 6B� ���� �B m��+	 ���

Jz =

⎛
⎝ 1 0 0

0 0 0
0 0 −1

⎞
⎠ Jx =

√
2

⎛
⎝ 0 1 0

1 0 1
0 1 0

⎞
⎠ Jy = i

√
2

⎛
⎝ 0 −1 0

1 0 −1
0 1 0

⎞
⎠ . -65.

���� ()�*� +�
%� � �
 ���
� �	�� �� ��� ���� ��,-  �. �

�� ��	�� �� ���$����2 /�0�1� ��_E
� �
 �� ����� �	��� :���� 89�� �� ��)��> �� m1� ���
�

J2|j,m〉 = j(j + 1)|j,m〉
Jz |j,m〉 = m|j,m〉. -66.

��)� ��
��F /�0�1� ���2
�

fj,m(r, θ, φ) := 〈�r|j,m〉. -67.

��$�� ��
� ��;	��H�� ������ �� /
�< �� Y�� P��� 
 � ��;	��H�� �*(+,�� /
�< �� J2 � Jz ��)�*(+, ���2 ���
�
�� ����" �� �&��	 ������$� ��	
�� �*�;� φ � θ �� �C$� �� �)� �� �4	 �)�*(+, ��� �� P��� 
 �� �)�*	

fj,m(r, θ, φ) = f(r)〈θ, φ|j,m〉, -68.
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:��� � r �� �)��1�� :����) f(r) �
� ��

Qj,m(θ, φ) := 〈θ, φ|j,m〉 -69.

?�E ��;	��H�� /Y���� �7 ��&� �� ��$� �� 6F� K�7 ��$� �� ?�< Y�� ��;	��H�� /Y���� � �� 6B� 8�� ��
 �����
i���� �� :���� ���� ��$����2 �
 Qj,j(θ, φ) := 〈θ, φ|j, j〉 8�"�) Yb �� ���$� 8��H�B� ��� 8�
�� 6B�� �� ���) m��+	�� ��	��� ��

Z�$�� �� 6B�� ���

Qj,m(θ, φ) = AJj−m
− Qj,j(θ, φ), -70.

Z6B���� ��;	��H���*(+, J− � g
�&$C� 6��@ A� A �
� ��

J− := e−iφ

(
∂

∂θ
− i cot θ

∂

∂φ

)
. -71.

Z�$� �� ?�<��� ����
��
� �� 6B� ����� Qj,j(θ, φ) �b�	�@

JzQj,j(θ, φ) = jQj,j(θ, φ),

J+Qj,j(θ, φ) = 0, -72.

Z�$�;)��� ��;	��H�� ��)�*(+, J+ � Jz �
� ��

Jz = −i ∂
∂φ

J+ = eiφ

(
∂

∂θ
+ i cot θ

∂

∂φ

)
. -73.

Z��$� �7 �
 ��� ��;	��H�� ������ �� 6;��� �� Qj,j(θ, φ) ��E�� ���� ������$�

−i ∂
∂φ
Qj,j = 0,(

∂

∂θ
+ i cot θ

∂

∂φ

)
Qj,j = 0. -74.

Z�� 6B� /
�Q, g
�&$C� i��O A� ��C$� �� �	
�� ���� =��' A� /Y���� ���

Qj,j(θ, φ) = (sin θ)jeijφ. -75.

:��� ��Q	 ��B��2 ��	��" �� /��H��
���� �� φ+ 2π � φ ���� �� ���� �$�;�	 ��B��2 :���� ��� q�S< �+�	 ��) j ���� ���
��� �� Y�� /Y����
� :���� ��� ��� ?�< :	�� �� �$� �� 6��C	 �� ����� :���� ��� ��
 ∂

∂φ U�4� �� 6B�$�� ��� ��
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j �� ��) 6��7�C$� ��	
��	 /�0�1� ��_E
� �H�<�� q�S< �+�	 ��) j ���� |j,m〉 �&��	
� � |j, j〉 ��) 6��7 ������$�
�
 �C	� [�� :��� �� � ��)� �� �4	 |l,m〉 �� �
�) � ��� �� ����� �) 6��7 ���D�+� ���� ��	
�� �H�<�� ��$I q�S< �

��)� ��
��F �$�� %��)� �� �4	 Yl,m(θ, φ) �� D�	 8�� ��


Yl,m(θ, φ) := 〈θ, φ|l,m〉. -76.

��, m � �� ����� �	��� 8���	� �� N���� ���� 	��� ��, l ��	� �� 8�	��> ���� ��) A�	��
�) Yl,m(θ, φ) :��� �
�� 6B������ Yl,m(θ, φ)\[�� :��� �� |l,m〉 6��7 �� ����� �	��� 8���	� �6B� �� ����� �	��� W�B �H��� �� N���� ����	���

�� �)� �� �4	�� �� ?�E TS� ��m �� 6B������ �� ����� �	��� W�B �H���� �
2l(l + 1)

Yl,l(θ, φ) = Al sinl θeilφ, -77.

�� �� �� �� ���� ��
�� 6B����� i���� �� ��� �� �
 g
�&$C� i��O ��� �6B� g
�&$C� i��O A� Al �
� ��
∫ π

0

sin θ
∫ 2π

0

dφ|Yl,l|2 = A2
l 2π

∫ π

0

sin2l+1 θ = 1. -78.

�� ��	�� �� ���
∫ π

2

0

dθ cos2m+1 θ sin2n+1 θ =
m!n!

2(m+ n+ 1)!
, -79.

��
�� �� 6B�� �QB�S� �+������ ������$� � 12 ! =
√

π
2 � n! = n(n− 1)! �

Al =

√
(2l+ 1)!!
2π2l+1

l! -80.

�&��	
� �

Yl,l(θ, φ) =

√
(2l+ 1)!!
2π2l+1

l! sinl θeilφ. -81.

�� 6B�� Yl.l ��
 L− = e−iφ
(

∂
∂θ − i cot θ ∂

∂φ

)
�*(+, �$�� 8�	
�� ����2 ��)�*(+, �@��� �
 ���� ��) A�	��
�) ����

���
�� �� 6B�� l = 1 � l = 0 ���� �
 ���� ��) A�	��
�)��� 
� ���
��

l = 0 �� ���� ��� ��
����� ����
�� 6B� /
�Q, �� ��
�� ���� A�	��
�) A� P�E 6��7 ���
�

Y0,0(θ, φ) =
1√
4π
. -82.
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l = 1 �� ���� ��� ��
����� ����
��
�� 81 ����
 �� �'���� �Y1,1, Y1,0, Y1,−1 �� �	� /
�Q, �� ��
�� ���� A�	��
�) �B 6��7 ���
�

Y1,1(θ, φ) = −1
2

√
3
2π

sin θeiφ. -83.

��
�� A� ��fB� m��+	�� �6B� }��
 ��)���
��F �� � �	 − 6�], �� ��$� 6F�

|1, 0〉 =
1√
2
L−|1, 1〉,

|1,−1〉 =
1√
2
L−|1, 0〉. -84.

��
�� �� 6B�� ������$�

Y1,0(θ, φ) =
1√
2
e−iφ

(
∂

∂θ
− i cot θ

∂

∂φ

)
Y1,1(θ, φ) =

√
3
2π

cos θ,

Y1,−1(θ, φ) =
1√
2
e−iφ

(
∂

∂θ
− i cot θ

∂

∂φ

)
Y1,0(θ, φ) =

1
2

√
3
2π

sin θe−iφ. -85.

�� N���� ��) A�	��
�) ��� �$ ���4�� �) K����
�� W�CH� �� �C	� N�Q�
� � �) A�	��
�) ��� ���_E �� �� ��	� ����
�� 6B� /
�Q, [�� :��� ���� �� �� ��$� 6F� ���$� �� �B
 �
 l = 1

ψE,l,m(r, θ, φ) = f(r)Yl,m(θ, φ) -86.

W�B �H��� � �
2l(l + 1) �� ����� � �� ������� ��	��� % E �� ����� 8
^ �J�	� �� 6B� ����7 8�$)� �4	 [�� :��� ���

�<�7 /
�< �� �� �� �� �� �	 |fE(r)|2|Yl,m|2 /
�< �� 8
^ K�+�7� ���*I �6B� �m �� ����� � ������� ��	���
��$� 8�*	 �	������ ��� ���*I �� 6��@ `�� A� 
� 8�"�) �6B� 8�� ��
 ��)����� �� :��� A� 
� `�� �� :��� A� =�O
��� �� 8��� |Yl,m(θ, φ)|2 :��� �� U���� � 6{(G /����l� %��$� 8�*	 ��� ��� ���*I �� � 8��� 6��7 8�� A� ��
 �$��
�,�� 8�� ��
 (θ, φ)\/�0�1� �� ���	 �) ���� �� �� �$�� ��� �� ��$� �B
 8�� ��
 �
 :��� ��� ��	��� �� ��C� �;&� ����
� � �)��> 8�� A� |Y0,0|2 A�	��
�) �� i���� ��� �� ���$� �� �B
 ���	 �+) ��
 r := |Yl,m(θ, φ)|2 �8���	� ��

� �� 6B� �(� �Q��� K����
�� �+) ��� �-. �� %� �)��> 8��� r = 3

2π cos2 θ :��� /
�< �� |Y1,0|2 A�	��
�) �� 
��$� �'�� �(h. �� %6B� Y1,z %Y1,0 ���� A�	��
�) ���� iB�$� �B� A� ���� ��+) �� %6B� ��E�" 
��F z 
�S� ���B�

�� �)� �� �4	 P�E � P�E ��(� 6B� K����
�� ��� �
� �� �0S$� �	������ ��� 6{(G �� 6;�	 ��� �� ��� ��$�� ��
��� �� 6B�� ��F� P�E �_E N��	 �� ����� ��$, �� �� K�+�7� ���*I �6B� �	�*I R(�1� ������ �� 6Q;	 ��� ��� 6{(G
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Y1,z , Y1,x, Y1,y ��) K����
�� Zh �� 

��� �� 8��� ���� D�	 �
 �,�� :��� ��

�) W��� %�$�;) y �� x ��)
�S� ���B�
 
� �C	� 
\�S� �� �(� �Q��� ��) K����
�� �� ��B�f� ��> �� 6B� ��+�
�� x�O� �� ��$� 
�0� �
 |Y1,−1|2 � |Y1,1|2 ��) A�	��
�) ���_E �� �"� �� 6B� i��' 6C' � �� K��B ��� z�$�;)
�
 ��� ��) K����
�� Y1,−1 � Y 1, 1 ��&� �� 6B� �E�� ���C�����
�� ��$I �� �
�� 6B�� ���� ��$���H�� �) K����
�� �

Z��$� R����

Y1,x := Y1,1 − Y1,−1 = −
√

3
2π

sin θ cosφ,

Y1,y := Y1,1 + Y1,−1 = i

√
3
2π

sin θ sinφ. -87.

�C	� ��)
�S� �� ���) �Q��� �$�� ��� 8� �$ � ��� �+� ��) #
� 
� �� 6B� ���) �+) �) K����
�� ��� ���_E �� 
(h. �� %�	���E�" 
��F y �� x ���B�
 
�

���� ��� ������ ���
�	 ���

Z�� �� R���� ��� /
�< �� ��� �B
� ���
�2�*(+,

Π|�r〉 = | − �r〉. -88.

Z6E�" �&��	 ?�E R������ �
 ��� P��� 
 ��� �� ����� �4	 ��4�2 ��) #
�
� �� �Q���� �+) ��

Π|�p〉 = | − �p〉,
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{Π, X} = {Π, Y } = {Π, Z} = 0,

{Π, Px} = {Π, Py} = {Π, Pz} = 0. -89.

�� ��� �� 6B����>� ����
 ����

[Π, Lx] = [Π, Ly] = [Π, Lz] = 0, −→ [Π, L2] = 0. -90.

�C	� ��$����2�
 |l,m〉 ��) 6��7 ���
�2 ��	� ���� ��$�;) �) ���
�2 6��7 89�� Lz � L2 5��4� ��) 6��7 89�� ������$�
Z6B���� �� �� ���� /�0�1�
� ���
�2 �@� �� ��	�� �� ���$� �� ������ /�0�1� ���2
� �


Π|r, θ, φ〉 = |r, π − θ, φ+ π〉. -91.

6 �� ��)��> �,�� �0�1� ��E�*	�{	
��� /
�< ���
� �� �� α �� ����� |l, l〉 6��7 ���
�2 �� ��$� |�E

〈θ, φ|Π|l, l〉 = 〈π − θ, φ+ π|l, l〉, -92.

���

αYl,l(θ, φ) = Yl,l(π − θ, φ+ π). -93.

�� ����" �� �&��	 �� ���&��' ���
�2 �� L− �*(+, �� �&	��� �α = (−1)l �� �)� �� �4	 Yl,l(θ, φ) :��� �� �� �)�*	
������$� ��	
�� ���
�2 A� �*+) 6��@ l �� ���� �$I A� ��) 6��7�*��

Π|l,m〉 = (−1)l|λ,m〉. -94.

�	��� �� 8�$	��> �
 ��� P��� 
 6S< ���;��$� 8�$��
� 8��H�B� ���� �
 ���� ��) u$)�+) �(� W�E 6B���C� ���2
�
��$����2 A�D�E �O��
 ��) =��� �� ��'��� �� �	��� �� 8�$	��> �
 ��4�� P��� 
 ��$� U��S� � ��H" �� � �
 �� �QB�S� �� ��

Ylm(θ, φ) = (−1)m

[
2l + 1

4π
(l −m)!
(l +m)!

]1/2

Pm
l (cos θ)eimφ m ≥ 0. -95.

Yl −m = (−1)mY ∗
lm. -96.
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���4� �) �� �(+' �$I ��_E ���� ������ ���2 A� �� �$�;) 
�	�9� ��;��� ��) �� �(+' �$I Pm
l (x) P���
 ���
�

Z�	� �� R���� ��� U��L �� m ≥ 0 �����8���

Pm
l (x) = (−1)l+m (l +m)!

(l −m)!
1

2ll!
(1 − x2)−m/2 d

dx

l−m

(1 − x2)l, -97.

Z��� U��L �� m < 0 ���� �

P−m
l (x) = (−1)m (l −m)!

(l +m)!
Pm

l (x). -98.

�/�. ����� �

6B���� �� �� �	��(���) �$� �� 6��7 �D��� ��;	��2 A�
� �� �� 8
^ ����

H =
1
2μ

�P · �P + V (r), -99.

�� ) � H �� �� � � �
�� � 	�
�� 
� � � x� O� � � � ; 	� � 2 � �� �� �� 8��� � 4 	 μ � � �
 8
^ W� ' � r = (�R · �R)
1
2 �
� � �

� � ��
�� 
� � � �� ��� � �� � $ ��� � 2 �
 L2 � H,Lz 5� � 4 � R � L � � 	�� � � � � ��� �� $ � ���  � �� & �� ' �� � ���� � 	� � �
��$� �� �;��	������ �� �� �
 �*$���� ������� ��$� �� 8��H�B� L2 = R2P 2 − (�R · �P 2 + i�(�R · �P ))

[
L2 + (�r · �P )2 − i�r · �P

2μr2
+ V (r)

]
ψ(r, θ, φ) = Eψ(r, θ, φ), -100.

����" ���{	
���� �� �� �
 :��� 89�� K�7 �6B� /�0�1� ���2
� �	����*(+, �P = −i�∇ �
� ��

ψ(r, θ, φ) = R(r)Yl,m(θ, φ), -101.

��B
 ����� ����
 �� ?�E ������
� �
�!*��'�� e2 �
[
− 1

2μ
d2

dr2
− 1
μr

d

dr
+ Veff (r)

]
f(r) = Ef(r), -102.

�� 6B������ � �� � 6B��@�� ��;	��2 Veff �
� ��

Veff (r) = V (r) +
l(l+ 1)
2μr2

. -103.
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�'�) ���� ��E�" V ������� �
 A	]2 6��@ ������ ���
� �� ��$� 6F� ��� �� ��H" �*$���� �,�� ������ ?�E ������ ��
��)�
��F 8�"�) ���)�
��F P��� 
 
� �
 6��@ ��� ��F�� 
���� ��	��� �� � �� W�Y ��

f(r) =
R(r)
r

�;�� �@�� ��;	��2 A� ���� �*$���� ���� A� ������ �� ]��� �� ��� ��
���� �� 8��B �� �� R �� ���7 ������ 8�*	�
Z6B�[

− 1
2μ

d2

dr2
+ V (r) +

l(l + 1)
2μr2

]
R(r) = E R(r), -104.

����� ������ �
� 
� �!� �"�#�$� ���

���$� 6F� �C� ���	�$I �� 6B���C� 6;1	

6B� �H$� �C	� �J�	�� �$$� �� ��� �H< 6+B �� 6��C	 �� 
� �� ���) 6��7 �$�� ���� ��) 6��7 �� ��	�� �� ~ V

� �� l ��, �) ������ ���)� �4	 n �o� ��;;" ��, A� �� ���� �
 �J�	� ��� �����;;" ��	
�� ����;;" ��) �J�	�
�� �4	 En,l �� �
 �) �J�	� ��� ������$� �6 �� �)��> ��'� ��;;" ��) �J�	� �� ���,�+&� ��)� �� 
��F Y�� ������

���)� �� �4	 Rn,l �� D�	 �
 R(r) �,�� :��� �&��	 
� ���)�
�� 6B� /
�Q, �*$���� ���� ������ �7

ψn,l,m(r, θ, φ) =
Rn,l(r)
r

Yl,m(θ, φ), Hψn,l,m = En,lψn,l,m. -105.

�� 314� n, l ����	��� ��,�� �� �C$� �J�	� �) ��� �� �� 314� n, l,m ����	��� ��, �B �� [�� :��� �) ������$�
��� �� 6�<�> ��� ��C� ��+CE ���� �6B� �	�
�� 
��� �&��	 ��� ��� ��
��	 �*�;� m �$�� W�B ����	��� ��, �� � �� 

��$�� � [H,L+] = 0 �� ��$� �� �'�� ���	 ��� ��

L+ψn,l,m =
√
l(l + 1) −m(m+ 1)ψn,l,m+1. -106.

8�*	� Hψn,l,m = Eψn,l,m �"� �&��	
�

Hψn,l,m+1 ∝ HL+ψn,l,m = L+Hψn,l,m = L+Eψn,l,m = Eψn,l,m+1. -107.

��	
�� �J�	� A� ψn,l,m � ψn,l,m+1 [�� :��� ���) ��$�� �$��

hh

www.Endbook.net



�6B� ���� 
��� ��
�� �� �(�;	��2 ���� �J�	� R�L �	�+	 Zj �� 

�� �� U���� ���� �� ��Q A� 
� �
 �J�	� x��B ��	��� �� 6B� �	�
�� 
��� ��
�� �� �(�;	��2 �) ���� ������$�
V (r) = Kr2 �$���*	�B�	 ��;	��2 � V (r) = K

r ��(f� ��;	��2 ���� �$�� a�> ��;	��2 �� ���� ��� ���$� �B
 j �\ � 
��� R�L �6 �� �$)��> �*�;� n ��, �$�� ����	��� ��, A� �� �C$� � 6 �� �$)��1	 �*�;� D�	 l 
���� �� E �J�	� �����

����� 8�], �E�O� 
��� A��� � �	 �*�;��� W�, ��� �� �)��> k\�� 
� 8� 8��� �4	 �� �� ��Q �) ��;	��2

�6>���2 ��)��> � �� 8�$��
� � �
�� ��'� ��;	��2 �� ��� �
��
� �� 6B� �	�
��

��) ��;	��2 W�+� ���� �� %�$�	 ��� 6��C	 �� 6+B �� 1
r2 �������B ��;	��2 ��	� N� ��� AI�� ��) r ���� ~ k

Z��� ��
���� �� �� �,�� ������ %6B� ��$I d
����

[
− 1

2μ
d2

dr2
+
l(l+ 1)
2μr2

]
R̃(r) ≈ 0, -108.

Z�$� ?�<��� ������
� s ��	� N� �� 6B� R̃(r) = rs �� �� ������ ��� �7

s(s− 1) = l(l + 1) -109.

��
��E
 ��� /
�< ���� ��� �� AI�� ��) r ���� �,�� [�� :��� ������$� �s = −l��� s = l + 1 �)� �� �4	 ��
Z�$�

R̃(r) −→ rl -110.
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���

R̃(r) −→ r−l−1 -111.

�$� ��
��E
 111 /
�< �� �� ����' � regular �� �{$� =��' �$� ��
��E
 110 /
�< �� AI�� ��) r ���� �� ����'
��� �� 8����	 irregular �� �{$��	 =��'

%6B� ��$I 8
��+) �� � �� �� ��
�_7 �_E�� ����S� ��7�	 
� ��;	��2 ��	� N� �� � %�
D� ��) r ���� ~ n
��� ��
���� /
�< �� �*$���� �,�� ������

d2

dr2
R̃+ 2μER̃ ≈ 0. -112.

� ��
��F����� N� 6;��� �� ���;)
�&$C� ��) =��' K�Q	� ���"�
∫
r2dr

∫
dΩ|R(r)|2|Yl,m(θ, φ)|2 =

∫
dr|R̃(r)|2 = 1. -113.

�(�> r �� ��F� ���� ��$$� �� ����H<6+B �� 6��C	 ��
� �� �$�;) ���C	���!2
�&$C� �,�� ��) =��' �&��	
�
�� 6B� ����� ������ ��� =��' %� �� �
D�

R̃(r) ≈ e−κ r -114.

���

R(r) ≈ e−κ r

r
-115.

���
� ����;�	
�&$C� ��) =��' K�Q	�� �$�;�	 ���� �) 6��7 �� E > 0 6Qo� ��) �J�	� ���� �κ =
√

2μ|E| �
� ��
�$� ��
��E
 ��� /
�< �� �
D� ��) r
� [�� :��� /
�<

R̃(r) ≈ eikr +Ae−ikr , -116.

���

R(r) ≈ eikr +Ae−ikr

r
, -117.
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�V = K
r2 � V = Kr2 ��) ��;	��2 ���� �J�	� R�L �	�+	 Zk �� 

�k =
√

2μE �
� ��

�������2 �� a�> ��) K�o� ������ �� 8�$�� ��) #
� 
� �(� /�{7]� ����� e2

�*!*0 �

��� �	��> �+O 6;��� �� 8�$	��> ���� �$ � 
�	�9� ���;��� :���� � 
�	�9� ��) ���(+'�$I �� ��)��> �� 6+;F ���
�
�E��� �C	� ���� �� �
 :���� ��� �4�+) �o� ��$� K�Q	� ���1� �
 ��� �	���� �� �$� �7 ���8��� x�L �� �
 ��I�� ��) ���+�

Z�� �� R���� ��� /
�< �� �� ��$� ��

g(t, x) = (1 − 2xt+ t2)−1/2 =
∞∑

n=0

Pn(x)tn, |t| < 1. -118.

��	� �� 8�	��> 
�	�9� ��) ���(+'�$I � �$�;) n ��'
� �� ���) ���(+' �$I Pn(x) :����
Z�	
�� �
 ��� ��) 6�<�> 
�	�9� ��) ���+(' �$I �� ��)� �4	 ����	�

Pn(1) = 1, Pn(−1) = (−1)n, -119.
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P2n(0) = (−1)n (2n− 1)!!
(2n)!!

P2n+1(0) = 0. -120.

Z��
�� 6B�� 
�	�9� ��) ���(+' �$I ���� �
 ��� /
�Q, �;���� � (118. ����
 �I d�L P;� �� ����	�

Pn(x) =
[n/2]∑
k=0

(−1)k (2n− 2k)!
2nk!(n− k)!(n− 2k)!

xn−2k. -121.

Z�� ��)� �4	 ��E�L �;���� � t ��l�� �� 6Q;	 (118. �����
 ��E�L �� ���" U�4� �� ������ ���� � ����	�

(2n+ 1)xPn(x) = (n+ 1)Pn+1(x) + nPn−1(x), n = 1, 2, 3, · · · -122.

�� ��)� �4	 ��E�L �;���� � x ��l�� �� 6Q;	 ��E�L �� ���" U�4� �� ��$I �)

P ′
n+1(x) − P ′

n−1(x) = (2n+ 1)Pn(x). -123.

Z�$� �� ?�< ��� ��;	��H�� ������ 
� Pn(x) �� ��)� �4	 Y�� 
���� P��� 
 i���� �� �� 
��!�" #�"�$� ����	�

(1 − x2)Pn” − 2xP ′
n + n(n+ 1)Pn(x) = 0. -124.

A� � m �\���
�2 ���� 
�� A� %���
�� 6B�� �QF ���+�
� �� �������� %
�	�9� ��;	��H�� ������ �� �	 �� �%��$� ����	�
�� ��)� �4	 iB�$� /��(+, W�&	� � n ���� 
��

∫ 1

−1

Pn(x)Pm(x)dx = 0 m = 0. -125.

:��� �
 (118. �����
 d�L �� 
�� ��� ���� ���$� 
�&$C� �
 
�	�9� ��) ���(+' �$I ��	��� �� i(�� ��� �� 8��H�B� �� K�7
t ��l�� �� ����� ��$, �� �
 �I d�L K��*�	� 6;1	 6;��� �� 
�� ��� ���� �����*� K��*�	� 1 �� −1 �� x ��l�� ��
 � 8���

�� ��� ��)��> 6��@ /
�< ���
� ���)� P;� t �� ����� ��$, �� �
 � � 8��� =�;7
∫ 1

−1

[Pn(x)]2dx =
2

2n+ 1
. -126.
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P0(x) = 1

P1(x) = x

P2(x) = 1
2 (3x2 − 1)

P3(x) = 1
2 (5x3 − 3x)

P4(x) = 1
8 (35x4 − 30x2 + 3)

P5(x) = 1
8 (63x5 − 70x3 + 15x)

3: 
�	�9� K�� ��) ���(+' �$I

Z6 �	 ��� /
�< �� ��� �� �
 Pn(x) �� ��)� �4	 &'��"�� ���( ����	�

Pn(x) =
1

2nn!

(
d

dx

)n

(x2 − 1)n. -127.

6B� � ��C� 8�
 ��$� �� ?�< 
�	�9� ��;	��H�� ������ 
� /
�Q, ��� ��)� �4	 �� 6B� � ���+� ��� �7 ���� 8�
 A�
Z��$� 8��H�B� ��� ��S�� �� ��$I �)� ���(+'�� ��S�� ��� ��$� �̀ � (121. /
�Q, �� ��

dn

dxn
xm =

m!
(m− n)!

xm−n -128.

�

dn

dxn
(fg) =

n∑
k=0

n!
k!(n− k)!

fk(x)gn−k(x), -129.

�6B� f :��� �� k ��Q��� U�4� fk(x) ��$�� �
� ��

��$�;) (s. K��' �� U���� 
�	�9� ����� ��) ���(+' �$I �� ��)� �4	 ����	�

Z����*� �{	 
� �
 
�	�9� ��;	��H�� ������ �%
�)� #* ��� +���� ����	�

(1 − x2)Pn” − 2xP ′
n(x) + n(n+ 1)Pn(x) = 0 -130.

��)� 
��F K�7

u :=
dm

dxm
Pn(x) -131.
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��)� 
��F efB ���
�� 6B�� �
 u �� ���7 ��;	��H�� ������ �

v = (1 − x2)m/2u -132.

Z�$��� ?�< ��� ��;	��H�� ������ 
� v �� ��)� �4	 �

(1 − x2)v” − 2xv′ + [n(n+ 1) − m2

1 − x2
]v = 0. -133.

�
 
�	�9� ����� :��� �$I %��� 8�
�� 6B�� �� ����� 
 �� 8��H�B� �� �6B�
�	�9� ��;��� ��;	��H�� ������ �+) %������ ���
��$�;) -j. K��' �� U���� �� ��)� �4	 � ��
�� 6B��
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����� � ��	
��	 �	

������ ��	
 �� �� ���� ��� ����� ���� � ����� ������ �� ��� �� �!"#$ %����

[La, Lb] = iεabcLc. &1'

������� �� ��	�� (������ ��	
 	))� � *	+ *,- .
�� � �� �� �� /��� !0��� ��� 1����� ���� �2�� 3���4 �

|j,m〉 �������
 ��� 1������� (2j + 1 �
 ����
��
 �� 	�
 �� �," �567� j 809+ ��0� �� 809+ �	4 :� �


;	)� � <�4 ��� 3�,+ �
 (m = −j, · · · j)

Lz|j,m〉 = m|j,m〉, &2'

L+|j,m〉 =
√
j(j + 1) −m(m+ 1)|j,m+ 1〉 L−|j,m〉 =

√
j(j + 1) −m(m− 1)|j,m− 1〉. &3'

/�� =�$�� ( ���� �, � 	"�
 809+ �	4 :� j �� !>� ���
 .?- ��� ���@ /0)A ��B- ��,C� �� ��	�� /0)A ��
�� �)�� /�� �
 �,
 	)��,D ���� ��� E)���� ���� �� ���@ /�� ��B- ����� =�2�� F�0�� ��7� l �
 �� 809+ ��	4�

Yl,m(θ, φ) = 〈θ, φ|l,m〉. &4'

�	�
 �� ��B-�� G,� H
�,� <� ���
 ���I :� 	�," J�K 4��" H
�,� ���
 ���I :��� =�$�� ���� ��� E)����
(	)�� � ��	


�� 1/2 /0L�� ����� �M0� 	
 (	���	� ��B- ��,C� ��,$ N0� 1/2 /0L�� ����� O,C6
 809+ ��0� /0L�� �
 ��� �����
;�� 	)����4 �� �," �567� Sx, Sy, Sz �	�
 �� ��� 1������
 ����� /�� (�����0
 ��� �


Sx =
1
2

(
0 1
1 0

)
Sy =

1
2

(
0 −i
i 0

)
Sz =

1
2

(
1 0
0 −1

)
. &5'

��� ���@ ��� �� ����� /��

|+〉 := |1
2
,
1
2
〉 =

(
1
0

)
|−〉 := |1

2
,
−1
2

〉 =
(

0
1

)
, &6'

P
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;	))� � <�4 ��� 3�,+ �


Sx|±〉 =
1
2
|∓〉, Sy|±〉 =

±i
2
|∓〉, Sz|±〉 =

±1
2

|±〉, &7'

(	))� � *	+ ��� ��Q
� .
�� � �� �� ��� �0�R �

[Sa, Sb] = i�εabcSc, &8'

(��� =������> �,D �� �� =��
�� ���,
 �!-�$ :� �
 �
��
 �,)� �� �� �� :�SI �
�T � /����

/0)A �$� U	"�
 �� �� �� �0��� �� � |−〉 �� � |+〉 <V� !��@�� 	��,� � �,!��,� =�W :� ��� �� �0��I � �,D �� X�@
.
�� � ���� ���� �� ��� ��M� Sz � Sy FSx <V� �����#I =	��7� =�W /�� �
 ��,� � =�2�� 	"�
 �!"�� �, � �Y0A
���@ �
 Z,
�� 	)��,� �� �� ���@ /�� ��� �[M� �� �\�� U	���� �� �� ����� ����� O�,D ���� �Q0!��� � ��Q
� 
�� ��B-�� =�W :� 3��[0� ��B- � 	���	� 3�C!6� ��B-�� ���,C� �� ���@ /�� ��	�� �� �,����� ���� 	)"�
 ���!���
�$� /���
�)
 (�," � =	��",I <��� �,R �
 ��� 4��" H
�,� ���
 ���I :� fn(r) ���� �� Yl,mfn(r) H
�,� .�,� �	�

�� ��B-�0] �[CD:� �
 �� �� �� ����Y$�� ��02
���> ��� ���@ /0)A �� 	��,� � ��2�� =�W�� �� ���!��� �� �0
����
^��I U��0$ ����> ��� ���@ /0)A�� =�W :� ��� (����$ ���
 �0��� X�,� �
 X�@ (�0�� ��M� =�W �� ��W � ����
�� _�" �� ��� =	" =��� `a�$ ��!"� ��� ������ �
 �,!��,� :0���� /�,�� ��	!
� ��b��� ������ X�,� /�� ��V�
�[CD:� 	)��,� � �2�� ��� ��� �� 3��W �� B�
 � ���!��� �� �0��� � �,)�� (	" =���� �M� <0Cc� �
 ��� %����
80K,� .[!6� �	�
 �� 3��[0� ��B- :� /!-�$�d��� �
 ��,� � �� �� �
 Z,
�� O�,D ���� �� 	)�� ���
 �,D�� ��W
(	)!M� .���� Sz � Sy FSx ����2[�4 �
 	))� � e0+,� �B- /���� �� ���!��� ��!-� �� ���)� �����#I =	��7� (���
� ���> |z,−〉 ���@�� =�$�� � �� a�
 �
� � z �b �� �� /0L�� �� �0�,$ � ��0$ ����> |z,+〉 <V� !��@�� =�W =�$��

)�� 	)!M� Sz � S2 f�!7� �������
 =g�� �� ���@ /�� (��� /0��I �
 � � z �b �� �� /0L�� �0�,$ � ��0$

Sz |z,±〉 =
±�

2
|z,±〉

S2|z,±〉 =
3
4

�
2|z,±〉. &9'

������ ��� ������ � ����� �������� �

;�� 	)����4 � 	�," � =	0��� ����I ��� 1����� �� σa ���� �� �",� Sa = �

2σa 3�,+ �
 ��,� � �� /0L�� ����2[�4

σx =
(

0 1
1 0

)
σy =

(
0 −i
i 0

)
σz =

(
1 0
0 −1

)
. &10'

h
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��0M
 �� �
 Z,
�� 3����9� ��Q�� /0)A �� � /0L�� �
 Z,
�� .
�� � ������ �� �� 	���� ��� O�,D �� 1����� /��
;	)� i0?9� �� ��� .
�� � �9+ !@�� �
 	��,� � =	)��,D (	�	0c�

����

σ†
a = σa, σ2

a = I, {σa, σb} = 2δabI, T r(σaσb) = 2δab. &11'

({a, b} := ab+ ba ���� ��

��

[σa, σb] = 2iεabcσc, σaσb = δabI + iεabcσc. &12'

;	�� � ��	
 .
�� � /����

{a · σ, b · σ} = 2a · b, (a · σ)(b · σ) = a · bI + (a× b) · σ &13'

��

e−iθn·S = cos
θ

2
− i sin

θ

2
n · S. &14'

n̂ ��!��� �� ����I�2[�4 �������
 =g�� ��

����� (�," � e���� n̂ · σ 3�,+ �
 n ��!��� �� ����I �2[�4

n̂ · σ =
(

n3 n1 − in2

n1 + in2 −n3

)
. &15'

��7� |n̂,−〉 � |n̂,+〉 �
 �� �j�)!� �������
 =g�� F ��� ±1 �
 �
��
 �2[�4 /�� �����	?� =g�� /���
�)
 F(n̂ · σ)2 = I �� �Q����
�� 	�� � ��7� =��� ����9� :� (�0�� �

|n̂,+〉 =
(

cos θ
2

sin θ
2e

iφ

)
|n̂,−〉 =

(
sin θ

2

− cos θ
2e

iφ

)
&16'

k
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;	���� �� ��� ����?� Sz � Sy FSx �����#I =	��7� ��� |n̂,+〉 ���@�� =�W !>� �� ��� i0?9� ��,� � !@��


〈n̂,+|Sx|n̂,+〉 = sin θ cosφ, 〈n̂,+|Sy|n̂,+〉 = sin θ sinφ, 〈n̂,+|Sz|n̂,+〉 = cos θ. &17'

(�," �567� n ��!��� �� �0�S� ��� ����
 �
 =�W ���@ �� ��� /�� <V� ���� �2�� 3���4 �


���� ������ �� ! �

�[CD �� � 	�," �567� ����� � 3�C!6� �
 �� ���� ��B- ��� �[CD �� ���!��� ��� =	"567� �� X�@
������ �
 	��
 ����
 ��� /�� ���
 U��� e0+,� 	��
 ��,2A �� �� <��� ���@ �� 	0��I ��,� � F/0L���
 �� ���� ���
�
 (��� ��0$ =��	�� �� 3�C!6� �� � ����� =���� �
 ��,� � �� ���!��� /0L�� �� 	�� =��� ��7� ��0M
 ��� �
�Q� (����$��

���)�� /�� �
 ��� /�� (	)!M� ���
 ��$��� �����#I =	��7� ���!��� ����� � /0L�� �� ���!��� �C!6� � /0L�� �2�� 3���4

)�� F	�," � �Q
� ���
 ����#I =	��7� /�� �
 Z,
�� ����2[�4 ��

[Pi, Sj ] = 0 [Xi, Sj ] = 0, [Xi, Pj ] = i�δij, [Si, Sj ] = i�εijkSk. &18'

�
 Z,
�� ��Q
� .
�� � �� ���)�� /�� �
 ��� /�� (	���	� ��B- ����� ���!��� )0L�� ��� ���@ ��	�� �� �Q���� ���
���
 �� ����A�� �� � ��� ����� �-� ����
 ���!��� e0+,� ���
 �,)��� �� ���[0� ��B- ������ ��,� �� �� /0L��
3��[0� ��B- �� J�K �� �� <��� 3��[0� ��B- ��� /�� ���
 (�0)� ��0!D� ��� l�Y
 3��[0� ��B- a�
 .
�� � ���� �����
��B- /�� (�0�� � ��7� V0 �
 �0!"�� ������ �� �
 �,)��� �� ���[0� ��B- (����� � �	�
 �� � �	�
 ���b� 

��7� Vs �
 ��� �	�
 �� �� �� /0L�� 3��[0� ��B- (�," � J��� |p〉 �� |x〉 �������
 �
 � ��� �	�
 ���b� 
 3��[0�

;���0$ � �d��� ��� 3�,+ �
 �� <��� 3��[0� ��B- (�0�� �

V = V0 ⊗ Vs. &19'

;��� 	)��,D <�4 ��� 3�,+ �
 /0L��� F����� F3�C!6� ��� �2[�4 �B- /����

Pi = Pi ⊗ I, Xi = Xi ⊗ I

Sa = I ⊗ Sa, &20'

�� ����#I =	��7� /0
 .
�� � ���� �� ��� �!D�� ��B- /���
�)
 (��� (18' �
 i
��� �b�� ��Q
� .
�� � �� ��� b�	
 �
��� <�" �
 �B- /�� ���I �������
 (��� ����� ���� ��,� �

m
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|x,+〉 = |x〉 ⊗ |+〉 =
( |x〉

0

)

|x,−〉 = |x〉 ⊗ |−〉 =
(

0
|x〉

)
&21'

�,
 	��,D ��� <�" �
 �b�� 	���� .
�� ��

〈x, α|x′, β〉 = δα,βδ(x− x′). &22'

;	)�� � <0�7� V ��B- ���
 <��� ���I :� ������
 /�� /0)A ��

∑
α

∫
dx|x, α〉〈x, α| =

∫
dx|x,+〉〈x,+| +

∫
dx|x,−〉〈x,−|

=
∫
dx

( |x〉
0

)( 〈x| 0
)

+
∫
dx

(
0
|x〉

)(
0 〈x| )

=
( ∫

dx|x〉〈x| 0
0

∫
dx|x〉〈x|

)
=
(
I 0
0 I

)
= I &23'

∑
α

∫
dx|x, α〉〈x, α| = I ⊗ I. &24'

;��� .M
 ���I �������
 /�� nM@�
 ��,� ��� =�W :� <��� ���@

|Ψ〉 =
∑

α

∫
dx|x, α〉〈x, α|Ψ〉 =

∑
α

∫
dxψα(x)|x, α〉 &25'

���� ��

ψ+(x) = 〈x,+|Ψ〉, ψ−(x) = 〈x,−|Ψ〉. &26'

�� a�
 /0L�� �
 =�W /!-�� X��!@� ���A |ψ+(x)|2 �2�� 3���4 �
 (	)!M� /0L�� c)� � ��V� �c�,� �
 =�W G,� H
�,�
(��� x ��?� �� /0��I /0L�� �
 =�W /!-�� X��!@� ��2A Y0� |ψ−(x)|2 � ��� x ��?�

����� 3�C!6� ���I�� (������d��� �� Sa � P FX ����2[�4 8��+ <�" �� ��� n��)�

o
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X =
(
X 0
0 X

)
&27'

�


P =
( −i�
∇ 0

0 −i�
∇
)
. &28'

	)!M� ��� <�" �
 <� 3��[0� ��B- �� /0L�� ����2[�4 /0)A ��

Sx = I ⊗ Sx = I ⊗
(

0 1
1 0

)
=

�

2

(
0 I
I 0

)

Sy = I ⊗ Sy = I ⊗
(

0 −i
i 0

)
=

�

2

(
0 −iI
iI 0

)

Sz = I ⊗ Sz = I ⊗
(

1 0
0 −1

)
=

�

2

(
I 0
0 −I

)
. &29'

�2�� 3���4 �
 (	)� � � T� V0 )�� 3��[ 0� ��B- ��B- ��M> ��� �� ��� ��2[�4 I �2[�4 �� ���� ��
(I =

∫
dx|x〉〈x|

�,
 	��,D ��� <�" �
 ���	� !��D� �� �� /0L�� � ���� ���> V <0M��!I�� �� =�W :� �,![0��� �-�0>

H =
P2

2m
+ V (X ) =

(
P 2

2m + V (X) 0
0 P 2

2m + V (X)

)
=
(
H 0
0 H

)
. &30'

(��� )$�� :� =	)�� ��7� �� �,
 	)��,D ��� <�" �
 H �������
 =g�� �0"�
 =��� /00�� �� H �������
 =g�� =�$��
;	�," � �Q
� �,![0��� �
 /0L�� ����2[�4 ��)�� �� � ��� ���?� :� �� "�� )$�� /��

H|ψn, α〉 = En|ψn, α〉. &31'

�� ��� 3���4 X,9��2[�4 �,![0��� /0)A :� ���


U(t) = e−
i
�
Ht =

(
e−

i
�

Ht 0
0 e−

i
�

Ht

)
&32'

(�," ���00p� ��A� �0��� ���@ :� )0L�� ��M> ���� X,R�� 	�� � ��7� ��

q
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�"�#�$%���&'�� (�)�� �* �	�* +, -� .$� ���* �

A �����
 <0M��!I � φ ������ <0M��!I �
 M0R�)p���!��� ��	0� :��� �� q ���!�����
 �
 �� =�W �,![0��� �� �0��� �
;������ <�" �
 ��0$ ����>

H =
(P + q

cA)2

2m
+ qφ =

1
2m

(P 2 +
q2

c2
A2 +

q

c

P · 
A+

q

c

A · 
P ) + qφ(r). &33'

� 
� 
�� 
 ��� ! � �� : � � �� ! � ���� 
 ���� � � ��� =	" � ! ", � ���� $ �� �	@�� =� 2 ! �� �� �� 
�� / �� � � 	 0 ) � � >�
(�," � =	0Q)� %���$ 	@�� nM@�
 M0R�)p� ��	0� =�2!�� /���� (��� 4.8 × 10−10 esu

����� � ��	
 �0M�,)
 3�C!6� ���I �� �� a�
 �,![0��� =�$��

H =
1

2m
(−�

2∇2 +
q2

c2
A2 − q

c
i�
∇ · 
A− q

c
i� 
A · 
∇) + qφ(r) &34'

�� �0��� � -�R��


∇ · 
Aψ = (
∇ · 
A)ψ + 
A · 
∇ψ. &35'

<�" �
 �,![0��� ����0I /���� (	"�
���>�
 (∇ · A) = 0 Z�" ���� �� �0)� J�6!�� �� �� ����0I �0��,� � �70��
;	�� ������

H =
1

2m
(−�

2∇2 +
q2

c2
A2 − 2i

q

c
� 
A · 
∇) + qφ(r). &36'

� φ(r) = 0 =�2�� 	"�
 �!-�$���> B �D�,)�� M0R�)p� ��	0� :����b)� =�W =�$��


A =
1
2

B × 
r. &37'

;	�� ��� ��� <�" �
 �,![0��� .���" /����

H =
1

2m
(−�

2∇2 +
q2

c2
(r2B2 − (
r · 
B)2 − i

q

c
�( 
B × 
r) · 
∇) &38'

� ,Q7��� �?0?@�� (�0)�� �d� r�+ ��" �A,� <0�	
 B2 � 
 n��)!� ��� �[� �� �0 ��, � � =��,�� �� ��? � ���
	"�
 X,C@ <
�> =�27������� �� �� M0R�)p� ��� ��	0� ���
 3S� /�� �� 	�� ��7� =��� ����9� :� �
 	��,�

s
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������ <�" �
 �,![0��� .���" /�� �9� (	)!M� ",I �7A <
�> =��,�� �2�� 3S� <
�?��� (B < 105 Gauss)

;	��

H =
1

2m
(−�

2∇2 − q

c

B · 
L) = H0 − μ ·B, &39'

��!0
�� �� ����� ����� �� � �� ����� ���@ �� "�� �� ��� =�W M0R�)p� ���!7$ �� ��M> �� μ = q
2mcL ���� ��

;������ <�" �
 �,![0��� /�� <��� 3��[0� ��B-�� (��� ��

H =
(
H0 − μl ·B 0

0 H0 − μ ·B
)
, &40'

(H0 = P 2

2m ���� ��
���> ��,[
 <�" �
 �,![0��� /�� <0�� /0�� �
 (��� =����d� r�+ =�W /0L�� �� "�� M0R�)p� ���!7$ �� ����9� /����
�00p���� <�" �
 �� �,![0��� �M��
 � ���02
�d��� Y0� �� /0L�� �� "�� M0R�)p����!7$ �0��,6
 =�$�� (��� =	����

;�0��

H = H0 − μl ·B − μs ·B =
(
H0 − μ ·B 0

0 H0 − μ ·B
)
− q

mc

(
Bz Bx − iBy

Bx + iBy −Bz

)
. &41'

�
 � ,��
 �� �� ��[
 (��� =����0� ��	
 �0��� X,+��� B · L �[� <V� �� S · B �[� ( ��� ��a �!�� :� ��W � /����
��b� i0��� �
 2!M
 �� �� ��� 809+ ���� /0)A ��� �� /�� (��� =��� �-�K� ���	� � )0L�� M0R�)p� ���!7$ �
�7�
��)�� �� � 3��c� :� �
 F��� 809+ �� )�Y2�� /0)A �� ��� =��� ��7� �
�Q� � ���� �
�Q� �
 �,![0��� /�� t��!�
�,!��,�:0������ (	�� ��	
 )0L�� M0R�)p� ���!7$ �� ��02
���> S ��)� �� q

mc n��K �M��
 � q
2mc n��K ��Q


(	�� � ��	
 �0��� X,+��� � �0�R �,R �
 q
mc )�� 809+ n��K �����
 /0L�� �)� ���
 �
 Z,
�� �[� !0�M�

u
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�������� 	
����� �	� � ��� ��� �	� 	
����	� ����� ������ �������  ��
�	
��!"�

���� ���� 	
 ���� �� 	
 ������� ������� � ���� ���� ���� ��� �� �� �� ������� �!�� �"���� #�� $����
%&'� �() ���*+ �� ,&+ -���� ./) �� ���� -���� ��� �� ���� -���� �� �0�� ���� ���� ,1�� 2�3) ��
�� 4���� 	5�6� �� 2�3) �� ����� ��7��� �� � ����� %&'� ������� ���*+ �� ��86� �9��� �� ���� ,"�
 �:�� ;�����
��� 	
 �� �<=6� �� $�� �>��� ��?� �� ��@ ��� A��� ������) �� ,�� $*1� ������ ������ ���� ��� 	6��8B �� �>�����B
,�� �8C7� D�� E��F! $1� �� A��� $�� G��B �������B �� �<=6� �� $�� �� 	3H $���� ����� ;���� �� ���) �� �� �7��
�����<1! �� I��J1� �� ���8<���#�� $���� ���� �� ��(K ����� �����<1! �@ �� I��J1� �� ���8<��� �*��� ����

���� �� ��(K L2 � Lz ������� ���*+

��� ��� �

�"���� ���� �+���� E�38&� ���8�� �� ���� E��� ���� �� ������� �"���� �8 L> ��7�����

P 2

2μ
ψ =

−�
2∇2

2μ
ψ = Eψ M1N

O��86���� 	* �� �� 	
 $�� �� ���� �� ���� ���� 	


ψ�k(�r) =
1√

(2π)3
ei�k·�r, M2N

�J@ P�H -�� Q��+ QK�� �� �,�� Pz � Py ; Px ��<1! �� R�8'������ �:�� QK�� �� S�� $���� �<
�� �E = �
2

2mk
2 I��� ��

���� ;E�38&� ��TH �� |�k〉U,"�
 �:�� ���3+ J? ,6�

ψ�k(�r) = 〈�r|�k〉. M3N

������ �3&'� �9��� ψ�k(�r) ���� �TH �� I� -�� Q��+ �� � |�k〉 ,U "�
 �� �� �8 �� Pz � Py; Px V6
�� H �� ���0����
��� ��%&'� �k -�� ����� �� �� ,�� ,&+ -�� �� ����� I�'� QK�� �� ψ�k(�r) -U �� Q��+

W
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���� �� ����� ���*+ �����<1! �� $������ � � ,�� �"�*�� ��<1! �� ���� ��� �� ���8<��� �� ���� �� �H�X ��
�  ��  � �� � �� � ,"�
 �() ��� � ��* + R�8'� ��� ,"�
 �: �� ��0 � �  ��� + �� $��� �� � � ��� �� �0 ��? Lz � L2

� � E�38&� ��TH�� �� �7 �� -�� Q��� + � |E, l,m〉 � � �� �� ,"�
 �: �� $�� ��� � � Lz � L2 ;H UR�8'� ,"�
 �: �� ��
���� ��� B 	*'+ |E, l,m〉 ��� ,"�
 �:�� �� � |�k〉 ��� ,"�
 �:�� �� ���� �� I�'� ψE,l,m(�r) = ψE,l,m(r, θ, φ)

;���� ����� Y��� �� ��86� �7�� �� ���C8�� � Z���B ���86� �F8�� I�6*� �� ���� � ���� �� ���� ��� �� E�F<� ��TH
J��� �� ��� ����� E��[ �� �� �� ����� -���� �� � ��� ��0�� I��+ �� ,&+ -���� �� \� ���� �� �&8�� ���� �*���]1�
��� ,"�
 V6
�� �� |�k〉 ��� ,"�
 ����+ �� ��> I� E = �

2k2

2μ ������K ��>�� ���� ����� I��� �� � ���J� �(^� �� ��
�6���� � ��� Y6� |E, l,m〉

|�k〉 =
∞∑
l=0

l∑
m=−l

|E, l,m〉〈E, l,m|�k〉 M4N

E�38&� ��TH�� �(��� $�� I��� ���3+ �� ���

ψ�k(�r) =
∞∑

l=0

l∑
m=−l

C(�k, l,m)ψE,l,m(r, θ, φ) M5N

I��� ��

C(�k, l,m) := 〈E, l,m|�k〉. M6N

���� ������ I���� ������� ,��� �� ψE,l,m(r, θ, φ) -�� Q���+ ,���87� D�
 �"� ,'> ����)��� �(��� $�� �� �������
��86� ��� �<� 	* �� Q���+ $�� ��

ψE,l,m(r, θ, φ) = f(r)Yl,m(θ, φ) ≡ Rl(r)
r

Yl.m(θ, φ), M7N

O��� �� P�[ ��� �"���� �� R(r) �!�� Q��+ ��

− �
2

2μ
d2 Rl

dr2
+

�
2l(l+ 1)
2μr2

Rl = ERl. M8N

O��� �� ��� �(��� �� k =
√

�2

2μE I��� �� x = krU_���+ �� x �U �� I��� �`8�U\�&8�� ��

d2 Rl

dx2
− l(l + 1)

x2
Rl = −Rl. M9N

a
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R Q��+ $8 �� �� �� I� �b���� 	
 � Rl(x) = xl
∑∞

n=0 cnx
n E��[ �� Rl Q��+ $8 �� �� I��+ �� �� �"���� $�� �b�� 	


c�� ���� I��+ �� ���� ��� ���� ��� ����� ,��� D�� �"������ �7�� ���L���?� R(x) = x−l−1
∑∞

n=0 cnx
n E��[ ��

���� �� de�+ �� c�� $����� �� �,�� ������� �� ,H�> �1�J��F��� ���� ��F?
O, ��J���� E��[ �� I��+ �� �� 9 �"���� �� ��� �� ,K� ,6&�

DlRl = −Rl, M10N

,����� 	6���C����<1! Dl I��� ��

Dl :=
d2

dx2
− l(l + 1)

x2
M11N

�� J� �� �<=6� $�� ������� �� �F � �� �� ����8� ��� $������� � ,�� ������� ������� ���8<��� ������ ��<1! $��
O��� �� _���+ �� ��� �����<1! ��� $�� ���� O��� 	
 ��F? f��X

dl :=
d

dx
+
l + 1
x

, d†l = − d

dx
+
l + 1
x

. M12N

�� ��� �� I�'� �� ���� E�F��g� E��[ $����

dld
†
l = − d2

dx2
+
l(l + 1)
x2

= Dl, d†l dl = dl+1d
†
l+1 = Dl+1. M13N

���� � �� l �� ����� ���*+ ���� ������� �"���� �� ����? Rl �� ��� h�H A�


DlRl = −Rl �� dld
†
lRl = −Rl. M14N

O��� ���i� j@�� $H�X ��� �� d†l ��<1! E��[ $����

d†l (dld
†
l )Rl = −d†lRl −→ Dl+1(d

†
l ) = −d†lRl M15N

�6��� ����� 	* �� �� �(��� $�� ���� ����) l + 1 �� ����� ���*+ ���� ������� �"���� \��? d†lRl $�������

Rl+1 = d†lRl. M16N

k
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����� �� ,��� ��� ���C8�� 14 �(������ ����i� �� dl ��<1! D���(��� $H�X ����>� $�@ ��

dlRl+1 = dld
†
lRl = DlRl = −Rl, M17N

����� �� ��� �(��� 16 �(��� �� ���'� $�������

Rl = −dlRl+1. M18N

���*+ ���� �� ���� ��� \��? �1� I��+ �� l = 0 �� ����� ���*+ ���� \��? �� $8 ���� �� ���� �� I�'� 18 � 16 Y����
�� l = 0 ���� ������ �� ,��� �� �C[ �� ����� ���*+ ���� \��? �? $���� $������� ����� ,��� ���&"� �� ����� ���

�� ��+��F! �� ����� \��?

R0 = sinx −→ f0(x) = j0(x) =
sinx
x

��

R0 = − cosx −→ f0(x) = n0(x) = −cosx
x

,��� �� ul Q���+ l�1+ I��+ �� · · · � d†2 ; d†1 d†0 �����<1! �"��8� �i��� �,�� �� �8 �� ������K ����� �mH�[ − ,�/! �
��� �� ,K���� �(��� �� ��� l�0�� �� ���'H f��X �� �� ��� $�� �� $�� ���� �����

Rl+1 =
(
− d

dx
+
l+ 1
x

)
Rl M19N

��� ��� $�� �� fH�� �>� �� �� �8 ��� l �� ��86� ,��� .�X 	6���C����<1! �� ��� ���� R Q��+ _���+����� I��8� ��� 
R Q��+ _���+��� ���� ��6���� ��� ���i� Q��+ �� ��� �� ��<1! �� �� ����+ E��[ �� �� Q���+ l�1+ �8
��� ����+ ��

Rl(x) = xαlFl(x). ��� �����K
��� ���K �>� ���� ;����� l + 1 �� ����� �� αl �>� �� ��� �� I�'� ���� �F��g� ��

Rl(x) = xl+1Fl(x), M20N

O��> �� ��) �� �� ��� ���� 	* Fl ���� ���*+ �"���� �����

Fl+1 =
(
− 1
x

d

dx

)
Fl. M21N

, �� ����) �08���

Fl =
(
− 1
x

d

dx

)l

F0, M22N

n
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���

Rl = xl+1

(
− 1
x

d

dx

)l
R0

x
. M23N

����� �� ,��� 7 �(��� �� �?�+ ��

fl(x) = xl

(
− 1
x

d

dx

)l

f0. M24N

�� ��+��F! �� ��� �� ,�� �� fl(x) �!�� -�� Q��+ ���� \��? �8�� �� ����� \��? l��� �� f0 �*��� �� �86�

fl(x) = xl

(
− 1
x

d

dx

)l sinx
x

=: jl(x)

fl(x) = xl

(
− 1
x

d

dx

)l − cosx
x

=: nl(x). M25N

O��86���� 	* �� �"�� Q��+ ��@ ���� �� ����� l�� � A�� S�� �� ���� 	6� Q���+ �� \��? $��

j0(x) =
sinx
x

n0(x) = −cosx
x

j1(x) =
sin(x)
x2

− cosx
x

n1(x) = −cosx
x2

− cosx
x

j2(x) = (
3
x2

− 1
x

) sinx− 3
cosx
x2

, n2(x) = −(
3
x2

− 1
x

) cosx− 3 sinx
x2

. M26N

�� ��+��F! � �� �� ����� Hankel 	*�� Q���+ �� ����� �K/! 	6� Q���+ �� �F��+ �� �������� �� �T�� ����

h
(+)
l (x) = jl(x) + inl(x),

h
(−)
l (x) = jl(x) − inl(x). M27N

O��86���� 	* �� 	*�� �"�� Q��+ ��@

h
(+)
0 (x) =

eix

ix

h
(−)
1 (x) = −e

ix

x
(1 +

i

x
)

o
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h
(+)
2 (x) =

ieix

x

(
1 +

3i
x

− 3
x2

)
. M28N

O���� ,�� �� J��� �*��J��� �� 	6� Q���+ ��8H� 25 Y���� �� ���C8���� I��+ �� �@�� ��� x ����

jl(x) ≈ xl

(2l + 1)!!
M29N

�

nl(x) ≈ − (2l− 1)!!
xl

. M30N

O����� �� ��� �F��0���8H� 	6� Q���+ p�J� ��� x ���� �� ��� ,��i I��+ ��

jl(x) ≈ 1
x

sin(x− lπ

2
)

nl(x) ≈ − 1
x

cos(x − lπ

2
). M31N

O��� ����8H� ��� 	* �� p�J� ��� x ���� ���� 	*�� Q��+ �08���

h
(+)
l (x) ≈ 1

x
eix h

(−)
l (x) ≈ −1

x
e−ix. M32N

O��86� ��� 	* �� �� �� J� %&'� �� ����� ���*+ ����� �� ���� ��� �9��� Q���+ �:�� $�������

ψ
(1)
E,l,m(r, θ, φ) = jl(kr)Yl,m(θ, φ),

ψ
(2)
E,l,m(r, θ, φ) = nl(kr)Yl,m(θ, φ). M33N

O��� 	* �� ���

ψ+
E,l,m(r, θ, φ) = h

(+)
l (kr)Yl,m(θ, φ),

ψ−
E,l,m(r, θ, φ) = h

(−)
l (kr)Yl,m(θ, φ). M34N

q
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�� ψ−
E,l,m � ψ+

E,l,m Q���+ p�J� ��� r ���� ;32 �F��0� Y6� �� �?�+ �� � ,���>�� r = 0 �� ψ(2)
E,l,m Q��+ �� ��� ,K�

��� ����8H� ��� 	* �� Q��+ $�� p�J� ��� r ���� O���� �� ��8H� ��� 	* 

ψ
(+)
E,l,m(r, θ, φ) =

eikr

kr
Yl,m(θ, φ)

ψ
(1)
E,l,m(r, θ, φ) =

−e−ikr

kr
Yl,m(θ, φ). M35N

�� ���� ���� ;��� �� ,��� �� I��� e−iEt �<1? I��� \�e �� �� ������b��� J� �� -�� Q���+ $�� ����� A�g+ ��>��
���� -�� �� ����� I�'� ψ(−)

E,l,m -�� Q��+ � �� �� ��� J��� �� �� ,�� ���� -�� �� ����� I�'� ψ(+)
E,l,m -�� Q��+

��� �� ���J� J��� �� �� ,��

���� ����� � 	
� ����� ���� ���

-���� V6
 �� ,&+ -���� Y6� ������ ��) rg� �� ����+ �� ��� ����� ,��� �� ���� -�� Q���+ d��[ 	* �� A�

����� (7N �(��� ����� �����>��� ����

ψ�k(�r) =
∞∑

l=0

l∑
m=−l

C(�k, l,m)ψE,l,m(r, θ, φ) M36N

I��� ��

C(�k, l,m) := 〈E, l,m|�k〉. M37N

�����g� \�&8�� �� ����+ �� ����1� ,^^
 �� ;�k = kẑ ���� ;��� �� ,��
 z ��g� ��8��� �� ,&+ -�� �� ���h�H
C(kẑ, l,m) V���e �� ��� I�'� ����+ �� E��[ $���� ��� fF(�� �k -�� ����� �� z ��g� �� ��� ���� E�38&�
�6��+�� �3�! �8*� $�� R�� ���� ���86� �C[ �� ���6� �� m �^� ���� � ����� ���^� �C[ �� ����� ��� m ���� �7�+

�� ����� �� ,��� j@ ,1� ����� ��� Lz �i� �� ���� �� \�6
 f��X �� �� �� 〈E, l,m|Lz|kẑ〉

〈E, l,m|Lz|kẑ〉 = m〈E, l,m|Lz|kẑ〉, M38N

�� ,��� ;��86� �C[ y � x ����8��� �� c����*+ ����C"�� �� ,��� ,1� ����� ��� Lz = xPy − yPx �i� �� �
�� �����

〈E, l,m|Lz|kẑ〉 = 0. M39N

s
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O��� ���� ��� 	* �� Y6� $�������

eikz =
∞∑
l=0

Cljl(kr)Yl,0(θ, φ), M40N

�������� �b� .�[ 1√
(2π�)3 UV��e �� �>��� ���� � ����8 �� eikz E��[ �� �� 〈r|kz〉 �� ��� ,K�

��� $�� 	"� ���� �� ����� Y6��� �b�� ��� \��? Y^H ,��� .�X�� �*�� A�� ���� ��� � ���� �8*� �� �� �? $����
�8 �� ��?� ��� ����8��� r = 0 �� �� �����+ ,6��� �1� ,��� .�X�� � ���� ����8����^� r = 0 �� j@ .�X �� ,�� I�
I�6*� Y6� .�X ������ �� k �8����B I��� �� ��� �8 �� Cl �+ ���� 	* �� C(k�z, l, 0) ��? �� �� V���e �*�� l�� ��� ��

O�� ��� E��F! Y6� V���e �� ��� �� I�'� #�� $�� ��� $��1+ �� ������ ��?� ���� ,��

Cl = il
√

4π(2l+ 1). M41N

�� ��� ,K� �<=6� $�� �� ��>��

Yl,0(θ, φ) =
(

2l + 1
4π

) 1
2

Pl(cos θ), M42N

O��� ����) ���C8�� I��� ����� ��� #���� �� ��� �� ��� Y6� �� ;,�������:" Q��+ Pl(cos θ) I��� ��

eikz =
∞∑
l=0

il(2l + 1)jl(kr)pl(cos θ). M43N

��	# $�!��%& ��' �

O,�� ���8H� �> ��� 	6��8B�� �� ��� ��3+ �� ���

V (r) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

0 r ≤ a,

∞ a ≤ r,
M44N

I��� ���� ��� ���� �� ������� �"���� ,6��� �� ����� ,��� �� �<6��8B $�@�� ��� �� �9��� ������+ ����&� ��>��
ψE,l,m(r = a) = 0 ���� 4� tu� � ��� 	
 ��@

v
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O�� ,�� E��F! ��@ I��� �� �!�� -�� Q��+ �� ���� �� ���� A�1!� ��

R(r) = jl(kr) M45N

Q��+ I����C[ 4� A�
 �,6���0� \��? �� $������� � ,�� �b���� �w�F� �� nl(kr) -�� Q��+ �� ��� �� �������
�� �� ��� 4� �� �0�� -��

jl(ka) = 0. M46N

O , �� ����) ��� Z��1� xl,n �� �� jl 	6� Q��+ �C[ $�� l� n ��>��

ka = xl,n M47N

O��� �����)��� 	* �� �9��� ������+ �08����

En,l =
�

2k2

2μ
=

�
2x2

l,n

2μa2
. M48N

����� ��86� n � l ���8���� ��! �� �� �7�+ �9��� � ��86� $>�� �9��� ������+ ����� ��b8�� �"�^8�� I��^+�� �� ��(��1�
���86� m �� 	^86� �

�	
��!"� �������� 	
����� �

O,����� 	* �� �����61� ������� ������� ���� �i�� 	6��8B

Veff =
1
2
μω2r2 +

l(l+ 1)
2μr2

M49N

O��� �����) ��� 	* �� �9��� ��� ,"�
 �:�� A�1�� f��(�

ψE,l,m =
RE,l(r)

r
Yl,m(θ, φ). M50N

x
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��� �� P�[ ��� �"���� ���� �U������ �!�� �"���� �� �!�� -�� Q��+ ���� RE,l I��� ��
[
− �

2

2μ
d2

dr2
+

1
2
μω2r2 +

�
2l(l + 1)
2μr2

]
R(r) = ER(r). M51N

	5�6� ���� �� I� 	
 �<� 	
��� �� �7�+ �0����� �����L> �� ������) ��7! �� �� 	6���C�� �"���� $�� 	
 E��J?
O��� �� ��� � ,�� P��[ J� ����

������ 	<g+ ��J0+ �� ����+ �� ��� $�� ���� ���� �� $�J���? ��� I��� ����8����B �� �� �<=6� ����8����B OA�� �<
��
��� �� ���K $������� ���� ���C8��

r = (
�

μω
)

1
2 x M52N

�

E = �ωλ. M53N

������� �<=6��� �� A�X � �9��� ��� �� ��86� ���� ,1� �7�+
√

�

μω � �ω ���� ��86� ��FX /m ��� �� \�&8�� $��
O��� ������� 	* �� �!�� �"���� �� \�&8�� $�� �� ���86� ��� I��� λ � x �� ��� ,K� ������ ��?� �������

[
− d2

dx2
+ x2 +

l(l+ 1)
x2

]
R(x) = 2λR(x). M54N

����� �
 $���� ���� �� ���� p�J� ��� x ���� �"���� ��8H� �� Ol�� �<
��

− d2R

dx2
+ x2R(x) ≈ 0 M55N

O,�� ��� 	* �� I��� ��0�7� 	
 �� ��

R(x) ≈ e−
1
2 x2 M56N

O,����� 	* �� �� ����� �� ,��� �� u �� ���
 �"���� � R(x) = e−
1
2 x2

u(x) ��� �� ���K Ol�� �<
��

u′′ − 2xu′ + (2λ− 1 − l(l + 1)
x2

)u = 0. M57N
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��� �� Y6� ��� E��[ �� �� u(x) A�
 Ol��7@ �<
��

u(x) = xl+1
∞∑

k=0

Ckx
k M58N

�� u Q��+ �F��0� ��8H� �+ ��� �� ���� p�J� ��� k ���� �� ���*+ �(��� $�� ������ �� ,��� �� Ck ���� ���*+ �(��� �� �
Q��+ �� ��� ����) I��@ u(x) Q��+ �F��0� ��8H� ��'� Q(K ���?�� ��� $�� �>� �� ,�� I� ���> �� �� ���08� ��17C�
Q(K ��� Q(K ���?�� ,6��� �� �X���� ��� $������� ���� ����&� 	� �C[ ,1� �� ,��7� ���� R(x) = e−

1
2 x2

u(x)

O�� �� �0�� ��� �(��� �� ��� I� 

λ = (2k + l +
3
2
), k = 0, 1, 2, · · · . M59N

���

E = (2k + l +
3
2
)�ω, k = 0, 1, 2, · · · . M60N

��� E��[ �� n_���+ ��

n = 2k + l, M61N

O��� ����) ��� E��[ �� �9��� �� ���> �� �08�

E = (n+
3
2
)�ω. M62N

��86� ����) �� �<[� ���8���� ��! �� I� �� n ���� ���8���� ��! �� �� �7�+ ������� ������� �9��� V+�+ $�� ��
�� $>�� ��� ���+ �� �!�10��� n �<[� ���8���� ��!�� ���� �� �� ���> �� �08� 61 � 59 Y���� �� �?�+ �� ���� ����B

O��� �� ��8)� �� ��� ����^� n �U��+�� ���� l ���8���� ��! ������ �9��� �� ��1� �� ����� ��?� _<8&� ��� l

l = n, n− 2, n− 4, · · · 1, ��, 0. M63N
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�� ����� �	
�� �
 ���
 ���� ���	�� � �� �����	 ������ �	������  ����	 �! �	 ���"#$ %��! %&�'$�� ()* ���
%��! ����$ ���! � +$ ,�- � ��"� (. ��� �/�0-
 ��� ���� 1
�� �� +2���� ��� %��! � �3"�
��# ��
�/	 ���34
%2��� +������ �5"� � ��� ���� ��6� �� ��"� �	 7�* �"/� ���"� �	 ���! � �$1��� +2���� ���  � �68� ��
��
�� ����� �	
�� �
 ��� %�5��� 
 ���� �!�97�* ��� ��� &� �� ��3"���6! ��6� �� �:�$ &� 7�* ��� �
�
 �;0"�
�6�-�<	 +�=	 >"� ���! � ���06� ���?� &� +2���� ��� �/��@	 
 ��"4 �� ���"� �0��A	 � ��6� 
��A	 B�� ��?�� ���34
�6�-�"<	 +�=	 >"� ���! ��"4 �� ���"� �	 �C� D�E ��� +$ %��	 ���. &� �#�� �� %� �6�-�"<	 +�=	 �! +������
�C� 
 ��F�9� ��E �! � ���?� ��� �� ��� %�/! %�� ()* 
 ����3� �	 1��
�� � ��6� �6�-�"<	 +�=	 �! +������

���"� �	 ���! � 1
�� +2���� ���  � ()* ��� 
 F/* ����!�"! ������ �	

������� �	
 �
�� �����
 ����	 ���	 �

�� ���&� �6��! �	 � �FG �!�? �"/� � 1H�F/! +������ B�� � �! �"/� m � e &� �"��0I +2���� ��� 
 J�!�	 %�� ��=�
�I�� c �� ��=� ��� ��9��
 ������! ���! � K����* � �I�� ���- �%2��� ��C� �3�
 %�� ��=� �=� �0��	 �� ��=�
�!�? ��� &� �� �#�! ���0�& �� ��=� ��� L��8��� %��! ��� ��=	 �4 ��� �6�� ���06� �MN6	 ���& �# ����8� 
�� ��

�! ����!��! +������ +��O	�� L�	 ��- �� ����
 �	 ���"� 1
�P���

λc =
�

mc
Q1R

�! ����!��! ��� %�/! +��! ��=� �� S� ��9�� �!�? �� ����
 �	 ��"4 ��

α =
e2

�c
. Q2R

���
��T �� ��� +$ ��&�6! c +��! ��- �/!�! ���=� ������! �� ��� �5"�
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a0 :=
λc

α
=

�
2

me2
≈ B���63�$ 0.5. Q3R

�! ����!��! +������ +��� ��.
 %2��� �� ����
 �	

E0 = mc2. Q4R

S� ��9�� �!�? �V:	 
 � ��=� ��� �� ��� +$ ��&�6!�� �I�� +��! ��� %2��� �/! �! ���=� ������! �� ����5"�
�	 +�;� Ry 
�=� �! � �����9 �	 Rydberg W�!���  � � +$ ��"� �- �! �� ��� %S�4 ��=� ��� ,)� ���"� X�Y

���� +������ 13.6 �! ����!��! � �� ���
 �� +������ %2��� >:"� %��! ��� %�.�� W�! ��� ����


Ry :=
1
2
α2 ×mc2 =

1
2
m(

e2

�
)2. Q5R

���
��T �� ��� +$ �#�! ��#��� �;Z��� �I�� +$
 �� ��&�6! �I�� �/!�! ���=� �����8!��� ��"4 ��

v := αc =
e2

�
≈ �� �I�� 1

137
. Q6R

� [�/# &� �"�6� �"�=8� \���� �! ��
�Z	 ��� ��"�6� +2���� ���
 +������ �)8;	 %2��� � �I�� ���- Ry � v �a
����$ ���! +2���� ���&� �/;/;� %�� K����* &� �"�=8� ������ �	 1�9]�! � �+2���� ���
 +������ %2���� �I��

���
 ��T �� ��� �*��

ω =
Ry

�
≈ 1015 Hz. Q7R

��=�
 �6��! �	 ��9�4 �	 Ze^�0_	�! �! %� ��6���! +������  � �� ���� ��� �"/� +2���� �0# %�� ��� %��!
��!��! Z2K����* � %2��� �"�S3��� ��� �:���
 ������G ]�! `!��  &� �� �@��=� �
�� ��S3��� Ze2 �! � e2 a�* %��

�
�# �	�!��! Z �I�� � 1
Z �)8;	 ��-

(�6���G  � %��! ����M�	�� b!��� 1c�� �� ����
 ��#V� �
 &� ���&�
�G �	�3"�
��# �I�/# ��
�/	 (. �! ��	�Z	 ���&��/!
d���# �	 ��#�� ��& ��E �! �e=�. ��� ����
 +�Z� %��
 ��

ψE,l,m(r, θ, φ) = fE(r)Yl,m(θ, φ) Q8R

�	 a�E %�/!  � �3"�
��# ��
�/	  �
 R(r) b!�� 1�3�$ ��6��"! fE(r) = R(r)
r ��E �! � �I�/# b!�� 1���� �

(�# �!�3"�
��# �I�/# ��
�/	 +2���� ��� %��! ���� 1�# ��S3��� �?�	 (�6���G  � �! ����� (�6���G +$
 �� �""�
���� ��#�� −|E| ��E �! � +$ ��� �P"	 E %2��� �� �:�$&� ���� ��#�� �eA��E � ��!�? ��
�/	 ���
 ���$ �	
��&
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− �
2

2μ
d2R

dr2
− e2

r
R+

�
2l(l + 1)
2μr2

R = −|E|R(r), Q9R

���"� �	 ��S3��� 
�# �	 ,��/� r = a0 x �@!� �! �� x (_	 �/! +��!��	��G ��! � r ��	��G ��"� �	 �� %�� ���68�
d��$ �	
 ��& (�# �! ]�! �@!� ��E ���
 �������! [�/# +�=� �"/� �/�0- ��- �.��  � a0 �:"��


− �
2

2μ a2
0

d2R

dx2
− e2

a0x
R+

�
2l(l + 1)
2μa2

0x
2
R = −|E|R, Q10R

���

− d2R

dx2
− 2μξe2

�2x
R+

l(l+ 1)
x2

R = −2μa2
0

�2
|E|R, Q11R

���
 ��T ��� ��.

R(r) = R(a0x) ≡ R̃(x), Q12R

d��$ �	
 ��& (�# �! ��
�/	

− d2

dx2
R̃(x) − 2

x
R̃(x) +

l(l+ 1)
x2

R̃(x) = −λ2 R̃(x), Q13R

�λ2 = |E|
Ry
�! ��� �!��! � �/! +��! ��	��G  � λ +$
 ��

(�# �! ��
�/	 ��� WS! %�� x %��! ���"� �	 1�3� WS! %�� x %��! +$ �0��:	��* �! �68� 13 ��
�/	 (. %��!
��$ �	
��&

d2R̃

dx2
≈ λ2 R̃, Q14R

��E �! � �I�/# ��
�/	 (	�� (. ����!�"! �R̃(x) ∼ e−λx &� ��� ��0I +$ (. ��

R̃(x) = f(x)e−λx Q15R

��� �	��& ��
�/	 �! 13 
 +$ %�V3����! � ��6��� �	

− d2f(x)
dx2

+ 2λ
d

dx
f(x) +

(
l(l+ 1)
x2

− 2
x

)
f(x) = 0. Q16R
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� r ��Z	 �� �� 
�� (. f(x) =
∑∞

k=0 ckx
r+k (�# �! %��  � ��E �! f(x) ��#��� ! +�� � �	 �M.�	 ���


&� �"��0I �� ��$ �	 ���! X��� �
 r %��! �
�� ����9 ����� `6! \���Y %��! ���� �@!�  � �� � 
�
 ����9 ���!
��� l + 1 �! �!��! r %��! h�AE X��� ����!�"! ��# ����9 �:"5!�� L�	 b!��  � �! �:"	 �	�
 �� r = −l � r = l + 1

d
�! ����9 ��& (�# �! ���� �@!��

ck+1 =
2[λ(k + l + 1) − 1]

(k + 1)[k + 2(l + 1)]
ck. Q17R

%�� k %��! ��
 �	 +�;� �� ��$ �	 ���! WS! %�� k %��! ���� �@!� ��� �! +
�� 1�3� �! %�� ��� �0��:	 ��*
WS!

ck+1 ∼ 2λ
k
ck. Q18R

L�	 b!�� �:���
 � �"� �	 ��* e2λx ��E �! �"� ���G �	�
� %�� �i��"4 f(x) b!�� �� �"� �	 +��! �@!� ��� �	�
��#�! ��#�
 �� ��� B&] �� ��� %��! �
�# b@T ����
 �6��! �	 f(x) %�� ����!�"! ��# ����9 ����� ���5� �!
 R̃(x)

λ =
1

k0 + l + 1
, Q19R

f(x) %�� `���# ��� �A� �
�# �	 b@T %��M=� �"4 +$ &� �/! �� ��� h�AE 
�I  � k0 = 0, 1, 2, · · · +$
 ��
%� �M=� �"4  � �! (��0�

f(x) =
k0∑

k=0

ckx
k+l+1 = xl+1(c0 + c1x+ c2x

2 + · · · ck0x
k0) Q20R

�#�
 �����9 �:���
 �
�# �	

λ =
1

k0 + l + 1
, k0 = 0, 1, 2, 3, · · · Q21R

���
 ����
 ���<� ��	�� �	 �ME� �	������ 
�I � +$ �� n (_	 �3�
 h�AE 
�I  � �! � k0 + l + 1 B�� �� ��� ��5!
�#�
 �����9 ��E

λ =
1
n
, n = 1, 2, 3, · · · Q22R

���
 � %2��� >����� 1�A� � ���$ �	 ���! �I�/# (�6���P�
 ��
�/	 (.&� �� ��� %� �@!� ����=5	 �@!� ���
�! +2���� ���
 +������ %2��� j�@� �� ��� �	 �:��� ��� �! �����! 
�� �! � λ,��/� 1���� ��"� �	 +��! +2����

d�"�6� ��& ��E

En =
−Ry

n2
, n = 1, 2, 3, · · · . Q23R
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�+2���� ��� ,�- dU (�#

d�"� �	 ���9� � ��& ��
�Z	 l 
�I n h�AE 
�I �� %�&� �! ����!�"! 0 ≤ k0 � l = n− 1 − k0 ���
 �� �:�$&�

l = 0, 1, 2, · n− 1. Q24R


�I &� (Z�6	 � ��� ��6!�� ��� �ME� �	������ 
�I �� n �"/� �	������ 
�I  � �! �5"� %2��� ��Z	 ����!�" !
���� ��T�! V (r) = kr2 � V (r) = k

r %�� (�6���G %��! �� ��� �*�Y� +�Z�  �&� �#�� �"��� ��� ���� l �	������
��� ��""� �	l8;	 � ���.�� �	������ 
�I �� ,�- ���
 �� ��"� �T
 ���
 �	 +�;� � +2���� ��� ,�- U (�#
�3�6! ����� �	 �ME� �	������ 
�I � +$ �� n �"/� 
�I �� ��� &� ��� �! �5"� %2��� �	� �m � l �n &� �"��0I 
�I ��
�� �
�# �	 +���* +�# b-�� mI�! � 
�# �	 B�:�� �5�$ ��! �� �����V� ��"4 �� � ��&��� &� �� �"4 (�# ���
 �
�

1
�� 1
�P��� ��� B���	 �=��  �S�* � �=�#
 �� �P�- %�V�
�=� &� ,M�8	 %�� l �! %����] %��! ��"4 �� ����1�#
��&�! 1�"�$ %�� �
 
 �
�# �	 1
�P��� S, P, D, F D��. &� l = 0, 1, 2, 3, · · · 
��I� %�� �! %�V�
�=� ���
 ����

��P� �����9 ��;�! +$ ����S� � %�V�
�=� ��� 1�! 


+
�0� ��6!�� ��� ���� ����
 +�Z� (��
 �! m �	������ 
�I �! %2��� +
�0� ��6!�� �����
 ��#V� �
 
 �� �@��=�
%�� (�6���Gn�9 � �"��� �	 SO(4) +�Z� +$ �! �e.F@E� �� ��� �*�Y� +�Z�  � &� �#�� l �	������ 
�I �! %2���

���� Kr2 � K
r

d��$ �	
 ��& (�# �! f(x) b!�� k0 %�:! n �	������ 
�I X�8��� �! ���
�� �	&�! �I�/# L�	 b!�� �!

f(x) = xl+1
n−l−1∑

k=0

ckx
k. Q25R
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d
�! ����9 ��& ��E �! ���� �@!� �

ck+1 =
2
n

k + l+ 1 − n

(k + 1)(k + 2(l + 1)
ck. Q26R

� �#�� fn,l(r) = Rn,l(r)
r ��E �! ���! � �I�/# b!��� ����!�"! �
�
 �3�6! S�� l �	������ 
�I �! ���� �@!� ���

d
�! ����9 ��& ��E �! +2���� ��� L�	 b!��� (	�� (�# �:���


ψn,l,m(r, θ, φ) =
Rn,l(r)
r

Yl,m(θ, φ), En = −Ry

n2
. Q27R

+��� �	 �@!� ��� &� ����0! �� �! � 26 ̂���� �@!� �6��! �	 ���$ ���! � �I�/# L�	 b!�� p�T
 (�# ���$ %��!
d
�$ ���! � \���Y �M� (�#

ck =
1
k!

(
2
n

)k (l + k − n)!(2l + 1)!
(l − n)!(2l + k + 1)!

c0. Q28R

��� ��6!�� �
�� l � n �! �I�/# L�	 b!�� �� �:�$&� ��#�!�:"5! �I�/# L�	 b!�� �� 
�# �	 ���/� +�"4 c0 \��Y
����! �	 ��! +$ %��! � Rn,l 
�=�

R̃n,l(x) = xl+1fn,l(x)e−
x
n Q29R

�� �

R̃n,l(x) = c0e
− x

n xl+1
n−l−1∑

k=0

(
2
n

)k 1
k!

(l + k − n)!(2l + 1)!
(l − n)!(2l + k + 1)!

xk Q30R

����
 �	 B�:�� �e�/! � X�8��� ��� ��#�! �:"5! �I�/# L�	 b!�� �� ��"� ���/� �6��! �	 +�"4 � c0 �!�?

�#�
 �����9 �12 �@!� &� 1
�P����!

Rn,l(r) = (
r

a0
)l+1fn,l(

r

a0
)e−

r
na0 , Q31R
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d&� 
�! ����9 ��0I (	�� L�	 b!�� �

ψn,l,m(r, θ, φ) =
1
r
Rn,l(

r

a0
)Yl,m(θ, φ). Q32R

�� ����
 �	 �����3! ��=)� �I�/# L�	 b!��� r�:"5! �! b�� �6��! �	 �:"��

∫ ∞

0

R2
n,l(r)dr = 1 Q33R

�� ��� ��� %�"/	 �! ��
∫ ∞

0

R̃2
n,l(x)a0dx = 1, −→

∫ ∞

0

x2(l+1)fn,l(x)e−2 x
n dx =

1
a0
. Q34R

�5�$ n �	������ 
�I �� �I�/# L�	 b!��� %��! �� ��� ���"����G S�� � c0 \��Y ������ �	 �@!� ��� &� 1
�P��� �!
b!��� %��! �� �@!��  &� �6��! �	 �� WS! �	������ 
��I� %��! �
�# �	 B�:�� 30 %�@!� %� &� ��
�� �! ���  4��

�����3!  =� ����"# �	 ��]

���6��� �	 � �I�/# L�	 b!��� &� �� �"4 ��& 


R1,0

r
= 2(

1
a0

)
3
2 e−r/a0

R2,0

r
= 2(

1
2a0

)
3
2 (1 − r

2a0
)e−r/2a0

R2,1

r
=

1√
3
(

1
2a0

)
3
2
r

a0
e−r/2a0

R3,0

r
= 2(

1
3a0

)
3
2

[
1 − 2r

3a0
+

2r2

27a2
0

]
e−r/3a0

R3,1

r
=

4
√

2
9

(
1

3a0
)

3
2
r

a0
(1 − r

6a0
)e−r/3a0

R3,2

r
=

2
√

2
27

√
5
(

1
3a0

)
3
2 (
r

a0
)2e−r/3a0 . Q35R

�I�/# b!��  � %�� �=�S��	 
��/� �� ��"� �T
 ���� ��� �! ��"�
 �	 +�;� � �I�/# b!��� &� ���"4 g � f %�� (�#
�	 >��S*� `���	 [�/# ��ME� �	������ 
�I �"/� n>��S*� �! �� ��"� �T
 ���� ��� �! ��"4 �� �n− l �! ��� �!��! Rn,l

s
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� +2���� ��� %��! �I�/# L�	 b!�� �"4 df (�#

��!��

�"�6� �	�/�	 b!��� &� %� �I�=:	 �� Associated Laguerre Laguerre ��] ��6!�� b!��� �"4 \6.�! Rn,l(r) b!���
+��� �	 J�0�� ��� &� 1
�P����! Q���"� [��  �S�* �Y�� X���  � �! b!��� ��� n��9 ��5! �5* %��!R ��"�6� +��! (!�T
�5�$ �! 1�"�$
 �� ��� `���	 ���&��� �"4 ��& 
 �QU 1�=# �=�=YR �
�� X�6. L�	 b!��� %��! � r %�� +��� `���	

d��6��� �	 ���
 L���.�

〈r〉 =
a0

2
[
3n2 − l(l+ 1)

]

〈r2〉 =
a2
0n

2

2
[
5n2 + 1 − 3l(l+ 1)

]
〈1
r
〉 =

1
a0n2

〈 1
r2

〉 =
1

a2
0n

3(l + 1
2 )
. Q36R

�! ��&�! �
�! %�1���
 ��	  � [�/# ���! �=�� ��	 
 �� 〈r〉 �"/� S��	 &� �ME�* `���	 �� ��"� �T
 ���� ��� �!
���� ��5� +$ 
 S�� l �	������ 
�I �! ��� ��� ��!�� �	 >��S*� n �"/� �ME� �	������ 
�I �V:	 ��E

t

www.Endbook.net



�+2���� ��� %��! �I�/# L�	 b!�� �"4 dg (�#

���� ����	 
������ ���

�/��@	 � ��6� 
��A	 B����?�� >8! ���
 ���� ���5� �! +$ B�� bT�� 
� ��� ���� Fe 	�� ��6� �� ��
�� 7�* +�"���
�����& (�# �! +$ ����M�	�� �� ����3!�C�
 �=6��
 �MN6	  � +��"I �! � +2���� ��� �6��! �	 bT�� 
 ���"� �	

H =
P 2

1

2M1
+

P 2
2

2M2
− e2

| 	R2 − 	R1|
Q37R

M1 << M2 � ��6� B��M2 ��"�
 �	 +�;� � +������ ����� � +��	 	P1 � 	R1 � ��6� ����� � +��	 	P2 � 	R2 +$
 ��
d��"� �	 ,��/���& (�# �! %���� %����<�	 ��. ���� +������ B��

	r := 	R1 − 	R2, 	R :=
M1

	R1 +M2
	R2

M1 +M2

	p :=
M2

	P1 −M1
	P2

M2 +M1
, 	P := 	P1 + 	P2. Q38R

�"/� �"�6�  ������S�� ���� %����<�	 �� �"� p�ZA� ��.��! ����� �	 1�"���9

[Xi, Pj ] = i�δij , [xi, pj ] = i�δij, Q39R

� ��6�� +������ B��S��	 +��	 	R � ��6� �! �06� +������ +��	 	r ���S�*�C�&� ��"�6��PE�!��! ���:!�� `!��  ��Z!�
�� �
�
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	P1 = M1 	v1 �� �����! 
�� �!��� bT�� 
 ���
 �	 +�;�� ��6� �! �06� +������ �06� ����� [��  � 	p � (� ����� 	P ��"4
�! ����!��! ,��/� �! p!�@	 �� ��� ��*�� >��� B�� μ +$
 �� 	p = μ(	v1 − 	v2) �� 
�# �	 B�M/	 1�3�$ � 	P2 = M2 	v2 �

μ =
M1M2

M1 +M2
. Q40R

� ����M�	�� ������ �	 ��. ������=� M1 �"/� +������ B�� &� ������5"� ��*�� >��� B�� M1 << M2 �� �:�$&�
�! ����!��! ���� %����<�	 \6.�! ����M�	�� �� ��
 �	 +�;� 1
�� �0��A	  � ���6��"! ���� %����<�	 \6.�!

H =
P 2

2M
+
p2

2μ
− e2

r
Q41R

���! �� ��� ����M�	�� �
 [�=:	 ����M�	�� \���� ���! ���� ��*�� >��� B�� μ � (� B��M = M1 +M2 +$
 ��
%�� ����M�	�� b!��� 1c�� X�vME�. �! ���!��! ���. ���
 %2��� b!��� 1c�� �� ��� 1��
 ��#V� %�5�

� ���# �	�:!��
b!��� 1c�� �� ��� 
�&$ 1w  � ����M�	�� P 2

2M ����M�	�� �	� ��� %2��� 1c�� [�=:	&� �"��0I S�� %2��� ��
�Z	 1c�� � �������
�	 �C� 
 S�� � +$ ���. +��	� � ��6� �/T�� B�� �� ��T� %��! �� ���. 1c�� (	�� (�# ����!�"! ��"�6� �8� L��	� +$

d�����& ��E �! �����

ΨP,n,l,m(R, r) =
1

(2π�)3/2
e

i
�

P ·Rψn,l,m(r, θ, φ). Q42R

���� ��6� �� +������ �ME�* r � B�� S��	 ����� P �Q��� p0@"	 ��6� +��	 �! �0��Z� ��R B�� S��	 +��	 R �@!� ���

+������ �+2���� &��  �
 Fe _	 ��"�
 �	 �	�
� � 
�9 
�&$ ���. ��6� �� B�� S��	 �� +�"i=� �� �"� �	 +��! �@!� ���
���  � %��! �� ��� ���� +�=� ��
 �� %2��� ��� �
�
 ��T ��66� %�� %2��� �! � &�:	 %�� ����!�� 
 ���^+�

B�� �! � +������ B�� �W�!��� �!�? 
 Fe _	 ��-�!�	 `!��  
 �6��! �	 �� ���P� ��� �! ��
�$ ���! �$1��� +2����

�
�� ��S3��� ��*�� >���

� ����� �

d�����& �	�=I `���	 �0��A	 �	 D�� ���"� �	 �0��A	 � �I�/# %�� ���3��� &� �v/! �=�=Y ���


〈Rq〉n,l,m =
∫ ∞

0

rq+2|Rn,l(r)|2dr. Q43R


�I  � p � %��M=� �"4  � P (r) +$
 �� �"�6� P (r)e−pr/a0 ��E �! �3=� +2���� ��� %��! �I�/# L�	 b!���
d��"� X�6. � ��& (�# �! �M� ���3���  � ��Z	 �� ��� �*�� ����!�"! ���� h�AE

I(k, p) =
∫ ∞

0

rke−pr/a0dr, Q44R
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� ��& ̂���� �@!� ǱS� �! ǱS� %��� ���3��� �! �q ≥ −2 �"/� �k ≥ 0 �� ��"� �	 7�* ��"�6� h�AE 
��I� p � k +$
 ��
d���$ �	 ���!

I(k, p) =
[
−a0

p
e−pr/a0rk

]∞

0

+
ka0

p

∫ ∞

0

rk−1e−pr/a0dr

=
ka0

p
I(k − 1, p). Q45R

d��$ �	 ��
 �! ��
�� �! I(0, p) �	�

I(0, p) =
∫ ∞

0

e−pr/a0dr =
a0

p
. Q46R

d��$ �	 ���! ��& �M� �@!� �:��� 


I(k, p) = k!
(
a0

p

)k+1

. Q47R

d�#�
 �����9 �@!� ��� &� 1
�P��� �!

〈1/R〉1s =
4
a3
0

∫ ∞

0

re−2r/a0dr =
4
a3
0

I(1, 2) =
1
a0
, Q48R

〈1/R〉2s =
4

8a3
0

∫ ∞

0

r

[
1 − r

2a0

]2

e−r/a0dr

=
1

2a3
0

[
I(1, 1) − 1

a0
I(2, 1) +

1
4a2

0

I(3, 1)
]

=
1

4a0
. Q49R

d���# �	 �0��A	 r� ��=��! �3�
 ��P	 ���3��� �"4

〈1/R〉2p =
1

4a0
,

〈1/R2〉1s =
2
a2
0

,

〈1/R2〉2s =
1

4a2
0

,

〈1/R2〉2p =
1

12a2
0

. Q50R
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�� ����� ��	
 ����� ��� � ������� ���

����� �

���� �� ��	 
��� ����� ����� �� ����� �p2 �� �	 
��� ����� ���� ��� � �p1 ��	 
��� ����� ��� �� �� ���� �!
�" �#$ 
��� ����� ������ %&' �� 
��� ����� �
�� ��#� ���(� ���#)��� *�+� ,�� -�#� . 
����/0 ����� ,��
�� #� 1+��#" ���$� -�#� *�+� ,�� �� ��+2��+� ���#)� 3+0�#0�� ���� �� �4� *#� ��P = �p1 + �p2 ��4� 
�� 5��� �"
���� ��#62�� 7�����8#�" �9���#� ,�� ���� ���� ���� 
:;� �2���$ �#$��<&= 1#)� #� ��#)" �>� ��� �� �#$��?� ��$#@�
��� ��0 #� �� �#$ 1#)� �#$ ��#)" �� ��$�+	 �� *#� ����� A�9 [X,P ] = i� ����� �� #$��<&= ,�� �� ��� ����#B#/" � ���
�#4�� � ��� ��0 �� C�#2� ��&4" ����� �� ���D� ��� �� � �4� �� �� �� �+	 �E�#� ���� ���$� 
:;� �2���$ �#$��<&=
���#)��� �� #F�G� ���$� �� 1#@� p2 � p1 #� �� #H�G �#$ ��#)" � x2 � x1 #� �� 5��� ,�� 1#)� ��+� �$�+	 ��#� ��+IJ�

��2;$���K���� L��� � ���(�

{x1, x2} = {p1, p2} = {x1, p2} = {x2, p1} = 0

{x1, p1} = {x2, p2} = 1 M1N

O���� A�9�� L��� � �� 
;�#� �� ��$� �� 
:;� #$��?� ��$#@� ,�� �� �� ��#$��<&=

[X1, X2] = [P1, P2] = [X1, P2] = [X2, P1] = 0

[X1, P1] = [X2, P2] = i�. M2N

��P#� �2	#� �+P �� ���� Q�#&� 1G�� ����� ,�� �� �"�:<�$ �#R!� [X,P ] = i� �S���� #� �� P � X �#$��<&= ���#� ��
3�B� �� 
�� �!#��#� ,�� ���� ���#;� ���� �� �&= 1G ��� �� �"�:<�$ �#R! � T#� �#$��<&= �E�#;� ����+" ��

���� U��4" � ���� ��#62�� ������ �#$#R! ��+;�#"

X1 = X ⊗ I, X2 = I ⊗X,

P1 = P ⊗ I, P2 = I ⊗ P. M3N

��$#@� ,�� ,�� V�D9 ��#F�#' L��� � U��4" ,��#� �� �+P �� ���� �2����#$��<&= ��+;�#" 3�BW�+	 � ��#62��#�
O�+P �� U��4" �� 5�+9 �� X�� �� ��	 ��#)"��<&= ��+P �����K�� #$��?�

P := P1 + P2 = P ⊗ I + I ⊗ P. M4N
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,�� �)�X�! �#�4� �� ��P#���<&= ���$ 7�2@� 
J#� �Z�� �� 
!#� �� ��#$ 
J#� 1�+" �� [P1, P2] = 0 �� #F�G�
� ��� 5�#:= #$ 
J#� ,�� �
�� ,�4� ������$ ��	 ��#)" #H�G�� �� 
�� 1G #$ 
J#�

|p1, p2〉 = |p1〉 ⊗ |p2〉. M5N

�� 
�� VB�� 40 L���� �� �'+"#�

P1|p1, p2〉 = p1|p1, p2〉, P2|p1, p2〉 = p2|p1, p2〉, P |p1, p2〉 = (p1 + p2)|p1, p2〉 M6N


������� � ���� �[I@����/� ��� �� ���� 1G �� �� ���� ��#)" �� 
�� �2J#� \|p1, p2〉 := |p1〉 ⊗ |p2〉
J#� ,����#��
�p1 + p2 #�

����� �� ����� U��4" 
;�#� �� �� �� ���� ��#)" �#$��<&= 
;I� ����� ���#� �� �� ���� ��#)" ������ ]�� ,�&$ *#�
O�+P �� U��4"�� �)P �� ����� � ^����$ �� ���� ��#)" ��

�J1 := �J ⊗ I, �J2 := I ⊗ �J, M7N

#� 
�� ����� ��� ��$�+	 1#@� �J �#&� #� �� 1G �� ����� ���� �� �� ���� ��#)" ,����#��

�J = �J1 + �J2 = �J ⊗ I + I ⊗ �J. M8N

�� 
�#�4� ,�� �� ����� ,��

Jx = J1x + J2x, Jy = J1y + J2y , Jz = J1z + J2z, M9N

#�

Jx = Jx ⊗ I + I ⊗ Jx,

Jy = Jy ⊗ I + I ⊗ Jy,

Jz = Jz ⊗ I + I ⊗ Jz. M10N

O���� �� A�9�� L��� � �� �� �� ���� ��#)" �#$ �6J+� �� �+P �� ���� 1#@� �2����

[Ja,Jb] = i�εabcJc. M11N
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U��4" ��#F�#' L��� � �� ��� ��2;$ �� ���� ��#)" ��<&= #̀4K�� Jz � Jy \Jx �#$��<&= �� 
�#�4� ,�� �� ����� ,��
����� �� A�9 �� ���� ��#)" �#$ ��?� ��$#@� �� a+��� �����

#� 
������� �� �� ���� ��#)" ����� ,��0 �$

J 2 = JaJa, M12N

���� 
K� �� 
�� �H� #�� �[J 2,Ja] = 0 ��4� �+P ��#F�#' �� �� ���� ��#)" �#$ �6J+� �&$#� ��

J 2 �= J2
1 + J2

2

����� (10N ����� �� �'+" #� %K�� �� �
�� #������ �� 
�� b+B+� ,�&$ �

J 2 = (Jx ⊗ I + I ⊗ Jx)2 + (Jy ⊗ I + I ⊗ Jy)2 + (Jz ⊗ I + I ⊗ Jz)2

= (J2
x + J2

y + J2
z ) ⊗ I + I ⊗ (J2

x + J2
y + J2

z ) + 2(Jx ⊗ Jx + Jy ⊗ Jy + Jz ⊗ Jz)

= J2 ⊗ I + I ⊗ J2 + 2(Jx ⊗ Jx + Jy ⊗ Jy + Jz ⊗ Jz)

= J2
1 + J2

2 + 2J1xJ2x + 2J1yJ2y + 2J1zJ2z

= J2
1 + J2

2 + 2 �J1 · �J2. M13N

�� �'+" #� ���;�+�� ����+" �� 5�+9 �� �� �� �J1 · �J2 ��<&= �)��� 1G � 
�� �H� �2)� �� �� �'+" ����G 5#:�#D� ����
O��;�+�� ����+" �� J− := Jx − iJy � J+ := Jx + iJy�U��#4"

�J1 · �J2 = J1xJ2x + J1yJ2y + J1zJ2z M14N

#� �

�J1 · �J2 =
1
2
(J1+J2− + J1−J2+) + J1zJ2z . M15N

����� �� ��#62�� #$����� ,�� � ����G 5#:�#D� ��

���� �� �#� ,�� ���#�� .
�� 
J#� ^��� �P#� cI@� ��� �� ���� �� �� ���� ��#)" �� �2J#� �� ���� �� *�+� *#�
��#)" �� 
�� ,�� 1G � ���� ��#P� ���?E�#&� ��#��� �� �2)� �� 
���2H� dD� ����� � �:K ���$� ^#F�� 
J#� ,��" ��#�
���$� �� Q�#&� �S #� ���+&$ �� 1

2 ,�e�� 5��� �� a+��� �� ���� ��#)" T̀+&4� �J� ��$� �� Q�#&� �J #� �J #� �� �� �� ����

f
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��� � !"� ��# �� ��	$ �� ����� ��%& ��� �

����� ����� ,��� ^����$ ���� �����E �� �g��� Yh_ ,�e�� ��� ��

Sz|+〉 =
1
2
|+〉, S+|+〉 = 0, S−|+〉 = |−〉

Sz|−〉 = −1
2
|−〉, S+|−〉 = |+〉, S−|−〉 = 0. M16N

�� �g��� �� �� ��#E�#H0 �#$ 
J#� *#� �|12 , −1
2 〉 � |12 , 1

2 〉 ���� ��2;$ ���9(	 �#$�#&� i�"�" �� |−〉 � |+〉 �#$ 
J#�
����E

|+,+〉
|+,−〉
|−,+〉
|−,−〉. M17N

7�2@� �#$����� �Z�� #$ 
J#� ,�� #�G .
�� �[I@����/� #$ 
J#� ,�� �� �� ���� ��#)"#�G �� ���� �� *�+� �+	�
�� U��4" �� �)P �� ����� ,�� ���� �� �� ���� ��#)" ��<&= �� ���� �� 
K� *�+� ,�� �� -�#� ���� .��2;$ J2 � Jz

O�+P

Jz = S1z + S2z

J2 = (S1 + S2)2 = S2
1 + S2

2 + 2S1 · S2. M18N

O��;�+���� �)P �� 
���2H� ����G 5#:�#D� ���� �� S1 · S2 ��<&=

S1 · S2 = S1zS2z + 2S1+S2− + 2S1−S2+. M19N


P�� ��$�+	 �F�2���

J2 =
3
2

+ 2S1zS2z + 4S1+S2− + 4S1−S2+. M20N

��4� ����� �[I@� �� ���� ��#)" ^+� �6J+� 17 ��#E�#H0 �#$ 
J#� �� �+P �� ^+<4� �2����

Jz|+,+〉 = |+,+〉
Jz|+,−〉 = 0

j
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Jz|−,+〉 = 0

Jz|−,−〉 = −|−,−〉. M21N

#� ���$� �� �k� #H�G ��� �� J2 ��<&= �� #� 
��cI@� X�� #$ 
J#� ,�� �� �� ���� ��#)" ����� #�G ����:� �)��� ����
����G �� 
��� 19 � 18 L���� �� �'+"

J2|+,+〉 = 2|+,+〉
J2|+,−〉 = |+,−〉 + |−,+〉
J2|−,+〉 = |−,+〉 + |+,−〉
J2|−,−〉 = 2|−,−〉. M22N

,��0 |−,+〉 � |+,−〉 �#$ 
J#� ����� �[I@� �� ���� ��#)" ����� |−,−〉 � |+,+〉 �#$ 
J#� �0 �E� ,����#� �
,�� T#� L��� � � ���P#� �2P�� �� ��P �26E 
�9#	 �� ��� 
��� 1#�0 
J#��� ,�� � ����' i���" 1�+" �� #�� ���2;��
�� A+! 
J#��#H0 �#F� ,����#�� ��+� ��$�+	 1√

2
(|+,−〉 + |−,+〉)�
J#� �� 5�+9 �� �� �+P ��cI@� ���' i���"

��#$����� �Z�� ,�� �#E�$ ��P#� cI@� #H�G Jz � J2 �#$���/� �Z�� �� 
	#� ��#" �� �2�� �� � ��#" �� �2�� �� 1�+"
O� ��"�#:= #$ 
J#� ,�� ��$� 1#@� |j,m〉 #�

|1, 1〉 = |+,+〉
|1, 0〉 =

1√
2
(|+,−〉 + |−,+〉)

|1,−1〉 = |−,−〉 M23N

�

|0, 0〉 =
1√
2
(|+,−〉 − |−,+〉). M24N

�� ���� ��#)" �:' � 1 ,�e�� Q�#&� �� ���+E �� Triplet #̀�(�9� �� 1G �� ��#" �� �2�� �� 
�� 1G �H� �2)�
�$ �� 1 ,�e�� Q�#&� �� �#$ 
J#� �>� 
��� �� #$ 
J#� ,�� J± � Jz �#$ �E �&= �� #�4� ,�� �� �$� �� ��)@"
��)@" �� ���� ��#)" �:'� �69 ,�e�� Q�#&� �� ���+E �� Singlet �� 1G #̀�(�9� �� X�� ��#" �� �2�� ���� �� ���:"
1 ,�e�� Q�#&� �� %&' �� 1/2 ,�e�� Q�#&� �� ��+;�#" 3�R<9#� ��XF" �B#�� �g�� ��� ���� ^#F�� �� ��#� ��$� ��

��;�+� �� �� 
�� ��J� ,�&$ �� ��+P �� ����#� 0 �

1
2
⊗ 1

2
= 0 ⊕ 1. M25N
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��'()� �� ����� ��%& �� ��� �

� > � � 2 J# � �� � $� � � & 4 " ��+ I J� �� � ��� � �# ) " �� % & ' � � � � ��+ " � � � � 2 6 E � 2 P? E QI ��� � � �� � m �G
#H�G� ^����$ �� ���� ��#)" ��2;$ 
J#� ,���� ��� �� �� �2K� ��������g��� �� |j1,m1, ; j2,m2〉 := |j1,m1〉 ⊗ |j2,m2〉

J#� ,���� �F�2��� �
�� J2

1 , J1,z, J
2
2 , J2z ��<&=�#H0 7�2@� 
� J#� �Z�� 
J#� ,�� ���� 5�#:= �� �
�� ,�4� ��#H�" ��

���� ��#� �� #$ 
J#� ,�� �
�� ,�4� #H�G ����$ �� ���� ��#)" ^+� �6J+� ,��0 �$ � ��� ���$ �� ���� ��#)" �����
.���� ���4����/� X�� ����� �� �� ���� ��#)" 
J#� ,���� #�G �� ���� �� *�+� *#� ���$� �� ��)@" ��� ���$ �#$ 
J#�

�� ��&H! �� �E�#;� Jz = J1z + J2z �� #F�G� . �� #� 
;$X�� Jz #� � J2 ������ �Z�� 
J#� ,�� #�G ���� 5�#:= ��

Jz|j1,m1; j2,m2〉 = (m1 +m2)|j1,m1; j2,m2〉, M26N

���� �#$ ��#)" ^+� �#$ �6J+� b+&F� #� 
������� � ���� ���4����/�X�� �� �� ���� ��#)" ^+� �6J+� 
J#� ,���� ��4�
����� � ��#62��� ��#� �:�#D� �� #�� �5��� �" �" ���� ��

J2 = J2
1 + J2

2 + 2J1zJ2z + 4J1+J2− + 4J1−J2+ M27N

������ �[I@����/� �� �� ���� ��#)" ����� 
J#� ,���� ,����#��� 
;�� J2 ��<&= ����� �Z�� 
J#� ,�� �� �$� �� 1#@�
.�P#� ^+<4� �� �� ���� ��#)" ^+� �6J+� � ����� �� ����� ��#)" #H�G�� �� 
!#� �� ��#$ 
J#� 1�+" �� #�G ����� �� �+	�
.����� |j1,m1; j2,m2〉 �#$ 
J#� �� ���� �0 � .������ Jz � J2 �� �<&= �� �#$����� �Z�� �� ����� ���2H� 5�#:= ��
��4� �<:K ��#� � L;� �� 5�+9 �� �� �+�X� �#$ 
J#�� ��� ���K ��#� ���� �� ��<&=�� ,�� 1�+" �� �� 
�� �<;�
�+'����� ��<&= �� �� ���� �'+"�E� ���� �� ��2@�� �E�#�#� �� �<n;� ����+" �� #�� �
P+� |j1,m1; j2,m2〉 �#$ 
J#�
����� ����?E�� �����+	 �� �� i<�� ,�� �2��� o�/D" �J2

2 � J2
1 � ��"�#:= ��<&=�� ,�� ���+P ��#F�#' Jz � J2 #� �� �����

7�2@� �#$ 
J#� �Z�� *#:�� �� ��#� *#� ��������� �� #$��<&=U�p ����+2��2H� #� �� �+P �� d=#� �@�&$ �>� b+B+� ,��
���"�#:= �� ��+P ��#F�#' �$ #� �&$ �� ��P#���<&=�#H0

J2, Jz, J2
1 , J2

2 . M28N

O�+� ��$�+	���K�� �� L��� � �� ��� 1#�0 #$ 
J#� ,�� ���;�+� �� |j,m; j1, j2〉 �)P �� �� #$ 
J#� �Z�� ,��

J2|j,m; j1, j2〉 = j(j + 1)|j,m; j1, j2〉,
Jz|j,m; j1, j2〉 = m|j,m; j1, j2〉,
J2

1 |j,m; j1, j2〉 = j1(j1 + 1)|j,m; j1, j2〉,
J2

2 |j,m; j1, j2〉 = j2(j2 + 1)|j,m; j1, j2〉. M29N

O
P+� 1�+" �� �� �<� �)P �� �� L;� ,�� ���� L;� |j1,m2; j2,m2〉 �#$ 
J#� i;��� �� #$ 
J#� ,�� 1�+" ��

|j,m; j1, j2〉 =
∑

m1,m2

C(j,m; j1, j2,m1,m2)|j1,m1; j2,m2〉. M30N
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���+P �� ����#� Clebsh−Gordon i���B C(j,m; j1, j2,m1,m2)i���B

����� ��2;$ ��#42� � ��#� ���$ {|j,m; j1, j2〉} � {|j1,m1; j2,m2〉} ��#� �� #F�G�

∑
m1,m2

|j1,m1; j2,m2〉〈j1,m1; j2,m2| = I, M31N

�
∑
j,m

|j,m; j1, j2〉〈j,m; j1, j2| = I. M32N


P+� 1�+" �� X���� �)P �� �� 30 L;� ,����#��

|j,m; j1, j2〉 =
∑

j1,j2,m1,m2

|j1,m1; j2,m2〉〈j1,m1; j2,m2|j,m; j1, j2〉, M33N

O��4� \��#����r" i���B � ��"�#:= Glebsh Gordon i���B �� ��� �� 1#�� %K�� �� ����� ,��

C(j,m; j1, j2,m1,m2) = 〈j1,m1; j2,m2|j,m; j1, j2〉. M34N

�� �� ����G �� 
��� ��K ,�J�� 1�+�= �� �����G 
��� i���B ,�� ��� �� ���4� �+�K �� �$� �� �#'� #� �� ����� ,��
�[�= �� 
�� �!#� �#� ,�� ���� ��P#� ���K�� m = m1 +m2�a�P �� 
�� �69 ��s �2K� #H�" 1���+EtQ:<��i��B

O����� ����� 3#;� �� Jz = J1z + J2z ��<&= �;��"#�

〈j1,m1; j2,m2|Jz − J1z − J2z|j,m; j1, j2〉 = [m− (m1 +m2)]〈j1,m1; j2,m2|Jz − J1z − J2z|j,m; j1, j2〉 M35N

�� 1#�� �� ��RK �� ^�� a�P ��+P �� �69 #� ����� 1���+E t Q:<� i��B \�P#:� m1 +m2 #� ����� m �� �2K� ,����#��
�
�� ���G u�� ,�� �&�&B �� � 
�� ��#� ��RK ,�� 5#:k� ��+P

^����$ ��$� �� Q�#&� j #� �� 1G �� �� ������ ��#)" \���� %&' j2 ������ ��#)" #� �� j1 �� ���� ��#)" �#E�$ �����

���� �#�2	� �� {j1 + j2, j1 + j2 − 1, j1 + j2 − 2, · · · |j1 − j2|} ���#/� �

�� *��� ��+��� �� �� ����� ��%& ��� �

��4� ��#F�#' ����� �� �� #$��<&= ,�� ���2;$ 1���� ���E �#$�J+� Jx, Jy, Jz #� J1, J2, J3 �#$��<&= �� ����� ��
�����

[Ja, Jb] = iεabcJc M36N
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��#)" %&' �#�4� ��$�+	 �� QI� ,���� ����� �� U��4" �:' �� \L��� � ,�� �� ���+E �� #̀�(�9� ����� �� A�9
���&H6� �g� ��/� ,�� � �� ������

#� V�D9 ��= �� #� Q�#&� �$ � ��2;$ �4� ���D� ��&$ �:' ,�� ��#)� �#$ Q�#&� �� ����� �2P?E �#$ u�� ��
� jt,�e�����#)� � �4����D� Q�#&� �� �� ���+E �� �2K� ��+P ��cI@� \����� �� Q�#&� j #� �� 1G �� V�D9 �&��
#$�J+� ,�� �� #R! 1G�� ��� �2;��+" � ��� ���� ���� Vj �>� �4� ���D� ������ �#R! �� �� ,�� ��4� \��� ���� ���� �:' ,��
Ja �� J+� �� �E� ,����#�� ���P#� �2P�� �+	 ,�� �� T#� ��#F�#' ����� 1#&$ �� ��$� 
:;� ��#$ w��"#� #� ��#$��<&=

O��2;$���K�� Q�#&� �� �� L��� � ,�� �#��G \��P#� ���� 
:;� �� D(Ja)�w��"#�

[D(Ja), D(Jb)] = iεabcD(Jc). M37N

|j,m〉 #� �� Vj ���#� �#$����� �#E�$ ����� �� �&= Vj ��4� 2j + 1 �#R! ��� #$��<&= #� \#$ w��"#� ,�� �� ���� 
K�
�� cI@� ��=#K ,�� ����� �� ���:" �$ �� �[I@� ��=#K o:p �� ��#� �#$����� ,�� D(Ja) �#$��<&= �#��G \��$� Q�#&�

O�� #�4� ,�� �� ����� ���� ������ ��#)" �� a+��� u�� ��

D(Jz)|j,m〉 = m|j,m〉
D(J+)|j,m〉 =

√
j(j + 1) −m(m+ 1)|j,m+ 1〉

D(J−)|j,m〉 =
√
j(j + 1) −m(m− 1)|j,m− 1〉. M38N

��#� ��� 
�� �H� ��g� �#$ dD� �� 
�(= ,�� ,2P+� �J� ������� �g� x�9 D 
�(= ,2P+� � V�#;" #� T̀+&4� �2:J�
�� 1�+� ��?�#� Q$#� ��P#� �2P�� 5�#62� �#4��#� � ��42� �#$ Q�#&� ���+" �� �� ���� �+'� ,�4� �:' �� �� ���� ���#"
��#E��' ���E �$ �� �&;K �� ��� ��;/" ��#E��' ���E �� �� 1�+" �&� �� Vj �#R! ��#� �#$ 
J#� �� 
�#�4� ,�� �� Q�#&�
,�� \���� �� �#�� Q�#&� �#$ w��"#� �� �2K� �2H� 5�#:= �� ���+P ���:" ���E 1#&$ � ��9#�= �� #$��<&= ��k#" 
D"
�#�2	��� ������ ���#)"�:' � V ′ � V �#$#R! ��� D′ � DQ�#&� �� �� ���� �! *#� ���2;�� ���K ��+<� #$ w��"#�

����� ��2;$ Q�#&� ���$ D′ � D �� #F�G � ������

[D(Ja), D(Jb)] = iεabcD(Jc), [D′(Ja), D′(Jb)] = iεabcD
′(Jc), M39N

O��#;� �� �)P �� V ⊗ V ′ �#R! ��� �" y�X� Q�#&� �� ����+" �� *#�

D(Ja) := D(Ja) ⊗ I + I ⊗D′(Ja). M40N

D′ � D�Q�#&� �� ��+;�#" 3�B �� ���' Q�#&� ,�� �
�� Q�#&� �� #̀4K�� D �� ��� o�/D" �2���� ���+" �� +F@���
Q$#� #̀�+&= #H�G ��+;�#" 3�B \��P#���?�#� Q$#� D′ � D �#$ Q�#&� �E� �2� �� 
�� 1G �H� �2)� �����+	 ��
�#$ Q�#& � � ��� ��� � �#) " � :' � � �+ � A�#9 �@�#& � �$ � � :' �$ ��+� �� �� �� ��P �26E iJ#�� *#� �
��� �? �
�#$#R! �Dj2 #� �� j2 ,�e�� Q�#&� � ��$� �� Q�#&� Dj1 #� �� j1 ,�e�� Q�#&� ���$� ��c�[I" 1G ��?�#� Q$#�
�#$ 
J#� 5�+9 ,���� �{|j2,m2〉} � {|j1,m1〉} # � �� #H �G �#$ � �# � � � �$� �� 1#@� Vj2 � Vj1 # � �� Q�#& � �� ,��

z
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�9#� Q�#&� ��#� ,�� ���$� �� ��)@" Vj1 ⊗ Vj2 �#R! ���� ��#� �� ��)@" {|j1,m1; j2,m2〉 := |j1,m1〉 ⊗ |j2,m2〉}
#�4� ,�� �� \���� �� �&� \�����P U��4" 40 ������ #� o�#�� 1G �#$ w��"#� � ��$� �� 1#@� Dj1⊗j2 #� �� 1G �� 3�B
���G 
��� Q�#&� �J� ���+P �� ���:" �$ �� D(Ja) := D(Ja) ⊗ I + I ⊗D′(Ja) �#$ w��"#� �k� 
D" #$ ��#� ,�� ��
�$� �� ^#F�� �� �#� ,�� �� �� ��#� ���:" ���� ���K ��+<� �� 1G ��#� ���:" �� #� 1�+" �� � 
����?� Q$#� Q�#&� ��
�� ���K ��+<� Q�#&� �#$ w��"#� ^#&" ���' ��#� ,���� ��+P �� ��)@" 1���+E t Q:<� i���B L�+" �� 
�� ��#&$
5#:k� ��+P �� ���� �� ��RK��+" ]� -�#� \�+P �� ��XF" ��#$ Q�#&� �0 �� A+! Q�#&� �� 3�B �9#� �� ,�� ���+P

�
�� ���G �[! ,�� ��&�&B �� ��RK ,��

O�+P �� ��XF" �� ��?�#� Q$#� �#$ Q�#&� �� �� ���� ��#)"� j2 � j1Q�#&� �� 3�R<9#� �����

Dj1⊗j2 = D(j1+j2) ⊕D(j1+j2−1) ⊕ · · · ⊕D|j1−j2|. M41N

O��;�+� �� �� �" ��#� �)P �� �� ����� ,�� T̀+&4�

j1 ⊗ j2 = (j1 + j2) ⊕ (j1 + j2 − 1) ⊕ · · · ⊕ |j1 − j2|. M42N

�� �+P �� ��XF" ��#$#R! �� �� Vj1 ⊗ Vj2 ��+;�#" 3�B �9#� �#R! �� ��� �� 1#�� ,��#&� 5�+9 �� ����� ,��
���/� �Z�� #H�G � ^��� �$ �� ��� ��2;$ �+&= ����)� �� #$#R!�� ,�� ����� �� �&� �� ��?�#� Q$#� Q�#&� �� ^����$

������ J2 = (L1 + L2)2��2���$ ��<&= ���� �"�#62�
���� ��$�+	 {�P �� ��XF" ,�� �<&= �+D� ��4� QI��� ��

����� �� �	
 ��� ����� ��� ���

�)��� #� ������ 1 � 1/2 �� ���� ��#)" #� ��� �� �� ����  �! ���$� {�P ��#� *#>� ��#� �� ��XF" ]�� �� 
���2H� �$#�
�� ���� ��#)" �� ����� ��$�+	 �� ����� ���e�� �� ���� ��#)" �$ � �� ����� �� ����� �� ���� ��#)" �$ �� ����� �� ���

� ��"�#:= l = 1 �#$ 
J#� �����#�2	� ���+" �� ����#/� �0 ��

|1, 1〉
|1, 0〉
|1,−1〉. M43N

� ��"�#:= s = 1
2 #� ,�e�� �#$ 
J#��

|+〉,
|−, 〉. M44N

|
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J#� ����� �� 3�B 1/2Q�#&� 
J#� ,��"T#� �� �� 1Q�#&� 
J#� ,��"T#� �� 
�� 1G ���� �� �� ��#� ,�2;I�
� |32 , 3

2 〉 X' 
;�� �X�0 ���G 
���

|3
2
,
3
2
〉. M45N

��� Jz = Lz + Sz �k� #� *#� ��&H6� ���+" �� x�p �� ��� Jz � J2 1��� �k� � ��#� �:�#D� �� #� �����+	 �� ��� ,�� ��J�
O��G �� 
��� 
�� 32 Q�#&� 1#&$ �� ��#"�#H0 �� ,����#�� � ����G �� 
��� �� Q�#&� ,�� ���� �#$ 
J#� x�p ��

|3
2
,
3
2
〉 = |1, 1〉|+〉

|3
2
,
1
2
〉 =

√
2
3
|1, 0〉|+〉 +

√
1
3
|1, 1〉|−〉

|3
2
,
3
2
〉 =

√
1
3
|1,−1〉|+〉+

√
2
3
|1, 0〉|−〉

|3
2
,
−3
2
〉 = |1,−1〉|−〉. M46N

�� #�� ���#� �� �� �� ���� ��#)" �:' � 32 ,�e�� Q�#&� �� ��G �� 
��� 
J#� ��#"�#H0 �2�� �� i�"�" ,�� ��

;�#� �� ���� 
J#� �� ,����#�� �1 ⊗ 1

2 = 3
2 ⊕ 1

2 �� ��+E �� #� �� X�� 41 ����� �
�� ���#� �K#� ���� 
J#� �� �� �����
�� β � α 1G�� �� ��#� �� �� �� i���" |12 , 1

2 〉 ��4� Q�#&� ,�� 
J#� ,��"T#� ,2!#� ���� ���#;� �� 1
2 ,�e�� Q�#&�
���+P ���� 
;�#�

|1
2
,
1
2
〉 = α|1, 0〉|+〉 + β|1, 1〉|−〉. M47N

,��"T#� #̀4K�� 
J#� ,�� ��4� \�P#� �69 #� ����� 
J#� ,�� ��� J+ �k� �� ���� ���� 1#�0 �� β � α �� 
�� �!#� *#�
1G ��� J− �k� � ��#62�� #� we� ��+P �� ���� 
J#� ,�� ]�#F�H� a�P � a�P ,��� ��#62�� #� ��P#� Q�#&� �� 
J#�

O��+� ��$�+	 5�#:= Q�#&� ,�� �#$ 
J#� #̀2�#H� ��P �$�+	 �2!#� X�� Q�#&� ���� 
J#�

|1
2
,
1
2
〉 =

√
1
3
|1, 0〉|+〉 −

√
2
3
|1, 1〉|−〉

|1
2
,
−1
2

〉 =

√
2
3
|1,−1〉|+〉 −

√
1
3
|1, 0〉|−〉. M48N

��� ���� 1#@� �)��� ��4� \����� ��#P� 1G �� T#� �� �� �� �<� ��RK � 
�� �J#>� ��� ���� 1#@� �� �m�G

1
2
⊗ 1

2
= 1 ⊕ 0. M49N
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�&$� X�� ����#� �g�� �F�2� ,�� �����G �� 
��� 12 � l �� ���� �#$ ��#)" %&' ���� �� �2;� L��� � QI� ,����
�"�� ���� ��#)" � l ����� �� ���� ��#)" �� ����2)J� ���� �� �� �� ���� ��#)" ��$�+	 �� 5#K�� � �<�	 ��� ���� ��#�
J #� �� �� �� ���� ��#)" � L #� �� ����� ���� ��#)" \ S #� �� �� ���� ��#)" ��<&= T̀+&4� �����G 
��� ���� 1

2 ,�e�� #�
�� ����� �� �J = L + S ,����#�� ���$� �� 1#@�

l ⊗ 1
2

= (l +
1
2
) ⊕ (l − 1

2
). M50N

O
P+� �� �)P �� 1�+" �� #H�" l+ 1
2 ��#" ��0�� �� m+ 1

2 ��+2��+� ��= #� 
J#� �� �� ��+P �� �'+2� 
K� �&� #�

|l + 1
2
,m+

1
2
〉 = αl,m|l,m〉|+〉 + βl,m|l,m+ 1〉|−〉, M51N

��0�� �� m+ 1
2 ��+2��+� ��= #� 
J#� �� ,��0 �$ ���+P ,��4" 
;�#� �� �� ��2;$ �:���B βl,m � αl,m 1G�� ��

O
P+� �� 5�+9 �� 1�+" �� l − 1
2 ��#"

|l − 1
2
,m+

1
2
〉 = γl,m|l,m〉|+〉 + δl,m|l,m+ 1〉|−〉. M52N

O�+P �� �� L��� � �� �F�� #H�G 1�+��#F�H� ,��0 �$ � �<:K 
J#� �� 
J#� ,�� ��#4"

α2
l,m + β2

l,m = 1

γ2
l,m + δ2l,m = 1

αl,mγl,m + βl,mδl,m = 0. M53N

1���G 
��� ���� ���� ��$�+	 
��� �� i���B ��/� A+! L��� � ��� �������� �� i���B � �)� �� 
�� �!#� ,����#��
����G �� 
��� 5�+9 ,���� ����� *#&=� �� J− = L− + S− ��<&= 51 ����� ,�!�p ��� �� 
�� �!#� i��B ,��

C(l +
1
2
,m+ 1)|l + 1

2
,m− 1〉 = αl,mC(l,m)|l,m− 1〉|+〉 + αl,m|l,m〉|−〉 + βl,mC(l,m+ 1)|l,m〉|−〉, M54N

�C(l,m) =
√
l(l+ 1) −m(m− 1) 1G�� ��

O���� �� �� �F�2� �� a ����� #� ����� ,�� �;�#/� #�

αl,m−1 =
C(l,m)

C(l + 1
2 ,m+ 1)

αl,m M55N
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1��� ��#� � w� #��

αl,m =

√
l+m+ 1

2l+ 1
αl,m−1. M56N

O���� �� �� �F�2� �� αl,l = 1 �)��� �� �'+" � ����� ,�� ���)" #�

αl,m =

√
l+m+ 1

2l+ 1
. M57N

,����#�� ����G �� 
��� X�� i���B ��/� 53 L���� � ��#62��#�

|l + 1
2
,m+

1
2
〉 =

√
l +m+ 1

2l + 1
|l,m〉|+〉 +

√
l −m

2l+ 1
|l,m+ 1〉|−〉,

|l − 1
2
,m+

1
2
〉 =

√
l −m

2l+ 1
|l,m〉|+〉 −

√
l +m+ 1

2l + 1
|l,m+ 1〉|−〉. M58N

��'.�& � ����	$ ��� 	/0�1 2	)�%"� ���	/0�1 �

�� �� #$��<&= � �R4� �;��"#��[�= ��$�+	 �� \��� ��$�+	 ���� �#� ��� #H�G # � �̀�4� �� �"#:�#D� � ��#�;� ��
�� ���� ��#)" #� �� #H�G ����� � #$��<&= ,�� W�+	 �#E�$ ����� ���� |j,m〉 �#$ 
J#� ��4� �� ���� ��#)" ��#� �Z��
� 2; � � � ��+ " �� �� # $�� <&= �� � � �cI@� �� �;�� "# � �9# �= , �� �# � � :�#D� 1�� � �2� �� ��+ " �� � � ��� � � 2 H �
b+ � � � � 2; � �� # $�� <&= �� � � � ��� � � / :p \� ���� ��� ��� � �#) " �#$�� <&= # � � �#F �#' ��� ��� b+ � �0 �� , �� � �
�� �4 J#�� �� #$��<&= ,�� QI� ,���� ��� �� �� ���� ��;/" ��+;�# " � ����� � \� J#)�� �#$��<&= �� ����� ,��
��+P �� ������ ��#)" ��#� �� #H�G �;��"#� �9#�= ��� �H� �+�K �R4� �� �F�� #H�GW�+	 ��+�0 �� ��$� �� 1#@� � ����

	����� ���	���� ���

1G �� #$��<&= �� �"�:<�$ �#R! �� 
�� ,�� #�  �! QI� ,�� ^#&"�� ������ �!�4� �� �J#)�� ��<&= �2P?E �#H��� ��
#� �� ������ ��#)" �#$ �6J+� Q�#&� ���� �� �&� �� 1���� � �@�#&� �F�2��� � �� ���� ��#)" � �@�#&� ��� ��P U��4"
,�� �� \��� �&� ���r" 1���� 
D" �� 
�� ���<&= \S �>� �J#)�� ��<&= �� 5�:<�$ �#R! ,���� ���$� �� 1#@� Jx,y,z

�� #�4�

U(R)SU †(R) = S, M59N
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�� 
�#�4� ,�� �� T#� ����� \U(R) = eiθn·J �� #F�G � �
�� 5�:<�$ �#R! 1G ��� R�1���� � �@�#&� \U(R) 1G �� ��

[Ji, S] = 0, M60N

��+P �� #F�#' 5�:<�$ �#R! 1G �� 1G �#$ Q�#&� #� �2H� 5�#:= �� #� ������ ��#)" �#$�6J+� #� S �� �<&= �)��� ��4�
�P · J #� � P · P � ��� 5�#:= ��� �� 
��� �4� �� �� �� ��� �� 5�:<�$ �#R! �� �J#)�� �#$��<&= � ��#$ ��+&�

�
!�E �g� �� �J#)����<&= U��4" 1�+�= �� 1�+" �� �� 60 #� 59�L��� � � ^����$

O
�����K�� �� ��K ]� �;��"#� �9#�= ��� �#��G �P#� �J#)����<&= �� S �#E�$ �����

〈j,m|S|j′,m′〉 = Aδj,j′δm,m′ M61N

#�4� ,�� �� ��26E �� 
�� ��#I2�� �=�+K 1G � �� ��+&� ����� ,�� �������<&= b+� �� ��2;� �� 
�� �2�#k A 1G�� ��
���2;$�69 ��s �� ^��� � �69 �;��"#� �9#�= ^��� 
6E 1�+" �� �:K � ��

����G �� 
��� ,����#�� �[J2, S] = 0 �� ����� �� 60 ����� � ����	


0 = 〈j,m|[Jz , Si]|j′,m′〉 = 〈j,m|JzSi − SiJz|j′,m′〉 = (m′ −m)〈j,m|S|j′,m′〉,
0 = 〈j,m|[J2, Si]|j′,m′〉 = 〈j,m|J2Si − SiJ

2|j′,m′〉 = [j′(j′ + 1) − j(j + 1)]〈j,m|S|j′,m′〉. M62N

����� �� 
�#k �� ��RK �)� ����� �� ,��

����	� ���	���� ���

O�� #�4� ,�� �� \�+P ���:" ����� �� �>� 1���� 
D" �� 
�� ���<&= A = (A1, A2, A3) ���<&= �����

U(R)AiU
†(R) = RijAj . M63N

1���� ���� #�� ��P#� ���K�� X�� �0+� 
�#H� �� �#$ 1���� �<&' � #$ 1���� �&$ ���� 
;�#� �� ����� ,�� U��4"��#��
����� n ��+D� *+� θ ����� �� �0+� 
�#H� �� �#$

Rij = δij + θεijknk M64N

�

U(R) = I + iθnjJj , M65N
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64 ���?��#' ����� �� �&= 1G ��� #$ Ai �� ��2;$ �"�:<�$ �#R! 1#&$ �� ������ ���#)" �#$ Q�#&� #$ Jj 1G�� ��
O�+P �� �� ����� �� �F�� θ �:"� #" 5(&' ,2P�� �#�� � 67 �� 65 �

[Ji, Aj ] = iεijkAk. M66N

���<&= ���+E �� �� #�4� ,�� �� \���� �� �#� �� ������ �#$��<&= ������ U��4" ����� 1�+�= �� �� ����� ,�� �4� �� ,�� �
���P#� �2P�� �� ��#F�#' ������ ,��0 1G �#$ Q�#&� #� ������ ��#)" #� Q�#$ �6J+� �E� 
�� ������ ��<&= �� A

���2;$ ������ �#$��<&= � ��#$��+&� R = (X,Y, Z) � P = (Px, Py, Pz) �#$��<&=

������� ���	���� ���

�:"� �+;�#" �� �>� 1���� 
D" �#E�$ 
�� �� �:"� ��+;�#" ��<&= �� Ti,j, i, j = 1, 2, 3 �#$ �6J+� #� T ���<&= �����

O�� #�4� ,�� �� \�+P ���:" _

U(R)TijU
†(R) = RikRjlTkl. M67N

O���� �� �� ����� �� ����� �#���� θ �:"� #" 5(&' � ���� ���?��#' ����� ,���� �� 65 � 64 �#$ ����� �#E�$

[Ji, Tjk] = iεijlTlk + iεiklTjl. M68N

�� ��&4" 5�+9 ,�&$ �� U��4" ,�� ����� �� �#)� _ �:"� �#$�+;�#" ����� U��4" ����� 1�+�= �� �� 1G �4� �� ,�� � ��
O��+P �� U��4" �� ����� #� f �:"� �#$�+;�#" *#>� 1�+�= �� \��#�

[Ji, Tjkl] = iεijmTmkl + iεikmTjml + εilmTjkm. M69N

��	 ��������� ���

O��$� �� ���K 5�+9 ,���� ��P#� ������ ��<&= �� A �� ����  �!

A1,1 := − 1√
2
(Ax + iAy)

A1,0 := Az

A1,−1 :=
1√
2
(Ax − iAy). M70N
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Q�#&� �#$ 
J#� �>� 
��� �� ���� ��#)" �#$ �6J+� #� #$ ��<&= ,�� ��#F�#' �� ��� o�/D" �2���� ���+" �� �����+	
�)��� ��4� �
�� Y ,�e��

[Jz, A1,1] = A1,1, [Jz, A1,0] = 0, [Jz , A1,−1] = −A1,−1

[J+, A1,1] = 0, [J+, A1,0] =
√

2A1,1, [J+, A1,−1] =
√

2A1,0,

[J−, A1,1] =
√

2A1,0, [J−, A1,0] =
√

2A1,−1, [J−, A1,−1] = 0. M71N

���+E �� ���+P �� ���:" Y ,�e�� �#$ 
J#� �>� �� ���� ��#)" #� �E#F�#' 
D" #$��<&= ,�� �� ���+E �� #̀�(�9�
�:"� ���� �+;�#" �� �<� �+p �� ���$� �� ��)@" �� Y �:"� ���� �+;�#" �� �#$ �6J+� A1,1, A1,0, A1,−1 �#$��<&=

O���� �� U��4" �� �)P �� �� \j

���#)" �#$��<&= #� ��#F�#' 
D" �� Aj,m, m = −j, −j + 1, · · · j − 1, j �#$��<&= � ���=+&F� �����

��4� \���� �#2!� j ,�e�� Q�#&� �#$ 
J#' �>� ������

[Jz, Aj,m] = mAj,m,

[J+, Aj,m] =
√
j(j + 1) −m(m+ 1)Aj,m+1,

[J−, Aj,m] =
√
j(j + 1) −m(m− 1)Aj,m−1. M72N

0 ��"� ���� ��+;�#" �� �J#)�� ��<&= �� U��4" ,�� #� �� ���� 
K� ���+P �� ����#� j �:"� ���� �+;�#" �� �#$�6J+�
�
��

�g� �� 1��� ����+" �� �� 
�� ,�� #H�G �H� ���#! .
;�0 #$ U��4" ,�� � ���� �#$�+;�#" ���#! �� ����� �� *#�
������ ��#)" �#$ �6J+� #� ]� ��#F�#' L��� � ,2;��� #� #H�" \
�� ��P �2	#� �X�0 �0 � �)��� � �+;�#" b+� ,2!�E
�9#�= ,�� �:�#D� T�� ��� 
�� �E�X� ���#! ,�� � \����#�� 
��� #$ Yl,m ��� 1G �;��"#� �9#�= ��#� �� �&H� 5#=(p�
�� �&"� 1#&2	#� �� a+��� 5#4J#�� �� #̀:"�� �� �;��"#� L��� � ,��0 #̀��#k \
�� �2I� �#�;� �#� ��/2;� �+p �� �;��"#�
��<&= �� *#>� ,��" ��#� 1�+�= �� ���G �� Q�� �&"� U<2I� �#$ ��T ,�� �#$��?E �� a+��� 5#4J#�� �� W+[	
�� ���� �� �� ����� ��P#� 1G ��g� �X�0 #� P · P #� X · P 
�� ,)&� ��<&= ,�� ������� �g� �� S �>� �J#)��
����#� 3#I2�� �=�+K X�� ���� �#$�+;�#" ���� #�G �� ����� ��$�+	 �� �
�����K�� ����#� 3#I2�� �=�+K \S �J#)����<&=
�� ��2;$ ���� �+;�#" �� #$ Aj,m 1G �� �� �� Aj,m|j′,m′〉 �#$ 
J#� �=+&F� *�+� ,�� �� -�#� ���� .��#� ��2;$���K��
�$ � |,m〉 �#$ 
J#� U��4" � ��#62�� #� ����� 3#;� #$ 
J#� ,�� ��� �� J± � \Jz �#$��<&= �k� ���#�� �����E �� �g�

O�� 
!#��� �2���� 1�+" �� ?? ���� �+;�#" ,��0

Jz(Aj,m|j′,m′〉) = (m+m′)Aj,m|j′,m′〉, M73N
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�

J+(Aj,m|j′,m′〉) =
√
j(j + 1) −m(m+ 1)Aj,m+1|j′,m′〉 +

√
j′(j′ + 1) −m′(m′ + 1)Aj,m|j′,m′ + 1〉

J−(Aj,m|j′,m′〉) =
√
j(j + 1) −m(m− 1)Aj,m−1|j′,m′〉 +

√
j′(j′ + 1) −m′(m′ − 1)Aj,m|j′,m′ − 1〉.M74N

�>� 
�� a+��� ������ ��#)" �#$�J+� �k� 
D" #H�G �#2!� �� �� �)��#'#" Aj,m|j′,m′〉 �#$ 
J#� ���� 5�#:= ��
��;/" ��#$ ���E �� 1�+" �� �� ��#$ 
J#� ,��0 �� ����� �� #�� ����� �� �#2!� j′ � jQ�#&� �� ��+;�#" 3�B �#$ 
J#�

O
P+� 1�+" �� ,����#�� ���+P ���:" |j − j′| #" j + j′ ���?�#� Q$#� �#$ Q�#&� 
D" �� ���

Aj,m|j′,m′〉 =
j+j′∑

J=|j−j′|
C(J ; j,m; j′,m′)|J,m+m′; j, j′〉. M75N

O��� � �� �#� �� �� ��XF" �� �� ��2;$ �����+E t Q:<� i���B 1#&$ C(J ; j,m; j′,m′) 1G�� ��

|j,m〉|j′,m′〉 =
j+j′∑

J=|j−j′|
C(J ; j,m; j′,m′)|J,m+m′; j, j′〉. M76N

�2H� 5�#:= ��

C(J ; j,m; j′,m′) = 〈J,m+m′|j,m; j,m′〉. M77N

O�)��� 1G � ��G �� 
��� �H� �F�2� �� �<9#!(� 75 ����� �

〈j”,m”|Vj,m|j′,m′〉 =

⎧⎨
⎩

0 if m” �= m+m′,

0 if j” > j + j′ or j” < |j − j′|
M78N

1�+�= �� ��P#� �69 ��s ���+" �� �4K�+� �0�� �;��"#� �[�= ,�� ��� �� 1#�� �� 
�� �H� 3#I2�� ��=#K �� ,��
O��2;$ 
��� �� L��� � �� ��� %�#K �� �+	 ���+" �� �����+	 \3#I2�� ��=#K ,�� � ��#HJ#>�

∫
ψ∗

n,l,m(r, θ, φ)xψ∗
n′,l′,m′(r, θ, φ)r2dΩ = 0 if l �= l′, l′ ± 1, m �= m′ ± 1

∫
ψ∗

n,l,m(r, θ, φ)
∂

∂x
ψ∗

n′,l′,m′(r, θ, φ)r2dΩ = 0 if l �= l′, l′ ± 1, m �= m′ ± 1

∫
ψ∗

n,l,m(r, θ, φ)xyψ∗
n′,l′,m′(r, θ, φ)r2dΩ = 0 if l �= l′, l′ ± 1, l′ ± 2 m �= m′ ± 2. M79N
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� ����3 �� �4 �

� b��P ��/� ����� 
�#k �� M������ ���#)" %&' #�N#$ Q�#&� ���F" �� a+��� �<9� ��RK ��$�+	 �� �&�&B ,����
,�4� #H�G M = m1 + m2 �� 
�� �� |j1,m1; j2,m2〉 �#$ 
J#� ��E�� ]�#&P *T�2�� ,�� 
&;K ,��2&H� %K�� ��
L�+" 
J#� ,�� �
�� |j1, j1; j2, j2〉�
J#� �� a+��� �� j1 + j2 #� 
�� ����� M � ,)&� ����/� ,��2@�� �� ����� �� �
��
#� 
�� �����M � ��4� ���/� �Y#� 
������� 
J#� ,�� ��E�� �
�� ��PcI@� Y �)P �T#��
��� 
&� �� ��/� ��
Q$#� #� �+p ,�&$ ��E�� �'�� �
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∑
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��%���� �-� �� ��4��� ��g, % �� �� �%. ���� &'�E &���'���� ����� �	%��3 &� ���� ;��� %

H0 =
(

1 0
0 1

)
. W23X

���$ ����E� ���
 &� B'�:� 5�" #� �� 0/�� �� 7%� �0�� E = 1 79�� �̂���� ���� 0/�� �Z%� �� ����� &���'���� 7%�
���

|1〉 =
(

1
0

)
, |2〉 =

(
0
1

)
, W24X

�%

|1′〉 =
1√
2

(
1
1

)
, |2′〉 =

1√
2

(
1
−1

)
, W25X

a	�($ #,�d� �%. F��C #� �� &/Q�E� #'6� #$ ��($ U�, ;�� ����%� �@��� 0/�� �� �� �% �

H1 = H0 + λV1 =
(

1 0
0 1

)
+ λ

(
1 0
0 −1

)
=

(
1 + λ 0

0 1 − λ

)
. W26X

a.� �(
��1< �� 0/�� �Z%� #$ 0�� ed�� ���$ 7��4
 0 � #� �� &���'���� 7%� B�" ���
 &� F��C 7%���

|e1〉 = |1〉, E1 = 1 + λ,

|e2〉 = |2〉, E2 = 1 − λ. W27X

����D &� �%�1
 |2〉 � |1〉 ��� 0/�� #� �%�� ��� 0/�� λ −→ 0 �� �� 7%����(�
a�D���%. �*D #� ;Q�E� #$ ��($ U�, ]�� ���

H2 = H0 + λV2 =
(

1 0
0 1

)
+ λ

(
0 1
1 0

)
=

(
1 λ
λ 1

)
. W28X

a��$ 7��4
 �?@� � ���
 &� �� �� 0/�� �Z%� 	�.�� F��C 7%���

|e′1〉 =
1√
2

(
1
1

)
, E1 = 1 + λ,

|e′2〉 =
1√
2

(
1
−1

)
, E2 = 1 − λ. W29X
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0�� �3 	%��9 &� ;��� 7%� .� #$ &��� ����D &� �%�1
 |2′〉 � |1′〉 ��� 0/�� #� �%�� ��� 0/�� λ −→ 0 �� �� 7%����(�
0/�� .� &(�4� &HE Y�$�
 06� #� λ −→ 0 �� �� b�� 7%� �	��%�� &� 79�� ��� 0/�� ���� �� &/Q�E� b�� &� � #$
��H �3 �� ;Q�E� ������� #$ 0�� ��(8 t �� �� Y�$�
 7%� �0��� ���:/� &HE Y�$�
 7%� #$ �($ &� ��� 79�� ���
#$ ��($ U�, �	�($ &���� &'$ F��C #� �� 79�� ��� 0/�� ���� ;Q�E� #'O�� 	����
 &� ;��� 7%� .� \�2/� �� ;�� �0��

&(4% ��D�� g &(9�� #��� ����� 79�� #%]

H0|n0, r〉 = E0
n|n0, r〉, r = 1, · · · g. W30X

�%�� ��� 0/�� � �� ����� ���� �� �%. &/Q�E� b�� ;�� ��(��� H0 &���'���� 79�� ��� 0/�� �Z%� |n0, r〉 ��� 0/��
a	��%�� &�

En,r = E0
n + λE1

n,r + λ2E2
n,r + λ3E3

n,r + · · · W31X

|n, r〉 = |n̂, r〉 + λ|n1, r〉 + λ2|n2, r〉 + · · · , W32X

�	�($ ���� �� �2�3 0�%�� &� #$ �(��� |n0, r〉 ��� 0/�� &(4% #�/�� 79�� ��� 0/�� .� ��P(2� &1�$�
 |n̂0, r〉 �3 �� #$
&(4% ��(��� E0

n �̂��@� �Z%� �� H0 0/�� �Z%� ��(>6� �� 0/�� 7%� #$ ��($ 0 �

H0|n̂0, r〉 = E0
n|n̂0, r〉, 〈n̂0, s|n̂0, r〉 = δr,s. W33X

#/��4� &(4% ��(%���D #/��4� �� #H��� �� 7%� ���=�%����

(H0 + λV )|n, r〉 = En,r|n, r〉 W34X

a	��� &� �%. #H��� #�

(H0+λV )(|n̂0, r〉+λ|n1, r〉+λ2|n2, r〉+· · · , ) = (E0
n+λE1

n,r+λ
2E2

n,r+λ
3E3

n,r+· · ·)(|n̂0, r〉+λ|n1, r〉+λ2|n2, r〉+· · ·)

a	��� &� �%. F]��4� #� � 	�($ &� #�%�@� u�" �� �� �� λ B'�:� ��� ���
 ;��

H0|n̂0, r〉 = E0
n|n̂0, r〉

V |n̂0, r〉 +H0|n1, r〉 = E1
n,r|n̂0, r〉 + E0

n|n1, r〉

v
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V |n1, r〉 +H0|n2, r〉 = E2
n,r|n̂0, r〉 + E1

n|n1, r〉 + E0
n|n2, r〉 · · · W35X

0��� �4� #� \�� F]��4� .� ���
 &� �� ��J�� F�<Q"� �0�� H0 ��� 0/�� �Z%� #� c����^!� � #/��4� ��6� ;�� #/��4�
���� .� N� �	�($ &� ���_��� 33 � ��� #H��� .� � 	�($ &� V�d 〈n̂0, s| �� h8 .� �� \�� #/��4� ����� ��$ 7%� ���� ����3

a	%��3 &� 0��� ���$

〈n̂0, s|V |n̂0, r〉 = E1
n,rδr,s. W36X

0/�� �Z%� +� �(���� �+�8 �� 0/�� 7%� &(4% 0�� ��H �� |n̂0, r〉 #%�� �� ;Q�E� ������� #$ 0��(4� 7%� #� #H��� 7%�
�H ��� #$ #"���� ���@� �Z%� +� 0��� �+�8 +�� �� 0/�� 7%� .� \��$ �� % #1
� ��� e�TR
 � ;Q�E� ������� ���
���� 0�� #H��� 7%�^l�E 0/�� #H��� �3 #$ 0�� 7%� ��� 0��� �0�� 7 �#H��� 	̂�@��� 	�64
 #H��� 7%� �0�� #�,�9 ��� 
#$ ��%� 0/�� % �� �� \�� #H��� 7�,�" ������� % #1
��^e�TR
 ���$ ���� ���� ��D�� % �� ����� &(9�� #��� #$ &� �
	2� ��%� �P(%��� #$ ��($ 0 � �E0

m �= E0
n #$ 0�� &4�1" �	�($ &� V�d 〈m0| ��� 0��� 79�� ��g, �Z%� 7%� #� c����

a	%��3 &� 0��� ���$ ���� Nw� � ���$ V�d 7%� .� �#� �% �(��� 79�� ��%� ��� 0/�� �%3 #$ 0���

〈m0|n1, r〉 =
〈m0|V |n̂0, r〉
(E0

n − E0
m)

. W37X

�%�R
 ����� �� � ��� &� 0��� |m0, r〉 ��� 0/�� ��� &(4% ��%� ��� 0/�� \�6
 ��� �� |n1, r〉 �̂%�R
 #H��� 7%�
#1
� �� ��(>6� �%�� ��� 0/�� #*�3 ���� ��%�9 &6� �+�8 |n̂0, r〉 &(4% 79�� ��g, �Z%� #%�� �������� ��� 0/�� 7%�
\.] �P(%��� #$ &/]���� �	��� ��� �_C �� ����� �1 ��� �� ��#_/�� 7%� ���@� 0�%�� &� ��(��6� & �� ��P(2� � ���4�� %

��($ U�, #$ �(4� 7%� #� �	%��� ��$ #� 79�� ��A^0/�� % ���� #$ 0�� &/]���� 0����� 	�64
 0��

|n, r〉 = |n̂0, r〉 + λ|n1, r〉 +O(λ2), W38X

	%��� F��C 7%���

〈n, s|n, r〉 = δr,s + λ(〈n̂0, s|n1, r〉 + 〈n̂0, r|n1, s〉) +O(λ2) W39X

7%����(� �〈n̂0, r|n1, s〉 = 0 #$ 0�� \.] �(D�� ��P(2� ���4�� ��(>6� ;Q�E� ;�� #1
� �
 �%�� ��� 0/�� #*�3 ����
a	%��3 &� 0���

|n1, r〉 =
∑
m �=n

〈m0|V |n̂0, r〉
E0

n − E0
m

|m0〉. W40X

a�� ������� �� 0/�� ;�� #1
� �
 &(4%

|n, r〉 = |n̂0, r〉 + λ
∑
m �=n

〈m0|V |n̂0, r〉
E0

n − E0
m

|m0〉 + · · · . W41X

x
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0��� � 	�($ &� V�d 〈n̂0, r| �� h8 .� �� 35 .� \�� #H��� �	%��3 0��� f #1
� �
 �� ����� e�TR
 ���@� #*�3 ����
a	%��3 &�

E2
n,r = 〈n̂0, r|V |n1, r〉, W42X

�41^���=�%�� .� N� �% �

E2
n,r =

∑
m �=n

|〈n̂0, r|V |m0〉〉|2
E0

n − E0
m

. W43X

�Z%� � 	%��$ ��H 79�� ��g,�%. �� �� ;Q�E� ������� #$ ��� % #$ 0�� �3 	%��9 &� ��'T
 #%+P
 7%� .� #$ &���
� ��� ����E 79����A 0/�� #� #�1D Q? ��$ �3 #� c���� b��� � � ;Q�E� K�� �	%���3 0��� �� |n̂0, r〉 &(4% �3 ��� 0/��
���_��� |n0, r〉 #�/�� ��� 0/�� ��P� |n̂0, r〉 ��� 0/�� .� c���� b��� � �� #$ 0�� &,�$ �2(
 ���$ ����:� ���I
 �+�8 q��

�	�($


���� �&�(� ��#��) �� ��*�# � �� 
�+� �

�����%�� #$ 0�� 02� �3 .� �� ;��� 7%� 0�6�� �	�($ &� #4/�H� �� ;Q�E� #%�-� �����$ .� ���J�� ��� ;��� [:� 7%���
��g� �� �� 	
� B�" ���I
 #� c���� 	�($ &� &���� [:� 7%��� #$ &/��� �� #$ �P�3.� ��(($ &� &���� �� 	
� �� �� &4 ��
����� �� ��M % &���'���� &'$ &���� #� 0�:� �0�� Wy���D� �G�X &*%��*/� � W��6%.�G�X &��"�(I� ��� �����

�	%.���� &� &��"�(I����*/�

��������� ��� � !�"�� � #	� $�% #��& ���

&� B�C�
 (φ,A) ������ � �/�*�� ��� ������� �� #$ �� &��"�(I����*/� ����� ��g� �� ��M % &���'���� #$ 	���� &�
a.� 0�� F��1< ��D

H =
1

2m
(P − eA)2 − eφ(r) W44X

��D &6� �P��� A �� #P����� � F�R�:� �� #��*
��'6< &������$ ���*� �� #$ 7%� #� #��
 � &4��� #'6� b�� .� N�
a0D�� 	����E

H =
1

2m
(P 2 + e2A2 − eP · A− eA · P ) − eφ(r), W45X
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�%�

H =
1

2m
(−�

2∇2 + e2A2 + ie�∇ ·A+ ie�A · ∇) − eφ(r). W46X

#$ 	���� &� ���

∇ · Aψ = (∇ ·A)ψ +A · ∇ψ W47X

	%��� 7�(8 	�

A =
1
2
B × r. W48X

���$�-� u�C ��� � +�8�� Q? ��$ u��4�� &��"�(I� ��� ����� ���� &4��� #'6� #$ ��� ��J� ���
 &� #H��� 7%� #� #��
 ��
a	%��� &9�+� �.���� �-� .� t �� �� �0��

A2 ≈ 1
4
B2〈r2〉 ≈ 1

4
B2a2

0, W49X

u��4�� ��� �.���� ���� &HE #'6� ����� �� ���
 &� #'6� 7%� .� #$ ��� ��J� ����
 &� ��(���E 0������ j�4D a0 �3�� #$
#P��� �� ���$ �-� u�C &��"�(I� �����

H =
1

2m
(−�

2∇2 + 2ie�A · ∇) − eφ(r)

=
1

2m
(−�

2∇2 + ie�(B × r) · ∇) − eφ(r)

=
1

2m
(−�

2∇2 + ie�(B · r) ×∇) − eφ(r)

=
1

2m
(−�

2∇2 − eB · L) − eφ(r), W50X

;Q�E� K�� �����$ #$ 	%.���� &� ��%�� �� #4/�H� #� {�� 7%� ��(%3 ��� [:��� �0�� ����� ��#%��. #��*
 L �3�� #$
������ \�� Start Effect y���D� �G�� Zeemann Effect ��6%. �G� ��%�� �� 7%� ��(�� &� ��J� &��E #� ��

!�'() �*� ���

&��,�*D 7%� �&��"�(I� ����� �� ���%� ;�*/�� �% 	
��� �% ������� 	
� &_�" c�HE &��,�*D .� 0�� F��1< ��6%. �G�
���D &� ��P%� &��"�(I� ����� �� ����*/� ����� &��"�(I� ����J9 [($ 	��� �G��� #$ 0�� �� ��������I
 .� &D��
����� μ �.���� #� &��"�(I� ����J9 % #$ �($ &� �6< ��%�� #@'� % ��� #��� ��� #� ��E ����� 0$�� �� ����*/�
���� &��"�(I� ����� #$ ��D &� &�/�� #� 01�� ����*/� % ��������I
 L<�� &��"�(I� ����� �� #@'� 7%� [($ 	���
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7%� ����� ��D�� m� �� ����� ����*/� �� #%��. 0$�� �.���� �9� �	��+� 7�6:
 �� ��������I
 7%� �.���� 	����
 &� ������
�� 0�� ����� B^&��"�(I� ������� &��"�(I� ����J9

ΔE ∼ e

2μc
�mB W51X

&* %� �* /��� � � \� 9 10−27 �̂��� \̂�� � � ��� �* /� ��� � ��� ��� � � I 
 7 %� {��� 9 104 �.�� �� # � &��"� ( I � ��� � � %��
�� 0�� ����� �?���� 4.8 × 10−10 esu

ΔE ∼ 4.8 × 10−10

2 × 10−27 × 3 × 1010
× 10−27 × 104 ∼ 10−16 erg

∼ 10−23 Joule ∼ 10−4 0/� ����*/�. W52X

���� 7%� �� &/� 8�$����� 0�� 0/� ����*/� S #1
�� .� #$ �2�3 uQ�E� � �� .��
 ����� �� #�%�@� �� ���I
 7%� 7%����(�
#� &��"�(I� ����� �� ������� 	
� .� ��D t"�� ������ o�� ;�" �% � N��$�, #$ 0��(4� 7%� #� 7%� �0�� ����J� ��� 
`�:J
 ��� &����� !� � ��� ����� B�"�� #$ 0�� ����@� 7%� � ���D &� �P��� ��E #�/�����@� ����� 10−4 �.����

�0��
	�($ j��D �%. &���'���� .� 0�%�� &� #'O�� 7%��
 !� � �� ����

H = H0 − e

2μ
B · L = H0 − eB

2μ
Lz W53X

&� �(��� 79�� #%�� 0/�� +P� ������� 	
� ����� ���.��
 #6� #$ �P�3.� �0�� ������� 	
� &���'����H0 �3�� #$
� 0�� ��H ��:� ��E 79�� ����g,�%. .� \��$�� �� ������� #'6� #���:1D�E �	�($ ���_��� 79�� ;Q�E� K�� .� 0�%��

	%��� t �� �� �0��� �3 ���$ ��H #� �.���

〈n, l′,m′|V |n, l,m〉 = −eB
2μ

〈l′,m′|Lz|l,m〉 = −eB
2μ

�mδl′,lδm′,m. W54X

a�� ������� �%�� ����� ���.��
 #$ ��� &� ��J� ��� 7%�

En,l,m = −Ry
n2

− eB

2μ
�m. W55X

���$ ���@
 ��%� #$ 0�� 0��� &��"�(I� ����� ��g��� #$ 0�� �3.� &D�� 0�� ��H �%�� #%���� ������� #$ 7%�
7%� �/�� �� .�(� �%�� &���'���� 7%����(� ����� ���� W&��"�(I� ����� ;��X z ��T� ;�� ���@
 .�(� &/� 	%���� &�����

�0,�% Lz � H ���� y��J� �� #%�� �Z%� ���
 &� 7%����(� � ��D &� �P��� Lz &(4% ���@

2l+ 1 �(�D�� ����� ���@� % &�6� Q1 #$ (m = −l, · · · l) ���� |n, l,m〉 ����� &%�
 2l+ 1 .��
 #��� �� ��6%. ��%����

Sf

www.Endbook.net



&/� ��D &� #�,�*D 0/�� #� #� l = 1 �� 0/�� % � 0/�� |(� #� l = 2 �� 0/�� % #$ 0�� 0��� ���6%. �G� ai �*D
���� \�P�� Δm = 0,±1 �� &%����=9 ����
 &� �2(
 ��
�,

#� &_�" bE �� #$ 0����(4� 7%� #� 7%� ��� �0�� ��D ���� ��J� (??X �*D�� 0�4d� 7%� ��(($ &� ���� F��_�� �����
#� #� ��$��� &_�" bE �� #$ ��� &� ��J� !� � ����� B�" 0@�@��� ���D &� #%+P
 	� #� %�+� c�HE ���%. ���4

��
�, #$ �P�3.� �0��� 7*6� c�HE 7�� ���=9 j���� #$ 0�� �3 ��� 7%� ��/� ���D &� #%+P
 	�.� ����� #'C�, �� bE
��� ����� 7�� 7%����(� ��D�� Δm = 0,±1 �2�3 ���� #$ 0�� 7*6� &%��.��
 7�� ��=9 �2(
 ���� 1 �� ����� �� #%��. #��*


a��,� &� 5�_
� �%. �����=9 �2(
 (55X

�ω′ = En,l′,m′ − En,l,m = (
Ry

n2
− Ry

n′2 ) +
eB

2μ
�Δm = �ω +

eB

2μ
�Δm W56X

	%��� ��%� F��1< #� �0�� &��"�(I� ����� V��A�� &_�" bE % N��$�, ω �3�� #$

ω′ = ω, �% ω′ = ω ± eB

2μ
. W57X

eB
2μ #'C�, �� ��%� bE �� &_�" bE % u�" �� �� &��"�(I� ����� ��g� �G��� #$ ��� &� ��J� }�d�� j�d�� 7%�

��%3 &� �����

!+� 
"�� #	� �(�, - �. /��& 0
��1� �*� ���

� ��D ��� 	�.� �3 &_(� � 01�� ������ +$�� ���9��� &*%��*/� ������� &6
� ��9�� #$ 	%� ��%� #%�� %+�, ��� {����
&� !� � #1��T� .� �1 �0�� u��4� y���D� �G� #� &������$ ���*��� �G� 7%� ���D &� �@/� 	
� �� &*%��*/� &1H �� %
�� �� 	
� % &*%��*/� &1H �� �.���� ��9�� ����3 0��� ��D &� �@/� 	
� %�� #$ &*%��*/� &1H �� #1
�� .� &(�6:
 ���
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������6%� �� 0�� &1%�d α �3�� #$ P = αE #$ 	���� &� F��C 7%��� 	��� ��J� E �� �� &*%��*/� ����� �.���� � P
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H0 �3�� #$ 	�($ j��D �%. &���'����.� 0�%�� &� y���D� �G� !� � &���� ���� ��D�� P ∼ a3

0E #1
�� .� &*%��*/� &1H 
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H = H0 − eEz W58X
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� �� �� (n, l,m) = (1, 0, 0) 0/�� &(4% ������� 	
� #%�� 0/�� ����� ���I
 0�:�

E1
1,0,0 = −eE〈1, 0, 0|z|1, 0, 0〉 W59X
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 ���� �0,�%�� ���
 &� B'�:� 5�" #� �� ��� 7%� �0�� �_C �� ����� ]�� &�%�
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��� ���D &� �_C 0/�� 7%� ��� z ;������ 7%����(� � WY0,0 = 1√

π
��%.X ���� ���$ ���$ ���@
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� #%�� 0/�� 	�($

#� �� �� #%��. ���@
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 ��� ����E ��_� +�� ��%� t ����� #$ \��
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�� �R(< #$ 	%��9 &� #P��� Πz + zΠ = 0 #*(%� #� #��
 �� 7%����(� �Π|l,m〉 = (−1)l|l,m〉 #$ 	���� &� �4�
�	�($ &� V��� �� \�� #1
� ���I
 ;�� ������ #%�� 0/�� ����� �� ����I
 j�� q�� y���D� �G� % #1
� �� N� �0���_C
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E2
1,0,0 = e2E2

∑
n=2

∑
l,m

|〈n, l,m|z|1, 0, 0〉|2
E1 − En

W60X

	%��� ���$ V��� e%�C ��" #� �� &�%�
�� �R(< ���
 &�

〈n, l,m|z|1, 0, 0〉 =
∫
r2drdΩRn,l(r)Y ∗

l,m(θ, φ)(r cos θ)R1,0(r)Y0,0(θ, φ). W61X
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 #� #��
 ��

Y0,0 =
1√
4π
, Y1,0 =

√
3
4π

cos θ W62X

#$ 	%��9 &� #P���
∫
dΩY ∗

l,m

√
4π
3
Y1,0

√
1
4π

=
1√
3

∫
dΩY ∗

l,mY1,0 =
1√
3
δl,1δm,0. W63X
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∫ ∞

0

r2drRn,1,0(r)rR1,0,0(r). W64X

����� ;������ 7%� ���@� ���$ 	����:� #1��T� �� �3 {�� 7%��� �� #8 �9� 0�� #1��T� ��� !� � ��" #� ;������ 7%� ���@�
a�� 0��

|〈n, 1, 0|z|1, 0, 0〉|2 =
1
3

28n7(n− 1)2n−5

(n+ 1)2n+5
a2
0 =: f(n)a2

0 W65X

F�1��T� ���$ ��� � t6� � En = −Ry
1

n2 #*(%� #� #��
�� �0�� a2
0 ��($ F��1< f(n) t��
 � 0�� ���� j�4D a0 �3�� #$

0D�� 	����E

E2
1,0,0 = − (eEa0)2

Ry

∑
n=2

f(n)
1 − 1

n2

. W66X

7%����(� �Ry = e2

2 a0
#$ 	���� &� a0D�� +�� ��
 ���� �*D #� ���
 &� �� ��� 0J� Y%�d

E2
1,0,0 = −2a3

0E2
∑
n=2

f(n)
1 − 1

n2

. W67X
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E2
1,0,0 = −1.43313 a3

0E2. W68X
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&� (68X #H��� �� #H��� 7%� #�%�@� �� �U = − 1
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α = 2.86626a3
0. W69X
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 #�*� 7%� #� ��$ 7%� ���� �	�($ ���� ����� ���I
 7%� ���� 7�%�� ��

|E2
1,0,0| = e2E2 1

R2
y

∑
n=2

∑
l,m

|〈n, l,m|z|1, 0, 0〉|2
1 − 1

n2

W70X

#P�����

|E2
1,0,0| > e2E2 1

Ry

∑
n=2

∑
l,m

|〈n, l,m|z|1, 0, 0〉|2 = e2E2 1
R2

y

⎛
⎝ ∑

n,l,m

|〈n, l,m|z|1, 0, 0〉|2 − |〈1, 0, 0|z|1, 0, 0〉|2
⎞
⎠

= e2E2 1
R2

y

|〈1, 0, 0|z2|1, 0, 0〉|, W71X

���@
 .� ���_��� �� ��� �	%� ���$ ���_��� 〈1, 0, 0|z|1, 0, 0〉 ���� �_C 7�(8 	� � |n, l,m〉 #~ %� � ���� ���$ .� �3�� #$
#$ 	���� &� &�����

|〈1, 0, 0|z2|1, 0, 0〉| = |〈1, 0, 0|x2|1, 0, 0〉| = |〈1, 0, 0|y2|1, 0, 0〉| =
1
3
|〈1, 0, 0|r2|1, 0, 0〉|. W72X
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∫ ∞

0

r4drR2
10(r) =

∫ ∞

0

r2dr(2(
1
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)3/2e−r/a0)2 = a2
0 W73X
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y
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0. W74X
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|E2
1,0,0| >=

2
3
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0E2. W75X
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� |2, 0, 0〉 ��� 0/�� �� #$ ��4���28 ��g,�%. 7%��� �� ;Q�E� N%�
�� 0�%� � &� 7%�� �� ( � ����� ��28 #1
�� &(9��

Sr

www.Endbook.net



������� 	
� &����� ���@
 .� �� ���_��� 0%�2� 	����
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&�%�
��

〈n′, l′,m′|z|n, l,m〉 ∝ δm,m′δl, l′ ± 1. W76X

a	�($ #��
 �%. #H��� #� 0�� &,�$ 0�� δm,m′ �� Y��(�� &�%�
�� �R(< 7%� #$ 7%� F�1G� ����

[z, Lz] = 0, −→ 0 = 〈n′.l′.m′|zLz − Lz|n, l,m〉 = (m−m′)〈n′, l′,m′|z|n, l,m〉. W77X

#*(%�� 	�($ #��
 |l,m〉 ��� 0/�� #�%��� #� #$ 0�� &,�$ 0�� δl,l′±1 �� Y��(�� &�%�
�� �R(< 7%� #$ 7%� F�1G� ����
�%. b��� � #� ��%� F��1< #� ���� ��, #�%��� z

Πz + zΠ = 0 Π|l,m〉 = (−1)l|l,m〉. W78X

�� #$ �g, �%. 7%��� � 0�� �_C��A #�/�� ��4���28 79�� ��g, .� ��4��� ��g,�%. %���2(
 ;Q�E� N%�
�� 7%����(�
.� 0�� F��1< ;Q�E� N%�
�� #,�� ��D &� V���� |2, 1, 0〉 � |2, 0, 0〉 ��������

V = −eE
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0 〈2, 0, 0|z|2, 1, 0〉
〈2, 1, 0|z|2, 0, 0〉 0

)
= −eE

(
0 η
η

)
W79X

�� 0�� ����� � η = 〈2, 0, 0|z|2, 1, 0〉 �3�� #$

η = 〈2, 0, 0|z|2, 1, 0〉 =
∫
r2drdΩR2,0(r)Y ∗

0,0R2,1(r)Y1,0(r cos θ)

=
(∫

r3drR2,0R2,0

) (∫
1√
4π
Y1,0

√
4π3Y1,0dΩ

)

=
1√
3

∫
r3drR2,0R2,1 W80X
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1

2a0
)

3
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2a0
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1√
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1
2a0

)
3
2
r
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e−r/2a0, W81X

�η = − 128
√

3
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2
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2
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2
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)En = E0
n2 �$ '-��$��$ 2�� J� n '!�A (����

�$ '-��$��$ 2�� ���$ P� 8
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2m (�Z$ '���$ �� ����.!�

T =
√
m2c4 + P 2c2 −mc2 = mc2(1 + (

p

mc
)2)

1
2 −mc2 N3O

�$ �����
 �� � �V=	3 (���� 4�=# (1 + x)p ∼ 1 + px+ 1
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P 2
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p4

m3c2
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P 4
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 ��
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0 = 〈n, l′,m′|H1Lz − LzH1]|n, l,m〉 = (m−m′)〈n, l′,m′|H1|n, l,m〉. N8O
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 /���$�	$ � �	% �� b5A � �	+�� /�� ��	�

������ �� [H1, L−] = 0 �c"$� �Z���� � H1 �< ��$ �!�.-� �$ �3�
 �$ )'-���� �=-�M� �$ �3�


0 = 〈n, l,m|H1L− − L−H1|n, l,m+ 1〉, N10O

�% ����� �����

L−|l,m+ 1〉 =
√
l(l + 1) − (m+ 1)m|l,m〉, 〈l,m|L− =

√
l(l + 1) − (m+ 1)m|l,m+ 1〉. N11O

'8�� �����? /���$�	$

0 =
√
l(l + 1) − (m+ 1)m (〈n, l,m|H1|n, l,m〉 − 〈n, l,m+ 1|H1|n, l,m+ 1〉) . N12O

�����	$ ���$ /���$�	$ )'-� m �� �U��� ����
�� �X	# �% ��� �� ��V� �"$� /��

ΔEn,l = 〈n, l,m|H1|n, l,m〉. N13O

�% ��	% �� ���5�-� TK"� /���� )������� �� ����
�� �X	# /�� W��C �=-�M� �$ ��A

H1 =
−1
8

P 4

m3c2
=

−1
2mc2

(
P 2

2m
)2 =

−1
2mc2

(
H0 +

e2

r

)2

.

/���$�	$

ΔEn,l = − 1
2mc2

〈n, l,m|H2
0 +

e4

r2
+H0

e2

r
+
e2

r
H0|n, l,m〉

d
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= − 1
2mc2

(
E2

n + 2Ene
2〈1
r
〉n,l + e4〈 1

r4
〉n,l

)
. N14O

�% ����� �� ���

〈1
r
〉n,l =

1
a0n2

, 〈 1
r2

〉n,l =
1

a2
0n

3(l + 1
2 )
. N15O

'8�� �����? �K=� �"$� � ����U� /�� (�e;��3�$

ΔEn,l = − 1
2mc2

(
E2

n + 2Ene
2 1
a0n2

+ e4
1

a2
0n

3(l + 1
2 )

)
. N16O

\��8 �� ���- ��� 4�C �$ (���� W�MX
 ����% ��8� �� �$ ���U� � �% ���� �"$� �$ �3�
 �$

ΔEn,l =
[ −3
4n2

+
1

n(l + 1
2 )

]
α2En. N17O

�=
�� n 0��2*� �$ �% '-� �� ��� /�� ��!� )��8 �� ��E% ���=�� 4��:� �
G�$ (�����
� �% ��� �� ��V� �"$� /��
�% '-� �*�% ��	�=$ � 0��% /�� �.	�� (��$ )��8 �� ���=�� 4��:� 0��% 9#�$ ��� /�� � ��8 �� �% 1

n 4�C �$ '#�-
)���� J�Z�� ���$ �E
� ��� �� ���5�-� �$ ���- �=-�M� ]�

��� ��� � ! ��	� "
#$� �%	
�&' �

�� '-�$ �� (��� '%�A �� �8�� ���7�	D� ����� �$ � ����.!� ���7�	D� ��E� 0	% ���$ �� �8�� W�MX
 0>$ /���
�� ��V� μs �$ � �� �% ��� ���7�	D� ��E� ]� ��? /�Q-� �� �
�F (� ����� ���.
 ��!�$ ����.!� �% ����� �� )����

\����

μ = − geε

2mc
S. N18O

�$ /���� '�3 /�E� �$ ) '-� ]��2� ���$ 2 ��# �$ �� ��U� � ��� J�� ����.!� ���7�	D� ���� '$�: ge �"$� /���
)μ = − ε

mcS ������ �� � $
����� ]� (� �F /�	L )�	% �� '%�? −v '#�- � e �$ �$ �
� ���� '-� /%�- ����.!� �$ '=�� �% (�f�� ��� ��

�$ '-��$��$ � ��� �� '-�$ �� [-�
 ��8 ��!�
 �.���.!� ����� (� �� I� ������ �% �	% �� ��!�
 ���7�	D�

B =
v

2c
× E. N19O

g
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����.!� ���7�	D� ��E� 0	% ���$ (���� /���$�	$ )���� ��3� [>!� ��U��� '%�A � R�>�� 2 T��h �% ��	% '��
�$ '-��$��$ ���7�	D� ����� /���

H2 = −μs ·B =
e

mc
S · v

2c
× E =

e

m2c
S · P

2c
× e

r3
�r N20O

���

H2 =
−e2

2m2c2
1
r3
S · L. N21O

\�	 � ��	% �� �7 2�� ������� /�� (��$ ����% �7 ���=�� W�MX
 (��$ �% � �KA��� ��E� ��A

���� �� /�E>
 � W�MX
 �=
�� \ 6!�

(�� '!�A �� (�;�� ���� ��� '��� (�"� �+� a��? �� '-� (�"� |n, l,m〉 ����� H2 ������� ��� �% ��	% �� ��;� \ Y
�"$� �$ '���$ �� �% /�� (��$ a�8�$ (�"� ��� H2 ������� �% (�"$ ��	% Y�>��� �����
 �� ���
 /��� ��3��

)��	% ��;� L2 � Lz � H2 ���Z$�3

�$ H2 (�� ��U
 �$ '���$ �� �% /�� (��$ a��$ �� /�$ �� � (���� ���
 ]�� ��3�� �	+�� W�MX
 /�� ��� \R
�� i>V� L± � Lz �	 � ���� (�� �!�� �$ H2 ���Z$�3 [$��  �$ ��U
 /�� )��	% ��;� ���� 'M
 �� ��U
 �$ j�X?

)��8

\W�MX
 �=
�� '�>� )��	% �� �7 ]� �$ ]� � �A��� /�� ��A

H2 ∼ −e2
2m2c2

1
a3
0

�
2 ∼ e2

2a0

(
�

mc

)2 1
a2
0

∼ E0α
2. N22O

)'-� ���=�� W�MX
 �=
�� ��E� �� W�MX
 /�� /���$�	$ )��� ���% ���5�-� ���U� � ��8 R� [$��  �� ��� �%

������ �� ��� �.8 �$ � S · L �!� )'��� (�"� |n, l,m〉 ����� S · L �;KE# )������� �� J�� �KA�� �$ ��A

S · L =
1
2
(J2 − L2 − S2), N23O

i>V� ���� �% (� ����� ���.
 �% ���� '!�A �% ��� �� ��V� �"$� /�� )'-� �% (� ����� ���.
 J = L + S ��� �%
���
 �� � �� '!�A /�� �% ����� (� ����� '%�A ������ kE3 �$ l�$�� �X*� )�	��� H2 �Z���� � S · L ���$ �m�� ��8�$

��� 0��E� ��� �.8 �$

|j,mj , l〉 N24O

n
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���
 �� |l,m〉|−〉 � |l,m〉|+〉 '!�A 2 × (2l + 1) �� �% ����� �� �@	Eh )�	��� L2 � Jz �J2 o��V� (�����$ �m�� �%
)'?�- j = l− 1

2 �$ �;�� ���
 2l ��-� ]� � j = l + 1
2 �$ ���
 2l + 2 ��-� ]�

�����	$ �����
 �� '-� (�"� ���� /��� H2 �% �Z����

ΔEn,j,mj ,l = 〈n, j,mj , l|H2|n, j,mj , l〉. N25O

(��$ )��? �� ��� �;��$ �������% ���#� �E� �$ (���� W�MX
 /�� ��� �.	�� �� � ������Q$ J�- �KA�� �$ �����
 �� ��A
p ���q*O �% 4�=K�� (�q*� H2 �Z���� � S · L �;KE# �.	�� � ��	% �� �3�
 ����� ��U
 �$ ����$ ���- /�� �$ `-��

�	 � '-� �!�.-� ]� N �	�Q-�

[H2, Jz ] = [H2, J±] = 0. N26O

������ �� /���$�	$ )���� �;��$ mj �$ (���� W�MX
 �% ��� �� ��V� ��U
 /��

ΔEn,j,l = 〈n, j,mj , l|H2|n, j,mj , l〉. N27O

)��	% �� �=-�M� �@M��C � ����
�� �X	# /�� ��A

ΔEn,j,l = 〈n, j,mj , l| −e2
2m2c2

1
r3

1
2
(J2 − L2 − S2)|n, j,mj , l〉

=
−e2

2m2c2
〈 1
r3

〉n,l

(
j(j + 1) − l(l + 1) − 3

4

)
. N28O

�.	�� �$ �3�
 �$

〈 1
r3

〉n,l =
1
a3
0

1
n3 l (l + 1/2)(l+ 1)

N29O

���� �� '-�$ �K=� �"$� � ��U� /�� �	�2;��3 �$

ΔEn,j,l = 〈n, j,mj , l| −e2
2m2c2

1
r3

1
2
(J2 − L2 − S2)|n, j,mj , l〉

=
−e2

2m2c2
j(j + 1) − l(l+ 1) − 3

4

a3
0n

3 l(l+ 1/2)(l+ 1)
. N30O

���% ���- �E% �� r� ���

ΔEn,j=l+1/2,l =
−1
2
Enα

2 l

n l (l + 1/2)(l+ 1)

s
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ΔEn,j=l−1/2,l =
−1
2
Enα

2 −l− 1
n l (l + 1/2)(l+ 1)

. N31O

��� ()� ��� � ! "
#$� "
#$� �%	
�&' �

�+e �$ �MN J�3�$ �
� ���� )'-� ���� ���7�	D� ��E� �$ ����.!� ���7�	D� ��E� 0	% ���$ �� �8�� 2� H�* '*�.8
)��� � ��� ���7�	D� ��E� gN ���7�	D����� T��h � I /�Q-�

M =
gNe

2MNc
I N32O

��8 �� ���� ��� �"$� �$ �% �	% �� ��!�
 (���$ ������� ]� r �"U�� ���7�	D� ��E� /��

A = − 1
4π

(M ×∇)
1
r

=
1
4π
M × r

r3
. N33O

�$ '-��$��$ (���$ ������� /�� �� �8�� ���7�	D� �����

B = ∇×A =
1
4π

∇× (M × r

r3
). N34O

\�$ '-��$��$ ���7�	D� ����� �% ��� �� ��V� (���$ (�� ��M
� �� ���5�-� � �=-�M� �E%

B = − 1
4π

[
(∇2 1

r
)M − (M · ∇)∇1

r

]
. N35O

�$ '-��$��$ ����.!� ���7�	D� ��E� �% ����� �� �*�7��

μ =
−e
mc

S. N36O

\�$ '-� �$��$ ���� �� ��V� H3 �$ � �� �% ���7�	D� ����� /��� ����.!� ���7�	D� ��E� 0	% ���$ (����

H3 = μ · B =
1
4π

(
e

mc
)(

gNe

2MNc
)
[
(∇2 1

r
)S · I − (I · ∇)(S · ∇)

1
r

]

= −γ
[
(∇2 1

r
)S · I − (I · ∇)(S · ∇)

1
r

]
N37O

)'-� �8��% 'V� T��h γ ��� �%
� W�MX
 /�� �+��- (��$ )��	% �=-�M� � (���� W�MX
 �����? �� ��� ���� '-�$ � 0	% ���$ ����K���� �% ��A
���$�.$ ����$�� /�� ���� 0��E� (��$ �% (��E� � )��	% �� �=-�M� |n, 0, 0〉 (�� '!�A �	 � S (�� ����$� (��$ [U*

t
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�����
 �� �����
 �� )'-� ��V� ��� 2�� ���� /�Q-� /�	L �� )��8 �E� ���� ����.!� /�Q-� �������% ��# �� (�:� u�� ���
]� � ��	% 1�" � �������% ���#� /�� �$ � ��? �3�
 v�#� � ��	% �,� 1�C l = 0 � m = 0 �������% ���#� /�8�� ��
(����� )�	��� ���� � ����.!� /�Q-� ��	�� ��V� T�
�
 �$ β = ± � α = ± ��� �% ���� 0��E� |n, α, β〉 �$ � '!�A
(��$ �% |n, 0, 0〉 ���
 �KE3�� �� ���� ������ �
� �� |n, l,m〉 ���
 �� ����;$�,�� 2�� � ���� /�Q-� ��+�� �% ��	% ��
)'-� ���� � ����.!� �	�Q-� (���� 4�3� �� �8�� �	+�� /�� �% ��� ���+ 4 �	+�� ]� ���� �� ��V� |n〉 �$ � �� �+��-
0	% ���$ �:�� �	+�� /�� )���� (���� ]� �E� |n,+,+〉, |n,+,−〉, |n,−,+〉, |n,−,−〉 (�� '!�A �;�� 4�=# �$
Y��A � ���q* (�� ���;��� '�>� )��	% Y��A � 4����D
 /�� �% ����� ��C� ��	%� �� � �� �� /�$�� /�Q-� w /�Q-�

/���$�	$ ) ��	% ��

〈n|H3|n〉 = −γ
∫
ψn,0,0

[
(∇2 1

r
)S · I − (I · ∇)(S · ∇)

1
r

]
ψn,0,0d

3r N38O

R�� k$��
 ����� ��U
 �$ �3�
 �$ '-� 1�7 � � �8��% �?�� J�� �KE3 �% ��	% �� '�� '-� 1�7 �=-�M� (��$
\'8����� �.8 �$ ���
 ��

(I · ∇)(S · ∇)
1
r

=
1
3
(I · S)∇2 1

r
. N39O

�$ '-� �$��$ '-� 1�7 /���$�	$

− 2
3
γ

∫
ψn,0,0

[
∇2 1

r

]
ψn,0,0d

3r N40O

�$ '-� �$��$ G�$ 4�=# ψn,0,0(r) = 1√
4π
Rn,0,0(r) � ∇2 1

r = −4πδ3(r) �.	�� �$ �3�
�$

2
3
γ|Rn,0,0(0)|2. N41O

Y��% �x� �������% ]���.� ��*�V�� Y��% ]� �$ �����
 �� /�� 4�=:� (��$O ) 4
n3a3

0
�$ '-��$��$ |Rn,0,0(0)|2 ��U�

N)��	% ��;� Salpeter � Bethe

���� �� '-�$ ����U� /�� ������� ���	%�$

〈n|H3|n〉 =
8
3
γ

1
n3a3

0

S · I. N42O

�����	$ ��� �
 ^��� �.8 �$ '���$ �� � �"$� /�� ���5+ /�Q-� �$ l�$�� �	+�� ��$� �% �&�� �$ �3�
 �$

〈n, α′, β′|H3|n, α, β〉 =
8
3
γ

1
n3a3

0

〈α′, β′|S · I|α, β〉. N43O

y
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J�Z�� ��� /�Q-� �+���53 ���� �% (�% �$ ��=8 '-� ��� )'��� (�"� |n, α, β〉 ����� S · I �;KE# �% ����� �� ���
'8�� ��� �.8 �$ ���
 �� � S · I �% ��	% �3�
 ��.� /�� �$ �����
 �� �� ��� /��� �����

S · I =
1
2
(F 2 − I2 − S2) =

1
2
(F 2 − 3

2
). N44O

'-� i>V� ��� ����.!� � ���� �% /�Q-� �% (� ����� /���$�	$ )'-� ����.!� � ���� �% /�Q-� F = S + I ��� �%
'!�A �	 � ����+ ���,�� � F = 1 �$ Triplet � F = 0 �$ Singlet(�� '!�A |α, β〉 ���� (�Z$ /���$�	$ )'-� (�"� H3

(��

Singlet =
1√
2
(|+,−〉 − |−,+〉), N45O

�

Triplet =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

|+,+〉
1√
2
(|+,−〉 + |−,+〉)

|−,−〉

N46O

�$ ��$ ����? �$��$ Singlet '!�A (���� ���D


ΔE(F = 0) =
8
3
γ

1
n3a3

0

× −3
4

= −2γ
1

n3a3
0

N47O

�$ ��$ ����? �$��$ Triplet (�� '!�A (���� ���D
 �

ΔE(F = 1) =
8
3
γ

1
n3a3

0

× 1
4

=
2
3
γ

1
n3a3

0

. N48O

�$ '-� �$��$ ��G �� /�� (���� 4��5


ΔE = ΔE(F = 1) − ΔE(F = 0) =
8
3
γ

1
n3a3

0

. N49O

R�� ��7 �$ �f�	�� ��G�� /�� (���� 4��U
 n = 1 ��G (��$

λ ≈ 21.1 cm N50O

)'-�
�.�2�*��?� 4����V�� (� (�� !� H�* '�E�� ��8 �� ������ ]�2�* ��?� � J�Z�� �% �"�� ������� ��� ����- _S [?

z
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)'-� n = 1, F = 0 �	 � (���� '!�A /��
 /���� � ������ �
� ]� (��# '!�A� �% '-� �� ��� /�� ��!� )���
�	 � �
G�$ '!�A �$ � ���% Ye3 � ���
�* ����
 �E� �
� �8 �����? �	8� �� �$ �@� $ �% Y�>��� ��#�� ]� �7�>$ '!�A /���
'V+��$� )��V$ ��G /�� �$ �� ]��M
 9#�$ ����
 �� ������ (�� �
� �;�� �$ ��?�$ ��� )��8 ]��M
 n = 1, F = 1

��� ����- _S [? �� �$ (�;� 6�7� �% �	% k7�- ��? �� ��� ���- 21.1 R�� ��7 �$ (�� ����
 �� �
� ��G /����
���- ���� (����+ (��� � �!�;L �� �8���$ 4�#B7� �	���
 �� [? /�� � !�"� �$ �����.�2�*��?� )��8 �� ��5+ ������
�$ T�
�
 �$ [? /�� (�	�� � 4�8 )���� '-�$ ���� '%�A ��M� /�	L �� � ��� ��*�� ��.V
 ������ �� �@��E# �% (�

)�	% �� /�� 
 � ��+ '%�A '#�- 2�� [? /�� (�K��� ���Z$�3 � �	��� l�$�� ������ ��+ (��� � �!�;L

"
#$� "���% �*��� �+ ��,�- ��� �

���7�	D� ����� ]�� )��	% � !�"� �;���$ ]� ����.!� /�Q-� /�*�+�,�� �$ � ��E�� �:� �����? �� �X* /�� ������
��� 0	% ���$ (���� �$ �Z	� ����.!� �	�Q-� � (��� ���7�	D� ��E� � ���7�	D� ����� 0	% ���$ �z (��-� � B '< $�:

\��8 ��

HB = −(μl + μs) · B =
e

2μc
(2S + L) · B =

e

2μc
(2Sz + Lz)B, N51O

)��� ���� ��V� μ �$ m �������% ��# �$ ��V� ��=�8� (��$ � ����.!� J�3 ��� �%

0	% ���$ �% ����� �� )��	% ����U� ��� /�Q-� 0	% ���$ �� �8�� W�MX
 �$ � (���� /�� �=
�� �% '-����$ '�>�
'8�� �����? � �

μc = αa0 �.	�� �$ �3�
�$ )'-� α2 e2

a0
�=
�� �� ��� /�Q-�

HB

HS−O
∼ 1
α

B a2
0

e
∼ 10−4B. N52O

�+�� �53 � :� �� � �.L�% � �� $ ��E �� � :� �� �� �.L�% {���+ 104 �� �% 1� � � ���7� 	 D� (�� ������ �Z� � ��
� �����$ '-�$ � ��� ������ �
� (���� (�� '!�A (��$ � ��E�� �:� '���$ �� '�3 /�E� �$ )'-����w/�Q-�
�@���A �� � :� � % � � ��� �� �� �� � � 	 %�, � 1�C �� ��� 
 �� /� Q-�w /� Q-� �+� � � 53 �� � � = !� )���� �� ���� �� � 
� � �
�������% ��#��L �$ �� ���� ������ �
� (��$ (���� (�� '!�A �m�� )'-���� /�Q-� �+���53 ����.L�% �$ _|||
^$�"� )��� �	+�� mj �$ '=�� (���� 6�7 �% ����� �� � ���8 �� i>V� j = l ± 1

2 ��� �% |n, j,mj = m+ 1
2 , l〉

���- /�� `-�� a��?�� '-� (�"� �B�?� ������� ���� /��� ��� �% '-� �� ��-�Q$ ��? �� ���$ �% �!��- /���>� ��E �
\'8�� �����? /���$�	$ )��8 �� �Z$�3 Jz �;KE# �$ �B�?� ������� ���� '-� '=x�

ΔEn,j,m+ 1
2 ,l = 〈n, j,m+

1
2
, l|HB|n, j,m+

1
2
, l〉 =

e

2μc
〈n, j,m+

1
2
l|Jz + Sz|n, j,m+

1
2
, l〉

=
e

2μc

(
m+

1
2

+ 〈n, j,m+
1
2
, l|Sz|n, j,m+

1
2
, l〉

)
. N53O
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�% ����� �� (� ����� ���.
 kE3 �$ l�$�� {� �� ���

|j = l +
1
2
,m+

1
2
, l〉 = αl,m|l,m〉|+〉 + βl,m|l,m+ 1〉|−〉,

|j = l − 1
2
,m+

1
2
, l〉 = βl,m|l,m〉|+〉 − αl,m+1|l,m+ 1〉|−〉, N54O

��� �%

αl,m =

√
l +m+ 1

2l+ 1
, βl,m =

√
l −m

2l+ 1
. N55O

�% ��8 �� J�K � ��A��$ �"$� /�� �� ���5�-� �$

〈n, j,m+
1
2
, l|Sz|n, j,m+

1
2
, l〉) = α2

l,m − β2
l,m =

2m+ 1
2l + 1

j = l +
1
2

〈n, j,m+
1
2
, l|Sz|n, j,m+

1
2
, l〉) = β2

l,m − α2
l,m = −2m+ 1

2l+ 1
j = l − 1

2
. N56O

���� �� '-�$ �Z����

ΔEn,j=l+ 1
2 ,m+ 1

2 ,l =
e

2μc
2l+ 2
2l+ 1

(2m+ 1), N57O

�

ΔEn,j=l− 1
2 ,m+ 1

2 ,l =
e

2μc
2l

2l + 1
(2m+ 1). N58O

\mj = m+ 1
2 ��� �% ���Z	+ ��� �"$� � ���
 �� � �"$� ����

ΔEn,j,mj ,l =
2e
μc

j + 1
2

2l+ 1
mj . N59O
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����� ��� ��	
�	 ���

�
�� �

�� ���� ���� 	
�� 	�� ��� �� �� ����� �� �� ��� �� �� �� ���� V ariational Method �� �����  ��
 �� !� "�� �#�� !�$� ��%� �� & '���� �� �(�) ���� ���� 	
�� ����*� ����� �� �� �+$� !� �� ��+� ��� ���#,���)
���� �� 	�� ���#,���) -��#� �.��/� �+�&��� �0+� � �1�� ���#,���) ���� 	�23 �� � 4�1��5�� ����$� �� 4� 6�#/�
�7 �� �� � ��8 �9���&� 6�� :��� �� �(�) "����; �� Trial Wave Function �9���&� 6�� :��� �� ���� � �� �� �� ����
�� ���� ��<3 �� ��= �� �0+� >�� !��� "���.� 	�#0� ?��5#� �����  �� & ����� �� '��+� @�A#� 	�#0� �B�C�D

"��� ��)�8 ?�+�� 	�) >���� �  �� !� 	�)������ "��+� �� �5#� �����  ��

����� ��� �� ����� ����� �

E����3�� ��& 	��1��� ?���) |ψ〉 ?�A�� �����) 	& �� ?�*�� ���� ���#,���) �� ���� ���� 	
�� E0 �; �����

〈ψ|H |ψ〉
〈ψ|ψ〉 ≥ E0. F1G

���� ?H�� I1��� � |ψ〉 ����� �� "��)� �� ��9� En �� � �0�� 	
�� � |n〉 �� � ���#,���) 	�) ���� ?H�� ����	


"��)� -1� ���#,���) 	�)

|ψ〉 =
∑
n

cn|n〉. F2G

E��� ���� ��& J��K �� 	��1��� L( M�N J��K !���

〈ψ|H |ψ〉
〈ψ|ψ〉 =

∑
nEn|cn|2∑
n |cn|2

≥ E0

∑
n |cn|2∑

n |cn|2
= E0 F3G

O
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"�� ?��� ?��5#� En ≥ E0 ∀n 	��1��� & �8� P�3�� ��

�*#1� �#���� �#���� �+( �� �� �� �� ���� ���� �� �� ��+� �� �$� ��+� �� ?��5#� ��<3 !�& �� �#3� 4�Q��
�� ���� ���#,���) ���� ���� 	
�� 	�� ��� �� �� I���� !� �� "��+� @�1� � 〈ψ|H|ψ〉

〈ψ|ψ〉 �R +��� � ��+� @�A#� ���
"�����

4B� �� ���#,���) �� ���� �� "����� �� ���� ?��� �*����� ���� ���� 	
�� 	�� ��� �� �� S�T� !��� � � ���

�� ��&

H =
−�

2

2m
d2

dx2
+

1
2
mω2x2. F4G

����; ���U��� � ��& 6�� :���

ψ(x) = e−αx
2 F5G

E���� 6��#� ��& 	�) S�*#� �� F (ψ) ≡ F (α) :� �� �.��/� 	�� "�� �.T� � �&� �#���� �� α ���� ��
∫ ∞

−∞
e−2αx2

dx =
√

π

2α
,

∫ ∞

−∞
x2e−2αx2

dx =
1
4α

√
π

2α
F6G

����� �� ���� ���#,���) 4B� & ?��5#� ��

F (α) =
∫ ∞

−∞
e−2αx2

[
�

2α

m
+ (

1
2
mω2 − 2�

2α2

m
)x2

]
, F7G

�) S�*#� �.��/� �� �

F (α) =
mω2

8α
+

�
2α

2m
F8G

�� �� ���� �2%� ���� :��� ��%� � �#D �� V�5� α0 = mω
2�
�2%��� :��� !� �+���

F (α0) =
1
2

�ω. F9G

����� �� ���� !����+�

E0 ≤ �ω. F10G
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�9���&� :��� "�� ���� ���� 	
�� �X%�3� �� ?���� ���� ���� ���� 	
�� 	�� �� ����� �� �� ��+�� �� S�T� !���
�� ��� �� ���� �2%� !��� ���� ��Y+0� & Z� ����� [��� �� �� �� 	

ψ0(x) =
√
mω

π�

1
4

e−
mω
2�
x2
, F11G

"�� ?�� ���� ��& ��<3 �� �� �� 	�� �,� ��5�� ?�+)���9� S�T� !� " �� �*����� ���� ���� 6�� :��� ���) ��

	�� �N�%� �� :��� !� "����*� �U��� '����Y+0� ���� �� ψ ���� �� � 〈H〉 := 〈ψ|H |ψ〉 :��� �(Reitz) ���� ����

"���5K \�%� !��� :��� !� S� �]�� J���^� �*�� J��.Q �� "�+��� ���#,���) �� �� ?H�� �� �� ���#1�

� F := 〈H〉 − ε〈ψ|ψ〉 :��� S� �]�� J���^� �1��� �� ���� |ψ〉 ���� ������Y+0� 	�� �� �N�� �� �]�� �� ����	


���� "��+� �� @�1� � F (ψ) :��� S� �]�� J���^� "��+� @�1� �� H��;� I��_ �� ε ���� ��

δF = 〈δψ|H |ψ〉 + 〈ψ|H |δψ〉 − ε〈δψ|ψ〉 − ε〈ψ|δψ〉. F12G

��)� ����3 S��

|v〉 := (H − ε)|ψ〉. F13G

E��� ������& 4B� �� ��� �2�� J��K !���

〈v|δψ〉 + 〈δψ|v〉 = 0 ∀δψ. F14G

�� �*��B��� �) �� ���� :�] � �2�� �� !#��� �� ���� ��3�� �1��� �� iδψ 	�� �) � δψ 	�� �) �2�� !� �� �] ��&
�� ���� �� �Y�#� !�

〈v|δψ〉 = 0 ∀δψ F15G

F :��� �� 	 �2%� !����+� "H |ψ〉 = ε|ψ〉 �+$� ���� �5K�� ���� |v〉 ���� ��8 �� ��� ����3�� �#3� -%D \�� !� ��
	
�� ��%� ?H�� ���) �] !��� C�� H��;� I��_ � �� ���#,���) ���� ?H�� �� �� 	 �2%� ���) �� ���#1�

"�+� �� ���� � C#�� ��<3 �� 4B� "�� ���#,���)
����#� �� �)� �� ���� � ���#,���) `�3� �7��� ?H�� �� �#3� �0+� ���#1� �2%� �� �� ��+� �3� ���� ���� ����

���#1� �2%� �� �+$� !� �� �� a_� C�� ��<3 J�.b & �� !� "��)�  ��� :��� 	�<D�� J�0] ��)�� � F (ψ) J��.Q

c
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� φ2 'φ1 4B� !��� "�+#1) ���#,���) 	�)���� ?H�� ���) 〈φ|H |φ〉 :��� F���#1�G !��D \�%� 'C#�� ��<3 ���+� EO 4B�
"�+#1) ���#,���) & d,#A� ���� ?H�� �� !����+� � !��D �2%� �� φ3

"��� 	�U�  &� �� �0+� C#�� ��<3 I���� !� �� "���� ?�A�� eX ��� δψ �� ��� �� 	��%� ?H�� ����$� �� �Y+� �#3�
�� �� �� �$3�� !�� '��� ?��5#� 6�� :��� �.��%� 	�)��%� ?H�� � �)���� ?H�� !#D�� 	�� ��<3 !� & ��� �� ���
�� �(�) "��+� ��� � �� ���#1� ��%� � ?�� ��3 "〈ψ|H |ψ〉 J��.Q �� ���#1�� �#���� �+( �� �� �� �� � �9���&� :���
�)�8 �#9�� ������� ���� ���#,���) :��� ?H�� & 	�#0� I��%� �B+� ��B� '���� �#9�� :��� ��  ��� 4��3 	�)�#���� ��$�

"���

�����	 ��� ��� ��� 
�� �������� ��� � !" ���# ����� ��� $� ����%�� �

"��� �)�8 ?��� S�T� !� J�.��/� & 	 ?��� ���$� 	?�= �+( S�T� "��+� �� ����� � 	?�= �� ?��� S�T� �� �1A�
E��� �� d�K�� ��& ���#,���) �� 	?�= �� �#1�� ��

H =
P 2

1

2m
+
P 2

2

2m
+ V (X1) + V (X2) +W (|X1 −X2|), F16G

� ���#,���) !� ����� �� "��� �*#1� ?�= �� �,K�D �� � �� ?�= �� !�� f+� �)�� 4�1��#�W (|X1 −X2|) ���� ��
E��+� �1���&�� ��& 4B� ��

H = H1 +H2 +W (|X1 −X2|), F17G

�+$� '�++� �� �b �� ?�= � �� ?�= 	�� I���� �� �� �+#1) �+���) ���) 4�1��#� H2 � H1 ���� ��

H1 =
P 2

1

2m
+ V (X1), H2 =

P 2
2

2m
+ V (X2). F18G

g

www.Endbook.net



E��+� �� @�A#� � ��& 6�� :��� �9���&� :��� �� ��+Q ��

ψ(x1, x2) = φ1(x1)φ2(x2), F19G

��� �� �9���&� 6�� :��� �� �� ���)�#���� ��$� �] !��� �� ��+� �3� "�+#1) ?�A�� 	?�= �� :��� φ2 � φ1 ���� ��
 �� !� �� �� ����� �#�� ��U#� ���.� ��]� !� �� "�+#1) ?�A�� eX ��� φ2 � φ1 	�) :��� 4B� ��& '�� ���0� �� �� �#D�
	�<D ����� �� �  ��� �� !� �+$� !� � �� ?��� ���/� ���_ :��� �� � ��8 ��& '������� ���� � `�3� 6�� :���

�� �+$� !� �� �+�����Y+0� �1��� �� :��� �� !� �� ���� �� "��)� ��� P�Y� :���

〈φ1|φ1〉 = 1 〈φ2|φ2〉 = 1. F20G

E��+� �+��D � ��& :��� �1��� �� ����� 4K �� `��2�

F (φ1, φ2) := 〈ψ|H |ψ〉 − ε1〈φ1|φ1〉 − ε2〈φ2|φ2〉. F21G

E��� �� �� ��& J��K �� J��.Q !� ����� :��� 4B� �� �]�� ��

F (φ1, φ2) = 〈φ1|H1|φ1〉 + 〈φ2|H2|φ2〉 − ε1〈φ1|φ1〉 − ε2〈φ2|φ2〉 + 〈φ1, φ2|W |φ1, φ2〉, F22G

E����& J��.Q 	�� 	�Ke8 ���� 〈φ1, φ2|W |φ1, φ2〉 ���� ��

〈φ1, φ2|W |φ1, φ2〉 :=
∫
dx1

∫
dx2φ

∗
1(x1)φ∗2(x2)W (|x1 − x2|)φ1(x1)φ2(x2). F23G

E��� @�1� ��� �� �;��1� � Je�] �� ��  ���

δ〈φ1|φ1〉 =
∫
δφ∗1(x)φ1(x)dx + cc, F24G

E�� -,#A� 6��C� 	���9� �*�� Je�] ��%� � �,�] !��� cc��eQ ��

δ〈φ2|φ2〉 =
∫
δφ∗2(x)φ2(x)dx + cc, F25G

δ〈φ1|H1|φ1〉 =
∫
δφ∗1(x)Ĥ1φ1(x)dx + cc, F26G

h
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!�+( �) "�� −�
2

2m
d2

dx2
1

+ V (x1) �7*,�Q Ĥ1 &��U+� ���� ��

δ〈φ2|H2|φ2〉 =
∫
δφ∗2(x)Ĥ2φ2(x)dx + cc, F27G

?�8��� �

δ〈φ1, φ2|W |φ1, φ2〉 =
∫
dx1

∫
dx2(δφ∗1(x1)φ∗2(x2) + φ∗1(x1)δφ∗2(x2))W (x1, x2)φ1(x1)φ2(x2) + cc. F28G

E���� �� F S� �]�� J���^� 	�� ��& J��.Q �� Je�] !� P��� ���i; �)��+� ��

δF =
∫
dx1δφ

∗
1(x1)

[
Ĥ1φ1(x1) +

∫
dx2W (x1, x2)|φ2(x2)|2φ1(x1) − ε1φ1(x1)

]

+
∫
dx2δφ

∗
2(x2)

[
Ĥ2φ2(x2) +

∫
dx1W (x1, x2)|φ1(x1)|2φ2(x2) − ε2φ2(x2)

]
+ c.c. F29G

����� 48� 	�) J��.Q �1��� �� '���� �5K �� ���� φ2 � φ1 & 	���^� �) 	�� F S� �]�� J���^� �B�� 	��
E�++� V�K ��& 	?�� �5] J���$� �� �1��� �� φ2 � φ176�� :��� �B+� �+$� '���� �5K �� ���� ���;�]

Ĥ1φ1(x1) +
∫
dx2W (x1, x2)|φ2(x2)|2φ1(x1) = ε1φ1(x1)

Ĥ2φ2(x2) +
∫
dx1W (x1, x2)|φ1(x1)|2φ2(x2) = ε2φ2(x2). F30G

�� ����$� �� �� φ1(x1) �+$� �� 	?�= 6�� :��� �� �+� �� ���� �� ����$� "���� �+��� �B�C�D ��.$� J���$� !�
!� f+� �)�� & ���� �b�� �,�] �� V (x1) 	�,�] �� ?�eQ �� 4�1��#� �� J��5� !� �� �+� �� V�K �*+����� 	 ?�=

E���� ��& 4B� �� ��� �� � ��� J���$� !����+� "����� �� C�� � P�� ?�= �� ?�=
[
− �

2

2m
d2

dx2
1

+ Veff (x1)
]
φ1(x1) = ε1(x1)[

− �
2

2m
d2

dx2
2

+ Veff (x2)
]
φ2(x2) = ε2(x2), F31G

���� ��

Veff (x1) = V (x1) +
∫
dx2W (x1, x2)|φ2(x2)|2

j
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Veff (x2) = V (x2) +
∫
dx1W (x1, x2)|φ1(x1)|2. F32G

4�1��#� �� J���$� !� 4�1��#� ��� �++� �� V�K 	?�= �� �*+����� J���$� �� φ2, φ176�� :��� I���� !���
�,�] '����*� �U� �� S�T� ��+Q �� � Veff (x1) 4�1��#� �; "��� �� ��� C�� �*�� ?�= 6�� :��� �� J��.Q�� �� ���b��
(x2, x2 + dx2) 	�,K�D �� P�� ?�= �� �� �� S��#� |φ2(x2)|2dx2 ��& '��� �+��� ��.$� �,K 4�1��#� �� ?�� �D�_∫
dx2W (x1, x2)|φ2(x2)|2 J��.Q !����+� "��� ��]� ?�= �� !�� ��$_� !��� �� �� �,�1��#� 	
�� W (x1, x2) � ����
	�Y� �( �; �� ��+� �3� "����3�� C�� P�� �*+����� ����$� 	�� ��.$� !��) "�� ?�= �� !�� 4�1��#� 	
�� -��#�
�8��� ���0� �;��� !� 	�� ��� �� ?���� ���� 	 ?�= �� �*+����� ����$� �� 	?�= �� �*+����� ����$� ��
	�) ��� �+$� '�+#1�� �28 J���$� !� �B�� P�� "�+#1�� 4%#1� �) & � ?�� �5] �) �� ����$� �� �B�� S� "��?���
�*+����� ����$� & @�] �� �*�� @�] �� [��Y� 4��� !��) �� "�� ?�� ��� �0�� �� �) 6�� :��� & S� �.��� & �����
� �) ?�= �� 	�) 	
�� f%� ε2 � ε1 �+$� H��;� ��TB� I��_ �� !� �� � ��+� ?��� ���� �) �*�� �#B� �� �� "�1��
!� 	�+$� �� '��+� 4� `�3� ��N �� � 31 �28��k � ?�� �5] J���$� ����#� �; �#� �� ��+� �3� ���� "�++� �� 	&��
!�Q �� �� ?��  ��� �0�� 	�� �� �$��� �Q��Y� ��& '��?���� ���� �*+����� 	?�= �� ����$� & �%�3� 4� �� �1��
�� �� �D�� "�� ?������1� �#B� !� ��%#1� �0D "�� ?�� ��� :��� 	�<D P��� 4��� ��� �� ?��� l�C� �� !�

����$� �� � ψ(x1, x2) = φ1(x1)φ2(x2)7:���

(H1 +H2 +W (X1, X2))φ1(x1)φ2(x2) = Eφ1(x1)φ2(x2) F33G

�� �*+����� ����$� & �.��%� ���� ?H�� �� �� �0+�  �� !� �� !����+� "��+� ?��5#� C�� 31 J���$� & � ��)� ��3
�) @��k�� S���) �� ��� "�++� !�$� ���Y� 	�) ?�� � �� & ���� m��#� `�.2� �1��� �� C�� � �� ���0�  &� �� ����
�� S�� "���� ��5� ���1� S� P�; ��+Q �� ���� ��  �� !� & ?��5#� �*+����� 	?�= �� ����$� 4� 	�� `�3�  �� ���;
�� 	�� �#9�� J�.��/� P�Y� ���� � �� ����� �� ���#D�; ��� 	?�= �� �#1�� �� ���� �� �  �� !� ���� S�K
?�+��8 � �� 	?�=�� S�T� & �#���� ���$� �� J�.��/� ��& ��1��� �� � m��#� �0+� �� "���.� ��� �� 	?�= N �#1��

E���� 	?�= N �#1�� �� 	�� "�)� P�Y� � P&� J�.��/� ���� �� ��8

H = H1 +H2 + · · ·HN +
∑

1≤i<j≤N
W (|Xi −Xj |). F34G

E��)� �� ��3

ψ(x1, x2, · · ·xN ) F35G

�� �Y+� 	?�= �� 6�� :��� �� �.1�  ��� J��K !��� "�+#1) ��Y+0� �*�) φN �� φ1 	?�= �� :��� ���� ��
E��� �� ��& 	?�� �5] J���$� ?�*#��

[−�
2

2m
∂2

∂x2
i

+ Veff (xi)
]
φi(xi) = εiφi(xi), i = 1, 2, · · ·N, F36G

n
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���� ��

Veff (xi) = Vi(xi) +
1
2

∑
i�=j

∫
W (|xi − xj |)|φj(xj)|2dxj , F37G

	����) J���$� �� '�+�� �� ���� J��K !� �� �� �����$� �Q��Y� "�+� �� �b P i ?�= 	�� �� �� 	�b�� 4�1��#�
"�� P����

���� �� �� �	
� ��� � �� ����� ������ ���

	�� ����_ !� ����8 "��&��� �� FunctionalDerivative �$��� `#9� � Functional �$��� �D�$� �� ����_ !���
J��.Q ��  ��� & 	�#0� o�� �� ����_ !� �$��2� �� ���� �� �+�3eQ 	�Y9�� ��� '�1�� ��C� >�� !� !#� �0D
�� �.1� J��.Q ��  ��� � �$��� �� ��+� �� �./K ��& �� ����.Q '�� `�3� ���& �� �%�%� �� "���� :��� �� �� �.1�
�� ���� :��� �� �� �.1� J��.Q �� S� �]�� J���^� ��  ��� ����; �� �� �#3� "��� �� ?���8 �$��� `#9� :��� ��

"�����5K �� ���� �� ����^#� �� �$��� �� �.1� �$��� �� `#9� �� �� !� ��U+� '���� �5K
�$��� & ���0��T� "�� ��Q �� �� 4K�� � :��� �� ����^#� �� �� �#��*� 'Functional �� �$��� �_��� ���& ��

E&�+���.Q �)

F (φ) :=
∫ b

a

φ(x)dx, F38G

G(φ) :=
∫ b

a

e−φ
2(x)dx F39G

Fx0(φ) := φ(x0), F40G

�� � �$��� �� "�)� �� 4��/� x0 �2%� �� � �� ��%� � ���i� �� ��^#� ��+Q �� � φ 4T� :��� �) Fx0 �$��� 'P�� S�T� ��
J��.Q �� "��� ?�*� C�� �� ?��� 4�� ���0� �� ��� �� �� 	�)��^#� ��$� �� �#3� ?��^#� �+( :��� �� �� ��+Q �� ���
�� � �$��� �� !����+� "{φn} 4T� �) �� ���C� \�%� & 	 	�#�� �� �� ����%� �� � φ(x) 4T� :��� �� ����� �� �*��
!� �� "��� ?�*� �+� �� 4�� ���0� �� ��� �� N �� 	�p � �� (φ1, · · ·φN ) 	�)��^#� & ?��^#� N :��� �� ��+Q �� ���
�� ��)� �� ��9� ��& �� ���� 4��� 	�� "������ C�� �  ��� ���) �� �$��� `#9� P�05� ���� �� �#��� ?�+��8 ?�;���

E���� �� 4��.� �$��� �� \���� ��)�5� �� :��� �� \���� ��)�5� N −→ ∞ �� �� ���*(

φn −→ φ(x)

(φ1, φ2, · · ·φN ) −→ φ

q
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F (φ1, φ2, · · ·φN ) −→ F [φ]

F (φ1 + ε1, · · ·φN + εN) = F (φ1, · · ·φN ) +
N∑
n=1

∂F

∂φn
εn −→ F [φ+ ε] = F [φ] +

∫
δF

δφ(x)
ε(x)dx

∂F

∂φn
−→ δF

δφ(x)
F41G

��)� �� ��3 ε(x) :��� 	�Y� �2�� !��� "���� ���� �$��� `#9� 	�� �/��K J��.Q ��� �� �8� 4.3�� �2�� &
�� "�� φ(x) :��� d7 ��$� ?���/� �� ?�A�� �2%� �� x0 � ?�A�� ��� ���b �#���� �� ε ���� �� εx0(x) := εδ(x− x0)

E����� �� ���� �Y�#�

F [φ+ εx0 ] = F [φ] + ε
δF

δφ(x0)
F42G

E���� �� �$��� `#9� & ��& d��$� �� �Y�#� �� �

δF

δφ(x0)
= lim

ε−→0

F [φ+ εx0 ] − F [φ]
ε

F43G

�+� �� ���^� ��%� �( F �$��� ��%� �� �+� �� ���� � �� :��� �� ��C] `#9� & ��& d��$�7����� ���$� d��$� !�
�� �8� 4.3�� 	�2�� ���) & ?��5#� �$��� `#9� r�8 J�.b 	�� ?� !��#0� "��)� ���^� x0 	�2%� �� �0+� � φ7:��� �;
�� ���� �+� ���b d��$� �� & ?��5#� �� �#��� ���� �� ?�+��8 �� � �2�� � & 	 ����� ��& �� "�� 417J���$�

E��)�

F [φ] = φ(x0) −→ δF

δφ(x)
= δ(x− x0)

F [φ] =
∫ b

a

K(y)φ(y)dy −→ δF

δφ(x)
= K(x) if x ∈ (a, b)

F [φ] =
∫
dy

∫
dzφ(y)K(y, z)φ(z) −→ δF

δφ(x)
=

∫
dzK(x, z)φ(z) +

∫
dyK(y, x)φ(y)

δF +G

δφ(x)
=

δF

δφ(x)
+

δG

δφ(x)

δFG

δφ(x)
= F [φ]

δG

δφ(x)
+

δF

δφ(x)
G[φ]

δg(F [φ])
δφ(x)

=
∂g(F [φ])
∂F [φ]

δF [φ]
δφ(x)

. F44G

s
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E���� �8� �2�� & ���T� ��+Q �� "�� ����$� :��� �� h � �$��� �� F '�8� 	�2�� ��

δeφ
2(x)

δφ(y)
= 2δ(x− y)φ(x) × eφ

2(x). F45G

�� �5K F [φ] := 〈φ|H |φ〉 − ε〈φ|φ〉 �$��� `#9� ���� �� �N�%� "��� ���� C�� ��& 4B� �� � C#�� ��<3 ��� �� !����+�
"�+#1) ���#,���) 	�)���� ?H�� '����

δF [φ]
δφ

= 0 ↔ H |φ〉 = ε|φ〉. F46G

Ot
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����� ���	 
 ���� ���

������ ��� ��� � ����� ���	 �

��� ������	 ���
 ��� ���� ���������� ��� ����� �� �� ����� ���� 
� �� � !"#� ����!$ %� &��!"� '�() '�*����
�� &��"+ �� ,�-�� �� �� &�� �� .�� �� �/� 01(� ���/ &
�2�� 3��4 &�!�5� 14� �� �6 ���� %�7� &���� 1 �( 8 ���� �
���� ���� &2+ '��*� �� �� ���� 9�� � %�488 8 ��� ����� �� �������� ���
 �!: �� ����!$ %� &��!"� ;��+�� &�
 1�) 

0���� *�"$ �<�2�� 
� �� ���� �� &��"+ ��� ����� �� 2�!+ %� �8� �� 
� =>( 8 2�� %� ?�
���
 1��� 9�"� �*�- 9��- ;2� %� 9��7$ �� ���� '������ 8 '�$�"��( %�!���! '�*�� � %	!�(8���� ����� �� ���
����� ���� 
� �� � !"#� � 2�� �!@$ 0�!+ %� 9�7$ 1(� &����/ �A��� � %B!� C��$ �� ��D� �!E ���� �� �� &�� '�
��"�F� �� � ;��G �� ��� '� 3H� �*�- ;�27� �( I!� ���� '� �� ���� 9�� 
� J�2�� 02�+�� ����/ ���4 �� 
� �8� )K ��
�<�2�� �� �L�6G��"�F� ������ � 2��8� ��
� �2M�6 ���� � ��� .�� ����!$ %� 0�!+ %� ���� 1(� �����8 �6�!AF
0��� ����� �� �� &��"+ 9�� �!E 9���� 8 ��� 9�7� &��"+ '� �� �� ��"�F� �G �� �� ����!$ %� ��!N 9���� 02�� %"� 3E�2$
%� 3�+ ���O$ 8 2�!+ %� J�P�� ���� &2+ '��*� �<�2�� �� ���� 9�� ��"�F� ������ �� I!� ��� ���� ���
 �2+ ��>( ��
%"� ?(�	 9�� �� � 1(� QR�8 S1(� &�� J�2 �� TD7�� ��� J�2 � ��(�	 %� ��F 0�!+ %� �2B �� 
� =>( 8 2���
02����� ���	 *�"$ �<�2�� 
� �K��*5� ����� ���� 
� � !"#�'� %	!�(8���� ������� 9������� 0���2� %7U4 V(�	 ����!$
01(��7� %� %�!���! '������� 2�� ���� �� 8� &�� ���� r′ 8 W &�� ���� r �6�� � Ψ(r, r′) 3H� %B!� C��$ �#�����
2��� ��*/�� �� %B!� C��$ 9��- 01(� r′ ���� �� ��<�� 8 r ���� �� ���� 
� %�� � 1(� �6 ���!<� ����!$ %� � �X�6
���� �� ;2��� ���O$ &�� 8� 1�<��B 1Y$ 1(� ���� �!AF ��"�F� &2��� ���� � �6 C��� � 2+�� 1�N�E 9�� �����

Z2� [2N ��
 \�+�� 1���� %� �<��

|Ψ(r, r′)|2 = |Ψ(r′, r)|2. ]1^

2� ����� ��
 ,�$�$ �� &�� 8� 1�<��B 1Y$ I!� C��$ �!E � 1(��7� 9�� �� ��� 9��

Ψ(r, r′) = eiφΨ(r′, r). ]2^

��+�� 1���� %� 9������� ��+�� &���� ��� _�� � 1(� 9�� 3H� ���� J�#�� ��� 8� �� &�� 8� 1�<��B �/� � ����� %� ���
��+��

Ψ(r, r′) = e2iφΨ(r, r′). ]3^

W
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Z2+�� ��
 1�N�E ����� 1���� %� ����� &�� 8� I!� C��$ 9������� 0eiφ = ±1 8 e2iφ = 1 �#����� 8

Ψ(r, r′) = ±Ψ(r′, r). ]4^

���	 ����� �6 %��A� I!� C��$ �� �L�$ &�� '� 3�� `�N!$ ����� �6 8 1(� �4�� %(�(� �a� �UM� '�
� �#��� �$ �� bY�
%��>(� ��@��� �� 8 %��A� ��@��� �� � ���/ %� ��!N %$��D�� ��A��� 3�� �!: �� &�� '� 15�F ��D� ;1���
IG !� C��$ 
� 1���� %� Ψ(r, r′) I!� C��$ ��#� �8�c�� &�� 8� `�N!$ ���� � 1(� 3�5� 9�"� �� 02+�� ?��"� 3��4 �6��
8 2+�� α 1�7R8 �� d� 9�>(� 8 r ���� �� W &��"+ &�� � 2�� %� �� 9�� ��"�F� I!� C��$ 9�� 0�� &��c�(� Ψα,β(r, r′)

��!$ %"� ���
 �!+ e)N� 1���� %� `�N!$ 9�� ����� ���� ���� 02+�� β 1�7R8 �� d� 9�>(�8 r′ �UM� �� f &��"+ &��
�!B8 α 9G �>(� �� r �UM� �� &�� '� � ���!<� ����!$ %� �L�$ 9������� 0��� *�"$ �<�2�� 
� %��� ,�-�� '� �� %�F �� ����
1Y$ �6 C��� � 2+�� 1�N�E 9�� ����� 2��� &�� 8� 9�� I!� C��$ ;9������� 0β 9�>(� �� r′ �g UM� �� �<�� &�� '� 8 ����

� ��7� 9�� �� ;2��� ���O$ &�� 8� 1�<��B

|Ψα,β(r, r′)|2 = |Ψβ,α(r′, r)|2. ]5^

3�5� 9�"� �� 0�L�6 ���� hM� �� 8 1(�� �6 ��� ,�-�� 9�� %�7� &�� 8� 9�� 1�<��B ;1�<��B 9�� � ��� 14� 2���
1(� r′ ������ � �� &�� 8 α 9�>(� ���X"� 1(� r ������ � �� &�� 
!�� [!� �U��� �� i�: 8��� I!� C��!$ �� � 1(�
�� � �� &�� �6 ��6 � ����� %"� �� � 1(� �6 2�� ���� 2��!E %� �8��$ 9�� � �� ���� �L�$ 8 ;���� β 9�>(� ���X"�
� ���� ���� �$ ����!� %� �� ��
 �8����� ���� 9���� 2��$ ���� 0f &�� �� 1(� W &�� 1(� α d� 9�>(� 8 ���� ���4 r �UM�

Z1+!� 1���� %"� ��!N �- �� 8 1+!� 1���� %� ��!N �- �� �� 1�<��B 1Y$ I!� C��$ �8��$

|Ψα,β(r, r′)|2 �= |Ψα,β(r′, r)|2. ]6^

β d� 9�>(� 1(� r �UM� �� � �� &�� 1(�� i�:�� 8 1(� α d� 9�>(� 1(� r �UM� �� � �� &�� �U��� 9�� j- i�: ��
02�!/ %"� �� �� I!� C��$ 8� 9�� 1��� &��� �� �*�- _�� ���� ����	�� *�"$ 8 1(�

����!�� ����!$ %� *�� �!�� ����� J�#�� �5�E %��A� I!� C��!$ &����� � %5k2�(� ��"� ��

Ψα,β(r, r′) = ±Ψβ,α(r′, r). ]7^

���� � ���	
 ��� ���

'����� l!-��-�� ��!( 9�� �� V(�	 S�� l����� 2��� �� '� J�2 %c�� 8 1�H� 1�) 
� � 1(� 9�� �Dm�� ��F
J
�!5 �� �6�� � �L��2�� %�!���! ���a� �� 8 %����� %�!���! '����� l!-��-�� ��!( 9��GV(�	 01������	 ����� %�!���!
�� ���6 n 9�>(� ��A4 �� J!(!� ��A4 '� %: ;���/ %����4 %(��� ��!� o�E 1���� �� %�!���! ���a� '� T�cD$

f
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1�) �� �8
!� %�7� 1(� Q�YN �L�6 9�>(� � %$��� ���� 1���� %� ��A4 9������� 0�!+ %� &��� Spin− Statistics

1Y$ 9������� 9������� 0�� l����� �� %c�� 1�) �� �!���� %�7� 1(� Q�YN �"�� �L�6 9�>(� � %$��� ���� 8 1�H�
&�� 8� ���� � �X�6 02+�� ���M�� 1���� %� �� �8
!� I!� C��$ 8 ���M�� ��	 1���� %� �L�!���� I!� C��$ ���� 1�<��B

� ��7� 9�� �� 1(� Q�YN *�� �� &�� N � !"#� '� ���� ���c/

Ψασ(1),ασ(2),···ασ(N)(rσ(1), rσ(2)) · · · rσ(N)) = (±)|σ|Ψα1,α2,···αN (r1, r2, · · · rN ), ]8^

01(� ]��� ��� 1�<��B ���� 1 8 I8
 ��� 1�<��B ���� 0^ 1�<��B �6 1�) |σ| ;&�!�5� 1�<��B '� σ �6�� �
0�!+ %� ����/ �a��� �� �!���� ���� *�� %c�� 1�) 8 �� �8
!� ���� 1�H� 1�) 

15�F C��$ '� �� %��A� I!� C��$ '� l�R ��!N �� I!� C��$ �/� ����� �6 8 ��� �B!$ 1���� %� ���� '� ��
��	 �� ���M$ 3 I!� C��$ ����!: �� �� ��" � ���/�2B �!: �� 15�F 8� 9�� �8� �� ���M$ ��	 �� ���M$ ��!$ %� ;2+�� %��>(�

02+�� ��+�� �� 
��� ��!� ���M$

���� ���� ����� ���	 �

� ��� %� .�� *�� %/��( ���� 02���� ���4 L ���L	 �� T�" 1��L� %� 3�����	 &�- '� �� ����� &�� 8� � 2��.��
0��� �2�	 �� ��&�� 8� ����( 9�� �p��� &q�8 8 �� 15�F &q�8 ����!E %� ?�� 9���� 02�� %"� ?� ���� �� �� &�� 8� 9��
3N�F �� �p��� &q�8 8 �� &�� '$ C��!$ &q�8 l�R 3N�F %�!�D���� C��!$ &q�8 2���2� ?� ���� �� �� ���� � 9�� 3�52�
�� ���M�� ��	 )K �� ���� ��!� �8
!� �� �!���� �� ���� �� C��!$ 9�� 1���� %� � �8�c$ 9�� �� 1(� ���� '$ �p��� C"B
I!� C��!$ � ����� %� %$��2M� ��� r�� 
� 9"R�� 0���� %� J�#�� 15�F �� ���� ���/�2B �� �� 9�� 0�� ���M�� )K ��

Z
� 2�� ���� 3�����	 &�- 9�� �� �L�6 �p��� 8 ���� '$

φn(x) =

√
2
L

sin
nπ

L
x, En =

�
2

2m
n2π2

L2
. ]9^

�� ������ ���

8 %��A� I!� C��$ I!� C��$ 
� �!a�� 02+�� ���M�� ��	 )K �� �L�6 3�� I!� C��$ 1���� %� ;2�+�� �!���� &�� 8� 9�� �/�
Z�!� 2���!E ��
 ,�$�$ �� ���� 9�� ��� 15�F &q�8 9������� 0����/ %� 1/2 �� ���� 9�>(� %/��( ���� 01(� %��>(�

Ψs(x1, x2) = A (φn(x1)φm(x2) + φn(x2)φm(x1))χs ]10^

s
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�� 8

Ψt(x1, x2) = A (φn(x1)φm(x2) − φn(x2)φm(x1))χt. ]11^

�� 1(� ����� �� 15�F 9�� �p���

En,m = En + Em. ]12^

Z2���� &�� 8� 9�>(� ��� 15�F ,�$�$ �� χt 8 χs k�� h��8 � ��

χs =
1√
2
(|+,−〉 − |−,+〉), ]13^

8

χt =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

|+,+〉,
1√
2
(|+,−〉 + |−,+〉),

|−,−〉

]14^

Z�� 1(� ����� 15�F 8� 9���� ��� �2�	 x2 ��UM� �� �� ��<�� 8 x1 �UM� �� �� &�� '� ����� ��"�F� %5�<-

P s(x1, x2) = A2 (φn(x1)φm(x2) + φn(x2)φm(x1))
2 ]15^

P t(x1, x2) = A2 (φn(x1)φm(x2) − φn(x2)φm(x1))
2 . ]16^

���6 ��F 8 2� %� 3�� �cN 1"( �� P t(x1, x2) ;��� '��*� x1 �� �� x2 &�/�� � ���� � %� k�� ��� �U��� 
�
�� &�� 8� % � 48 �  1(� �6 i�F 9 �� �� � 7 � 02 �  %� 3 � � � � &�� '$ ��" �F� % 5�<- � ��� � 8� 1"( � � P s(x1, x2)

8 i��7�� ���� ��"� 9�� 0��� ���4 �UM� '� �� �� �L�6 ��!$ %"� 1(� %�� ��+ 9�>(� %�7� 2���� |−,−〉 �� |+,+〉G15�F
15�F �� &�� 8� � %� 48 %�F � � �� � %� �� � � �� T� 4� � �P tc 5 1LB 9�2 � 0 1(� %588� 	 ��: 3N� 
� T� 4�� �P
���� 9�� 01(� �cN �UM� '� �� &�� 8� 9���� ��"�F� �� 
�� 1(� �8�c�� �� �� ��+ 9�>(� � ;2���� 1√

2
(|+,−〉+ |−,+〉)

8 �� ���� *�� ��$ %�F ���
 �� ��!$ %� ;��� %� '��*� �� �� �� &�� 8� � %�48 �� ��"�F� %5�<- C��$ �2+ '-! %�7�
singlet15�F �� �/� 8 2�� %� C�� �� �<�� '� 2���� triplet15�F �� ����� �� 1(� %�� ��+ 9�>(� � &�� 8� ����� �6
������ 9�>(� 9�� %��:��O� u!� 
� ?� ���� '� &��8� 9�� � 1(� 9�� 3H� 9������� 02�� %� l�B �� �<�2�� 2�+��
�� %5���$ ?� ���� �� ?� ���� u!� 9�� 01(� %588�	 ��: 3N� 
� %+�� ��D� 1��� %��:��O� �K 74�8 � 1(� ���4��

0������ W 8 f ��� 3�+ �� ��!$ %� �� u!R!� 9�� 02��!/ %� ExchangeInteraction

v

www.Endbook.net



� 2(� %� �a� �� 15�F 9���� 01(� ��c�� 15�F �� �L�6 9�>(� � �!���� 8� ���� ��"�F� C�
!$ ;P s(x1, x2) C��$ ZW 3�+
02��%� l�B �� �<�� '� &�� 8� 9��

������	 ���

0��!+��+6 ;���!E %��� �6 �� ����� 2��B 15�F '�*�� �� � ;%��� QU( %�7� �L� J!Lc� '� �� ����!E %� ?�� 9����
9�>(� �!���� ���27$ � 2��.�� 0����/ %� �a� �� �� L ���L	 �� �27� '� 8 T�" 1��L� %� 3�����	 &�- %/��( ����
S1��- ����( 9�� ���	G15�F � ��(�	 %� �!E 
� 02�� %"� ?� ���� �� �� �� �!���� 9�� 0��*� � %� &�- 9���� �� 1/2

��	 %�(�� �� � %:�+ �� 1(� �� &�� '$ ��� 15�F l�R 3N�F 
� ���� ;����( 9�� ��� 15�F &q�8 � ����� %�
��: 3N� �/� 9������� 02+�� ���� �� �!E ��2M� 9���" ���� 9�� �p��� u!"#� 1���� %� ���	 15�F �� 02�+�� &2+ ���M��
%� � 2� %� �!�4 &�� 8� �L�$ 15�F 9�� ��: 3N� 3�52� %58 ;2���� %� n = 1 15�F �� ���� �"� ;�!�� ���4�� %588�	
��+�� &�� 2N �/� 02�� %� ��O+� �� �$k�� ���
��$ 8� �� 8� �<�� ���� 9������� 02+�� �� 1LB i)E �� �L�6 9>�(� 1����

�� 1(� ����� d� �p��� � J� N 
��$ ;�!+ %� ��O+� � �
��$ 9��$k�� ��+��

EN =
�

2

2m
N2π2

L2
. ]17^

0�!+ %� &��� ���� EF �� kK !"7� 8 �!+ %� &2��!E %��� �p��� QU( 1(� &2+ &��� ���� sG3�+ �� � 
��$ 9��$k�� 9��
Z�� 1(� ����� ���	 15�F �p���

Egs = 2
N∑

n=1

�
2

2m
n2π2

L2
= 2

�
2

2m
π2

L2

N∑
n=1

n2. ]18^

∑N
n=1 n

2 = 1
6N(N + 1)(2N + 1) ��U��� 
� 0�� l��F T�4� �!: �� �� ���	 15�F �p��� ��!$ %� &��( 15�F 9����

w
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2(� %� �a� �� 15�F 9���� 01(� %��$ �( 15�F �� �L�6 9�>(� � �!���� 8� ���� ��"�F� C�
!$ ;P t(x1, x2) C��$ Zf 3�+
02��%� C�� �� �<�� '� &�� 8� 9�� �

Z���86 %� 1(2�

Egs =
�

2

12m
π2

L2
N(N + 1)(2N + 1). ]19^

�� �� �p��� L ��7�� �� %7��� �27�8� 3�����	 &�- '� �� 01(� �27� '� 3�����	 &�- '� �� \!��� [!� ���(�Y�
Z2������
 ,�$�$

En1,n2 =
�

2

2m
π2

L2
(n2

1 + n2
2). ]20^

�L�6 �p��� � %��� 15�F ��27$ 0��� ��(�Y� ��
 ��!N �� ;v 3�+ �� �B!$ �� �� %��� QU( ����!$ %� 15�F 9����
Z�� 1(������ 2���� E + dE 8 E 9��

g(E)dE = 2 × 1
4
dπR2 ]21^

01(� &2�6 ���� 9�>(� �:�E �� 1/2 ,��R
Z2�6 %� 1(2� ��
 �U��� 
� R �6�� �

R2 =
2mEL2

�2π2
]22^

Z�� 1(� ����� 1(���" E 3H� 9�7� ��2M� '� 
� �L�6 �p��� � %��� 
��$ ��27$ �#�����

N(E) =
∫ E

0

g(ε)dε =
∫ E

0

1
2
π

2mL2

�2π2
dε =

1
2
π

2mL2

�2π2
E. ]23^

x
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�27� '� 3�����	 &�- '� ���� %��� QU( Zs 3�+

15�F C4�8 �� 1�7R8 9�� 02���� %5�E �6 �k�� ��� 
��$ J�"$ 8 2�� &2+ �	 �6 ��
 �$�� 
��$ J�"$ � 1(� %��B %��� QU(
Z���86 %� 1(2� k�� �U��� 
� ��+�� ��+�� N ��27$ �/� 9������� 02�� %� ���� �� ��&�� =� ����( ���	

N =
1
2
π

2mL2

�2π2
EF ]24^

�� 8

EF =
�

2π

mL2
N. ]25^

Z�� �!+ %� ����� ���	 15�F �p��� 01(� ���� ��27$ %YU( %5�<- �� ����� N
L2 ���� 

Egs =
∫ EF

0

dεεg(ε) =
∫ EF

0

dεε
1
2
π

2mL2

�2π2
=

1
2
π

2mL2

�2π2

1
2
E2

F , ]26^

��� &��( 
� =	 �� 8

Egs =
1
2
NEF . ]27^

02�� J�#�� �27� 8� 3�����	 &�- '� ���� �� �:!��� ���(�Y� 2��!$ %� &2���!E
���4 %��� QU( �� � 1(� %$��� �����$ 1M�MF �� %��� ����$ 0�� l��F �� PF %��� ����$ ��!$ %� ,�$�$ 9�"� ��
9���� &�� '� ����$ 
� �� �!a�� ;2+�� ��+�2� %@��� ����$ ���*"� 1(� 9�"� %��� �p��� 
��$ '� � 2�� 14� 02����

�&��( ��U��� 
� %������ ��P ��p � �� � 1(� �6 ��$�� �� �6 ��2M� h(!�� 15�F

PF =
√

2mEF

y
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�27� '� 3�����	 &�- '� ���� %��� QU( Zv 3�+

��U��� 
� ����6 '����� �� %���B ���a� ����� � 1c/ 9�( %��� ���� 
� ��!$ %� 9��- �� 02�6 %� 1(2�

EF =
3
2
kTF ]28^

01(� ����( 27� d �6 �� � 2�6 %� 1(2�
8 2�8 � %� �$ k�� ��� 
��$ �� %��� QU( '��*� ���� �6 �� � 2���� %��� 15�F ����<���� ��� 15�F � 2�� 14�

0�!+ %� %5�E �L�6 ��B
�82Y� �27� '� 3�����	 &�- �� �� �!E %/��( ���� S1��- ���	 15�F �� ���� I!� C��$ � ��(�	 %� �!E 
� �!��
1(������ ���	 15�F ��!N 9���� ;N = 2 %�7� 02�+�� ��+�� �!B8 &�- �� &�� 8� �L�$ � 2��.�� u8�+ ���� 0��� %�

Z��

ψ(x1, x2)χ = A(φ1(x1)φ1(x2) + φ1(x2)φ1(x1))χs, ]29^

�� �$k�� ��� 15�F 1���� %� �<�� ���� 02�� &�� ��O+� �� ���	 
��$ `5��� ��� 9�>(� �� &�� 8� � ���!/ %� �KF)UN�
��� 9�>(� �� &�� 8� � 1(� %��7R8 ���	 15�F &�<�6 ;2+�� ��+�� &�� ��L- &�� 8� ��#� �� ����( �/� 9������� 02�� ��O+�
9�� �� I!� C��$ 3�� 3�+ 9�+!� 02���/ %� ���4 n = 2 
��$ �� `5��� ��� 9�>(��� �<�� &�� 8� 8 n = 1 
��$ �� `5���

Z���� %D�+ 9��- C��$ 9�� )K H� 01��� 2�c� 8 ���� �(��� %" 15�F

ψ(x1, x2, x3, x4) = A(φ1(x1)φ1(x2) + φ1(x2)φ1(x1))χs
12 + (φ2(x3)φ2(x4) + φ2(x3)φ2(x4))χs

34 + · · · ]30^

�8� ���� �� ,(��� ��� 1�) �� %�� ��� 1�<��B 1���� %� � 1(� 9�� &2��� ���� · · · 1�) �6�� �
�8� 
��$ �� � f 8 W �&�� 8� � 1(� 9�� &2�� ���� �8� ���� ���
 ;�!+ 9�"A$ ���� 3�� ����	��*�"$ �$ �!+ ���R�

z
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%�48 � 1(� QR�8 01��� 9�"� 9�� ���6 ��F 8 2�� &2+ &��� *�"$ 2���� ���4 J8� 
��$ �� � v 8 s &�� 8� 
� 2���� ���4
%� � $ &2�X� 	 �� 9�� 
� � ���<��� � ��� 15�F 8 ��� 	 15�F I!� C�� $ Q��N 3�+ 9�+!� �!+ %� ���� � ���� ��27 $
�� 0���� ���4 
��$ �� �� &�� ��27$ �- � 1(� �L� 9�� �L�$ �� ���� 01��� �� �2�c� u):� ����� ��F 9� �� � �!+
��� 4 �p� �� 
�� $�� �� &�� ��27 $ �- �� �!< � � 1(� �6 ��&�� =� ����( '� `�N!$ ��� � ,(� �� � �� 	 � �L � ��� � 
��O+�G �2 ��� 	 �6 �� � �� ,(��� ��� 	 8 ����/ %� 
� � ��&�� =� ��� ����( �� &�� � 8� &2��6 ��� 3@� �� �� 0����

0���� %� Q�R!$ 3�@c$ �� ;2��!/ %� Occupation Number Representation

�� ����� ���

1"�4 �L�$ 9�� ����� 01(��cN �L�6 9�>(� � ���.�� ����!$ %� %/��( ���� 02�+�� �8
!� &�� 8� 9�� � 2��.�� ��F
%�7� 15�F 9�� �� &��!"� 8 8 ���2� ����� %��>(� 15�F '� &�� ����� %�7� �cN 9�>(� ���
 ����<� �a� �� 1(� %�� �� %��A�
Z�!� 2���!E ��
 ,�$�$ �� &�� 8� 9�� ��� &q�8 9������� 0�� ���M�� �� %��A� I!� C��$ 1���� %� �L�$ 15�F 9���� 01(� |0〉

Ψ(x1, x2) = A (φn(x1)φm(x2) + φn(x2)φm(x1)) ]31^

Z�� 1(� ����� �8
!� &�� 8� 9�� ���� ��� �2�	 x2 ��UM� �� �� ��<�� 8 x1 �UM� �� �� &�� '� ����� ��"�F� %5�<-

P (x1, x2) = A2 (φn(x1)φm(x2) + φn(x2)φm(x1))
2 ]32^

1(� &2+�M5� ?� ���� u!� '� C4�8 �� �� 9�� 02�!+ '��*� �� 1"( �� 2���� 3��"$ �� �8
!� � 1(� �6 &2��� ���� �
����/ �cN �� &�� 8��� 9�>(� ���
 ������ ������!�� �� 9�>(� �{� ;���� �� � %5�H� �� 01(� %588�	 ��: 3N� 
� %+�� �
�G ���M� 2��!$ %� &�� 8� 3 9�>(� ��!N 9���� 0����/ %� '� �� &�� 8��� 9�>(� ;��"Lc� ��L� �� 9�>(� �{� ���6 ���� 0���!�
?��"� |1〉 = |1,−1〉 8 |0〉 := |1, 0〉 ;|1〉 := |1, 1〉 �� ��@�E� �� �� &�� '� 9�>(� ��� 15�F �/� 02� ����E� �� 2 �� 8 1 ;0
��	 1 9�>(� ��� 15�F 8 ���M�� ��� 15�F 0 9�>(� 8 f 9�>(� ��� 15�F � ����� %� �� ��8�
 ����$ C"B 
� &�<�6 ����

Z����� C4�8 �� 02�� ���M��

χ(2) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

|1, 1〉,
1√
2
(|1, 0〉 + |0, 1〉),

1√
6
(|1, 1〉 + 2|0, 0〉+ |1, 1〉),

1√
2
(|1, 0〉 + |0, 1〉),

|1, 1〉

]33^

;

|
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χ(1) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1√
2
(|1, 0〉 − |0, 1〉),

1√
2
(|1, 1〉 − |1, 1〉),

1√
2
(|1, 0〉 + |0, 1〉),

]34^

8

χ(0) =
1√
2
(|1, 1〉 − |0, 0〉+ |1, 1〉). ]35^

��� 15�F 8 Z2������
 ��!N �� 3�����	 &�- �� �8
!� 8� ���� �p��� ��� 15�F &q�8 9�������

Ψ(2)(x1, x2) = A (φn(x1)φm(x2) + φn(x2)φm(x1))χ(2)

Ψ(1)(x1, x2) = A (φn(x1)φm(x2) − φn(x2)φm(x1))χ(1)

Ψ(0)(x1, x2) = A (φn(x1)φm(x2) + φn(x2)φm(x1))χ(0). ]36^

1(� '� �� ����� 3 9�>(� � %�48 8 �� l�B �� 3��"$ ���� 1(� } �� f 3 9�>(� %�48 � �!+ %� &2�� �B 9����
�M5� ���� 9�>(� 9�� %588�	 ��: 3N� h(!$ � %�� ���� � 1c/ ��!$ %"� &��!"� 9������� 02���� �� C�� �� 3��"$ ����
9�>(� �� %<��� 9��- �� 8 ���� ��!� �!���� �� ��!� �8
!� �� %<��� ?� ���� 9�� u!� ��D� 1(� ����B �� �7��� �!+ %�

0���� &�� 8� 3

������
���� ���� ���

��O+� �� %���82Y� _�� �� �8
!� ���� ;2�� ��O+� �� �p��� 
��$ '� 2���!$ %"� �L�6 ��$8� 
� ?�� � �� �!���� i)E��
3 
� ���aF)� 3��4 �� 9���	 %D�E ������ �� 1(� 9�"� %�8
!� 
�/ '� �� 1LB 9�"� �� 01��� �p��� ��� 
��$
;2��&2+ &2�5�<- ���	 15�F �� ���� 9�� � ���!/ %� 15�F 9���� 02�� ��O+� ���6 8 2�8�� &�� '$ '� ���	 15�F �� ����
1(��7� 9�� �� ���
 ;���� %"L� %D�E %��*�� ��{6 &2�2	 9�� 01(���(!�	 u!48 �� 9������n
!� ?5�<- �~F)UN� �� ;w 3�+
9�� 01(� &2+ ����� ���� �L�6 �p��� 8 ����$ 3H� �L�6 o�!E �#����� 8 ���� 3 
� ���aF)� 3��4 �� %�!���!�2 �

01(� J!�D� %/��+��� �� 8 9���	 ������ �� ��*D� %����(���� 3H� %��� &2�2	 Ǳ���� �!E ��!� �� &2�2	

!"�# �� $%� �����& "�' ()
 *�� � ���

C4!� �- 8 ����<� �a� �� �� ���� ����	��*�"$ 1���� %� C4!� �- � 1(� �6 ���2� V(�	 �6 �� 1���� %� � %"L� ��!(
�7+� �� � �L�8���5� 
� �������� )K H� ������6 � 2�(�	 ��!$ %� ;�$ T�4� ���� �� 0��� %+!	 ��- �6 
� 1���� %�
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09������n
!� ?5�<- Zw 3�+

���� �"� � �q��� %"$� '$ 
�/ '� ���� S��E �� 1��/ �a� �� �� %588�	 ��: 3N� 2��� ��
�� ;�!+ %� &2���� ��!$�
'� 
� λ %�7� ���� �8��8� I!� �!: �� 1���� %� ��!( 9�� �� ���� V(�	 ���� S�!U- ;2���� 3�+ '� 8 ����� 
�/
��a� ��Y5 
� 8 ���2� �!B8 ���� I!� C��!$ %��+!>"� ����� λ << l &�/�� 0�� &�<� l %�7� �L�6 9�<���� �DN�� 8 i�:
�<�� 8 2�!+ %� ��+!>"� %�F��� I!� C��!$ &�<�6 λ < l &�/�� ����� �� λ ≈ l � &�/�� ��� 02���� *�"$ 3��4 �<�� '� 
� ����

Z����� ��L� ���� �� 02� %� 9��7$ ��� �#��� �� 8 ���� 1 �( �� �8��8� I!� �!: 0��� *�"$ �� 
� �� �L�6 ��!$ %"�

λ =
h

p
=

h√
2mE

≈ h√
mkT

]37^

;�!+ %� 9��7$ ���� %5�<- h(!$ l ���6 ��F 8

l3 =
N

V
= n −→ l = n

1
3 ]38^

\�+ � ;2+�� k�� �2M� 6 %5�<- 8 9���	 %�� &
�2�� �� ��� � 1(� �6 ����<� �a� �� �� ���� ����	��*�"$ ���6 \�+ 9�������
Z�!+ &��86�� ��


n1/3 ≈ h

mkT
. ]39^

���� �! � ���"�# ���$�� %�&! �

9����� ��� r�� �� 0��� %(��� ����� ����� &�� 8� ���� �� ���D�� ��A� ���E�( ����!E %� ?�� 9��E6 9����
'$ ��A� 8� ��!���$ l�R &�� 8� �� \!��� ���D�� ��A� ���� ���� V �� �� &�� '� ���D�� ��A� &�/�� � ��2��

WW
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� 2�$��� V ⊗ V ��A� ���	 �������� ;���� ���� |eμ〉 �� �� V ��A� ���	 �������� &�/�� 01(� V ⊗ V %�7� �� &��
Z1(���
 3�+ �� ���	 �������� 9�� ��!� 3�� 8 2��7$ o�!E 0|em, en〉 := |em〉 ⊗ |en〉

〈em, en|em′ , en′〉 = δm,m′δn,n′ ]40^

8
∑
m,n

|em, en〉〈em, en| = IV ⊗V . ]41^

9�� 0��� &��� �� �� ;2� %� ���� �� ���	 �������� � %��2�� 9��$ %D ��!� �� �� m =�2�� �#����� � 2�� 14�
�!E ,(��� ���7$ ��!� ���� ∑

m 1�) �� 8 δm,m′ �G �"� �#��� �� 02+�� 8��� 
� %���$ �� 8 ����/ �� ��(!�	 2��!$ %� =�2��
Z����� 1/2 9�>(� �&��8� '� ���� )K H� 0���� ��

|em〉 −→ |x, α〉, α = ±. ]42^

Z�!� 2���!E��
 3�+ �� ��!� 3�� 8 2��7$ h��8 � ��!N 9���� �

〈x, α|x′, α′〉 = δ(x − x′)δα,α′ , ]43^

8∫
dx

∑
α

|x, α〉〈x, α| = IV ]44^

�� 8�( ���	 *�"$ &�� 8� �� � ���������	 %�"R �!: �� ;����/ %� �a� �� ��!/ 9�� �� �� &�� 8� ���D�� ��A� � %�48
8 �!+ `��7$ 1���� %� ��!N �- �� ���	�� *�"$ &�� 8� ���D�� ��A� � 1(� 9�� 2�6 %� ?�	 �#��� �� � %5�!( 0�����
�� ��"���� ���c/ r�� 9�� ��2��� �� ���� I!� C��$ ��� ���c�� ��!� �� � �X�6 S1��- %��A� 9��- ���	 ��������
3" ��
 ��!N �� � 1(� P 3G H� ��<D" ;1�<��B �<D" V ⊗ V ��A� �� 01(� ��!( 9�� QG �YN V(�	 9���� ����

Z2� %�

P|u, v〉 = |v, u〉. ]45^

��A� �� W �G�2M� �� \!��� ��A� &q�8 02���� −1 �� 1 �� ����� P �����2M� &q�8 9������� 0P2 = I � 1(� %L�2�
�� ,�$�$ �� ���A� ��
 8� 9�� 8 ���!/ %� ���M�� ��	 ���D�� ��A� �� nW �G�2M� �� \!��� ��A� &q�8 8 ���c�� ���D��
P G�<D" 
� 0ξ = ± �6�� � ����!�� (V ⊗ V )ξ 3�+ �� �� �A� 8� �� ����!$ %� 0���� %� ���� (V ⊗ V )− 8 (V ⊗ V )+

Z1E�( ��
 ��!N �� �/��!@$ �<D" 8� ��!$ %�

Π+ :=
1
2
(I + P), Π− :=

1
2
(I − P). ]46^
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0Πξ = 1
2 (I + ξP ) �N)E �!U� ��

Z2� T�MY$ �� ��
 o�!E 2��!$ %� %�F��� &2���!E

Π2
± = Π±, Π+Π− = Π−Π+ = 0, Π+ + Π− = I. ]47^

� �!+ %� J!D7� �E6 �U��� 
�

V ⊗ V = (V ⊗ V )+ ⊕ (V ⊗ V )− ]48^

%� (V ⊗ V )− �� �L�6 ���D�� ��A� ;2�+�� �!���� &�/�� 8 (V ⊗ V )+ �� �L�6 ���D�� ��A� ;2�+�� �8
!� &�� 8� &�/��
9��- �� 02�6 %� 1(2� V ⊗ V ���	 �������� �8� Π+ �G<D" �{� �� (V ⊗ V )+ ���� ���	 �������� � !"#� '� 0����/

Z2�6 %� 1(2� V ⊗ V ���	 �������� �8� Π− �G<D" �{� �� (V ⊗ V )− ���� ���	 �������� � !"#� '�

|em, en〉ξ =
1
2
(I + ξP )|em, en〉 =

1
2
(|em, en〉 + ξ|en, em〉). ]49^

|em, en〉ξ =
1
2
(I + ξP )|em, en〉 =

1
2
(|em, en〉 + ξ|en, em〉). ]50^

Z1(���
 3�+ �� ���	 u!� 8��� 2��7$ �U���

ξ〈em, en|em′ , e′n〉ξ =
1
2
(〈em, en|(I + ξP )|em′ , en′〉 =

1
2
(δm,m′δn,n′ + ξδm,n′δn,m′). ]51^

Z
� 1(� ���� *�� �L�6 ��!� 3�� �U��� 8
∑
m,n

|em, en〉ξ〈em, en| =
∑
m,n

1
4
((I + ξP )|em, en〉〈em, en|(I + P )) =

1
2
(I + ξP ) = I(V ⊗V )ξ

. ]52^

�� � %�48 0���� ���� �� ����� �!���� &�� 8� �� ����� �8
!� &�� 8� ���� ���D�� ��A� ���E�( ,�$�$ 9�� ��
&2��6 ��� r�� �� 0�!� 2��!�� ,(��� ���D�� ��A� �� d�<� u!� 9�� ;����� �� 8�( ���� 
� ��$ ��*� � !""#�

0�� ����!E %��7� ����� ���� ���D�� ��A� ���� �� ��$ ,(��� ���E�(
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����� ��� 	��
��� �


����� �

������ ��	
 �� �� �
� ���� � �
� ��� ���� ����� �� ������ �� �	��� �
� ���� ���� �� !�  �� �
� ���
 "��# $�� �����
�%&�' (�� �)* +�, ����
 ���� ��-./� ��� 0�� !� �� �1	�2� !� %3��� �� � ��� 45 6�7� �	, �� �� �������8

����� ��� ��� ����� ���� ������ ��� � � �

9�: �* ���; � �.�<3 ��=* >�� � ? ��@#� ��� �' �.AB !� �� �.7� ���� C �	/ 4D8 ���
 "��# �� �	��� �
� �	.�����
E%#���! 4D8 �� F���� �;

H =
P 2

1

2m
+
P 2

2

2m
− Ze2

r1
− Ze2

r2
+

e2

|r1 − r2| = H0 +H1. F1C

�� �	��� �
� ����G ���!��
 ���� �� ��# � ����' �� �;�� H-./� I�	: �� �� ���.D�� �� J�� ���� ���B �	.����� �����
�� K	�2� LB %3� �L�M �� ���� ������ �� H0 �	.����� +�, �� %#��.)� %3N �������� %# � �<��O
 �	, ��
P �� �	.����� ��� ��� %��5 "Q�� >���� �; 9�: ��@#� !� �'� �Z = 2 ��
� � 1 �� �	' ���� �� ��� �
� ���� �	.�����

E%8	 ��! 4D8 �� �� �)* ��	
 �� �  	8 �� RNS� ��	.�	� � 1

Ψn,l,m(r1, r2) = ψn1,l1,m1(r1)ψn2,l2,m2(r2), F2C

�� %#������ �.��5 ���M ���� �m = (m1,m2) � l = (l1, l2) >n = (n1, n2) �*�� ��

En = En1 + En2 = −1
2
(

1
n2

1

+
1
n2

2

)(Zα)2mc2. F3C

%S���B �� %<3 %3��� �� ���.D�� �� 4� T	� U��
 �����G ��, 4:������ �  �.3� �	���& �� ���.D�� ���� �� �D��M
��! T	� U��	
 �� �� V�� T	� U��	
 %3��� �� ����' �� �;�� �� �� ���.D�� ��@#� �� �.7� �������� � 8�� ���O.� ��G �)*

E��� ��L���B

W
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Ψs
n,l,m(r1, r2) =

1√
2

(ψn1,l1,m1(r1)ψn2,l2,m2(r2) + ψn1,l1,m1(r2)ψn2,l2,m2(r1))χsinglet, F4C

�

Ψt
n,l,m(r1, r2) =

1√
2

(ψn1,l1,m1(r1)ψn2,l2,m2(r2 − ψn1,l1,m1(r2)ψn2,l2,m2(r1))χtriplet, F5C

�*�� ��

χsinglet =
1√
2
(|+,−〉 − |−,+〉), F6C

�

χtriplet =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

|+,+〉,
1√
2
(|+,−〉 + |−,+〉),

|−,−〉

F7C

� �.3� ��@#� ��X& �� %��5 U��	

�� %#� �.��5 Ψt %��5 � %#� ���O.� ��G ���@#� T	� U��
 � ���O.� �* �� ���X& T	� U��
 �� %#� �.��5 Ψs %��5

�%#� ���O.� ���@#� T	� U��
 � ���O.� ��G ���X& T	� U��
 �*��
��	8 ��RNS� m � l �� ����! ��D
 Y#	
 ��  ��� ��'��)M ��'�� (� �� %��5 ���!� �� ���

E �� %#� ����� � ��3D� �� %��5 ��� ���
 ���� ����� ��' %S� ��'�� Z� H0 ���� %��5 "Q�� �� ��������

En = En1 + En2 = −1
2
(

1
n2

1

+
1
n2

2

)(Zα)2mc2. F8C

E�	�  ��	/ ��! %��5 H0 ���G %��5 [�
�
 ��� ��

φs
0 = ψ1,0,0(r1)ψ1,0,0(r2)χsinglet = ψ1,0,0(r1)ψ1,0,0(r2)

1√
2
(|+,−〉 − |−,+〉). F9C

����  �	B� φt
0 U��
 %��5 �����

\
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E�� %#� ����� %��5 ��� ����

E0 =
−1
2
mc2(Zα)2 − −1

2
mc2(Zα)2 = −8 × 13.6 ev = −108.8 ev. F10C

"Q�� �  8�� n = 2 %��5 �� ����� � n = 1 %��5 �� �� ���.D�� !� �D� �� �	8 �� %#�� �.7� �.N����� %��5 �����
E��  ����� %��5 ����� ���� ��� %��5

φs
1 =

1√
2

(ψ1,0,0(r1)ψ2,l,m(r2) + ψ2,l,m(r1)ψ1,0,0(r2))χsinglet , F11C

�

φt
1 =

1√
2

(ψ1,0,0(r1)ψ2,l,m(r2) − ψ2,l,m(r1)ψ1,0,0(r2))χtriplet, F12C

E�� %#������ �)* ���
 ���� ��

E1 =
−1
2
mc2(Zα)2 − −1

2
mc2(

1
4
)(Zα)2 = −5 × 13.6 ev = −68 ev. F13C

����� ��� 	
 	�� ���� ����� ����� ���
 ���

�� ���G %��5 ���� ]�^_
 � �.&�'�;�� ��-./� ���B (� I�	: �� �� ���.D�� �� ��� J�� ���� ���B ���	
 �� H�5
E�	8 �� �<#�^� ��! I�	: �� ]�^_
 ��� �� ���� �� H-./� 0�� �� 6���� ����� `�35 H�� �<
����

ΔE0 = 〈φ0|H1|φ0〉 =
∫
d3r1d

3r2ψ
2
1,0,0(r1)ψ

2
1,0,0(r2)

e2

|r1 − r2| F14C

E%8	 ��! 4D8 �� �� %#�� 9�, ��	
 �� ����� �� �B	
 �* �D�L�& ��<�
 �� I��<1 ��� �<#�^�!� 4<7

ΔE0 =
∫
d3r1d

3r2ρ(r1)
1

|r1 − r2|ρ(r2) =
∫
d3rρ(r)V (r), F15C

r ��O ��D� �� ���.D�� (� �� %#� �� 4�3�.G V (r) � %#� r ��O �� ���.D�� ��� ����M ρ(r) = e|φ(r)|2 �*�� ��
� �� �� ��2��

a
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�� ���� �� ���!���G �� %#�� 9�, �<#�^� �� H�5

ψ1,0,0(r) = Ae
−Zr

a0 , F16C

�*�� ��

A =
1√
π

(
Z0

a
)

3
2 . F17C

��������

ΔE0 = A2

∫
d3r1d

3r2e
−2Zr1

a0 e
−2Zr2

a0
e2

|r1 − r2| . F18C

��� �<#�^��� �� r1 ����� ��� z �	^� �� ����' ���;�� ��	, �� I�_.N� ��� �	^� >r2 ��� H���.� �<#�^� ����
%8�� ����	/ %��5 ����� ��	8 6<��� >�	8 ��b�& %��= H���.�

|r1 − r2| =
(
r21 + r22 − 2r1r2 cos θ2

)1/2 F19C

�2�.���

ΔE0 = A2

∫
d3r1e

−2Zr1
a0

∫
r22dr2e

−2Zr2
a0

∫
dΩ2

e2

r21 + r22 − 2r1r2 cos θ2
. F20C

��  �� �� ��S "��# �<#�^� (� E%#� �<#�^� 4��7 �.5��� cos θ2 ��� H���.� ���∫
dΩ2

1
|r1 − r2| =

4π
r>
, F21C

�r2 � r1 �������� ����� �.'�L������ "!� � ���� r> �*�� ��

����*�� %# � ��������

ΔE0 = e2A2(4π)2
∫
dr1r

2
1r

2
2dr2e

− 2Zr1
a0 e−

2Zr2
a0

1
r>

= (4πeA)2
∫ ∞

0

r21dr1e
−2

Zr1
a0

[∫ r1

0

r2dr2e
−2Zr2/a0 +

∫ ∞

r1

r22
r1
dr2e

−2Zr2/a0

]
F22C

�� %# � H���.� 4:�5 ���� [
�� � A �� O� ���c���B!� dG �%#� �� "��#��� ���� e	& ��� H���.� �<#�^�
����*

ΔE0 =
5
8
Ze2

a0
=

5
4
Z(

1
2
mc2α2). F23C

f
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�� �	�  ��	/����� �� O� ��� (Z = 2) �	��� ����

ΔE0 ≈ 34 ev. F24C

�� ����* �� %# � H0 ���G %��5 ���� �� ]�^_
 ��� ���L&� ��

E0 ≈ −108.8 + 34 = −74.8 ev. F25C

E�� %#������ ���2
�� O�

Eexp ≈ −78.975 ev. F26C

�����* %#� ���G %��5 ���� ���2
 � ��; �� O� ��� ��	/���3� 6���
 H�� �<
�� ]�^_
 �� ��� �.3�	
 ��������

	�� ���� ���������� ���
 � ��� ��� !� "��#��� ���

U��
 (� !� ��� ��� ���� �����* �� %# � ���G %��5 ���� ���� ��V��  5 � ���� �� "��A.#� �8��� 0�� !� JN� �����
`��g�� �� ���.D�� !� �� ��� �� ���� HV .#� ���	
 �� ����� L� ��8�� �D�L�& ����� �� ���� �� "��A.#� �D�L�& T	�
Y#	.� �	, �� �� %#� �* > �� �� 0��' �
� ��X&�� �� ���� ���.D�� �=��  ��� �� Z ��� �� �.3� (� �)�
 ���� ���.D��
Z !� �� Z∗ "!� � �� ��=	� ��� ���.D�� �* �� �	8 �� h1�� �  �8	G �� �� �; ��	� ���.D�� �; !� �� ��� ��� !� �.�37

� ��<� %#��.��
E������ �;�� ��! I�	: �� �S���!* T	� U��
 (� ���	
 �� HV .#� �����

Ψ(r1, r2) = φ(r1)φ(r2) F27C

���� I��<1 �� �Z∗ �� %#������ �* �.3� ��� �� %#� �	' ���� �� �
� (� ���� ���G %��5 T	� U��
 φ1,0,0(r) �*�� ��
E �� �� e : ��! �������� φ1,0,0

H∗φ = (
P 2

2m
− Z∗e2

r
)φ(r) = E∗

0φ(r) F28C

�*�� ��

E∗
0 = −1

2
(Z∗α)2 mc2 = − (Z∗e)2

2a0
. F29C

i
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����� �� ����� Z∗ ��j.� !� ����
 ��	�1 �� �� �*�� O� � "��� `�35 �S���!* U��
 ��� ���� �� 〈Ψ|H |Ψ〉 U��
 Y#	.� H�5
d5 �� ���.D�� !� �� ��� �� �.3� �=	� ��� ���� ��� O� ���� (� �� �� �  �� �� %# � ���� �V��  5 (� �� ��� ���

����� � �� �� %# �  ��� ��

〈Ψ|H |Ψ〉 =
∫
d3r1d

3r2φ
∗(r1)φ∗(r2)

(
P 2

1

2m
+
P 2

2

2m
− Ze2

r1
− Ze2

r2
+

e2

|r1 − r2|
)
φ(r1)φ(r2) F30C

��! 4D8 �� �� �	.����� ���	
 �� ���! ����  �� H���.� "��� �� �<#�^� �� �!�� �k �7�� %#�� 9�, �<#�^� ����
E���� �3�	!��

H =
P 2

1

2m
− Z∗e2

r1
+
P 2

2

2m
− Z∗e2

r2
+

(Z∗ − Z)e2

r1
+

(Z∗ − Z)e2

r2
+

e2

|r1 − r2|
= H∗

1 +H∗
2 +

(Z∗ − Z)e2

r1
+

(Z∗ − Z)e2

r2
+

e2

|r1 − r2| . F31C

E%8�� ����	/ φ2 � φ1 U��	
 !� �� ��� ��	� ��2�)� �� �B	
 �� ��������

〈Ψ|HΨ〉 = 2E∗
0 + 2(Z∗ − Z)e2〈1

r
〉 + 〈 e2

|r1 − r2| 〉. F32C

JN� �� �� 〈 e2

|r1−r2| 〉 I��<1 � ���� ���7 ���� �� �
� �� l	��� $�� !� �� �*�� O� 〈1
r 〉 I��<1 ���� %3��� �� �*�� ��

����� ���� "��� `�35 ��<7

〈1
r
〉 =

1
a0

F33C

�

〈 e2

|r1 − r2| 〉 =
5
8
Ze2

a0
. F34C

����* �� %# � �* ���� [
�� � 〈H〉 %#�� 9�, �� ����O� ��� ���c���B ��

〈Ψ|H |Ψ〉 = − e2

2a0

[
−2Z∗2 + 4Z∗Z − 5

4
Z∗

]
. F35C

���� V��  5 ���.)� ���	
 �� �������� �%#��.S�� ���G %��5 ���� !� Z∗ �m� O� �� ���� I��<1 ��� �8��� 4:� �� 6����
����� �� O� �� ����* �� %# � I��<1 ��� 6.S� �<#�^� �� �����* %# � Z∗ [35�� I��<1 ��� ���� ����� �� �� ����

�� %#������ � ���� ���7 Z∗ = Z − 5
16 ��O �� �*

〈H〉min = −2 × 1
2
α2mc2(Z − 5

16
)2. F36C
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��	8 Z − 5
16 �=	� �� O� �� Z !� �.3� �D��.D�� ��� J��� h1�� ���.D�� (� �� ��� ��<�
 4D8 ��� �� ��	
 �� �� �2�. ���

��.�� ��!�� I��A
 %�� ���.D�� −79.975m6�7� �� O� �� �� %�� ���.D�� −77.38 �� �	8 �� ����� Z = 2 ���� V�� I��<1
����� �����* %# � H-./� 0�� 6��, !� �� �n* �� %<3

�� �S���!* T	� U��
 (� ������� �� !� �8� �)�
 ��� "���* %# � 6�7� �� O� �� �� ��	/ ���/ 6���
 �� ���� �� ���*���
��.)� o��. ��!�� ��!* ����.����G ��.S�� �� �
 �� �S���!* T	� U��	
 !� "��A.#� �� ��	
 �� �%#� "�	� ��!* �.����G (�

����* %# �

��!�"���� ��� #$�% �&���'�()� �

� �* �� %# � {(1, n)} = {(1, 2), (1, 3), (1, 4), · · ·} ��	.�	� �� 1� ���� �	��� �
� �p .N����� ��� %��5 !� ��# �����
�� ��� T	� U��
 �� �� �� �����* %# � �� �� %��5 ��� ���� ]�^_
 >H-./� 0�� !� "��A.#� �� ����	/ �� JN� �����

E%#���! 4D8�� !� �D� �� �� %��5 ���!�

Ψs(r1, r2) =
1√
2

(ψ1,0,0(r1)ψn,l,m(r2) + ψ1,0,0(r2)ψn,l,m(r1))χsinglet , F37C

�

Ψt(r1, r2) =
1√
2

(ψ1,0,0(r1)ψn,l,m(r2 − ψ1,0,0(r2)ψn,l,m(r1))χtriplet. F38C

��.N<8	/ ��� �%#� ��DS� ��� ���� ]�^_
 �<#�^� ��  #� �� �; �� H�� ���� �� � ���� �	B� ��'�� L� �B �����
�� ��7 ��� �:��1 ���� ]�^_
 ����* %# � ���� �� %#� �&�� � %#� ���7 �� %��5 "Q�� ��� ���G �� H-./� 4�3�.G
�� ����1 ��� ��* �� %#� ��� ��.3� �B�	� �* �� �� ���	# ��.3N �� e2

|r1−r2| E�� %#� ����� H-./� 4�3�.G ����� `�35
��@#� �p �' �# � ��A�� %��5 �������� ��	�  ���.� 4�� � �� ���� �� �� �<#�^� K	 �� !� 4<7 q��/�� %#� ���7 e	& ���G

�D��� ���� �%#� ���7 ��	�� e	& ���G�� ����1 ��� ��� D���

〈Ψt| e2

|r1 − r2| |Ψ
s〉 = 0. F39C

4� �� ����! ��D
 ��� �A�	� ���
 �� ���� %#����D#� ����1 (� "�r �� ��X&�� 1
|r1−r2| ����1 �� ���� �� %7� H�5

��D
 ��� �A�	� �� �� 4��� ���� �� � %3� ���D#� (� "�r (� ��X&�� ����1 ��� �� ����  ���
  ��� ��	8 �� �2��B
���7 e	& ���G �� ����1 ��� ��  �#�� �2�. ��� �� �� �� %#� �D�� ��� ��� ��	8 �� �2��B "�r (� �� l	��� �� ����!
�� ���� "�r ���! �	8 �� U&� ���� ��� 4��
 ��� �� ��� > �.3� "�r (� ��D
 �� l	��� l,m ��	.�	� �� 1� ���! %3�
�� 1� � %#� 4� �� ����! ��D
 ���� "�r (� �� ����! ��D
 �2�.�� � %#��A: -k ��� �* �� ����! ��D
 �� %#� �.��5

s
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]�^_
 ���� ����� ���O
 !	�� 4� �	.����� �� ��� 4��� �� �k��t � �.3� L� 4� �� ����! ��D
 " ��� ��S l, m ��	.�	�
E����* �� %# � �������� �%8��  ��	N m ��	.�	� � 1 �� ��.3� ����

ΔE(s,t)
n,l = 〈Ψ(s,t)

n,l,m| e2

|r1 − r2| |Ψ
(s,t)
n,l,m〉

=
1
2

∫
e2

|r1 − r2| [ψ1,0,0(r1)ψn,l,m(r2) ± ψ1,0,0(r2)ψn,l,m(r1)]
2

=
∫

e2

|r1 − r2| |ψ1,0,0(r1)|2|ψn,l,m(r2)|2 ±
∫

e2

|r1 − r2|ψ
∗
1,0,0(r1)ψ1,0,0(r2)ψ∗

n,l,m(r1)ψ∗
n,l,m(r2)

= Jn,l ±Kn,l F40C

�� �� �n* ���� ����	N ��2� �2����� �� ��� ��� �� �M �'� ��� `�35 ����^
 6��, �� ��	
 �� �� �,	��� ��� H���.�
E ��� �� e : ��!  �7�� ���M �� �  �.3� %<u� �� H���.� ��� �� %#� �* ��� ����	/ �B	
 �*

0 ≤ Kn,l ≤ Jn,l F41C

����* �� %# � ��������

ΔEs
n,l = Jn,l +Kn,l, F42C

�

ΔEt
n,l = Jn,l −Kn,l. F43C

!� �8� ]�^_
 ��� ���! %#� ���<, �� %#� %<u� %��5 K	 ���� ���� ���� ]�^_
 ��  ��� �� ��S Y��� � ���
���<, L� �2�. ��� �%#��.S��Ψt ��� %��5 ���� ]�^_
 !� Ψs %��5 ���� ]�^_
 �k��= >%#�� ���.D�� ��&�� ����
�2�.�� > %#��.S��  ����� ��� D� �D��L �� �� ���.D�� �D��� H��.5� � %#� ���O.� ���X& T	� U��
 Ψs %��5 �� ���! %#�

� ��� ���7 Ψt �m ��O.���G %��5�� �� %#� �.7�!��.S�� �)* ��&�� ����
�����G ��, 4:� !� �8� ��� ���B � %#� ��� D� �� ���.D�� �� ��&�� ���� " ��� ��S � ���� ��8�� ��<�
 Jn,l ���B
� � ���� < 
 � ��B � � � ��B ��� ����  �D�#-� � � < � 
 v�� � %#� ���X& T	� U �� 
 ���� ���O . � �� G � � ���� ���O . � �
��� �M�'� %&�'�;�� �� ���.D�� ��@#� !� �8� J�� ���� �� �* ���� (� �� ��	
 �� �%#� 9���� Exchange Term
�%#� �����G ��, 4:� � �� ���.D�� ��	� �	���& !� �8� YO& � %3� �� ���.D�� �3�,��j� ���.S' !� �8� J�� ����

���� �� ���7 ����� �, �� ��! "�� ���	
 �� ���� ��S ��@#� �� �� J�� ���� ��� ��.3� �D* ����

ΔEn,l = Jn,l + αKn,l F44C
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S(S + 1) = 2 �� ��' �#m%��5 ���� � 1 �� %#������ S(S + 1) = 0 �� ��A�� %��5 ���� �� %#� �� 1 α �*�� ��
��3�	�� ���	
 �� �������� �−1 �� %#������

α = 1 − 2S(S + 1). F45C

�� ���� �� �&�, !�

S(S + 1) = (s1 + s2)2 =
3
4

+
3
4

+ 2s1 · s2 =
3
2

+
1
2
σ1 · σ2. F46C

%8�� ����	/ ��������

α = −1
2
(1 + σ1 · σ2), F47C

�2�. �� �

ΔEn,l = Jn,l − 1
2
(1 + σ1 · σ2)Kn,l. F48C

��� �%#� " 8 �.8	 ��@#� �� J�� ���� ���B �� �A�� [��t (� I�	: �� ���� ]�^_
 �� ����� �� [�
�
 ��� ��
�; !� � %#� �����G ��, 4:� �* �pS�� �� I��A
 ��� �� %#� ��@#� �� �3�,��j�J�� ���� �	.����� ���B 4u� �k��1 ���B
�� ��@#� �3�,��j�J�� ���� ���� U7�� �� �%#��
 �	7 ���3� ���.D�� �� ��@#� ��� �3�,��j�J�� ���� !� L� �<
��

E%#���! �<
�� !�  � �.&�' ���7 ��!� ��
������ �<
�� !� �� ��:�& �� �� ���.D��

Emag ∼ μ1 · μ2

r3
∼ 1
a3
0

(
e

mc
)2s1 · s2 ∼ 1

a3
0

(
e

mc
)2�

2 F49C

E%#���! �<
�� !� ���.D�� �� ����<
 J�� ���� �

Eexchange ∼ e2
1
a0

F50C

�� ����* �� %# � a0 = 1
α

�

mc �D��� �� �B	
�� �%#���	� K��8 a0 �*�� ��

Eexchange ∼ α−2Emag ∼ (137)2Emag, F51C

K	t	� ��� �%#��.S�� ���.D�� �� �3�,��j�J�� ���� ���� !� ��� ��L�  : �
 "� ��� ����<
 ����  �� �� ��S ��
�; (�� "��� J�� ���� ��� D���  ��	
 �� ��8 +��t �3�,��j� J�� ���� �� �	�M �� ��@#� �3�,��j���& ��	� �� ��
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" �� �7��  ��B %��5 (�L�& � ��	.�	� (�L�& �� ���� (� ��	�1 �� �)
 � �
  ��* �	B	� �	N� �	/ J,��j� � ���  ���
�� ��@#� ��� J�� ���� ���! ���� ���� �� ���.D�� ����<
 J�� ���� �� ��<� �� e	& ]�t	
 y�<L��� ��� �D����
 �	�

���� ����� d�,��j���& ��	���
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